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Avant propos

La recherche opé&ationnelle peut @re définie comme l'ensemble des méhodes et
techniques rationnelles orientées vers la recherche du meilleur choix dans la fagon d'opé&er en
vue d'aboutir au résultat viséou au meilleur résultat possible.

Elle fait partie des «aides ala de&ision >>dans la mesure ouelle propose des modédes
conceptuels en vue d'analyser et de maitriser des situations complexes pour permettre aux
deésideurs de comprendre, d'évaluer les enjeux et d'arbitrer ou de faire les choix les plus
efficaces.

Ce domaine fait largement appel au raisonnement mathématique (logique, probabilités,
analyse des données) et ala modé@isation des processus. Il est fortement liéal'ingénierie des
systémes, ainsi qu'au management du systéme d'information.

La Recherche Opéationnelle (R.O) est la discipline des méhodes scientifiques et
techniques mathématiques utilisables pour &aborer de meilleures deeisions. Elle permet de
rationaliser, de simuler et d’optimiser 1’architecture et le fonctionnement des syst@mes de
production ou d’organisation entre autres. C’est aussi la modéisation mathématique des
processus de prise de deeision.

La modd@isation mathématique est le processus de prise de deeision par lequel un
probléne du monde rél est interpré&éet repré&entéen éjuations mathénatiques suivant un
modele d’optimisation.

L’optimisation est I’identification de la meilleure configuration possible d’un systéme
selon des critées spexifiques.

La R.O. propose des méhodes conceptuelles pour analyser des situations complexes et
permet aux d&sideurs de faire les choix les plus efficaces gré&e &
e Une meilleure comprénension des problémes.
La vision complée des données.
La considéation de toutes les solutions possibles.
Des prédictions prudentes de réultats incluant une évaluation des risques.
Des outils et des méthodes modernes d’aide ala de&ision.

La R.O appara® comme une discipline carrefour associant les mathénatiques, 1’économie
et I’informatique entre autres.

Elle est par nature en prise directe sur 1’industrie et joue un réle-clédans le maintien de la
compéitivité

Les apports de la R.O sont visibles tout autour de nous et dans les domaines les plus divers :
de l’organisation des lignes de production de véhicules ala planification des missions
spatiales, voir dans la vie de tous les jours dans 1’organisation du traitement des produits
recyclables, I’organisation des ramassages scolaires ou la couverture satellite...etc.



Introduction

L’une des principales missions de la recherche opérationnelle est d’aider a prendre des
de&eisions en vue d’une gestion efficace, rationnelle et logique. La modélisation traditionnelle
des problémes de recherche opérationnelle n’a connu que des modéles d’optimisation a
objectif unique jusqu’a I’apparition d’une nouvelle vision plus proche de la réalité¢ et qui
consiste amod@iser les problémes de sorte que tous les objectifs pertinents soient pris en
considération. Cette philosophic de multiplicité d’objectifs semble trés raisonnable et
contribue avec une efficacité tres forte a 1’élaboration de nouvelles méthodes pratiques de
gestion plus ré&listes que les mé&hodes classiques.

La résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif consiste atrouver la solution
Pareto optimale qui réond au mieux aux préé&ences approches de résolution initiales
consistaient aréluire le probléme original en un probléne mono-objectif. Néanmoins, depuis
plusieurs annés une des questions fondamentales de 1’optimisation multi-objectif s’apparente
a I’identification de I’ensemble Pareto optimale, ou aune approximation de celui-ci pour des
problénes difficiles de grande taille. Dans ce contexte, les mé&aheuristiques en géné&sal, et les
algorithmes évolutionnaires en particulier, connaissent un int&& grandissant.

L’optimisation multi-objectif est au cceur de plusieurs domaines, elle est largement utilisée
pour modéliser de nombreuses situations comme la conception des systémes de 1’industrie, le
secteur de I’énergie, les réseaux ou encore la planification.

Au lieu d’une solution unique, la solution d’un probléme d’optimisation multi-objectif est
géné&alement un assortiment de solutions, qui se distinguent par diffé&ents compromis ré&lisé&
entre les objectifs. Cet assortiment est connu comme Pareto-optimal, les solutions qui le
composent sont optimales, dans le sens qu’il n’existe dans 1’espace de recherche aucune
solution meilleure si tous les objectifs sont considé&é& simultanément.

Dans le cadre de la programmation mathématique multicritée, nous sommes particuliéement
inté&essé& aux problémes lin&ires et non lin&ires pour les variables de de&eision reelles et /ou
entieres.

Le but de ce travail est d’essayer de faire une synthese sur la programmation mathématique
multi-objectif, de voir quelques méthodes de résolution et de programmer vers la fin 1’un de
ces algorithmes traités.

Pour cela on a partitionnéle travail en cing chapitres :

Le chapitre 1, est réservé a 1’étude du probléme de programmation linéaire mono-objectif.
Dans ce chapitre, nous éudions quelques méhodes de ré&olution comme la mé&hode du
simplexe, la dualitéet la mé&hode duale du simplexe dans des espaces reels et discrets.

Au chapitre 2, nous présentons 1’optimisation multi-objectif. Nous introduisons des concepts
fondamentaux tels que la formulation du probléme, le concept de dominance et d’efficacité,
point ide&al et point nadir. Nous deerivons aussi les principales approches de résolution pour
ces problénes comme la mé&hode du simplexe multi-objectifs.

Le chapitre 3 est consacré ala programmation liné&ire multi-objectif en nombres entiers.
Nous traitons en déail quelques mé&hodes de reésolution de ce type de problénes en illustrant
quelques uns par un exemple numé&ique.



Au chapitre 4, on parlera de la programmation non lin&ire multi-objectif. Ce chapitre est
devisécomme suit :

e Programmation fractionnaire uni-critere.
e Programmation fractionnaire multi-objectif entiére.

Le chapitre 5, traite la partie impl@nentation et description géné&ale de logiciel (LINGO et
MATLAB) ainsi que la présentation des résultats obtenus.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion gené&ale et une bibliographie utilises.



CHAPITRE 1

Introduction a la programmation linéaire

1.1. Introduction

La programmation linéaire (PL) est une branche de la programmation mathématique
(résolution de programmes économiques ou autres a I’aide des mathématiques). Trois types
de problémes relévent de la programmation mathématique :

— La programmation linéaire, ou les fonctions données sont linéaires.
— La programmation quadratique.

— La programmation non linéaire, ou une partie des fonctions données sont représentées sous
la forme de fonctions non linéaires.

Quelques rappels :

Tout probleme de la programmation linéaire peut se formuler de la maniére suivante :

Trouver les valeurs des variables x = (x; , j = 1,n)qui maximisent ou minimisent la
fonction linéaire suivante :

Z=Z (X1,X2, ey Xn ) =C1 X1 + CXp + -+ Gx; + - + cpx, = X7y gxy—(max/min) (1)
Les sous contraintes suivantes :

((A11X1+apx, + -+ aij X + et agx, = b1

az1Xq + Ay Xy + -+ azjxj' + -+ Arn Xy = b2
P T T (2)

a;1Xq + Air X~ + -4 al']'x]' + -4 Ain Xy = bi

\Am1X1 + ApoXy + o+ Qi X + 0+ X, = by,

x 20,j=1n 3)
OU ¢ , j=1,n représentent les codts des différents produits

Les coefficients ¢; eta;; (i = 1,m,j = 1,n) sont supposés étre des nombres réels, en plus on
considére que I’entier m est inférieur ou égal a n, tous les nombres b;(i = 1,m) sont tous
positifs ou nuls et le rang du systéme (2) est inférieur ou égala m.



Définition 1

. La fonction Z est appelée fonction objective.

. Les contraintes (2) sont appelées, contraintes principales, ou essentielles.
.Les contraintes (3) sont dites directes (non negativité).

Remarque 1

Si I’objectif consiste & minimiser une fonction linéaire :

Z=Z (X1, X3, e e Xn) = C1X1 + CpXp + -+ X + -+ Cp Xy

Alors on maximisera la fonction linéaire opposée :

Z = =Z(X1,Xp, sy X)) = —C1X1 — CoXp — =+ — GXj — = — Cp Xy .
Ecriture matricielle d’un probléme de programmation linéaire

Pour écrire le probléeme de programmation linéaire (1)-(2)-(3) sous forme compacte, on
utilise la forme matricielle (vectorielle). Pour ce faire on introduit les notations suivantes :

Soient I = {1,2, ..., m} I’ensemble d’indice lignes et | = {1,2,...,n} ’ensemble des indices
des colonnes.

Ainsi ’ensemble des variables x4, x5, ..., Xx;, ..., X,, s’écrira sous la forme vectorielle :

jl
x =x(J) = (x,j €)).
De maniere analogue on aura :
c=c(D=(g,j€J),b=b) = (b,i€l).

L’ensemble des coefficients a;; ,i €1, € J, sera représenté¢ sous forme d’une matrice A

ij »
d’ordre (m X n):

aiq aqp ...Aqj ...

j A1n
A=A(I,])=(ai]-,iel,jE])=< 5 5 >

Anm1 Ap2 “‘amj B

On écrit souvent A de la maniére suivante :

A= (ay,ay..,a

i, .., @y) , Ol a; estun vecteur colonne :



aj :A(I,]) =

Avec ces nouvelles notations, le probleme (1)-(3) peut étre écrit sous forme matricielle
suivante :

Z=7(x)=c'x > max

Ax=b
x=0
x € R"

Ici ¢’ est le transpose de ¢, la matrice A est la matrice de condition du probléme et b vecteur
(second membre).

1.2. Forme d’un Programme linéaire
Un programme linéaire peut étre écrit sous une :
Forme générale

( (min/max3Z(x) = X7, ¢ x;
s.c

(PL):{ Z?:l aijx]' < ,2 ou = bi ,i = 1,m

x20,vj=1n

Forme canonique

(min/max3Z(x) = c'x
s.c
Ax < (resp =)b
x=0

(P.L)=

Forme standard

((min/max)Z(x) = C x
s.c
(P.L)= Ax =1Db
| x=0
\ b>0



Remarque

Les probléemes de minimisation et de maximisation sont en fait équivalents puisque
minZ = —max(—Z) et maxZ = —min(—Z2).

1.3 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d’un point extréme
(sommet de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération de 1’algorithme
du simplexe. Pour cela, on doit définir le point extréme de départ et le test d’arrét.

Soit le probleme standard de programmation linéaire (avec maximisation) suivant :

Z(x) =cx1+ cxp + o+ Gxg + o+ 0 X, > Max (1)

(A1 X1+ axy + -+ aqjX; + -t agx, = b1
az1x1 +azyx, + -+ azjxj' + -+ ArnXy = bz

. vee e eee eee e 2
ai1x1+ai2x2+---+ai]~xj +“‘+ainxn =bi ( )

\Am1X1 + QX + o+ Qi X + o+ X, = by,

x120,x,20,...,x, =0 3
Ici on suppose by, by, ..., b,, =0,etrangA=m<n.
Le probléme (1)-(3) peut étre écrit sous sa forme matricielle :

c'x - max
Ax=b 4
x=0

Ou A = A(l,]) est la matrice des conditions a; = A(/, j) les colonnes de A.

c¢'=c'(J) Le vecteur des colts, b = b(I)le vecteur des contraintes (second Membre),
x = x(J) = (x;,j €]) le vecteur des variables.

I=1{12,..,m},] ={1,2,..,n}les ensembles d’indices des lignes et des colonnes de sa
matrice A.

Probléeme standard et solution de base :
Définition 1

Tout vecteur x vérifiant les contraintes (2) et (3) est appelé solution réalisable (admissible) du
probleme (1)-(3).

Définition 2

Une solution réalisable de base x° de (1)-(3) est optimale si ¢'x® = maxi{c x), pour toute
solution réalisable.



Définition 3

Une solution réalisable x est dite de base si (n —m) de ses composantes sont nulles, et aux
autres (xj1, Xjz, .., Xjn ), COrrespondent m vecteurs a;4, a;,, ..., @;,, de la matrice de condition
A linéairement indépendants.

L’ensemble J5 = {j1, j2, ..., jm } €St appelé ensemble des indices de base,

Ju = J\Jp Ensemble des indices hors base.

Autrement :

Une solution réalisable x = x(J)est solution de base si xy = x(Jy) =0,

detAg # 0,00 Ag = A(l,Jg), x(Jg) = 0.

La matrice A est appelée la matrice de base , x;,j € J les composantes de base ,
xj,J € Ju les composantes hors base .

Définition 4

Une solution realisable de base x est dite non dégenéree si x; > 0, € Jp.
L’accroissement de la fonction objective Z est égale a :

AZ =7Z(x)—Z(x)=cx—cx=cAx.

Construisons le m-vecteur y = y(I) vecteur de potentiels :
y' = cpAg" .
et le vecteur A= A(J) = (4;,j €]); le vecteur estimations :

{ A=y A-c'

Critere d’optimalité
Théoreme 1
Soit {x, Az} une solution réalisable de base de départ.

L’inégalité Ay= A(Jy) = 0 est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence elle est
nécessaire pour 1’optimalité de {x, Ag}.



L’organigramme de I’algorithme de simplexe- maximisation [2]

5| Soit {x, A} une solution réalisable de base }
A

A 4

Calculery = czAg!et

Ajzy,aj —G,J €]y

Stop, x est une solution

optimale.
SOithE]H : (
o Solution infinie
By = miny <o,je, b >
Si Ag'a;, <0 L

Déterminer

. - x .
Jj1/6° = 9j1=mln{$/xjj0 >0,j E]B}

A 4

Calculerx = x(J) = (x(Jp), xUy)) /

x(Jp) = x(Jp) — 914571‘1]'0 )

% =0,j€Jy\jo, %, =6°

Y

Poser Jp = (Jp\j1) Ujo, Ju = Uu\jo) Uj1, Ap = A(L,]p)

A

D’ou {X, 4z} La nouvelle solution réalisable de base




Algorithme du simplexe [2]

1. Soit {x, Ag} une solution réalisable de base de départ.
2. Calculery' = c'pAgt et A=y'a —¢,j€Jy.
Si A=0,j€]Jy
Stop, x est solution optimale.
Sinon :
Soit jo € Jy : Ajp= (mind; /A< 0),j € Jy.
Sidglaj, <0, j€Jy
Stop le maximum de la fonction objective tend vers I’infinie
Sinon :
Déterminer : j; / 6° = 6;; = {minEE%/%Oj > 0,j €/}
Calculer x = x(J) = (x(Jg), x(Jy))
x(Jg) = xUp) — 045 a;0, X = 0, j€Jy \jo , o = 6°

Poser Jp = (s —j1) Ujo.Ju = Uu —Jjo) Ujr ,Ag = AU, J), d’oit {x,4p}, la nouvelle
solution réalisable de base puis aller en (2).

Tableau du simplexe [2]

Les differents calculs qu'on aura a effectuer et les différentes étapes de résolution seront
disposes dans le tableau suivant :

C €1 C2 Cm Cm+1 G Cn
cg | Base b a; | ap m A st a; a, 0;
€1 ay by = x; 1 0 | - 0 Xim+1 | 0 | X1 | | Xin 6
G | @ b, = x; 0 1 0 Xom+1 | " | X2j | | Xon 6>
Cm am by = Xy 0 0 1 Xm,m+1 Xmj ] Xmn Om
7 A Ay | Ay | - | A, Ami1 A; A,




Exemple 1.1

Nous allons résoudre le probleme de programmation linéaire suivant, par la méthode du

simplexe :
(Z = 3x1 + 2x; > max
I ZX1+Xz+x3=5
4 xl—x2+X4_=1
| x1+x,+x5=3

Ona j={1,2,3,4,5} et J5={3,4,5}, Jy = {1,2}, avec Ay = I; donc solution réalisable de base
est x=(0,0,5,1,3), dressons alors le premier tableau du simplexe.

C 3 2 0 0 0
Cp Base B a; a, as ay as 0;
0 as 5 2 1 1 0 0 5/2
0 a, 1 1 -1 0 1 0 1
0 as 3 1 1 0 0 1 3
Z=0 A -3 -2 0 0 0

t

On remarque que la relation A;> 0, V j € Jy n’est pas vérifiée, donc la solution réalisable de
base initiale n’est pas optimale, on doit alors changer la base de la maniére suivante :
mln]E]HAj= A1= —3, dOTleO =1

de lale vecteur a; va rentrer dans la nouvelle base .

Et calculons 6° = min,;, 6; :
5 1 3 o _
6325,942121,052123,(10119 :jlzmlnjejgej:94:1

De I3, le vecteur a, va sortir de la base, et la nouvelle solution x , dressons le 2¢™¢ tableau du
simplexe :

C 3 2 0 0 0
Cp Base B a4 a, as ay as 6;
0 as 3 0 3 1 -2 0 1
3 a 1 1 -1 0 1 0 /
0 as 2 0 2 0 -1 1 1
7=3 Aj 0 -4 0 3 0

La nouvelle solution de base est donc x= (1,0,3,0,2) de plus elle n’est pas
optimale car A,=—4<0.




On doit alors changer la base une autre fois :

min;.;, &= A= —4, donc le vecteur a, va rentrer dans la nouvelle base.

Comme 6;; = miny;,0; = 03 = 05, donc le vecteur az ou as sortira de la base.

D’ou, on obtient : J; = {3,1,2},/; = {4,5}, pour déterminer la nouvelle solution ¥ dressons
le 3°™¢ tableau du simplexe :

C 3 2 0 0 0
Cp Base B a; a, as ay as 0;
0 as 0 0 0 1 -1/2 -3/2 /
3 a, 2 1 0 0 1/2 1/2 /
2 a, 1 0 1 0 -1/2 1/2 /
Z= Aj 0 0 0 1/2 5/2

La nouvelle solution de base est donc x = {2,1,0,0,0} , comme A=jz 0,Vj € Jy

L’algorithme s’arréte et la solution obtenue est optimale, avec Z = 8.

1.4 La M-méthode

Le mathématicien américain Tcharness a proposé cette méthode pour résoudre les
programmes linéaire.

Soit le probleme :
7 =cx—- max

Ax =D (P)
X >0,j=1n

On constitue le probleme (PM) de la maniere suivante :

Z=cx—MY", x,,; - max
[AX]i +xn+i = bi,i = 1,m (PM)
X >0,j=1,n+m

Ou M > 0 (un nombre positif tres grand).

Le vecteur X = (0,b)' = (x =0,x,4; =b; ,i =1,m)"est une solution de base réalisable
pour (PM).

On résout le probléme (PM) par la méthode du simplexe avec une solution réalisable de base
de départ {(0, b), Ag} et on obtient une solution optimale

X0 = (x%x0,,,i =1,m),A4%}.



Principe de la M-méthode
Apres la transformation de (P) en (PM), a ’optimum nous avons les cas suivants :
1. sitoutes les variables artificielles sont nulles alors la solution est optimale.
De plus si A;,= 0/j, € Jy alors on aura une infinité de solutions optimales.

2. Au moins une variable artificielle de la base strictement positive = contraintes
contradictoires.
3. Aun certain moment on ne peut pas améliorer, par manque de pivot .
On distingue deux cas :
-Toutes les variables artificielles sont nulles = solution infinie
- Au moins une variable artificielle strictement positive = contraintes contradictoires.

Exemple 1.2 : résoudre le probléme suivant :

(maxZ = —2x; + x; + 4x;3
| x;— xp + x3=2
(P){ —5x, +2x3 =4
| —2x,+x3=1
\ x>0,j=13

Pour déterminer une solution de base initiale, on doit ajouter deux variables artificielles x, et
X5 , d’ou on obtient le M-probléeme suivant :

(maxZ = —2x; + x; + 4x3 — Mxy — Mxs
| X1 — X3 + X3 =2
(|:>|\/|)4 —5x, +2x3+x, =4
| —2x; +x3+x5=1
\ x;>0,j=15

Il admet une solution de base de départ ¥ = (2,0,0,4,1),avec J; = {1,4,5} et J, = {2,3}.
Calculons le potentiel y et le vecteur des estimations A_J ,JEJ:

- 1.0 0
37=?EA§1=(—2,—M,—M)<0 1 0)=(—2,—M,—M).
_ _ 00 1
Ai=0,j€]p
-1
A=ya,—c;,=(=2,—-M,—-M)| -5]|—-1=7M+1
2
o 1
=y a3 —c3=(=2,-M,-M)|2|—4=-3M—-6
1
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Dressons le premier tableau du simplexe :

C -2 1 4 -M -M
Cp Base B a, a, as a, as 6
2 a 2 1 -1 1 0 0 2
-M a, 4 0 -5 2 1 0 2
M as 1 0 -2 1 0 1 T,
Z=-5M—-4 | A 0 7M+1 | -3M-6 0 0

T

La solution de départ n’est pas optimale car A;< 0, donc on doit faire rentrer a; dans la base
et faire sortir as , ainsi on obtient le nouveau tableau suivant :

-2 1 4 -M -M
C, |Base B a, a, as a, as 9=]
-2 a, 1 1 1 0 0 -1
-M ay 2 0 -1 0 1 -2
4 as 1 0 -2 1 0 1
7 =-2M+2 A=] 0 M-11 |0 0 3M+6

Le critére d’optimalité est vérifié, donc la solution du M-probléme est x = (1,0,1,2,0)
Comme la variable artificielle X; = 2 > 0,donc le probléme (P) n’admet pas de solution
optimale (les contraintes de (P) sont contradictoires).

1.5 Méthode duale du simplexe

Etant donné le probléme primal de programmation linéaire:

c'x - max
Ax =b
x=0

(P)
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Et son dual:
by - min
Ay =c (D)
y € R™
Définitionl [2]
De I’ensemble /, choisissons un sous ensemble Jp € ] et soit Ag = (I,]z) une sous matrice

inversible de A.
En utilisant la matrice Ag , on construit le vecteur y :

y' =cAz" (1)

Le vecteur y est dit plan dual basique et Az la matrice de base si
Ay = cy (2

Oudy = U,Ju) ,Ju =J\s.

Définition2 [2]

Un plan dual basique y est dit non dégénéré si A, y > cy.

En utilisant un plan dual basique de départ y , on construit les vecteurs suivants:

sN=Ay—c,x()=(xJp)xUy)),x(Jp) = x5 = Ag'b
,X(]H) =Xy = 0
Appelés Coplan et pseudo plan respectivement du probleme(P).

Remarquel

Par construction §(Jz) = 0et5(Jy) = 0.
Si y est un plan dual basique alors § et x sont dits basiques.

Algorithme dual du simplexe [2]

Considérant un plan dual basique y avec sa matrice de base Aj.

En utilisant Az , on calcule le pseudo plan x = (x5 = Az'b,xy = 0).
Sixp = 0 Alors x est optimale pour le probléme (P), et y optimal du dual(D)
sinon, on calcule x;, = minx; , (x; < 0,j € Jg) de la l'indice j, doit sortir de la base et la

colonne g;, doit sortir de Ag ,C'est a dire, on change de base (45 — Ag).

Le changement de base entraine le changement du plan dual y (y — ¥) qui entraine aussi le
changement du coplan & (§ - §).
Ce changement de coplan se fera de la maniére suivante: § = 6§ + 465,00 ;

6,] =Jo
a5, = {0
J 0,j € Js\o
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Ou o est le pas dual positif ou nul.

A§j = oxg;,j € jy 0uXj; est la jé™e composante du vecteurA,;laj.
Pour que § soit un coplan, il faut avoir un pas maximal ¢° :

o .

_é‘ _5.1
0° = min —’}=—’

Xj0j<0,€ {x]'()]' Xjoj1

La nouvelle base sera Jz = (J5\jo) U ji.et Ag = A(1,]), la nouvelle itération débutera avec
x = (x3) = (45'b, x5 = 0).

Remarque2

Les problemes du type:

Z =c'x > min
Ax=Db
x=0

b=0,c=20

Sont résolus dans la plupart des cas par la méthode duale du simplexe, car en ajoutant des
variables d’écart, on obtient facilement la solution de base de départ. Par contre si on utilise la
méthode du simplexe, on ajoute des variables d'écart et des variables artificielles et ceci,
augmente la dimension du probléme.

Exemple.1.3

Résoudre le probléme linéaire suivant :

minZ = 2x; + x3

X1 +x,—x3=5

X1 —2xy +4x3 > 8
x1=20,x, 20etx3=0

Sous forme standard, on aura :

maxZ = —2x; — X3
—X1 — Xy +x3+x4=-5
—x1 +2x; —4x3 + x5 = —8
x;>0,i=15

D’oux = (0,0,0,—5,-8)etZ(x) = 0.

Soit Az = (a4, as)=I, , une telle matrice inversible avec Jz = {4,5}, Jy = {1,2,3}.
En utilisant Ag, on calcule le vecteur des potentiels y :

y'c'p Azt = (0,0), car ¢'3=(0,0)

de la y'A;=(0,0,0) > ¢’;=(-2,0,-1), donc y est un plan dual, ce qui veut dire que la matrice
Ap est de base.
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Le coplan basique initial est donc égalea 6 = A'y — ¢ = —c = (2,0,1,0,0).

c -2 0 -1 0 0

base b a, a, as a, as

X4 -5 -1 -1 1 1 0
X5 —8 -1 2 —4 0 1 >

) 2 0 1 0 0

/ Ya / /

o 2
Les composantes du pseudo plan xg ne sont pas toutes positives ,donc le critére d’optimalité

n’est pas vérifié .

Onax; =—-8= miny, <o efp % ,donc as sort de la base.
) -2
De plus o=(—1)=—=2
p 1 Xjq1 -1
—-6; —1 1/4
0'3 = — =
X3 4

minxj1j<0JEIH (O}) =1/4

Donc le vecteur a; va rentrer dans la nouvelle base a la place de as et on passe a la nouvelle
itération :

c -2 0 -1 0 0
base b aq a, as a, as
X4 -7 -5/4 -1/2 0 1 A —
X3 2 1 -1/2 1 0 -1/4
é 7/4 14 0 0 1/4
7/5 1 / / /

!

Onax, =—7 <0, donc a, sort de la base et sera remplacé par a,, qui correspond au pas
minimum o, = 1, par suite on passe a I’autre itération :

-2 0 -1 0 0
base b a, a, as a, as
Xy 14 5/2 1 0 -2 —-1/2
X3 9 3/2 0 1 -1 —-2/4
) 0
o

Onales x; = 0, donc la solution est optimale.

D’ou x* = (0,14,9,0,0) et z(x*) = 9.
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1.6 La méethode Branch and Bound [6]

e Les méthodes de branch-and-bound sont des méthodes basées sur une énumération
"intelligente" des solutions admissibles d’un probléme d’optimisation combinatoire.

e Idée : prouver ’optimalité d’une solution en partitionnant I’espace des solutions.

e Exemple d’application & la programmation linéaire et non linéaire en nombres entiers
Utilise toute la puissance de la programmation linéaire ou non linéaire pour
déterminer des bonnes bornes.

e On appelle relaxation linéaire d’un programme linéaire en nombres entiers le
programme linéaire obtenu en supprimant les contraintes d’intégrité sur les variables.

Programme en nombres entiers

max ¢ x
(P){s.c Ax<b
x = 0,entier

Relaxation linéaire

max c x
(LP)3s.c Ax<b
x = 0.

Propriétes de la relaxation linéaire

e La valeur de la solution optimale de LP est une borne supérieure sur la valeur de la
solution optimale de P.

e La valeur d’une solution admissible de P fournit une borne inférieure sur la valeur de
la solution optimale de P.

e Si la solution optimale de LP est entiere (donc admissible pour P), elle est également
la solution optimale de P.

Branchement

e Si la solution de (LP) n’est pas entiére, soit x; une variable prenant une valeur
fractionnaire x; dans la solution optimale de (LP).
e Le probléme peut étre divisé en deux sous-problemes en imposant
x; < |x]] Ou x; =>|xf]+1
Ou |x;] est le plus grand entier inférieur a x;".

l

e Lasolution optimale de (P) est la meilleure des solutions optimales des deux sous
problémes (P1; P2):
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maxc x maxc x

s.c Ax<b s.c Ax<b
(P1) x; < x| (P2) x = x ]+ 1
x = 0,entier x = 0,entier

Exemple 1.4 (Branch-and-Bound)

maxZ = 5x; + 4x,
X1+ xp < 5

(P) 10x; + 6x, < 45

X1,%X, = 0,entiers

anf e
T
X <3 4
R wr) o

wpy {7,002

La solution de (LP;) est une solution admissible de (P) et donc Z = 23 est une borne

inférieure sur la valeur de la solution optimale de (P).

Le noeud correspondant peut étre éliminé vu qu’une solution entiére optimale satisfaisant
x1 < 3 a été trouvée (solution de LP;).

La valeur de la solution de (LP), Z = 23.75 est une borne supérieure sur la valeur de la
solution optimale de (P).

Vu que tous les coefficients sont entiers, on peut en déduire que la valeur de la solution
optimale de (P) est inférieure ou égale a 23.

La solution de (LP;) est donc optimale pour (P).

Reégles de branchement

e Iln’yapas de reégle générale pour le choix de la variable de branchement et de la
branche a examiner en premier.

e Ce choix peut avoir un impact important sur le nombre de noeuds a examiner dans
I’arbre de branch-and-bound.
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x; = 3.75; x, = 1.25
LP){™ » X2
( ){ Z = 23.75
X1 < 3 X1 > 4
x1=3; %X, =2 x; =4; x, = 0.83
(te) {* Z223 wr) {" 7 = 2333
X2 <0 Xy >1

LP {X1 =45; x, = (LP,) pas de solution
(LP3) 7 =225

1.7 La Méthode de Balas [4]

La méthode de Balas est une méthode arborescente, comme toute autre technique
arborescente (Branch and Bound) cette méthode a des limites au dela d’une dimension.
Cette méthode peut étre classée dans la classe des probléemes NP-difficile.

Noeuds de séparation (branching)

Chague noeud de (sommet) S, correspond a une solution partielle.
Ce noeud correspond a deux sous ensembles d’indices pour les variables.

Soient : F(t) Les sous ensembles d’indices fixés a 0 ou a 1 pour les variables au niveau du
noeud S,

Fy(t) indice de variablesfixé a 0

/'

F(t) —— F,(t) indice de variable fixé a 1
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L(t) Les sous ensembles d’indices de variables non fixés (libres).
Pour faire le branching on choisira donc une variable telle j € L(t),a ce moment on aura
deux files

—~

I
—
—~.

I
o

O

1ér file 2éme file

Remarque 1
Le probléme posé c’est comment choisir sur le quel on fera le branching (séparation).

Pour cela écrivons le probléme sur n’importe quel neeud (sommet) S(t)

Zy = Z ¢x + Z ¢ = min

JEL(t) JEF1(t)
Z ai]'xj < bi - Z aij :Si
JEL(t) JEFL(t)
i=1{1,2,..,m}

Nous appelons 1’évaluation (s;) = Y;cp, (r) ¢ Valeurs meilleur pour ce nceud.
S; est un noeud quelconque de I’arborescence.

Les tests sur les nceuds (les sommets S, )

Aprés création d’un neeud S; et son évaluation il faut faire les testes suivants :

1. On abandonne un noeud si I’évaluation (S;) est supérieur ou égale & Z,,,, ¢. Valeur de la
solution provisoire trouvée.

2. x solution obtenu en posantx; = 0 et j € L(t) est solution réalisable pour pl 1,comme
avec S; = 0Vi € {1,..,m}alors le noeud est terminal en (S,) son évaluation MinZ, .
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Décision de séparation au niveau d’un sommet (noeud)

Comment séparer au niveau d’un sommet ? (quelle variable de séparation a choisir )
Balas & donné une technique pour minimiser le nombre de branching a effectuer et cela
comme suivant :

Soit deux sous ensemble Q(t) et R(t) définis comme suit :
QW) ={i/S; <0},i=1,m.
R()={jeL(®)/3i€Q)a; <0}.

Mesure de proximité

Balas propose pour ses solutions ( pour P(t) < 0)

P(t) = Z S; = Z mini{f, S;)
i€Q(t) ie{1,.,m}

La proximité d’une solution si on fixe x; a 1 est la suivante :

Le terme (S; — a;;) est le second membre.

Si on fixe X; al:

Pour déterminer la variable x;, a choisir pour faire le branchig (Séparation) la méthode
propose de choisir I’indice j* € R(t).

P(t,j*) = max(P(t,))) ,j € R(t).
Conclusion
e P(t,j*) =0 la solution obtenue pour x;, = 1et V j € L(t) est une nouvelle solution

réalisable (neud terminal).
e En cas d’ex aequo on choisi la variable de codt faible.
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Exemple.1.4

(Z = 4x1 + 6x3 + 9x3 + 2x4 + x5 > min
| —x; +2x, — 4x3 — x4 + 3x5 < —2

{ X1 —2Xp + X4+ x5 < —1

| 2x1 — 5%y + 2x3+ x4 —2x5 < 1

\ xef01} j=15

réalisable

x, =0 Pas de solution

Sg

Non
réalisable

réalisable

Conclusion
Avec la méthode de Balas (Algorithme) on a trouvé :
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Est solution optimale et Z(x*) = 15.

1.8 Méthodes des coupes

a) Coupe de Dantzig :

La coupe de Dantzig a été proposée sur la base que dans le probléeme relaxé (B.); le
deuxiéme membre de 1’équation matricielle des contraintes est un vecteur positif mais non
entier, et une des variables hors base est strictement positive (supérieure ou égale a 1), cette

coupe est formulée par :

J€lH
Ou Jy est ’ensemble des indices hors base.

b) Méthode des troncatures (algorithme de Gomory) :
Description :

La méthode des troncatures [5] (appelée également "algorithme du plan sécant” ou
"méthode des coupes™) développé par Ralph E. Gomory (1958) fournit une meéthode de
résolution des programmes linéaires en nombres entiers (PLNE). L’idée principale des
méthodes des coupes est d’ajouter des contraintes qui n’excluent aucun point entier réalisable.
La méthode consistera a ajouter de telles contraintes linéaires une par une, jusqu’a ce que la
solution optimale du probleme relaxé soit entiére. Les contraintes ajoutées sont appelées
troncatures ou coupes.

Remarque : Notions de partie entiére et partie fractionnaire d’un nombre
Pour un nombre réel « a » la somme de sa partie entiere [a] et de sa partie fractionnaire
f S’écrit :
a=1[a] +f
Ou N = [a] est le plus grand nombre entier inférieur ou égal au nombre a(N < a)
0 < f < 1:Lapartie fractionnaire d’un nombre réel "a" est donc la différence entre ce
nombre et sa partie entiére.

Algorithme de Gomory

1. Etant donné un (PLNE) ; résoudre le programme (PB.) correspondant a 1’aide de
I’algorithme du simplexe. Si la solution optimale de (PB.) contient uniquement des valeurs
entieres, elle est également une solution optimale du (PLNE) et la résolution est terminée.

2. Si une ou plusieurs variables de base dans la solution optimale de (B.) ne sont pas entiéres,
on doit alors générer, a partir d’une des lignes du tableau (celle dont la partie fractionnaire
pour la variable de base correspondante est la plus élevée) une contrainte supplémentaire dite
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coupe de Gomory. Cette contrainte (sous forme d’équation) est alors ajoutée au tableau
optimal de (B.) et on détermine le nouveau tableau optimal a I’aide de la méthode duale du
simplexe.
3. Si les variables de base dans le nouveau tableau optimal sont entiéres, nous avons obtenu
également la solution optimale du (PLNE). La résolution est terminée.
4. Sinon, on doit générer (a partir du dernier tableau optimal) une nouvelle coupe de Gomory
I’ajouter au dernier tableau optimal et trouver la nouvelle solution optimale a I’aide de la
méthode duale du simplexe.

e Silasolution optimale obtenue est a valeurs entiéres, la résolution est terminée.

e Sinon, on répéte la procédure jusqu’a I’obtention d’une solution optimale a valeurs

entieres.

Regle pratique pour genérer la coupe de Gomory

1. On choisira d’abord, dans le tableau optimal, la variable de base qui présente la plus grande
partie fractionnaire et on en déduit I’équation (la contrainte) correspondante exprimant toutes
les variables du tableau en fonction de la valeur X de la variable de base.

2. Pour générer la nouvelle contrainte (coupe de Gomory), on remplace tout simplement tous
les coefficients dans la contrainte obtenue du tableau optimal par sa partie fractionnaire
correspondante et déclarons par la suite que 1’expression résultante doit étre plus grande ou
égale a la partie fractionnaire du second membre c’est a dire la partie fractionnaire de la
vaIeuprj choisie en (1).

On appliquera cette régle chaque fois que 1’on doit déterminer une nouvelle coupe de Gomory
dans la résolution du (PLNE).

Exemple d’application
Soit le probleme linéaire en nombre entier suivant :

max z(x) = x; + 2x,
2x1+x2S3
xZSZ
xleN, xzeN

(PLNE)

La forme standard et relaxé de (PLNE) :

max z(x) = x; + 2x,
2x1 +x; +x3 =3
Xy + x4 =2
%520, j=14

(F)

Ona J ={1,2,3,4}, Jgs ={34}et],; = {1,2}.
Donc la solution de base réalisable est x = (0,0,3,2).

Dressons le premier tableau du simplexe du (B.) :
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Cy Base B X4 X, X3 X4 0;

0 X3 3 2 1 1 0 3

0 X4 2 0 1 0 1 2

Z=0 / A -1 -2 0 0 /
Tableau 1

On remarque que la relation A;> 0, V j € J; n’est pas vérifiée, donc la solution réalisable de
base initiale n’est pas optimale, on doit alors changer la base de la maniére suivante :

Min(A; /A< 0,j € Jy) = Ay=—2
Donc j, = 2, de la la variable x, va rentrer dans la nouvelle base, et calculons :

0" = min(j € J5,6;), d’ou 6" = 2, de 1a la variable x, va sortir de la base, et la nouvelle base
estJp = {2,3} .

Dressons le deuxiéme tableau du simplexe pour déterminer la nouvelle solution :

Cp Base B X4 X, X3 X4 0;
0 X3 1 2 0 1 —1 1/2
2 X, 2 0 1 0 1 /
Z =4 / A —1 0 0 2 /
Tableau 2

La nouvelle solution de base est x = (0,2,1,0) ; qui n’est pas optimale, car A;= —1 < 0.

Dressons le troisieme tableau du simplexe :

Cp Base B X X X3 X4 0;
1 X1 Y 1 0 Y -1/2 /
2 Xy 2 0 1 0 0 /
Z=9/2 / A 0 0 0 1/2 /

Tableau 3

La solution de la troisiéme itération est optimale pour le (B.) mais pas optimale pour (PLNE).
Pour cela on exhibe la coupe de Gomory telque :  f; < Xi¢, fii X

1/2 < 1/2.X'3—1/2.X4 .

En utilisons le dual du simplexe on résout le dernier (B.") :
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1°"¢ itération :

Cp Base B X1 Xy X3 X4 Xs
1 Xq b2 1 0 1/2 -1/2 0
2 X 2 0 1 0 1 0
0 Xs —-1/2 0 0 —-1/2 1/2 1
Z=9/2 / A 0 0 1/2 3/2 0
/ / a / / 1 3 /

Le critére d’optimalité n’est pas vérifié car 3x; < 0,j € Jz, on doit faire sortir x5 de la base

. Aj . e
car minx; = x5 < 0.0na g; = —x—’ et min g; = o3, donc on doit faire rentrer x; dans la
5

base.

D’ou on a la 2¢™€ jtération :

Cp Base B X1 X9 X3 Xy X5
1 X1 0 1 0 0 -1 1
2 X 2 0 1 0 1 0

0 X3 1 0 0 1 -1 -2
Z=4 / A 0 0 0 1 1

Le critére d’optimalité est vérifié, donc X = (0,2,1,0,0) est la solution optimale du probléeme

(P.") avec Z° = 4 et aussi pour le (PLNE).
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CHAPITRE 2

Programmation multi-objectif linéaire

2.1. Introduction

La vie réelle foisonne de problémes qui cherchent une solution. La majorité de ces
problémes ont des solutions qui ne sont pas forcément convenables selon un ou plusieurs
critéres bien définis. La plupart des problémes d’optimisation réels sont décrits a I’aide de
plusieurs objectifs ou critéres souvent contradictoires et parfois complémentaires qui doivent
étre optimisés simultanément. Pour les problémes n’incluant qu’un seul objectif, I’optimum
cherche est clairement défini, celui-ci reste a formaliser pour les problémes d’optimisation
multi-objectif.

Prenons le cas d’une personne souhaitant acheter une maison. La maison idéale est celle qui
est moins chére avec beaucoup d’espace et bien située si possible, mais cette maison Idyllique
n’existe pas. Notre acheteur va donc devoir identifier les meilleurs compromis possibles
correspondants a son budget.

Plusieurs autres problémes peuvent étre déecrits de la méme maniére tels que 1’établissement
d’un emploi du temps scolaire ; ¢’est un probléme multi-objectif de nature car il faut en méme
temps optimiser plusieurs objectifs tels que : le volume horaire a enseigner, 1’occupation des
locaux, la charge horaire par enseignant, le nombre de matiére....etc. Traditionnellement, Les
problemes multi-objectifs ont été abordés comme problémes d’optimisation mono-objectif
apres la combinaison de plusieurs critéres dans une simple valeur scalaire. De 1’autre coté et
pendant les derniéres années, il y a eu I’apparition d’un certain nombre de métaheuristiques
multi-objectif dont le but est d’obtenir un ensemble de solutions de compromis pour des
problémes d’optimisation multi-objectif dans une seule exécution et sans besoin de convertir
le probléeme en mono-objectif au risque que celui-ci perd sa signification. La plupart de ces
techniques ont réalisé un grand succes dans I’optimisation des problémes réels multi-objectifs.

Les problemes multi-objectifs ont la particularité d’étre beaucoup plus difficile a traiter que
leurs équivalents mono-objectifs. La difficulté réside dans ’absence d’une relation d’ordre
total entre les solutions.

2.2 Définitions

Un probléme d’optimisation multi-objectif (Multiobjective Optimizaion Problem(MOP)),
ou multicritere est défini comme la maximisation (ou minimisation) de plusieurs fonctions

f(x)=F(x) = (f1 ), (%), o) fic (x)) soumise a (gi x)=b;,i = 1..p) et
gix)=b, i=1.p

. ; x €ERP
hi(x)=¢ j=1.q

(h]-(x)z G,j = 1..q) ,x € R*.Avec D ={{

Une solution du (MOP) minimise (ou maximise) les composantes d’un vecteur F(x) ou x
est un vecteur de n variables de décision x = (x;,x5,...,X,) . A noter que I’ensemble des
solutions réalisables D est formé par les contraintes g; (x) = b; Vi = 1..p et h(x) = ¢

V j = 1..q qui doivent étre satisfaites tout en minimisant ou en maximisant F(x).
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On se limite aux problémes de minimisation, puisque la maximisation d’une fonction F (x)
peut facilement étre transformée en un probléme de minimisation :
min F(x) = —max(—F(x))

Définitionl (Probleme d’optimisation multi-objectif)
Généralement, un probléme d’optimisation multi-objectif (MOP) est formulé comme suit :

(MOP) {F(x) = (f1(x), ..., fr(x)) > max/min
s.c xXe€D

Dans notre mémoire, on considére le cas de minimisation :

(MOP) {F(x) = (f1(®), ... fr(x)) > min

s.c x€D

Avec : Dz{{hj(x)zcj j=1..q

;xE]R”}

Définition 2 (espace des critéres)

L’espace des critéres est I’image de 1’espace réalisable notée F = (f (D)) . Les éléments de
F sont appelés (fonctions) vecteurs objectifs ou vecteurs de critére et désignés par F(x) ou
F=(f,fo.-.fr) et F = f(x)pourtout i=(1..k) sont des valeurs du vecteurs de
critére. F est noté :
F=f(x) xeD.

Un probléme d’optimisation multi-objectifs porte sur deux espaces, que sont I’espace de
décision D et I’espace fonctionnel (1’espace des fonctions cofit) F.

Espace décisionnel Espace objectif

Figure 2.1 : Espace décisionnel et espace objectif d’un probléme d’optimisation multi-
objectif (exemple avec deux variables de décisions et deux fonctions objectifs).
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Définition 3 (convexité)
Un probléme d’optimisation multi-objectif est dit convexe si toutes les fonctions objectifs
sont convexes et I’ensemble des solutions réalisables est convexe.

L’ensemble D est dit convexe si tout segment joignant deux points quelconques de D est
inclus dans D.

x€Dety €D & segment[x,y] €D

Figure2.2 ensemble convexe (& gauche) et ensemble non convexe (a droite)

2.3 La dominance

En raison de la nature conflictuelle des objectifs, il n’y a généralement pas une solution
réalisable qui optimise simultanément tous les objectifs. L optimalité dans un contexte multi-
objectif est basée sur la notion de dominance et d’efficacité au sens de Pareto.

Définition (dominance)
Soient deux vecteurs criteres w = (wy, ..., wy,) etz = (24, ..., ).
On dit que w domine z si et seulement si :

{Vi €[1,...kl,w; <z

. 3jell,.. klw <z

C'est-a-dire :

Si w domine z, alors w est au moins aussi bon que z sur tous les critéres et meilleur que lui
sur au moins un des critéres.

Propriétes de la relation de dominance

N’est pas réflexive car une solution ne se domine pas elle-méme.
N’est pas symétrique, caronn’a jamais y < z = z < y.

N’est pas anti-Symétrique car on a jamais y < z et z < y.

Est transitive, carsiy< zetz<w=y <w.
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2.3.1. Dominance forte
Soient deux vecteurs criteres w = (wy, ..., wy) et z = (zq, ..., Z;).
On dit que w domine fortement z si et seulement si :

Vi € [1, ...,k],Wl' < Z;
C'est-a-dire :
Si w domine fortement z, alors w est meilleur que z sur tous les critéres.

2.3.2. Dominance faible
Soient deux vecteurs critéres w = (wy ..., wy) et z = (zy, ..., Zy).
On dit que w domine faiblement z si et seulement si :

Vie [1,.. klw <z

2.3.3. Non-dominance

Soit w* un vecteur critére tel que w* € F, on dit que w*est non-dominé si et seulement s’il
n’existe aucun autre vecteur critére w € F tel que :
Vi €[1,.., k], w; <w/, etw; <w/ pour au moins un indice i.
Dans le cas contraire on dit que w* est dominé.

2.4 Efficacité

2.4.1 Pareto optimale

Une solution x* € D est Pareto optimale si et seulement s'il n'existe pas une solution
réalisable x € D telle que : f;(x) < f;(x*) Vi=T1,ketf;(x) < f;(x*) pourj € {1..k}.

La définition de la Pareto optimalité découle directement de la notion de dominance. Elle
signifie qu'il est impossible de trouver une solution qui améliore les performances sur un

critere sans que cela entraine une dégradation des performances sur au moins un autre critere.
Elles forment le front Pareto. Les solutions Pareto optimales sont aussi connues sous le nom

de solutions efficaces, non dominées ou non inférieures.

2.4.2 Efficacité forte

Une solution x* € D est dite fortement efficace, s’il n’existe aucun vecteur x € D tel que
x#x*etfi(x) <fi(x*) Vi={1..k}

Une solution est fortement efficace si son vecteur critére est fortement non dominé.
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2.4.3 Efficacité faible

Une solution x* € D est dite faiblement efficace, s'il n'existe aucun vecteur x € D tel que

fi )< filx®) vi={1..k}

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critére est faiblement non dominé.

Dominance au sens Géoffrion [22]

Une autre forme de dominance importante dans le monde de I'optimisation multi-objectif est
la dominance au sens de Géoffrion, elle est plus forte que l'autre, les solutions optimales
obtenues par ce type de dominance sont appelées solutions optimales propres.

Définition
Une solution x* € D est appelé solution Pareto optimale propre pour le probleme multi-
objectif qu'on a noté (MOP) si :
1. x*est Pareto optimal.
2. S'il existe un nombre M > 0 tel que Vi = 1, k,Vx € D vérifiant
filx) < fi(x™) Alors 3 au moins un j € {1..k} tel que f; (x™) < f; (x) et % <

Considerons le probleme paramétriqgue mono-objectif suivant :

k
) minz Aifi(x)
i=1

x €D

Ou :4; sont des poids relatif a chaque objectif f; (i = 1,k )
Telque 4, > 0etyf 4, =1. (i=T1k)

Theoréme de Géoffrion (propre) [22]
Si x* est une solution optimale du probléme (P,) avec [4; >0et ¥, 4, =1], (i=1k)
alors x* est Pareto optimale propre pour le probleme (MOP).

2.5 Optimalité au sens de Pareto

Les solutions qui dominent les autres mais ne se dominent pas entre elles sont appelées
solutions optimales au sens de Pareto (ou solutions non dominées). Ensemble des solutions
optimales au sens Pareto sont situées sur la limite de I’espace de critére F.

Définition (cone)
Un sous-ensemble K € R™ (K # @) est appelé un cone si et seulement si :
Vx €€EK,Va € R} ,ax €K
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1. Cone négatif
Est défini par :
C~ ={x e R*/f(x) € R¥ avec f(x) < 0}

2. Cone positif
Est défini par :
Ct ={x e R"/f(x) € Rfavec f(x) = 0}

Remarques
e le vecteur Ogn est contenu dans chaque cone.
e Tous les cones sont non bornés (sauf le singleton {Ogn} qui contient uniquement
I’origine).

Théoréme du contact
Un vecteur x € R™ est optimal au sens de Pareto pour un probléeme d’optimisation multi-
objectif donné si et seulement si :

{C- +x}nD={x}
{C*+x}nD ={x}
Ou D désigne I’espace des solutions réalisables.

L’utilisation de ce théoréme est illustrée par la figure ci-dessus :

o

Figure 2.3 théoréme de contact
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Définition (optimalité locale au sens de Pareto)

Un vecteur x € R" est optimal localement au sens de Pareto s’il existe un réel r > 0 tel
qu’il n’y ait pas de vecteur x qui domine le vecteur x avec x' € R® n B(x,r) ol B(x,7)
représente une boule de centre x et de rayon r. Un vecteur x est donc optimal localement au
sens de Pareto s’il est optimal au sens de Pareto sur une restriction de ’ensemble D.Cette
définition est illustrée par la figure suivante :

— Surface de compromis locale

Figure 2.4 T’optimalité locale au sens de Pareto

Définition (optimalité globale au sens de Pareto)

Un vecteur x est optimal globalement au sens de Pareto (ou optimal au sens de Pareto) s’il
n’existe pas de vecteur x tel que x* domine le vecteur x.

La différence entre cette définition et celle de ’optimalité locale tient dans le fait que 1’on ne
considére plus une restriction de ’ensemble D .Une version "graphique™ de la précédente
définition utilise le théoreme du contact.

2.6 Caractérisations des solutions efficaces

Nous présentons quelques caractérisations qui permettent de tester I’efficacité d’une
solution réalisable :
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2.6.1 Théoréme d’ Ecker et wendell

Soit x* € D un vecteur de décision donné et ¥ un vecteur quelconque de D.
x*est efficace pour (MOP)& x*est solution optimale du probléme auxiliaire :
( k
| minimiser Zfi(x)
P
| x€D
\ () < fi(®) Vi=1.k
Exemple
Soit le probleme suivant :
minif—3x; — x5 ; x1 + 2x3)

3x1—x, <6
(P) X7 <2

(x1,x;) € R

On a Pour ¥ = (1,1) solution réalisable.

(min X7, f; (x)
(P f){ 3x1x: ézzs ’
(x1,%,) € R%
L) <AE) =f(1,1) = =3x; —x, < —4.
£ < £ =£0,1) = xq +2x, < 3.

En résolvant (P;) par la méthode du simplexe, sa solution optimale est x* = (2,0)’.

Donc x*est efficace pour (P).

2.6.2 Théoréme de Benson

Soit le probleme uni-critére suivant :
( k
maximiser 6 = Z &

] ey
lfz(x)+€i =fi(x) Vi=1..k
k =20, Vi=1..k
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Soit x* une solution réalisable donné, alors :

1- x* est efficace pour le probleme (MOP) < la valeur optimale de la fonction objectif est
nulle dans (P, (x*)).

2- SiB,, # 0 pourlasolution % de (P.(x*)) alors : % est efficace pour (MOP).
Exemple

Soit le probleme multi-objectif (MOP) suivant :

(minimiser (x; — 2x, ; —x1 + 4x3; 2x1 + X3)

I —2x;,+%, <0
(MOP)% x; <3

| Xy <2

k (x1,%;) € RY

Vérifions si la solution réalisable x; = (0,0)" est efficace en utilisant le test de Benson .

( max 0 =&, + &, + &3
—2x1+x, <0

x1 <3

Xy < 2
(PG § i) +e =filx;) >x—2x,+5 =0
L) +e=Ff0)=>—x+4x,+& =0

f5(x)+e3=fi(x1)=>2x1 +x,+e3=0

\ X1,X1,€1,&2,63 =0

La solution optimale de (P, (x;)) estx; = 0,x, = 0,6, =0,6, =0,e5 =0

= O,pr =0 = x; = (0,0)" est efficace pour (MOP).

2.7 Points spéciaux et matrice des gains
Onpose Z; = F;
2.7.1 Le point ideal

Le vecteur idéal Z* = (z{,z;,..,2;) € R* est le vecteur qui minimise chacune des
fonctions objectifs F; seéparément :

Clest-a-dire:  Z; = min(F; (x),x € D)

Il est clair que si le vecteur idéal est réalisable, il est la solution du probléeme (MOP) .Mais ce
n'est pas en général possible a cause des conflits qui existent entre les criteres.
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2.7.2 Le point anti-idéal

Le vecteur anti-idéal Z¢ = (z¢,z4,..z%) € R¥est le vecteur qui maximise chacune des
fonctions objectifs F;:

C'est-a-dire : Z* = max(F;(x),x € D)
2.7.3 Le point de référence :

C'est un vecteur (fl,f_z, . ﬁ) dont les coordonnées sont les valeurs souhaitables que I'on
doit atteindre.

2.7.4 matrice des gains :

Nous appelons matrice des gains, une matrice qui est formée en utilisant les vecteurs de
décision obtenus lors du calcul du vecteur critéere idéal.

La i*™ ligne de la matrice des gains correspond aux valeurs de toutes les fonctions

objectifs calculées au point ou f; atteint sa valeur minimale.
Alors Z = M; le point idéal est sur la diagonale principale de la matrice :

/Ml fi(x2)fi (%)
fz(?fl) M, '."fz(fk)

fGY fi D M,
2.7.5 Le point Nadir

Le point critére nadir est le vecteur dont chaque composante Z7%¢ correspond a la valeur
maximale de la i¥™¢ ligne de la matrice des gains.

2. 7.6 Front de Pareto

C’est I’ensemble des vecteurs de décision qui ne sont pas doming.
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h

Figure 2.5 point nadir et point Idéal

2.8 Méthodes de résolution d’un programme multi-objectif:

2.8.1 Méthode du simplexe multi-objectif [8]

La méthode du simplexe multicritére consiste a générer un premier point efficace a partir
d'une solution de base réalisable, puis a recenser (énumérer) tous les autres points efficaces.
Cependant cette méthode ne teste pas toutes les bases car certaines sont dominées de manieres
évidentes.

Etant donnée le probleme:
1

(max F; =c " x
j max F, = ¢'’x
| max F, = c’*x

Ax=b, x>0

D={xeR"/Ax = b,x = 0}

Le tableau du simplexe (en considérant séparément chaque objectif) est donné par le
tableau (1).

Dans ce tableau, on suppose sans perte de généralité que les m premiére variables sont dans
la base, soient:
Jz: Ensemble des indices basiques.

Ju =7 \Jp : Ensemble des indices hors base.
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ct 7 B e o L T G o
¢* €2 | omres CL. | BEii | cmessennen o -
ck CF o & | By | 2 -
Cs | C5 | ¢ | Ck |pase T I [ IO [— G |
Cll Cf C{ Clk a1 bl x1m+1 ........... xll .........
0
Ch|CE ] c) | ck | am bm o] (. 25555 | sssesees
0 55 5
0 A
0 T — R -
0
0 T AF |

Le teste d’efficacité :

Théoréme 1 soit % € D est efficace (respectivement faiblement efficace)

0= Cllb\

—Cb

= C’kb/

Si et seulement s’il existe :

AEA= AeRk/EAiz 1,2 >0
=1
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(Respectivement 31 € 4 = {1 € R¥/ ¥, A, = 1,4, > 0}) tel que x minimise le probleme
) {minA’Cx

des sommes pondérées donné par :
s.cx€D

Théoreme 2 [9]
Si D posséde un point efficace, alors au moins un point extréme de D est efficace.
Preuve

Soit x un point efficace de D .D’aprés le théoréme 1, il existe A € A tel que Ac’x = min Ac'x
x €D

Comme une fonction linéaire atteint son maximum en un point extréme, donc x est extréme
efficace.

Théoreme 3
Soit x € D un point extréme associé a une base efficace B alors x est efficace.

Preuve

Puisqu’il existe un A € A4 pour lequel B est une base optimale par le théoréme 2, x est
efficace.

Théoréme 4

Soient B et B deux bases efficaces adjacentes obtenues a partir d’un pivot efficace, et soient
x et x les points extrémes associés a B et a B respectivement. Alors, I’aréte (x, x) est efficace.

Théoréme 5 [9]
Soit (x, v) une aréte efficace infinie de D.

Alors, x est un point extréme associé a une base efficace B.

De la théorie du simplexe uni-critére on a :

1- Al= ZTE,BC’Ti.ij -C jEJy,Vi=T1k
Et F{=Y,,Cyb Vi=Tk

37



Si:
A= 0, Vj€Jy, alorsx® = (b,0)",(b € R},0 € R)*™ est une solution optimale pour le
critére i.

2- si on introduit la j*™¢ variable dans la base, nous obtenons une nouvelle solution x; et
un vecteur ;
Fo = Fo —

/\ /:\9(\
)\ ’\Ak/
|

3-9j=min{ - j>0¢ Vi€E]y, rejp.

Remarque 1

1- Soit x une solution basique réalisable.

a- S’il existe un j € Jy tel que tous les A}S 0, avec au moins une inégalité stricte et
si 6; > 0, alors la solution courante x” est dominée.

En effet

Si on introduit la j®™e variable & la base, on obtient un point extréme adjacent x*
Pour lequel Fy > F, avec au moins une inégalité stricte, car :

6;A; < 0,donc Fy = Fy — 6;A; > F,

b- S’il existe un j € J tel que A! > 0, avec au moins une inégalité stricte et si de plus
8, > 0 alors I'introduction de la j®me variable & la base méne & une solution
dominée.

En effet

si on introduit la variable j dans la base, on aura un nouveau point extréme x; pour
lequel :

Fy=F,— 6;A; < F,, avec au moins une inégalité stricte.

2- Soit x” une solution basique réalisable s’il existe j;, j, € J tel que :
8i14;1< 6;,4;, avec au moins une inégalité stricte, alors I'introduction de la variable

d’indice j, dans la base conduit & une solution dominée par celle résultante de
I’introduction de la variable d’indice j; .

En effet
0;14;1< 6;,4;, avec au moins une inégalite stricte, cela implique que :

Fy — 6,4;,< Fy — 6;14;, avec au moins une inégalité stricte .
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Remarque 2

1- S’il existe un indice i € {1, ..., k} tel que A!> 0 V j € Jy, alors la i critére est
a son maximum et la solution basique correspondante est non dominée a condition
qu’il n’existe pas de colonne k' avec Al = 0.

2- D’apres la remarque précédente, seules les colonnes (variables) non comparables
a zero et les variables x; et x tel que :

6, Ay incomparable a ; A; sont admissibles pour une introduction dans la base.
Dans ce cas, on ne peut pas dire si la solution correspondante est dominée ou pas.

Pour cela on considére le test dit de non dominance énoncé par le théoréme suivant :

Théoreme : (Test de dominance)

soit le probléme :
k

maxv=Z£i

i=1
Cx—-6=C'%
x€D={x€R"/Ax = b,x = 0}
eER",6§=>0,x€D.

Alors :
e X est efficace si et seulementsi: maxv =0
e X est dominée si et seulementsi: maxv >0

Exemple
Soit le probleme multi-criteres suivant :

maxZ; = 0.4x, + 0.3x,
maxZ, = x;
X1 + X9 <400

(1) {2x4 +x, <500
X1 = 0,X2 =0

(1) ®max Z; = 0.4x; + 0.3x,
max Z, = x4
X1 +x, +x3 =400
2x1 + x, + x4 = 500
x; =0 Vj=14
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(33; 34) =1, et Z(x) = (Zl(x)

z2(x)

)=

Le tableau de simplexe initial est :

x; = (0,0,400,500) est une solution de base réalisable associée a la base.

ct |04 0.3 0
c? |1 0 0
Base B aq a, a3 ay
as 400 |1 1 1
as 500 |2 |1 0
2 =0 AT [-04 |03 |0
Zo=\| o _
zy =0
A? -1 0 0 0

]H = {112} et ]B = {314}

#i€{1,2} tel que A'’> 0 tel que V j € J; = {1,2}, donc aucun objectif n’est a son
maximum.

Ona:
—0.4 L
Al( 1 ) < 0, x;est dominé.
400 500

6, = min {TT} = 250 (atteint pour r = 4)

6, = min {#5%} = 400 ( atteint pour r = 3)

—-0.4 —100

-1 —250
4. A= 400 (—O.3> _ (—120)
282= 0 = 0

Donc 6, A; est incomparable a 6,4,

Introduisons a, dans la base a la place de a, , on aura alors le tableau du simplexe suivant :

40



ct |04 03 |0 0
cz |1 0 0 0
Cé Cg Base B aq a, as ay
0 0 as 150 |0 1,11 -1/,
—>
0.4 1 a; 250 |1 1,10 1,
, zi =100 Al |0 01 |0 0.2
07\ 22 =250
2
A2 |0 1/2 0 1 /3

f

3i=2telque Aj"> 0 Vj € Jy , ce qui implique que le deuxiéme critere est a son maximum.

Le point extréme x, = (250,0,150,0)" est non dominé.

150 250 .
—055 E} = 300 (atteint pour r =3)
250

6, = min {E} = 500 (atteint pour r =1)

0, = min{

0,8,=300(:") = (12

0484=500(3%) = (500

Donc a, rentre dans la base et a3 sort de la base d’aprés la remarque.
Dressons alors le troisieme tableau simplexe :
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ct |04 03 |0 0
c* |1 0 0 0
Cs o Base B a a, | as | a4
0.3 1 a, 300 |0 1 2 -1
0.4 1 a; 100 |1 0 -1 1
e
, <z11 = 130> A' |0 0 0.2 |01
07 \z2 =100
A? |0 0 -1 1
T

A'> 0, alors le premier objectif est 4 son maximum et puisqu’il n’existe pas de colonne k telle
que AL= 0 avec k € J, alors x; = (100,300,0,0)¢ est non dominée.

. (300 .
0; = min {T} = 150 (atteint pour r =2)

6, = min {%} = 100 (atteint pour r =1)

0305 = 150(°2) = (3¢,

0.1 10
0,0,=100("") = (5}
On remarque que 8;A; est incomparable a 6,4, .
Puisque I’introduction de a3 dans la base conduit a une base déja explorée, donc on
introduira a4,

Dressons alors le quatriéeme tableau du simplexe :
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ct |04 03 |0 0

C? 1 0 0 0

Cs o Base B a, a, | as | a4
03 0 o 200 |1 1 |1 |0
0 0 s 100 |1 0 |1 |1

<211=120> Al 1-01 |0 03 |0
ZO=

2 _
z; =0

Ai e {1,3} tel que A}Z 0V Jy €{1,3}, donc aucun objectif n’est a son maximum.
M= (%) < 0=x, =(0,400,0,100)" est dominé.

Finalement,

En considérant le probléme initial (1) seuls les points extrémes x2 = (250,0).
Et x3 = (100,300) sont non dominés avec :

z(x?) = (;gg et z(x3) = (138 .
On a recensé deux solutions efficaces.

La méthode du simplexe multicritere nous apporte clarté et précision dans toutes ses étapes
donc facilité d'application, cependant en pratique, elle peut étre non efficace, car la solution
désirée peut étre sur aréte et non un point extréme efficace.

2.8.2 Méthode somme ponderée ou méthode d’agrégation des
objectifs [21]
Cette méthode, probablement la plus largement utilisée dans la pratique. Elle consiste a

ramener le probléme (MOP) au probléme de I’optimisation d’une combinaison des objectifs
initiaux suivant :

k
) min/maxz Aifi (%)
x €D
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Ot les poids 2; = 0; i = 1,k et XX, 4, = 1.
(Les poids 4; sont choisis en fonction de I’importance relative des objectifs).

Théoreme 1
Toute solution optimale du probléeme (P;) est une solution Pareto-optimale pour le probléme
(MOP) si tous les A;sont strictement positifs. i =1,k

Théoreme 2

Si le probleme (MOP) est convexe (en particulier linéaire), si x* est solution Pareto-optimal
de (MOP) alors3 A = (A4,1,,...,4;) avec: (A; >0 i=1,k ) chaque x* est solution
optimale de (P).

2.8.3 Méthode e-contraintes

Une autre facon de transformer le probleme (MOP) en un probleme simple objectif est de
minimiser (respectivement maximiser) 1’objectif f; jugé prioritaire par le décideur et de
convertir les autres objectifs en contraintes.

Le probléme transformer s’écrit :
minimiser f;(x)

(R) x €D
ff)<g Vi+j (=1k)

Les & € R sont appelés « seuil de satisfaction »
Pour un probléme (MOP) a maximum :
maximiser f;(x)

(P) x €D
[ zg Vizj (G=1k)

Théoréme 3
Pour tout vecteur & = (&1, &, .., &1, Ei41, -» €) tel que le probleme ((P.) a une solution
optimale alors cette solution est Pareto-optimale pour le probléme (MOP).

Remarques
1. Les parametres ¢ sont choisis par le décideur.

2. En faisant varier les ¢ dans les deux méthodes, on peut générer un sous-ensemble de
I’ensemble Pareto du (MOP).

Exemple
Résolution de probleme (MOP) suivant avec la méthode e-contraintes en considérant le
critére 3 comme prioritaire et € = (g1, &) = (1,3).
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min f(x) = (fi(x) = =3x; + x2; f2(x) = 21 + 2x3; f3(x) = 2x1 + x3)
3X1 — X3 <6
Xy <2
x = (x;,x) € R}

(MOP)

minimiser f;_z(x)
(R) x €D
(x)<g Vj#3 (=13)

( min 2x; + x;
31 —x; <6
X, <2
PV <6 » 3%, +x, < 1
fL(x) <& > x+2x, <3
\ x = (x1,x,) € R%

En résolvant (P.) par le simplexe, sa résolution optimale x* = (x;,x,) = (0,0)".
Donc d’aprés le théoréme 3, x* = (0,0)" est Pareto-optimale pour le probléme (MOP).

Conclusion

Dans les trente derniéres annees, la plupart des travaux réalises dans ce domaine ont porté sur
la programmation linéaire multi-objectif. Les raisons principales de cet intérét sont d'une part
le développement de la programmation linéaire mono-objectif en recherche opérationnelle et
la facilité relative de traiter de tels problémes, et d'autre part I'abondance de cas pratiques
pouvant étre formulés sous cette forme.
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CHAPITRE 3

Programmation multi-objectif linéaire en nombre
entiers

3.1 Introduction

Dans un probléeme multi-objectif, lorsque, les fonctions Z;(x) pour i = 1,..,r sont linéaires
et que I’ensemble des solutions réalisables D est défini par des contraintes linéaires, alors, on
parle de probleme linéaire multi-objectif (MOLP). Ainsi, si les variables x prennent des
valeurs entieres dans le probléeme (MOLP), on parle alors de probléeme d’optimisation multi-
objectif linéaire en nombres entiers note (MOLPE).

3.2 Formulation du probleme

Un probleme (MOLPE) est formulé comme suit :

max(Zy,Zy, .., Z,)
(MOLPE) Z; =C/x
x €D

Ou:D={x€eR"/Ax < b,x = 0,x entier }

r : Nombres d’objectifs a maximiser.

C; : Vecteur des coefficients pouri = 1,..,r.

A : La (m,n) matrice des contraintes, rgA = m < n.

Z; : Critere a maximiser pouri =1,..,r.

3.3 Définitions et théoréemes [12]
Définition 1 (I’Optimalité de Pareto)

x* € D Est efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre vecteur
x € D tel que :

c'x>c'x*,c'x #c'x*.
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Autrement dit :

x* € D est efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre vecteur x € D

Telque Z;(x) = Z;(x*) pouri = 1,..,ret Z;(x) < Z;(x*) pour au moins un indice i .
Définition 2 (I’optimalité de Slater ou faible efficacité)

x* € D est dite faiblement efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre vecteur x € D tel
que c'x > ¢'x*.

Autrement dit :

x* € D est faiblement efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre vecteur x € D tel que
Zi(x)>Z,(x*)pour i =1,..,r.

Remarque 1

Dans le cas ou le décideur veut minimiser les critéres Z;, i = 1,..,r , on a des définitions
analogues aux définitions 1 et 2 il suffit d’inverser les inégalités correspondantes car
minZ;(x) = — max(—Zl- (x)).

Notons par X° I’ensemble des solutions de Slater et par X? I’ensemble des solutions de
Pareto.

Théoreme 1
Soit x° € D, alors :

S’il existe A = (44,45, ..., 4,) = 0 tel que

T T r
Z ALZ;(x%) = max,.p Z AZ;(x),alors x° € X*, z A=
i=1 i=1

i=1

S’il existe A = (44,4, ...,4,.) > 0 tel que,

T T T
Z A Z;(x%) = max,p Z MZ;(x) ,x% € XP et Z A =1.
i=1 i=1 i=1

Ce résultat signifie que pour trouver un optimum de Pareto ou de Slater, il suffit d’optimiser
la fonction représentant une combinaison linéaire pondérée des criteres. Cependant, le
théoréme 1 ne permet pas la caractérisation de toutes les solutions optimales selon Pareto ou
selon Slater.
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3.4. Quelques méthodes de résolution d’un probléme
multi-objectif linéaire en nombres entiers

3.4.1 Méthode de Gupta [13]

Gupta a proposé une méthode avec deux techniques pour la construction de 1’ensemble des
solutions efficaces d’un probléeme (MOLPE). La premiére procédure de cette méthode est
basée sur la méthode des coupes qui consiste a restructurer 1’ensemble S des solutions
réalisables du probléme relaxé correspondant (sans la condition d’intégrité). La deuxiéme

procedure est basée sur le contrdle de fonctions objectives.

Soit le probleme (P;) qui optimise le premier objectif (ou un objectif quelconque) de

(MOLPE), qui est défini comme suit :
p {male =Cx
(P) x€D

OuD ={x € R* JAx = b,x > 0} i.e c’est ’ensemble des solutions réalisables du probléme

relaxé.
Notons par :

S;: La région obtenue apres application des coupes de Gomory.

Z; = Z1 = La valeur optimale de Z; dans le probléme (P;) .

xi = (x1,;) : Lasolution entiere correspondante a Z1. C’est la solution basique réalisable de la

région obtenue apres les coupes de Gomory sur S; .
Z; :Lavaleur de Z; pouri € I' = {2,..k,..,r} correspondant a xi .

(Z1,73, ..., Z1) Représente le premier r-uplet efficace.

x, = Solution corresponds aux (Z1,Z3,...,Z1) .

B; = base associée a S .

ay; : Vecteur activité de x; ; approprié a la région tronquée.
yi; 2 (BiDay; .

L ={j/a;1.,j € Bi}.

Ny ={j/a;,j & Bi1}.

J1=1{j/j € Nyet Z{; — C' = 0} o :

1 A
Z¢. = CL y,,Clest laJeme compasante du vecteurC?! et C1, est le vecteur des codts des
1, B Y1, 4 B1
variables basique associées a B; , dans C".

Pourk = 2,
S est la région de S; obtenue aprés I’application de la coupe :
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Zi ENg-\Up-13% = 1

x, = (xy,;) est la solution entiere obtenue dans la région tronquée de la coupe
par Yien, 3% = 1,001 €Ty,

B, : base associée a xj, .

ay; + Vecteur activité de x,, ; approprié a la région tronquée.

Yij = Bitay;

I = {j/ar;.j € By}

T, = {j /j € Nk,Z,ﬁ,lj ~CG'>0et Z,ﬁl] — (! < 0 pour aumoins un indice iel'}

OU @ Zf; = Chy.vij» Chy st un vecteur des colts des variables basiques associées a By
dans C*.

I';, : L’ensemble correspondant a la solution x, .

Définition 3
Une aréte Ej, incidente a x; est définie par I’ensemble :

Xi = X = Ok Yie,iy +1 € I
Ep =4x=(x;) ER"/ X = Ok

'
x; = 0 pour tout i € N, — {ji. }

A . X ki . .
Ou:0 =<6 <min {yki-k Yy > 0} et Gy, et Oy Yie,iy, Sont des entiers V ie I .
"]

Définition 4
L’aréte incidente a un point entier réalisable x est dite dominée si toutes les solutions le long
de cette aréte rendent dominé le r-uplet (Z4, ..., Z,.).

Théoreme 6

Toutes les solutions entieres réalisables du probléeme (P;) alternatives a la solution x; sur
une aréte E;; incidente a x; , (j; € I'y) dans S’ (ou dans une région tronquée S,,) sont dans le
demi espace ouvert :

Yien—gp% < 1.
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Théoréme 7
La solution entiére réalisable du probleme (P;) qui n’est pas sur Iaréte Ejq, incidente a x ,
(j; € T'y) est dans le demi espace fermé :

ZI'EN1—{1'1}XJ' >1. (1)

Corollaire 2

La solution entiére réalisable qui n’est pas sur I'aréte Ej;, incidente a x; dans la région
tronquée de Sy, , j, € Ty, k = 2, est dans le demi espace fermé
ZjENk_Ul} x =1, )

Remarque

1-Les coupes (1) et (2) sont des générations des coupes de Dantzig. Dans le cas ou I’y
(ou bien T';) est vide, les coupes (1) et (2) correspondant aux de Dantzig sont
Yjem-gn% 21 00 ey, % 1.
Les coupes (1) et (2) sont préférables a celle de Dantzig car elles éliminent seulement un point
a la fois.

Xki

2- Sipourun a; € T1(# 0),0 = min {y v Viiy = 0} ou y;; correspond a la solution X ,

ki;
:]k
alors aucun solution entiére realisable ne peut étre obtenue sur I’aréte E; .

Ci-dessus sont donnees les différentes étapes pour la résolution du probleme (P).

Algorithme

Etapel : Calculer la solution optimale entiére X; du probléeme (P;)

e Si I'; =0,X! est 'unique solution optimal enti¢re du probléme (P;) de valeur
Z}. Calculer z},i € I, et enregistrer (z1,z3,...,z}) comme étant le premier r-
uplet.

e SiTI,=#@ , déterminer toutes les solutions alternative Xi ainsi des r-uplets.
Supprimer tous les r-uplets dominés pour obtenir I’ensemble des r-uplets efficace
Eff, . Enregistrer (z{,2z3,...,z}) comme étant le  premier r-uplet efficace pour
lequel z, a une valeur maximal pour tous les r-uplets appartenant a Ef f;.

e Si toutes les deuxiéemes composantes sont identiques, choisir un r-uplet avec la
plus petite valeur z; . Continuer le processus chaque fois que cette contrainte se
présente. Soit (z1, z3, ..., z}) le r-uplet enregistré

Etape2 : Choisir un indice j; € [, . Trouver le plus petite & pour le prochain pivot.

e Sif; <1, aucune solution réalisable ne peut €tre sur I'aréte Ej; .
e Si 61 = 1, déterminer toutes les solutions enticres réalisables le long de I'aréte

Ej1.
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Soit §; ’ensemble de tous les r-uplets correspondant a Iarréte Ej; . L’ensemble Eff; est
’ensemble de r-uplets de la forme (z{,z3, ..., z}') potentiellement non dominées a 1’étape 2.

-Tronquer ’aréte Ej; par lacoupe : X;en, ;3% = 1.

-Appliquer la méthode duale du simplexe et les coupes de Gomory si ¢’est nécessaire pour
avoir une solution entiére réalisable x = (x,,) dans la région tronquée S,.

Etape3 :

e Choisir j, € I'; et balayer toutes les solutions qui sont sur ’aréte Ej, correspondant
aj,.

e Lire les nouveaux r_uplets obtenus.

e Augmenter ’ensemble Ef f; avec ces r-uplets pour construire I’ensemble Ef f, .

e Supprimer tous les r-uplets dominés et poser Ef f, I’ensemble restant.

e Tronquer I'aréte E;, par la coupe ¥;en, 3% = 1.
Etape k :

e Choisir j,_; € I',_; et explorer Ej; _; pour avoir les solutions entieres possibles.

e Lire les r-uplets correspondants et augmenter I’ensemble Ef f,_, en ajoutant ces r-
uplets pour construire Eff,_q .

® Tronquer I'aréte Ej, _; par lacoupe : Yjen, ,—,_ 3% = 1.

e Obtenir la solution entiere optimale X; de la région. Ceci marque le début de 1’état
(k+1).

Etape (k+1) : Ce processus se termine & 1’étape (k + 1) quand :

e L’ensemble I'), = @ et Z,ii. — cj1 >0, VjEN,.

e T, # @ maistoutles j € ', produisent des I’aréte dominés.

Remarque : Il arrive parfois que I’algorithme développé par Gupta s’arréte sans avoir
énuméré toutes les solutions efficaces. Par conséquent des solutions efficaces pouvant
intéresser le décideur peuvent étre ratées.

Exemple 3.4.1
considérons le probleme suivant :

(minZ,(x) = —x1 + 4x,
min Z,(x) = —2x;—5x,
s.c x1+3x,<9

2x1 + X7 <7
x1—2x, <1
\ X1, X = 0,entier

(P) A
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Les résultats de la premiere étape sont données dans le tableau 3.1 :
La solution optimale entiére x; = (1,0) est unique dans le premier couple non dominé est

(Z1,2,) = (=1,-2). Effo = {(=1,-2)}

Base Valeurs des X4 X5 X3 X4 X5
variables de base
X3 8 0 5 1 0 —1
X4 5 0 5 0 1 -2
X, 1 1 -2 0 0 1
Zj; — Cy; 0 -2 0 0 -1
z% — C} 0 9 0 0 —2
Tableau 3.1

I, ={1,3,4} et N; ={2,5}

N={eN,zj —C/ <0etZ} —C; >0} ={2}

Jj1 =2, min {gg} = 1= 0, = 1. ll existe une seule solution entiere alternative a x; sur
I’aréte E, .Elle est donnée par x{ = (3,1) avec (Z,,Z,) = (1,—11) qui est non dominé, donc
Effi ={(-1,-2),(1,-11D}.

L’ajout de la coupe x5 = 1 nous donne la solution optimale x, = (0,0).

Le couple (Z;,Z,) = (0,0) est dominé par (—1,—2). (voir tableau 3.2).

I, ={13,45} et N, ={2,6}

Base Valeurs des X1 Xy X3 Xy X5 Xe
variables de
base
X3 9 0 5 1 0 0 —1
X, 7 0 5 0 1 0 —2
X1 0 1 —2 0 0 0 1
Xs 1 0 0 0 0 1 -1
Zi; — C{; 0 —2 0 0 0 -1
Z3 — Cf; 0 9 0 0 0 —2
Tableau 3.2

N={j €N,z -] <0etz} —C) >0} = {2}
min {2 Z} =1 = 6, = 1. Il existe une seule solution entiére alternative a x, sur I’aréte E,

C’est x3 = (2,1) avec (Z1,Z,) = (2,—9) qui est dominé par le couple (1,—11).
D’apres gupta le processus de résolution doit s’arréter alors qu’il existe encore d’autres
solutions efficaces non dominées telles que x = (0,3) et x = (1,2) dont les couples non
dominés correspondants sont (12, —15) et (7, —12).
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3.4.2 Méthode de Abbas et Moulai [14]

C’est une méthode de coupes. Elle est appropriée a la résolution des problémes (MOLPE). La
premiére itération consiste a déterminer une solution entiére réalisable pour le probléeme
relaxé. La seconde itération nous permet de trouver toutes les solutions entieres alternatives a
la solution optimale obtenue (si elles existent) et obtenir la premiere solution entiere efficace
du probleme principal. Dans la prochaine étape, nous introduisons une coupe afin de calculer
les autres solutions entieres efficaces restantes en utilisant la méthode duale du simplexe.
L’algorithme s’arréte quand tout le domaine de décision est exploré.

Soit le probleme (MOLPE) suivant:

(maxZ,(x) = C'x
maxZ,(x) = C?x

(P){ymaxZ,.(x) = C"x
s.c

x€D

\ x entier

Cet algorithme adopte les mémes notations que celles de la méthode de Gupta.
Procédure [14]

Etapel : Résoudre le probléme (P;) et trouver la solution optimal entiére x{ du probléme
dans S; et construire I'; .

Si I'y = @, x{ est ’'unique solution optimale entiére du probléme (P;) de valeur z{ .

L, i€2, .., r.etenregistrer (zi,21,...,z})

- Calculer les valeurs de z
Comme étant le premier r-uplet.
H 1
- Tronquer le point x; par la coupe Yey, % = 1.

En appliquant la méthode duale du simplexe et des coupes de Gomory si
Nécessaire , on obtient une solution réalisable entiére x1 dans la région
tronquée S,.

- Lire le r-uplet correspondant (z1,z3, ..., z}) et I’ajouter a Ef f; s’il
n’est pas dominé par 1’un des r-uplets efficaces pour obtenir Ef f; .

Si I'y # @, choisir un indice j; € I'y , et calculer le nombre 6;; correspond a xi.

e Si 8;; < 1choisir unindice j; € I'; et appliquer la coupe :
Yjen % 2 1.

- En appliquant la méthode duale du simplexe et si nécessaire des
coupes de Gomory successives, on obtient une solution réalisable

53



entiére x3 dans la région tronquée S,.

- Enregistrer (z1, z}, ..., z}) r-uplet dans Ef f,. s’il n’est pas
dominé par I’un des r-uplets efficaces précédemment déterminés

pour obtenir Ef f;.

e Si 6, =1, déterminer toutes les solutions entiéres réalisables x{,q € {2, ..., p;} .
Alternatives axi le long de I’aréte E; .

- Tronquer le point x{ par la coupe ey, —j, X = 1.

- En appliquant la méthode duale du simplexe et des coupes de Gomory si
nécessaire, on obtient une solution réalisable entiére x1 dans la région
tronquée S,. Lire le r-uplet correspondant (z{,z3,...,z!) et I'ajouter a Eff;
s’il n’est pas dominé par 1’'un des r-uplets efficaces pour obtenir Ef f; .

Exemple d’application (méthode Abbas & Moulai)

Soit le probleme multicritére suivant :

fmaXZl(X) = le + 3x2

max Z,(x) = —4x,—x,
s.c x1+2x, <4

(P)< 2x1 + X <2
X1 = 0, X >0

\ X1 € N, X EN

Etape 1

Résolution du probléme (P;):

max Z; (x) = 2x; + 3x,
s.c x1+2x, <4
(P1) 2x1 +x, < 2
X1 = 0, X2 >0

La solution de base efficace (0,2) de la région tronquée S; est donnée par le tableau 1

suivant :
Xp B X1 X X3 X4
X, 2 2 1 0 1
X3 0 -3 0 1 )
Zi=6 Zl - ¢! 4 0 0 3
73 = -2 Z} - C? 2 0 0 -1
Tableau 1
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On a la solution optimale x{ = (0,2) produit le premier r- uplet (6,—2) efficace par suite,

Effo = (6,-2).

Ce point entier est tronqué en utilisant la coupe x; + x, = 1 on obtient le tableau 2 suivant :

Xp B X1 X5 X3 X4 Xs

X 1 1 1 0 0 1

X3 2 -1 0 1 0 -2

X4 1 1 0 0 1 —1

Zi=3 z - ¢! 1 0 0 0 3

Z3=-1 | 7} = C? 3 0 0 0 -1
Tableau 2

Le r-uplet (3, —1) correspondant & x3 est non dominée par rapport au précédant de Eff, par
conséquent, il est ajouté a Ef f;, pour obtenir Eff; = {(6,—2),(3,—1)} avec: I = {2,3,4},
Ny ={15}T ={j/j e N, Z' = Gt =0} = 0.

Zi(xH) =3, Zi3(x)=-1

Etape 2 :

I =0, lasolution xi = (0,1) est I'unique solution. Ce point entier est tronqué en utilisant
lacoupe x; + x5 > 1.

En utilisant le duale du simplexe, on obtient une solution réalisable : x3 = (1,0) mais n’est
pas efficace car Z; (x3) > Z;(x3) et Z,(x3) > Z,(x3) donnée par le tableau 3 suivant :

Xp B X1 X X3 X4 Xs Xg
X 1 1 0 0 0 1 -1
X, 0 0 1 0 0 0 1
X3 3 0 0 1 0 -1 -1
X4 0 0 0 0 1 -2 1
Zy3=2 | 7t -} 0 0 0 0 2 1
75 =—4 | z* - C? 0 0 0 0 —4 3
Tableau 3

Donc le r-uplet (2, —4) correspondant & x3 est dominée par rapport au précédent de Eff; et

Eff: .

Etape 3 :
I, = @. x3 = (1,0) est l'unique solution. Ce point entier est tronqué en utilisant la coupe

x5+x621.
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En utilisant le duale du simplexe, on obtient une solution efficace x; = (0,0) donnée par le
tableau 4 optimal suivant :

Xg B X1 X5 X3 Xy Xs Xg X7
Xq 0 1 2 0 0 0 0 1
Xg 0 0 1 0 0 0 1 0
X3 4 0 0 1 0 0 0 0
X4 2 0 -3 0 1 0 0 —2
X5 1 0 -1 0 0 1 0 -1

Z;=0 | z' - ¢! 0 1 0 0 0 0 2

Z;=0| z'2-C? 0 -7 0 0 0 0 —4

Tableau 4

Le r-uplet (0,0) correspondant & x} est non dominé par rapport aux précédents de Eff, et
Eff, par conséquent, il est ajouter a Eff, et Eff; pour obtenir
Eff, ={(6,-2);(3,—1);(0,0)}avec : I, = {1,6,3,4,5}; N, = {2,7}.

Etape 4 :

I; = @. La solution x} = (0,0) est l'unique solution. Le point est tronqué en utilisant la coupe
X, + x7 = 1. L'application du dual du simplex provoque l'impossibilité de l'opération de
pivot. Donc une infaisabilité indiquant ainsi que toutes les solutions efficaces du probleme (P)
ont été trouvées.

Cette infaisabilité est donnée par le tableau 5 suivant :

Xp B X1 X X3 Xy Xs X X7 Xg
X4 0 1 2 0 0 0 0 1 0
Xg 0 0 1 0 0 0 1 0 0
X3 0 0 0 1 0 0 0 2 0
X4 2 0 -3 0 1 0 0 —2 0
Xs 1 0 -1 0 0 1 0 -1 0
Xg —1 0 -1 0 0 0 0 -1 1
Zi =0 | z!-C} 0 1 0 0 0 0 2 0
Z¢ =0 | z2-C? 0 -7 0 0 0 0 —4 0
Tableau 5

Le vecteur ligne est positif ou nul. Ceci implique que l'opération pivot est impossible.
donc la convergence de la méthode de Abbas & Moulai nous donne toutes les solutions
efficaces {(0,2); (0,1); (0,0)}.

Conclusion : la méthode de Abbas & Moulai nous donne toutes les solutions efficaces

contrairement a celle de Gupta qui peut s’arréter sans nous donner toutes les solutions
efficaces.
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CHAPITRE 4

Programmation multi-objectif linéaire fractionnaire en
nombres entiers

4.1 Introduction

Le probléme de la programmation multi objectif linéaire fractionnaire (MOLFP: Multiple
Obijective Linear fractional Programming program) est I'un des modeles les plus utilisés dans
la prise de décision a objectifs multiples. Dans de nombreuses situation réelles modélisables
par la programmation mathématique, les variables intervenant dans la modélisation sont
soumises a étre totalement en nombres entiers dans (MOLFP).

On parle alors de programmation multi-objectif linéaire fractionnaire en nombres entiers
(MOILFP: Multiple Objective Integer Linear fractional Programming program).Une variété
trés grande de problémes réels est formulée et résolut en utilisant (MOILFP).

Parmi les problémes connus, on note les problemes de voyageur de commerce, probleme de
sac a dos, probleme de gestion, probleme de planification de la production, probléme
d'optimisation de réseaux de télécommunication.

Dans ce chapitre on présente le probléme fractionnaire linéaire uni critere et la résolution du
probleme de programmation multicritere linéaire fractionnaire en nombres entiers (MOILF P)
basées sur le processus des coupes de Gomory et branch and bound.

4.2 Programmation fractionnaire linéaire uni-critere

Les programmes fractionnaires consistent a optimiser un objectif donné sous forme d'un
quotient de deux fonctions soumises a un ensemble de contraintes.

le probléme fractionnaire linéaire uni-critére se modélise comme suit :

M'x + MO
M N + N,
Sous les contraintes :
{Ax <b
x>0
ou
my ny X1 by
m n X
m=" n={"2 =" b= |
my ny Xn bm

Ou My, N, sont des scalaires réels, M et N sont des vecteurs de R", A est une matrice d’ordre
(m x n) ,b est un vecteur de R™.
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Comme cela est prouvé, si une solution optimale pour un programme fractionnaire linéaire
existe alors un point extréme optimal existe, en outre tout minimum local est un minimum
global et tout maximum local est un maximum global, d’ou une procédure qui se déplace d’un
point extréme a un point extréme adjacent est une approche réalisable pour résoudre un tel
probléme.

Lemme :
it - _ Mx+M,
Soit: g(x) = Vil
Et soit S = {x € R",Ax = b, x = 0} un ensemble convexe tel que N'X + N, = 0 sur S alors,
g est a la fois pseudo-convexe et pseudo-concave sur S.

4.2.1 Stratégie de résolution

La forme particuliere des programmes fractionnaires a fait que de nombreux auteurs ont
élaboré des méthodes de résolution speécifiques qui se sont avérées plus efficaces que
I’application directe de méthodes générales de la programmation non linéaire.
Dans la littérature émergent trois grandes stratégies de résolution d’un programme
fractionnaire.

e La résolution directe : le programme est traité sous sa forme originale. Elle a éte
utilisée pour les programmes hyperboliques en variables continues et entieres.

e La résolution par paramétrisation : a ’inverse de la résolution directe, on construit
un probleme a objectif simplifie, combinaison linéaire du numérateur et du
dénominateur par I’intermédiaire d’un parametre, tout en gardant inchangé 1’ensemble
des contraintes. Une séquence de résolution de ce type de probléme fournit une
solution du programme fractionnaire. Cette méthode a été utilisée pour les différents
programmes fractionnaires linéaires et non linéaires, en variables continues comme en
variables discrétes, sur des domaines bornés.

e La résolution d’un programme équivalent : un changement de variables permet lui
aussi de simplifier I’objectif, mais en transportant la difficulté sur I’ensemble des
contraintes. Par exemple, un programme fractionnaire concave-convexe est transformé
en un programme concave, et un programme hyperbolique en un programme a objectif
linéaire, avec des contraintes additionnelles.

4.2.2 Représentation graphiqgue de Ila programmation
fractionnaire linéaire

Comme l'a noté Steuer[17], les programmes linéaires fractionnaires présentent un intérét
particulier mis en évidence par la linéarité des courbes niveaux de leurs fonctions critéres. En
effet, pour illustrer cet aspect, considérons une Z-courbe niveau quelconque de la fonction
critére : ,

7 = 'p’x +a
qx+p
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Apres simplification, nous obtenons :
Zgx+pB)=px+a

Ce qui entraine : B B
Zp—a=(p—1q) x

Qui est une expression linéaire de la Z-courbe niveau de la fonction critére.

Puisque Z est quelconque, on voit que chaque courbe niveau du critére fractionnaire linéaire
est linaire sur S, a condition que le dénominateur ne soit pas nul sur S. Donc, si un
programme fractionnaire linéaire uni-critére posséde une solution optimale, alors au moins un
point extréme de S est optimal.

En dépit de la linéarité de la courbe niveau de la fonction objectif, les courbes niveaux ne sont
pas paralléles (pourp # 0, q # 0 et # wq,Vw € R).

Comme ils le sont en programmation linéaire. L'ensemble rotation est I'ensemble de

tous les points d'intersection entre la 0-courbe niveau du numerateur et la 0-courbe niveau du
dénominateur.

L'ensemble rotation est appelé point de rotation dans R? et axe de rotation dans R3 Les
points de cet ensemble sont déterminés par la résolution du systéme suivant :

Exemple illustratif
Soit le programme fractionnaire linéaire suivant :

X1+xZ—1

maximiser z = ————
2x1 + x2 - 1

5x1+x225
X1S3
x2S5
X1,%X; =0

Dont le graphe est donné par la figure suivante :
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\
“Z—=0
Figurel

Le probléme a quatre extrémités x1, x2, x3 et x* dont les valeurs du critére sont comme suit :

x1 =(1,0)
x? = (3,0)
x3 =(3,5)
x* =(0,5)
r=(0,1)

Z(xH =0
Z(x%) =2/5
7(x?) = 7/10
Z(x*) =1

Alors la courbe de niveau Z est ’ensemble des points x = (x;, x,) satisfaisant I’équation :
IB—a=p-Ig)x e (-Z+1) =1 -2D)x; + (1 - D)x,

Donc pour :

Z =0 x; +x; =1: courbe de niveau (0) .
Z=1¢& —x; = 0: courbe de niveau (1).

Les lignes vertes représentent les 0-courbes niveaux du numérateur et du dénominateur dont
I’intersection est le point de rotation r = (0,1).

La fleche circulaire dénote le gradient de la fonction fractionnaire linéaire critere et indique le
sens et 1’angle avec lesquels se déplacent les courbes de niveaux, donc en faisant déplacer la
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courbe de niveau 1 autour du point de rotation suivant le sens de rotation trigonométrique,
nous pouvons voir que le point optimal est x* de valeur optimale Z* = 1.

4.2.3 Méthode de A. Cambini et al. [20]

On considere le programme fractionnaire linéaire continu (P) :

cx+a
(P ™= T p
X€ES

Ou S ={x € R*,Ax = b,x > 0} avec a et 8 sont des réels, c et d sont des vecteurs de R*",
A est une matrice réelle de format m * n et b un vecteur de R™.

Définition 4.1
On dira que x* est solution optimale niveau pour le probleme (P) si et seulement si x* est
solution optimale du probléme (P,) pour certaine valeur de 9 :

mm5x+a
(Pg) XES
dx+ =26

L'algorithme de Cambini et al.[20] génére une séquence finie x*, k = 1,1 de solutions
optimales niveau dont la premiere est trouve de la fagon suivante:

mind x + S
- - - x E-S - - -
Soit xest unique, alors elle est une solution niveau, sinon résoudre le programme linéaire

Résoudre le programme linéaire (P,) {

p maxc x +«
(P M
Si (P;)n'admet pas de solution, alors la valeur de la fonction objectif est infinie, sinon une

Solution optimale x'de (P;) est aussi une solution optimale niveau.

Théoréme 4.1 [20]
Sij={j eN/d; >0} =0,0uy = BCy — @dy est tel que #; < 0 pour tous indice hors base
j € N, alors x* est une solution optimale du probléme (P).

Algorithme
Etape 1 :
Trouvé la solution optimale niveau x?.

Si une telle solution n'existe pas, alors sup{

cx+
dx +

;/x € S} = +oo terminer.

sinon, poser k = 1 et aller a I'étape 2.

Etape2 :

SiJ = {j € N/c?j > O} = @, terminer x* est une solution optimale du probléme (P).

Sinon soit w tel que & = max (C—1> .
dw d;

Si ]7]- > 0, aller en 3.
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Sinon, terminer, x* est une solution optimale de (P).

Etapes :

La variable hors base x,, entre dans la base au moyen d'une opération pivot, poser k = k + 1
et aller a I'étape 2.

si une telle opération n'est pas possible, terminer : sup {%/x € S} =L

dy
4.3 Programmation multi-objectif fractionnaire linéaire en

nombre entiers

4.3.1 Formulation du probleme

Considérons, le probléme d’optimisation fractionnaire linéaire multi-objectif en nombres
entiers (MOILFP) donné sous la forme mathématique suivante :

clx+al
maxZ,(x) = ———
dl x + g1

P !
(P) 7.(x) c'x+a”
maxZ,(x) = ————
" drx + p"

s.cC
XES
\ X entier

Ou: k = {1, ..., 7} représente le nombre d’objectifs(r > 2).

S ={x € R"/Ax < b,x = 0} est ’ensemble des solutions réalisables.

Aest une matricem xn , b € R™ et ¢’ et disont des 1 xn vecteurs, a' et B¢ sont des
scalaires pour tout i € {1, ...,7}. d'x + B* > 0; Pourtout i € {1, ...,7}.

Le but quant a traiter ce type de probleme (MOILFP) est de déterminer toutes les solutions
efficaces. Plusieurs approches utilisent le concept bas¢ sur la résolution d’une séquence finie
de programmes uni-critéres fractionnaires linéaires en nombres entiers.

Considérons donc le programme fractionnaire linéaire uni-critere en nombres entiers donné
sous la forme suivante :

clx+al
d1,x+,81
X €S,x entier

) maxZ,(x) =

Notons qu’au lieu de Z;, on peut de la méme maniére considérer le probléme (P;) avec un
autre objectif Z; , 1 € {1, ..., 7}.
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4.3.2 Méthodes de résolution d’un probléme d’optimisation fractionnaire
lineaire multicritere en nombres entiers

< La méthode de MOULAI Mustapha [1]

Considérons le probléeme fractionnaire linéaire en nombres entiers & objectifs multiples donné
par :

!

cl x+ al
max Z;(x) = ———
dl' x + gt

P ’
(P) 5 c'x+a”
max 2. () = G e

s.c
XES
\ X entier

Afin de résoudre (P), on cherche I’ensemble des solutions réalisables de (P;) suivant :

( x4+ al
| max Z;(x) = ———
dl x + gt
(P1) s.c
Ik XES
x entier

Les notations suivantes sont adoptées :

S; ={x € R"/Ax < by, A; € R™1*™1, b, € R™1,x > 0} est la région tronquée de S obtenue
par des coupes successives de Gomory.

Z1 est la valeur optimale de Z; dans le probléme (P,).

xi = {xll,j} est la solution entiére correspondante a Z; obtenue sur S;.

Z} estlavaleur de Z;,i € {2 ...r} correspondant a la solution x1.

Bi est la base de S;.

ai]- € R™1*1sont les vecteurs d’activités de xll'j appropriés a la région tronquée S;.
3’11,1' = ()’11,1'1') = (BH™! all,j ou Y11,j € R™1*,

L = {] 0511,; € ﬁll}

N, = {j:ai; € Bi}

¢! = la j*™ composante de vecteur c’.
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d! = la j*™ composante de vecteur d’.

1 _ 1.1
Ci1 = Zie]l Ci Vi,ij -

d%,1 = Z d} 3’11,1'1' .

i€ll
1
Z1(xD) = :T: ol z{;=clxf+al et z{,=d'x{+p!
vi; =zi,(ct —c}) —zi,(d! —d}) le colt réduit relatif a la j*™¢ composante du vecteur
gradient réduit yj.
N ={j/j €Nyety}; =0}
Pourk = 2

S, = {x e R™* /A, x < by, A, € R™k, b, € R™, x > 0} est la région tronquée courante de
S obtenue par I’application de la coupe Z'ENk_r{ik_dxj >10Uj,_1 €T}

]
xi = {x};} est la k®™ solution optimale entiére du probléme (P;) obtenue sur S.
B est la base Sy.
a,%,j € R™«*1 sont les vecteurs activités de x,%,j appropries a la région courant S, _;.
Yij = (Y%,ij) = (Bp) ‘ai; oty ; € R™e
I = {j/ai; € Bi}
N ={j/ai; & Bi}.
¢/ est la j*™* composante de vecteur p.

d! est la j*¢ composante de vecteur q.

1 _ 1.1
Ck1 = Z Ci Vi,ij

i€l}

dl%,l = z dil )’1},1';'

i€l}

1
z N
Zi(x}) = —Z’;'l ol zi,=clxi+al et zl,=d'x}+p?
i,

[\S}

Yy = zio(c! =) — zi 1 (d} — dj;) le colt réduit relatif & la j* composante du vecteur

gradient réduit .
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Iy = {j/j € Nyetyi; = 0}.
Théoréme 3 : Le point x} de S est une solution optimale du probléme fractionnaire (P;)
Si et seulement si le vecteur gradient réduit y. . < 0 pour tout indice j € Nj.

Corollaire 2 : La solution x} du probléme (P;) est unique si et seulement si le vecteur
gradient réduit y,}’j < 0 pour tout indice j € N.

Théoréme 4 : Toutes les solutions réalisables x;/,q € {2, ..., p;} du probléme fractionnaire

linéaire (P,) alternatives a x; sur I'aréte E;, de la région S(ou la région tronquée S;) dans la
. . N 1 . . -

direction d’un vecteur a; ;. , ji. € Iy, existent dans le demi-espace ouvert X ey, —g,3% <1

Théoreme 5 : Une solution réalisable entiere du probléme fractionnaire linéaire (P;)
n’appartient pas a I'aréte Ej, , j, € T}, de la région S, a travers une solution réalisable entiére x; du
probleme (P,) appartient au demi-espace fermé ey, —¢j,3 % = 1.

Algorithme
Etape 1 :

a. Résoudre le probleme (P;) par la méthode de Cambini.

b. Donner la solution optimale entiére x; sur S; , notons qu’a la place du probléme (P;),
on peut considérer d’une maniére analogue le probléme (P;) avec un objectif Z; pour
un indice quelconque i € {2,.., 7}, construire I’ensemble ;.

Etape 2 :
Si E < 0 pour tout indice j € N; , x{ est ’unique solution optimale sur S; et Z} est la

valeur optimale de Z;. Calculer les valeurs Z} de Z; données par x{, i € {2,..,7}.
Enregistrer le premier vecteur efficace comme (Z1,Z3,...,Z%) pour construire ’ensemble
Effy. SiT; = @, aréte E;; ne contient pas de solutions réalisables entieres alternatives a xi.

- 1 - .
Tronquer le point x; par la coupe suivante : ¥ ey, % > 1.

Par application de la méthode duale du simplexe, on obtient une solution réalisable entiére
X3 = (x%,]-) dans la région tronquée S,. Ajouter la valeur correspondante (Z;,Z,, ..., Z,) a
I’ensemble des solutions efficaces Ef f; s’il n’est pas dominé par I’'un des précédents vecteurs
entiers efficaces. Par conséquent Ef f, devient Eff;.

9 . . . . . 1 _
S’il existe au moins un indice j; € Ny pour lequel y;; = 0, calculer le nombre
1
. X1 N -
61 = min;, {ﬁ /YL, > 0} correspondant a la solution x.
A1

a) Si 6, =1, déterminer toutes les solutions entieres réalisables x{,q €12, ...,p1}
alternatives a x{ le long de l’aréte Ej, et leurs vecteurs criteres correspondants.
Tronquer I’aréte Ej; par la coupe X;en,—¢,3% > 1. Une solution réalisable entiere
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X3 = (le’j) dans la région tronquée S, est obtenue et son vecteur critére
correspondant est ajouté a I’ensemble Ef f;, s’il n’est pas dominé par 1’un des vecteurs
critéres efficaces précédemment déterminés pour obtenir Eff;.

b) Si 61 <1 pour tout indice j; € I, choisir un indice quelconque j; et appliquer
directement la coupe Y en, ;3% = 1 pour déterminer une solution réalisable entiere
X3 = (le,j) dans la région tronquée S, . Son vecteur critére correspondant est ajouté a
I’ensemble Ef f; s’il n’est pas dominé par I’'un des vecteurs précédemment déterminés.

Eff, devient Eff;.

Etape k :

Choisir un indice j,_; € T_; et explorer I’aréte Ej;, _, pour determiner les solutions entiéres
réalisables x;!_, , q € {2, ..., p,} alternatives a x;_,. Augmenter 'ensemble Eff,_; par les
vecteurs criteres non domineés correspondants pour construire Eff, , I’aréte Ej; _; est tronquee
par la coupe Yjen, _,—(, 3% = 1.

La solution entiere obtenue sur la région tronquéee S, sera soit une solution réalisable pour le
probléme (P;) alternative a x._; ou la prochaine meilleure solution x} ou un point non entier.
Ceci marque le début de 1’étape k + 1.

Etape finale :

La procédure s’aréte lorsque la méthode duale du simplexe est irréalisable,

indiquant ainsi que la région tronquée courante ne contient aucun point réalisable entier et que
I’ensemble des points efficaces est complétement déterming.

Exemple d’application
Soit le probleme de la programmation fractionnaire linéaire en nombres entiers a trois
critéres suivant :

4‘X1 - ZXZ —23
2x1 + 3x2 +3
—3X1 +3
ZXZ +2
(p){ maxZs (x) = 2x1 + x3
S.cC
4-x1 +x, < 2
x1—3x, <6
X1 = 0; X2 >0

(maxz 1€x) =

maxZ,(x) =

\ x1 et x, entiers
Etape 1 :
Résoudre le probléeme relaxé () :

( 7 _ 4x; — 2xy — 23

imax ) = T ax, 13

S.C
() 4x, + xy < 2
| X1 —3x, <6
k X1,X> =0
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La solution de base réalisable optimale du domaine tronqué est donnée par le tableau 4.1 :

Z{ =7, (x{) = -3

Z% = Zz(x11) =1/2

Z3 = Z3(x1) = 2.
L’unique solution optimale x{ = (0; 2) produit le premier triplet efficace (—3;% ; 2) par suite,

effy ={(-3:3:2)}

B Xp X1 X5 X3 X4
X, 2 4 1 1 0
X, 12 13 0 3 1
p; —27 -12 0 ) 0
q; 9 10 0 3 0
¥, -3 ~162 0 —53 0
Tableau 4.1
Etape 2 :
I'1 = @, donc on tronque le point par la coupe : x; +x3 =116 —x; —x3+ x5 = —1 0ol x5
est une variable d’écart supplémentaire.
B Xp X1 X X3 X4 Xs
X, 1 3 1 0 0 1
X4 9 10 0 0 1 3
X3 1 1 0 1 0 -1
p; —25 —10 0 0 0 -2
q; 6 7 0 0 0 3
y; —25/6 —115 0 0 0 —63
Tableau 4.2

Comme I, = @, x2 = (0; 1) est une solution unique.

x5 produit le r-uplet efficace (

augmente Eff; = {(—3;%; 2)(

Etape 3 :

25

25 3
_?;Z;

3 ., ., ,
o 1) qui n’est pas dominé par le précédent donc on

1)},

Comme I, = @, x3 = (0; 1) est une solution unique. Ce point entier est tronqué par la coupe
X1 +x5=>1 1.6 —x; — x5+ x4 = —1 0U x4 est une variable d’écart supplémentaire

67



B Xp X1 X X3 Xy Xs X
X 0 2 1 0 0 0 1
X4 6 7 0 0 1 0 3
X3 2 2 0 1 0 0 -1
Xs 1 1 0 0 0 1 -1
p; —23 -8 0 0 0 0 -2
q; 3 4 0 0 0 0 3
Y —-23/3 —68 0 0 0 0 —63
Tableau 4.3

I; = @, x3 = (0;0) est une solution unique.
x1 = (0;0) produit le r-uplet efficace (—?;%;0) qui n’est pas dominé par les précédents

donconaura Eff, = Eff; U {(—?;2; 0)}

Etape 4 :
Comme I3 = @, x1 est une solution unique. Ce point entier est tronqué par la coupe
X1 +x¢=11e —x; — x4 +x7 = —1 0UX; est une variable d’écart supplémentaire.

Lors de I’application de la méthode duale du simplexe, ’opération usuelle de pivot devient
impossible indiquant que le domaine restant ne contient aucun point entier réalisable et que
toutes les solutions efficaces du probleme étudié ont été obtenues.

Cette impossibilité de pivoter est donnée par le tableau du simplexe suivant :

B Xp X1 Xy X3 Xy Xc X X7
X -1 1 1 0 0 0 0 1
X4 3 4 0 0 1 0 0 3
X3 3 3 0 1 0 0 0 -1
Xs 2 2 0 0 0 1 0 -1
X 1 1 0 0 0 0 1 -1
1 -21 -6 0 0 0 0 0 -2
q; 0 1 0 0 0 0 0 3
i / -21 0 0 0 0 0 —63
Tableau 4.4

La variable x, est sélectionnée pour sortir de la base.

Et x, est la variable qui doit rentrer dans la base. Seulement, le vecteur ligne toutes ses
composantes positives ce qui implique I’'impossibilité de I’opération de pivot et par suite
I’arrét de I’algorithme.
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CHAPITRE 5

5 Logiciel (LINGO / MATLAB) et Applications

e Logiciel LINGO

A) Introduction

La programmation informatique est un ensemble d'outils et de techniques permettant de
résoudre des problemes mathématiques par ordinateurs, elle sert a trouver une solution
optimale de n'importe quel type de probléme par exemple.

Le processus de résolution un probléme mathématique exige un grand nombre de calculs
donc il est mieux de I’exécuter par machine.

Pour cela on a choisit le logiciel LINGO qui est spécifique pour résoudre des problemes
d'optimisations (linéaire, non linaire, convexe, non convexe,...etc).

Il comporte un éventail de commandes qui peuvent étre appelées a tout moment.
B) Preésentation du logiciel LINGO

Nous permet de formuler rapidement et facilement nos problemes d'optimisation linéaire,
non linéaire ou en nombres entiers. Gréce a ses outils de modélisation, les modeles sont
exprimes de maniére transparente a l'aide de sommes et de variables indicees.

La méthode ne differe guere de la méthode traditionnelle avec crayon et papier par exemple,
mais les modeles seront plus faciles a réutiliser et mettre a jour. Il possede quatre solveurs afin
de résoudre les différents types de modeles :

_ Solveur direct.

_ Solveur indirect.

_ Solveur linéaire.

_ Solveur non linéaire.

-Méthode de type séparation et évaluation. De plus, LINGO est :

- Un moyen pour confirmer que l'optimum trouver est lI'optimum global.

- Possibilités pour résoudre les problémes plus rapidement.

Un moyen amélioré pour résoudre beaucoup de types de problémes.

Un moyen de décomposition si un modele contient des sous-modeéles.

LINGO est livré avec un jeu de solveurs pour l'optimisation linéaire, non-linéaire convexe ou
non convexe), simplicial, sous contraintes, et en nombre entier.

Nous n’avons méme pas a nous préoccuper du choix du solveur : en effet, LINGO réinterprete
lui méme nos formulations et sélectionne automatiquement le solveur adapté a chaque
probleme. Un modele d'optimisation se compose de trois parties :

1. La fonction objective : c'est la formule simple qui décrit exactement ce que le modéle
devrait optimiser.

2. Les variables : ce sont les quantités qui peuvent étre changées pour déterminer la valeur
optimale de la fonction objective.

3. Les contraintes : ce sont les formules qui définissent les limites sur les valeurs des
variables.

Les fonctions utilisées dans un modéle de LINGO sont :
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@FOR - utilisée pour produire des contraintes.

@ SUM- calcul de la somme.

@MAX - recherche de maximum.

@MIN - recherche de minimum.

Type de variables dans LINGO : Toutes les variables dans un modele de LINGO sont
considérées non négatives et continus, les fonctions variables d'un modéle de LINGO sont :
GIN- toute valeur positive de nombre entiers.

BIN - une valeur binaire (0 ou 1).

FREE - toute valeur positive ou négative réelle.

BND - toute valeur bornée par des limites indiquées.

La forme générale pour la déclaration d'une variable x, en utilisant les fonctions variables
GIN, BIN, FREE est : fonction (x) ; La fonction BND inclut les limites inférieures et
supeérieure des variables, sa forme genérale est :

BND (limite inférieure, X, limite supérieure).

C) Interface de logiciel

Lors du lancement de LINGO aprés l'installation, certaines versions nous demandent
d'entrer la clé de la licence, donc on voit apparaitre la fenétre suivante :

Please enter your LINGO bcense key below:

If you dont have a hcense key you can press the “Demao” button to
automatically generate a temporary hoense for a demonstration version
of LINGD. Demo versions function the same as standard versions wath
the one exception that masamum problem dmensions are restncted

If pour hcense key i avadable in the Windows chpboard you may paste
it nto this dialog box by pressing CulY. Otherwise, carefully enter your
hcenza kay as one long sting.

You can access this dailog box at any time using the FilelLicense

Help | Cancel | Demo oK

Figure 5.1.1 : Licence du logiciel

Donc on fait entrer la clé et on clique sur _ OK _, si on n'a pas la clé de la licence on peut
utiliser LINGO sous le mode « Demo », mais la licence de ce mode expire dans 30jours.
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Juste aprés la barre des menus LINGO, une fenétre pour saisir le modéle de probleme a
résoudre apparait :
fie & UNGD ‘Wedow Mep

Disl@idl 1 ne ] velo] sl e AelF 1

P -
B 0960 Mt - 0501 LA

B o Mo

For Helg, goes P | | nLCel  [2Upm 4

Figure 5.1.2 : La barre des menus du logiciel.

La barre des outils de LINGO est la suivante :

Dilala) :|:(e] o v@lo| B<@E| 2l3= 2]

New Sove Cut Past Redo Go Toline

Sd|8] X|%/E| 2| YiEo]

Open  Print Copy Undo Find Motch
Parenthesis
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Matrix Send Tc
Solve Picture Back Tile Help

Solution Option  close Help

All Topics

Figure 5.1.3 : La barre des outils de LI NGO

Signification :

New : ouvrir une nouvelle fenétre.

Open : ouvrir un dossier enregistré.

Save : enregistrer un modele.

Print : imprimer la fenétre courante.

Cut : copier et deplacer le texte sélectionné.

Copy : copier le texte sélectionné.

Past : coller le contenu sélectionné dans le document.

Undo : refaire I'action précédente.

Redo : revenir a I'action suivante.

Find : chercher un document.

Go To Line : déplacer le curseur a un certain nombre de ligne.

Match Parenthesis : trouvez la parenthése étroite qui correspond a la parenthese ouverte que
Vous avez choisi.

Solve : résoudre le modeéle.

Solution : faire la fenétre de rapport de la solution du modele courant.

Option : ensemble des options de systeme.

Send To Back : placer la fenétre courante derriere les autres fenétres ouvertes.
Close All : fermer toutes les fenétres ouvertes.

Tile : placer les fenétres ouvertes dans la méme place dans la fenétre de programme LINGO.
Help Topics : ouvrir le manuel de LINGO.

Help : Ouvrir l'aide de LINGO.
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D) Exemple d'application
Soit le probleme de la programmation fractionnaire linéaire en nombres entiers a trois
criteres suivant:

4x1 — 2x2 —23
2x1 + 39(.'2 +3
—3x1 +3
2x2 +2
(p){ maxZs (x) = 2x1 + x,
s.c

4x1 +x, < 2

X1 —3x, <6
x1=20;%x,=0
\ X, et x, entiers

rmOLxZ 1€x) =

maxZ,(x) =

Etape 1:

Résoudre le probléme relaxé () :

4X1 - ZXZ — 23
le + 3x2 + 3

s.c
(*)< 4x1+x2S2
x1—3x, <6

\ X1,Xy >0

rmaxZ 1€x) =

. Lingo 13.0 - Lingo Model - Lingo1
File Edit LINGO Window Help

D|n."||§||&| a2l vedel BRER BeE 2 e

max = (4*xl - 2*x2 -23)/(2*xl + 3*x2 +3);
4*x]l + X2 + X3 = 2;

xl - 3*%2 + x4 = 6;

@gin(xl);

@gin(x2);

@gin(x3);

@gin(x4);
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On clique sur solve dans la barre des outils :

. Lingo 13.0 - Solution Report - Lingo1
File Edit LINGO Window Help

D|=(a|S| & [:[d] =[] vE|o| OfkNr| 2sE 2

| Local optimal solution found. ~
Objective wvalue: -3.000000
Objective bound: -3.000000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: v]
Total solver iterations: 21
Model Class: PINLP
Total variables: 4
Nonlinear wvariables: 2
Integer variables: 4
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 1
Total nonzeros: 8
Nonlinear nonzeros: 2
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 2.000000
X2 2.000000 0.000000
X3 0.000000 0.7777778
X4 12.00000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 -3.000000 1.000000
2 0.000000 0.7777778
3 0.000000 0.000000
L¥]
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e Logiciel MATLAB
1. Qu’est ce que MATLAB ?

MATLAB est une application qui fournit un environnement de calcul matriciel simple,
efficace, interactif permettant la mise en ceuvre des algorithmes développés dans le cadre des
projets linpack et eispack.

MATLAB est constitué d’un noyau relativement réduit, capable d’interpréter puis d’évaluer
des expressions numériques matricielles qui lui sont adressées :

v’ Soit directement au clavier depuis une fenétre de commande.

v Soit sous forme de séquences d’expressions ou Scripts enregistrées dans des fichiers-
texte appelés m-files et exécutées depuis la fenétre de commandes.

v" Soit plus rarement sous forme de fichiers binaires appelés mex-files ou fichiers .mex
générés a partir d’un compilateur C ou Fortran.

Ce noyau est complété par une bibliotheque de fonctions prédefinies, trés souvent sous
forme de fichiers m-files, et regroupés en paquetages ou toolboxes. A coté des toolboxes
requises local et matlab, il est possible d’ajouter des toolboxes spécifiques a tel ou tel
probleme mathématique, Optimization Toolbox, Signal Processing Toolbox par exemple ou
encore des
toolboxes crées par I’utilisateur lui méme. Un systéme de chemin d’accés ou path permet de
préciser la liste des répertoires dans lesquels MATLAB trouvera les différents fichiers mfiles.

MATLAB comporte un trés grand nombre d’opérateurs, de commandes et de fonctions
permettent de réaliser plusieurs opérations.

Dans MATLAB, on peut programmer et créer les fonctions et fichiers nous méme sur M-

file, puis les sauvegarder et les exécuter sur I’espace de travail. Il suffit juste d’introduire le
nom du fichier ou de la fonction.

2. Implémentation de I’exemple

Pour notre implémentation nous avons pris I’exemple précédent.
Apres avoir trouver la solution optimale avec LINGO xi = (0,2), en utilisant MATLAB
nous calculerons le premier tableau de MOULAI Mustapha de la maniére suivante :
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A\ MATLAE R2013a

HOME RS
Mew ariable Analyze Code OE Preferences a “1% Community
Ell:ll:l - L] Find Files & E e w (= @ © @ o
- [t Open variable = {7 Run and Time : (5 Set Path 'S Request Support
Mew MNew Open |i-|Compare Import Save Simulink  Layout Help
Script - Data (% Clear ¥ [% Clear Commands ~  Library w =i Paraliel v ~ O AddOns ¥
FILE VARIABLE CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESOURCES
e« EHEA » C: v WINDOWS » system32 »
Workspace
MName = Value Min w4 @ New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started.
H A [4110,1-301] -3 4 Warning: MATLAE Toolbox Path Cache is out of date and is not being used.
HHAB [0-371] -3 1 Type 'help toolbox path cache' for more info
1 ans [10030] o 0 s> a-ra110:1 -3001)
b [2:6] 2 &

HH iab ARVER] 0 3 A=

4 1 1 4]

1 -3 4] 1

>>» b=[2:86]
b =
2
[

>> BB=[1 0;-3 1]

>>» iab=inwv (AB)

iab =

&

Figure 5.2.1

A @ Mew to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started,
iak =
0 1 4]
3 1
>>» iab*Rh
ans =
4 1 1 )
13 4] 3 1
»>> iab*b
ans =
2
12
>» [-2 0]*iab*A-[4 -2 0 0]
ans =
-1z ) -2 )
>>» [3 0]*iab*A-[2 3 0 0]
¥

Figure 5.2.2
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» [3 0]*iab*BA-[2 3 0 0]

angs =
10 3 1]
fr 55 |
Figure 5.2.3

On aura le résultat suivant :
B Xp X1 Xy X3 X4
X, 2 4 1 1 0
X4 12 13 0 3 1
p; —27 -12 0 ) 0
q; 9 10 0 3 0
y; -3 —162 0 —53 0

Et de méme maniére on trouvera les trois autres tableaux.
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Conclusion

L’optimisation multicritére est sans doute un axe de recherche trés intéressant pour les
scientifiques et les ingénieurs, non seulement a cause de la nature multicritére de la plupart
des problémes réels, mais aussi parce que de nombreuses questions restent ouvertes dans ce
domaine.

Pour ce type de problemes, il ne s'agit plus de rechercher une solution optimale, mais un
ensemble de solutions Pareto optimales qui se distinguent par les différents compromis
réalisés entre les différentes fonctions objectifs considérées.

Dans les trente dernieres années, la plupart des travaux réalisés dans ce domaine ont porté
sur la programmation linéaire multi-objectif. Les raisons principales de cet intérét sont d'une
part le développement de la programmation linéaire mono-objectif en recherche
opérationnelle et la facilité relative de traiter de tels problemes, et d'autre part I'abondance de
cas pratiques pouvant étre formulés sous cette forme.

Dans cette étude, nous sommes intéresses aux problemes de programmation linéaire multi-
objectifs.

Nous avons commencé ce travail par l'étude de la méthode du simplexe pour la
programmation linéaire mono-objectif, ce qui a fait I'objet du premier chapitre de ce mémoire,
et la méthode duale du simplexe, la methode de branch and bound, la méthode des
coupes...etc.

Le deuxiéme chapitre introduit les notions de base concernant I'optimisation multi-objectif
comme la dominance, l'efficacité, les points particuliers. nous avons étudié trois méthodes de
résolution de tels probléemes, la méthode du simplexe multicritére, la méthode d'agrégation et
la méthode des contraintes et nous avons illustré chacune de ces méthodes par un exemple
numérique détaillé.

Nous avons aussi donné une vue panoramique des méthodes d’optimisation fractionnaire
linéaire discréte uni-critére et multicritere. On peut conclure que ces méthodes sont basées sur
I’optimisation continue, vu I’utilisation successives des algorithmes de la méthode du
simplexe, et la méthode duale du simplexe.

Les deux méthodes exactes concernant 1’optimisation fractionnaire linéaire en nombres
entiers a objectifs multiples représentent un résultat important dans la littérature compte tenu
des propriétés spécifiques du probleme (MOILFP). Bien que l'avantage principal de ces
méthodes soit le fait qu'aucune optimisation non linéaire n'est exigée, elle présente néanmoins
un inconvénient alourdissant la complexité de 1’algorithme. Cet inconvénient est caractérisé
par la recherche de toutes les solutions réalisables entiéres du probleme de programmation
fractionnaire linéaire entier relaxé (Pr).

Donc le probléme reste ouvert aux autres chercheurs pour développer de meilleures
méthodes de résolution de ce type de problémes.
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Résumeé

L’une des principales missions de la recherche opérationnelle est d’aider a
prendre des décisions en vue d’une gestion efficace, rationnelle et logique.
L’optimisation multicritére est sans doute un axe de recherche trés intéressant
pour les scientifiques et les ingénieurs, non seulement a cause de nature
multicritere de la plupart des problémes réels, mais aussi parce que de
nombreuses questions restent ouvertes dans ce domaine.
Cette expérience nous a permet de trouver la solution Pareto optimale qui
répond au mieux aux préferences du decideur. L’optimisation multi objectif est
donc étroitement liée au domaine de la prise de décision multicritere.

Mots clés : PL, MOP, indice hors base, Gupta, entiers, coupe, fractionnaire.
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