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Introduction générale

La programmation linéaire (PL) est considérée comme l’une des branches les plus
importantes de la recherche opérationnelle (RO), elle a été développée en tant que
discipline dans les années 1940 pour résoudre des problèmes complexes de planifica-
tion en temps de guerre ; elle consiste à optimiser une fonction linéaire soumise à des
contraintes d’égalités et d’inégalités linéaires. Actuellement, elle est régulièrement
citée par les entreprises, comme étant l’un des modèles mathématiques les plus utili-
sés en RO, car elle permet d’aborder un grand nombre de problèmes d’optimisation,
dans divers domaines d’application, tels que la physique, l’ingénierie et l’économie,
... etc.

En 1947 G.B. Dantzig [1], a introduit un algorithme de résolution pour les pro-
blèmes de la PL qui est appelé algorithme du simplexe, bien que cet algorithme est
efficace en pratique, cependant Minty et Klee [2], ont démontré pour la première
fois que cet algorithme peut prendre un nombre exponentiel d’itérations et cela en
donnant un exemple numérique ; cet inconvénient a incité de nombreux auteurs à
chercher de trouver d’autres algorithmes de résolution. En 1979, L. Khachian [3],
propose le premier algorithme polynomiale (qui est une méthode de points inté-
rieurs) et il est basé sur la méthode l’ellipsoïde, sachant que cette dernière, a déjà
été étudiée par Arkadi Nemirovski et David B. Yudin, et dont la version préliminaire
a été introduite par Naum Z. Shor ; malheureusement, cette méthode a une faible
efficacité. En 1984 N.K Karmakar [4], développe la méthode de points intérieurs (PI)
qui est efficace et de complexité polynomiale, ceci a suscité un regain d’intérêt pour
les méthodes de PI aussi bien en PL et en programmation non linéaire.

Ainsi, en plus, de la méthode du simplexe et la méthode de PI ([5], [6], [7], ...
etc) on trouve d’autres méthodes de résolutions des problèmes de PL, dont on peut
citer : la méthode de points intérieurs combinée à la méthode du simplexe [8] ; les
méthodes d’activation des contraintes [9], [10], [11] ; la méthode de points extérieurs
introduite par Paparrizos dans [12] ; la méthode du support (MS) et la méthode
adaptée (MA) mise au point par R. Gabasov et F.M Kirrilova ([13], [14], [15], [16],
[17], ...). La MA est une généralisation de la méthode primale du simplexe), cette

1



INTRODUCTION GÉNÉRALE 2

méthode utilise le concept de la solution réalisable de support (SRS) où la solution
réalisable (SR) et le support sont définis indépendamment l’un de l’autre, en plus
la SR peut être un point quelconque dans le polyèdre (formés par les contraintes),
contrairement à la méthode du simplexe où la SR est un point extrême (sommet) du
polyèdre, de plus du critère d’optimalité, il y’a le critère de sub-optimalité (critère
ε−optimalité) est donné pour arrêter le processus de résolution à un critère choisi
au départ, ce qui nous donne des SR ε−optimales. Par la suite, la MA a été étendué
et appliqueé pour la résolution de nombreux problèmes autres que la PL, comme
pour : la programmation quadratique convexe [18], [19], [20] et non convexe [21] ; le
contrôle optimal [22], [23], [24] ; . . . etc.

Parmi les problèmes de la PL, on trouve les problèmes de min-max qui consistent
à trouver le maximum du minimum d’une ou plusieurs fonctions, et qui sont appa-
rues depuis bien longtemps. Le principe du min-max est connu dans le passé, comme
l’un des principes de l’estimation optimale des paramètres ([25]), et dans la première
procédure d’estimation des paramètres a été proposée par Laplace en 1786 [26]. Plus
tard, les problèmes de min-max ont fait l’objet d’un sujet de recherche dans plu-
sieurs domaines d’applications des mathématiques ; ainsi, par leurs utilisations dans
divers contextes, ceci a poussé plusieurs chercheurs à s’intéresser à l’étude de ce type
de problèmes. On peut citer par exemple, que dans l’ajustement de données, une
formulation min-max est utilisée pour trouver une fonction dans une classe donnée
qui minimise la valeur de l’erreur absolue maximale, ce problème est appelé dans le
passé approximation de Tchebychev et il a été traité dans [25]. Charalambous [27] a
aussi utilisé la formulation min-max, dans la conception de filtres numériques récur-
sifs. La méthode min-max sans contrainte a également été utilisée dans le domaine
général de la localisation des installations, (comme dans les travaux de Elzinga,
Hearn et Randolph [28], Dearing et Francis [29], Francis et White [30] et Kuhn et
Kueune [31]). Aussi, Dutta et Vidyasagar [32] ont formulé un modèle de ligne de
transmission à trois sections sous la forme d’un problème de min-max à contraintes
linéaires. En outre, Schjaer-Jacobson et Madsen ([33], [34]) ont utilisé le problème
de min-max dans le domaine général de la théorie des antennes.
Actuellement, la théorie des problèmes min-max est l’une des classes les plus dévelop-
pées de l’optimisation non linéaire, qui est un domaine de recherche très dynamique
de nos jours ; car de nombreux problèmes de la vie quotidienne, peuvent être dé-
finis comme un problème de min-max, comme par exemple : l’ordonnancement de
la production (répartition des règles de sélection), l’optimisation de la consomma-
tion d’énergie ([35]), les problèmes de localisation (voir [36] ; Averbakh et Berman
[37] ont traité le problème de localisation des vendeurs ambulants, où p voyageurs
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de commerce doivent visiter ensemble tous les points d’une ville, et l’objectif est
de minimiser au maximum les durées de leurs tournées ; Averbakh et Berman [38] ;
Berman et al. 2003 [39] ; Matsutomi et Ishii [40] ), la stratégie et la planification des
portefeuilles d’investissement (voir Teo et Yang [41] ; Xiaoxia Huang [42], où l’auteur
a étudié le problème de sélection du portefeuille flou dans une situation où chaque
rendement appartient à une certaine classe de variables floues ; Rustem et al [43] ;
Pankov [44], [45]), et ils sont aussi utilisés dans : la programmation multi-objectifs
et le contrôle optimal ([46], [47], [48], [49]), ... etc.

Pour les raisons ci-dessus, ces dernières années, le problème de min-max a attiré l’at-
tention de plusieurs chercheurs, pour mettre en place des outils et des modèles de
résolutions pour ce type de problèmes, ainsi de nombreux algorithmes, et méthodes
numériques ont été développés ; pour les méthodes numériques d’optimisation non
linéaire, on peut citer [50], qui contient une description générale des méthodes du
gradient, et [51], [52], [53], [54], [52] qui décrit les méthodes de groupage (appelé en
anglais : bundle method) ; ces contributions contiennent également une bibliographie
exhaustive pour la recherche dans ce domaine.

Ainsi, toutes les méthodes générales d’optimisation non linéaires peuvent être ap-
pliquées aux problèmes min-max linéaires. Cependant, l’expérience pratique montre
que si le problème à résoudre a une structure particulière, les méthodes exploitant
cette structure sont supérieures aux méthodes générales. L’approche traditionnelle
pour résoudre le problème de min-max linéaire est de le formuler à un problème équi-
valent de programmation linéaire et de le résoudre par une structure exploitant des
modifications de la méthode primale du simplexe ou duale du simplexe. Cette idée
remonte au moins au début des années 60 (voir, par exemple : [55], [56], [57], [58]), et
des variantes de cette approche continuent d’être développées (voir : [59], [60], [61],
[33], [62], [63], [64], [65] ; dans [33], les auteurs présentent un algorithme basé sur
des approximations linéaires successives des fonctions définissant le problème, ainsi
les sous-problèmes linéaires résultants sont résolus au sens min-max sous réserve
des contraintes linéaires. Dans [66], l’auteur a reformulé le problème à un problème
de minimisation de la "pire" combinaison convexe de ces fonctionnelles, ce qui va
aboutir à un problème de point de selle. Dans [67], les auteurs ont proposé un al-
gorithme qui combine les méthodes PL et les méthodes quasi-Newton. Dans [68],
l’auteur transforme le problème de départ en un programme linéaire en introduisant
n contraintes supplémentaires, ainsi ces dernières peuvent être considérées implici-
tement en les traitant comme des bornes supérieures paramétriques sur la base de
cette approche, deux algorithmes seront utilisés : un algorithme paramétrique qui va
résoudre un problème de PL avec des bornes supérieures paramétriques et un autre
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algorithme primal-dual pour résoudre une séquence de problèmes de PL réalisables
duaux connexes. Dans [60], l’auteur a montré que le choix de la méthode primale
est meilleur que la méthode duale et cela revient au choix du point de départ. Dans
[69], l’auteur a étendu l’algorithme primal-dual de descente développé par Zhu et
Rockafellar([70]) pour la programmation linéaire quadratique afin de résoudre des
problèmes min-max contraints liés.
Récemment, des travaux de recherches ont été consacrés au développement de nou-
velles techniques de résolution, comme dans [71], l’auteur a donné un algorithme
d’approximation déterministe en temps polynomial pour un problème de program-
mation en nombres entiers min-max. Afin d’améliorer ces techniques Wang ([72]), a
proposé une technique hybride, qui est une combinaison des méthodes de région de
confiance avec les méthodes de recherche de lignes et les méthodes de recherche de
courbe, cela permet d’éviter de résoudre les sous-problèmes de région de confiance
plusieurs fois.

En effet, l’inconvénient majeur de ces méthodes de résolution est qu’elles trans-
forment le problème initial en un problème linéaire approprié, mais cette transfor-
mation entraîne une augmentation du nombre de variables de n à n + p + 1, et le
nombre de contraintes, de m à m + p, où p est le nombre de composantes de la
fonctionnelle. Cependant, la programmation sur ordinateur, démontre que, plus ces
augmentations crûrent, plus le temps d’exécution est élevé et vice-versa.

Pour cela, l’objectif principal de notre travail est de résoudre directement deux
classes de problèmes min-max en programmation linéaire en dimension finie (le pre-
mier avec des contraintes générales de type égalité et le deuxième avec des contraintes
générales bornées supérieurement et inférieurement), sans apporter aucune modifica-
tion au problème de départ, ce qui nous permet de garder la spécificité du min-max.
A cet effet, nous avons étendu le principe de la méthode adaptée qui est issue d’une
approche de résolution des problèmes de PL donnée dans [13] et qui est basée sur
le concept de la matrice de support du problème. Notre algorithme est similaire à
[18], où les auteurs ont traité et donné un algorithme de résolution de problèmes de
min-max en PL en utilisant la méthode primale et duale, ainsi pour améliorer cette
dernière ils ont utilisé le pas long dual, tandis que notre approche consiste à utiliser
le pas court dual.

Notre algorithme, consiste à trouver une solution réalisable de support {x,Qsup},
où x est la solution réalisable et Qsup le support indépendant l’un de l’autre. L’algo-
rithme est constitué de formule de variation de l’accroissement de la fonctionnelle,
du critère d’optimalité et de sub-optimalité, ce dernier, nous permet d’arrêter le pro-
cessus de résolution à un critère donné au départ, ce qui est, différent de la méthode
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du simplexe. Ensuite, si l’un des deux critères n’est pas satisfait, la recherche d’une
autre SRS se fera en deux étapes essentielles qui sont : le changement de la solution
réalisable et le changement du support, ce dernier changement se fera en introdui-
sant le problème dual du problème de départ, à noter qu’au cours des itérations du
changement de la SR, nous utiliserons l’information provenant du problème dual,
ce qui augmente son efficacité. La performance de cet algorithme a été testé sur
des exemples numériques et les résultats trouvés ont été comparés avec le logiciel
Matlab, en utilisant ses propres fonctions. La suite de ce travail est organisé comme
suit : dans le premier chapitre, nous allons résoudre un problème classique de PL
avec des contraintes simples. Dans le chapitre 2, nous allons résoudre un problème
de programmation linéaire avec des contraintes générales borné supérieurement et
inférieurement. Dans le chapitre 3 on va résoudre un problème min-max sans les
contraintes générales. Ensuite le chapitre 4 sera consacré à la résolution d’un pro-
blème min-max avec des contraintes générales de type égalité, et enfin, on termine
avec une conclusion générale.



Chapitre 1

Résolution d’un problème classique

de programmation linéaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on va résoudre par la méthode adaptée, un problème classique
en programmation linéaire avec des contraintes simples.

1.2 Position du problème

Considérons le problème de programmation linéaire, suivant :
maximiser

F (x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + · · ·+ cnxn

sous les contraintes

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
... (1.1)

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

d∗1 ≤ x1 ≤ d∗1, d∗2 ≤ x2 ≤ d∗2, . . . , d∗n ≤ xn ≤ d∗n.

Où :
J = {1, . . . , n} est l’ensemble d’indices des variables x1, x2, . . . , xn ; I = {1, . . . ,m}

est l’ensemble d’indices des paramètres b1, b2, . . . , bm. Introduisons les vecteurs x =

x(J) = (xj, j ∈ J) = (x1, x2, . . . , xn) , c = c(J), b = b(I), d∗ = d∗(J), d
∗ = d∗(J) et la

matrice A = A (I, J) = (aij, i ∈ I, j ∈ J).

6
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Alors le problème (1.1) prend la forme matricielle suivnte :

(P1)


F (x) = c′x → max

x
,

Ax = b,

d∗ ≤ x ≤ d∗.

(1.2a)

(1.2b)

(1.2c)

Où :

— (1.2a) est le critère de qualité (but, objectif de la fonctionnelle).

— (1.2b) sont les contraintes essentielles.

— (1.2c) sont les contraintes directes.

On désigne par

X = {x ∈ Rn : Ax = b, d∗ ≤ x ≤ d∗},

le domaine des solutions réalisables.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que

rang A=m.

1.3 Définitions essentielles

Définition 1.1. Tout vecteur x ∈ X est appelé, solution réalisable du problème
(1.2).

Une solution réalisable xo ∈ X est dite optimale, si F (xo) = max
x∈X

F (x).

Une solution réalisable xε ∈ X est dite ε−optimal, si F (xo) − F (xε) ≤ ε, (pour
tout réel ε > 0 donné).

Définition 1.2. De l’ensemble J , on choisit un sous-ensemble Jsup = {j1, . . . , jm} ⊂
J . Jsup est appelé support du problème (1.2), si la matrice Asup = A(I, Jsup) est
inversible.

Asup est appelé matrice du support. Delà l’ensemble J peut être décomposer :
J = Jsup ∪ JH où JH = J \ Jsup est dit ensemble des indices hors support.

En raison du rôle important, que va jouer la matrice inverse du support, nous
introduisons la notation :

A−1
sup = A(Jsup, I).

Les contraintes générales Ax = b (sous forme de composantes), peuvent être
exprimées comme suit :

A(I, Jsup)xsup + A(I, JH)xH = b
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donc, pour satisfaire l’égalité ci-dessus, il suffit de mettre :

xsup = A−1
sup(b− AHxH), AH = A(I, JH). (1.3)

Définition 1.3. La paire {x, Jsup} formé de la solution réalisable x et du support
Jsup, est appelé solution réalisable de support (SRS) du problème (1.2).

Définition 1.4. Une solution réalisable de support {x, Jsup}, est dite non-dégénéré
si :

d∗j < xj < d∗j , j ∈ Jsup.

1.4 Critère d’optimalité

Supposons que la solution réalisable de support {x, Jsup} est connue. on va étudier
la variation de la fonction objective lorsque la solution réalisable sera modifiée.

1.4.1 Accroissement de la fonctionnelle F

Soit {x, Jsup} une solution réalisable de support de départ, et x = x + ∆x une
autre solution réalisable. L’accroissement de la fonctionnelle sera :

∆F (x) = F (x)− F (x) = c′x− c′x = c′∆x (1.4)

De l’admissibilité de x et x, on a :

A∆x = A(x− x) = Ax− Ax = b− b = 0. (1.5)

En décomposant J en J = Jsup ∪ JH, on obtient :

Asup∆xsup + AH∆xH = 0,

Delà, on a :
∆xsup = −A−1

supAH∆xH. (1.6)

En substituant le vecteur ∆x dans (1.4), on obtient :

∆F (x) = c′sup∆xsup + c′H∆xH = −
(
c′supA

−1
supAH − c′

)
∆xH (1.7)

Introduisons les vecteurs suivants :

E = (Ej, j ∈ J) = c′supA
−1
supA− c′. (1.8)

appelé le vecteur des estimations.

u(I) = (ui, i ∈ I) = c′supA
−1
sup. (1.9)

appelé le vecteur des potentiels.
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Remarque.
E(Jsup) = Esup = 0.

En utilisant (1.8) et (1.9), la formule (1.7) devient :

∆F (x) = −
∑
j∈JH

Ej∆xj (1.10)

Le maximum de (1.10) sous les contraintes suivantes :

d∗j − xj ≤ ∆xj ≤ d∗j − xj, j ∈ JH.

est égale à :

β = β (x, Jsup) =
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j). (1.11)

appelé la valeur de sub-optimalité, où :

J
+

H = {j ∈ JH : Ej > 0} et J
−
H = {j ∈ JH : Ej < 0} .

Delà :
F (x)− F (x) ≤ β (x, Jsup) , ∀x ∈ X,

donc pour x = xo, on aura :

F (xo)− F (x) ≤ β (x, Jsup) , ∀x ∈ X. (1.12)

De cette inégalité, on déduit les deux théorèmes suivants :

1.4.2 Critère d’optimalité

Théoreme 1.1. [13][Critère d’optimalité]
Soit {x, Jsup} une solution réalisable de support de départ, les relations suivantes :

xj = d∗j si Ej > 0,

xj = d∗j si Ej < 0,

d∗j ≤ ∆xj ≤ d∗j si Ej = 0, j ∈ JH .

(1.13)

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
l’optimalité de la solution réalisable du support {x, Jsup}.

Preuve. .

⇒) Condition suffisante : Soit {x, Jsup} une SRS admissible.
si : β (x, Jsup) ≤ ε, alors de (1.12) on a : F (x)− F (x) ≤ β (x, Jsup) , ∀x.
Ce qui donne F (x)− F (x) ≤ ε, ∀ x,

donc x est ε−optimal.
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⇐) Condition nécessaire : soit {x, Jsup} une SRS optimale non-dégénérée et su-
possons que les relations (1.13) ne soient pas vérifiées, c.a.d

a) ∃ j0 ∈ JH tel que : Ej0
> 0, xj0

> d∗j0 , ou

b) ∃ j0 ∈ JH tel que : Ej0
< 0, xj0

< d∗j0 .

• Cas a) Supposons que ∃ j0 ∈ JH : Ej0
< 0, xj0

< d∗j0 .
Dans ce cas on va construire un nouveau point admissible x de la manière
suivante :
x = x+ θℓ où θ est un réel positif non nul et ℓ est un vecteur de direction.
Nous allons chercher θ et ℓ tq x sera une solution réalisable. Alors :

− sur JH, posons :

∆x =

{
0 si j ∈ JH \ j0 ,
θ si j = j0 .

− sur Jsup :
de la relation (1.6), on a : ∆xsup = −A−1

supAH∆xH = −θA−1
supaj0 ,

⇒ x vérifie Ax = b.

Et pour que x vérifie d∗ ≤ x ≤ d∗, il faut prendre un θ suffisamment petit
d’autant plus que la SRS {x, Jsup} est non dégénérée.

En remplaçant x dans (1.10), on obtient :
∆F (x) = F (x) − F (x) = −θEj0

ℓj0 > 0, ce qui contredit l’optimalité de
{x, Jsup}.
Donc les relations (1.13) sont vérifiées.

• Cas b) Supposons que ∃ j0 ∈ JH : Ej0
> 0, xj0

> d∗j0 .
Construisons un nouveau point x de la manière suivante :
x = x+ θℓ où θ est un réel positif non nul et ℓ est un vecteur de direction.
Nous allons chercher θ et ℓ tq x sera une solution réalisable. Alors :

sur JH, posons :

∆x =

{
0 si j ∈ JH \ j0 ,
−θ si j = j0 .

sur Jsup :
de le relation (1.6) on a : ∆xsup = −A−1

supAH∆xH = θA−1
supaj0 ,

⇒ x vérifie Ax = b.

Et pour que x vérifie d∗ ≤ x ≤ d∗, il faut prendre un θ suffisamment petit
d’autant plus que la SRS {x, Jsup} est non dégénérée.

En remplacant x dans (1.10), on obtient :
∆F (x) = F (x) − F (x) = θEj0

ℓj0 > 0, ce qui contredit l’optimalité de
{x, Jsup}.
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Donc les relations (1.13) sont vérifiées.

Définition 1.5. La paire
{
xo, Jo

sup

}
qui satisfait les relations (1.13) sera appelée

solution réalisable de support optimal, c’est à dire xo est optimale et Jo
sup support

optimal.

1.4.3 Critère de suboptimalité

Dans les problèmes pratiques, il suffit souvent de déterminer des SR ε−optimaux,
c’est ainsi qu’apparaissent les problèmes de détermination des SR ε−optimaux. Le
critère de suboptimalité permet de trouver un point réalisable ε−optimal et d’arrêter
le processus de résolution, sans effectuer d’autres calculs supplémentaires qui sont
nécessaires pour l’obtention d’un résultat avec une précision bien meilleure.

Théoreme 1.2 (Critère de sub-optimalité). Soit ε > 0 donné. Pour l’ε−optimalité
de la solution réalisable x, il faut et il suffit qu’il existe un tel support Jsup, pour
lequel :

β (x, Jsup) ≤ ε.

Preuve. .

⇒) Condition suffisante : Soit ε > 0.
de (1.12), on a : F (xo)− F (x) ≤ β(x, Jsup) ≤ ε,
alors pour : β(x, Jsup) ≤ ε ⇒ F (xo)− F (x) ≤ ε

d’où x est ε− optimal.

⇐) Condition nécessaire : On va décomposer la valeur de suboptimalité (1.11),
comme suit :

β (x, Jsup) =
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j)

=
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j

=(u′A− c′)xj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j (1.14)

Maintenant, on va construire le problème dual du problème (1.2) qui est le
suivant : 

Φ(λ) = b′y − d′∗v + d′∗w → min,

A′y − v + w = 0,

v, w ≥ 0.

(1.15)



1.5. ALGORITHME DE RÉSOLUTION 12

Ainsi, le problème (1.1) sera appelé le primal du problème (1.15).

Le triplet λ = (y, v, w) construit comme suit :
y = u;

vj = Ej, wj = 0, si Ej ≥ 0;

vj = 0, wj = −Ej, si Ej < 0; j ∈ J.

(1.16)

et qui vérifie toutes les contraintes du problème (1.15) est appelé solution
réalisable duale (SRD) du problème (1.15).
En utilisant cette SRD dans (1.14), on aura :

β (x, Jsup) = E ′x− d′∗v + d′∗w

= y′Ax− c′x− d′∗v + d′∗w

= b′y − c′x− d′∗v + d′∗w + c′x− c′xo

= (c′xo − c′x) + (b′y − d′∗v + d′w − Φ(λo))

= (F (xo)− F (x)) + (Φ(λ)− Φ(λo))

β (x, Jsup) = βx + βsup, (1.17)

où :

• βx = (F (xo)− F (x)) est appelé la mesure de non optimalité de la SR x.

• βsup = (Φ (λ)− Φ (λo)) est appelé la mesure de non optimalité du support
Jsup.

Ainsi, pour un support Jsup optimal, on aura :

Φ(λ) = Φ(λo) ⇒ β (x, Jsup) = c′xo − c′x ≤ ε.

et par conséquent x est ε−optimal.

1.5 Algorithme de résolution

1.5.1 Initialisation de la solution réalisable

Pour résoudre le problème (1.2) on choisit un vecteur x1 ∈ Rn, qui vérifie les
contraintes (1.2c)(d∗ ≤ x1 ≤ d∗). Ensuite, on vérifie si x1 est admissible :

(i). Si Ax1 = b, alors x1 est une solution initiale réalisable du problème de départ.

(ii). Si Ax1 ̸= b, alors on calcule l’écart entre le premier et le second membre noté
par γ = (γ1, . . . , γm) : γ = b− Ax1.
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Delà on va reformuler le problème de départ à un autre problème avec des
variables artificielles :

Fa(x) = c′x−Me′xµ → max
x,xµ

,

Ax+ xµsignγ = b,

d∗ ≤ x ≤ d∗,

xµ ≥ 0.

(1.18)

où :
xµ = (xn+1signγ1, . . . , xn+msignγm) et M est un nombre réel positif suffisam-
ment grand (M ≫ 0).

De là, {x1, xµ} est une SR, le support Jsup = {n+ 1, . . . , n+m} et Asup =
signγ1 0

. . .

0 signγm

 .

Après l’obtention d’une SRS optimale, si (xµ = 0) alors x est une SR optimale
du problème (1.2), dans le cas où (xµ ̸= 0) alors les contraintes du problème
(1.2) sont contradictoires.

Dans les deux cas (i) et (ii) on a une SRS de départ pour commencer le processus
de résolution. Supposons que pour cette SRS le critère d’optimalité n’est pas vérifié
et que β(x, Jsup) > ε, alors on passe à l’itération de l’algorithme, qui est constitué
de deux procédures :

(a) Changement de la solution réalisable (x → x).

(b) Changement du support
(
Jsup → Jsup

)
.

1.5.2 Changement de la solution réalisable

Le changement de la solution réalisable x vers une autre x = x+ θoℓ, aura pour
effet d’augmenter le valeur de la fonctionnelle (F (x) ≥ F (x)), où ℓ(J) = (ℓj, j ∈ J)

est le vecteur de direction d’amélioration du point x et θo ≥ 0 est le pas maximal le
long de cette direction.

1.5.2.1 Détermination de la direction ℓ

Sur JH, on choisit θ = 1 et le vecteur ℓ(J), est construit comme suit :

ℓj =


d∗j − xj si Ej > 0,

d∗j − xj si Ej < 0,

0 si Ej = 0, j ∈ JH.
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et de l’admissibilité de x, on aura :

ℓ(Jsup) = −A−1
supA(I, JH)ℓ(JH).

1.5.2.2 Détermination du pas maximal admissible

On calcule θo tel que x satisfera aux contraintes (1.2c) sur Jsup. Pour cela on
aura :

θj =



d∗j − xj

ℓj
, si ℓj < 0;

d∗j − xj

ℓj
, si ℓj > 0;

∞, si ℓj = 0, j ∈ Jsup.

Delà le pas maximal sera θo = min
{
1, θj0

}
où θj0 = min

j∈Jsup
(θj).

Ainsi, on aura x = x+ θoℓ une solution réalisable du problème (1.2).

1.5.2.3 Calcul de la valeur de sub-optimalité

En remplaçant la solution réalisable x trouvée ci-dessus, dans la valeur de sub-
optimalité (1.11), on aura :

β (x, Jsup) =
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
=
∑
j∈J+

H

Ej(x+ θoℓ)−
∑
j∈J+

H

Ejd∗j +
∑
j∈J−

H

Ej(x+ θoℓ)−
∑
j∈J

−
H

Ejd
∗
j

=
∑
j∈J

Ejxj + θo
∑
j∈J+

H

Ejℓj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j + θo
∑
j∈J−

H

Ejℓj −
∑
j∈J

−
H

Ejd
∗
j

β (x, Jsup) = (1− θo) β (x, Jsup) . (1.19)

Delà, on déduit que :

➤ Si θo = 1, alors x est une solution réalisable optimal.

➤ Si β (x, Jsup) ≤ ε, alors x est une solution réalisable ε-optimal.

➤ Si β (x, Jsup) > ε, alors on passe au changement de support.

1.5.3 Changement de support

Nous allons donner deux méthodes différentes de changement de support, la
première est le changement de support avec un pas court dual, et la deuxième est
avec un pas long dual.
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1.5.3.1 Changement de support a pas court

Le changement de support
(
Jsup → Jsup

)
consiste à faire un changement du co-

plan E vers E, ce qui aura pour effet la diminution de la valeur de la fonction duale
et on va avoir : β

(
x, Jsup

)
≤ β (x, Jsup).

Pour cela, on pose :
E(J) = E(J)+σot(J), et u(I) = u(I)+σot(I) où t(J) = (tj, j ∈ J), est la direction
de la diminution de la fonction duale et σo (σ ≥ 0) est le pas dual maximal le long
de cette direction.

En utilisant les vecteurs des estimations et des potentiels ((1.8) et (1.9)) calculés
sur le support Jsup, on aura :

E = E

E(J) + σot(J) = u.A− c

(u(I)A− c) + σot(J) = (u+ σot(I))′ .A− c

on obtiendra :

t′(J) = t′(I).A(I, J). (1.20)

de (1.20), on aura :
t′(Jsup) = t′(I).A(I, Jsup). (1.21)

d’où :
t′(I) = t′(Jsup).A

−1
sup.

Et de (1.20) et (1.21), on obtient aussi :

t′(JH) = t′(Jsup).A
−1
supA(I, JH). (1.22)

Ainsi, on sait que θo = min
j∈Jsup

(
1, θj0

)
, on va chercher un indice j∗ qui va entrer

dans le nouveau support à la place de j0 (j0 va sortir du support).
Pour cela, on pose :

tj =

{
−sign(ℓj0 ), si j = j0 ;

0, si j ∈ Jsup.

Puis, on calcule les différents pas σj, j ∈ JH ;

σj =



−Ej

tj
, si Ej tj < 0;

0, si Ej = 0, xj ̸= d∗j, tj > 0 ou
Ej = 0, xj ̸= d∗j , tj < 0, j ∈ JH;

∞, sinon.

et on prend σo = σj∗ = min
j∈JH

(σj) ,
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√
Le calcul de σo satisfait EjEj ≥ 0, ∀ j ∈ J.

√
Ej∗ = 0.

Ainsi le nouveau support sera : Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗ .
On peut facilement vérifier que la quantité β

(
x, Jsup

)
est égale à :

β
(
x, Jsup

)
=
∑
j∈J

+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J

−
H

Ej

(
xj − d∗j

)
où :

J
+

H =
{
j ∈ JH : Ej > 0

}
et J

−
H =

{
j ∈ JH : Ej < 0

}
.

Sachant la relation et sur Jsup

β
(
x, Jsup

)
=
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+ σo

[ ∑
j∈J+

H

tj (xj − d∗j)+

∑
j∈J−

H

tj
(
xj − d∗j

) ]

=β (x, Jsup) + σo

[ ∑
j∈J+

H

tj (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

tj
(
xj − d∗j

) ]
(1.23)

on sait que par construction des vecteurs (1.21) et (1.22), toutes les composantes de
t′(Jsup) sont nulles sauf pour l’indice j0 . On pose :

α = α0 =
∑
j∈J

+

H

tj (xj − d∗j) +
∑
j∈J

−
H

tj
(
xj − d∗j

)
= −(1− θo)

∑
j∈J

tjℓj

=(1− θo)tj0 ℓj0 .

donc

α = α0 = (1− θo)tj0 ℓj0 =

{
xj0

+ ℓj0 − d∗j0 , si tj0 = +1;

−(xj0
+ ℓj0 − d∗j0 ), si tj0 = −1.

Ainsi en utilisant la relation (1.19) et la valeur de α trouvée ci-dessus dans (1.23),
on obtient :

β
(
x, Jsup

)
= (1− θo)β (x, Jsup)− σo. | α0 | .

Remarque. L’expression de la vitesse initiale de décroissance de la fonctionnelle Φ

(du programme dual du programme initial) est donnée par :

α0 = lim
σ→0

Φ(λ)− Φ(λ)

σ

avec λ = λ+ σδλ.
Cette expression montre que la vitesse de décroissance est α0.



1.5. ALGORITHME DE RÉSOLUTION 17

1.5.3.2 Changement de support à pas long

Soit λ = (y, v, w) une SRD arbitraire. Dans la suite nous considérerons que les
composantes v et w sont définies par le vecteur suivant : E ′ = Au′ − c, car sinon la
valeur de la fonction duale pourra être diminuée sans modifier u.{

vj = Ej, wj = 0, si Ej ≥ 0;

vj = 0, wj = −Ej, si Ej < 0; j ∈ J.

Soit λ(σ) = (y(σ), v(σ), w(σ)) où u(σ) = u + σ∆u, v(σ) = v + σ∆v et w(σ) =

w+σ∆w avec (σ ≥ 0) une autre SRD avec v(σ) et w(σ) à déterminer par le vecteur
E(σ)′ = Au(σ)′ − c ; Ainsi, σ∆E = E(σ) − E = σA∆u. Maintenant on va calculer
la valeur de la fonction duale avec la SRD λ(σ) :

Φ(λ(σ)) =b′y(σ)− d′∗v(σ) + d′∗w(σ)

=b′(u+ σ∆u)d′∗(v + σ∆v) + d′∗(w + σ∆w)

=Φ(λ) + σ(∆y′Ax− d′∗∆v + d′∗∆w)

=Φ(λ) + σ(∆E ′x− d′∗∆v + d′∗∆w)

On peut facilement vérifier l’expression suivante pour Φ(λ(σ))

Φ(λ(σ)) =Φ(λ) + σ(
∑

Ej≤0,Ej(σ)≤0,j∈J

∆Ej

(
xj − d∗j

)
+

∑
Ej≥0,Ej(σ)≥0,j∈

∆Ej(xj − d∗j))

+
∑

Ej≥0,Ej(σ)<0,j∈J

(
Ej(σ)(xj − d∗j)− Ej(xj − d∗j)

)
+

∑
Ej≤0,Ej(σ)>0,j∈J

(
Ej(σ)(xj − d∗j)− Ej(xj − d∗j)

)
En analysant la formule ci-dessus, on peut remarquer que la fonction duale est

linéaire par morceaux le long des directions ∆y et ∆E ;

Φ(λ(σ)) = Φ(λ) + σ(
∑

Ej≤0,Ej(σ)≤0,j∈J

∆Ej

(
xj − d∗j

)
+

∑
Ej≥0,Ej(σ)≥0,j∈J

∆Ej(xj − d∗j)),

pour 0 ≤ σ ≤ σ1, avec σ1 = max{σ : Ej(σ)Ej ≥ 0, j ∈ J} ;

Φ(λ(σ)) =Φ(λ(σ1 − 0)) +

(σ − σ1)(
∑

Ej≤0,Ej(σ1)=0,j∈J

∆Ej

(
xj − d∗j

)
+

∑
Ej≥0,Ej(σ1)≤0,j∈J

∆Ej(xj − d∗j)),

pour σ1 ≤ σ ≤ σ2, avec σ2 = max{σ ≥ σ2 : Ej(σ)Ej ≥ 0, j ∈ J} ;

et ainsi de suite.
Donc, le taux initial de la diminution de la fonction duale est égale à :

dΦ(λ(σ))

dσ
|σ=+0=

∑
Ej≤0,Ej(σ)≤0,j∈J

∆Ej

(
xj − d∗j

)
+

∑
Ej≥0,Ej(σ)≥0,j∈J

∆Ej(xj − d∗j))
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et ce taux reçoit des termes non négatifs lorsque la composante Ej + σ∆Ej change
de signe

dΦ(λ(σ))

dσ
|σ=σ∗+0=

dΦ(λ(σ))

dσ
|σ=σ∗−0=

∑
Ej≤0,Ej(σ1)=0,j∈J

∆Ej

(
xj − d∗j

)
+

∑
Ej≥0,Ej(σ1)=0,j∈J

∆Ej (xj − d∗j)

L’idée du changement de support à pas long dual consiste à trouver le pas σ∗ ≥ 0

qui minimisera la valeur de la fonction Φ(λ(σ)).
On va calculer les différents pas par la règle suivante :

σj =



−Ej

tj
, si Ej tj < 0;

0, si Ej = 0, xj ̸= d∗j, tj > 0 ou
Ej = 0, xj ̸= d∗j , tj < 0, j ∈ JH;

∞, sinon.

Puis, on va ordonner ces pas par ordre croissant :

σ1 < σ2 < . . . < σq.

On a :
Φ(λ) = b′y − d′∗v + d′∗w.

On pose : λ = λ(σ) = λ+ σt.
D’où :

y(σ) = y + σt, v(σ) = v + σt et w(σ) = w + σt.

Puis on va calculer la quantité Φ(λ) :

Φ(λ) =b′y(σ)− d′∗v(σ) + d
′∗w(σ)

=b′(y + σt(I))− d′∗(v + σt(J)) + d
′∗(w + σt(J))

=b′y − d′∗v + d
′∗w + σ (b′t(I)− d′∗t(J) + d′∗(J))

=Φ(λ) + σ(t′(I)b− t′(J)d∗ + t′(J)d∗)

=Φ(λ) + σ(t′supA
−1
supb+ t′sup(d

∗ − d∗)sup + t′H(d
∗ − d∗)H)

=Φ(λ) + σ.t′sup(A
−1
supb+ (d∗ − d∗)sup + A−1

supAH(d
∗ − d∗)H).

Pour chaque σi, i = . . . , q, on va calculer les Φ(λ) qui correspond aux σi.
Puis on va ordonner ces Φ(λ(σi)) par ordre croissant :

Φ(λ(σ1)),Φ(λ(σ2)), . . . ,Φ(λ(σq)).



1.6. CONVERGENCE DE LA MÉTHODE ADAPTÉE 19

L’indice de σq−1 qui correspond à Φ(λ(σq−1)), est celui qui réalise le minimum de la
fonction Φ(λ(σ)), et c’est cet indice qui va entrer dans le support, et donc σj∗ = σq−1

et il est égal à j∗ ∈ JH. et le nouveau support est : Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗ .

Ces deux procédés de changement de support, que nous avons présentés ci-dessus
sont fiables et justes, la différence entre eux est que dans le changement à pas court
dual on prend le premier σj∗ qui réalise Ej∗ = 0 ; tandis que dans le changement
à pas long dual, on rajoute le calcul de tous les Φ(λ(σi)) et on prend le minimum,
ainsi, d’un point de vue calculatoir, le changement de support à pas court s’avère
meilleur.

1.6 Convergence de la Méthode adaptée

Définition 1.6. On dit qu’une solution réalisable de support {x, J} est très dégé-
nérée si la valeur de la fonctionnelle n’augmente pas pour cette SRS.

Théoreme 1.3. [13] L’algorithme de la méthode adaptée est fini, si à chaque ité-
ration on n’obtient pas des solutions réalisables de support très dégénérés.
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1.7 Résumé de l’algorithme de résolution

1. Soit {x, Jsup} une solution réalisable de support de départ.

2. Calculer :
√

u = csup)A
−1
sup.

√
E = u.A− c.

√
β (x, Jsup),

➤ Si β (x, Jsup) = 0, alors {x, Jsup} est une solution réalisable de support
optimal, arrêt du processus.

➤ Si β (x, Jsup) < ε, alors {x, Jsup} est une solution réalisable de support
ε−optimal, arrêt du processus.

➤ Si β (x, Jsup) > ε, aller à 3.

3. Changement de la solution réalisable
√

Déterminer le vecteur ℓ(J).
√

Déterminer le vecteur x.
√

Calculer β (x, Jsup),

➤ Si β (x, Jsup) = 0, alors x, est une solution réalisable optimal, arrêt
du processus.

➤ Si β (x, Jsup) < ε, alors x, est une solution réalisable ε−optimal, arrêt
du processus.

➤ Si β (x, Jsup) > ε, aller à 4.

4. Changement de support
√

Calculer le vecteur t(J).
√

Calculer σj∗ = min
j∈JH

(σj).
√

le nouveau support sera : Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗ .
√

Aller à 2. pour faire une nouvelle itération avec la nouvelle solution réa-
lisable de support {x, Jsup}.
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1.8 Exemple numérique

Nous allons résoudre par l’algorithme ci-dessus, le problème (1.2) (pour : ε = 0),
en posant :

C =


1

−2

3

−4

, x =


x1

x2

x3

x4

, A =


5 3 −1 4

0 −1 2 1

2 0 4 −5

, b =


2

6

10

, d∗ =


−4

−2

0

−1

 et

d∗ =


2

5

8

6

.

On choisit un point de départ (x1)′ = (0, 0, 1, 0), vérifiant d∗ ≤ x1 ≤ d∗. Cependant
Ax ̸= b, alors ∃ γ ∈ R3 tq : x′ = (x1, |γ|)′ = (0, 0,−1, 0, 3, 4, 6) est une solution
réalisable, et on a Jsup = {5, 6, 7} un support.

Nous commençons le processus de résolution, avec {x, Jsup} comme SRS de dé-
part. Puis, comme β (x, Jsup) = 59M + 17 > ε, nous continuerons le processus de
résolution ( les tableaux ci-dessous résume les résultats d’une itération, les cellules
encadrées représentent les pas θo et σo et après chaque itération, nous poserons
x = x, Jsup = Jsup ).

— Itération 1 :

Tableau 1.1

N xj Ej ℓj θj xj tj σj

1 0 -7M-1 2 \ 12
37

2 7M+1
2

2 0 -2M+2 5 \ 30
37

0 ∞

3 1 -5M-3 7 \ 79
37

4 5M+3
4

4 0 4 -1 \ −6
37

-5
4

5

5 3 0 -14 3
14

27
37

0 \

6 4 0 -8 1
2

100
37

0 \

7 6 0 -37
6

37
0 1 \
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β (x, Jsup) =
1829M+527

37
> ε, on aura : Jsup = {5, 6, 4} .

— Itération 2 :

Tableau 1.2

N xj Ej ℓj θj xj tj σj

1 12
37

-7M+3
5

62
37

\ 39
109

33
5

35
33
M − 1

11

2 30
37

-2M+2 155
37

\ 195
218

3
2M − 2

3

3 79
37

-5M+1
5

217
37

\ 491
218

11
5

25M−1
11

4 −6
37

0 992
185

285
248

−6
109

0 \

5 27
37

0 −6758
185

135

6758
0 1 \

6 100
37

0 −2387
185

500
2387

533
218

0 \

7 0 4
5

0 \ 0 4
5

∞

β (x, Jsup) =
1829M

37
+ 1953

185
, β (x, Jsup) =

10561M
218

+ 11277
1090

, on aura : Jsup = {2, 6, 4}.

— Itération 3 :

Tableau 1.3

N xj Ej ℓj θj xj tj σj

1 39
109

−13M−19
5

179
109

\ 234
449

13
5

M + 19
13

2 195
218

0 −25597
3270

9465
25597

52
449

0 \

3 491
218

−53M−19
15

1253
218

\ 1268
449

53
15

M +
19

53

4 −6
109

0 2864
545

825
716

210
449

0 \

5 0 2M−2
3

0 \ 0 1
3

∞

6 533
218

0 −80371
3270

7995

80371
0 1 \

7 0 8M+4
15

0 \ 0 7
15

∞

β (x, Jsup) = 336699M
1090

+ 44213
3270

, β (x, Jsup) = 19588M
449

+ 20916
2245

, on aura : Jsup =

{2, 3, 4}.
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— Itération 4 :

Tableau 1.4

N xj Ej ℓj θj xj tj σj

1 234
449

−152
53

664
449

\ 79
44

88
53

19

11

2 52
449

0 −58432
23797

25175

29216
-2 1 \

3 1268
449

0 −25896
23797

16801
6474

5
22

0 \

4 210
449

0 −6640
23797

34927
6640

18
13

0 \

5 0 M − 29
53

0 \ 0 14
53

∞

6 0 M + 19
53

0 \ 0 −11
53

53M+19
11

7 0 M + 23
53

0 \ 0 9
53

∞

β (x, Jsup) =
100928
23797

, β (x, Jsup) =
342
583

; on aura : Jsup = {1, 3, 4}.

— Itération 5 :

Tableau 1.5

N xj Ej ℓj θj xj tj σj

1 79
44

0 \ \ \ \ \

2 -2 19
11

\ \ \ \ \

3 83
44

0 \ \ \ \ \

4 5
22

0 \ \ \ \ \

5 0 M − 1
11

\ \ \ \ \

6 0 M \ \ \ \ \

7 0 M + 8
11

\ \ \ \ \

Ainsi, avec cette dernière SRS, on trouvera : β (x, Jsup) = 0, et comme :
x′
µ = (0, 0, 0) ⇒ {x, Jsup} est une SRS optimal, avec :

xo = (1.79,−2, 1.88, 0.22)
′ , Jo

sup = {1, 3, 4} et F (xo) = 10.54.
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1.9 Comparaison avec la fonction linprog de Matlab

1.10 Exemple 1

1 clear all; clc ;

2 %la fonction objective

3 F=[-1 2 -3 4];

4 %La matrice des contraintes essentielles A :

5 Aeq =[5 3 -1 4

6 0 -1 2 1

7 2 0 4 -5];

8 %Le vecteur b

9 beq =[2 6 10];

10 %

11 A=[];

12 %

13 b=[];

14 % Le vecteur d_{*}

15 lb=[-4 -2 0 -1];

16 % Le vecteur d^{*}

17 ub=[2 5 8 6];

18 % Le code

19 [X,Z]= linprog(F,A,b,Aeq ,beq ,lb ,ub)

Optimization terminated.

X =

1.7955

-2.0000

1.8864

0.2273

Z =

10.5455



Chapitre 2

Résolution d’un problème de

programmation linéaire avec des

contraintes bornées

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va résoudre par la méthode adaptée un problème de pro-
grammation linéaire, avec les contraintes essentielles et directes bornées supérieure-
ment et intérieurement.

2.2 Position du problème

Considérons le problème suivant :
F (x) = c′x → max

x
,

b∗ ≤ Ax ≤ b∗,

d∗ ≤ x ≤ d∗.

(2.1a)

(2.1b)

(2.1c)

Où :

— I = {1, . . . ,m} et J = {1, . . . , n} sont des ensembles d’indices.

— x = x(J) = (xj, j ∈ J), c = c(J), d∗ = d∗(J) et d∗ = d∗(J) sont des n-vecteurs.

— b∗ = b(I) = (b∗i, i ∈ I) et b∗ = b(I) = (b∗i , i ∈ I) sont des m-vecteurs.

— A ∈ M(m,n).

On désigne par :

X = {x ∈ Rn : b∗ ≤ Ax ≤ b∗, d∗ ≤ x ≤ d∗},

le domaine des solutions réalisables.

25
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2.3 Définitions

Définition 2.1. Tout vecteur x ∈ X est appelé, solution réalisable du problème
(2.1).

Une solution réalisable xo est dite optimale, si F (xo) = max
x∈X

F (x).

Une solution réalisable xε est dite ε−optimale, si F (xo)− F (xε) ≤ ε.

Soit ai, la ieme ligne de la matrice A, ai = A(i, J). Ainsi, on dénote les ensembles
suivant ([13]) : I∗ = I∗(x) = {i ∈ I : a′ix = b∗i} , I∗ = I∗(x) = {i ∈ I : a′ix = b∗i } .

Des ensembles I et J , on choisit (resp) les sous-ensembles d’indices Isup =

{i1, . . . , im} ⊂ I et Jsup = {j1, . . . , jm} ⊂ J , tel que : | Isup |=| Jsup |= r ≤ m.

Définition 2.2. L’ensemble Qp = {Isup, Jsup} est appelé support du problème (2.1),
si la matrice Asup = A (Isup, Jsup) est inversible.

Asup est appelé matrice du support. De là les ensembles I et J peuvent être
décomposer :
J = Jsup ∪ JH et I = Isup ∪ IH ; où JH = J \ Jsup et IH = I \ Isup sont dit ensemble
des indices hors support.

On introduit la notation suivante :

A−1
sup = A(Jsup, Isup).

Définition 2.3. [14] Soient les vecteurs d’écart supérieur et inférieur, suivant :

Ψ∗ = Ψ∗(x) = b∗ − Ax (2.2)

Ψ∗ = Ψ∗(x) = b∗ − Ax (2.3)

Définition 2.4. La paire {x,Qp} formée de la solution réalisable x et du support
Qp, est appelée solution réalisable de support (SRS) du problème (2.1).

Définition 2.5. Une solution réalisable de support {x,Qp} est dite non-dégénérée
si :

b∗(IH) < A(IH, J)x(J) < b∗(IH), IH = I \ Isup;

d∗j < xj < d∗j , j ∈ Jsup.

2.4 Critère d’optimalité

Supposons que la solution réalisable de support {x,Qp} est connue. On va étudier
la variation de la fonction objectif lorsque la solution réalisable sera modifiée.
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2.4.1 Accroissement de la fonctionnelle F

Soit {x,Qp} une solution réalisable de support de départ et x = x + ∆x une
autre solution réalisable. L’accroissement de la fonctionnelle sera :

∆F (x) =F (x)− F (x)

=c′x− c′x

∆F (x) =c′∆x, (2.4)

De l’admissibilité de x et x, on a :

b∗ ≤ A(x+∆x) ≤ b∗,

et en utilisant les formules (2.2) et (2.3), on aura :

Ψ∗ ≤ A∆x ≤ Ψ∗. (2.5)

On pose : L(Isup) = {Li , i ∈ Isup} , tel que :

L(Isup) = A(Isup, J)∆x(J),

et en décomposant J en J = Jsup ∪ JH et I en I = Isup ∪ IH, on obtient :

L(Isup) = A(Isup, Jsup)∆x(Jsup) + A(Isup, JH)∆x(JH). (2.6)

De là, on a :
∆xsup = A−1

supL(Isup)− A−1
supA(Isup, JH)∆xH. (2.7)

En substituant le vecteur ∆x dans (2.4), on obtient :

∆F (x) =c′sup∆xsup + c′H∆xH

∆F (x) =−
(
c′supA

−1
supAH − c′

)
∆xH + c′supA

−1
supL(Isup) (2.8)

Introduisons les vecteurs suivants :

u(I) = (ui, i ∈ I) = c′supA
−1
sup. (2.9)

appelé le vecteur des potentiels.

E = (Ej, j ∈ J) = u′A(Isup, J)− c′. (2.10)

appelé le vecteur des estimations.

Remarque.
E(Jsup) = Esup = 0.
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En utilisant (2.10) et (2.9), la formule (2.8) devient :

∆F (x) = −
∑
j∈JH

Ej∆xj +
∑
i∈Isup

uiLi. (2.11)

Le maximum de (2.4), sous les contraintes suivantes :

d∗j − xj ≤ ∆xj ≤ d∗j − xj, j ∈ JH;

Ψ∗i ≤ Li ≤ Ψ∗
i , i ∈ Isup.

est égal à :

β (x,Qp) =
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
i∈I−sup

uiΨ∗i +
∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i . (2.12)

appelé valeur de sub-optimalité, où :

J
+

H = {j ∈ JH : Ej > 0} , J
−
H = {j ∈ JH : Ej < 0} , I−sup = {i ∈ Isup \ ui < 0} et

I+sup = {i ∈ Isup \ ui > 0} .

De là :

F (x)− F (x) ≤ β (x,Qp) , ∀x ∈ X,

donc pour x = xo, on aura :

F (xo)− F (x) ≤ β (x,Qp) , ∀x ∈ X. (2.13)

De cette inégalité, on déduit les deux théorèmes suivants :

Théoreme 2.1. [13][Critère d’optimalité]
Soit {x,Qp} une solution réalisable de support de départ, les relations suivantes :

xj = d∗j si Ej > 0,

xj = d∗j si Ej < 0,

d∗j ≤ xj ≤ d∗j si Ej = 0, j ∈ JH;

Ψ∗i = 0 si ui < 0 ,

Ψ∗
i = 0 si ui > 0 , i ∈ Isup.

(2.14)

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
l’optimalité de la solution réalisable de support {x,Qp}.

Preuve. La démonstration de ce théorème est similaire à celle du Théorème 1.1.

Définition 2.6. La paire
{
xo, Qo

p

}
qui satisfait les relations (2.14), sera appelée

solution réalisable de support optimal, c’est à dire xo est optimale et Qo
p support

optimal.
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2.4.2 Critère de sub-optimalité

Théoreme 2.2 (Critère de sub-optimalité). Soit ε ≥ 0 donné. Pour l’ε−optimalité
de la solution réalisable x, il faut et il suffit qu’il existe un tel support Qp, pour
lequel :

β (x,Qp) ≤ ε.

Preuve. .

⇒) Condition suffisante : Soit ε > 0.
de (2.13), on a : F (xo)− F (x) ≤ β(x,Qp) ≤ ε,
alors pour : β(x,Qp) ≤ ε ⇒ F (xo)− F (x) ≤ ε

d’où x est ε− optimal.

⇐) Condition nécessaire : On va décomposer la valeur de suboptimalité (2.12),
comme suit :

β (x,Qp) =
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+
∑
i∈I−sup

uiΨ∗i +

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i

=
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j +

∑
i∈I−sup

uiΨ∗i +

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i , (2.15)

Maintenant, on va construire le problème dual du problème (2.2) qui est le
suivant : 

Φ(X) = λ′α + b′s− b′∗t− d′∗v + d′∗w → min,

y′(I).A(I, J)− v′(J) + w′(J) = 0,

s− t = y,

s, t, v, w ∈ Rn
+, y ∈ Rm.

(2.16)

Ainsi, le problème (2.1) sera appelé le primal du problème (2.16).

L’ensemble X = (y, s, t, v, w), construit comme suit :

y′(Isup) = c′supA
−1
sup, y(IH) = 0;

vj = Ej, wj = 0, si Ej ≥ 0;

vj = 0, wj = −Ej, si Ej < 0; j ∈ J ;

si = yi, ti = 0, si yi ≥ 0 ;

si = 0, ti = −yi, si yi < 0, i ∈ I.

(2.17)
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et qui vérifie toutes les contraintes du problème (2.16), est appelé solution
réalisable duale (SRD) du problème (2.16).

En utilisant cette SRD, nous allons faire une décomposition de la valeur de
sub-optimalité. De (2.15), on a :

β (x,Qp) =
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+
∑
i∈I−sup

uiΨ∗i +

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i

=
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j +

∑
i∈I−sup

uiΨ∗i +

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i , (2.18)

En utilisant les relations (2.17), on aura :∑
j∈J+

H

Ejd∗j = d′∗v

∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j = d′∗w

d’autre part, on a :

u(Isup)A(Isup, J)x(J) = ui
ui<0

(b∗i − Ψ∗i) + ui
ui>0

(b∗i − Ψ∗
i )

= ui
ui>0

b∗i − ui
ui>0

Ψ∗
i + ui

ui<0
b∗i − ui

ui<0
Ψ∗i

u(Isup)A(Isup, J)x(J) = b′∗i s−
∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i − b′∗it−

∑
ißI−sup

uiΨ∗i.

En remplaçant toutes ces valeurs trouvées ci-dessus dans (2.18), on obtient :

β (x,Qp) =
∑
j∈JH

Ejxj − d′∗v + dt∗w −
∑
j∈JH

Ejxj + b′∗i s− b′∗it−
∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i−

∑
i∈I−sup

uiΨ∗i − F (x) +
∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i +

∑
i∈I−sup

uiΨ∗i + F (xo) −

Φ(Xo)

= F (xo)− F (x) + (b′∗s− b′∗t− d′∗v + d′∗w − Φ(Xo))

β (x,Qp) = F (xo)− F (x) + Φ (X)− Φ (Xo) .

d’où :
β (x,Qp) = βx + βp (2.19)

où :
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• βx = F (xo)−F (x) , est appelé la mesure de non-optimalité de la solution
réalisable x.

• βp = Φ(X)−Φ (Xo) , est appelé la mesure de non-optimalité du support
Qp.

Ainsi, pour un support Qp optimal, on aura :

Φ(λ) = Φ(λo) ⇒ β (x,Qp) = c′xo − c′x ≤ ε.

et par conséquent x est ε−optimal.

2.5 Algorithme de résolution

2.5.1 Initialisation de la solution réalisable

Pour résoudre le problème (2.1) on choisit un vecteur x1 ∈ Rn, qui vérifie les
contraintes (2.1c)(d∗ ≤ x1 ≤ d∗). Ensuite, on vérifie si x1 est admissible :

(i). Si b∗ ≤ Ax1 ≤ b∗, alors x1 est une solution initiale réalisable du problème de
départ.

(ii). Sinon, on utilisera la méthode des deux phases ([13]), ainsi, on construit le
problème de la première phase qui est :

−e′ (s∗ + s∗) → max
x,s∗,s∗

,

b∗ ≤ Ax+ s∗ + s∗ ≤ b∗,

ctk0x
1 − γ∗ ≤ ctk0x ≤ ctkx

1 + γ∗,

d∗ ≤ x ≤ d∗,

0 ≤ s∗ ≤ max {0,Ψ1
∗} ,

0 ≤ s∗ ≤ max {0,−Ψ∗1} .

(2.20)

où : Ψ1
∗ = b∗ − Ax1, Ψ∗1 = b∗ − Ax1, et γ∗ , γ

∗ ≥ 0 sont les paramètres de la
première phase, caractérisant l’information sur la valeur optimale de la fonc-
tionnelle du problème (2.1).

On résout le problème (2.20) en prenant {(x1, s1∗, s
∗1), Qp} comme SRS de dé-

part où :


s1∗i = Ψ1

∗i, s
∗1
i = 0 si Ψ1

∗i ≥ 0;

s1∗i = 0, s∗1i = −Ψ∗1
i si Ψ∗1

i ≤ 0.

Ainsi si (x∗, s∗∗, s
∗∗) est une SR optimale du problème (2.20), avec s∗∗ = 0 et
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s∗∗ = 0, on prend x∗ comme SR de départ et on construit le support Qp cor-
respondant de la même façon que dans le premier cas.

Si s∗∗ ̸= 0 et s∗∗ ̸= 0, alors les contraintes du problème (2.1) sont contradic-
toires.

Dans les deux cas (i.) et (ii.), on a une SRS de départ, pour démarrer le processus
de résolution. Supposons que, pour cette SRS {x,Qp} le critère d’optimalité n’est
pas vérifié et que β(x,Qp) > ε, on va chercher une autre SRS

{
x,Qp

}
, en procédant

par les deux étapes suivantes :

(a). Changement de la solution réalisable (x → x).

(b). Changement de support
(
Qp → Qp

)
.

2.5.2 Changement de la solution réalisable

Le changement de la solution réalisable x vers une autre x = x+ θoℓ, aura pour
effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle (F (x) ≥ F (x)), où : ℓ(J) = (ℓj, j ∈ J)

est le vecteur de direction d’amélioration du point x et θo ≥ 0 est le pas maximal le
long de cette direction.

2.5.2.1 Détermination de la direction ℓ

Sur JH, on choisit θ = 1 et le vecteur ℓ(J), est construit comme suit :

ℓj =


d∗j − xj, si Ej > 0 ;

d∗j − xj, si Ej < 0 ;

0, si Ej = 0, j ∈ JH.

et de l’admissibilité de x, on aura :

ℓ(Jsup) = A−1
supΨ(Isup)− A−1

supA(Isup, JH)ℓ(JH).

où :

Ψ(Isup) = {Ψi, i ∈ Isup} avec : Ψi =


Ψ∗i, si ui < 0;

Ψ∗
i , si ui > 0;

0, si ui = 0, i ∈ Isup.

2.5.2.2 Détermination du pas maximal admissible

On calcule θo tel que x satisfera aux contraintes (2.1c) sur Jsup et (2.1b) sur IH.
Pour cela on aura :
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• Sur Jsup :

θj =



d∗j − xj

ℓj
, si ℓj < 0;

d∗j − xj

ℓj
, si ℓj > 0;

∞, si ℓj = 0, j ∈ Jsup.

• Sur IH :

θi =



b∗i − a′ix

a′iℓ
, si a′iℓ < 0;

b∗i − a′ix

a′iℓ
, si a′iℓ > 0;

∞, si a′iℓ = 0, i ∈ IH.

Delà le pas maximal sera θo = min
{
1, θi0 , θj0

}
où θi0 = min

i∈IH
(θi) et θj0 =

min
j∈Jsup

(θj).

Ainsi, on aura x = x+ θoℓ une solution réalisable du problème (2.1).

2.5.2.3 Calcul de la valeur de sub-optimalité

En utilisant la solution réalisable x trouvée ci-dessus dans (2.12), on obtiendra :

β (x,Qp) =
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+
∑
i∈I−sup

uiΨ∗i +

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i , (2.21)

On va décomposer cette dernière équation (2.21) comme suit :

• Pour j ∈ J+
H et j ∈ J−

H , on aura :∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j) =

=
∑
j∈J

Ejxj + θo
∑
j∈J

Ejℓj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j

=
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+ θo

[
−
∑
j∈J+

H

Ej(d∗j − xj) −

∑
j∈J−

H

Ej(d
∗
j − xj)

]

=(1− θo)

[ ∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j)

]
.
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• Pour i ∈ I+sup, de (2.2), on a :

Ψ
∗
i = b∗ − Ax ⇒ Ψ

∗
i = Ψ∗

i − θoAℓ,

ainsi :∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i =

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i − θo

∑
i∈I+sup

uiAℓ,

et comme on a :

Aℓ = Asupℓ(Jsup) + A(Isup, JH)ℓ(JH)

Aℓ = Asup

[
A−1

supΨ
∗
i − A−1

supAℓ(JH)

]
+ A(Isup, JH)ℓ(JH)

Aℓ = Ψ∗
i .

de là, on aura : ∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i = (1− θo)

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i .

• Pour le cas i ∈ I−sup, il est similaire à i ∈ I+sup, et on aura :∑
i∈I−sup

uiΨ∗i = (1− θo)
∑
i∈I−sup

uiΨ∗i.

En remplaçant toutes ces valeurs trouvées ci-dessus dans (2.21), on obtient :

β (x,Qp) =(1− θo)

[ ∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j)

]
+ (1− θo)

∑
i∈I+sup

uiΨ
∗
i +

(1− θo)
∑
i∈I−sup

uiΨ∗i

β (x,Qp) = (1− θo) β (x,Qp) . (2.22)

de là :

➤ Si θo = 1, alors x est une solution réalisable optimale.

➤ Si β (x,Qp) ≤ ε, alors x est une solution réalisable ε-optimale.

➤ Si β (x,Qp) > ε, on passe au changement de support.

On aura :
β (x,Qp) ≤ β (x,Qp) .
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2.5.3 Changement de support.

Le changement de support
(
Qp → Qp

)
consiste à faire un changement du coplan

E vers E, ce qui aura pour effet la diminution de la valeur de la fonction duale et
on va avoir : β

(
x,Qp

)
≤ β (x,Qp).

Pour cela, on pose :
E(J) = E(J) + σot(J), et u(I) = u(I) + σot(I) où t(I) = (ti, i ∈ I), t(J) =

(tj, j ∈ J) sont les directions de la diminution de la fonction duale et σo (σ ≥ 0) est
le pas dual maximal le long de cette direction.

En utilisant les vecteurs des estimations et des potentiels ((2.10) et (2.9)) calculé
sur le support Qp, on aura :

E = E

E(J) + σot(J) = u.A− c

(u(I)A− c) + σot(J) = (u+ σot(I))′ .A− c

on obtiendra :

t′(J) = t′(I)A(I, J). (2.23)

de (2.23), on a :
t′(Jsup) = t′(Isup)Asup + t′(IH)A(IH, Jsup) (2.24)

d’où :
t′(Isup) = t′(Jsup)A

−1
sup − t′(IH)A(IH, Jsup)A

−1
sup (2.25)

Et de (2.23) et en utilisant les relations (1.23), (2.25) on obtient aussi :

t′(JH) = t′(Jsup)A
−1
supA(Isup, JH) + t′(IH)

[
A(IH, JH)− A(IH , Jsup)A

−1
supA(Isup, JH)

]
.

(2.26)
Ainsi, on sait que θo = min

{
1, θi0 , θj0

}
(où : θi0 = min

i∈IH
(θi) et θj0 = min

j∈Jsup
(θj)),

on va chercher un indice (i∗ ou j∗) qui va entrer dans le nouveau support à la place
de i0 ou j0 (i0 ou j0 va sortir du support).
Pour cela, on pose :

tj =

{
−sign(ℓj0 ), si j = j0 ;

0, si j ∈ Jf.
et ti =

{
−sign(a′i0 ℓ), si i = i0 ;

0, si i ∈ Isup.

Puis, on calcule les différents pas σi∗ , i ∈ Isup et σj, j ∈ JH ;
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• σi∗ = min
i∈IH

(σi), où

σi =


−ui

ti
si uiti < 0.

0 si ui = 0, ti > 0, i ∈ I∗ ou
ui = 0, ti < 0, i ∈ I∗, i ∈ Isup;

∞ sinon.

• σj∗ = min
j∈JH

(σj), où

σj =



−Ej

tj
, si Ejtj < 0;

0, si Ej = 0, xj ̸= d∗j, tj > 0 ou
Ej = 0, xj ̸= d∗j , tj < 0, j ∈ JH;

∞, sinon.

et on prend σo = min
{
σi∗ , σj∗

}
.

Ainsi le nouveau support sera :

1. Cas où : θo = θi0 ,

On pose :

t′(IH \ i0) = 0, avec :


ti0 = +1 si a′i0x = b∗i0 ,

ou

ti0 = −1 si a′i0x = b∗i0 ,

; t′(Jsup) = 0.

a). si : σo = σi∗ , alors :

Isup = (Isup \ i∗) ∪ i0 et Jsup = Jsup.

b). si : σo = σj∗ , alors :

Isup = Isup ∪ i0, Jsup = Jsup ∪ j∗ .

2. Cas où : θo = θj0 ,

on pose :

t′(IH) = 0, et t′ (Jsup \ j0) = 0, avec :


tj0 = +1 si xj0

= d∗j0 ,

ou

tj0 = −1 si xj0
= d∗j0 .

a). si : σo = σj∗ , alors :

Isup = Isup, Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗.

b). si : σo = σi∗ , alors :

Isup = Isup \ i∗, Jsup = Jsup \ j0 .
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On aura :
β
(
x,Qp

)
≤ β (x,Qp) .

Théoreme 2.3. [13] L’algorithme de la méthode adaptée est fini, si à chaque ité-
ration on obtient pas des solutions réalisables de support très dégénérés.
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2.6 Résumé de l’algorithme de résolution

1. Soit {x,Qp} une solution réalisable de support de départ.

2. Calculer β (x,Qp)

➤ Si β (x,Qp) = 0, alors {x,Qp} est une SRS optimale.

➤ Si β (x,Qp) < ε, alors {x,Qp} est une SRS ε-optimale.

➤ Si β (x,Qp) > ε, alors continuer le processus.

3. Calculer ;

• le vecteur ℓ(J).

• θo = min{1; θi0 ; θj0}.

• calculer x,

➤ Si β (x,Qp) = 0, alors x est une solution réalisable optimale.

➤ Si β (x,Qp) < ε, alors x est une solution réalisable ε-optimale.

➤ Si β (x,Qp) > ε, alors continuer le processus.

4. Si :

➤ θo = θi0 ,

t(i0) = −sing(a′i0ℓ); t(IH \ i0) = 0; t(Jsup) = 0.

t′(Isup) = −t′(IH)A(IH, Jsup)A
−1
sup.

t′(JH) = t′(IH)
[
A(IH, JH)− A(IH, Jsup)A

−1
supA(Isup, JH)

]
.

aller à 6.

➤ θo = θj0 ,

t(j0) = −signe(ℓj0 ) ; t(Jsup \ j0) = 0 ; t′(IH) = 0.

t′(Isup) = t′(Jsup)A
−1
sup.

t′(JH) = t′(Jsup).A
−1
supA(Isup, JH).

aller à 5.

5. Calculer σo,

• σo = σj∗ : Isup = Isup, Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗.

• σo = σi∗ : Isup = Isup \ i∗, Jsup = Jsup \ j0 .

Aller à 2.

6. Calculer σo,

• σo = σi∗ : Isup = (Isup \ i∗) ∪ i0, Jsup = Jsup.

• σo = σj∗ : Isup = Isup ∪ i0, Jsup = Jsup ∪ j∗.

Aller à 2.
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2.7 Application numérique

Nous allons résoudre par l’algorithme ci-dessus, le problème (2.2) (pour : ε = 0),
en posant :

c =


1

−2

0

−1

, x =


x1

x2

x3

x4

, b∗ =


−5

−5

−5

−5

, A =


2 0 1 −2

−1 1 2 1

3 2 −1 0

0 −1 1 2

, b∗ =


10

10

10

10

,

d∗ =


−6

−6

−6

−6

, d∗ =


6

6

6

6

.

Soit le vecteur x′ = (2, 2, 2, 2) qui satisfait les contraintes (2.1b) et (2.1c). Pour cet
exemple on prend : Isup = {1, 4} , Jsup = {1, 2}.

Soit {x,Qp} une solution réalisable de support de départ.
Comme β (x,Qp) = 70 > ε, on va continuer le processus de résolution ( les tableaux
ci-dessous résume les résultats d’une itération, les cellules encadrées représentent les
pas θo et σo et après chaque itération, nous poserons x = x, Qp = Qp ).

1). Itération 1 :

Tableau 2.1

N xj Ψ∗ Ψ∗ ui Ej ℓj θi θj

1 2 -7 8 0.5 0 0 \ \

2 2 -11 4 \ 0 -30 0.20 \

3 2 -13 2 \ 1.25 -8 0.25 ∞

4 2 -9 6 2 4 -8 \ 0.26

N xj ti tj σi σj λk δλk σk

1 2 -0.5 0 1 \

2 -4.11 -1 0 \ \

3 0.37 0 3.5 \ ∞

4 0.37 -1 2 2 ∞

β (x,Qp) = 55.74, Isup = {2, 4} et Jsup = {1, 2}.
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2). Itération 2 :

Tableau 2.2

N xj Ψ∗ Ψ∗ ui Ej ℓj θi θj

1 2 −8.62 6.63 \ 0 -7 1.45 \

2 -4.11 0 15 -1 0 -11.88 \ \

3 0.37 2.40 12.59 \ -1 5.62 0.04 1

4 0.37 -10.22 4.77 1 2 -6.37 \ 1

N xj ti tj σi σj

1 1.66 0 0 \ \

2 -4.67 -3 0 ∞ \

3 0.63 -1 -10 \ ∞

4 0.06 -5 -13 0.2 0.07

β(x,Qp) = 23.14, β (x, Qp) = 22.04, Isup = {2, 4, 3} et Jsup = {1, 2, 4}.

3). Itération 3 :

Tableau 2.3

N xj Ψ∗ Ψ∗ ui Ej ℓj θi θj

1 1.66 -8.83 6.16 \ 0 4.41 0.32 0.98

2 -4.67 0 15 -1.46 0 -3.93 \ 0.33

3 0.63 0 15 -0.15 -2.53 5.36 \ \

4 0.06 -10.45 4.54 0.23 0 -2.37 \ 2.49

N xj ti tj σi σj

1 3.10 1 0 \ \

2 -5.96 1.07 0 1.35 \

3 2.38 -0.30 3.92 ∞ 0.64

4 -0.70 0.46 0 ∞ \

β(x,Qp) = 14.66, β (x,Qp) = 9.88, Isup = {2, 4, 3, 1} et Jsup = {1, 2, 4, 3}.
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4). Itération 4 :

Tableau 2.4

N xj Ψ∗ Ψ∗ ui Ej ℓj θi θj

1 3.10 -15 0 0.64 0 0.72 \ 4.01

2 -5.96 0 15 -0.76 0 -0.90 \ 0.04

3 2.38 0 15 -0.35 0 0.36 \ 18.57

4 -0.70 -11.93 3.06 0.52 0 0.90 \ 4

N xj ti tj σi σj

1 3.73 -0.13 0 4.71 \

2 -6 0.31 1 2.43 \

3 2.4 0.19 0 1.8 \

4 -0.06 -0.29 0 1.8 \

β(x,Qp) = 1.62, β (x,Qp) = 0.94, Isup = {2, 3, 1} et Jsup = {1, 4, 3}.

5). Itération 5 :

Tableau 2.5

N xj Ψ∗ Ψ∗ ui Ej ℓj θi θj

1 3.73 -15 0 0.4 0

2 -6 0 15 -0.2 1.8

3 2.4 1 15 0 0

4 -0.06 -12.06 2.93 0.77 0

β(x,Qp) = 0 ⇒ {x,Qp} est une SRS optimal, avec :

xo = (3.73,−6, 2.4,−0.06)
′ ,

F (xo) = 15.8.
On a résolut l’exemple numérique en quatre itérations seulement et on a comparé

ces résultats sous Matlab en utilisant la fonction linprog, et on a trouvé les mêmes
résultats.
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2.8 Comparaison avec la fonction linprog de Matlab

2.9 Exemple 2

1 clear all; clc ;

2 %la fonction objective

3 F=[-1 2 0 1];

4 %La matrice des contraintes essentielles A :

5 Aeq =[];

6 %Le vecteur b

7 beq =[];

8 %

9 A=[2 0 1 -2

10 -1 1 2 1

11 3 2 -1 0

12 0 -1 1 2

13 -2 0 -1 2

14 1 -1 -2 -1

15 -3 -2 1 0

16 0 1 -1 -2];

17 %

18 b=[10;10;10;10;5;5;5;5];

19 % Le vecteur d_{*}

20 lb =[-6;-6 ;-6;-6];

21 % Le vecteur d^{*}

22 ub =[6;6;6;6];

23 % Le code

24 [X,Z]= linprog(F,A,b,Aeq ,beq ,lb ,ub)

Optimization terminated.

X =

3.7349

-6.0000

2.4000

-0.0651
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Z =

15.8000



Chapitre 3

Résolution d’un problème min-max

sans contraintes essentielles

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va résoudre par la méthode adaptée, un problème de min-
max en programmation linéaire qu’avec des contraintes directes.

3.2 Position du problème

Considérons le problème min-max en programmation linéaire suivant :F (x) = min
k∈K

(c′kx+ αk) → max
x

,

d∗ ≤ x ≤ d∗.

(3.1a)

(3.1b)

Où :

— J = {1, . . . , n} et K = {1, . . . , p} sont des ensembles d’indices.

— ck = ck(J), k ∈ K sont des p-vecteurs et αk, k ∈ K sont des scalaires .

— x = x(J) = (xj, j ∈ J), d∗ = d∗(J), d∗ = d∗(J), sont des n-vecteurs.

Soit C = C(K, J) une (p× n)−matrice formée par les vecteurs ck.
On désigne par

X = {x ∈ Rn : d∗ ≤ x ≤ d∗},

le domaine des solutions réalisables.

44
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3.3 Définitions

Définition 3.1. Tout vecteur x ∈ X est appelé, solution réalisable du problème
(3.1).

Une solution réalisable xo ∈ X est dite optimale, si F (xo) = max
x∈X

F (x).

Une solution réalisable xε ∈ X est dite ε−optimal, si F (xo) − F (xε) ≤ ε, (pour
tout réel ε > 0 donné).

Définition 3.2. Avec la matrice C, formons la matrice des estimations suivantes :

E(K, J) =

(
Ekj, j ∈ J

k ∈ K

)
= −C(K, J). (3.2)

Des ensembles K et J formons les sous-ensembles :Kf ⊆ K, Jf ⊂ J tel que :
|Kf| = |Jf| + 1, et définissons le vecteur : e(K) = (ek = 1, k ∈ K), pour ainsi
construire la matrice : Ef =

(
E(Kf, Jf); e(Kf)

)
.

Définition 3.3. L’ensemble Qf = {Kf, Jf} est dit support de la fonctionnelle, si la
matrice Ef est inversible.

En utilisant la dernière ligne de la matrice E−1
f (voir [48]), on construit le vecteur

λ(K) = (λ(Kf), λ(KH)) , KH = K \Kf :

λ′(Kf) = (0(Jf), 1)
′ .E−1

f ; λ(KH) = 0. (3.3)

Remarque. La matrice E−1
f peut s’écrire sous la forme suivante : E−1

f =

(
D(Jf, Kf)

λ′(Kf)

)
,

c’est à dire λ′(Kf) est la dernière ligne de E−1
f .

Définition 3.4. Le support Qf est dit régulier si λk ≥ 0, k ∈ Kf (voir [17]).

Remarque. Le support Qf avec Jf = ∅, est régulier par définition. Dans la suite,
on ne considérera que des supports réguliers.

Définition 3.5. La paire {x,Qf} formée de la solution réalisable x et du support
Qf est appelé solution réalisable de support du problème (3.1).

Définition 3.6. Une solution réalisable de support {x,Qf} est dite non-dégénérée
si :

d∗j < xj < d∗j , j ∈ Jf;

F (x) < c′kx+ αk, k ∈ KH.
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3.4 Critère d’optimalité

Nous supposerons que la solution initiale réalisable de support {x,Qf} est connue.
Nous allons étudier la variation de la fonction objectif F , lorsqu’on modifie la so-
lution réalisable.

3.4.1 L’accroissement de la fonctionnelle F

Soit {x,Qf} une solution réalisable de support de départ, et x = x + ∆x une
autre solution réalisable. On va calculer l’accroissement de la fonction objective.

On dénote par ωk(x) = (ωk, k ∈ K) , le vecteur des écarts de la fonctionnelle,
i.e.,

ωk(x) = c′kx+ αk − F (x), k ∈ K. (3.4)

Par définition de la fonctionnelle F , on a F (x) ≤ c′kx + αk, k ∈ K, car ∀x, F (x)

est le minimum de c′kx+ αk.
Delà, on a :

ωk ≥ 0, ∀ k ∈ K. (3.5)

De la formule (3.4), on a :

ωk = c′kx+ αk − F (x)

ωk = c′kx+ c′k∆x+ αk − F (x)

par la suite on a :

ωk = c′kx+ αk − F (x) + F (x)− F (x) + c′k∆x

ωk = ωk − (F (x)− F (x)) + c′k∆x

ωk = ωk −∆F (x) + c′k∆x

Ce qui nous donne :

∆F (x) = −(ωk − ωk) + c′k∆x

∆F (x) = −∆ωk + c′k∆x, k ∈ K.

où : ∆ωk = ωk − ωk, k ∈ K.

On a par définition :

ωk ≥ 0 ⇒ ωk = ωk +∆ωk ≥ 0, k ∈ K. (3.6)

Ceci nous donne :
∆ωk(x) ≥ −ωk(x), ∀k ∈ K. (3.7)
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On a trouvé précédemment :

∆F (x) = c′k∆x−∆ωk, k ∈ K. (3.8)

En multipliant l’équation (3.8) par λk et en sommant par rapport à Kf, on obtient :

∆F (x) =
∑
j∈JH

Ej∆xj −
∑
k∈K

λk.∆ωk(x), (3.9)

où : Ej =
∑
k∈K

λkEkj , j ∈ JH = J \ Jf.

Le maximum de (3.9), sous les contraintes suivantes :

d∗j − xj ≤ ∆xj ≤ d∗j − xj, j ∈ JH ;
∆ωk ≥ −ωk, k ∈ Kf.

est égal à :

β (x,Qf) =
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
k∈Kf

λkωk(x), (3.10)

appelée valeur de sub-optimalité,

où J
+

H = {j ∈ JH : Ej > 0} et J
−
H = {j ∈ JH : Ej < 0} .

Delà :
F (x)− F (x) ≤ β (x,Qf) , ∀x ∈ X,

donc pour x = xo, on aura :

F (xo)− F (x) ≤ β (x,Qf) , ∀x ∈ X. (3.11)

De cette inégalité, on déduit les deux théorèmes suivants :

Théoreme 3.1 (Critère d’optimalité). Soit {x,Qf} une solution réalisable de sup-
port de départ, les relations suivantes :

xj = d∗j si Ej > 0,

xj = d∗j si Ej < 0,

d∗j ≤ xj ≤ d∗j si Ej = 0, j ∈ JH.

ωk = 0 si λk > 0,

ωk > 0 si λk = 0, k ∈ Kf.

(3.12)

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
l’optimalité de la solution réalisable de support {x,Qf}.
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Preuve. .

⇒) Condition suffisante : Soit {x,Qf} une SRS admissible.
si : β (x,Qf) ≤ ε, alors de (3.11) on a : F (x)− F (x) ≤ β (x,Qf) , ∀x.
Ce qui donne F (x)− F (x) ≤ ε, ∀ x,

donc x est ε−optimal.

⇐) Condition nécessaire :
Soit {x,Qf} une solution réalisable de support non-dégénéré et supposons que
les relations (3.12) ne sont pas vérifiées, on a alors les deux cas suivants :

(i) ∃ j0 ∈ JH \ Ej0
> 0, xj0

> d∗j0 ou Ej0
< 0, xj0

< d∗j0 .

(ii) ∃ k0 ∈ Kf \ λk0
> 0, ωk0

> 0.

On va traiter ces deux cas indépendamment l’un de l’autre et nous allons
construire une nouvelle solution réalisable x = x+ θℓ avec (θ > 0) :

• Considérons le cas (i), on pose :

∆ωk = 0, k ∈ KH ; ℓj = 0 si j ∈ JH\j0 ; ℓj = D(Jf, Kf)E(Kf, JH) si j ∈

Jf ; ℓj =sign(α0) si j = j0 où : α0 =

d∗j0 − xj0
si Ej0

> 0 et xj0
> d∗j0 ,

d∗j0 − xj0
si Ej0

> 0 et xj0
< d∗j0 .

Si :

Ej0
> 0 et xj0

> d∗j0 , ⇒ ∃ θ1 > 0 / xj0
− θ1 ≥ d∗j0 .

Ej0
< 0 et xj0

< d∗j0 , ⇒ ∃ θ1 > 0 / xj0
+ θ1 ≤ d∗j0 .

des deux cas ci-dessus, on obtient : d∗j0 ≤ xj0
= xj0

+ θ1sign(α0) ≤ d∗j0 .

donc : d∗j ≤ xj = xj + θ1ℓ ≤ d∗j , ∀j ∈ JH.

et comme {x,Qf} est une (SR-S) non-dégénéré, on a :

∃ θ2 > 0 tel que : d∗j ≤ xj + θ2ℓj ≤ d∗j , ∀j ∈ Jf.

D’où pour un θ, suffisamment petit x = x+θℓ est une solution réalisable
du problème (3.1) et on obtient :
∆F (x) = −θEj0

sign(α0) > 0, ce qui contredit l’optimalité de la solution
réalisable de support {x,Qf}.

• Pour le cas (ii) on pose :

∆ωk =

−θ1ωk0
si k = k0

0 ∀k ∈ Kf \ k0

et ℓj =

0 ∀j ∈ JH

D(Jf, Kf)E(Kf, JH) ∀j ∈ Jf

Comme {x,Qf} est une SRS non-dégénéré, donc :



3.4. CRITÈRE D’OPTIMALITÉ 49

∃ θ2 > 0, tel que d∗j ≤ xj + θ2ℓj ≤ d∗j , ∀j ∈ Jf.

D’où pour un θ, suffisamment petit x = x+θℓ est une solution réalisable
du problème (3.1) et on obtient :
∆F (x) = θλk0

ωk0
> 0, ce qui contredit l’optimalité de la solution réali-

sable de support {x,Qf}.

3.4.2 Critère de suboptimalité

Théoreme 3.2 (Critère de sub-optimalité). Soit ε > 0 donné. Pour l’ε−optimalité
de la solution réalisable x, il faut et il suffit qu’il existe un tel support Qf, pour
lequel :

β (x,Qf) ≤ ε.

Preuve. ⇒) Condition suffisante : Soit ε > 0.
de (3.11), on a : F (xo)− F (x) ≤ β(x,Qf) ≤ ε,
alors pour : β(x,Qf) ≤ ε ⇒ F (xo)− F (x) ≤ ε

d’où x est ε− optimal.

⇐) Condition nécessaire : On va décomposer la valeur de suboptimalité (3.10),
comme suit :

β (x,Qf) =
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
k∈Kf

λkωk(x).

β (x,Qf) =
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j +

∑
k∈Kf

λkωk,

Maintenant, on va construire le problème dual du problème (3.2) qui est le
suivant : 

Φ(X) = λ′α− d′∗v + d′∗w → min,

−λ′(K).C(K, J)− v′(J) + w′(J) = 0,

λ′(K).e(K) = 1,

λ ∈ Rp
+; v, w ∈ Rn

+.

(3.13)

Ainsi, le problème (3.1) sera appelé le primal du problème (3.13).

Le triplet X = (λ, v, w) construit comme suit :
λ′(Kf) = (0(Jf), 1)

′ .E−1
f , λ(KH) = 0;

vj = Ej, wj = 0, si Ej ≥ 0;

vj = 0, wj = −Ej, si Ej < 0; j ∈ J.

(3.14)
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vérifiant toutes les contraintes du problème (3.13), est appelé solution réali-
sable duale du problème (3.13).

En utilisant cette SRD et les relations (3.14), dans (3.10) on aura :

β (x,Qf) =
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j +

∑
k∈Kf

λkωk, (3.15)

En utilisant les relations (3.2), (3.3) et (3.14), on aura

λ′(Kf).ω(Kf) =λ′(Kf). [C(Kf, J)x(J) + α(Kf)− e′(Kf).f(x)]

=− λ′(Kf).E(Kf, J)x(J) + λ′(Kf).α(Kf)− λ′(Kf).e(Kf)f(x)

λ′(Kf).ω(Kf) =
∑
j∈JH

Ejxj + λ′(Kf).α(Kf)− F (x).

En Substituant toutes ces valeurs trouvés dans (3.9), on obtiendra

β (x,Qf) =
∑
j∈JH

Ejxj − d′∗v + d′∗w −
∑
j∈JH

Ejxj + λ′α− F (x)

+ F (xo)− Φ(Xo)

= F (xo)− F (x) + (λ′α− d′∗v + d′w − Φ(Xo))

= F (xo)− F (x) + (Φ(X)− Φ(Xo))

β (x,Qf) = βx + βf. (3.16)

où

• βx = (F (xo)− F (x)) appelé la mesure de non-optimalité de la solution
réalisable x.

• βf = (Φ (X)− Φ (Xo)) appelé la mesure de non-optimalité du support
Qf.

Ainsi, pour un support Qf optimal, on aura :

Φ(λ) = Φ(λo) ⇒ β (x,Qf) = c′xo − c′x ≤ ε.

et par conséquent x est ε−optimal.

3.5 Algorithme de résolution

Pour résoudre le problème (3.1), on choisit un vecteur x ∈ Rn, qui satisfait les
contraintes (3.1b), et on prend le support Qf = {Jf, Kf} où : Jf = ∅, Kf = {k0}
(avec : (c′k0 + αk0) = min

k∈K
(c′k + αk)).
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Supposons que, pour cette SRS {x,Qf}, le critère d’optimalité n’est pas vérifié
et β(x,Qf) > ε, nous allons chercher une autre SRS

{
x,Qf

}
, en procédant par les

deux étapes suivantes :

(a) Changement de la solution réalisable (x → x).

(b) Changement de support
(
Qf → Qf

)
.

3.5.1 Changement de la solution réalisable

Le changement de la solution réalisable x par un autre x = x + θoℓ, aura pour
effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle (F (x) ≥ F (x)), où : ℓ(J) = (ℓj, j ∈ J)

est le vecteur de direction d’amélioration du point x et θo ≥ 0 est le pas maximal le
long de cette direction.

3.5.1.1 Détermination de la direction ℓ

Sur JH, on choisit θ = 1 et le vecteur ℓ(J), est construit comme suit :

ℓj =


d∗j − xj si Ej > 0,

d∗j − xj si Ej < 0,

0 si Ej = 0, j ∈ JH.

Pour un θ suffisamment petit (0 < θ ≤ 1), la relation (3.7) peut s’écrire comme
suit :

∆ω(Kf) = −θω(Kf), (3.17)

et de l’admissibilité de x, on aura :

−E(Kf, JH)θℓ(JH)− E(Kf, Jf)θℓ(Jf)− e′(Kf).∆F (x) = −θω(Kf)

− (E(Kf, Jf), e(Kf))

 θℓ(Jf)

∆F (x)

 = θE(Kf, JH)ℓ(JH)− θω(Kf) θℓ(Jf)

∆F (x)

 = −θE−1
f (Jf, Kf)E (Kf, JH) ℓ(JH)− θE−1

f (Jf, Kf)ω(Kf),

et on obtiendra :

ℓ(Jf) = −E−1
f (Jf, Kf)E(Kf, JH)ℓ(JH) + E−1

f (Jf, Kf)ω(Kf).
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3.5.1.2 Détermination du pas maximal admissible

On calcule θo tel que x satisfera aux contraintes (3.1b), pour cela :

• Sur Jf :

θj =



d∗j − xj

ℓj
, si ℓj < 0;

d∗j − xj

ℓj
, si ℓj > 0;

∞, si ℓj = 0, j ∈ Jf.

• Sur KH :

θk =


ωk

β (x,Qf)− c′kℓ
, si β (x,Qf) > c′kℓ;

∞, sinon.

Delà le pas maximal sera θo = min
{
1, θj0 , θk0

}
où θj0 = min

j∈Jf
(θj) et θk0 =

min
k∈KH

(θk).

Ainsi, on aura x = x+ θoℓ une solution réalisable du problème (3.1).

3.5.1.3 Calcul de la valeur de sub-optimalité

En utilisant la solution réalisable x trouvée ci-dessus dans (3.10), on obtiendra :

β (x,Qf) =
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+
∑
k∈Kf

λkωk

=
∑
j∈J+

H

Ej(x+ θoℓ)−
∑
j∈J+

H

Ejd∗j +
∑
j∈J−

H

Ej(x+ θoℓ)−
∑
j∈J

−
H

Ejd
∗
j

+
∑
k∈Kf

λk ((1− θo)ωk)

=
∑
j∈J

Ejxj + θo
∑
j∈J+

H

Ejℓj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j + θo
∑
j∈J−

H

Ejℓj −
∑
j∈J

−
H

Ejd
∗
j

+ (1− θo)
∑
k∈Kf

λkωk

β (x,Qf) = (1− θo) β (x,Qf) .

de là :

➤ Si θo = 1, alors x est une solution réalisable optimale.

➤ Si β (x,Qf) ≤ ε, alors x est une solution réalisable ε-optimale.

➤ Si β (x,Qf) > ε, on passe au changement de support.
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3.5.2 Changement de support.

Le changement de support
(
Qf → Qf

)
consiste à faire un changement du coplan

E vers E, ce qui aura pour effet la diminution de la valeur de la fonction duale et
on va avoir : β

(
x,Qf

)
≤ β (x,Qf).

Pour cela, on pose :

E(J) = E(J) + σot(J), λ = λ + σoδλ, où t(J) = (tj, j ∈ J), δλ(K) = (δλk, k ∈ K)

sont les directions de la diminution de la fonction duale et σo (σ ≥ 0) est le pas
maximal le long de cette direction.

En utilisant le vecteur des estimations (3.2) calculé sur le support Qf, on aura :

E = E

E(J) + σot(J) = −λ
′
.C

E(J) + σot(J) = − (λ+ σoδλ)′ .C

on obtiendra :

t′(J) = δλ′(K).E(K, J). (3.18)

et comme on a :

λ
′
(K).e(K) = λ′(K).e(K) = 1 ⇒ δλ′(K).e(K) = 0,

d’où
δλ′(Kf).e(Kf) + δλ′(KH).e(KH) = 0. (3.19)

en utilisant la relation (3.18) dans (3.19), on obtiendra

t′(Jf) = δλ′(Kf).E(Kf, Jf) + δλ′(KH).E(KH, Jf). (3.20)

Des relations (3.19) et (3.20), on aura :

(t′(Jf), 0) =δλ′(Kf). (E(Kf, Jf), e(Kf)) + δλ′(KH). (E(KH, Jf), e(KH)) .

d’où

δλ′(Kf) = (t(Jf), 0)
′ .E−1

f − δλ′(KH). (E(KH, JH), e(KH))E
−1
f . (3.21)

Et de (3.19) on obtient aussi

t′(JH) = δλ′(Kf).E(Kf, Jf) + δλ′(KH).E(KH, JH). (3.22)

Ainsi, on sait que θo = min
{
1, θj0 , θk0

}
(où : θj0 = min

j∈Jf
(θj) et θk0 = min

k∈KH

(θk)),

on va chercher un indice (j∗ ou k∗) qui va entrer dans le nouveau support à la place
de j0 ou k0 (j0 ou k0 va sortir du support).
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Pour cela, on pose :

tj =

{
−sign(ℓj0 ), si j = j0 ;

0, si j ∈ Jf.
et δλk =

{
1, si k = k0 ;

0, si k ∈ KH.

Puis, on calcule pour différents pas σj, j ∈ JH et σk, k ∈ Kf, selon les règles de [13,
16]

• σj∗ = min
j∈JH

(σj), où

σj =



−Ej

tj
, si Ej tj < 0;

0, si Ej = 0, xj ̸= d∗j, tj > 0 ou
Ej = 0, xj ̸= d∗j , tj < 0, j ∈ J

H
;

∞, sinon.

• σk∗ = min
k∈Kf

(σk), où

σk =

 − λk

δλk

, si δλkλk < 0;

∞, sinon.

et on prend σo = min
{
σj∗ , σk∗

}
.

Ainsi le nouveau support sera :

a). Cas où : θo = θj0 . on aura :

➤ Si : σo = σj∗ , alors :

Jf = (Jf \ j0) ∪ j∗ et Kf = Kf.

➤ Si : σo = σk∗ , alors :

Jf = Jf \ j0 et Kf = Kf \ k∗.

b). Cas où : θo = θk0 , on aura :

➤ Si : σo = σj∗ , alors :

Jf = Jf ∪ j∗ et Kf = Kf ∪ k∗ .

➤ Si : σo = σk∗ , alors :

Jf = Jf et Kf = (Kf \ k∗) ∪ k0 .

Remarque. L’algorithme de la méthode adaptée est fini si pour chaque itération, on
n’obtient pas une solution réalisable de support très dégénéré (voir [13]).
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3.6 Résumé de l’algorithme de résolution

1. Considérons la solution réalisable de support départ {x,Qf} du problème (3.1)
et prenons (ε ≥ 0).

2. Calculer β(x,Qf),

➤ si β(x,Qf) = 0 alors {x,Qf} est une SRS optimale.

➤ si β(x,Qf) < ε alors {x,Qf} est une SRS ε−optimale.

➤ si β(x,Qf) > ε alors continuer le processus,

3. Calculer ;
√

ℓ(JH) ; ℓ(Jf).
√

θo =min(1; θk0 ; θj0 ).√
x = x+ θoℓ.

De là :

➤ si β(x,Qf) = 0, alors x est une solution réalisable optimale.

➤ si β(x,Qf) < ε, alors x est une solution réalisable ε−optimale.

➤ si β(x,Qf) > ε, alors continuer le processus,

4. Si θo = θk0 ,

δλk0
= 1 ; δλ(KH \ k0) = 0 ; t(Jf) = 0.

δλ′(Kf) = −δλ′(KH) (E(KH, Jf)); e(KH)) .E
−1
f .

t(JH) = δλ′(K)E(K, JH).

faire 7.

5. Si θo = θj0

tj0 = −sign(ℓj0 ) ; t(Jf \ j0) = 0 ; δλ(KH) = 0.

δλ′(Kf) = (t(Jf))E
−1
f ).

t(JH) = δλ(Kf)E(Kf, JH)).

faire 6.

6. calculer σo

σo = σj∗ : Jf = (Jf \ j0) ∪ j∗ ; Kf = Kf.

σo = σk∗ : Jf = Jf \ j0 ; Kf = Kf \ k∗ .

aller à 2.

7. calculer σo

σo = σj∗ : Jf = Jf ∪ j∗ ; Kf = Kf ∪ k0 .

σo = σk∗ : Jf = Jf ; Kf = (Kf \ k∗) ∪ k0 .
aller à 2.
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3.7 Exemple numérique

Pour illustrer l’algorithme proposé, on propose un exemple numérique lu pro-
blème (3.1) (pour : ε = 0), tel que :

C =


0 −2 1 1

−2 0 −1 1

0 1 −3 −1

1 −2 1 1

, x =


x1

x2

x3

x4

, α =


1

0

1

−2

, d∗ =


−6

0

−8

−4

 et d∗ =


5

10

2

9

.

Soit le vecteur x′ = (1,−1, 1, 0) qui satisfait les contraintes (3.1b), Jf = ∅ et
Kf = {3}. Alors, {x,Qf} une solution réalisable de support.

Comme β (x,Qf) = 18 > ε, on poursuit le processus de résolution ( voir les
tableaux ci-dessous, qui résume les résultats d’une itération, les cellules encadrées
représentent les pas θo et σo et après chaque itération, et on pose x = x, Qf = Qf ).

• Itération 1 :

Tableau 3.1

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 1 -1 4 \ 1
2

73
37

1 1 \ 0 \

2 1 2 -1 \ 3
11

28
37

-3 2
3

\ 0 \

3 -1 -1 3 \ 9

37
−10
37

4
1

4
\ 0 \

4 0 -1 9 \ \ 81
37

1
2

1
2

1 -1 1

β (x,Qf) =
504
37

> ε, et : Jf = {3} , Kf = {4, 3} .
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• Itération 2 :

Tableau 3.2

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 73
37

−3
4

112
37

\ 19

56
3 1

3

4
\ \ \

2 28
37

5
4

−28
37

\ ∞ 1
2

0 ∞ \ \ \

3 −10
37

0 −175
37

286
175

\ −15
8

\ \ 1
4

0 ∞

4 81
37

−1
2

252
37

\ \ 9
2

0 ∞ 3
4

−1 3
4

β (x,Qf) =
245
37

, β (x,Qf) =
35
8
, on aura : Jf = {3, 1}, et Kf = {4, 3, 1}.

• Itération 3 :

Tableau 3.3

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 3 0 0 ∞ \ 5 \ \ \ \ \

2 1
2

5
4

−1
2

\ ∞ 0 \ \ \ \ \

3 −15
8

0 −21
8

∞ \ −9
2

\ \ \ \ \

4 9
2

−1
2

9
2

\ \ 9 \ \ \ \ \

β (x,Qf) =
23
8
, β (x,Qf) = 0

Ainsi, le critère de sub-optimalité est satisfait, d’où :

xo = (5, 0,−4.5, 9)
′ ⇒ min F (xo) = 5.5.

On a résolut l’exemple numérique en trois itérations.
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3.8 Comparaison avec la fonction fminimax de Mat-

lab

3.9 Fonction sur Matlab

1 function f = myfun4(x) % la fonction objective

2
3 % Detailed explanation goes here

4 f(1)= (0-2*x(2)+x(3)+x(4) +1)*(-1) ; % la fonction 01

5
6 f(2)= (-2*x(1)+0-x(3)+2*x(4)+0)*(-1) ; % la fonction 02

7
8 f(3)= (0+x(2) -3*x(3)-x(4) +1)*(-1) ; % la fonction 03

9
10 f(4)= (x(1) -2*x(2)+x(3)+ x(4) -2)*(-1) ; % la fonction

04

11 end

3.10 Contraintes

1 clear all; clc ;

2 % La matrice des contraintes essentielles A :

3 aq= [];

4 % Le vecteur b:

5 bq =[];

6 % Le vecteur d^{*} :

7 ub =[5;10;2;9];

8 % Le vecteur d_{*} :

9 lb =[ -6;0; -8; -4];

10 % La solution realisable initiale :

11 x0 = [0;1;0;0];

12 % Le code de la fonction sur Matlab :

13 [x,fval ,maxfval] = fminimax (@myfun4 ,x0 ,[],[],aq,bq ,lb,ub)

Local minimum possible. Constraints satisfied.
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fminimax stopped because the size of the current search direction is less than

twice the default value of the step size tolerance and constraints are

satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

x =

5.0000

-0.0000

-4.5000

9.0000

fval =

-5.5000 -12.5000 -5.5000 -7.5000

maxfval =

-5.5000



Chapitre 4

Résolution d’un problème min-max

en programmation linéaire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va généraliser le problème (3.1), et cela en ajoutant les
contraintes généralisées. Il sera ainsi, appelé problème min-max en programmation
linéaire avec des contraintes générales, puis on va le résoudre par la méthode adaptée.

4.2 Position du problème

Considérons le problème min-max suivant :
F (x) = min

k∈K
(c′kx+ αk) → max

x
,

Ax = b,

d∗ ≤ x ≤ d∗.

(4.1a)

(4.1b)

(4.1c)

Où :

— I = {1, . . . ,m}, J = {1, . . . , n} et K = {1, . . . , p} sont des ensembles d’indices.

— ck = ck(J), k ∈ K sont des p-vecteurs et αk, k ∈ K des scalaires .

— x = x(J) = (xj, j ∈ J), d∗ = d∗(J), d∗ = d∗(J), sont des n-vecteurs et b =

b(I) = (bi, i ∈ I) est un m-vecteur.

— A ∈ M(m,n) avec rang (A) = m ≤ n.

Soit C = C(K, J) une (p× n)−matrice formée par les vecteurs ck.
On désigne par

X = {x ∈ Rn : Ax = b, d∗ ≤ x ≤ d∗},

le domaine des solutions réalisables.

60
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4.3 Définitions Essentielles

Définition 4.1. Tout vecteur x ∈ X est appelé, solution réalisable du problème
(4.1).

Une solution réalisable xo ∈ X est dite optimale, si F (xo) = max
x∈X

F (x).

Une solution réalisable xε ∈ X est dite ε−optimal, si F (xo) − F (xε) ≤ ε, (pour
tout réel ε > 0 donné).

Définition 4.2. Le sous-ensemble Jsup ⊂ J tel que : |Jsup| = m, est dit support des
contraintes du problème (4.1) si la matrice Asup = A(I, Jsup) est inversible.

En utilisant le support Jsup et la matrice C, formons la matrice des estimations
suivante :

E(K, J) =

(
Ekj, j ∈ J

k ∈ K

)
= C(K, Jsup)A

−1
supA− C(K, J). (4.2)

Choisissons les sous-ensembles :Kf ⊆ K, Jf ⊂ J \ Jsup tel que : |Kf| = |Jf| + 1,
et le vecteur : e(K) = (ek = 1, k ∈ K), pour ainsi construire la matrice : Ef =(
E(Kf, Jf); e(Kf)

)
.

Définition 4.3. L’ensemble Qf = {Kf, Jf} est dit support de la fonctionnelle, si la
matrice Ef est inversible.

En utilisant la dernière ligne de la matrice E−1
f (voir [48]), on construit le vecteur

λ(K) = (λ(Kf), λ(KH)) , KH = K \Kf :

λ′(Kf) = (0(Jf), 1)
′ .E−1

f ; λ(KH) = 0. (4.3)

Définition 4.4. Le support Qf est dit régulier si λk ≥ 0, k ∈ Kf (voir [17]).

Remarque. Le support Qf avec Jf = ∅, est régulier par définition. Dans la suite,
on va considérer que des supports réguliers.

Définition 4.5. La paire Qsup = {Jsup, Qf} formé du support des contraintes et du
support de la fonctionnelle, est dite support du problème.

Définition 4.6. La paire {x,Qsup} formée du plan x et du support Qsup est appelée
solution réalisable de support du problème (4.1).

Définition 4.7. Une solution réalisable de support {x,Qsup} est dite non-dégénérée
si :

d∗j < xj < d∗j , j ∈ Jsup ∪ Jf;

F (x) < c′kx+ αk, k ∈ KH.
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4.4 Critère d’optimalité

Supposons que la solution réalisable de support {x,Qsup} est connue. Nous allons
étudier la variation de la fonction objective lorsque la solution réalisable est changée.

4.4.1 L’accroissement de la fonctionnelle F

Soit {x,Qsup} une solution réalisable de support de départ, et x = x + ∆x une
autre solution réalisable ; on va calculer l’accroissement de la fonction objective.

On dénote par ωk(x) = (ωk, k ∈ K) , le vecteur des écarts de la fonctionnelle
i.e.,

ωk(x) = c′kx+ αk − F (x), k ∈ K. (4.4)

Par définition de la fonctionnelle F , on a F (x) ≤ c′kx+αk, k ∈ K, car ∀x F (x) est
le minimum de c′kx+ αk.

Delà, on a :
ωk ≥ 0, k ∈ K. (4.5)

de la formule (4.4), on a aussi :

ωk = c′kx+ αk − F (x)

ωk = c′kx+ c′k∆x+ αk − F (x)

par la suite on a :

ωk = c′kx+ αk − F (x) + F (x)− F (x) + c′k∆x

ωk = ωk − (F (x)− F (x)) + c′k∆x

ωk = ωk −∆F (x) + c′k∆x

Ce qui nous donne :

∆F (x) = −(ωk − ωk) + c′k∆x

∆F (x) = −∆ωk + c′k∆x, k ∈ K.

où : ∆ωk = ωk − ωk, k ∈ K.

Delà, on a :
ωk ≥ 0 ⇒ ωk = ωk +∆ωk ≥ 0, k ∈ K. (4.6)

Ceci nous donne :
∆ωk(x) ≥ −ωk(x), ∀k ∈ K. (4.7)

On a :
∆F (x) = c′k∆x−∆ωk, k ∈ K. (4.8)
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En multipliant l’équation (4.8) par λk et en sommant par rapport à Kf, on obtient :

∆F (x) =
∑
j∈JH

Ej∆xj −
∑
k∈K

λk.∆ωk(x), (4.9)

où : Ej =
∑
k∈K

λkEkj , j ∈ JH = J \ (Jsup ∪ Jf) .

Ej sera appelé le vecteur des estimations.

Le maximum de (4.9), sous les contraintes suivantes :

d∗j − xj ≤ ∆xj ≤ d∗j − xj, j ∈ JH ;
∆ωk ≥ −ωk, k ∈ Kf.

est égale à :

β (x,Qsup) =
∑
j∈J+

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej(xj − d∗j) +
∑
k∈Kf

λkωk. (4.10)

appelée valeur de sub-optimalité, où :

J
+

H = {j ∈ JH : Ej > 0} et J
−
H = {j ∈ JH : Ej < 0} .

Delà :
F (x)− F (x) ≤ β (x,Qsup) , ∀x ∈ X,

donc pour x = xo, on aura :

F (xo)− F (x) ≤ β (x,Qsup) , ∀x ∈ X. (4.11)

De cette inégalité, on déduit les deux théorèmes suivants :

Théoreme 4.1. (Critère d’optimalité).
Soit {x,Qsup} une solution réalisable de support de départ, les relations sui-

vantes : 

xj = d∗j si Ej > 0,

xj = d∗j si Ej < 0,

d∗j ≤ xj ≤ d∗j si Ej = 0, j ∈ JH.

ωk = 0 si λk > 0,

ωk > 0 si λk = 0, k ∈ Kf.

(4.12)

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
l’optimalité de la solution réalisable de support {x,Qsup}.

Preuve. La preuve de ce théorème est basée sur le même principe que la preuve du
théorème 1.1.
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⇒) Condition suffisante : Soit {x,Qsup} une SRS admissible.
si : β (x,Qsup) ≤ ε, alors de (4.11) on a : F (x)− F (x) ≤ β (x,Qsup) , ∀x.
Ce qui donne F (x)− F (x) ≤ ε, ∀ x,

donc x est ε−optimal.

⇐) Condition nécessaire :
Soit {x,Qsup} une SRS non-dégénéré et supposons que les relations (4.12) ne
sont pas vérifiées, on a alors les deux cas suivants :

(a) ∃ j0 ∈ JH \ Ej0
> 0, xj0

> dj0 ou Ej0
< 0, xj0

< dj0 .

(b) ∃ k0 ∈ Kf \ λk0
> 0, ωk0

> 0.

On va traiter les cas 1. et 2. indépendamment l’un de l’autre et nous allons
construire une nouvelle solution réalisable x = x+ θℓ avec (θ > 0) :

• Considérons le cas (a) soit :

∆ωK = 0, k ∈ KH ; ℓj = 0 si j ∈ JH\j0 ; ℓ(Jsup) = −A−1
supA(I, JH)ℓ(JH)−

A−1
supA(I, Jf)ℓ(Jf); ℓj = D(Jf, Kf)E(Kf, JH)ℓ(JH) si j ∈ Jf ; ℓj =sign(α0) si

j = j0 où : α0 =

d∗j0 − xj0
si Ej0

> 0 et xj0
> d∗j0 ,

d∗j0 − xj0
si Ej0

> 0 et xj0
< d∗j0 .

Si :

Ej0
> 0 et xj0

> d∗j0 , donc ∃ θ1 > 0 / xj0
− θ1 ≥ d∗j0 .

Ej0
< 0 et xj0

< d∗j0 , donc ∃ θ1 > 0 / xj0
+ θ1 ≤ d∗j0 .

des deux cas ci-dessus, on obtient : d∗j0 ≤ xj0
= xj0

+ θ1sign(α0) ≤ d∗j0

⇒ d∗j ≤ xj = xj + θ1ℓ ≤ d∗j , ∀j ∈ JH.

et comme {x,Qsup} est une solution réalisable de support non-dégénéré,
on a :

∃ θ2 > 0 tel que : d∗j ≤ xj + θ2ℓj ≤ d∗j , ∀j ∈ Jsup ∪ Jf.

Pour un θ = min {θ1 , θ2}, x = x + θℓ est une solution réalisable du
problème (4.1) et on obtient : ∆F (x) = −θoEj0

sign(α0) > 0,
ce qui contredit l’optimalité de la solution réalisable de support {x,Qsup}.

• Considérons le cas (b) soit :
∆ωk = −θ1ωk0

si k = k0 , ∆ωk = 0 ∀k ∈ Kf \ k0 ; ℓj = 0 ∀j ∈
JH ; ℓj = D(Jf, Kf)E(Kf, JH) ∀j ∈ Jf ; ℓ(Jsup) = −A−1

supA(I, JH)ℓ(JH) −
A−1

supA(I, Jf)ℓ(Jf).

∆ωk =

−θ1ωk0
si k = k0

0 ∀k ∈ Kf \ k0

et ℓj =

0 ∀j ∈ JH

D(Jf, Kf)E(Kf, JH) ∀j ∈ Jf
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Comme {x,Qsup} est une (S-RS) non-dégénéré, donc :

∃ θ2 > 0, tq d∗j ≤ xj + θ2ℓj ≤ d∗j , ∀j ∈ Jf.

D’où pour un θ, suffisamment petit x = x+θℓ est une solution réalisable
du problème (4.1) et on obtient : ∆F (x) = θλk0

ωk0
> 0.

Ce qui contredit l’optimalité de la solution réalisable de support {x,Qsup}.

4.4.2 Critère de sub-optimalité

Théoreme 4.2 (Critère de sub-optimalité). Soit ε > 0 donné. Pour l’ε−optimalité
de la solution réalisable x, il faut et il suffit qu’il existe un tel support Qsup, pour
lequel :

β (x,Qsup) ≤ ε.

Preuve. .

⇒) Condition suffisante : Soit ε > 0.
de (4.11), on a : F (xo)− F (x) ≤ β(x,Qsup) ≤ ε,
alors pour : β(x,Qsup) ≤ ε ⇒ F (xo)− F (x) ≤ ε

d’où x est ε− optimal.

⇐) Condition nécessaire : On va décomposer la valeur de suboptimalité (3.10),
comme suit :

β (x,Qsup) =
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j +

∑
k∈Kf

λkωk,

Maintenant, on va construire le problème dual du problème (1.2) qui est le
suivant :

Φ(X) = λ′α + b′y − d′∗v + d′∗w → min,

−λ′(K).C(K, J) + y′(I).A(I, J)− v′(J) + w′(J) = 0,

λ′(K).e(K) = 1,

λ ∈ Rp
+, v, w ∈ Rn

+, y ∈ Rm.

(4.13)

Ainsi, le problème (4.1) sera appelé le primal du problème (4.13).
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Le quadruplet X = (λ, y, v, w), construit comme suit :

λ′(Kf) = (0(Jf), 1)
′ .E−1

f , λ(KH) = 0;

y′(I) = λ′(Kf).C(Kf, Jsup)A
−1
sup;

vj = Ej, wj = 0, si Ej ≥ 0;

vj = 0, wj = −Ej, si Ej < 0; j ∈ J.

(4.14)

vérifiant toutes les contraintes du problème (4.13), est appelé solution réali-
sable duale du problème (4.13).

En utilisant cette SRD, nous allons faire une décomposition de la valeur de
sub-optimalité. De (4.10) on a :

β (x,Qsup) =
∑
j∈JH

Ejxj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j −
∑
j∈J−

H

Ejd
∗
j +

∑
k∈Kf

λkωk, (4.15)

En utilisant les relations (4.2), (4.4) et (4.14), on aura

λ′(Kf).ω(Kf) =λ′(Kf). [C(Kf, J)x(J) + α(Kf)− e′(Kf).f(x)]

=− λ′(Kf).E(Kf, J)x(J) + y(I)′.A(I, J)x(J) + λ′(Kf).α(Kf)

− λ′(Kf).e(Kf)F (x).

En substituant toutes ces valeurs trouvés dans (4.15), on obtient :

β (x,Qsup) =
∑
j∈JH

Ejxj − d′∗v + d′∗w −
∑
j∈JH

Ejxj + b′iy + λ′α− F (x)

+ F (xo)− Φ(Xo)

= F (xo)− F (x) + (λ′α + b′y − d′∗v + d′w − Φ(Xo))

= F (xo)− F (x) + Φ(X)− Φ(Xo)

β (x,Qsup) = βx + βsup. (4.16)

où

• βx = (F (xo)− F (x)), est appelé la mesure de non-optimalité de la solu-
tion réalisable x.

• βsup = (Φ (X)− Φ (Xo)), est appelé la mesure de non-optimalité du sup-
port Qsup.

Ainsi, pour un support Jsup optimal, on aura :

Φ(λ) = Φ(λo) ⇒ β (x, Jsup) = c′xo − c′x ≤ ε.

et par conséquent x est ε−optimal.
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4.5 Algorithme de résolution

4.5.1 Initialisation de la solution réalisable

Pour résoudre le problème (4.1) on choisit un vecteur x1 ∈ Rn, qui vérifie les
contraintes (4.1c)(d∗ ≤ x1 ≤ d∗). Ensuite, on vérifie si x1 est admissible :

(i). Si Ax1 = b, alors x1 est une solution initiale réalisable du problème de départ,
et on prend {x1, Qsup} comme SRS de départ. où Qf est : Jf = ∅ et Kf = {k0}.
k0 : est l’indice réalisant le minimum de (c′kx+ αk), pour la solution réalisable
x.

(ii). Si Ax1 ̸= b, nous suggérons la technique de variable artificielle (initialement
présenté dans [13], pour résoudre des problèmes simple de PL).
On calcule l’écart entre le premier et le second membre noté par γ = (γ1, . . . , γm) :

γ = b− Ax1.
Delà on va reformuler le problème de départ à un autre problème avec des
variables artificielles :

Fa(x) = min
k∈K

(c′kx+ αk −Me′xµ) → max
x,xµ

,

Ax+ xµsignγ = b,

d∗ ≤ x ≤ d∗,

xµ ≥ 0.

(4.17)

où :
xµ = (xn+1signγ1, . . . , xn+msignγm) et M est un nombre réel positif suffisam-
ment grand (M ≫ 0).

De là, {x1, xµ} est une SR, le support Jsup = {n+ 1, . . . , n+m}, Jf = ∅,

Kf = {k0} et Asup =


signγ1 0

. . .

0 signγm

 .

Après l’obtention d’une SRS optimale, si (xµ = 0) alors x est une SR optimale
du problème (4.1), dans le cas où (xµ ̸= 0) alors les contraintes du problème
(4.1) sont contradictoires.

Dans les deux cas (i) et (ii) on a une SRS de départ pour commencer le processus
de résolution. Supposons que pour cette SRS le critère d’optimalité n’est pas vérifié
et que β(x,Qsup) > ε, alors on passe à l’itération de l’algorithme, qui est constitué
de deux procédures :

(a) Changement de la solution réalisable (x → x).

(b) Changement du support
(
Qsup → Qsup

)
.
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4.5.2 Changement de la solution réalisable

Le changement de la solution réalisable x vers une autre x = x+ θoℓ, aura pour
effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle (F (x) ≥ F (x)), où : ℓ(J) = (ℓj, j ∈ J)

est le vecteur de direction d’amélioration du point x et θo ≥ 0 est le pas maximal le
long de cette direction.

4.5.2.1 Détermination de la direction ℓ

Sur JH, on choisit θ = 1 et le vecteur ℓ(J), est construit comme suit :

ℓj =


d∗j − xj si Ej > 0,

d∗j − xj si Ej < 0,

0 si Ej = 0, j ∈ JH.

Pour un θ suffisamment petit (0 < θ ≤ 1), la relation (4.7) peut s’écrire comme
suit :

∆ω(Kf) = −θω(Kf), (4.18)

d’où :

−E(Kf, JH)θℓ(JH)− E(Kf, Jf)θℓ(Jf)− e′(Kf).∆f(x) = −θω(Kf)

− (E(Kf, Jf), e(Kf))

 θℓ(Jf)

∆F (x)

 = θE(Kf, JH)ℓ(JH)− θω(Kf) θℓ(Jf)

∆F (x)

 = −θE−1
f (Jf, Kf)E (Kf, JH) ℓ(JH)− θE−1

f (Jf, Kf)ω(Kf),

et on obtiendra :

ℓ(Jf) = −E−1
f (Jf, Kf)E(Kf, JH)ℓ(JH) + E−1

f (Jf, Kf)ω(Kf).

et de l’admissibilité de x, on aura :

ℓ(Jsup) = −A−1
supA(I, JH)ℓ(JH)− A−1

supA(I, Jf)ℓ(Jf).

4.5.2.2 Détermination du pas maximal admissible

On calcule θo tel que x satisfera aux contraintes (4.1c), pour cela :

• Sur Jsup ∪ Jf :

θj =



d∗j − xj

ℓj
, si ℓj < 0;

d∗j − xj

ℓj
, si ℓj > 0;

∞, si ℓj = 0, j ∈ Jsup ∪ Jf.
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• Sur KH :

θk =


ωk

β (x,Qsup)− c′kℓ
, si β (x,Qsup) > c′kℓ;

∞, sinon.

Delà le pas maximal sera θo = min
{
1, θj0 , θk0

}
où θj0 = min

j∈Jsup∪Jf
(θj) et θk0 =

min
k∈KH

(θk).

Ainsi, on aura x = x+ θoℓ une solution réalisable du problème (4.1).

4.5.2.3 Calcul de la valeur de sub-optimalité

En utilisant la solution réalisable x trouvée ci-dessus dans (4.10), on obtient :

β (x,Qsup) =
∑
j∈J+

H

Ej (xj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

Ej

(
xj − d∗j

)
+
∑
k∈Kf

λkωk

=
∑
j∈J+

H

Ej(x+ θoℓ)−
∑
j∈J+

H

Ejd∗j +
∑
j∈J−

H

Ej(x+ θoℓ)−
∑
j∈J

−
H

Ejd
∗
j

+
∑
k∈Kf

λk ((1− θo)ωk)

=
∑
j∈J

Ejxj + θo
∑
j∈J+

H

Ejℓj −
∑
j∈J+

H

Ejd∗j + θo
∑
j∈J−

H

Ejℓj −
∑
j∈J

−
H

Ejd
∗
j

+ (1− θo)
∑
k∈Kf

λkωk

β (x,Qsup) = (1− θo) β (x,Qsup) .

de là :

➤ Si θo = 1, alors x est une solution réalisable optimale.

➤ Si β (x,Qsup) ≤ ε, alors x est une solution réalisable ε-optimale.

➤ Si β (x,Qsup) > ε, on passe au changement de support.

4.5.3 Changement de support.

Le changement de support
(
Qsup → Qsup

)
consiste à faire un changement du

coplan E vers E, ce qui aura pour effet la diminution de la valeur de la fonction
duale et on va avoir : β

(
x,Qsup

)
≤ β (x,Qsup).

Pour cela, on pose :

E(J) = E(J) + σot(J), λ = λ + σoδλ, où t(J) = (tj, j ∈ J), δλ(K) = (δλk, k ∈ K)
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sont les directions de la diminution de la fonction duale et σo (σ ≥ 0) est le pas
maximal le long de cette direction.

En utilisant le vecteurs des estimations calculés sur le support Qsup, on aura :

E = E

E(J) + σot(J) = (u+ σoδu)′ .A− (λ+ σoδλ)′ .C

E(J) + σot(J) = u′.A+ σoδu′.A− λ′C − σoδλ′.C

on obtiendra :

t′(J) = δu′(I).A(I, J)− δλ′(K).C(K, J). (4.19)

de (4.19) on aura :

t′(Jsup) = δu′(I).A(I, Jsup)− δλ′(K).C(K, Jsup). (4.20)

d’où :
δu′(I) = t′(Jsup).A

−1
sup + δλ′(K).C(K, Jsup)A

−1
sup.

En Substituant δu′(I) par sa valeur (ci-dessus), dans la relation (4.19), on aura :

t′(J) = t′(Jsup).A
−1
supA(I, J) + δλ′(K).E(K, J). (4.21)

Pour le vecteur λ(K) on a :

λ
′
.e(K) = λ′.e(K) + σoδλ′.e(K) et comme :

λ
′
(K).e(K) = λ′(K).e(K) = 1 ⇒ δλ′(K).e(K) = 0,

alors :
δλ′(Kf).e(Kf) + δλ′(KH).e(KH) = 0. (4.22)

de la relation (4.21), on aura :

t′(Jf) = t′(Jsup).A
−1
supA(I, Jf) + δλ′(Kf).E(Kf, Jf) + δλ′(KH).E(KH, Jf). (4.23)

Des relations (4.22) et (4.23), on obtient :

(t′(Jf), 0) =
(
t′(Jsup).A

−1
supA(I, Jf), 0

)
+δλ′(Kf). (E(Kf, Jf), e(Kf))

+ δλ′(KH). (E(KH, Jf), e(KH)) .

d’où on obtient :

δλ′(Kf) = (t(Jf), 0)
′ .E−1

f −
(
t′(Jsup).A

−1
supA(I, Jf), 0

)
E−1

f

− δλ′(KH). (E(KH, JH), e(KH))E
−1
f . (4.24)
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Et de (4.21) on obtient aussi :

t′(JH) = t′(Jsup).A
−1
supA(I, JH) + δλ′(Kf).E(Kf, JH) + δλ′(KH).E(KH, JH). (4.25)

Ainsi, on sait que θo = min
{
1, θj0 , θk0

}
(où : θj0 = min

j∈Jsup∪Jf
(θj) et θk0 = min

k∈KH

(θk)),

on va chercher un indice (j∗ ou k∗) qui va entrer dans le nouveau support à la place
de j0 ou k0 (j0 ou k0 va sortir du support).

Pour cela, on pose :

tj =

{
−sign(ℓj0 ), si j = j0 ;

0, si j ∈ Jsup ∪ Jf.
et δλk =

{
1, si k = k0 ;

0, si k ∈ KH.

Puis, on calcule les différents pas σj, j ∈ JH ; σk, k ∈ Kf, selon les règles de [13,
16]

• σj∗ = min
j∈JH

(σj), où

σj =



−Ej

tj
, si Ej tj < 0;

0, si Ej = 0, xj ̸= d∗j, tj > 0 ou
Ej = 0, xj ̸= d∗j , tj < 0, j ∈ J

H
;

∞, sinon.

• σk∗ = min
k∈Kf

(σk), où

σk =

 − λk

δλk

, si δλkλk < 0;

∞, sinon.

et on prend σo = min
{
σj∗ , σk∗

}
.

Ainsi le nouveau support sera :

— Cas où : θo = θj0 . Ici, on distingue deux cas :

1. Si : j0 ∈ Jf, on pose :

t′(Jf \ j0) = 0, avec : tj0 =

+1 si xj0
= d∗j0 ,

−1 si xj0
= d∗j0 .

, t′(Jsup) = 0 et

δλ′ (KH) = 0.

le nouveau support est :

— Si : σo = σj∗ , alors :

Jsup = Jsup, Jf = (Jf \ j0) ∪ j∗ et Kf = Kf.
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— Si : σo = σk∗ , alors :

Jsup = Jsup, Jf = Jf \ j0 et Kf = Kf \ k∗.

2. Si : j0 ∈ Jsup, on pose :

t′(Jf) = 0, t′ (Jsup \ j0) = 0 avec : tj0 =

+1 si xj0
= d∗j0 ,

−1 si xj0
= d∗j0 .

et

δλ′(KH) = 0.

Le changement de support se fera selon les deux cas suivant :

(a) si : ∃ j1 ∈ Jf tq : t′(Jsup).A−1
supA(I, j1) ̸= 0, on change la place des

deux indices j0 et j1 :

Jsup1 = (Jsup \ j0) ∪ j1 , Jf1 = (Jf \ j1) ∪ j0 and Kf1 = Kf.

Alors :

— Si : σo = σj∗ , alors :

Jsup = Jsup1 , Jf = (Jf1 \ j0) ∪ j∗ et Kf = Kf1 .

— Si : σo = σk∗ , alors :

Jsup = Jsup1 , Jf = Jf1 \ j0 et Kf = Kf \ k∗.

(b) si : ∄ j1 ∈ Jf tel que : t′(Jsup).A
−1
supA(I, j1) ̸= 0, on calcul σo = σj∗ ,

alors le nouveau support est :

Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗ , Jf = Jf et Kf = Kf.

— Cas où : θo = θk0 , on pose :

t′(Jsup) = 0, t′(Jf) = 0 et δλ′ (KH \ k0) = 0, avec : δλk0
= +1.

— Si : σo = σj∗ , alors :

Jsup = Jsup, Jf = Jf ∪ j∗ et Kf = Kf ∪ k∗ .

— Si : σo = σk∗ , alors :

Jsup = Jsup, Jf = Jf et Kf = (Kf \ k∗) ∪ k0 .

Remarque. L’algorithme de la méthode adaptée est fini si pour chaque itération, on
n’obtient pas une solution réalisable de support très dégénéré (voir [13]).
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4.6 Résumé de l’algorithme de résolution

1. Soit {x,Qsup} une solution réalisable de support du problème (4.1) et (ε ≥ 0).

2. Calculer β (x,Qsup) ,

➤ Si β (x,Qsup) = 0, alors {x,Qsup} est une SRS optimale.

➤ Si β (x,Qsup) < ε, alors {x,Qsup} est une SRS ε-optimale.

➤ Si β (x,Qsup) > ε, alors continuer le processus.

3. Calculer ;

• le vecteur ℓ(J).

• θo = min{1; θk0 ; θj0}.

• calculer x,

➤ Si β (x,Qsup) = 0, alors x est une solution réalisable optimale.

➤ Si β (x,Qsup) < ε, alors x est une solution réalisable ε-optimale.

➤ Si β (x,Qsup) > ε, alors continuer le processus.

4. Si :

➤ θo = θk0

δλk0
= 1 ; δλ(KH \ k0) = 0 ; t(Jsup ∪ Jf) = 0.

δλ(Kf) = −δλ(KH) (E(KH, Jf); e(KH))E
−1
f .

t(JH) = δλ(K)E(K, JH).

aller à 7.

➤ θo = θj0 , j0 ∈ Jsup

t(j0) = −signe(ℓj0 ) ; t(Jsup \ j0) = 0 ; t(Jf) = 0 ; δλ(KH) = 0.

δλ′(Kf) = −
(
t′(Jsup).A

−1
supA(I, Jf), 0

)
E−1

f .

t′(JH) = t′(Jsup).A
−1
supA(I, JH) + δλ′(Kf).E(Kf, JH).

aller à 5.

➤ θo = θj0 , j0 ∈ Jf

t(j0) = −sing(ℓj0 ) ; t(Jf \ j0) = 0 ; t(Jsup) = 0 ; δλ(KH) = 0.

δλ′(Kf) = (t(Jf), 0)
′ .E−1

f .

t′(JH) = δλ′(Kf).E(Kf, JH).

aller à 6.

5. — Si ∃ j1 ∈ Jf \ t′(Jsup).A−1
supA(I, j1) ̸= 0, alors :

Jsup1 = (Jsup \ j0) ∪ j1 , Jf1 = (Jf \ j1) ∪ j0 et Kf1 = Kf. Faire comme
dans le cas θo = θj0 , j0 ∈ Jf
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si : σo = σj∗ , alors : Jsup = Jsup1 , Jf = (Jf1 \ j0)∪ j∗ et Kf = Kf1 .

si : σo = σk∗ , alors : Jsup = Jsup1 , Jf = Jf1 \ j0 et Kf = Kf \ k∗.

— sinon : t′(Jsup).A−1
supA(I, j1) = 0, pour tout j1 ∈ Jf alors : σo = σj∗ , et :

Jsup = (Jsup \ j0) ∪ j∗ , Jf = Jf et Kf = Kf.

Aller à 2.

6. Calculer σo

• σo = σj∗ : Jsup = Jsup, Jf = (Jf \ j0) ∪ j∗ et Kf = Kf.

• σo = σk∗ : Jsup = Jsup, Jf = Jf \ j0 et Kf = Kf \ k∗.

Aller à 2.

7. Calculer σo

• σo = σj∗ : Jsup = Jsup, Jf = Jf ∪ j∗ et Kf = Kf ∪ k0 .

• σo = σk∗ : Jsup = Jsup, Jf = Jf et Kf = (Kf \ k∗) ∪ k0 .

Aller à 2.
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4.7 Application numérique

Pour illustrer l’algorithme proposé, on va faire une application numérique du
problème (4.1) (pour : ε = 0), tel que :

C =


−1 3 1 0

0 −2 0 1

0 1 −1 0

, x =


x1

x2

x3

x4

, α =


2

0

−1

, A =


−2 0 1 2

−1 −3 0 1

0 2 1 −1

,

b =


2

−3

2

, d∗ =


−1

−2

0

1

 et d∗ =


3

2

4

5

.

Soit le vecteur (x1)′ = (1,−1, 1, 1) qui satisfait les contraintes (4.1c). Cependant
Ax ̸= b, alors ∃ γ ∈ R3 tel que : x′ = (x1, |γ|)′ = (1,−1, 1, 1, 1, 6, 4) est une solution
réalisable, donc Jsup = {5, 6, 7}, Jf = ∅ et Kf = {3}.
Nous commençons le processus de résolution, avec {x,Qsup} comme SRS de départ.
Comme β (x,Qsup) = 23M > ε, on va continuer le processus de résolution ( les
tableaux ci-dessous résume les résultats d’une itération, les cellules encadrées repré-
sentent les pas θo et σo et après chaque itération, nous poserons x = x, Qsup = Qsup ).

— Itération 1 :

Tableau 4.1

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 1 M -2 \ ∞ 5
7

-2
M

2
0 0 \

2 -1 -5M-1 3 \ 4
6

−4
7

0 ∞ 0 0 \

3 1 -2M+1 3 \ \ 10
7

1 2M-1 1 0 ∞

4 1 0 0 \ \ 1 2 ∞ \ \ \

5 1 0 -7
1

7
\ 0 1 \ \ \ \

6 6 0 -7 6
7

\ 5 0 \ \ \ \

7 4 0 -9 4
9

\ 19
7

0 \ \ \ \

β (x,Qsup) =
138
7
M > ε, on aura : Jsup = {1, 6, 7} , Jf = ∅ et Kf = {3} .
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— Itération 2 :

Tableau 4.2

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 5
7

0 9
7

16
9

∞ 7
6

0 \ 0 0 \

2 −4
7

-5M-1 18
7

\ 11
18

1
3

2 5
2
M + 1

2
0 0 \

3 10
7

−3
2
M + 1 18

7
\ \ 7

3
1 3

2
M − 1 1 0 ∞

4 1 M 0 \ \ 1 -1 M \ \ \

5 0 1
2
M 0 \ \ 0 0 ∞ \ \ \

6 5 0 -9 5
9

\ 11
6

0 \ \ \ \

7 19
7

0 −54
7

19

54
\ 0 1 \ \ \ \

β (x,Qsup) =
117
7
M , β (x,Qsup) =

65
6
M , on aura : Jsup = {1, 6, 4}, Jf = ∅ et

Kf = {3}.

— Itération 3 :

Tableau 4.3

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 7
6

0 35
6

11
35

31
5

3 0 \ 0 0 \

2 1
3

-3M-1 5
3

\ 4
5

6
7

3 M+1
3

0 0 \

3 7
3

−1
2
M + 1 5

3
\ \ 20

7
1
2

M − 2 1 0 ∞

4 1 0 5 5
4

\ 18
7

0 \ \ \ \

5 0 1
2
M 0 \ \ 0 1

2
∞ \ \ \

6 11
6

0 −35
6

11

35
\ 0 1 \ \ \ \

7 0 M 0 \ \ 0 0 ∞ \ \ \
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β (x,Qsup) = 35
6
M , β (x,Qsup) = 4M , on aura : Jsup = {1, 3, 4}, Jf = ∅ et

Kf = {3} .

— Itération 4 :

Tableau 4.4

N xj Ej ℓj θj θk xj tj σj λk δλk σk

1 3 0 −8 1
2

13
6

12
13

0 \ 0 0 \

2 6
7

-7 8
7

\ 27

104
15
13

13
7

13
0 1 \

3 20
7

0 −48
7

5
12

\ 14
13

0 \ 1 -1 1

4 18
7

0 −32
7

11
32

\ 18
13

0 \ \ \ \

5 0 M − 1 0 \ \ 0 2 ∞ \ \ \

6 0 M-2 0 \ \ 0 4 ∞ \ \ \

7 0 M 0 \ \ 0 -1 M \ \ \

β (x,Qsup) = 8, β (x,Qsup) = 77
13

; on aura : Jsup = {1, 3, 4} , Jf = {2} , et
Kf = {3, 2}.

— Itération 5 :

Ainsi, avec cette dernière SRS, on trouvera : β (x,Qsup) = 0, et comme :
x′
µ = (0, 0, 0) ⇒ {x,Qsup} est une (SR-S) optimal, avec :

xo = (0.9230, 1.1538, 1.0769, 1.3846)
′ ,

F (xo) = (5.6153,−0.9230,−0.9230)
′ ⇒ min F (xo) = 0.9230.

On a résolut l’exemple numérique en quatre itérations et on a comparé ces résultats
sous Matlab en utilisant la fonction minimax, et on a trouvé les mêmes résultats.
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4.8 Comparaison avec la fonction fminimax de Mat-

lab

4.9 La fonction F sur Matlab

1 function f = myfun5(x) % la fonction objective

2
3 % Les fonctions :

4 f(1)= ( -x(1) + 3*x(2) + x(3) + 2)*(-1) ; % la

fonction 01

5 f(2)= ( - 2*x(2) + x(4) )*(-1); % la

fonction 02

6 f(3)= ( x(2) - x(3) - 1)*(-1) ; % la fonction

03

7 end

4.10 Contraintes

1 clear all; clc ;

2
3 % La matrice des contraintes essentielles A :

4 aq= [-2 0 1 2

5 -1 -3 0 1

6 0 2 1 -1];

7 % Le vecteur b:

8 bq =[2; -3;2];

9 % Le vecteur d_{*} :

10 lb =[ -1;-2 ;0;1];

11 % Le vecteur d^{*} :

12 ub =[ 3;2 ;4;5];

13 % La solution realisable initiale :

14 x0 = [0; 0; 0;0];

15 % Le code de la fonction sur Matlab :

16 [x,fval ,maxfval] = fminimax (@myfun5 ,x0 ,[],[],aq,bq ,lb,ub)
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Local minimum possible. Constraints satisfied.

fminimax stopped because the size of the current search direction is less than

twice the default value of the step size tolerance and constraints are

satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

x =

0.9231

1.1538

1.0769

1.3846

fval =

-5.6154 0.9231 0.9231

maxfval =

0.9231



Conclusion générale

Dans cette thèse, tout en gardant la spécificité du min-max et en s’inspirant de
la méthode adaptée, on a pu développer un algorithme pour résoudre des problèmes
de min-max en programmation linéaire. L’algorithme est basé sur : l’incrémenta-
tion de la fonctionnelle, que nous avons établie grâce à une autre solution réalisable
arbitraire. De là, on a déduit la valeur de sub-optimalité qui s’avérera par la suite
importante et plus pratique dans la résolution des problèmes ; ainsi que, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour l’optimalité de la solution réalisable de support
ont été définies et regroupées dans un critère appelé le critère d’optimalité, en plus
de la démonstration de ce critère, on a donné le critère de sub-optimalité qui nous
permet d’optimiser la fonction objective pour déterminer la solution réalisable opti-
male ou ε-optimale, ce qui est le plus fréquent à trouver dans la vie pratique, aussi,
ce dernier critère, nous permet d’arrêter le processus de résolution à un critère donné
choisi au départ.

Au premier chapitre, on a résolu par la méthode adaptée un problème classique
de programmation linéaire avec des contraintes simples. Au deuxième chapitre, on a
résolu par la méthode adaptée aussi, un problème de min-max avec des contraintes
directes seulement. Au troisième chapitre, on a généralisé le problème du chapitre 2
en ajoutant les contraintes générales de type égalités et on l’a résolu directement sans
apporter des modifications grâce à l’algorithme que nous avons proposé. Et enfin au
quatrième chapitre, on a résolu un problème de min-max en programmation linéaire,
avec des matrices de contraintes générales de rang quelconque, et de types inégalités ;
par la suite on a donné des exemples numériques, pour illustrer l’algorithme proposé
et les résultats trouvés ont été comparés et vérifiés à ceux trouvés avec le logiciel
Matlab, ainsi, dans le dernier exemple on a choisi un support du problème sans
que le support des contraintes n’est vide ; cependant, le choix du support de départ
s’avert important, parce que avec un support de départ optimal, on peut trouver la
solution réalisable optimale en seulement une itération. Enfin, comme l’ont montrés
les exemples numériques, la méthode adaptée reste une des méthodes de résolution
en programmation linéaire la plus utilisée, du fait de sa vitesse de convergence.

80
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Comme perspective, il est souhaitable dans les futurs travaux de recherches
d’étendre l’algorithme proposé à la résolution de problème min-max à un grand
nombre de paramètres, modifier l’algorithme afin d’utiliser la technique du pivotage
pour le calcul de la matrice des estimations ou de le développer et de l’appliquer
pour l’optimisation de systèmes dynamiques linéaires en contrôle optimal, et aussi,
à grand nombre de paramètres et à commandes vectorielles.
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Résumé : Parmi les problèmes de la programmation linéaire (PL) on trouve
les problèmes de min-max qui occupent une place importante, car ils permettent
de résoudre un grand nombre de problèmes d’optimisation, dans divers domaines
scientifiques. Dans cette thèse, on propose un algorithme de résolution pour résoudre
ces types de problèmes. Celui ci consiste à trouver le maximum du minimum d’une
fonction en un temps d’exécution minimum, il est construit à partir du principe de la
méthode adaptée, qui est basé sur le concept de la matrice de support du problème.
Les conditions nécessaires et suffisantes de l’optimalité d’une solution réalisable de
support ont été établies et le critère de sub-optimalité a été donné.

Cet algorithme résout directement le problème tel qu’il a été posé au départ, ce
qui nous permet de garder la spécificité du min-max et d’éviter l’inconvénient de
l’augmentation du nombre des variables et des contraintes, ceci s’avèrera important
pour la vitesse de convergence de la méthode. Ses performances ont été testés sur
des exemples numériques.

Mots clés : programmation linéaire, problème min-max, méthode adaptée, cri-
tère de sub-optimalité, changement de support, optimisation, solution réalisable,
critère d’optimalité.

Abstract : Min-max problems occupies an important place linear programming
(LP), as it addresses a large number of optimisation problems, in various fields of
science. In this thesis, an algorithm using adaptive method is proposed for solving
the min-max problem in linear programming. It consists on finding the maximum of
the minimum of a function (where the essential constraints are in equality and the
direct constraints are bounded) in a minimum execution time. A solving algorithm is
built using the principle of the adaptive method and it is based on the concept of the
support matrix of the problem. Necessary and sufficient conditions for the optimality
of a support feasible solution are established and suboptimality criterion is derived.
This algorithm allows to solve directly the considered problem, without modifying
it and avoids the drawbacks of the increase in the number of the variables and the
constraints, thus, improve the convergence speed of the method. Its performance is
tested on a numerical example.

Keywords : linear programming, min-max problem, adaptive method, subop-
timality estimate, change of support, optimization, feasible solution, optimality cri-
terion.
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