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ce mémoire.

A tous merci.

i



TABLE DES MATIÈRES
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1.2.3 Efficacité (Pareto optimalité) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La théorie des jeux est un domaine des mathématiques qui s’intéresse aux interactions

stratégiques des agents (appelés ”joueurs”). Les fondements mathématiques de la théorie

moderne des jeux sont décrits autour des années 1920 par Ernst Zermelo (mathématicien

allemand) dans l’article Über eine Anwendung der Mengenlehre auf die Théorie des

Schachspiels, et par Émile Borel dans l’article ”La théorie du jeu et les équations intégrales

à noyau symétrique”. Ces idées sont ensuite développées par Oskar Morgenstern et John

von Neumann en 1944 dans leur ouvrage Theory of Games and Economic Behavior qui est

considéré comme le fondement de la théorie des jeux modernes.

Les jeux coopératifs sont des modèles de situations où les joueurs peuvent former des

coalitions pour atteindre ensemble un objectif donné. En supposant qu’il est plus avanta-

geux pour les joueurs de travailler ensemble, une question naturelle est de savoir comment

répartir la récompense de la collaboration entre les joueurs de manière à assurer la stabilité

de la grande coalition, c’est-à-dire en évitant qu’un sous-groupe de joueurs ne se sépare

pour former sa propre coalition et augmenter son gain total. Les concepts de solution dans

les jeux coopératifs fournissent les moyens d’y parvenir.

Le nucléole est l’une des solutions importantes dans la théorie des jeux coopératifs à

n-personnes avec des utilités transférables. Dans l’ensemble des solutions efficaces et

individuellement rationnelles, le nucléole cherche le résultat qui minimise le malheur de la

coalition la plus malheureuse (sentiment d’insatisfaction), de la deuxième coalition la plus

malheureuse,...etc.

D.Schmeidler (1969) a prouvé que sur cet ensemble de résultats, appelés les imputations,
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le nucléole est unique sous conditions de régularités.

En s’inspirant du nucléole, M.Justman à défini le nucléole généralisé pour un en-

sembles de fonctions linéaires à minimiser sous des contraintes linéaires d’inégalités.

Ce travail est basé sur l’article de Irinel Drangan [5] qui propose de résoudre un

problème linéaire multiobjectifs par le nucléole généralisé, nous montrons comment un tel

problème peut être résolu, en donnant une méthode de recherche de nucléole généralisé

où une certaine théorie de dualité est utilisée. Pour faire, nous avons élaboré le plan

suivant : au premier chapitre nous présenterons un rappel sur la programmation linéaire

mono et multiobjectifs. Nous rappelons des définitions de base (Formalisation de problème,

Dominane, efficacité...) et quelques méthodes de résolutions (méthode lexicographique,

ε− contrainte, somme pondéré...). Au deuxième, nous étudierons les jeux dits ”coopératifs”

dans lequel le but d’un agent (joueur, participant...) est de maximiser son utilité espéré.

On introduira dans cette partie différents conceps de solutions tel que le coeur et le nucléole.

Quand au troisième chapitre, il est consacré à la présentation d’une autre méthode de

résolution d’un problème linéaire multiobjectifs par un concept de la théorie des jeux

coopératifs.

Le mémoire se termine par une conclusion générale et les principales référence bibliogra-

phique.



CHAPITRE 1

L’OPTIMISATION LINÉAIRE MONO ET

MULTIOBJECTIFS

Introduction

L’optimisation multiobjectifs est un axe de recherche très important à cause de la na-

ture multiobjectifs de la plupart des problèmes réels. Les premiers travaux menés sur les

problèmes multiobjectifs furent réalisés au 19ème siècle sur des études en économie par Ed-

geworth et généralisés par Pareto.

L’optimisation multiobjectifs est un domaine fondamental de l’aide à la décision multicritère,

auquel de nombreux milieux scientifiques et industriels se doivent faire face, la résolution d’un

problème d’optimisation multiobjectifs consiste à déterminer la solution correspondant au

mieux aux préférences du décideur parmi les solutions de bone compromis.

Dans la plupart des problèmes du monde réel, il ne s’agit pas d’optimiser seulement un seul

critère mais plutôt d’optimiser simultanément plusieurs critères et qui sont généralement

conflictuels. Dans les problèmes de conception, par exemple, il faut le plus souvent trouver

un compromis entre des besoins technologiques et des objectifs de coût. L’optimisation mul-

tiobjectifs consiste donc à optimiser simultanément plusieurs fonctions. La notion de solution

optimale unique dans l’optimisation uni-critère disparait pour les problèmes d’optimisation

multiobjectifs au profit de la notion d’ensemble des solutions Pareto optimales.

Lorsqu’un seul objectif (critère) est donné, le problème d’optimisation est mono-objectif.

Dans ce cas la solution optimale est clairement définie, c’est celle qui a le coût optimal

(minimal, maximal).
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1.1 Rappel sur la programmation linéaire

1.1.1 Définitions et formalisation du problème

Définition 1.1 (Programme mathématique). Est un problème d’optimisation d’une fonction

objectif de plusieurs variables en présence de contraintes.

Définition 1.2 (Programme linéaire). Un programme linéaire (PL) est un problème d’op-

timisation consistant à maximiser (minimiser) une fonction objectif linéaire à n variables

soumises à un ensemble de contraintes exprimées sous forme d’équations ou d’inéquations

linéaires.

Forme générale d’un programme linéaire

Le modèle mathématique de (PL) peut se mettre sous la forme suivante :

1. maximiser ou minimiser Z =
∑n

j=1 cjxj

2.
∑m

i=1 aijxj ≤ bi (ou ≥), ∀i = 1, ...,m

3. xj ≥ 0 ∀j = 1, ..., n

Le programme comporte :

• la fonction objectif à optimiser

• m contraintes d’égalités ou d’inégalités

• n variables non négatives dites variables de décision

• le coefficient de côut de la variable xj est noté cj, celui de la variable xj dans la contrainte

i est noté aij

• la contrainte i a un second membre constant bi

• les contraintes simples de positivité ne sont pas incluses dans les m contraintes

Forme canonique Forme Standard
Optimiser Z =

∑n
j=1 cjxj Optimiser Z =

∑n
j=1 cjxj

S.C :
∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m (resp ≥) S.C :
∑n

j=1 aijxj = bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0 xj ≥ 0
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Remarque 1.1.

• On peut toujours écrire un problème canonique sous forme standard et vis versa.

• Les problèmes de minimisations et de maximisations sont équivalents puisque

minZ = −max(−Z)

maxZ = −min(−Z)

1.1.2 La notion de dualité

La notion de dualité est un aspect très important de la programmation linéaire. Elle fut

développée par John Newmann en 1947 où il a démontré qu’à tout modèle linéaire qu’on

appelle programme primal (P) correspond un autre appelé programme dual (D).

Problème dual d’un problème de programmation linéaire

Considérons le problème de (PL) suivant :

(PL)=


Maximiser Z =

∑n
j=1 cjxj

S.C∑n
j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

Son dual est le programme linéaire suivant :

(D)=


Minimiser W =

∑m
i=1 biyi

S.C∑m
i=1 aijyi ≥ cj, j = 1, ..., n

yi ≥ 0, i = 1, ...,m

On constate que les deux programmes comportent les mêmes éléments, mais arrangés de

manière différente. Les relations suivantes existent entre les deux programmes.

Relations entre le primal et le dual (Forme canonique) :

1. Si la fonction objectif du primal doit être maximisée, celle du dual doit être minimisée

(et inversement).

2. Les coefficients cj de la fonction objectif du primal deviennent les seconds membres des

contraintes du dual alors que les seconds membres des contraintes du primal deviennent

les coéfficients des variables duales dans la fonction objectif.

3. Les coefficients des variables dans les contraintes du dual sont ceux du primal mais

transposés (les coefficients de la ligne i = k du primal deviennent les coéfficients de la

colonne j = k du dual).
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4. A chaque contrainte du primal de type ≤, lui correspond une variable duale de signe

≥ 0.

5. A chaque variable de décision non négative dans le primal, lui correspond une contrainte

de type ≥ dans le dual.

6. La dualité est une notion symétrique. L’un des programmes au choix est appelé le

programme primal et l’autre le programme dual.

7. Le dual du dual est le programme primal.

Définition du dual dans le cas général

Evidemment, on peut définir le dual de programme linéaire quelconque. Le tableau sui-

vant résume les correspondances entre primal et dual et permet d’écrire directement le dual

d’un programme linéaire quelconque.

Z = (max)CTx W = (min)bTy
ième contrainte ≤ variable yi ≥
ième contrainte ≥ variable yi ≤
ième contrainte = yi ∈ R

xj ≤ 0 jème contrainte ≤
xj ≥ 0 jème contrainte ≥
xj ∈ R jème contrainte =

Relations de dualité

• Soient x et y des solutions réalisables respectivement du primal et du dual. Si ctx = ytb

alors, x et y sont des solutions optimales.

• Si un problème possède une valeur optimale infinie, son dual n’a pas de solutions.

Propriété 1.1 (Dualité faible). Si x et y sont des solutions réalisables respectivement du

primal (P) et de son dual (D), elles vérifient Ctx ≤ ytb

Propriété 1.2 (Dualité forte). Si le problème primal possède une solution optimale, alors

il en est de même pour le problème dual et de plus, les deux problèmes ont la même valeur

optimale Z∗ = W ∗.

Conditions de complémentarité des écarts :

Soient x solution réalisable et y solution optimale respectivement au programme primal

et dual si et si seulement si :

• yi(bi −
∑n

j=1 aijxj) = 0, i = 1, ...,m
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• (
∑m

i=1 aijyi − cj)xj = 0, j = 1, ..., n

Définition 1.3.

• Combinaison linéaire convexe. Soient v1, v2, . . . . . . , vp, des éléments d’un espace vec-

toriel. On appelle combinaison linéaire convexe de ces vecteurs le vecteur

V = α1v1 + α2v2 + ......+ αpvp, où ai ≥ 0 et

p∑
i=1

ai = 1

. • Point extrême. v ∈ C ( une partie de l’espace qui est convexe) est dit point extrême si

v ne peut pas être exprimé comme combinaison linéaire convexe de deux points de C.

• Solution. Tout ensemble Xj qui satisfait les m contraintes (contraintes essentielles).

• Solution réalisable. Tout ensemble Xj qui satisfait les contraintes essentielles et les

contraintes de positivités.

• Régions des solutions réalisables. L’ensemble des solutions réalisables.

• Solution optimal. Est une solution réalisable et qui réalise le minimum ou le maximum.

1.1.3 Méthodes de résolution

Méthode graphique :

Est aussi appelée résolution géométrique, elle est utilisé généralement pour des (PL) sous

forme canonique à deux variables.

Démarche à suivre pour la résolution graphique :

• On reporte sur un graphique chacune des contraintes du modèle et on détermine la région

commune à l’ensemble de ces contraintes. Cette région si elle existe constitue la région des

solutions réalisables.

• On détermine les coordonnées des points extrêmes de la région des solutions réalisables,

soit en les localisant directement sur le graphique en résolvant les équations des droites qui

se coupent.

• On substitue ensuite les coordonnées de chaque point extrême dans l’expression de la

fonction objectif. Le point extrême qui optimise la fonction objectif correspond à la solution

optimale.

Exemple 1.1. soit le problème linéaire suivant :
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max Z = 3x1 + 2x2

S.C


2x1 + x2 ≤ 18
4x1 + 3x2 ≤ 42
3x1 + x2 ≤ 24
x1, x2 ≥ 0

Solution :

Sommet Coordonnées (x1, x2) Valeur objectif Z
A (0, 0) 0
B (0, 14) 28
C (3, 12) 33
D (6, 6) 30
E (8, 0) 24

Remarque 1.2. Après l’évaluation de la fonction objectif (3x1 + 2x2) en chacun des points

(résultat qu’on recueillie dans le tableau ci-dessus).

Comme le point C fournit la plus grande valeur à la fonction Z et l’objectif c’est de maximiser,

ce point représente la solution optimale : Z = 33 avec x1 = 3 et x2 = 12
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Figure 1.1 –

Méthode du simplexe :

L’algorithme du simplexe est une méthode générale de résolution des programmes linéaires

dont les fondements ont été énoncés et publiés en 1947 par G.Danzig. C’est une technique

informatique d’une grande richesse conceptuelle et d’une extraordinaire éfficacité qui résulte

d’expériences établies par la résolution de milliers de problèmes pratiques (qui trouvaient

d’ailleurs leurs origines dans des secteurs variés de la vie économique), pouvant se modéliser

comme des programmes linéaires. De plus, la méthode du simplexe avait une certaine pro-

fondeur mathématique et se révélait un outil de démonstration de résultats théoriques nou-

veaux, elle apporte donc cette fameuse synthèse ”théorique-pratique” qui donne à la re-

cherche opérationnelle et à la programmation linéaire, en particulier, ses premières lettres

de noblesse en tant que discipline scientifique.
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Principe de la méthode du simplexe

1. Déterminer une première solution de base réalisable, cette solution initiale sert de

départ au cheminement vers la solution optimale si elle existe.

2. Si la solution obtenu en 1 n’est pas optimale déterminer une autre solution de base

réalisable qui permettrait d’améliorer la fonction objectif (augmentation pour une

maximisation ou diminuation pour une minimisation).

3. On répète cette procédure itérative jusqu’à ce qu’il ne soit plus possible d’améliorer la

fonction objectif. La dernière solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale au programme linéaire.

Tableau du simplexe

Cj C1 C2 .... Cm Cm+1 .... Cj .... Cn
CB base x1 x2 .... xm xm+1 .... xj .... xn bi
C1 x1 1 0 .... 0 a1,m+1 .... aj .... an b1
C2 x2 0 1 .... 0 a2,m+1 b2

....
Cm xm 0 0 .... 1 am,m+1 .... amj .... amm bm
Zj Z1 Z2 Zm Zm+1 .... Zj .... Zn Z

Cj − Zj C1 − Z1 C2 − Z2 Cm − Zm .... .... Cj − Zj .... Cn − Zn

Choix de la variable entrante :

– Cas du max :correspond à la variable de la plus grande valeur de Cj−Zj avec Cj−Zj > 0

– Cas du min :correspond à la variable de la plus petite valeur de Cj−Zj avec Cj−Zj < 0

Choix de la variable sortante :

Dans les deux cas (min ou max) elle correspond à la variable de la plus petite valeur de bi
uir

avec uir > 0 (bi est la valeur de la solution de base, uir représente les aij de la colonne de la

variable entrante).

Critère d’arrêt

Nous arrêtons la procédure lorsque nous obtenons le critère d’optimalité. L’algorithme du

simplexe s’arrête lorsque :

• Cj − Zj ≤ 0, j ∈ Jh : pour un problème de maximisation.

• Cj −Zj ≥ 0, j ∈ Jh : pour un problème de minimisation (Jh est l’ensemble des indices des

variables hors base).
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Figure 1.2 – Organigramme de l’algoritme du simplexe ”Maximisation”
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1.2 L’optimisation multiobjectifs linéaire

1.2.1 Concepts de base

Formulation du problème

Comme le suggère son nom un problème d’optimisation linéaire multiobjectifs, mul-

ticritères où vectorielles consiste à optimiser plusieurs fonctions simultanément qui sont

généralement conflictuelles ou contradictoires, notées Zi, (i = 1, ..., r) avec r ≥ 2

(MOLP)


”Optimiser” Z(x) = {Z1(x), Z2(x), ..., Zr(x)}
S.C
x ∈ S

où : r ≥ 2 est le nombre de fonctions objectifs.

Zi linéaires.

X = (x1, x2, ..., xn) vecteur représentant les variables de décision,

S = {x ∈ Rn /Ax ≤ b, x ≥ 0} représente l’ensemble des solutions réalisables associées à

des contraintes d’égalités, d’inégalités et des bornes explicites (espace de décision),

A ∈ Rm×n; b ∈ R.

Z(x) = (Z1(x), ..., Zr(x)) vecteur des critères à optimiser.

Zi, i ≤ r est la fonction à valeur réelle du vecteur de décision.

L’ensemble Y = Z(S) représente les points réalisables dans l’espace des critères (espace

objectif), et Z = (Z1(x), ..., Zr(x)) avec Yi = Zi représente un point de l’espace des critères.

Remarque 1.3. Le symbole ”.” signifie qu’il n’est généralement pas possible de trouver dans

S une action qui optimise simultanément les r critères. Ainsi de cette façon, un problème

multicritères est correctement formulé par rapport à la realité concernée par le problème de

décision.
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Figure 1.3 – Espace décisionnel et espace objectif d’un problème d’optimisation Multiob-
jectifs

Exemple 1.2. Soit le problème multiobjectifs suivant :

(MOLP)



minimiser Z1 = −3x1 − 8x2
minimiser Z2 = 5x1 + 4x2
S.C

2x1 + 6x2 ≤ 27
3x1 + 2x2 ≤ 16
4x1 + x2 ≤ 18
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

l’espace decisionnel est donné par la figure 1.4
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Figure 1.4 –

L’espace des critères est donné par la figure 1.5 où les sommets sont obtenus comme suit :

YA = Z(A) = (Z1(A), Z2(A)) = (0, 0)

YB = Z(B) = (Z1(B), Z2(B)) = (−13.5, 22.5)

YC = Z(C) = (Z1(C), Z2(C)) = (−28, 28)

YD = Z(D) = (Z1(D), Z2(D)) = (−37, 29)

YE = Z(E) = (Z1(E), Z2(E)) = (−36, 18)
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Figure 1.5 –

1.2.2 Dominance

À la fin du 19ème sciècle l’économiste Vilfiedo pareto formule un concept d’optimalité

qui porte son nom Optimalité au sens de Pareto (Pareto optimality) qui constitue les

origines de la recherche sur l’optimisation multicritères, où la notion d’optimalité habituelle

(optimum globale) n’a aucun sens ( voir [3] ).

Remarque 1.4. Les définitions et les relations qui suivent sont données pour un problème

de minimisation.

Définition 1.4 (Dominance). Soient deux vecteurs critères Z,Z ′ ∈ Y
On dit que le vecteur Z domine Z ′ si et seulement si :

• Z ≤ Z ′ et Z 6= Z ′ ( c’est-à-dire Zi ≤ Z ′i pour tout i = 1, ..., r et Zj < Z ′j pour au moins

un indice j)

D’une manière équivalente, nous avons : un vecteur Z est meilleur qu’un vecteur Z ′ au sens

de Pareto si et seulement si :

• les composantes de Z sont meilleures ou égales que les composantes de Z ′,

• au moins une composante de Z est strictement meilleure que la composante de Z ′
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Définition 1.5 (Dominance forte). Soient deux vecteurs critères Z,Z ′ ∈ Y
On dit que le vecteur Z domine fortement Z ′ si et seulement si :

• Z < Z ′ ( c’est-à-dire Zi < Z ′i pour tout i = 1, ..., r ), si Z domine fortement Z ′, alors

Z est strictement meilleure que Z ′ pour tous les critères (toutes les composantes de Z sont

strictement meilleure que les composantes de Z ′

Définition 1.6 (Dominance faible). Soient deux vecteurs critères Z,Z ′ ∈ y
On dit que le vecteur Z domine faiblement Z ′ si et seulement si :

•Z ≤ Z ′ ( c’est-à-dire Zi ≤ Z ′i ∀i = 1, ..., r)

Notons que pour toute paire de vecteurs u et v un et un seul des cas suivants peut se

présenter :

• u domine v.

• u est dominé par v.

• u et v sont équivalents au sens de Pareto.

Les solutions équivalentes au sens de Pareto sont appelées aussi, solutions non-dominées.

Propriété de la relation de dominance

La relation binaire de dominance notée ≺ :

• N’est pas reflexive car un vecteur ne se domine pas lui même.

• Est asymétrique ⇔ ∀u, v : u ≺ v ⇒ v ⊀ u.

• Est transitive, car si u ≺ v et v ≺ w alors u ≺ w.

Définition 1.7. Une relation binaire ”≺” est dite relation d’ordre partiel strict si elle est

asymétrique et transitive.

1.2.3 Efficacité (Pareto optimalité)

Définition 1.8 (Efficacité). Une solution x∗ ∈ S est dite solution efficace (efficient solution)

ou solution Pareto optimale pour le problème multiobjectifs si et seulement s’il n’existe pas

de x ∈ S (une solution réalisable) tel que Z(x) domine Z(x∗)

Remarque 1.5. Les solutions efficaces sont aussi connues sous le nom de solutions ”Pareto

optimales, ou de compromis”.

Définition 1.9 (Efficacité faible). Une solution x∗ ∈ S est faiblement efficace si et seulement

si il n’existe pas de x ∈ S tel que Zi(x) ≤ Zi(x
∗) pour tout i = 1, ..., r avec Zj(x) <
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Zj(x
∗) pour un certain j

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critère est faiblement non dominé.

Définition 1.10 (efficacité forte). Une solution x∗ ∈ S est fortement efficace si et seulement

si il n’existe pas de x ∈ S tel que x 6= x∗ et Zi(x) < Zi(x
∗).

Une solution est fortement efficace si son vecteur critère est fortement non dominé.

Remarque 1.6.

Dans l’espace réalisable l’ensemble des solutions efficaces ou Pareto-optimales du

problème((MOLP)) est appelé l’ensemble de Pareto.

Résoudre un problème multiobjectifs (MOLP) revient à trouver :

• Soit l’ensemble des solutions efficaces (ensemble de Pareto).

• Soit l’ensemble des vecteurs non dominés (Front de Pareto)

Définition 1.11 (Le point idéal). Le vecteur idéal Z∗ = (Z∗1 , Z
∗
2 , ..., Z

∗
r ) est le vecteur qui

optimise chacune des fonctions objectifs Zi, i.e : Z∗i = {min(Zi(x)), x ∈ S}.
Il est clair que si le vecteur idéal est réalisable, il est la solution du problème ((MOLP)),

mais ce n’est pas en général possible à cause des conflits qui existent entre les critères.

Définition 1.12 (Le point anti-idéal). Le vecteur Z∗ = (Z∗1 , Z
∗
2 , ..., Z

∗
r ) défini par :

Z∗i = {max(Zi(x)), x ∈ S} est le point anti-idéal.

Définition 1.13 (Front de Pareto). C’est l’ensemble des vecteurs de décision qui ne sont

pas dominées
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Figure 1.6 –

1.2.4 Quelques méthodes de résolution des problèmes multiob-
jectifs

Méthode des contraintes

Elle est aussi dite méthode de compromis ou ε-contrainte. Elle transforme un problème

d’optimisation multiobjectifs en un problème d’optimisation mono-objectif de la façon

suivante :

• choisir un objectif à optimiser prioritairement,

• choisir un vecteur de contraintes initiales ε,

• transformer le problème en gardant l’objectif prioritaire et en transformant les autres

objectifs en contraintes d’inégalités comme suit :

(PC)


minimiser Zj(x)
S.C Zi(x) ≤ εi, i = 1, ..., r; i 6= j
x ∈ S

Les relations entre la solution optimale x∗ du problème de contraintes et l’optimalité de

Pareto d’un problème de programmation linéaire multiobjectifs peut être caractérisé par le

théorème suivant :
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Théorème 1.1. Si x∗ ∈ S est une solution optimale du problème(PC) pour certains εi, i =

1, ..., r; i 6= j, alors x∗ est une solution optimale de Pareto pour un problème (MOLP)

Exemple 1.3. Considérons l’exemple 1.2. Le problème de contrainte pour j = 1 devient :

(Pc)



minimiser Z1 = −3x1 − 8x2
S.C

2x1 + 6x2 ≤ 27
3x1 + 2x2 ≤ 16
4x1 + x2 ≤ 18
Z2 = 5x1 + 4x2 ≤ ε2
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

Ici, par exemple, si nous choisissons ε2 = 18, comme illustré ci-dessus, alors, la solution

optimale à ce problème de contraintes se situe au point extrême E(−36, 18) par conséquent,

donne une solution optimale de Pareto x∗ = (0, 4.5). Si nous choisissons un autre ε2 = 14

on obtient le point extrême (Z1, Z2) = (−28, 14), dont la solution optimale de Pareto est lr

point x∗ = (0, 3.5)
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Figure 1.7 –

Méthode d’agrégation par pondération

Dans cette méthode le but consiste à ramener le problème multiobjectifs à un problème

mono-objectif plus simple à traiter (voir [10] ). Cette méthode est la plus simple des

méthodes d’optimisation multiobjectifs. La transformation que l’on effectue est la suivante :

(Pw)

{
Minimiser wZ(x) =

∑r
i=1wiZi(x),

avec x ∈ S, wi ∈ [0, 1] et
∑r

i=1wi = 1

wi : appelé le poid de Zi(x), differents poids fournissent différentes solutions.

Théorème 1.2. Si x∗ ∈ S est une solution du problème (Pw) pour certain w > 0, alors x∗

est une solution optimale au sens de Pareto du problème linéaire multiobjectifs.

Exemple 1.4. Considérons toujours l’Exemple 1.2. Le problème (Pw) pour w = (w1, w2)

devient :
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(Pw)



minimiser wZ(x) = w1(−3x1 − 8x2) + w2(5x1 + 4x2)
S.C

2x1 + 6x2 ≤ 27
3x1 + 2x2 ≤ 16
4x1 + x2 ≤ 18
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

Choisissons w1 et w2 tel que w1 + w2 = 1, par exemple, w1 = 0.4 et w2 = 0.6 on obtient

alors, wZ(x) = 1.8x1 − 0.8x2

Comme le montre la figure 1.8 , on peut facilement comprendre que la résolution du

problème de pondération correspondant donne le point extrême E(0, 4.5) comme solution

optimale de Pareto. En outre, comme deux cas extrêmes, si nous fixons w1 = 1, w2 = 0

et w1 = 0, w2 = 1, à partir de la figure ci-dessus, les solutions optimales des problèmes de

pondération correspondants deviennent les points extrêmes D(3, 3.5) et A(0, 0), respective-

ment. Dans ces cas, bien que la condition w > 0 du théorème 1.2 ne soit pas satisfaite, on

peut voir sur la figure ci-dessus que ces deux points extrêmes sont des solutions optimales

de Pareto.

Remarque 1.7.

• Les poids wi et les seuils de satisfaction εi sont fixés par le décideur.

• En faisant varier les points wi et εi dans les deux méthodes on peut générer un sous-

ensembles de l’ensemble des solutions efficaces du (MOLP).
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Figure 1.8 –

Méthode lexicographique

Cette méthode suppose que les objectifs sont rangés par ordre d’importance décroissante

par le décideur. Ensuite, les fonctions objectifs sont traitées dans cet ordre pour obtenir

l’optimum. La méthode lexicographique peut s’exprimer de la manière suivante : supposons

que l’on ait les fonctions objectif Zi(x) avec i = 1, ..., n classées de telle sorte que si i < j

alors Zi est priporitaire sur Zj. On résout d’abord le problème :

(MOLPL1)


minZ1(x)
t.q

x ∈ S

On obtient x∗1 la meilleure solution trouvée pour Z1, associée à la valeur Z∗1 = Z1(x
∗
1). Z

∗
1
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devient alors une contrainte du problème associé à Z2 :

(MOLPL2)


minZ2

t.q
x ∈ S
Z1(x) = Z∗1

La meilleure solution trouvée est alors x∗2 et on pose Z∗2 = Z2(x
∗
2) comme contrainte

supplémentaire pour la résolution de Z3.La procédure est itérée jusqu’à ce que tous les

objectifs aient été traités. Ainsi le problème associé à la fonction Zi est le suivant :

(MOLPLi)



minZi(x)
t.q

x ∈ S
Z1(x) = Z∗1
Z2(x) = Z∗2
....
Zi−1(x) = Z∗i−1

Zi(x
∗) = Z∗i avec x∗ la meilleure solution trouvée en optimisant la fonction objectif Zi avec

Z1(x
∗)Z∗1 , Z2(x

∗)Z∗2 , . . . , Zi−1(x
∗) = Z∗i−1 comme contraintes aditionnelles.
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Figure 1.9 – La méthode lexicographique dans le cas bi-objectif

Exemple 1.5. Considérons l’exemple 1.2. Le problème devient :

(MOLPl1)



minimiser Z1 = −3x1 − 8x2
S.C

2x1 + 6x2 ≤ 27
3x1 + 2x2 ≤ 16
4x1 + x2 ≤ 18
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

Comme le montre la figure 1.10, on peut facilement comprendre que la résolution du problème

lexicographique correspondant donne le point extrême D(3, 3.5) comme solution optimale de

Pareto.
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Figure 1.10 –

Z(D) = −37 alors −3x1 − 8x2 = −37 devient une contraine pour le nouveau problème

(MOLPl2)



minimiser Z2 = 5x1 + 4x2
S.C

2x1 + 6x2 ≤ 27
3x1 + 2x2 ≤ 16
4x1 + x2 ≤ 18
−3x1 − 8x2 = −37
x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

Comme le montre la figure 1.11, on peut facilement comprendre que la résolution du

problème lexicographique correspondant donne le point extrême A(0, 0) comme solution

optimale de Pareto.

Le point x∗ = (0, 0) est efficace pour le problème initial (MOLP).



1.2 L’optimisation multiobjectifs linéaire 26

Figure 1.11 –

Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé à la programmation linéaire dans son aspect mono-

critère, par lequel on a rappelé les notions de base. Comme méthodes de résolution, nous

avons présenté brièvement la méthode graphique et la méthode du simplexe. Par la suite, on

a considéré l’aspect multicritère. On a rappelé également les notions de base et nous avons

présenté quelques méthodes de résolution.



CHAPITRE 2

JEUX COOPÉRATIFS

Introduction

La théorie des jeux coopératifs offre un cadre particulièrement cohérent pour analyser

les situations où les joueurs ont de fortes incitations à coopérer. Elle propose des outils rela-

tivement simples a mettre en oeuvre pour étudier et résoudre les problèmes de négociation,

de partage ou de pouvoir.

Le concept de coopération est très important en théorie des jeux mais reste difficile à

cerner. Coopérer veut dire agir ensemble dans un interêt commun. Cependant pour que

deux joueurs ou plus agissent ensemble pour un interêt commun il est nécessaire de se

séparer des utilités individuelle pour définir une sorte d’utilité commune qui vas déterminer

leur comportement commun. Ceci est en contradiction avec l’hypothèse essentielles suivant

laquelle le but d’un agent (joueur, participant...) est de maximiser son utilité espéré etant

donné sa croyance. On a donc besoin de modéliser les comportements de coopération sans

violer les fondements de la théorie des jeux.

Dans ce chapitre, nous commençons tout d’abord par un rappel des notions de base de la

théorie des jeux coopératifs. Nous présenterons par la suite certains concepts des solutions

comme le coeur et le nucléole.
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2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Le jeu coopératif, est un jeu où le simple plaisir de jouer est mis en avant

dans la poursuite de l’objectif de groupe qui sera atteint grâce à l’entrâıde dans les interac-

tions. Loin de critiquer les jeux de compétition qui développent aussi des valeur, ici l’accent

est mis sur la convivialité, le plaisir de jouer est mis en avant dans la poursuite de l’objectifs

de groupe qui sera atteint grâce à l’entrâıde dans les interactions.

Définition 2.2. L’utilité transférable est un concept en théorie des jeux coopératifs et en

économie, une utilité est transférable si un joueur peut transférer sans perte une partie de

son utilité à un autre joueur.

Un jeu coopératif est à utilité transférable ( TU ) lorsque la négociation porte sur le

partage d’un bien divisible (transférable) que les joueurs évaluent en utilisant la même échelle

utilitaire. Cela suppose notamment qu’une ”monnaie” commune existe et que les joueurs

peuvent effectuer des transferts ”monétaires” entre eux.

Définition 2.3. Soit N = {1, . . . , n} un ensemble de joueurs, une coalition est un

sous-ensemble non vide S de joueurs, c’est à dire

S ⊆ N,S 6= φ

On appelle structure de coalition ϕ tout sous-ensembles de l’ensemble des joueurs N ,

autrement dit c’est une partition ϕ = {S1, S2, . . . , Sk} de l’ensemble N , telle que :
SK ⊆ N,∀K = 1, . . . , k⋃K
k=1 Sk = N

Sk
⋂
Sj = φ, j ∈ 1, ..., k; k 6= j

Définition 2.4 (Fonction caractéristique).

La fonction caractéristique est une fonction qui associe à chaque coalition S de N ( des

joueurs) une valeur v(S).

cette fonction nous informe sur les résultats qui peuvent obtenir ces différentes coalitions

en précisant le montant que les membres d’une coalition S peuvent s’assurer s’ils coopèrent

ensemble sans l’aide des joueurs extérieurs à leur groupe. Elle est défini sur l’ensemble 2N
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de toutes les coalitions :

v : 2N → R

S ⊆ N 7−→ v(S)

La fonction caractéristique v vérifie ces propriétés suivantes.

– v(φ) = 0 (la valeur de la fonction caractéristique d’une coalition vide égale à zero)

– v(S ∪ C) ≥ v(S) + v(C) ( si des coalitions disjointes (S ∩ C = φ) sont réunies en une

grande coalition on peut admettre que la valeur de la fonction caractéristique de cette

grande coalition soit au moins égale à la somme des valeur des deux coalitions).

On dit que v est super-additive. Cette propriété stipule que la coopération est ren-

table.

Notation

On note un jeu coopératif à utilité transférable ou sous forme caractéristique par

〈N, v〉 (2.1)

où

– N = {1, . . . , n} est l’ensemble des joueurs,

– v est une fonction caractéristique

Exemple 2.1. Une banque propose un placement rémunérateur dont le taux d’intérêt est

une fonction croissante de la somme déposée, exprimée en millions d’euros. Trois hommes

d’affaires {A,B,C} décident un fonds commun d’investisement : ils déposent 5 million

d’euros, 3 millions d’euros et 1 millions d’euros, respectivement.

La somme totale déposée à la banque excède le seuil à partir duquel le taux d’intérêt

annuel maximal de 5% est appliqué, ce qui n’aurrait pas été possible sans aucune forme de

coopération.

Comment les trois investisseurs doivent-ils partager ces intérêts annuels entre eux ?

Pour répondre à cette question, nous povons représenter cette situation par un jeu coopèratif.

L’ensemble des joueurs est l’ensemble des trois investisseurs, noté N = {A,B,C}. La fonc-

tion caractéristique associe naturellement à chaque coalition d’investisseur, les intérêts

annuels qu’elle reçoit si ses membres font un dépôt commun.

Pour le cas de la coalition {A,B}, la somme totale déposée est 5+3 = 8 millions d’euros, qui
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rapporte, 8 × 0.05 = 0.4 millions d’euros. En appliquent ce calcul à chaque coalition, nous

obtenons les données du tableau ci-dessous (exprimées en milliers d’euros). À titre d’exemple,

la contribution du joueur C à la coalition {A,B} est égale à v({A,B,C})− v({A,B}) = 50,

i.e la participation de C au projet commun augmente de 50 millions d’euros le totale des

intétêts annuels perçus.

S {A} {B} {C} {A,B} {A,C} {B,C} {A,B,C}
v(S) 200 120 30 400 300 160 450

Quelques types de jeux coopératifs

Un jeu (N,v) est dit :

1. Symétrique si v(S) = v(C), ∀S,C, |S| = |C|.
Cette propriété stipule que la capacité d’une coalition dépend uniquement de sa taille

et non de sa composition.

2. Monotone si v(S) ≤ v(C), ∀S,C, S ⊆ C.

Lorsque plus de joueurs rejoignent une coalition S ils forment une nouvelle coalition

C dont la valeur sera ou moins égale à celle de la coalition S.

3. Positif si v(S) ≥ 0, S ⊆ N

4. Essentiel si v(N) >
∑

i∈N v({i})
C’est-à-dire s’il est effectivement dans l’intérêt des joueurs de former la grande coalition

plutôt que chacun reste isolé.

5. Convexe si pour chaque coalitions S,C ⊆ N on a

v(S) + v(C) ≤ v(S ∪ C) + v(S ∩ C) (2.2)

6. Sous-additif si

v(S ∪ C) ≤ v(S) + v(C), ∀S,C tel que S ∩ C = φ

C’est-à-dire que coopération n’est pas favorable, les joueurs sont mieux quand ils sont

seuls.

7. Additif si

v(S ∪ C) = v(S) + v(C)
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Dans ce cas on a :

v(S) =
∑
i∈S

v({i})

C’est-à - Dire que la valeur de chaque coalition est la même que ses membres coopèrent

ou pas.

8. Jeu simple un jeu coalitionnel (N, v) est simple si

v(S) = 1 (coalition gagnante)

v(S) = 0 (coalition perdante)

v(N) = 1

• Un joueur a un droit de veto s’il appartient à toute les coalitions gagnantes

(v(S) = 1⇒ j ∈ S)

• Un joueur est un dictateur si une coalition est gagnante si et seulement s’il en fait

partie (v(S) = 1⇔ j ∈ S)

Exemple 2.2. Soit le jeu (N, v) à 3-personnes

Majorité simple. Une coalition est gagnante si elle comprend au moins deux membres{
v(1) = v(2) = v(3) = 0
v(1, 2) = v(1, 3) = v(2, 3) = v(1, 2, 3) = 1

Unanimité. Une coalition est gagnante si elle comprend tout les membres{
v(1, 2, 3) = 1
v(S) = 0, ∀S 6= {1}, {2}, {3}

Droit de veto. Une coalition est gagnante si et seulement si elle comprend au moins deux

membre dont le joueur 2 {
v(1) = v(2) = v(3) = 0
v(1, 2) = v(2, 3) = v(1, 2, 3) = 1

Dictature. Une coalition est gagnante si et seulement si elle comprend le joueur 2{
v(1) = v(3) = v(1, 3) = 0
v(2) = v(1, 2) = v(2, 3) = v(1, 2, 3) = 1
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2.2 Concepts de solutions

Généralement, un jeu coopératif sous forme caractéristique n’engendre pas une impu-

tation unique. Par conséquent, l’interêt des théoriciens s’est tourné vers la recherche de

procédures qui permettent faute d’avoir une solution unique, d’exclure un certain nombre

d’imputations, appelées parfois présolutions (Shubik 1982).

Nous exposons dans cette section les solutions classiques les plus connues de jeux coopératifs

tels que le coeur (noyeau) et le nucléole

Définition 2.5. Une allocation pour un jeu (N, v) est un vecteur x = (x1, x2, ..., xn) dans

Rn où xi est le ”gain” ou ”l’utilité” du joueur i

Définition 2.6 (Imputation). Une imputation pour le jeu (N, v) est une allocation satisfai-

sant les deux conditions suivantes :

C1. xi ≥ v({i}),∀i ∈ N, (Rationnalité individuelle)

C2.
∑
i∈N

xi = v(N), (Rationnalité collective)

où v(N) est le gain total du jeu

On note I(N, v) l’ensemble des imputations d’un jeu coopératif (N, v), ainsi

I(N, v) = {x ∈ Rn :
∑
i∈N

xi = v(N) et xi ≥ v{i}, ∀i ∈ N}

La première condition signifie qu’aucun joueur n’acceptera un partage lui attribuant moins

de ce qu’il pourrait gagner en agissant seul (rationnalité individuel), par ailleur, un partage

satisfaisant ∑
i∈N

xi < v(N)

ne sera pas accepté par les joueurs parce qu’il revient à gaspier la quantité

v(N)−
∑
i∈N

xi.

D’autre part, si on suppose que ∑
i∈N

xi > v(N)

ceci reviendra, selon L’Ekeland(1940)”à vendre la peau de l’ours avant de l’avoir tué” (qui

veux dire la solution n’est pas réalisable)
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Par conséquent :

∑
i∈N

xi = v(N)

cette condition est appelé rationnalité collectives. (Le gain de la grande coalition doit être

intégralement distribué entre les joueurs quand le jeu est supper-additif ou sous-additif)

2.2.1 Coeur

Le coeur est l’un des concepts de solutions pour les jeux coalitionnels (TU) qui exige

qu’aucune coalition ne peut dévier en améliorant le paiement de tous ses membres.

Pour un profil de paiements (répartition) (xi)i∈N et une coalition S

On note

x(S) =
∑
i∈S

xi

la somme des paiements des membres de S

Définition 2.7. Le coeur d’un jeu coalitionnel (N, v) est l’ensemble des imputations x

vérifiant

x(S) ≥ v(S), ∀S ⊆ N

ou, de manière équivalente, telle qu’il n’existe pas de coalition S et une imputation (yi)i∈N

où yi > xi pour tout i ∈ S.

La répartition (xi)i∈N ne peut pas être bloquée par une coalition S (”stabilité sociale”)

On note C(N, v) le coeur du jeu,

C(N, v) = {x ∈ I(N, v) : x(S) ≥ v(S) pour chaque S ⊆ N}. (2.3)

Remarque 2.1. Lorsque le jeu étudié est un jeu de coûts, ou plus généralement lorsque les

valeurs de la fonction caractéristique représentent les pertes au lieu des gains, le coeur est

défini en inversant les inégalités dans (2.3).

Exemple 2.3. Prenons le cas d’un jeu simple (l’exemple précédent)

Majorité simple :



2.2 Concepts de solutions 34

L’allocation x(x1, x2, x3) appartient au coeur si et seulement si :
x1 + x2 + x3 = 1 ...(1)
x1 + x2 ≥ 1 ...(2)
x1 + x3 ≥ 1 ...(3)
x2 + x3 ≥ 1 ...(4)
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

On additionne (2) et (3) et (4) on aura :

x1 + x2 + x3 ≥ 3/2

Or, on a x1 + x2 + x3 = 1 ceci implique que C(N, v) = φ

Interpretation. Dans ce cas, la grande coalition est instable, car qu’elle que soit la manière

de distribuer les gains qu’elle décidera, il se trouvera toujours deux de ses membres qui

pourront faire mieux en la quittant et en formant une coalition plus petite.

Unanimité :

Une allocation x(x1, x2, x3) est dans le coeur si :{
x1 + x2 + x3 = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

C(N, v) = {(x1, x2, x3) : x1 + x2 + x3 = 1; xi ≥ 0 ∀i ∈ (1, 2, 3)}

Cela ne donne pas une solution unique (plusieurs solutions), puisque plusieurs propositions

de partage vérifient ces conditions, par exemple l’allocation égalitaire (1/3, 1/3, 1/3), ou des

solutions extrême comme (1/3, 2/3, 0) et (2/3, 0, 1/3).

Droit de veto :

Une allocation x(x1, x2, x3) est dans le coeur si :
x1 + x2 + x3 = 1 ...(1)
x1 + x3 ≥ 1 ...(2)
x2 + x3 ≥ 1 ...(3)
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
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(1)⇒ x1 = 1− x2 − x3

En remplaçant x1 dans (2) on obtient : x3 ≤ 0, or x3 ≥ 0 d’où x3 = 0.

En remplaçant x3 par 0 dans (1) et (3) on aura :
x1 + x2 = 1 ...(4)
x2 ≥ 1 ...(5)
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 = 0

(4)⇒ x2 = 1− x1, en remplaçant dans (5) on obtient : x1 ≤ 0, or x1 ≥ 0 d’où x1 = 0

on obtient l’unique solution x = (0, 1, 0). Le coeur du jeu est donc le singleton :

C(N, v) = {(0, 1, 0)}

Dictature :

L’allocation x(x1, x2, x3) est dans le coeur si :
x1 + x2 + x3 = 1 ...(1)
x1 + x2 ≥ 1 ...(2)
x2 + x3 ≥ 1 ...(3)
x1 ≥ 0, x2 ≥ 1, x3 ≥ 0

On obtient alors C(N, v) = {(0, 1, 0)}.

D’après ces exemples on voit bien que le coeur peut être vide ou contient plus d’une

allocation. Pour certains types de jeux on a les résultats suivants sur la non vacuité du

coeur.

Proposition 2.1 (Shapley 1971). [8] Si un jeu coopératif est convexe, alors son coeur est

non vide.

Proposition 2.2. Le coeur d’un jeu coopératif symétrique (N, v) est non vide si, et seule-

ment si pour chaque coalition non vide S ⊆ N on

v(S)

s
≤ v(N)

n

où s = |S|

Pour les jeux simples on a

Proposition 2.3. Si un jeu coopératif est simple, alors

• son coeur est non vide si, et seulement si, le jeu possède au moins un joueur veto ;

• une imputation x appartient au coeur si, et seulement si, xi = 0 pour un joueur i ∈ N
non veto.
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2.2.2 Nucléole

Le nucléole est l’un des concepts de solution des jeux coopératifs, défini par Schmeidler

(1969) [11].

Le principe du nucléole est de proposer une imputation x qui minimise lexcicographi-

quement l’excédent de chacune des coalitions possibles e(x, S). Il s’agit de rendre moins

défavorisée la coalition qui est la plus défavorisée et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il ne soit

plus possible d’améliorer le sort d’aucune coalition.

Définition 2.8 (L’ordre lexicograpique).

Soit y = (y1, ..., yn) et z = (z1, ..., zn) deux vecteurs de Rn. On dit que le vecteur y est

lexicographiquement plus petit que le vecteur z, s’il exist un j ∈ {1, ..., n} tel que yj <

zj et yi = zi pour tout i < j

Définition 2.9 (L’excédent).

Etant donner un jeu coopératif TU on appelle l’excédent d’une coalition S pour un vecteur

de gain donné x = (x1, ..., xn) la différence entre la valeur de la coalition et ses gains, soit

e(x, S) = v(S)−
∑
i∈S

xi.

Si e(x, S) > 0, la coalition S s’estimera lésée par l’imputation x et bénéficiaire si e(x, S) < 0.

L’excédent mesure l’insatisfaction de la coalition S face au vecteur de gains x.

Soit e(x) le vecteur des excédents dont les composantes sont classées par ordre décroissant

e(x) = (e(x, S1), ..., e(x, Sm)) où Si ∈ 2N \ {φ,N},m = 2n − 2, tel que

e(x, S1) ≤ e(x, S2) ≤ ... ≤ e(x, Sm).

Avec les définitions ci-dessus on peut à présent donner la définition du nucléole.

Définition 2.10. On appelle le nucléole du jeu (N, v), l’ensemble des imputations qui

minimisent lexicographiquement le vecteur des excédents e(x)

Nu(N, v) = {x ∈ I(N, v) : e(x) ≤L e(y), ∀y ∈ I(N, v)}.

Si on définit le nucléole sur l’ensemble des vecteurs des gains

X = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, x(N) = v(N)},

au lieu de I(N, v) alors on a
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Théorème 2.1. [11] Si l’ensemble des gains X est non vide et compact, alors le nucléole du

jeu coopératif (N, v)

Nu(N, v) = {x ∈ X : e(x) ≤L e(y), ∀y ∈ X}

est non vide et compact.

Si de plus X est convexe, alors le nucléole ne contient qu’un seul vecteur.

Remarque 2.2. L’ensemble des imputations d’un jeu coopératif super-additif vérifie les

hypothèses du Théorème 2.1, par conséquent le nucléole donné par la définition 2.10 est

non vide et, de plus, contient exactement un élément. Cette propriété remarquable fait du

nucléole un concept de solution très attrayant, car il spécifie une façon unique de diviser le

gain de la grande coalition.

Exemple 2.4. Considérons le jeu à 3-personnes suivant :
v(1) = v(2) = v(3) = 0
v(12) = 1
v(13) = 2
v(23) = 3
v(123) = 4

Soit l’imputation x = (1, 1, 2), on a :

e(x, S) = v(S)−
∑
i∈S

xi

L’excédent de chaque coalition est :

S 1 2 3 12 13 23
e(x, S) −1 −1 −2 −1 −1 0

e(x) = [0 − 1 − 1 − 1 − 1 − 2]

La Coalition {23} a le plus à se plaindre, tandis que {3} est la moins insatisfaite. L’étape

suivante consiste à choisir un autre x puis un autre, si nécessaire pour essayer de faire en

sorte que toutes les coalitions se plaignent le moins possible, tout en essayant de rendre le
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degré de leurs plaintes aussi uniforme que possible.

Choisissons x = [0.5 1.25 2.25] et trouvons l’excédent pour chaque coalition S

S 1 2 3 12 13 23
e(x, S) −0.5 −1.25 −2.25 −0.75 −0.75 −0.5

e(x) = [−0.5 − 0.5 − 0.75 − 0.75 − 1.25 − 2.25]

On a bien ce vecteur d’excédent est lexicographiquement plus petit que le premier vecteur

parce que : −0.5 est plus petit que 0, cette allocation est elle le nucléole ?

Le nucléole tel qu’il défini, est l’allocation qui minimise la plainte la plus importante (le plus

grand excédent), par conséquent, s’il y’a une meilleure répartition, nous serons en mesure de

minimiser l’excédent pour les deux coalitions 1 et 23

On cherche donc un autre x = (x1, x2, x3) tel que

v(1)− x1 ≤ −0.5 =⇒ 0− x1 ≤ −0.5 ( pour la coalition 1)

=⇒ x1 ≥ 0.5

v(23)− x2 − x3 ≤ 0.5 =⇒ 3− x2 − x3 ≤ 0.5 ( pour la coalition 23)

=⇒ x2 + x3 ≥ 3.5

Comme v(N) = 4, nous savons x1 = 0.5 et x2 + x3 = 3.5 .

Nous ne pouvons pas déterminer la valeur spécifique de x2 et x3. Nous devrons donc

maintenant déterminer si nous pouvons réduire au minimum l’excédent suivant :

v(12)− x1 − x2 ≤ −0.75 =⇒ 1− x1 − x2 ≤ −0.75 ( pour la coalition 12)

=⇒ x1 + x2 ≥ 1.75

v(13)− x1 − x3 ≤ −0.75 =⇒ 2− x1 − x3 ≤ −0.75 ( pour la coalition 13)

=⇒ x1 + x3 ≥ 2.75

On a déjà x1 = 0.5, il s’ensuit donc que x2 ≥ 1.25 et x3 ≥ 2.25

En attribuant à chaque coalition sa limite inférieure nous obtenons :

x1 = 0.5, x2 = 1.25, x3 = 2.25
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Qui satisfait x1 + x2 + x3 = 4 Et toutes les inégalités ci-dessus.

Cette allocation est également celle que nous avons testé, Par conséquent

x = [0.5 1.25 2.25]

est le nucléole, car nous ne pouvons pas obtenir une meilleure solution.

Calcul du nucléole par la programmation linéaire

Comme le principe du nucléole est de minimiser les excédent ,il est possible de le calculer

en utilisant une approche de programmation linéraire [2] .

L’objectif donc est :

min
{x:

∑
xi=v(N);xi≥v(i)}

max
{φ⊂S⊂N}

e(x, S)

Si on pose

α = max
{φ⊂S⊂N}

e(x, S)

Alors, α ≥ e(x, S) ∀S et on obtient le PL suivant :

Objectif : min α

Contraintes : 
α ≥ e(x, S) = v(S)− x(S) ∀S, S 6= N, φ
xi ≥ v({i})∑
xi = v(N)

α ∈ R, xi ∈ R ∀i ∈ N

D’une manière plus précise
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(PL)

Objectif : min α ....(1)

Sous contraintes : 
α +

∑
xi ≥ v(S) ....(2)

xi ≥ v({i}) ...(3)∑
xi = v(N) ....(4)

α ∈ R, xi ∈ R ∀i ∈ N ...(5)

(1)→ fonction objectif

(2)→ α ne peut pas être plus grand que l’excédent d’aucune coalition

(1) et (2)→ α est l’excédent le plus large

(3)→ rationnalité individuelle

(4)→ rationnalité collective

(3) et (4) x est une imputation

(5)→ nature des variables

La Solution de (P ) n’est pas nécessairement unique. De plus une solution de (P ) nous

donne une imputation qui minimise le plus grand excédent, mais pas nécessairement le

second ou les plus grands excédents qui suivent.

Le nucléole peut être trouvé en résolvant une séries de (PL) :

Soit α1 la solution optimale de (P ). Le kième (PL), (k > 1) est formulé comme suit :

Objectif : min αk .... (6)

Contraintes
αk +

∑
i∈S xi ≥ v(S) ∀S ⊂ N, S 6∈ Fk ....(7)

αi +
∑

i∈S xi = v(S) ∀S ⊂ N,S ∈ Fi, i = 1, ..., k − 1 ...(8)
xi ≥ v({i}) ...(9)∑

i∈N xi = v(N) ....(10)
αk ∈ R, xi ∈ R ∀i ∈ N ...(11)

Dans le kème PL, la fonction (6) et la contrainte (7) stipulent que le kième maxi-

mum excédent est minimisé.

La contrainte (8), atteste que l’excédent des coalitions des Fi doit être égale à l’optimum du
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kième PL.

L’ensemble Fi est l’ensemble de toutes les coalitions pour lesquelles la contrainte (7) est

satisfaite avec égalité pour toutes les solutions du kième PL. Ainsi l’excédent des coalitions

qui sont dans Fi doit être fixé à αi au kème PL, k > i tel qu’il est énnoncé par la contrainte

(8), et Fk = ∪i<kFi.
Par définition F1 = φ, et la contrainte (8) est omise pour k = 1

La question est comment déterminer Fi, et c’est la que la programmation linéaire dual joue

un rôle important.

Le dual (D) de (P ), peut-être formulé ainsi

Objectif : max
∑

s v(S)ys

Contraintes :

{ ∑
s6=N yS = 1 pour i ∈ N∑

S⊂N,j∈N yS = 0 ∀j ∈ N

De la théorie de dualité, plus exactement les écarts complémentaires, Fi est l’ensemble

de toutes les coalitions S pour lesquelle les valeurs de la solution optimale dual est positive.

D’une manière analogue pour un k quelconque, l’ensemble Fk contient les coalitions dont la

variable dual associée à la contrainte (7) est positive dans la solution optimal du problème

dual du kième PL.

Le nucléole est obtenue lorsque la solution optimale du problème primal est unique.

Une telle solution est obtenue lorsque les contraintes (8) et (9) définissent un système de n

équations linéairement indépendantes.

Exemple 2.5. Pour illustrer le fonctionnement de cette méthode, considérons le jeux à

3-personne d’exemple précédent :
v(1) = v(2) = v(3) = 0
v(12) = 1
v(13) = 2
v(23) = 3
v(123) = 4

Pour ce jeu (P ) est donné par :
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min α

S.C



α ≥ 0− x1
α ≥ 0− x2
α ≥ 0− x3
α ≥ 1− (x1 + x2)
α ≥ 2− (x1 + x3)
α ≥ 3− (x2 + x3)
x1 + x2 + x3 = 4
x1, x2, x3 ≥ 0

En simplifiant, on aura :

min α

S.C



x1 + α ≥ 0
x2 + α ≥ 0
x3 + α ≥ 0

x1 + x2 + α ≥ 1
x1 + x3 + α ≥ 2
x2 + x3 + α ≥ 3
x1 + x2 + x3 = 4

x1, x2, x3 ≥ 0
α ∈ R

Le dual correspondant à ce PL est :

max 0y1 + 0y2 + 0y3 + y12 + 2y13 + 3y23 + 4y123 + 0S1 + 0S2 + 0S3

S.C



y1 + 0y2 + 0y3 + y12 + y13 + 0y23 + y123 + S1 = 0
0y1 + y2 + 0y3 + y12 + 0y13 + y23 + y123 + S2 = 0
0y1 + 0y2 + y3 + 0y12 + y13 + y23 + y123 + S3 = 0

y1 + y2 + y3 + y12 + y13 + y23 + 0y123 = 1
y1, y2, y3, y12, y13, y23, S1, S2, S3 ≥ 0

y123 ∈ R

La résolution du dual à l’aide de la méthode du simplexe permet de déterminer la

solution primal optimale ainsi que la solution dual optimale .

La première solution optimale dual et primal :
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Solution dual

y1 = 1/2

y13 = 0

y23 = 1/2

y123 = −1/2

En utilisant le théorème des écarts complémentaires :

α = −1/2

x1 = 1/2

x2 + x3 = 7/2

x2 ≥ 1

x3 ≥ 2

Puisque plusieurs allocations peuvent satisfaire ces équations par exemple x = [1/2 3/2 2],

on aura donc un nouveau PL à résoudre.

Le nouveau primal est

min α2

S.C



x1 = 1/2
x2 + α ≥ 0
x3 + α ≥ 0

x1 + x2 + α ≥ 1
x1 + x3 + α ≥ 2

x2 + x3 = 7/2
x1 + x2 + x3 = 4
x1, x2, x3 ≥ 0

Son dual correspondant est :

max 1/2y1 + 0y2 + 0y3 + y12 + 2y13 + 7/2y23 + 4y123 + 0S1 + 0S2 + 0S3

S.C



y1 + 0y2 + 0y3 + y12 + y13 + 0y23 + y123 + S1 = 0
0y1 + y2 + 0y3 + y12 + 0y13 + y23 + y123 + S2 = 0
0y1 + 0y2 + y3 + 0y12 + y13 + y23 + y123 + S3 = 0

0y1 + y2 + y3 + y12 + y13 + 0y23 + 0y123 = 1
y2, y3, y12, y13, S1, S2, S3 ≥ 0

y1, y23, y123 ∈ R

Nous trouvons maintenant la deuxième solution optimale primal et dual :
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Solution dual

y1 = 18.19

y13 = 1/2

y12 = 1/2

y23 = 18.69

y123 = −19.19

Par les relations de la dualité on obtient la solution du primal est :

α2 = −1/2

x1 = 1/2

x2 = 5/4

x3 = 9/4

qui est unique. Par conséquent

Nu(N, v) = (1/2, 5/4, 9/4)

Conclusion

Ce chapitre est construit autour de trois objectifs. Premièrement, nous avons présenté

le modèle de jeu coopératif à utilité transférable et quelques differents types de jeux. Par

la suite, on a introduit et étudié les principaux concepts de solutions pour cette catégorie

de jeux coopératifs (le coeur (noyau) et le nucléole). Enfin, on a présenté une méthode de

recherche du nucléole en utilisant la programmation linéaire.



CHAPITRE 3

RÉSOLUTION D’UN PROBLÈME LINÉAIRE

MULTIOBJECTIFS PAR LA THÉORIE DES JEUX

Introduction

La plupart des problèmes du monde réel nécessitent l’optimisation simultanée de

plusieurs objectifs concurrents. Par conséquent, pour mieux saisir la structure réelle d’un

problème donné, l’utilisation de l’approche multiobjectifs devient inévitable et permet de

fournir de meilleures solutions au problème posé. Contrairement à un problème d’optimisa-

tion mono-critère, la solution à un problème d’optimisation multiobjectifs est généralement

une combinaison de solutions qui forment un compromis entre les different objectifs. Ces

solutions sont également connues sous le nom de solutions Pareto-Optimales ou effcient

solutions. Par conséquent, le but de l’optimisation multiobjectifs, consiste à obtenir des

solutions de Pareto optimales et, par conséquent, à connâıtre tous les compromis possibles

entre les objectifs.

La résolution de problèmes de programmation linéaire à multiobjectifs a reçu une certaine

attention de la part de la communauté scientifique et différentes méthodes ont été conçues,

certaines d’entre elles ont été présentées au premier chapitre.

Dans ce chapitre, nous présenterons une autre méthode de résolution qui est proposé

par [5]. Elle consiste à minimiser l’intersatisfaction du décideur sur ses critères basée sur un

concept des jeux coopératifs qu’est le nucléole.
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3.1 Les problèmes de programmation linéaire multiob-

jectifs et le nucléole généralisé

Considérons le problème de la programmation multiobjectifs défini par un ensemble

réalisable :

Ω = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} (3.1)

et un ensemble de p fonctions linéaires à minimiser :

U = {Uk(x) : Uk(x) = aTk x+ βk, k = 1, ..., p} (3.2)

avec :

A est une matrice m× n; b ∈ Rm; et β ∈ R pour k = 1, ..., p.

Rappelons que pour un jeu coopératif (TU) (N, v), l’ensemble des imputations est :

I(N, v) = {x ∈ Rn :
∑
i∈N

xi = v(N) et xi ≥ v{i} ∀i ∈ N}. (3.3)

Et pour l’ensemble de toutes les coalitions on obtient un ensemple de p = 2N − 2 fonctions

linéaires.

E = {e(x, S) : e(x, S) = v(S)−
∑
i∈S

xi, S ⊂ N, S 6= φ} (3.4)

e(x, S) est l’excédent d’une coalition S pour un vecteur de gain x.

Nous savons que chercher le nucléole revient à chercher une allocation dans l’ensemble

des imputations I(N, v) qui minimisent les excédents des coalitions. De ce fait on peut

identifier (3.3) et (3.4) à un problème de programmation linéaire multiobjectifs, dans lequel

(3.3) est de même forme que (3.1), En effet, il suffit de prendre comme nouvelles variables

les différences xi − v({i}), et l’ensemble E est similaire à (3.2), en posont aTk x = −
∑
xi,

v(S) = βS, S ∈ 2N \ {φ,N}.

On rappelle le nucléole d’un jeu coopératif (N, v)

Nu(N, v) = {x′ ∈ I : e(x′) ≤L e(x), ∀x ∈ I} (3.5)

où : ≤L est l’ordre l’exicographique.
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M.Justman a introduit dans [7] le nucléole généralisé associé à un ensemble de

contraintes linéaires (3.1), et un ensemble de fonctions linéaires (3.2) à minimiser.

Définition 3.1. Pour chaque x une solution réalisable de (3.1), soit le vecteur θ(x) des

valeurs des fonctions linéaires (3.2) prises dans un ordre décroissant, alors le nucléole

généralisé est l’ensemble Nu(Ω, U) défini par :

Nu(Ω, U) = {x∗ ∈ Ω : θ(x∗) ≤L θ(x), ∀x ∈ Ω} (3.6)

Remarque 3.1. Le nucléole d’un jeu coopératif étudié au Chapitre 2 est un cas particulier

du nucléole généralisé.

Pour l’existance du nucléole généralisé, Justman [7] a démontré un résultat analogue au

Théorème 2.1 dont l’énoncé est :

Théorème 3.1. Si Ω est un ensemble non vide et compact et U un ensemble de fonctions

linéaires continues sur Ω alors : Nu(Ω, U) 6= φ

Notons également que l’interprétation du nucléole généralisé comme les points malheur

minimal du joueur le plus malheureux, du duxième joueur le plus malheureux,....,etc, est

un argument montrant que le nucléole généralisé est un ”bon” concept de solution pour les

problèmes multiobjectifs.

Un autre argument conduisant à la même conclusion est que tout point du nucléole généralisé

est un point optimale de Pareto.

Théorème 3.2. Si Ω est un ensemble compact non vide, une intersection de demi-espaces

défini en (3.1) et U est un ensemble de fonctions linéaires définies par (3.2), alors tout point

du nucléole généralisé est un point optimale de Pareto de Ω par rapport à U .

Preuve. Soit x∗ ∈ Ω est un optimum de Pareto de Ω par rapport à l’ensemble des fonctions

U , s’il n’éxiste pas de point x ∈ Ω tel que :

Uk(x) ≤ Uk(x
∗), ∀k = 1, ..., p (3.7)

Uj(x) < Uj(x
∗), pour un certain j ∈ {1, .., p} (3.8)

Supposons que x∗ ∈ Nu(Ω, U) n’est pas un optimum de Pareto, alors il existe un point x ∈ Ω
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tel que (3.7) et (3.8) soient vérifiées.

On peut supposer sans perte de généralité que

θk(x) = Uk(x), ∀k = 1, ..., p

C’est-à - dire que la numérotation des fonction a été choisie de telle manière qu’on a

U1(x) ≥ U2(x) ≥ .... ≥ Up(x) (3.9)

Soit le p-vecteur η(x∗) = (Uk(x
∗)), dont les coordonnées sont les valeurs des fonctions déjà

numérotées au point x∗. On ne peut pas dire que

θk(x
∗) = Uk(x

∗), pour certain k

Selon les hypothèses (3.7) et (3.8) , on obtient

{
θk(x) ≤ ηk(x

∗), ∀k = 1, ..., p
θj(x) < ηj(x

∗), pour certain j ∈ {1, ..., p}.

Comme

θ1(x) ≤ η1(x
∗) ≤ maxUk(x

∗) = θ1(x
∗) (3.10)

Alors θ1(x) ≤ θ1(x
∗). Mais on a x∗ ∈ Nu(Ω, U), et x ∈ Ω montre que l’inégalité

θ1(x) < θ1(x
∗) ne peut pas être vraie ; par conséquent θ1(x) = η1(x

∗) = θ1(x
∗)

En appliquant le même raisonement à la paire θ2(x) et η2(x
∗), on obtient

θ2(x) = η2(x
∗) = θ2(x

∗). Par induction on prouve que θk(x) = ηk(x
∗) ;k = 1, ..., p .

Ce qui contredit l’ypothèse θj(x) < ηj(x
∗) pour certain j ∈ {1, ..., p}

3.2 Calcul du nucléole généralisé pour un problème

(MOLP) :

L’idée principale de l’algorithme à présenter ci-dessous pour résoudre les problèmes

(MOLP), sera celle de remplacer à chaque étape le problème donné par un nouveau problème

(MOLP), dans lequel certaines des fonctions objctifs sont incluses dans les contraintes

définissant le nouvel ensemble réalisable, la mêmz idée a été utilisé par A.Kopelowitz

(voir [1]) le nombre de fonctions objectifs est réduit à chaque étape de l’algorithme, jusqu’à

ce qu’elles soient épuisées.

L’algorithme conserve le nucléole généralisé de l’ensemble réalisable initial dans les ensembles

réalisables successifs et on prouve que l’ensemble réalisable finale ne présente que le nucléole
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généralisé, c’est-à - dire la solution du problème des (MOLP), la méthode a été suggérée

par [1] et [9] .

Dans cette section, on présentera les résultats justifiant les différentes étapes de l’algorithme

de recherche du nucléole généralisé pour le problème linéaire multiobjectifs (3.1)et (3.2).

Considérons le problème de la programmation linéaire (P) associé ou problèmes (3.1) et (3.2) :

(P) min{t : x ∈ Ω, Uk(x) ≤ t; k = 1, ..., p} (3.11)

Comme le deuxième groupe de restrictions peut s’écrire maxUk(x) ≤ t, il est clair que si

Ω 6= φ, le problème (P) a des solutions réalisables et vis versa. Ainsi, le cas Ω = φ qui

rend le problème de (MOLP) insensé et découvert en résolvant le problème (P), si Ω est un

ensemble compact non vide, le problème (P) a une solution optimale. Le point crucial dans

la construction d’une méthode primal pour résoudre le problème de (MOLP) est le suivant :

Lemme 3.1. Si Ω est un ensemble compact non vide et t∗ est la valeur optimale de (P), alors

il existe un nombre entier ; (1 ≤ p∗ ≤ p), et un ensemble d’indice ki1, ..., kip∗ dans {1, ..., p},
tels que pour toute solution optimale (x∗, t∗) de (P) on a

Uki(x
∗) = t∗; i = 1, ..., p∗ (3.12)

Preuve. t∗ étant la valeur optimale de (P), supposons que pour chaque k ∈ {1, ..., p}, il

existe une solution optimale (xk, t∗) telle que Uk(x
k) < t∗, où xk ∈ Ω, k = 1, ..., p sont

les vecteurs destincts, ou non, nous montrons que cela ne peut pas être vrai. Considérons le

vecteur :

x =
1

p

p∑
k=1

xk (3.13)

qui est un point dans Ω, parce que c’est un ensemble convexe. Pour tout j ∈ {1, ..., p} on a

Uj(x
k) ≤ t∗, si j 6= k, Uk(x

k) < t∗ (3.14)

A partir de (3.13), par la linéarité des fonctions objectifs on obtient

Uj(x) < t∗ pour tout j ∈ {1, ..., p}.

Cela signifie que (x,maxUj(x)) est une solution réalisable de (P), qui donne à la fonction

objectif une valeur inférieure à la valeur optimale t∗. Contradiction avec t∗ valeur optimale.
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Le Lemme 3.1 assure qu’en ajoutant aux contraintes du problème (P) les équations

Uki(x
∗) = t∗, pour i = 1, ..., p∗ toute solution optimale sera conservée.

Il convient évidemment d’expliquer comment les indices des fonctions figurant dans les

équations (3.12) peuvent être trouvés, ce sera au millieux de cette section.

Exemple 3.1. Soit le problème (MOLP) suivant :

min {U1(x) = 2x+ y; U2(x) = x− 2y}

Sur un ensemble Ω, défini par le système des inégalités linéaires suivantes
x− y ≤ 1
−x+ y ≤ 2
x+ y ≤ 3
x+ y ≥ 1
x ≥ 0, y ≥ 0

notons que t est une variable libre. Le problème (P) illustré au point (3.11) est le suivant :

min t

(P) Sous contraintes :



x− y ≤ 1
−x+ y ≤ 2
x+ y ≤ 3
x+ y ≥ 1
2x+ y ≤ t
x− 2y ≤ t
x ≥ 0, y ≥ 0, t ∈ R

Dont la solution optimale est x∗ = 0, y∗ = 1, t∗ = 1

On remarque que la contrainte 2x+ y ≤ t est saturée, par contre la contrainte x− 2y ≤ t ne

l’est pas, donc p∗ = 1 et l’équation 2x+ y = 1 doit être ajoutée au contraintes du problème

(P), pour former un nouveau problème (MOLP).

Maintenant, supposons que par une méthode quelconque, on ait trouvé l’ensemble des

indices Π avec |Π| = p∗, 1 ≤ p∗ ≤ p tel que pour toute solution optimale (x∗, t∗) de (P), on a

Uk(x
∗) = t∗; ∀k ∈ Π, (3.15)

et deux cas peuvent se présenter : Soit p∗ = p ou p∗ < p.
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Évidemment si p∗ < p, en plus de (3.15), on a les inégalités

Uk(x
∗) < t∗, ∀k 6∈ Π (3.16)

Lemme 3.2. Si Ω est un ensemble compact non vide, t∗ est la valeur optimale du problème

(P), et p∗ ≤ p est le nombre entier défini ci-dessus, alors pour tout élément x∗ ∈ Nu(Ω, U),on

a (x∗, t∗) est une solution optimale du problème (P), et

θ1(x
∗) = .... = θp∗(x

∗) = t∗ (3.17)

Preuve. Soit (x′, t∗) une solution de (P) alors, x′ ∈ Ω, de (3.6) on a θ(x∗) ≤L θ(x′).

Donc θ1(x
∗) ≤ θ1(x

′),et selon la définition de p∗, on obtient θ1(x
′) = t∗, c’est-à-dire

θ1(x
∗) ≤ t∗. Cette inégalité et la définition de θ(x∗) impliquent U∗k ≤ t∗ pour tout k =

1, ..., p de sorte que (x∗, t∗) soit une solution optimale du problème (P).

De toute évidence, la valeur maximale des objectifs au point x∗ est t∗, sinon t∗ ne serait

pas la valeur optimale. Les égalités (3.17) découleront de la définition de p∗.

Notons que par le Lemme 3.2 aucun élément du nucléole généralisé n’est perdu en ajou-

tant (3.15) à l’ensemble des contraintes. Par conséquent, dans le second cas, p∗ < p, nous

devrions encore examiner le nouveau problème (MOLP) qui consiste à minimiser les objectifs

Uk(x), ∀k 6∈ Π sur le nouvel ensemble réalisable

Ω∗ = {x ∈ Ω;Uk(x) = t∗, ∀k ∈ Π}, (3.18)

où t∗ est la valeur optimale de(P) et Π est défini par (3.15) et (3.16).

Maintenant, considérons le nouvel ensemble

SOPT = {x ∈ Ω, (x, t∗) est une solution optimale de (P)} ⊆ Ω∗ (3.19)

Le Lemme 3.2 prouve l’inclusion et montre que Nu(Ω, U) ⊆ SOPT (P ), d’où de (3.19) il

découle que Nu(Ω, U) ⊆ Ω∗.

Notons que le résultat est vérifié dans les deux cas p = p∗ et p∗ < p, mais on doit prouver

que dans le premier cas nous avons SOPT (P ) = Ω∗.

Théorème 3.3. Si Ω est un ensemble compact non vide, et t∗ la valeur optimal de (P),

et pour toute solution optimale (x∗, t∗) de (P) nous avons Uk(x
∗) = t∗, pour k = 1, ..., p

alors nous obtenons Nu(Ω, U) = Ω∗
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Preuve. Comme nous l’avons déjà fait remarquer, nous avons Nu(Ω, U) ⊆ SOPT (P ).

Supposons qu’il y ait x′ ∈ SOPT (P ), et x′ 6∈ Nu(Ω, U), alors il existe x∗ ∈
Nu(Ω, U) tel que θ(x∗) ≤L θ(x′).
Mais d’après l’hypothèse on obtient θk(x

′) = t∗, ∀k = 1, ..., p il s’ensuit alors

θk(x
∗) = t∗, ∀k = 1, ..., p, d’où θ(x∗) = θ(x′)

contradiction avec θ(x∗) ≤ θ(x′), d’où le résultat.

Le Théorème 3.3 montre si p∗ = p, alors Nu(Ω, U) = Ω∗, en d’autres termes p∗ = p

est le critère d’arrêt de la méthode ( toutes les fonctions objectifs ont été minimisées).

Il reste à considérer le cas p∗ < p, comme nous l’avons déjà fait remmarquer, par le

Lemme 3.2 on a Nu(Ω, U) ⊆ Ω∗ d’où Ω∗ 6= φ. Nous formons le problème MLOP (P ∗) qui

consiste à minimiser les fonctions Uk(x), ∀k 6∈ Π, sur Ω∗ donné par (3.18). De plus Ω∗

est un ensemble compact, donc Nu(Ω
∗, U∗) 6= φ.

Lemme 3.3. Si Ω est un ensemble compact non vide, et t∗ la valeur optimal de (P), on a

p∗ < p, on construit le nouvel ensemble Ω∗, donné par (3.18), et le problème (P ∗) est obtenue

en utilisant les objectifs U∗.

Alors :

x∗ ∈ Nu(Ω
∗, U∗)⇒

{
(x∗, t∗) est une solution optimale de (p∗)
θ1(x

∗) = ...... = θp∗(x
∗) = t∗

(3.20)

Preuve. Soit (x′, t∗) une solution de (P) alors, x′ ∈ Ω, et on a θ(x∗) ≤L θ(x′). Ainsi,

θ1(x
∗) ≤ θ1(x

′), et selon la définition de p∗, on obtient θ1(x
′) = t∗ i.e θ1(x

∗) ≤ t∗

Cette inégalité et la définition de θ(x∗) donnent :

Uk(x
∗) ≤ t∗, k = 1, ..., p, (3.21)

par conséquent (x∗, t∗) est la solution optimale de (P). De toute évidence maxUk(x
∗) = t∗,

sinon t∗ ne serait pas la valeur optimale. Les égalités données dans le lemme découlent de la

définition de P ∗

La conséquence de ce Lemme est

Nu(Ω
∗, U∗) ⊆ SOPT (P ) ⊆ Ω∗ ⊆ Ω.

Il reste à justifier pourquoi explorer encore l’ensemble Nu(Ω
∗, U∗), en construisant un

nouveau problème de programmation linéaire (P ∗), et comment terminer la procédure en

résolvant le nouveau problème.
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Théorème 3.4. Soit Ω est un ensemble compact non vide, et t∗ la valeur optimale de (P),

on considère l’ensemble Ω∗ = {x ∈ Ω; Uk(x) = t∗, ∀k ∈ Π} où Π est défini par (3.15) et

(3.16), alors on a

Nu(Ω, U) = Nu(Ω
∗, U∗).

Preuve. On montre la double inclusion. Soit à prouver Nu(Ω, U) ⊆ Nu(Ω
∗, U∗).

Soit x∗ ∈ Nu(Ω, U), comme Nu(Ω, U) ⊆ Ω∗ on a x∗ ∈ Ω∗. Si x∗ 6∈ Nu(Ω
∗, U∗), alors

il existe x′ ∈ Nu(Ω
∗, U∗) tel que θ(x′) ≤L θ(x∗). D’après le Lemme 3.2 et le Théorème 3.3

on a :

θ1(x
′) = θ1(x

∗)....θp′(x
′) = θp′(x

∗). (3.22)

Il existe donc un indice k′, tel que p′ < k′ < p de sorte que{
θk(x

′) = θk(x
∗), ∀k = 1, ..., k′

θk′+1(x
′) < θk′+1(x

∗).

Comme x′ ∈ Ω, l’existance de k′ contredit x′ ∈ Nu(Ω, U), en conséquence, Nu(Ω, U) ⊆
Nu(Ω

∗, U∗).

Soit à montrer l’inclusion inverse : Nu(Ω
∗, U∗) ⊂ Nu(Ω, U).

Soit x′ ∈ Nu(Ω
∗, U∗) et x′ 6∈ Nu(Ω, U), comme x′ ∈ Ω, alors

θ(x∗) ≤L θ(x′) pour tout x∗ ∈ Nu(Ω, U)

D’après Le Lemme 3.2 et le Théoréme 3.3 on a

θ1(x
∗) = θ1(x

′)....θp′(x
∗) = θp′(x

′), (3.23)

il existe donc un indice k′, tel que p∗ < k′ < p de sorte que{
θk(x

∗) = θk(x
′), ∀k = 1, ..., k′

θk′+1(x
∗) < θk′+1(x

′)

CommeNu(Ω, U) ⊆ Nu(Ω
∗, U∗) alors x∗ ∈ Nu(Ω

∗, U∗), il s’ensuit que x′ ∈ Nu(Ω, U),

par conséquent, Nu(Ω, U) ⊆ Nu(Ω
∗, U∗).

D’où le résultat.

Maintenant, le Théorème 3.4 ci-dessus justifie l’étape de l’algorithme dans le cas où

p∗ < p, c’est-à-dire que les fonctions objectifs n’ont pas encore été toutes épuisées.
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Précisement, pour trouver le nucléole généralisé du problème initial (MOLP), on peut

résoudre un nouveau problème (MOLP) sur l’ensemble réalisable Ω∗, défini par (3.18), avec

U∗ = {uk(x) : uk(x) = aTk x+ βk, k 6∈ Π} (3.24)

Il reste à expliquer comment trouver l’ensemble d’indice Π introduit dans Lemme 3.1, certains

éléments de la théorie de la dulalité de la programmation linéaire seront utilisées (voir[4] ) .

considérons le problème dual de (P), tel que Ω peut être écrit sous la forme

Ω = {x ∈ Rn; Aix ≤ bi, i = 1, ...,m, x ≥ 0}, (3.25)

où Ai est la ligne i de A.

Le problème (P) est :

min{t : Aix ≤ bi; i = 1, ...,m; aTk x− t ≤ −βk, k = 1, ..., p; x ≥ 0}, (3.26)

et son dual (D) est :

max{−
m∑
1

biσi+

p∑
1

βkτk :
m∑
1

Aiσi+

p∑
1

αkτk ≥ 0;

p∑
1

τk = 1 : τ ≥ 0, σ ≥ 0}, (3.27)

où σ ∈ Rm et τ ∈ Rp sont les vecteurs des variables duales.

Les conditions de complémentarité sont les suivantes

σi(bi − Aix) = 0, i = 1, ...,m. τk(t− Uk(x)) = 0, k = 1, ..., p. (3.28)

Supposons que le problème (P) a été résolu. Alors toute solution optimale (x∗, t∗) de (P) et

toute solution optimal du dual (σ∗, τ ∗) de (P), les conditions de complémentarité devraient

être satisfaites, parmis elles

τ ∗k (t∗ − Uk(x∗)) = 0, k = 1, ..., p. (3.29)

On a
∑p

1 τ
∗
k = 1, donc dans τ ∗ il existe au moins une coordonnée positive.

On désigne

Π = {k : k ∈ {1, ..., p}, τ ∗k > 0}, (3.30)

alors, pour toute solution optimale (x∗, t∗) de (P), on a

Uk(x
∗) = t∗, ∀k ∈ Π (3.31)

Si |Π| = p le problème des (MOLP) est résolu, comme l’éxplique le Théorème 3.3, si

|Π| = p∗ < p, alors le problème (MOLP) devraient être remplacé par un nouveau, comme

l’explique le Théorème 3.4.
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Exemple

Revenons à l’exemple précédent et écrivons le problème dual (3.27) pour ce problème

min σ1 + 2σ2 + 3σ3 − σ4

Sujet à


σ1 − σ2 + σ3 − σ4 + 2τ1 + τ2 ≥ 0
σ1 + σ2 + σ3 − σ4 + τ1 − 2τ2 ≥ 0
τ1 + τ2 = 1, σ1 ≥ 0, σ2 ≥ 0, σ3 ≥ 0, σ4 ≥ 0

Parmis les conditions de complémentarité que nous avons

τ1(t− 2x− y) = 0; τ2(t−x− 2y) = 0 la solution optimale trouvée en résolvant le problème

(P), x∗ = 0; y∗ = 1; t∗ = 1, et la contrainte τ1 + τ2 = 1, donnent τ ∗1 = 1, τ ∗2 = 0. Comme

expliqué ci dessus dans (3.30) et (3.31), on aura Π = {1}, tel que pour toute solution optimal

de (P) on doit avoir 2x+ y = 1 équation à ajouter aux contraintes en (P), afin d’obtenir le

nouveau problème (MOLP) à résoudre pour obtenir le nucléole généralisé du problème initial.

minimiser la fonction

U2(x) = x− 2y

Sur l’ensemble Ω∗ défini par le système d’inégalités linéaires

x− y ≤ 1
−x+ y ≤ 2
x+ y ≤ 3
x+ y ≥ 1
2x+ y = 1
x ≥ 0, y ≥ 0

On obtient la solution optimal x∗ = 0; y∗ = 1; t∗ = −2, est x = 0, y = 1 unique, et les

objectifs ont des valeurs incluses dans le vecteur θT = (1,−2).

3.3 Algorithme pour résoudre le problème (MOLP)

L’algorithme pour résoudre un problème (MOLP), c’est-à-dire pour trouver un point

dans le nucléole généralisé de l’ensemble compact des solutions réalisables Ω, par rapport

aux fonctions linéaires U , peut être énoncé comme suit :

Ètape 0 : découvrir si Ω 6= Φ ou non. Dans le second cas, arrêter ; le problème
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(MOLP) n’a pas de solution. Avant l’étape S, S ≥ 1 un ensemble de solutions réalisables

ΩS et un système de fonctions linéaires US sont disponibles.

Pour S = 1 ; on a Ω1 = Ω, U1 = U, p1 = |U1| = p

Ètape S :

1. Résoudre le problème PL(P S) :

Minimiser t, S.C x ∈ ΩS, US
k ≤ t, k = 1, ..., pS

Soit tS la valeur optimale

2. Trouver une solution optimal dual (σS, τS) et déterminer l’ensemble des indices

ΠS = {k : τSk > 0}

3. Mettre à jour ΩS et US ;

ΩS := {x ∈ ΩS : US
k = tS, k ∈ ΠS} Puis

pS := pS − |ΠS|, et US := {US
k : k = 1, ..., pS; k 6∈ ΩS}.

4. Vérifier si pS = 0 où pS > 0 ; dans le premier cas ; passer à 5 ; dans le second cas ;

prener S := S + 1 et passer à une nouvelle étape.

5. Arrêter la procédure ; la solution est l’ensemble ΩS. Si un seul élément du nucléole

généralisé est souhaité, prener la partie x de la solution optimale du problème (P).

La convergence en un nombre fini d’étapes est assurée par le fait qu’à chaque étape au moins

une fonction objectif du problème (MOLP) courant est incorporée dans les contraintes.

Par conséquent, le nombre d’étapes est au plus p .



CONCLUTION GÉNÉRALE

L’objectif de notre travail était de mettre en évidence l’utilité de la théorie des jeux

coopératifs comme un cadre conceptuel pour approcher les problèmes reliés à la répartition

équitable de ressources communes à plusieurs agents économiques.

L’accent à été mis sur une technique particuliére, le nuclèole qui est l’un des solutions

importants dans la théorie des jeux coopératifs à n-personnes avec des utilité transférable.

Dans l’ensemble des solutios efficaces et individuellement rationnels, le nucléole cherche le

résultat qui minimise le malheur de la coalition la plus malheureuse (sentiment d’insatis-

faction), de la deuxième coalition la plus malheureuse,...etc. Une méthode de calcule de

nucléole par la programmation linéaire est utilisé.

En s’inspirant du nucléole, M.Justman à défini le nucléole généralisé pour un ensembles

de fonctions linéaires à minimiser sous des contraintes linéaires d’inégalités.

Ce travail est basé sur l’article de Irinel Drangan [5] qui propose de résoudre un

problème linéaire multiobjectifs par le nucléole généralisé, nous montrons comment un tel

problème peut être résolu, en donnant une méthode de recherche de nucléole généralisé

où une certaine théorie de dualité est utilisée, en dannant un algorithme pour resoudre ce

problème (MOLP).
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