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Introduction générale

En automatique lorsque le cahier des charges impose 'optimisation d'un critere de per-
formance et le respect d’'un ensemble de contraintes, le probleme revient a chercher une
commande optimale [1H4]. La théorie de commande optimale désigne I’ensemble de théories
et de méthodes utilisées pour concevoir des lois de commande optimales. Par définition, une
commande optimale est une commande qui permet de transférer un systeme dynamique d’un
état initial vers un état final, de respecter un certain nombre de contraintes sur 1’état et la
commande, et d’optimiser un critére de performances [5-8]. La commande optimale occupe
une place importante en automatique et trouve des applications dans plusieurs domaines :
génie chimique [9], navigation aérienne et spatiale [10},/11], mécanique [12], médical [13],
thermique [14], biologique [15], économique [13,/16] et social [17]. La quasi-totalité des
cahier des charges sont formulés par des problemes de commande optimale. Ces problemes
allant de simples exemples comme le célebre probleme de brachisrochrone [18] jusqu’aux
systemes complexes, par exemple la commande d’une navette spatiale en phase de rentrée
atmosphérique [19]. Le probleme de brachisrochrone, posé par Bernouilli, a été 1'origine de
développement de la théorie du calcul des variations [20] qui devient par la suite la théorie
de commande optimale.

Dans la formulation d'un probleme de commande optimale, le modele mathématique du
systeme a commander influe considérablement sur la qualité de la commande optimale a

obtenir [1,/5]. En général, toute la conception de la loi de commande repose essentiellement
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sur le modele utilisé, par conséquent les performances attendues dépendent de sa précision.
Ces dernieres années, le développement du calcul fractionnaire [21-24] a amorcé 'utilisa-
tion d’une classe de modeles appelés modeles fractionnaires qui représente une alternative
intéressante aux modeles d’ordre entier [25-29]. Les modeles fractionnaires sont caractérisés
par une faculté a décrire fidelement certains phénomenes physiques comparativement aux
modeles d’ordre entier. En effet, le comportement dynamique de certains systemes dyna-
miques ne peut pas étre régit par des opérateurs mathématiques classiques (dérivée entiere)

de maniere précise.

En effet, physiquement, I’évolution postérieure d’une grandeur physique ou d’un phé-
nomene dépend forcément de son évolution antérieure [24}30]. Des études menées sur des
exemples pratiques ont montré que cette réalité physique peut étre précisément modélisée par
un modele fractionnaire faisant intervenir des dérivées d’ordre non-entier [25],27),29,31,32].
Mathématiquement, la dérivée fractionnaire est un opérateur non local qui régit parfaitement
cette réalité physique désignée sous le vocable effet mémoire [24,30]. La capacité d’'un modele
fractionnaire a décrire avec précision le comportement dynamique d’un systeme physique a
motivé leur utilisation dans des problemes d’optimisation, de prédiction et de commande, en

particulier de commande optimale [26,/33-37].

La commande optimale des systemes d’ordre fractionnaire est un domaine de recherche
tres jeune et fertile [38-41]. Les différents résultats développés dans la littérature constituent
des généralisations pour certaines théories du cas entier. Ces généralisations sont rendues
possibles grace au développement du calcul variationnel et de ’analyse fonctionnel [23,42].
L’examen de la littérature dédiée a la commande optimale fractionnaire, nous a permis de

définir trois classes de méthodes de résolution.

Le principe des méthodes de la premiere classe consiste a réduire le systeme d’ordre
fractionnaire & un autre systéme d’ordre entier en approximant la dérivée fractionnaire [41,
43),44]. L’objectif recherché est d’appliquer directement les méthodes de commande optimale

d’un systéme d’ordre entier [1,/6], en 'occurrence 1’équation d’Euler-Lagrange, le principe
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du minimum [45], la programmation dynamique [46] et I’équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman [1,3,6]. Les méthodes de cette classe nécessitent des efforts de calcul importants
et la solution est obtenue généralement de maniere numérique en utilisant les différences finies

ou la méthode de tir [47,48].

Les méthodes de la deuxieme classe ont pour objectif de convertir le probleme de com-
mande fractionnaire en un probleme d’optimisation statique en approximant la dérivée frac-
tionnaire [22}32},49-51]. Par la suite, on applique des méthodes d’optimisation détermi-
nistes [52H54], stochastiques [53},/55),56] ou mixtes pour déterminer la solution du probleme
d’optimisation résultant. Bien que la solution globale peut étre localisée, néanmoins sa qua-
lité dépend de la méthode utilisée pour réduire le probleme de commande optimale en un
probleme d’optimisation et la dimension du probleme d’optimisation. Généralement, une di-
mension importante améliore davantage la solution finale mais en contrepartie nécessite des
efforts de calcul importants et des temps de convergences considérables pour le processus

d’optimisation. Ces méthodes sont désignées par les méthodes directes [57,(58].

Les méthodes de la troisieme classe sont des généralisations des méthodes indirectes du cas
entier au cas fractionnaire. Les méthodes sont développées en exploitant la théorie du calcul
variationnel fractionnaire qui connait un essor spectaculaire [23,42},59,60]. Cette branche
des mathématiques est assez développée, ces derniéres années, et a contribué énormément
au développement de la commande optimale fractionnaire. Deux méthodes ont été étendues
avec succes au cas fractionnaire : I’équation d’Euler-Lagrange [38},59-64] et le principe
du minimum [51,65-67]. Ces deux méthodes permettent d’écrire les conditions d’optima-
lité d’un probleme de commande optimale fractionnaire. Ces conditions sont données sous
forme d'un systeme d’équations différentielles ordinaires fractionnaires souvent difficiles a
résoudre analytiquement. Ainsi, des méthodes numériques [38,51},61},62,65-67] et approxi-
matives [63},/68-72] ont été utilisées pour résoudre les conditions d’optimalité et déterminer
la commande optimale. Pour les méthodes numériques, on distingue deux types [22]. Le

premier type a pour principe 'approximation de la dérivée fractionnaire en utilisant des
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schémas numériques explicites ou implicites. Parmi les méthodes les plus utilisées, on peut
citer la formule de Griinwald-Letnikoff [54] et la méthode d’Adams [73]. Le deuxiéme
type de méthodes est basée sur l'intégration de I’équation différentielle ordinaire fraction-
naire pour la convertir & une équation intégrale. Puis des quadratures (formules d’intégration
numériques), par exemple la formule de Simpson et de Gauss-Legendre [47, 48], sont
utilisées pour approximer numériquement le terme intégrale résultant. Ces méthodes néces-
sitent des choix judicieux pour certains parametres, par exemple le pas de discrétisation,
pour assurer la convergence et la précision souhaité pour la solution. Ainsi, les méthodes
approximatives (méthode de décomposition d’Adomian [68,74], la méthode de l'itération
variationnelle [69} 75, 76] et la méthode de la perturbation homotopique [71]) représente
des alternatives intéressantes. Ces méthodes permettent de déterminer des solutions ana-
lytiques ou numériques approximées, selon la nature des équations, sans discrétisation ni
linéarisation [70]. La solution est obtenue, a partir du solution initiale & choisir, en utilisant
des formules itératives faciles a implémenter. Ces méthodes ont été largement utilisées pour
la résolution des problemes de commande optimale. Parmi les méthodes utilisées dans le
cas da la commande optimale fractionnaire, on retrouve la méthode de I'itération variation-
nelle [63,|77]. L’avantage de cette méthode réside dans sa simplicité et nécessite seulement
I'identification du multiplicateur de Lagrange [69),78-80]. Ce dernier peut étre déterminée

aisément en utilisant la théorie du calcul variationnel entier [20].

Les travaux présentés dans cette these s’inscrit dans le cadre de la commande optimale des
systemes d’ordre fractionnaire. L’objectif consiste a proposer des méthodes pour la détermi-
nation de lois de commande optimales, basée sur ’approche directe, en utilisant de nouveaux
outils mathématiques pour convertir le probleme de commande optimale en un probleme

d’optimisation classique.
Le reste de la these est organisée comme suit :

Le premier chapitre est consacré a des notions de base du calcul fractionnaire utili-

sées dans les chapitres qui suivent. Le chapitre débute par définir la dérivée et 'intégrale
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classiques (cas entier). Puis introduit la fonction Gamma utilisée fréquemment en calcul frac-
tionnaire particulierement dans la définition de la dérivée et de I'intégrale fractionnaire [24].
Le chapitre enchaine par la présentation des définitions usuelles de la dérivée et de 'inté-
grale fractionnaires, en 'occurrence les définitions de Riemann-Liouville, de Caputo et
de Griinwald-Letnkoff. La suite du chapitre est réservée a la représentation d’état des
systemes d’ordre fractionnaire commensurables et non commensurables. La fin du chapitre
présente un exemple d'un systeme physique caractérisé par une dynamique fractionnaire. Il

s’agit du déplacement d’une plaque métallique, supposée rigide, dans un fluide Newtonien.

Le deuxieme chapitre est dédié a la commande optimale des systemes dynamiques.
Le chapitre commence par la définition de la commande optimale, puis présente la forme
mathématique générale d’un probleme de commande optimale tout en expliquant les différents
parties. La terminologie utilisée dans ce domaine est aussi précisée dans ce chapitre. La suite
du chapitre est réservée a la résolution d’'un probleme de commande optimale. La premiere
partie présente les différentes approches proposées dans littérature qui permettent d’écrire les
conditions d’optimalité d’un probleme de commande optimale. La deuxieme partie expose les
principes des différentes classes de méthodes numériques utilisées pour résoudre les conditions

d’optimalité tout en précisant les avantages et les inconvénients de chaque classe.

Le troisieme chapitre aborde la recherche de I'optimum globale d’une fonction a plusieurs
variables. Le chapitre commence par un rappel sur les différentes notions de base relatives
a la théorie de I'optimisation. Puis introduit les conditions d’optimalité pour un probleme
d’optimisation, sans contraintes, apres avoir poser les hypotheses d’existence de la solution.
Une revue sur les différentes méthodes d’optimisation globale est présentée dans ce chapitre.
La suite du chapitre est réservée a la méthode d’optimisation globale d’Alienor [81}(82].
La méthode utilisent des transformations réductrices pour réduire la fonction a plusieurs
variables en une autre fonction d’une seule variable. Le but est de faciliter la localisation
d’un optimum global d’une fonction a plusieurs variables. La convergence de la méthode est

mise en exergue, a la fin du chapitre, par un exemple d’application.
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Le quatriéme chapitre introduit la méthode de l'itération variationnelle. Cette méthode
est utilisée pour résoudre des équations différentielles en utilisant une formule itérative a
partir d’une solution initiale arbitraire [69,83]. Cette méthode permet de déterminer des
solutions analytiques approximatives. Ainsi, apreés avoir présenté le type d’équations diffé-
rentielles ordinaires fractionnaires considéré et les conditions d’existence de solutions, nous
avons présenté les différentes classes de méthodes de résolution de ce type d’équations. Par
la suite ’accent est mis sur la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire utilisée dans
le cadre de cette these. L’'exposé commence par la présentation du principe de la méthode,
puis précise les conditions nécessaires pour assurer la convergence et se termine par deux
exemples d’applications illustrant 'efficacité de la méthode.

Le cinquiéme chapitre est consacré a la méthode de paramétrisation du vecteur de com-
mande. Dans ce chapitre, une approche est proposée pour étendre 'application de cette
méthode aux systemes d’ordre fractionnaire. Le chapitre commence par la formulation ma-
thématique du probleme de commande optimale. Ensuite, les conditions nécessaires pour
I’existence d’'une solution sont précisées. Pour situer la contribution de la these, un état de
I’art sur la commande optimale fractionnaire est donné dans ce chapitre. La suite du chapitre
expose le principe de I’approche proposée, basée sur la méthode de l'itération variationnelle,
pour convertir le probleme de commande optimale en un probleme d’optimisation a plusieurs
variables apres la paramétrisation de la commande. Le probleme revient a chercher les co-
efficients optimaux de la paramétrisation permettant d’optimiser le critere de performances.
Ces derniers sont déterminés en utilisant la méthode d’optimisation d’Alienor. Les différentes
étapes de l'approche proposée sont résumées sous forme d’un algorithme. Deux exemples
d’application sont présentés a la fin du chapitre pour montrer la convergence de 1’algorithme
proposée vers la solution exacte.

La these se termine par une conclusion générale sur I’étude réalisée tout en mentionnant

un certain nombre de perspectives de continuité.
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Chapitre

Généralités sur les systemes d’ordre

fractionnaire

1.1 Introduction

La question posée, dans une lettre datée du 3 septembre 1695, par Hopital a Leibnitz,
un des pionniers du calcul intégral et différentiel, sur la possibilité de calculer une dérivée dont
I'ordre n’est pas entier a amorcé le développement d’une nouvelle branche des mathématiques
appelée calcul fractionnaire. Cette branche constitue une généralisation des concepts du calcul
intégral et différentiel classique (entier) au cas non entier [21,24},32,/84,85]. Leibniz dans
sa réponse mentionnait qu'une telle expression menera a un paradoxe, mais qu’'un jour, il
en découlera de tres utiles résultats. Cette réponse est entierement confirmée par le role
prépondérant que joue le calcul fractionnaire dans les différents domaines. Le mérite revient
aux mathématiciens Abel, Liouville, Riemann, Griinwald et Letnikoff qui ont posé les
premiers fondements théoriques du calcul fractionnaire.

Le développement du calcul fractionnaire comprend deux volets : théorique et appliqué.
Sur le plan théorique, I'objectif consiste a généraliser les différentes théories du calcul dif-
férentiel et intégral classique [24,(30,32,/37]. Le deuxieme volet s’intéresse principalement

aux applications du calcul fractionnaire [21},|26,28,/33-35]. Sur ce plan c’est la modéli-
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sation mathématique qui tire profit des différents progres réalisés. En effet, tous les pro-
blemes pratiques, en particulier de I'ingénierie (optimisation, simulation, prédiction, com-
mande, ...), nécessitent I'utilisation d’un modele mathématique qui traduit convenablement
le comportement dynamique des systemes dont le modele fractionnaire a démontré ses capa-

cités [21),25},26),28,,29,31},[32, /34, [35].

L’utilisation des modeles mathématiques fractionnaires et le calcul fractionnaire trouve des
application dans divers domaines [32,/33,86| : biologique, mécanique, biomédical, imagerie,

thermique, automatique, géotechnique, aéronautique, chimique et la liste est longue.

En automatique, I'utilisation du calcul fractionnaire en modélisation et en commande a
largement contribué dans le développement de cette discipline [24},26,30,[33,/86]. Le succes
d’une stratégie de commande est conditionné par 'utilisation d’un modele fiable du systeme
a commander. En regle générale, on exige un modele n’est ni tres complexe ni trop simplifié.
Un modele fractionnaire est I'un des modeles qui répond amplement a cette regle. Concernant
la commande des systemes, des travaux ont démontré I’apport d’un correcteur fractionnaire.
En effet, 'intégration d’une dynamique fractionnaire permet d’améliorer davantage les per-

formances et la robustesse [24),26},[33,35].

La prépondérance d’un modele fractionnaire peut étre expliquée par le fait que ce dernier
est caractérisé par l'effet mémoire [24,30]. D’un point de vue physique, 1’évolution posté-
rieure d’un phénomene dépend forcement de son évolution antérieure. Cette réalité physique
peut étre décrite fidelement par un modele fractionnaire. Cette caractéristique a fait des mo-
deles fractionnaires des modeles prometteurs pour la modélisation et la prédiction dans plu-
sieurs domaines [21},25},29,[31,[32]. En effet, plusieurs phénomenes physiques importants en
électromagnétisme, en acoustique, en viscoélasticité, en électrochimie, en thermique peuvent
étre décrits avec précision par des modeles fractionnaires. En automatique, des résultats
concluants sont obtenus et la théorie de commande fractionnaire est amplement développée

avec des avancées notables [86)].

Ainsi, le contenu de ce premier chapitre est dédiée a des généralités sur le calcul frac-
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tionnaire et les systemes d’ordre fractionnaire. Le chapitre commence par I'introduction des
notions de base du calcul fractionnaire utilisées le long de cette these. Puis, on s’intéresse aux
systemes d’ordre fractionnaire et leur représentation par la forme d’état. La fin du chapitre
présente un exemple d’un systeme physique dont la dynamique est décrite par un modele frac-
tionnaire. Il s’agit du déplacement verticale d'une plaque métallique, supposée rigide, dans
un fluide Newtonien. La modélisation mathématique de I’évolution du déplacement conduit

a un modele fractionnaire.

1.2 Dérivée et intégrale d’ordre entier

Etant donnée une fonction analytique f(¢) : Rt — R, on rappelle les notions de dérivée
et de 'intégrale, d’ordre k € N, associées a f(t). Dans ce qui suit, on suppose que la variable
dépendante f(t) est de classe k, c’est-a-dire f(t) € C*¥(R). t € R* est la variable indépendante

qui représente le temps le long de cette these.

Définition 1.1 ( [68]). Si la limite suivante existe,

k |k
2 (=1 ft—jh)
O j
dt’(f) =0 h (1)

elle est appelée dérivée d’ordre k de la fonction f(t) au point t. La fonction analytique f(t)

est dite alors k fois dérivable au point t. La variable h € R représente le pas de discrétisation.

Remarque 1.1. Dans la définition de la dérivée (1.1]), le nombre de combinaisons, sans
répétition, de k objets j a j (nombre de groupes de j objets différents qu’on peut former avec

k objets sans tenir compte de 'ordre) est défini comme suit :

S L (1.2)



avec k, 7 € N.

La primitive d’ordre k, d’une fonction analytique f(¢), peut étre définie intuitivement
comme 'opération inverse de la dérivée. Parfois, elle est appelée intégrale indéfinie ou anti-

dérivée d’ordre k.

Définition 1.2 ( [87]). Si

d*F(t)
dt*

= f() (1.3)
alors F(t) est appelée primitive d’ordre k de la fonction analytique f(t).

En introduisant 'opérateur mathématique D*, qui agit sur la fonction f(t), les dérivées

et les primitives d’ordre k € Z (Figure [1.1]) peuvent étre définie comme suit [24,30] :

%, sikeN
WwDPF() =4 F), sik =0 (1.4)

i W DELf(tydt, sik ez
\

ou encore

( k
’“df(t) sikeN

DEF) =18 ft), sik=0 (1.5)

[P DL F(t) dt, sikeZ”

t

La récurrence utilisée pour définir la primitive d’ordre k signifie

d7>f)  d2f)  dlf() difit) &f)  Ef()
di—3 di—2 dt—1 f(t) dt! d? At
- e« e e — — — — — - L
-3 —2 -1 0 1 2 3
________________________________ _>
Intégration Dérivation

FI1GURE 1.1: Dérivation et intégration d’ordre entier.
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tOfo(t):/t.../tf(t)dt...dt keZ (1.6)

|k| intégrations

Dy f(t) = /to . ../tof(t) dt...dt keZ (1.7)

S/

|k| intégrations

Remarque 1.2. La notion 4 DF utilisée pour l'opérateur de la dérivée est celle proposée
par [88]. Les réels t et ty désignent respectivement la variable indépendante par rapport a
laquelle on applique l'opérateur de dérivation et sa valeur initiale. La dérivée ;,DF est appelée
dérivée a gauche de f(t), c’est-a-dire lopérateur D* agit sur le passé de f(t). (Dy, représente

la dérivée fractionnaire a droite. Dans ce cas, l'opérateur D agit sur le future de f(t).

Remarque 1.3. Lorsque k € Zg , on remarque que les indices to et t sont inutiles ; ¢’est-a-dire
le changement de lindice to n’affecte pas le résultat final. Par exemple, oD} f(t) = oD} f(t).
Dans ce cas, l'opérateur D* est dit local. Par contre, pour k € Z_, le résultat dépend de la

valeur de ty. Par exemple, oD;2f(t) # 1D;2f(t). Dans ce cas, D* est dit non-local.

Les relations ([1.6]) et (1.7]) peuvent étre exprimées sous forme d’une intégrale en utilisant
la formule de Cauchy donnée par le Théoreme [1.1]

Théoréeme 1.1 ( [24]). L’intégrale indéfinie d’ordre k € N d’une fonction f(t) est donnée

comme suit :

0

¢ ¢ t(p_ g)(k-D)
Dt‘kf(t):/t .../tf(t)dt...dt:/t %f(s)ds, keN (1.8)

k intégrations

to to to (g (k-1)
tDt_Okf(t):\/t /t f(t)dt...df:/t %f(s)ds, keN (1.9)

k intégrations
Comme l'intégrale de Riemann est défini comme suit,
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f(t)dt = Jim > hf(t—kh) (1.10)

D) = tm S hER e 111
WDEAT = iy D 0 ek (L1
avec |52 | est le nombre entier relatif immédiatement inférieure a 5.

1.3 Dérivée et intégrale d’ordre fractionnaire

Le calcul fractionnaire est la généralisation de la dérivée et de I'intégrale d’ordre entier
pour inclure I'ordre non entier (fractionnaire). Dans ce cas, plusieurs définitions existent dans
la littérature [22,30,/32,/37]. Avant de les présenter, on commence par la présentation de la

fonction I'(t) trés utilisée en calcul fractionnaire.

Définition 1.3 ( [24,[30]). Pourt € RT, la fonction T'(t) est définie comme suit :

+00
I(t) = / =551 ds (1.12)
0

r(1) =1 (1.13)

Ct+1)=tI(t) (1.14)
De la propriété (1.14)), on peut facilement déduire que pour k € N

T(k) = (k—1)! (1.15)
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FIGURE 1.2: Graphe de la fonction I'(¢).

Par conséquent, la fonction I'(k) est une généralisation de la factorielle pour k € R [24].

L’évolution de la fonction I'(¢) est illustrée sur la Figure La Figure|1.2| montre clairement

que pour ¢

Notons

au cas non

Pour le cas fractionnaire, il existe plusieurs définitions pour la dérivée. Dans cette section,

€ N, la fonction I'(¢) coincident avec la factorielle de ¢ — 1 (relation [1.15]).

que, grace a la fonction I'(t), le nombre de combinaisons (1.2]) peut étre généralisé
entier (¢, e € R) comme suit

['(c+1)

sic,e,c—e¢ Z~

siceZ Ne€lg

sifleeZ " Ve—ceN)AcE&Z|V(c,e €Z™ N|c| > |e])

(1.16)
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on reprend les plus utilisées dans la littérature [24,/30,32].

Définition 1.4 ( [24,30,32]). La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est définie
comme Suit :

( t (t — 8)_U_1

fto F(—U) f(S) ds, sto € R™

wD7 f(t) =1 f(t), sio=0 (1.17)
dlol oo _
| oD W), sic e R

ou encore

(o (s—8)7

U e
Dy f(t) =< f(1), sioc=0 (1.18)

f(s)ds, sioeR™

[o]
(1)

\ dtlol DITIf(#), sio e RY

avec [o| est le nombre entier relatif immédiatement supérieure d o.

Remarquons si 0 € Z, les dérivée de Riemann-Liouville (1.17) et (1.18]) coincident

respectivement avec les dérivées d’ordre entier (1.4]) et (1.5)). En particulier si ¢ € N, on a

D7 f(t) = d;{ft) (1.19)
1D f(t) = (—U"daf(t) (1.20)

dte

Notons, aussi, que la définition de Riemann-Liouville (1.17)) et (1.18) généralise la
formule de Cauchy ([1.8]) ou (1.9) pour le cas o < 0.

Cette définition est tres utilisée dans la théorie du calcul fractionnaire en particulier dans

les mathématiques pures.

Définition 1.5 ( [24,[30,[32]). La dérivée de Caputo est définie comme suit :
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S Wf(s) ds, sioc € R~

wDf f(t) =< f(t), sioc =0 (1.21)
g— |0 d’—o-‘ .
tODt [ -‘Wf(t), S10 € R*

ou encore

/, Wf(s)ds, sioceR™

Dy f(E) =9 f(1), sio=0 (1.22)

[o]
_{\fel po-lo1 @
L ( ]') t‘Dto dtl’o-]

f(t), sioeR*T

Lorsque o € Z, on constate que les dérivées de Caputo (1.21)) et (1.22)) coincident

respectivement avec les dérivées d’ordre entier (1.4]) et (1.5]). Aussi, pour o < 0, les définitions

de Caputo et de Riemann-Liouville sont identiques.

Définition 1.6 ( [24,30,32]). La dérivée fractionnaire Grinwald-Letnikoff est définie

comme suit :

152 | o
> (=1 f(t=jh)
Jj=0 i
WD7f() = lim ho (1.23)
52 | o _
> (=1 f@t+jh)
j=0 j
D5 f() = lim - (1.24)

La dérivée de Griinwald-Letnikoff est basée sur les différences finies fractionnaires.
Cette définition peut étre vue comme une extension de la dérivée dans le cas entier (1.1]) en
utilisant la fonction I'(t) qui généralise la factorielle au cas réel. La définition de Griinwald-

Letnikoff est plus utilisée pour la simulation des équations différentielles d’ordre fraction-
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naire [22]. Ainsi sous I'hypothese d'un pas h suffisamment tres petit, la dérivée fractionnaire

de f(t) a l'instant ¢ peut étre approximée comme suit :

%2 | o
> (=1 ft—jh)
Jj=0 Jj
0Dy f(t) = = (1.25)
=2 | o
2‘6 (=07 [ | fE+ih)
i= j
Dy f(t) = s (1.26)

D’apres la définition de la dérivée de Griinwald-Letnikoff, il ressort que la borne su-
périeure de la somme diverge vers oco. Ainsi, lorsque o € N, tous les termes avec j > ¢ sont
nuls, par conséquent la dérivée de Griinwald-Letnikoff est équivalent & la dérivée
d’ordre entier d’ordre k lorsque h > 0, c’est-a-dire c’est la dérivée a droite de f(t).
De méme, lorsque h < 0, la dérivée de Griinwald-Letnikoff est équivalent a
multipliée par (—1)7, c’est-a-dire c’est la dérivée a gauche de f(¢) multipliée par (—1)7. Si
f(t) est dérivable, les deux dérivées sont égales, et la définition de Griinwald-Letnikoff est
une généralisation de la dérivée d’ordre entier . Notons aussi pour ¢ € N, le nombre de
termes de la somme est fini, c’est-a-dire c’est le seul cas ou la dérivée ne dépend pas de tg
(opérateur local).

La Figure montre les évolutions de la premiere dérivée (o0 = 1) et de la dérivée

fractionnaire d’ordre o = 0,5 de la fonction f(t) = sin(t).

1.4 Notion de opérateur non local

La caractéristique commune pour les différentes définitions de la dérivée fractionnaire est
tres claire. En effet, 'opérateur de la dérivée 4, Dy f(t) dépend toujours des limites ¢y et ¢

sauf lorsque o € Zg. Par conséquent 'opérateur ;,D? f(t) est dit non-local [24]. Cette ca-
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—— F(t) = sin()
1.5F 0D3.f(t)
ngff(t)

< 0.5 .
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g
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FIGURE 1.3: Premiere dérivée et dérivée fractionnaire d’ordre 0, 5 de la fonction f(t) = sin(t).

ractéristique représente le point fort des modeles d’ordre fractionnaire dans la modélisation
des systémes physiques. En effet, la dérivée fractionnaire de la variable f(t) a t; dépend de
I'historique de la variable f(t), c’est-a-dire de f(t) pour to < ¢ < #; (Figure[1.4)). En d’autres
termes, l'opérateur ,, DY possede I'effet mémoire [30]. Cette caractéristique remarquable tra-
duit convenablement la réalité physique puisque I’évolution d’un phénomene dépend inéluc-
tablement de son évolution antérieure.

La dérivée fractionnaire D f(t), dépend des valeurs de la fonction f(t) apres 'instant ¢.
Si t est I'instant courant, 'opérateur ,D7 f(t) est non causal car il est impossible de connaitre
les valeurs futures de f(t) [24].

Bien que les deux opérateurs 4 Df f(t) et Dy f(t) sont utilisés pour définir la dérivée
fractionnaire, comme les systemes physiques sont causaux; leur dynamique ne peut décrite

qu’en utilisant I'opérateur D7 f(t). L’opérateur (D7 f(t) peut étre utilisé pour évaluer la
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FIGURE 1.4: Dérivée fractionnaire qui agit sur le passé de f(t) (partie en rouge).

dérivée fractionnaire d’une fonction analytique f(t).

Remarque 1.4. Si le sens physique de la dérivée d’ordre entier est bien maitrisé ; dans le cas
fractionnaire linterprétation physique de la dérivée fractionnaire est trés difficile [89]. Cette
question sur le sens physique de la dérivée fractionnaire remonte a la premiere conférence
sur le calcul fractionnaire en 1974 (New Haven, USA) et demeure un probléme ouvert. Pour

élucider cette question, on peut citer la contribution de [36] .

1.5 Systemes dynamique d’ordre fractionnaire

Ces dernieres années, plusieurs travaux ont montré 1'utilité et 'avantage de I'utilisation
des modeles fractionnaires [21},25|,28/,31,32]. En effet, comme a été souligné précédemment,
I’effet mémoire qui caractérise la dérivée fractionnaire reflete une réalité physique concernant
le comportement dynamique des systemes [30]. Pratiquement, I’évolution d’une variable phy-
sique (phénomene) dépend de son passé. Ainsi, un modele fractionnaire constitue un outil
mathématique tres intéressant pour décrire le comportement dynamique d’un systeme phy-
sique et certaines propriétés physiques 26,32, 34}(35].

Un modele fractionnaire peut étre obtenu soit par modélisation mathématique ou par
modélisation expérimentale (identification) [86]. La modélisation mathématique consiste a
écrire les lois physiques faisant intervenir des calculs de nature fractionnaire [32,86]. Ce type
de modélisation est généralement tres difficile et demande des connaissances poussées sur

la physique des phénomenes a considérer. L’identification utilise les mesures effectuées sur
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I'évolution des variables caractéristiques du systeme a modéliser [25,86]. Sur la base de ces
mesures, une structure de modele est proposée et ces différents parametres sont identifiés en
utilisant des méthodes dédiées. Cette derniere étape est généralement réalisée par optimisa-
tion; les parametres sont identifiés de sorte a minimiser ’écart entre la sortie prédite par le

modele et la mesure réelle collectée.

En automatique, on distingue deux représentations couramment utilisées pour 1'étude
d’un systéme d’ordre fractionnaire : la fonction de transfert (dans le cas linéaire) et la repré-
sentation d’état [30]. En commande optimale, le modele du systeme doit étre sous la forme

d’état [1,/5]. Ainsi, dans ce qui suit, on s’intéresse seulement a la représentation d’état.

1.6 Représentation d’état

Le comportement dynamique d'un systeme dynamique est souvent décrit par des équa-
tions différentielles [1,[32]. Ces dernieres représentent les relations mathématiques entre les
entrées et les sorties. Souvent la modélisation mathématique conduit a des équations diffé-
rentielles. Pour les problemes d’automatique, on a toujours recours a les mettre sous forme
exploitable pour I'analyse et la synthese. La forme d’état est I'une des représentations les
plus utilisées [1,3},8]. Cette représentation interne, appelée aussi boite blanche, donne toutes
les relations entre les variables caractéristiques du systéme (commande, état et sortie). Les
états et les commandes sont liés par une équation différentielle appelée équations d’état. Par
contre les états, les sorties et éventuellement les commandes sont liés par une équation algé-
brique appelée équation de sorties. Notons aussi que dans la formulation d’un probleme de
commande optimale d'un systeme d’ordre fractionnaire, la dynamique du systeme est décrite

par 'équation d’état [38,/63,90].
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1.6.1 Représentation d’état d’un systeme fractionnaire linéaire

La modélisation d'un systeme fractionnaire linéaire monovariable conduit a 1’équation

différentielle ordinaire fractionnaire de la forme

an D7y (t) a1 D y(t)+. . .Aagy(t) = by D™ u(t)+by_y D= 2u(t)+. . +bou(t) (1.27)

ou a; et b; sont des coefficients réels pour i = 0,...,net 7 = 0,..., m avec m < n. Les

variables y(t) et u(t) sont respectivement la sortie et la commande du systeme.

Selon la nature des ordres o; et 5; (i =0,...,n; j=0,..., m), on peut distinguer deux
types de systemes [33] : les systéemes commensurables et non commensurables. On utilise
aussi la terminologie systemes d’ordres commensurables et non commensurables. Dans ce qui

suit, on utilise la premiere appellation.

Pour un systéme commensurables, les ordres o; et 3; sont des multiples entiers d'un ordre

o € R appelée ordre de base. Dans ce cas, on a

~ =k, keN(@i=0...n) (1.28)
@:lj, LeENG=0,...,m) (1.29)
g

Ainsi, I’équation différentielle ((1.27]) prend la forme suivant :

an Dy (t) + ap_y D" 7y(t) + ... + ag D" 7y (t) = by, D™ Tu(t) + byq D' u(t)

+ .o 4 by DY 7u(t) (1.30)

qu’on peur récrire comme suit :
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Z a; D" oy(t) = Z b; DY 7u(t) (1.31)
=0 =0

Remarquons que pour une entrée u(t) connue la deuxieme somme de I’équation ((1.31))

peut étre évaluée, donc on peut poser [30]

i b; DY %u(t) = U(t) (1.32)

ou U(t) représente la nouvelle excitation pour le systeme.

Si les deux conditions (1.28]) et (1.29)) ne sont pas remplies, le systeme fractionnaire est

dit non commensurables [30].

Cas d’un systeme fractionnaire non commensurable

Pour mettre le systeme fractionnaire non commensurable dont la dynamique est décrite
par I’équation différentielle fractionnaire (1.27)) sous la forme d’état, on commence par écrire

cette derniere sous la forme suivante [30] :

a, D7y(t) + a1 D7 y(t) + ... 4+ ay D7y(t) + ag y(t) = u(t) (1.33)

En divisant cette derniere par a,, # 0, il vient :

Gp—1 aq ap 1
Dy(t) = — D ty(t) —...— — D% y(t) — —y(t —u(t 1.34
) = =2 Dyl — = Do) - g+ —ut) (130)
et en introduisant les variables d’état z; tel que
27 (8) = D7y(t) (1.35)
;77N (t) = D%y(t), i=2,...,n (1.36)
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on obtient le modele d’état suivant :

27" () = wa(t)
T =2 (t), j=2,...,n—1
_ Ap—1 Qo 1
On—0n—1 t — n t _ _ - t - t
oo () = = ) = = 2 (0)+ -u)
ce qui conduit a la forme d’état suivante
o7 (1) 01 0 0 0 0
zg* 7 (t) 0 0 1 0 o (t) 0
= -
0 0 1 0 :
aO a/l an—l 1
On—0n—1 . — — -
R O N I el a | Lm0
qu’on peut mettre sous la forme matricielle suivante
27 (t) = Ax(t) + Bu(t)
avec
x1(1) oy 0 1 0 0
.Tg(t) 09 — 01 0 0 1 0
x(t) = ,0 = VA=
0 0 1
ag ai ap—1
| l’n<t) ] L Op — Op—1 i L a, . ap,
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u(t)

(1.37)
(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)




Remarque 1.5. Pour compléter la forme d’état, on doit préciser l’équation de sortie :

y(t) = Cx(t) (1.43)

La matrice C' est déterminée selon la sortie considérée (voir Uexzemple de la Section[1.8).

Cas d’un systeme fractionnaire commensurable

Dans ce cas, on introduit les variables d’états tel que [30]

DOVoy(t)y = ai(t), i=1,....n (1.44)

on obtient les équations d’états suivantes :

DU.TZ‘:IZ'_H, zzl,,n—l (145)
Qp—1 Qo 1

Dx, = — nt) — ... — —x1(t) + —u(t 1.4

r = = (1) — o () + () (1.46)

n=— (1.47)

Dans ce cas, I'écriture de I'équation d’état ([1.41)) peut étre simplifiée en utilisant 'opé-
rateur de dérivation fractionnaire D’ comme suit [30] :

Dx(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.48)

En complétant par ’équation de sortie (1.43)), on obtient la forme d’état d’'un systeme

fractionnaire commensurable.
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1.6.2 Représentation d’état d’un systeme fractionnaire non linéaire

La représentation d’état présentée dans la sous-section représente mathématique-
ment la classe des systemes d’ordre fractionnaire linéaire. Un systeme fractionnaire non li-

néaire non commensurable est représenté mathématiquement par la forme d’état suivante

[30] :

27 (t) = F(x(t), u(t), t) (1.49)

y(t) = H(z(t), u(t), t) (1.50)

ou F et H sont des fonctions vectorielles, c¢’est-a-dire

[ Fue(t), u(t), ) | 2 (2(t), u(t), t) |
Fa(t), u(t), t) = B(x(t)’: ulth 1) | H(x(t), ult), t) = HQ(I“)Z u(t), 1) (1.51)
| Fa(z(t), ult), t) | | Ho(z(t), u(®), 1) |

ou r représente le nombre de sorties du systeme.

Un systeme non linéaire commensurable est représenté, sous-forme d’état, comme suit

Doa(t) = Fla(t), u(t), ) (1.52)

y(t) = H(x(t), u(t), 1) (1.53)



1.7 Conditions initiales

Pour compléter la représentation d’état, on doit préciser aussi le vecteur de conditions
initiales z(tp) du systeme. L’initialisation d’un systeme d’ordre fractionnaire constitue une
autre difficulté et les résultats existant restent incomplets [91},92]. Pour un systeme d’ordre
fractionnaire, le nombre de conditions initiales dépend des ordres o; — 0;,_1. On désigne par

m; le petit nombre entier qui vérifie

m; = [o; — 041 (1.54)

Le nombre de conditions initiales n¢; (taille du vecteur d’état z(t)) est

ner = Zmi (1.55)
i=1

Remarque 1.6. Pour [’étude des systéemes dynamiques et ’évaluation des performances
d’une stratégie de commande, la simulation numérique joue un role trés important. Cette
derniére consiste a résoudre les équations différentielles régissant le fonctionnement du sys-
teme. Une revue sur les différentes approches proposées pour la résolution des équations

différentielles d’ordre fractionnaire est présentée au Chapitre [{]

1.8 Exemple de modélisation

Soit une plaque mince suspendue par un ressort et completement immergée dans un
fluide NewtonienE] (Figure [32,33]. Ce fluide est de masse volumique p et de viscosité
. L’étendu du fluide est supposé infini. On désigne respectivement par M, et S, la masse
et surface de la plaque rigide. Le ressort, exercant une force opposée, est de constante de
raideur k, et sa masse est supposée négligeable. La force f,(¢) appliquée (commande) sur la

plaque provoque le déplacement verticale de cette derniere. Le déplacement d’un point de la

1. Pour un fluide Newtonien, la caractéristique contrainte de cisaillement-vitesse de déformation est linéaire
dont la constante de proportionnalité est la viscosité du fluide.
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plaque est noté par g(z, t). La surface S, est supposée suffisamment large ce qui provoque
une contrainte de cisaillement (¢, z) exprimée en fonction de la vitesse de déplacement de

la plaque 07(z, t)/0t comme suit [32]

Kz, 1) = EpoDy (2, 1) (1.56)
Z 7
kr fk(ﬂ

— I\

FTke e Niswrtior e fp‘g )

F1GURE 1.5: Plaque rigide immergée dans un fluide Newtonien.

On cherche a déterminer I’équation différentielle caractérisant 1’évolution 3(z, ¢) du point
z = 0 de la plaque. Pour cela, on utilise la loi de Newton. Ainsi, les différentes forces exercées

sur la plaque sont représentées sur la Figure

Notons que la contrainte de cisaillement provoque, dans les deux cotés de la plaque, des
forces tangentielles a sa surface qui s’opposent au déplacement de la plaque. La force f.(t)

appliquée d'un coté est donnée comme suit :
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fe(t) = K(z, ) S, (1.57)

Ainsi, ’écriture de la loi de Newton donne

0%g(z, t)

7olt) = 2.£:(8) = ult) = M, L2 (1.59)

ou fi(t) est la force, opposée a f,(t), exercée par le ressort.
La substitution des différentes forces par leurs expression conduit a I’équation différentielle

suivante :

0*y(z, t
Fot) =28, k(z, 1) =k 3i(z, 1) = M, % (1.59)
En remplagant k(z, t) par son expression donnée par (1.56)), il vient
- N 0%y(z, t
folt) ~ 2, VoD iz 1) — k(= 1) = o, SUE Y (1.60)

Désignons par y(t) le déplacement du point z = 0 de la plaque, c’est-a-dire y(t) = 7(0, ¢).

En introduisant 'opérateur différentiel oD, 1'équation (1.60]) prend la forme suivante

Fot) = 2.5, i p oDy "y(t) — kr y(t) = My 0 DFy(t) (1.61)

qu’on peut arranger, pour avoir la forme (1.33)), comme suit

My oD7y(t) +2 Sy /it poDy*y(t) + ke o DYy(t) = fo(t) (1.62)

Initialement, la plaque est supposée a I'équilibre, c¢’est-a-dire

y(0)=0, oD;y(0) =0 (1.63)

Les ordres de 1’équation ([1.62)), appelée équation de Bagley-Torvik [27], sont oy = 2,
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o1 =1,5et 09 = Py = 0, par conséquent le systeme est commensurable avec un ordre de base

o =0,5. Ainsi, I'équation (1.62) peut étre réécrite comme suit :

My, oD%y (t) + 2.8, /i po DY Py (t) + 00D y(t) + 00D, y(t) + Ky o DYy(t) = fu(t)
(1.64)

En suivant le développement de la Sous-section [1.6.1} on obtient le modele d’état suivant :

() | 0 10 0 () | 0
0 0 1 0 0

pos | 20| _ el £ (1.65)
kr 251) :u’p 1

L’équation de sortie (y(t) = x1(t)) est définie comme suit :

Ilt

Jfgt

l’4t

(0) |
y(t):[l 0 0 0} xit; (1.66)
(t) |

Remarque 1.7. La représentation d’état obtenue est appelée forme commandable. D’autres
formes existent par exemple les formes observable et modales peuvent étre obtenues. Ces

différentes formes sont amplement discutés dans [33].

Remarque 1.8. Le long de la thése, on s’intéresse aux systémes fractionnaires commensu-
rables. Les différents développements théoriques donnés sont basés sur la définition de Ca-

puto. Pour la simulation, la dérivée fractionnaire est approximée en utilisant la définition

de Griinwald-Letnikoff.
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1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des notions de base du calcul fractionnaire, utilisées
le long de la these, et la représentation d’état d’un systeme d’ordre fractionnaire. Nous avons
commencé par les définitions de la dérivée et de I'intégrale d’ordre entier. Puis pour introduire
la dérivée et l'intégrale fractionnaire, nous avons débuté par la présentation de la fonction
Gamma qui généralise la factorielle au cas non entier. Cette fonction est tres utilisée en
calcul fractionnaire en particulier dans la définition de la dérivée fractionnaire en généralisant
la formule de Cauchy. Apres, nous avons introduit les définitions les plus usuelles de la
dérivée fractionnaire, en I'occurrence la dérivée de Riemann-Liouville, de Caputo et de
Griinwald-Letnikoff. La suite du chapitre est consacrée aux systemes d’ordre fractionnaire.
Ainsi, apres avoir présenté la notion de I'opérateur non local qui modélise mathématiquement
Ieffet mémoire, nous avons axé 'exposé sur la représentation d’état des systemes d’ordre
fractionnaire. A la fin du chapitre, nous avons présenté et modélisé le déplacement d’une
plaque rigide dans un fluide Newtonien. Nous avons montré que la dynamique du déplacement
est régit par une équation différentielle ordinaire fractionnaire. Par la suite, nous avons mis
I’équation différentielle obtenue sous forme d’état.

Les modeles d’ordre fractionnaire représente une alternative intéressante pour la modéli-
sation des systemes dynamiques. On distingue deux types de modeles commensurable et non
commensurable. La tendance est souvent pour l'utilisation des modeles commensurable pour
surmonter certaines difficultés d’ordre mathématique.

Les performances attendues d'une stratégie de commande dépendent principalement de la
qualité du modele utilisé lors de I'étape de synthese. En commande optimale, par exemple, le
modele du systeme a commander constitue un élément clé dans la formulation du probleme de
commande et influe considérablement sur la solution finale. En général, quelque soit la qualité
du modele utilisé, la solution a obtenir (théorique) est toujours sous-optimale. Néanmoins,
I'utilisation d’un modele plus précis conduit a une solution tres proche de la solution optimale

(réelle). Cette constatation motive 'utilisation des modeles fractionnaires pour la synthese
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des commandes optimales vue leur capacité a modéliser certaines dynamiques complexes.
Ceci constitue la problématique traitée dans cette these. Pour ce faire, on commence d’abord
par une synthese sur la théorie de commande optimale des systemes dynamiques qui fera

I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre

Commande optimale des systemes dynamiques

2.1 Introduction

Les mathématiques répertoriées sous le vocable de commande optimale interviennent dans
la résolution des problemes de commande des systemes dynamiques exigeant I'optimisation
d’un critere de performances, et le respect d’'un certain nombre de contraintes physiques et
de ressources imposées par le cahier des charges [5,/6,19]. La commande optimale consiste
a chercher la commande permettant de réaliser des trajectoires optimales, au sens du critere
choisi minutieusement, pour transférer le systeme d’un état initial vers un état final tout en
respectant les contraintes imposées [1,2,4,, 7).

Les problemes de commande optimale sont rencontrés dans plusieurs domaines : éco-
nomique [16,93|, biologique [13,/15], génie chimique [9], thermique [14], mécanique [12],
aéronautique [11], et méme dans le domaine social [17].

Bien que le premier probleme de commande optimale qui a donné naissance au calcul des
variations, probleme de la courbe brachystochrone posé par Bernoulli [18], remonte en 1696,
la théorie de commande optimale a connu un essor au début de la deuxieme guerre mondiale.
Ce développement a été initié par I'introduction de deux principes importants : principe du
minimum de Pontryagin [45] et principe de Bellman [46]. Ces deux principes ont permis de

développer des conditions d’optimalité pour un probleme de commande optimale quelconque,
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et ont constitué une base théorique solide pour développer d’autres théories [58,/94].

Le développement de I'informatique a aussi contribué de maniere importante dans le dé-
veloppement de la commande optimale [58]. En effet la disponibilité des calculateurs avec des
vitesses de calcul vertigineuses et des capacités mémoires importantes a favorisé le développe-
ment de méthodes numériques pour la résolution des conditions d’optimalité ou directement
le probleme de commande optimale en le transformant en un probléeme d’optimisation sta-
tique [10,57,(58,94,95].

Ce présent chapitre constitue une synthese sur la théorie de la commande optimale. Pour
présenter les différents concepts de la commande optimale, nous considérons le cas d’un sys-
teme d’ordre entier. Bien que la plupart des concepts sont étendus au cas des systemes d’ordre
fractionnaire, certains concepts constituent des problémes ouverts (voir la Section .

La premiere partie du chapitre a été réservée a la définition de la commande optimale et sa
formulation mathématique en précisant les différentes parties (modele, conditions terminales,
contraintes et critere d’optimalité). La deuxiéme partie du chapitre aborde les différentes
méthodes de résolution d’un probléme de commande optimale (le calcul des variations, le
principe du minimum et la programmation dynamiques). La derniére partie du chapitre
présente une revue sur les différentes méthodes numériques utilisées lors de la résolution

directe ou indirecte d’un probleme de commande optimale.

2.2 Définition de la commande optimale

Un systeme dynamique est caractérisé par un ensemble d’entrées, appelées commandes,
sur lesquelles on peut agir pour modifier son comportement. Lorsque ces commandes sont
synthétisées de telle sorte a minimiser un certain critere de performance tout en respectant
un ensemble de contraintes, liées généralement a des limitations physiques, ces commandes
sont dites optimales [1,,2}/5,6(96].

Un probleme de commande optimale consiste a trouver parmi les commandes admissibles
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celle qui permet de réaliser les objectifs suivants :

— transférer I'état du systeme d’un état initial vers un état final,

— vérifier un certain nombre de contraintes imposées,

— d’optimiser un critere traduisant les performances désirées.

Par définition, la commande optimale est une branche des mathématiques appliquées
qui regroupent un certain nombre de théories et de méthodes permettant de déterminer les
trajectoires optimales des variables manipulées (commandes) satisfaisant les exigences du
cahier des charges.

Ces théories ont pour objectif de préciser les conditions d’optimalité, c’est-a-dire les condi-
tions qui doivent étre vérifiées par une commande pour qu’elle soit une solution du probléme
de commande optimale [10,19,(57,94]. Quant aux méthodes, elles permettent de résoudre les
conditions d’optimalité pour déterminer la loi de commande optimale, c¢’est-a-dire la solution
du probleme de commande optimale.

La premiere étape pour concevoir de lois de commande optimale est la formulation ma-
thématique de ce dernier. Cette étape consiste a traduire les exigences du cahier des charges
sous forme mathématique, c’est-a-dire modéliser (formuler mathématiquement) le probleme

de commande optimale.

2.3 Formulation mathématique d’un probleme de com-
mande optimale

La premiere étape, qui est importante, pour résoudre un probleme de commande consiste
a le mettre sur la forme mathématique. Cette étape s’appelle étape de modélisation. Elle

consiste a préciser les éléments suivants [1,5] :

1. Modele mathématique du systéme a commander : ¢’est une représentation abstraite du
systeme physique donnée sous forme d’un ensemble de relations mathématiques consis-

tantes (non contradictoires et non triviales). En commande optimale, le comportement
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10] :

dynamique du systeme est décrit par 'équation d’état.

. Conditions terminales : Ces conditions regroupent les conditions initiale et finale. La

condition initiale représente 1’état du systeme a l'instant ot on commence a agir sur
le systeme. La condition finale représente 1’état du systeme apres ’application de la

commande.

. Contraintes : Elles caractérisent les limitations physiques (sur les commandes et les

états du systeme) ou des ressources [5]. Par exemple, un véhicule ne peut pas dépas-
ser la vitesse maximale ce qui représente une limitation physique. Aussi, le réservoir
d’un véhicule peut contenir une quantité limitée du carburant ce qui représente une

limitation des ressources.

. Critere d’optimalité : 1l traduit les objectifs a optimiser imposés par le cahier des

charges. Le choix du critere d’optimalité est tres important pour déterminer une loi

de commande optimale adéquate [96].

Mathématiquement, un probléeme de commande optimale est formulée comme suit 1,5,

min J(u(0) = o(ele). 1)+ [ vlot0). ), ) (2.)
sujet & : () = Fla(t), u(t), 1) (2.2)
2 (to) = 20 (2.3)
x(ty) = xy (2.4)
p(x(t), u(t), t) <0 (2.5)
/t:f a((t), u(t), t)dt <0 (2.6)

ou t € [to, tf] € RT est la variable temps, x(t) € R" est I’état du systeme a l'instant

t, u(t) € R™ est les commandes excitant le systéme a Uinstant ¢. ¢ : R" x RT — R et
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P R" x R™ x RT — [tg, ts] sont des fonctions scalaires et F : R" x R™ X [to, tf] = R™, p:
R™ x R"™ X [tg, tf] — R™ et ¢ : R" x R™ x [to, tf] — R sont des fonctions vectorielles
supposées continues et différentiables. ¢y et t; représentent respectivement les instants initial
et final. zy et 2y sont respectivement 1'état initial et final. n est le nombre d’état, n, est le
nombre de commandes, n, est le nombre de contraintes instantanées et n, est le nombre de
contraintes intégrales.

Dans un probleme de commande, la variable manipulée u(¢) doit appartenir & un ensemble

de commandes admissibles, c¢’est-a-dire [96]

u(t) S Uad (27)

ou U,y est le domaine des commandes admissibles. La condition est définie par les
relations de contraintes et .

La durée totale du changement d’état 7 = ¢y — ¢, est appelée horizon de commande. Ce
dernier peut étre imposé ou non [1,/6]. En général, on distingue trois cas pour I’horizon de
commande [96] : un horizon borné et imposé, un horizon borné non imposé (imposé par une
autre condition intrinseque au probleme) et un horizon infini lorsque ¢; tend vers +o0.

Le critere d’optimalité est composé de deux parties : la partie terminale définie
par la fonction ¢ et la partie intégrale définie par l'intégrale de la fonction 1 sur ’horizon
de commande 7. L’équation d’état représente le modele du systeme a commander.
L’état initial ) est toujours connu par contre I’état final peut étre imposé (connu)
ou libre (inconnu). Dans le dernier cas, il est imposé par une condition supplémentaire liée
au probleme de commande [5,/96]. Les contraintes instantanées et intégrales
expriment respectivement les limitations physiques et des ressources.

Pour réaliser le transfert de I'état du systeme, de I'état initial z vers I'état final x4, on
suppose l'existence d’une commande permettant de réaliser ce transfert tout en satisfaisant
les objectifs fixés [1,/96]. Ainsi, I'hypothése de commandabilité du systeme est faite

systématiquement le long de cette these.
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Le choix du critere d’optimalité doit se faire avec soin et doit traduire convenablement
les objectifs a optimiser a l'instant final ¢; exprimés par la partie terminale, et sur I'horizon

de commande 7 exprimés par la partie intégrale. Les principaux criteres sont [1,/5,96] :

— Poursuite : Le but est de minimiser 'écart observé entre la trajectoire désirée z¢(t) et

I’état réel du systeme x(t). Mathématiquement, cet objectif est exprimé comme suit :

J(u(t)) = / f(xd(t) — ()" Q(2(t) —w(t))dt  avec @ =Q" >0 (2.8)

to

ou ) € R™" est une matrice de pondération.
— Régulation : C’est un cas particulier de la poursuite qui correspond a z¢(¢) = 0.
— FEnergie minimale : Le but est de minimiser l'effort de commande. Cet objectif est

exprimé comme suit :

J(u(t)) = / DT Ru(t)dt avee R= BT > 0 (2.9)

to

ou R € R™*™ est une matrice de pondération.
— Commande en temps minimale : Dans ce cas, le temps final n’est pas imposé et 1'ob-
jectif consiste a minimiser le temps nécessaire pour réaliser le transfert de 1’état du

systeme. Dans ce cas, on a a minimiser le critere suivant :

J(u(t)) = /t Tt (2.10)

— Commande terminale : il s’agit de minimiser a 'instant final ¢; une certaine fonction
des variables d’état. Dans ce cas, le critere ne comprend que la partie terminale, ¢’est-

a-dire

26



J(u(t)) = o(x(ty), tr) (2.11)

En particulier dans le cas d’un systeme linéaire, on considere généralement

b(a(t), ty) = %xT(tf) M a(ty) avee M = M7 >0 (2.12)

ou M € R™"™ est une matrice de pondération.
Ces criteres peuvent étre combinés pour définir plusieurs objectifs, par exemple réaliser
une poursuite de trajectoire désirée toute en minimisant 1’énergie mise en ouvre revient a

choisir le critére suivant :

J(u(t)) = / ") — 2(0))T Q (@) — (1)) + uT (t) Ru(t) dt (2.13)

to
Notons que suivant la forme du critere a optimiser, on distingue trois types de problemes

de commande optimale [6] :

1. Probleme de Mayer : Le critere comprend seulement la partie terminale,
2. Probleme de Lagrange : Le critere comprend seulement la partie intégrale,

3. Probléeme de Bolza : Le critere comprend les deux parties (terminale et intégrale).

Une fois le probleme de commande optimale est formulé, une analyse mathématique de ce
dernier est primordiale pour s’assurer de l'existence de la solution en d’autres termes vérifier
que le probleme est bien posé. Cette hypothese est faite systématiquement dans ce qui suit.

Apres, cette étape on passe a la résolution du probleme de commande optimale formulé.

2.4 Conditions d’existence de commande optimale

En plus, de la condition de commandabilité du systeme, le probleme de commande op-

timale (2.1)—(2.6) admet une solution, c’est-a-dire il existe une commande optimale u(t)
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sur I'horizon de commande 7 qui permet de transférer I’état du systeme de z¢ a x¢, si les

conditions suivantes sont vérifiées [19] :

— il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a une commande u(t) € Uyq

est uniformément bornée par b sur ’horizon de commande ¢, i.e.

b > 0|Vu(t) € Uyg et Vt € 7 on a ||z(t)| < b; (2.14)

— pour tout (t, ) € RT x R, I'ensemble des vecteurs de vitesse augmenté

V(x(t), t) = {((x(t), u(t), 1), F(x(t), u(t), t) | u(t) € Uad} (2.15)

est convexe.

2.5 Résolution d’un probleme de commande optimale

Un probléme de commande optimale est un probleme d’optimisation dynamique [93,97]
dans lequel 'objectif est de minimiser un critere d’optimalité par rapport a la variable
(fonction) de commande u(t). Dans ce cas, le critere a optimiser représente une fonc-
tionnelle, ¢’est-a-dire une fonction de fonctions [3,120]. Le calcul des variations est la branche
des mathématiques dédiée a la résolution de ce type de problemes. Cette théorie, dévelop-
pée par Euler et Lagrange, permet d’écrire les conditions nécessaires que doit satisfaire
la solution du probléeme [12,[20]. Par conséquent, la résolution de ces conditions, appelées
conditions d’optimalité, donne la solution du probleme de commande optimale. Avant de don-
ner les conditions d’optimalité d'un probléeme de commande optimale, nous commencgons par
la présentation de deux résultats importants concernant la minimisation d’une fonctionnelle

exploités pour la résolution d’'un probleme de commande optimale.
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2.5.1 Calcul de la variation d’une fonctionnelle

Soit la fonctionnelle J (1)(t)) supposée définie pour 7(t) et n(t)+on(t) (on(t) est la variation

de n(t)). L’accroissement de J(n(t)), noté AT (n(t), dn(t)), est défini comme suit [1},6] :

AT (n(t), on(t)) = T (n(t) + on(t)) — T (n(t)) (2.16)

L’accroissement AJ (n(t), on(t)) peut s’écrire sous la forme suivante :

AJ(n(t), on(t)) = 6T (n(t), on(t)) + G(n(t), on(t)) [on(t)]| (2.17)

ou 07 (n(t), dn(t)) est linéaire en dn(t). Ainsi, la fonctionnelle J(n(t)) est dite différentiable

en n(t) si [1]
o Gn(t), on(t)) =0 (2.18)

Dans ce cas, si n*(t) est un optimum pour J(n(t)), alors

0T (n*(t), on(t)) =0 (2.19)

Ce résultat important de la théorie de calcul des variations permet de déterminer les

conditions d’optimalité pour un probleme de commande optimale.

2.5.2 Principe d’optimalité de Bellman

Le principe d’optimalité de Bellman s’énonce comme suit [6},/46,96] :

St x(ty) (to < t1 < ty) est un point intermédiaire de la trajectoire optimale allant de
Uétat x(ty) a létat x(ty), alors la trajectoire allant de ’état x(t1) a Uétat x(ts) constitue la
trajectoire optimale reliant les états x(t1) et x(ty).

Ce principe, évident de point de vue intuitif, a été exploité pour la résolution d’un pro-

bleme de commande optimale.
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2.5.3 Conditions d’optimalité

Le calcul des variations (variation d’une fonctionnelle) a été exploité pour déterminer les
conditions d’optimalité d'un probléeme de commande optimale : équation d’Euler-Lagrange
et équations d’Hamilton-Pontryagin connu sous le nom du principe du minimum de Pon-
tryagin. Le principe de Bellman, dans sa forme continue, a été exploité aussi dans ce sens
pour développer 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman [1,3]. Dans sa forme discrete, le
principe conduit a I’équation fonctionnelle de Bellman [1},3,96]. Ces équations représentent
les conditions d’optimalité. La résolution de ces équations avec des conditions aux limites

associées permet de déterminer la commande optimale.

Dans la littérature, on distingue trois classes de méthodes (Calcul des variations, principe
du minimum et programmation dynamique) permettant d’écrire les conditions d’optimalité

d’un probléme de commande optimale [57,(58]. Ces classes sont discutées dans ce qui suit.

Dans le but d’alléger la présentation, on s’intéresse dans ce qui suit a des problemes
de commande optimale posés avec des contraintes du type égalité (modele et conditions
terminales). Notons que la plupart des résultats présentés, dans cette sous-section, peuvent
étre étendus aisément au cas avec contraintes du type inégalités (contraintes instantanées et
intégrales) en introduisant des fonctions d’écarts. Ainsi, les contraintes du type instantané

(2.5)) peut étre transformée & une contrainte du type égalité comme suit [5] :

p(z(t), u(t), t) + vl (t)v(t) =0 (2.20)

et les contraintes du type intégrale comme suit :

/tf a(2(8), ult), £) + o (t) w(t) dt = 0 (2.21)

to

ou v(t) € R™ et w(t) € R™ (fonctions vectorielles).
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1. Calcul des variations

Le calcul des variations est la branche mathématique qui s’occupe entre autres de la réso-
lution des problemes d’optimisation dynamique ou la fonction & optimiser (fonction objectif)
est une fonctionnelle [12,20]. Cette théorie a été exploitée pour la résolution des problemes
de commande optimale. On distingue deux méthodes [6] : la méthode directe et la méthode
des multiplicateurs de Lagrange.

La méthode directe s’applique lorsque l'expression de la loi de commande peut étre
explicitée, a partir du modele du systeme, en fonction de 'état x(t), de sa dérivée @(t), et
éventuellement de la variable temps ¢t. Dans ce cas, la résolution de I’équation par

rapport a la commande u(¢) donne

u(t) = Ga(t), #(t), t) (2.22)

En remplacant la commande wu(t) par son expression (2.22]) dans le critere, il vient :

J(2(t)) = dlalty), t)) + / " (alt), Glalt), #(0), 1), 1) dr (2.23)
— o(aty), ) + / "W (), i), 1) di (2.24)

Puis 'annulation de le premiere variation ¢ J conduit & la condition nécessaire d’optimalité
suivante [1, 6]

Vol (@(t), (t), 1) = < Vo ¥ (a(t), 3(t), ) = 0 (2.25)

dt

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange. Elle représente un systeme a n
équations différentielles ordinaires du second ordre. Ainsi, la recherche de la solution x(t)

minimisant le critere (2.24]) revient a résoudre le probleme aux limites défini par I’équation

d’Euler-Lagrange ([2.25|) et les conditions terminales (2.3)) et (2.4]). Notons que la condition
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initiale (2.3)) est supposée toujours connue, par contre 1'état final x(¢;) peut étre libre. Dans

ce cas, la deuxiéme condition aux limites est donnée comme suit [1,6] :

Vi ¥ (e(t), (1), 1)],_, =0 (2.26)

Lorsque la commande u(t) ne peut pas étre explicitée directement en fonction de x(t)
et @(t) a partir du modele du systéme , on utilise la méthode des multiplicateurs de
Lagrange [6]. Le principe de cette méthode consiste & insérer la contrainte modele et
éventuellement les contraintes intégrales et instantanées apres ’ajout des variables d’écarts

dans le critere (2.1)), puis d’annuler la premiere variation du critere résultant.

Considérons le cas d'un probleme de commande optimale sans contraintes. L’insertion
du modele (contrainte instantanée du type égalité) dans le critere (2.1), en introduisant le

vecteur des multiplicateurs de Lagrange, donne

min J(u(t)) = $(e(ty). t7) + / Ll ult), 1)+ X7 () (Fa(t), u(t), ) - a(t)) dt (2.27)

ol A\(t) € R" est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange. De méme, 'annulation de la

premiére variation du critere §J conduit aux conditions d’optimalité suivantes [3,6] :

vac(lt)cl) (l‘(t), *’t(t% )‘(t)v u(t>’ t) - %vi‘(t)q) (l‘(t), jj@)? A(t)v UJ(t)’ t) =0 (228>
Vu(t)q) (.I(t), ‘,t<t)a )‘<t)7 u(t)7 t) - %Vu(t)q) ([L’(t), i’(t>7 )‘(t>7 u<t)7 t) =0 (2'29>
V)\(t)q) (x(t)7 j:(t)v )‘<t)7 u(t)7 t) - %vﬁ\(t)q) (l‘(t), jj(t% A(t>7 UJ(t)’ t) =0 (230>

ou
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© (a(t), @(t), A1), u(t), ) = v(x(t), u(t), t) + \"(t) (F(x(t), ut), t) —@(t))  (2.31)

Pour résoudre cet ensemble d’équations différentielles ordinaires, comme les conditions
terminales de A(t) et u(t) ne sont pas spécifiées, alors on doit faire des opérations mathéma-
tiques pour le ramener a un autre ensemble d’équations différentielles ordinaires en fonction
de I'état x(t) et @(t) [6]. Puis pour résoudre le nouveau systeéme résultant, on considere les
conditions aux limites et lorsque I'état final est imposé, ou la condition initiale
(2.3]) et la condition lorsque 1'état final est libre.

La résolution de la condition (nécessaire) d’optimalité donnée sous forme d'un ensemble
d’équations d’Euler-Lagrange permet de déterminer les optimums de la fonctionnelle (cri-
tere d’optimalité). Par conséquent, il faut vérifier la nature de chaque solution (maximum ou
minimum) pour déterminer la solution du probleme. Pour ce faire, on doit étudier le signe
de la deuxieéme variation 62.J. Ce dernier est le méme que celui de la seconde dérivée de la

fonction v par rapport a &(t) [6]. Ainsi, pour un minimum, on a

Vit >0, Vte [t ty] (2.32)

et pour un maximum

Vit <0, Vit e [ty, ty] (2.33)

Lorsque plusieurs solutions sont possibles, on doit remplacer chaque solution dans le
critere (2.1)) pour choisir la meilleure solution, c’est-a-dire qui assure 'optimum global.
Une fois la trajectoire optimale z*(t) est obtenue, la loi de commande optimale peut étre

déduite, dans le cas de la méthode directe, en utilisant (2.22]) comme suit

u(t) = G(a*(t), i*(t), t) (2.34)



En général, comme le modele du systeme ((2.2)) est non linéaire, la résolution analytique de
I’équation d’Euler-Lagrange est tres difficile voire impossible. Dans ce cas, on doit appliquer
des méthodes numériques pour résoudre le probleme a deux valeurs limites obtenu (condition

d’optimalité) [10,57,58,,/94,95]. Ce point est discuté a la Sous-section 4.4.2]

2. Principe du minimum

Le principe du minimum de Pontryagin constitue une généralisation des équations
d’Euler-Lagrange du calcul des variations [45]. Le principe de la méthode consiste a insérer
le modele dans le critere a optimiser en utilisant les multiplicateurs de Lagrange
A(t) appelés variables adjointes. Dans ce cas, on obtient le nouveau critere a optimiser

qu’on peut écrire sous la forme suivante

J(u(t)) = o(z(ty), ty) + /t ' H(x(t), u(t), \t), t) — X (t)a(t) dt (2.35)

ou la fonction d’Hamilton H (appelée aussi Hamiltonien) est définie comme suit

H(x(t), u(t), \t), t) = ¥(z(t), u(t), t) + N1 (t) F(z(t), u(t), t) (2.36)

En annulant la premiere variation ¢.J, on obtient les conditions d’optimalité suivantes

[1,3}/6]

Vi H(@(t), u(t), AM(t), t) =0 (2.37)
@(t) = Vi H(x(t), u(t), A(t), t) =0 (2.38)
At) 4 Vo H(z(t), u(t), A(t), t) =0 (2.39)

L’équation (2.37)) permet de déterminer 'expression de la commande optimale en fonction

de Iétat x(t), du vecteur des variables adjointes A(t) et éventuellement du temps ¢, ¢’est-a-dire
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u(t) = gla(t), A1), 1) (2.40)

La résolution des équations (2.38)) et (2.39)), appelées équations d’Hamilton-Pontryagin

[96], avec des conditions aux limites appropriées permet de déterminer les trajectoires op-
timales z*(t) et A*(t). Ainsi, la substitution de ces dernieres dans l'expression de la loi de

commande optimale

u*(t) = g(x*(t), (1), t) (2.41)

Notons que la détermination de la solution particuliere des équations ' Hamilton-Pontryagin

(2.38]) et (2.39]) nécessite 2n conditions aux limites. Ainsi, aux conditions d’optimalité

(2.38)-(2.39)) s’ajoute la condition a l'instant final ¢; suivante [1,/3,6,96)] :

0z(tp)]" [Vaunod(z(ty), te) — Mts)] =0 (2.42)

Par conséquent, si I'état final est imposé, i.e. dz(ty) non spécifié, les 2n conditions aux
limites sont données par les conditions terminales (2.3]) et (2.4]). Dans le cas d’un état final
libre, les n premieres conditions aux limites sont données par ’état initial (2.3)) et les n autres

conditions aux limites sont déduites de la condition (2.42)) qui impose d’avoir a I'instant final

lf

Aty) = Vaapo(a(ty), tr) (2.43)

La résolution des équations ' Hamilton-Pontryagin permet de déterminer la commande
optimale sans préciser sa nature. Ainsi, pour un probleme de minimisation, on doit s’assurer

que le Hessien de la fonction d’Hamilton est défini positif, c’est-a-dire

Vi H (" (t), u*(t), X*(t),t) > 0 (2.44)
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et pour un probleme de maximisation, le Hessien doit étre défini négatif

Vo H (" (t), u*(t), A*(t),t) <0 (2.45)

En utilisant le principe de Pontryagin, deux cas sont possibles en ce qui concerne la

recherche de 'optimum [96] :

1. lorsque le domaine admissible U,4 contient plusieurs commandes optimales. Dans ce
cas, on doit évaluer la valeur du critere d’optimalité pour chaque solution et de prendre

celle correspondante au minimum global.

2. dans le cas contraire, on doit explorer la frontiere du domaine admissible U,y pour
découvrir U'optimum. Un cas fréquemment rencontré en commande optimale, appelé
probleme d’arc singulier, c¢’est lorsque la fonction d’Hamilton (2.36)) est linéaire par

rapport a la commande u(t).

Le principe du minimum reste la méthode la plus utilisée pour la détermination de la
commande optimale. Néanmoins, son application est limitée aux systemes pour lesquels la
commande u(t) peut étre explicitée en fonction du vecteur d’état x(t) et du vecteur des
variables adjointes A(t), ¢’est-a-dire la résolution de I’équation par rapport a la variable

de commande u(t) est possible.

3. Programmation dynamique

La programmation dynamique basée sur le principe d’optimalité intuitif de Bellman [46)]
est utilisée pour la détermination de la commande optimale. Sous sa forme discréete, ce principe
conduit a I’équation fonctionnelle de Bellman, appelée programmation dynamique, et sous

sa forme continue conduit a I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman : Désignons par J*(x(t1), t1) (to < t1 < ty) la
valeur optimale du critere d’optimalité (2.1)) pour transférer I’état du systeme de 'état z(;)

a 'état final x(tf). Mathématiquement, on écrit [1]
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T (a(t2), 1) = min [¢<x<tf>, ) + / " pw(t), u(t), 1)t (2.46)

En appliquant le principe de Bellman, on peut écrire pour le transfert de 1’état initial

x(t) (t < t1) al'état final z(t)
J* (2(t), ) = min [¢(a;(tf), )+ [ ), ult), t)dt+ /t "), u(), | (2.47)

= min { t (), u(), 1) dt + I (x(h), tl)] (2.48)

En prenant t; = ¢t + At et en faisant le développement de Taylor a l'ordre 2 du terme

J* (z(t + At), t + At) autour du point (z(t), t), et en considérant At — 0, on obtient 1, 3]

= min [ (), ult), t) + Ve (x(t), 1) f(x(t), ult), 1)] (2.49)

En introduisant la fonction d’Hamilton définie comme suit

L’équation (12.49)) prend la forme suivante

B aﬁ(?)iet)’ 2= min H(z(t), V" (2(1), 1), u(t), 1) (2.51)

Ainsi, la commande optimale est déterminée en résolvant, par rapport a u(t), ’équation

suivante

v“(t)H(x(t)7 va:(t)‘]*<x(t)v t)? u(t>’ t) =0 (2'52>



et en désignant par H* 'optimum de H, c’est-a-dire

H*(ZL‘(t>, Vz(t)‘]*(m(t)a t)? t) = IqlLl(ltng(l‘(t), v:t:(t)J*<x(t)’ t)v u(t>’ t) (253)

I’équation (2.51)) devient

T (a(t). t)

o~ 2 @), Ve 7 (2(t), 1), 1) (2.54)

L’équation aux dérivées partielles (2.54)) est appelée I'équation d’Hamilton-Jacobi-

Bellman. Pour résoudre cette derniere, on doit spécifier une condition aux limites. Les équa-

tions (2.36]) et (2.50]) sont équivalente et représentent la fonction d’Hamilton. Ainsi, par

identification, on déduit que [96]

A (t) = Vo J* (2(1), 1) (2.55)

Comme en d’autre part, d’apres la condition d’optimalité (2.43)),

Aty) = Vot (z(ty), ty) (2.56)

il en résulte la condition aux limites, pour ’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (2.54)),

suivante

J*(x(ty), ty) = ¥(x(ty), ts) (2.57)

La résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman, méme pour des problemes
de commande optimales simples, est en général tres difficile [96]. Ceci explique 1'usage fré-
quent de ’équation fonctionnelle de Bellman pour la résolution d’un probléeme de commande

optimale par programmation dynamique.
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Equation fonctionnelle de Bellman : cette équation permet de déterminer la séquence
de commande u(ty), u(ty),... u(ty — At) (At =ty — 1ty et tp = k At avec k € N) permettant
de transférer I’état du systeme de I’état initial a I'état final (2.4). Dans cette formula-
tion, un modele discret obtenu par discrétisation du modele continu , en utilisant par
exemple la méthode d’Euler explicite, est utilisé. Dans ce cas, le modele discret prend la

forme suivante [1}(3,96]

z(k+1) = x(k) + At F(z(k), u(k), k) (2.58)

ou k et At sont respectivement l'instant discret et la période d’échantillonnage. De méme
I'approximation de la partie intégrale du critere (2.1 par la méthode des trapezes donne
[1,13/96]

J(z(k), k) = ¢p(x(N), N) + At Z_: W(x (i), u(i), i) (2.59)

avec N = tp/At.

Désignons par J*(z(k), k) la valeur optimale du critere J(z(k), k) correspondante au
transfert du systeme d’un état quelconque x(k) vers I’état final (V). Dans ce cas, le principe

de Bellman permet d’écrire [1},/3,6},/96]
J*(x(k), k) = min [(x(k), u(k), k) + J"(z(k + 1), k+1)] (2.60)

ou encore

J*(x(k), k) = 151(}61)1 [(x(k), u(k), k) + J*(z(k) + At F(z(k), uw(k), k), k+1)] (2.61)

Cette équation récurrente, appelée équation fonctionnelle de Bellman, permet de dé-

terminer la séquence des commandes u(0), u(1),..., u(N — 1) a condition de connaitre
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J*(x(N), N). Comme dans le cas de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman, on déduit

que [1,/96]

J*(x(N), N) = ¢(z(N), N) (2.62)

Notons que pour certains problemes de commande optimale particuliers, ’équation fonc-
tionnelle de Bellman ([2.61]) permet de déterminer I'expression analytique de la commande

optimale [96].

Remarque 2.1. Un cas particulier de commande optimale est formulé comme suit :

min J(u(t)) = %eT(tf) Me(ty) + % / f ') Qe(t) +u” (t) Ru(t)dt

u(t) to

ou A(t) € R™™ et B(t) € R"™ "™ sont respectivement la matrice d’état et la matrice de
commande et lerreur de poursuite €(t) = x4(t) — x(t).

Ce probléme de commande optimale est appelé commande linéaire quadratique (le critére
est quadratique et le systéme est linéaire) [2,|3,|6,/7,96]. Les différentes méthodes de déter-
mination de la commande optimale présentées conduisent a une loi de commande optimale

sous forme d’état de la forme [1,96]

w*(t) = —R7VBT(£) M (1) (2.63)

ot

N(t) = K(t) 2(t) — V(1) (2.64)



avec K (t) est solution de l’équation différentielle de Ricatti suivante [96]

K(t)+ K(t) A(t) + AT(t) K(t) — K(t) B(t) R BT (t) K(t) + Q(t) = 0 (2.65)

et V(t) est la solution de ’équation différentielle suivante [96]

V(t)+ (AT(t) - K(t) Bt) R"' B (1)) V(t) + Qa'(t) = 0 (2.66)

Ces deur équations différentielles doivent étre accompagnées de conditions auzx limites

pour déterminer des solutions particulieres. Ainsi, la condition permet d’écrire

At) = Vit (5670 M ete)) (2.67)

= M (2°(t;) — x(ty)) (2.68)

et par identification avec , on déduit

K(t;)=—M et V(t;) = Ma%(ty) (2.69)

Notons que dans le cas d’une régulation (x%(t) = 0) avec horizon infini (t; — oo) d’un
systeme invariant (A et B sont constantes), la loi de commande optimale est donnée comme
suit [5,/96]

u (t) = —R* BT K x(t) (2.70)

ou K est la solution de I’équation algébrique de Ricatti suivante

KA+ ATK-KBR'B"K+Q=0 (2.71)
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Dans le cas d’une commande linéaire quadratique, la commande optimale synthétisée
2.63) permet de réaliser un placement de poles optimal en boucle fermée. La commande li-
néaire quadratique assure une robustesse maximale, c’est-a-dire elle autorise les plus grandes
erreurs de modélisation sur le systéme a commander [5]. De plus, indépendamment du choizx
des matrices de pondération ), R et M, la commande linéaire quadratique garantit une marge

de phase supérieure a 60° et une marge de gain supérieure ¢ 0,5 [5]].

2.6 Meéthodes de résolution des conditions d’optimalité

La détermination de la loi de commande revient, en général, a résoudre les conditions
d’optimalité (équation d’Euler-Lagrange, équations d’Hamilton-Pontryagin ou 1'équa-
tion d’Hamilton-Jacobi-Bellman). Ces équations différentielles ne peuvent étre résolues
analytiquement que pour certains problemes de commande optimale particuliers par exemple
dans le cas d’'une commande linéaire quadratique (voire la Remarque [2.1]). Généralement, la
solution analytique est possible lorsque ces équations sont linéaires ou peuvent étre linéari-
sées, moyennant certaines transformations, si elles sont par exemple du type Bernoulli ou

de Ricatti.

Comme la plupart des systemes dynamiques rencontrés sont fortement non linéaires, par
conséquent les conditions d’optimalité sont données sous forme d’équations différentielles
de nature aussi non linéaire et souvent couplées. Dans ce cas, on doit faire appel, pour la

résolution, & des méthodes numériques adéquates [4,57,/58,/94,95].

2.6.1 Meéthodes numériques

On distingue deux classes de méthodes numériques utilisées pour la détermination d’une

commande optimale [10,(19,/57,/58] : les méthodes directes et les méthodes indirectes.
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Méthodes directes

Le principe des méthodes directes consiste a convertir le probleme de commande optimale
en un autre probleme d’optimisation statique, c’est-a-dire en un probleme de programma-
tion non linéaire [95,98]. Puis des méthodes d’optimisation déterministes, stochastiques et
hybrides sont utilisées pour déterminer la solution du probléeme d’optimisation statique ré-
sultant [53]. Parmi les méthodes utilisées pour la conversion, on retrouve la méthode de
discrétisation complete (états et commandes) [99,(100], la méthode du paramétrisation du
vecteur de commande [8,101-103] et la méthode de collocation sur des éléments finis appe-
lée encore méthode de paramétrisation des vecteurs de commande et 1'état [104]. Une breve

description pour chaque méthode est donnée ci-apres.

Meéthode de discrétisation compléte :  Pour illustrer comment convertir un probleme
de commande optimale en un probleme d’optimisation statique, on présente une version de
la méthode de la discrétisation complete [3]. L’objectif est de déterminer la séquence de
commande optimale u(ty),u(t1),...,u(t,) a appliquer pour transférer le systeme de 'état
initial x(ty) a 'état final x(ts).

La premiere étape consiste a discrétiser le modele en considérant une période
d’échantillonnage At. Par exemple 'utilisation de la méthode d’Euler explicite conduit au
modele discret .

La deuxieme étape consiste a discrétiser le critere par la méthodes des trapezes

[47,/48], ce qui donne dans le cas d'un état final x(ty) libre

J(u(to), u(tr), ..., ulty)) = d(x(ty), ty) + % [w(fﬁ(to% u(to), to) + ¥ (@(ts), ulty), ty)
+2 3" wla(ty), ulti). )] (2.72)
(2.73)
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Maintenant, le modele discret (2.58)) permet d’écrire

x(tl) = x(t0> + Atf(l’(to), 'Lb(to), to)
=9+ At f(.??(), U(to), to) = Fl(u(t0)> (274)
l’(tg) = ZE(t1> + Atf(l’(tl), U(tl), t1>

= xo + At F(z0, u(ty), to) + At F(zo + At F(xo, u(to), to), u(ty), t1) = Fa(u(to), u(ti))
(2.75)

() = Foa (ulto), u(ty), ..., ulty)) (2.76)

En substituant les x(t;) par leurs expressions dans le critere (2.72]), on obtient une fonc-
tion a plusieurs variables qui représentent les commandes u(tg), u(t1), ..., u(t,). La recherche
de cette séquence de commande revient a résoudre le probleme d’optimisation statique (ou

de programmation non linéaire) suivant :

min  J(ulte), u(t), ..., u(ty)) (2.77)

u(to),u(t1),...,u(tn)
Ce probleme d’optimisation dont les variables de décision sont u(tg), u(ty), ..., u(t,) peut
étre résolu en utilisant les méthodes d’optimisation statique (voir le Chapitre .

Notons que pour un état final imposé x(ty) = z; (dans ce cas la partie terminale

¢(x(ty), ty) = 0), le probleme d’optimisation statique a résoudre prend la forme suivante

min J(ulto), u(ty),...,u(t,)) (2.78)

u(to),u(t1),...,u(tn)

Sujet a :

w(ty) = Fopr(ulto), u(ty), ..., u(ty)) (2.79)



On remarque la présence d’une contrainte du type égalité qui permet d’imposer 1’état
final z(tf) = x¢. Pour la résolution de ce probleme d’optimisation, on peut utilisé la méthode

des multiplicateurs de Lagrange ou la méthode de pénalisation [53,97].

Méthode de la paramétrisation du vecteur de commande : Pour simplifier la
présentation du principe de la méthode de paramétrisation du vecteur de commande, on
considere le cas d’un systeme a une seule commande. La méthode consiste a approximer la

commande par des fonctions de base ©(t) comme suit [8,,102},(103},(105-107]

u(t) = Z ai On(t) (2.80)

Notons que toute approximation d’une fonction d’une seule variable peut s’écrire sous
la forme . Les fonctions O(t) peuvent étre des polynomes, des fonctions trigonomé-
triques, des séries de Fourrier tronquées ou autres fonctions orthogonales [8]. La qualité
de la solution, c’est-a-dire la valeur finale du critere de performances, est liée aux choix des
fonctions ©(t). Ces dernieres peuvent conduire, selon la complexité du probleme de com-
mande optimale, a des solutions sous-optimales. Néanmoins, les fonctions polynomiales sont
recommandées, car elles permettent de simplifier la résolution du probleme de commande
optimale. De plus, le théoréme de Weierstrass [108] (voir le Théoréme du chapitre
stipule que si la fonction w(t), définie sur un intervalle supposé borné et fermé (compact),
est continue, alors la fonction u(t) peut étre approximée, avec la précision souhaitée, par un
polynome.

Puis de substituer u(t) par son expression dans le modele . La résolution ana-
lytique des équations différentielles résultantes permet de déterminer ’expression du vecteur

d’état x(t) en fonction de la variable temps ¢ et les parametres a; comme suit

z(t) = K(ag, a1, ..., an,t) (2.81)

Ensuite, en substituant u(t) et () par leurs expressions respectives (2.80)) et (2.81)) dans
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le critere (2.1)) et en intégrant par rapport au temps, il résulte le probleme d’optimisation

suivant :
min  J(ag, ai,..., ay) (2.82)
ag, ai,...,aN

Notons que I'obtention de la solution (2.81]) n’est pas toujours possible. Aussi l'intégration

analytique du critere d’optimalité (2.1)), apres substitution de u(t) et z(t) par leurs expres-

sions respectivement ([2.80)) et (2.81)), n’est pas évidente. Dans ces cas, on peut procéder par

discrétisation comme dans le cas de la méthode de discrétisation complete.

Meéthode de paramétrisation des vecteurs de commande et l’état : Le principe
de la méthode de paramétrisation des vecteurs de commande et ’état consiste a décomposer
I'horizon de commande [to, t¢] en un ensemble de sous-domaines [109]. Ensuite, dans chaque
sous-domaine, on approxime les variables de commande et d’état, comme dans la méthode
de paramétrisation du vecteur de commande, en utilisant comme fonctions de base des po-
lynomes de Lagrange [99),100]. Ensuite, en substituant les expressions des états et des
commandes dans le modele et en utilisant la propriété d’orthogonalité des fonctions de
base, on obtient un systeme d’équations algébriques dont les inconnus sont les parametres de
la paramétrisation. Aussi, en substituant les expressions des états et des commandes dans le
critere (2.1)), on obtient une fonction dont les inconnus sont les parametres de la paramétri-
sation. Cette derniere représente la fonction objectif a optimiser par rapport aux parametres
de la paramétrisation tout en respectant les contraintes du type égalité (systeme d’équations
algébriques). En résumé, le probleme revient a résoudre un probleme d’optimisation statique

en présence des contraintes du type égalité.

Une synthese sur les différentes méthodes directes, proposées dans la littérature, est don-
née dans [10},/19}58,94]. Une étude comparative des performances de certaines méthodes

d’optimisation stochastiques est réalisée par [19,/94].
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Méthodes indirectes

Le principe des méthodes indirectes consiste a résoudre les conditions d’optimalité (équa-
tion d’Euler-Lagrange, équations d’Hamilton-Pontryagin, équation d’Hamilton-Jacobi-
Pontryagin) numériquement. Ces conditions sont données sous forme d’un probleme a deux
valeurs limites. La méthode d’itération sur les conditions aux limites [3], la méthode du tir
multiple [10},/19,48] et la méthode de I'itération sur la variable de commande u(t) font partie
des méthodes indirectes [3]. Dans ce qui suit, on donne une bréve description pour chaque

méthode.

Méthode d’itération sur les conditions aux limites [3] : Le principe de la méthode
d’itération sur les conditions aux limites consiste a initialiser le vecteur des variables ad-
jointes A(t), c’est-a-dire a choisir A\(¢g), et d'intégrer les équations d’Hamilton-Pontryagin
(2.38)—(2.39). Le vecteur de commande est déterminé a partir de la condition d’optimalité
. Puis, les valeurs du vecteur des variables adjointes A(t;) sont comparées avec les
valeurs imposées par la condition (2.56]). Cette comparaison permet de déduire la nouvelle
condition initiale du vecteur des variables adjointes \(¢). Le processus est ainsi répété jusqu’a

convergence.

Meéthode du tir multiple [10,19] : Le principe de la méthode du tir multiple consiste a
décomposer I'horizon de commande [ty, ts] en considérant des instants intermédiaires. L’ob-
jectif est d’appliquer la méthode d’itération sur les conditions aux limites sur une série de

problemes de commande optimale.

Meéthode d’itération sur le vecteur de commande [3] : Le principe de la méthode
d’itération sur le vecteur de commande consiste a choisir un estimé de départ pour le vecteur
de commande u(t). Puis, les équations d’état et les équations adjointes sont
intégrées respectivement en avant et en arriere par rapport au temps. Ensuite, une méthode

d’optimisation statique peut étre utilisée pour estimer le nouveau vecteur de commande. Par
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exemple 'application de la méthode du gradient [53,(110], dans le cas d’un probleme de

minimisation, donne

OH (z(t), u(t), A(t), t)
Ou(t) u(t)=uk (2)

uF () = uF(t) — v (2.83)

ou v est le pas de descente.

2.6.2 Avantages et inconvénients des méthodes numériques

Les méthodes directes sont simples a mettre en ceuvre et tire profit de la théorie d’op-
timisation statique tres développée ces dernieres années. Cette derniere offre une panoplie
d’algorithmes d’optimisation (déterministes, stochastiques ou hybrides) permettant de loca-
liser la solution en un nombre fini d’itérations [52,(53,55,56,97,111-113]. Les méthodes
directes sont aussi insensibles au choix de 'estimé de départ de la solution et permettent de
prendre en compte les différentes contraintes. Néanmoins, pour éviter de localiser un optimum
local, les méthodes d’optimisation globale sont fortement recommandées [111,113-115]. Le
choix de la période d’échantillonnage influe sur la précision de la solution a obtenir. Ainsi,
une période d’échantillonnage tres petite permet d’améliorer davantage la précision mais
augmente la dimension du vecteur de décision du probleme d’optimisation a résoudre. Par
conséquent, les méthodes directes peuvent devenir inefficaces puisque elles sont gourmandes
en mémoire et la convergence peut étre tres lente [10,/19].

Les méthodes indirectes sont caractérisées par une précision numérique importante mais
nécessite une connaissance a priori sur la forme de la trajectoire optimale [10,[57,/58),94].
Ces méthodes sont appliquées pour la résolution des conditions nécessaires d’optimalité, par
conséquent on est appelé a évaluer le critere d’optimalité pour toutes les solutions possibles
pour déterminer la solution globale. La convergence de ces méthodes est fortement liée au
choix de certaines conditions initiales. Par exemple, le choix de la condition initiale du vecteur
des variables adjointes A(t) dans le cas du principe de Pontryagin conditionne la convergence

de la méthode de tir simple [19]. La prise en compte des contraintes est généralement tres
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difficile et complexifie davantage les conditions d’optimalité, par conséquent leur résolution

par les méthodes directes.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une revue sur les différentes méthodes de résolution
d’un probleme de commande optimale. Ainsi, apres avoir défini la commande optimale et sa
formulation sur le plan mathématique (modélisation), nous avons axé la présentation sur
les différentes méthodes utilisées pour la résolution d’'un probleme de commande optimale.
Ces dernieres permettent réellement d’écrire les conditions d’optimalité pour un probleme de

commande optimale.

En somme, les méthodes de résolution d’un probleme de commande optimales sont dé-
veloppées en utilisant soit le calcul des variations ou le principe d’optimalité de Bellman.
Le calcul des variations a été utilisé pour développer, premierement, 1’équation d’Euler-
Lagrange qui sera généralisée, par la suite, par Pontryagin et son équipe pour développer
un des principes les plus puissant en commande optimale, il s’agit du principe du minimum.
Le principe de Bellman constitue aussi une contribution importante en commande optimale.
La formulation continue de ce principe conduit a ’équation aux dérivées partielles appelée
d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Néanmoins, cette formulation reste moins exploitée du es-
sentiellement a la difficulté de résolution de cette équation. Par contre la formulation discrete,
du principe de Bellman, qui conduit a I’équation fonctionnelle constitue une approche alter-
native intéressante pour la résolution des problemes de commande optimale. Cette équation
de récurrence qui est tres utilisée permet de résoudre les problemes de commande optimales

meéme les plus complexes.

En général, la résolution d’'un probleme de commande optimale revient a résoudre les
conditions d’optimalité données sous forme d’équations différentielles souvent a deux valeurs

limites. En pratique, la résolution analytique de ces conditions d’optimalité est tres difficile
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voire impossible en présence des non linéarités. Par conséquent, la recherche de la solution se
fait généralement numériquement en utilisant des méthodes numériques adéquates. Dans ce
cas, on parle de ’approche indirecte.

Une autre alternative pour la résolution d’un probleme de commande optimale est ’ap-
proche directe. Cette derniere consiste a transformer le probleme de commande optimale, par
discrétisation complete, en un probleme d’optimisation statique. Le but est d’appliquer les
méthodes de la programmation non linéaire pour la recherche de la séquence de la commande
optimale. Cette approche tire profit de la puissance des méthodes d’optimisation détermi-
nistes, stochastiques et hybrides dont I'efficacité n’est plus a démonter.

L’approche proposée pour la détermination d’une commande optimale d'un systeme d’ordre
fractionnaire, dans cette these, fait partie des méthodes de I'approche indirecte. Par consé-
quent, localiser la meilleure solution (optimum globale) nécessite inévitablement 1'utilisation
d’une méthode d’optimisation globale. Dans cette optique, notre choix a porté sur la méthode

déterministe d’Aliénor qui fera I’objet du prochain chapitre consacré a 'optimisation globale.
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Chapitre

Méthode d’optimisation globale d’Alienor

3.1 Introduction

L’optimisation est quasiment présente dans la quasi-totalité des domaines. En automa-
tique, la plupart des problemes peuvent étre formulés sous forme de probleme d’optimisa-
tion [55], par exemple la détermination des parametres d’un correcteur, 'optimisation des
consignes d’un asservissement, 'identification des parametres d’'un modele mathématique, la
détermination d’'un modele nominal pour un systeme incertain, la réduction d’'un modele, la
commande prédictive et la commande optimale basée sur 'approche directe (présentée au
chapitre [2)).

La formulation mathématique d’un probléme d’optimisation consiste a spécifier [52,53] :
les variables d’optimisation ou de décision, la fonction objectif & optimiser et I’ensemble des
solutions admissibles définies par un ensemble de contraintes. Cette formulation consiste a
traduire un probleme pratique, ou les spécifications imposées, en une formulation mathé-
matique pour pouvoir déterminer sa solution. Selon la nature des variables de décision, on
distingue [97] : 'optimisation statique et l'optimisation dynamique (commande optimale
présentée au Chapitre . Dans un probleme d’optimisation statique, on cherche a optimiser
une fonction de variables [52,97,/113]. Par contre dans un probleme d’optimisation dyna-

mique, appelée aussi commande optimale, I'objectif est d’optimiser une fonctionnelle [1,3],
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c’est-a-dire une fonction de fonction (Chapitre [2]). Ce chapitre est consacré a l'optimisation
statique. Rappelons que les méthodes d’optimisation statique sont utilisées lors de la résolu-
tion d’un probleme de commande optimale par les méthodes directes exposées au Chapitre

(conversion du probleme de commande optimale en un probleme d’optimisation statique).

Apres un travail de modélisation d’un probleme d’optimisation, souvent tres difficile, vient
I’étape de résolution. Le degré de difficulté d’un probleme d’optimisation statique est géné-
ralement lié & la nature de la fonction objectif et & celle des contraintes [97], ¢’est-a-dire aux
propriétés mathématiques de ces dernieres (convexité, différentiabilité, linéarité, ...). La ré-
solution analytique d'un probleme d’optimisation statique dans la plupart des situations est
délicate voire impossible. Par conséquent, des méthodes numériques (algorithmes) doivent
étre appliquées pour chercher les solutions, c’est-a-dire les optima [52,54,/112]. Ces der-
niers peuvent étre classés en deux types : optima locaux et optima globaux. La recherche
de la meilleure solution consiste a localiser ces optima globaux. Ainsi, des méthodes spé-
ciales, appelées méthodes globales, doivent étre appliquées [111,]113,]115]. On distingue, en
général, deux classes de méthodes d’optimisation globales [53,/111,{112] : déterministes et
stochastiques. Les méthodes déterministes permettent de déterminer 'optimum global avec
la précision souhaitée contrairement aux méthodes stochastiques qui convergent vers le voi-
sinage de l'optimum global. Les méthodes stochastiques utilisent la notion du hasard (choix

aléatoire de certains parametres) qui constitue un des inconvénients de ces méthodes.

Ce chapitre est consacré a des généralités sur l'optimisation statique dans l’espace eu-
clidienne. Le chapitre commence par la présentation générale d’un probleme d’optimisation
et d’un certain nombre de définitions utiles. Puis, le chapitre introduit les conditions d’opti-
malité d’un probleme d’optimisation statique suivi d’'une synthese sur les différentes classes
de méthodes d’optimisation statique. La fin du chapitre présente la méthode d’optimisation
globale d’Alienor utilisée dans le cadre de cette these. Le principe de cette méthode consiste
a utiliser une transformation réductrice pour transformer un probleme d’optimisation a plu-

sieurs variables de décision en un autre probleme a une seule variable de décision. L’efficacité
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de cette méthode, dans la localisation d'un optimum global, est illustrée par un exemple

d’application sur une fonction objectif test.

3.2 Probleme d’optimisation

Apres la modélisation mathématique d’un probleme d’optimisation, ce dernier met en évi-
dence une fonction objectif & optimiser (critere) et un ensemble de contraintes. Les inconnus
dans un probleme d’optimisation sont appelés variables d’optimisation ou de décision. Les
contraintes définissent le domaine admissible, c¢’est-a-dire ’ensemble des solutions réalisables.

Un probleme d’optimisation se présente sous la forme suivante [97,(111},|112]

opt P(6) (3.1)
0
sujet a : (3.2)
Ri(0)=0;, i=1,...,nr (3.3)
S;(0) <0 j=1,...,ns (3.4)
o § = (01, b, ... ,0,,)" € R" est le vecteur de variables d’optimisation avec np est le

nombre des variables d’optimisation. R; et S; sont respectivement les contraintes du type
égalité et du type inégalité. ni et ng sont respectivement le nombre de contraintes égalités et
inégalités. P représente la fonction objectif supposée continue et différentielle. Les contraintes
et signifient que le vecteur 6 appartient a un domaine compact D, appelée domaine
admissible, c¢’est-a-dire 6 € D.

Le but de l'optimisation est de chercher parmi les solutions acceptables (admissibles ou

réalisables), un 6* tel que, dans le cas de minimisation,

P(0*) < P(0), VOeD (3.5)
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dans ce cas 6* est un optimum global (voir la définition |[3.4]).
Pour rechercher le maximum de P(6), il suffit de chercher le minimum de —P(0), c’est-a-

dire un 6 tel que

—~P@) > -PH), ¥9eD (3.6)

Néanmoins, cette transformation doit se faire avec précaution car si certaines proprié-
tés mathématiques de la fonction P restent invariantes par cette transformation, d’autres
propriétés peuvent étre carrément perdues en appliquant cette transformation [97]. Pour
simplifier la présentation, dans ce qui suit, on considere seulement le cas de minimisation.

Un des aspects important en optimisation est 1'aspect d’existence et d’unicité de la solu-
tion. En général, on essaie de mettre, lorsque c’est possible, le probleme d’optimisation sous
une forme ou il y a une seule solution en utilisant certains résultats de topologie et d’ana-
lyse fonctionnelle [108]. Ceci permet de faciliter la recherche de la solution. La condition

d’existence d’une solution pour un probléme d’optimisation (minimisation) est donnée par le

Théoreme B.1]

Théoréme 3.1 ( [97]). Soit D une partie compacte de R" et P : D — R une fonction
continue. Alors P est bornée inférieurement sur D et il existe une solution au probléme de

la manimisation de P sur D, c’est-a-dire : il y a au moins un minimum 6 € D tel que

P(6) = infP(0) (3.7)

0eD

avec P(0) est la borne inférieure.

Le Théoréme [3.1] donne le résultat concernant I'existence de la solution. L’unicité de la
solution peut étre démontrée en se basant sur I’étude de certaines propriétés de la fonction

objectif, par exemple sa stricte convexité.

Définition 3.1 ( [52]). Une fonction P est strictement conveze si elle satisfait la condition

sutvante
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V01,0, €D et 0<E<T,PEO+(1—E)0y) <EP(O) + (1 —&)P(6) (3.8)

Définition 3.2 ( [52]). Une fonction P est conveze si elle satisfait la condition suivante

Vo1, 0, €D et 0 < € < LP(EO +(1—)6) SEP(O)+ (1 —)PB)  (39)

Pour avoir les définitions d’une fonction strictement concave et d’une fonction concave,
il suffit de changer le sens des inégalités dans les définitions (3.1]) et (3.2]). Cette notion de

concavité est tres utile dans les problemes de maximisation.
Remarque 3.1. Une fonction P(0) peut étre ni convexe ni concave.

En optimisation, on distingue deux types d’optima [112,|116] : local et global. Dans le

cas d’un minimum, ces derniers sont définis comme suit :

Définition 3.3 ( [52]). La solution 0 est un minimum local (relatif) de P s’il existe un

voisinage de 0, noté V(é), tel que

P(0) < P(6), V0 € DNV(H) (3.10)

Définition 3.4 ( [52]). La solution 6 est un minimum global (absolu) si

P(6%) < P(), V0 € D (3.11)

Pour définir les maxima local et global, il suffit de changer le sens des inégalités dans

(3.10) et (3.11)). On parle aussi d'un optimum strict lorsque l'inégalité (3.10]) est satisfaite

pour tout 6 différent de I'optimum local 6 ou de I'optimum global 6*.
Ainsi, pour un probléeme d’optimisation, le but recherché est de localiser 'optimum global.
Dans ce cas, il s’agit de 'optimisation globale [111-113,116]. Dans ce qui suit, on s’intéresse

a l'optimisation globale sans contraintes, c’est-a-dire le domaine admissible D coincide avec

R"" (D = R").
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3.3 Conditions d’optimalité

Pour un probleme d’optimisation, on doit chercher toutes les solutions possibles. Alors, il
est intéressant d’avoir la possibilité de décider si un point quelconque 6 € D est une solution
pour ce probléeme, c¢’est-a-dire ¢’est un optimum. De plus, on doit préciser sa nature (minimum
ou maximum). Pour ce faire, on doit vérifier certaines conditions appelées d’optimalité. On
distingue les conditions nécessaires et les conditions suffisantes qui caractérisent un optimum.

Ainsi, pour le cas d’'un minimum les conditions nécessaires et les conditions suffisantes sont

données respectivement par les Théoreme ([3.2]) et (3.3

Théoreme 3.2 ( [52]). Soit 0 un minimum local d’une fonction P(6). Si P est différentiable

dans un voisinage ouvert V de 0, alors,

VeP(0) =0 (3.12)

Si, de plus, P est deux fois différentiable sur V, alors la matrice hessienne

V2P(6) (3.13)

est semi-définie positive.

Les conditions (3.12)) et (3.13]) sont appelées respectivement la condition nécessaire du

premier ordre (basée sur le gradient) et la condition nécessaire du deuxieme ordre (basée sur
la matrice hessienne). Il est important de signaler que la condition joue un role du
premier plan dans la plupart des méthodes d’optimisation [53].

Les points vérifiant la condition du premier ordre sont appelés points critiques ou
stationnaires. Ces points peuvent étre des minima, des maxima, des points selle ou des points
singuliers (des points pour lesquels on ne peut pas préciser la nature). C’est la condition
(3.12) qui permet de préciser la nature du chaque point critique en analysant les valeurs

propres de la matrice hessienne.
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Théoréeme 3.3 ( [52]). Soit P une fonction deuz fois différentiable dans un sous-ensemble

D de R™ et soit 6 € D qui vérifie les deuzr conditions suivantes

VP () =0 (3.14)

et

V2P(6) > 0 (3.15)

est définie positive, alors 0 est un minimum local de P.

Pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un point 6 soit un maximum, il
suffit de remplacer, dans les deux théoremes, le mot positive par négative. Par conséquent, on
constate que la condition nécessaire est la méme pour un minimum et un maximum.
Par contre, c’est la condition du deuxieme ordre (3.13)) qui permet de préciser la nature de
I'optimum, c’est-a-dire du point critique.

Les théoremes et donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour avoir
les minima locaux et globaux sans les distinguer. Par conséquent, il est intéressant de filtrer
les minima globaux parmi les points critiques trouvés. Ceci n’est possible que pour certaines
classes de probleme d’optimisation particuliers, appelés problemes d’optimisation structurés
[52,97], par exemple les problemes d’optimisation quadratique, d’optimisation linéaire et
d’optimisation convexe. Le Théoreme précise les conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalité globale dans le cas d’un minimum.

Théoreme 3.4 ( [52]). Soit une fonction continue P : D — R et soit 6 € D un minimum
local de P. Si P est une fonction convexe, alors 6 est un minimum global de P. Si de plus P

~

est strictement convexe, 0 est 'unique minimum globale de P.

De méme pour un probleme de maximisation, I'optimalité globale est liée a la concavité
de la fonction objectif P. Ainsi, si P est concave, le point 6 est un maximum global. Si de

plus, P est strictement concave, 0 est I'unique maximum global.
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Le Théoreme précise que la condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale est
la convexité de la fonction objectif P. La convexité est une propriété cruciale en optimisation
[97]. Lorsque cette derniere n’est pas convexe, il est généralement délicat de localiser un
optimum global [82,]114]. Le probleme de détermination d’un optimum global devient tres

difficile lorsque la fonction objectif P est ni convexe ni concave.

Une autre méthode pour localiser un optimum global parmi les optima possibles consiste
a évaluer la fonction objectif P pour chaque optimum trouvé. Dans ce cas, 'optimum global
est celui qui optimise la fonction objectif P. Cette méthode est intéressante lorsque on dispose
de tous les points critiques du probleme d’optimisation. Mais, en optimisation, mis a part
quelques problemes d’optimisation, souvent académiques, le grand travail et le plus dur est
de trouver d’abord ces points critiques. Ces derniers peuvent étre obtenus aisément lorsque
la résolution analytique de la condition du premier ordre est possible. Dans le cas
contraire, le cas le plus fréquent, il faut développer des méthodes permettant de localiser
tous les points critiques du probleme d’optimisation et 1'idéal est de localiser directement

I'optimum global parmi ces points. C’est 'objectif des méthodes (algorithmes) d’optimisation.

3.4 Méthodes d’optimisation

Localiser les points critiques revient a résoudre le systeme d’équations algébriques non
linéaires . La possibilité d’une résolution analytique dépend en particulier de la nature
de la fonction objectif P qui caractérise la complexité des équations a résoudre. Ainsi, une
fonction objectif P fortement non linéaire conduit forcément a un systeme d’équations al-
gébriques tres difficile voire impossible a résoudre analytiquement. Dans ce cas, des
méthodes numériques doivent étre utilisées pour déterminer tous les points critiques de la
fonction P mais de trouver les points les plus intéressants pour le probleme d’optimisation
(par exemple 'optimum global). Les différents algorithmes développés dans cette optique font

partie de ce qui est appelé communément optimisation numérique [52-54].
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En général, les différentes méthodes d’optimisation numériques développées dans la litté-
rature peuvent étre classifiées en deux classes [54,/111,(112,/117] : méthodes déterministes

et méthodes stochastiques.

Les méthodes déterministes cherchent les optima d’un probléeme d’optimisation a 'aide
des algorithmes déterministes ne faisant pas intervenir le hasard [52,/53,(116]. Ces méthodes
utilisent le gradient et la matrice hessienne dans leurs algorithmes, et nécessitent souvent un
estimé de départ (initialisation) pour la solution du probleme. Pour cette classe, on distingue
aussi deux types de méthodes [116] : locales et globales. Les méthodes locales convergent
vers un optimum local, par contre les méthodes d’optimisation globale permettent de trouver

les optima globaux.

Ces méthodes sont faciles et simples a programmer et convergent rapidement avec pré-
cision vers la solution. Néanmoins, et particulierement, dans le cas des méthodes locales, la
solution trouvée dépend de l'estimé de départ choisi pour la solution. Aussi, la convergence
des méthodes imposent a la fonction objectif P de vérifier certaines hypotheses d’applica-
bilité, souvent fortes, par exemple la différentiabilité qui est tres difficile a garantir dans
les problémes concrets. Au plus, lestimation du temps de convergence (calcul d’un opti-
mum) n’est souvent pas possible. Parmi les méthodes déterministes locales, on peut citer
la méthode du gradient, la méthode du gradient conjugué et la méthode de Newton et
ses différentes variantes [52,/53]. Pour les méthodes d’optimisation globale déterministes, on
peut mentionner la méthode des intervalles [115] et la méthode d’Aliénor et ses différentes

variantes [81},(117},[118].

Les méthodes stochastiques font intervenir le hasard et ’ensemble du domaine admissible
D est exploré de maniere aléatoire pour localiser 'optimum [53,,/55,112]. Ces méthodes pré-
sentent 'avantage de convergence vers le voisinage d’un optimum global sans 'atteindre avec
la précision souhaitée. Cette derniere peut étre améliorée au prix d’'un temps de calcul impor-
tant difficile a estimer. Leur inconvénient est liée aux choix aléatoire de certains parametres

de l'algorithme qui conditionne la qualité de la solution & obtenir [111,]112]. Ces méthodes
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présentent ’avantage de ne pas exiger des hypotheses sur la fonction objectif P par exemple
la différentiabilité. Comme exemples de méthodes d’optimisation stochastiques, on peut citer
le recuit simulé [117], les algorithmes génétiques [55] et les les méthodes d’optimisation par
essaims particulaires [56].

Une troisieme classe de méthodes d’optimisation, appelées méthodes hybrides, tire profit
des avantages des méthodes déterministe et stochastiques. Comme l'objectif est de locali-
ser 'optimum global, leur principe consiste a démarrer par une méthode stochastique pour
converger vers un point au voisinage de 'optimum global. Puis pour améliorer davantage la
précision, on passe le relais a une méthode déterministe dont I'estimé de départ de la solution
est le point trouvé par la méthode stochastique. Par exemple, lorsque la fonction objectif P
est deux fois différentiable, on peut commencer la recherche de I'optimum global en utilisant
les algorithmes génétiques, et apres la convergence, on continue la recherche avec la méthode
de Newton en considérant comme estimé de départ le point trouvé par les algorithmes
génétiques. L’inconvénient de cette classe est le temps de calcul qui peut étre important.

Les références [54,58,/111,/112] présentent des syntheses sur les différentes méthodes
d’optimisation développées dans la littérature.

Dans ce qui suit la présentation est axée sur la méthode d’optimisation globale d’Aliénor
[81},182] utilisée dans le cadre de cette these. Cette méthode permet de convertir le probleme
d’optimisation a np variables d’optimisation en un autre probleme a une seule variable de

décision dont la solution est facile a obtenir.

3.5 Optimisation globale par la méthode d’Alienor

En 1970, lors d'un de ses séminaires, Cherruault a proposé une idée de transformer une
fonction a plusieurs variables en une autre fonction d’une seule variable qui préserve les optima
de la fonction originale. I’objectif est de simplifier la recherche des optima dune fonction

a plusieurs variables et la localisation d’un optimum globale. Cette idée a été, par la suite,
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développée, par ces chercheurs pour proposer un ensemble de transformations [118-120]. La
premiere transformation proposée consiste a relier deux a deux les variables de la fonction
a plusieurs variables en utilisant la spirale d’Archimede [82]. Cette transformation ayant
une structure d’arbre permet de diviser, a chaque étape, le nombre de variables par deux a
été appelée par ses auteurs la méthode d’Alienor [82},]114,/116]. Cette méthode permet en
réalité d’approcher I’espace R™” par une courbe. Apres plusieurs travaux sur la méthode, les
auteurs ont conclu que le probleme de la réduction d’une fonction a plusieurs variables a une
fonction d’une seule variable revient a chercher une courbe (fonction d’une seule variable)
qui remplit I'espace R"” [119)].

Cette conclusion a permet d’introduire la notion de a-densité [114},119)]. Ainsi, lorsque
tout point de l'espace R"” peut étre approché a « prés par au moins un point du sous-
espace S de R"”, on dit que S est a-dense. Cette notion de a-densité a été exploitée pour
développer d’autres transformation réductrices plus performantes que celle basée sur la spirale
d’Archimede [114].

L’idée de la méthode d’Alienor consiste a utiliser des transformations réductrices F; (fonc-

tions de classe C'*°) de la forme [114,117]

pour réduire la fonction a plusieurs variables

Pb), s, ..., 0,) (3.17)

a une fonction d’une seule variable w € R (w est la nouvelle variable d’optimisation)

P(F,(w), Fa(w), ..., Fo(w)) = G(w) (3.18)

De point de vue optimisation, pour approximer les optima globaux de la fonction P(0)

par ceux de la fonction G(w), la transformation réductrice doit posséder la propriété de
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densification ou de remplissage de I'espace.

Définition 3.5 ( [114]). Un sous-espace V de R"" est a-dense (o > 0) dans R"” si pour

tout 0 € R"" il existe 0' € V tel que la distance euclidienne dans R"P, notée d, est inférieure

a «a, c’est-a-dire d(0, 0') < «.

3.5.1 Transformations réductrices

Dans cette sous-section, on présente quelques transformations réductrices.

Spirale d’Archimede

La spirale d’Archimede est la premiere transformation proposée pour développer la mé-
thode d’Alienor [82]. Deux variables 6 et 05 peuvent étre exprimée en coordonnées polaires

(7, w) comme suit [82,/114,116},(117] :

0, =7 cos(w), 6Oy =7 sin(w) (3.19)

avec 7 et w sont respectivement le rayon et ’angle de la spirale d’Archimede.

En utilisant la spirale d’Archimede, on peut relier les variables 7 et w comme suit :

r=aw (3.20)
ol a est un parametre positif qui influe sur la qualité de la densification.
En substituant 7 par son expression (3.20]) dans (3.19)), on obtient
0, = aw cos(w), 6Oy =aw sin(w) (3.21)

On remarque que les deux variables 6, et 6, sont exprimées en fonction de la seule nouvelle

variable w.
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Dans le cas de trois variables 61, 65 et 63, on commence & relier, par la spirale d’Archimede

d’angle wy, les deux variables #; et 6, comme précédemment, ce qui donne

01 = aw; cos(wy), 02 =aw; sin(w) (3.22)

Puis, on relie, de la méme fagon, la nouvelle variable w; et la troisieme variable 63 en

utilisant une spirale d’Archimede d’angle w ce qui donne

w; = aw cos(w) (3.23)

03 = aw sin(w) (3.24)

En substituant w; par son expression (3.23)) dans (3.22]), il vient

0, = a*w cos(w) cos(aw cos(w)) (3.25)
0y = a®w cos(w) sin(aw cos(w)) (3.26)
05 = aw cos(w) (3.27)

Ainsi, en utilisant la spirale d’Archimeéde, on peut transformer une fonction a trois

variables 01, 65 et f5 en une fonction a une seule variable w comme suit :

P(by, 02, 05) = P(a2w cos(w) cos(aw cos(w)), a®w cos(w) sin(aw cos(w)), aw cos(w))

— G(w) (3.28)

De maniere générale, une fonction P & np variables (64, 6, ..., ,,,) peut étre ramenée

a une fonction G a une seule variable w en utilisant la spirale d’Archimede qui est a-dense
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avec o = /npma [114]. La qualité de Papproximation obtenue par cette transformation est

quantifiée par le Théoreme 3.5

Théoreme 3.5 ( [114]). Les optima globauz de la fonction a plusieurs variables P(6) peuvent
étre approzimés par les optima globaux de la fonction a une seule variable G(w). L’approxi-

mation sera d’autant meilleure que o sera choisi petit.

D’apres le Théoreme [3.5] la spirale d’Archimeéde assure une tres bonne densification
lorsque a tend vers 0. Néanmoins, la fonction G(w) peut posséder des optima parasites, ¢’est-
a~dire qui ne sont pas des approximations des optima de la fonction originale P(6) [116].
Cela est du a la nature des fonctions oscillantes (cosinus et sinus) utilisées dans la définition
de la transformation réductrice. De plus, 'obtention de la fonction G(6) nécessite de relier les
différentes variables deux a deux, par conséquent le temps de calcul pour localiser I'optimum
global peut étre important [114].

Ces deux inconvénients de la spirale d’Archimede, ont motivé un nombre de chercheurs
a développer d’autres transformation réductrices plus simples et régulieres (de classe C*).
La tendance pour développer des transformations réductrices permettant d’avoir G(w) en une

seule étape tout en réduisant le temps nécessaire pour atteindre 'optimum global.

Transformation de Mora and Cherruault

En considérant que le domaine admissible D peut étre est normalisé pour devenir [—1, 1]"7.

La transformation réductrice de Mora and Cherruault est définie comme suit [119] :

0; =awsin(p;w), i=1,...,n (3.29)

Dans cette transformation réductrice a est une constante positive. Les p; sont des para-

metres a choisir pour assurer une a-densité désirée. Le choix de ces derniers est précisé par

le Théoreme [3.61

94



Théoreme 3.6 ( [114]). Pour que la transformation réductrice définie par 6; = aw sin(p; w)
(i =1,..., np) soit a-dense dans [—1, 1]"7, il suffit de choisir une suite p1, ..., pp, trés

lentement croissante avec un dernier terme py,, vérifiant

p?’L'p—l (07
< (3.30)
pnp ™ \Y4 n’P
Notons que le choix de la suite pq, ..., pn, lentement croissante est tres important en

pratique. Comme ce choix peut influencer le résultat final, les p; sont choisis en respectant :

Pi
Pi+1

<1 (3.31)

Transformation de Cherruault

Cette transformation exige aussi de normaliser le domaine admissible D. Elle est définie
comme suit [81] :
0; = cos(piw), i=1,...,np (3.32)

La a-densité assurée par cette transformation réductrice et le choix des parametres p;

sont précisés par le Théoreme [3.7]

Théoréeme 3.7 ( [114]). p;11 étant légérement supérieur a p; (i =1, ..., np—2) de facon a
ce que deux optima successifs des p; restent tous dans un intervalle five de longueur km/pp,

(k indépendant de np), la transformation réductrice 0; = cos(p; w) est a-dense pourvu que

WT Z a? <o’ (3.33)

En particulier, la a-densité est obtenue pour

P (3.34)

TV Iy
8]
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Les parametres py, . . ., pn,—1 doivent étre tres proches les uns des autres et doivent former
une suite lentement croissante. Par exemple, en choisissant un € positif et tres petit, cette

suite peut étre construite comme suit

piv1 = pi +€ (3.35)

Transformation de Konfé

Cette transformation exige aussi la normalisation du domaine admissible D. Elle est définie

comme suit [120] :

0; =cos(Vyw+P;), i=1,...,n (3.36)

Le choix des parametres ¥; et @; est dicté par le Théoreme qui estime aussi la qualité

de la densification.

Théoréme 3.8 ( [114]). La transformation 0; = cos(V;w +&;),i =1, ..., n :

— avec des W; croissants et,

— des D; croissants et proches les uns des autres,

est a-dense et son coefficient de densification vaut :

_ 2knp —1W,, 4

a (3.37)

[0
P

La constante k est le majorant de avec —1 < & < 1.

1
V1—¢&2
Remarque 3.2. Les transformations de Mora and Cherruault , de Cherruault
et de Konfé permettent d’obtenir la fonction G(w) en une seule étape. Cette

caractéristique permet de réduire davantage le temps de calcul de [’optimum.
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3.5.2 Rapidité et précision de la méthode d’Alienor

L’obtention de I'optimum global est généralement tres difficile lorsque la fonction objectif
‘P ne possede pas certaines propriétés mathématique, par exemple la convexité. L utilisation
de la méthode d’Alienor basée sur les transformations réductrices permet de réduire le nombre
de variables de décision a une seule variable. Mais, il est toujours intéressant d’estimer le
temps de calcul nécessaire pour localiser 'optimum global par cette méthode et la précision

de la solution obtenue.

Temps de calcul

Une fois la méthode est appliquée, on obtient la fonction G(w) et le probleme revient a
chercher 'optimum global w* de cette dernieére sur l'intervalle [0, wpax]. Puis en utilisant la
transformation réductrice, on déduit 'optimum global de #*. Pour déterminer w*, on propose
d’utiliser la méthode des évaluations simultanées [110]. Le principe de cette méthode consiste

a discrétiser 'intervalle [0, wpax] en utilisant un pas Aw, puis de construire I’ensemble

M={G(iAw),i=0,..., N} (3.38)

avec N = wpax/Aw.

L’optimum global est le point w* = i* Aw réalisant I'optimum global de M. Dans ce cas,

le temps de calcul de 'optimum global est donnée par la formule suivante [114]

wmax
bnax = Xt 3.39
A (3.39)

ou t,, est le temps moyen de calcul de G(w) pour un w donné qu’on peut estimer statistique-

ment.
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Précision de la solution

Pour déterminer 'optimum global, en appliquant la méthode d’Alienor, avec une précision
souhaitée ¢, le probleme revient a choisir le coefficient de densification « et le pas de discré-
tisation Aw. En considérant que la fonction a une seule variable G(w) et la transformation
réductrice utilisée sont des fonctions Lipschitziennes respectivement de constantes [; et lo, les
valeurs des parametres a et Aw assurant une précision ¢ sont déterminées par les formules

suivantes [81] :

(3.40)

(3.41)

T Ll
3.6 Exemple illustratif

Pour illustrer la méthode d’Alienor , on considere le probleme d’optimisation sans contrainte

suivant [113] :

1
min P (0, 0o) = 4607 — 2,10} + §9§ + 0,0, — 402 +40; (3.42)

01,02

avec D = [—1, 1] x [-1, 1].

La fonction P(6;, 03) représente un exemple de fonction test pour laquelle il est tres

difficile de localiser son minimum global. Le graphe de P(6y, 05) est donné par la Figure .

Pour appliquer la méthode d’Alienor, on propose d’utiliser la transformation réductrice

de Konfé (3.36]). Les variables 6, et 02 sont définies comme suit :
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FIGURE 3.1: Graphe de la fonction P (6, 65) du probleme d’optimisation 1'

0 = cos(1000 w + 1) (3.43)

65 = cos(1001 w + 1,0005) (3.44)

Le nouveau probleme d’optimisation a une seule variable w a résoudre est :

1
min G(w) =4 cos?(1000w + 1) — 2,1 cos*(1000w + 1) + 3 cos®(1000w + 1)
+ cos?(1000w + 1) cos?(1001w + 1,0005) — 4 cos*(1001 w + 1, 0005)

+ 4 cos*(1001 w + 1,0005) (3.45)
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FIGURE 3.2: Graphe de la fonction G(#) du probleme d’optimisation (3.45)).

Le graphe de la fonction G(w) est donné par la Figure . On remarque que la fonction

G(w) est tres oscillante.

Ainsi, pour appliquer la méthode des évaluations simultanées [110], on considere le pas

de discrétisation Aw = 107° et wya = 27. La solution obtenue est

w* = 3,8428 (3.46)

et les transformation réductrices (13.43|)—(3.44) conduisent a la solution, du probleme original,

suivant
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07 = cos(1000w* + 1)
—0,091261 (3.47)
05 = cos(1001 w* + 1, 0005)

= —0,71255 (3.48)

et P(67, 05) = —1,0316 qui est la méme solution donnée dans [113].

3.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a 'optimisation des fonctions mathématiques (optimisation
statique). Nous avons débuté le chapitre par la formulation générale d'un probleme d’optimi-
sation statique. Puis, nous avons rappelé certaines définitions et résultats concernant 1’exis-
tence et les conditions d’optimalité. Par la suite, nous avons présenté les différentes classes
des méthodes d’optimisation en l'occurrence les méthodes déterministes, stochastiques et hy-
brides. La fin du chapitre introduit une méthode d’optimisation globale déterministe appelé
méthode d’Alienor. Le principe de cette derniere consiste a utiliser des transformations réduc-
trices pour convertir un probleme d’optimisation a plusieurs variables en un autre équivalent
mais avec une seule variable de décision. Cette méthode permet de simplifier davantage la
recherche de la solution et de localiser 'optimum global. Pour montrer l'efficacité de la mé-
thode, nous avons présenté un exemple d’application en considérant une fonction test tirée
de la littérature.

La méthode d’Alienor, qui est purement déterministe, présente un certain nombre d’avan-
tages remarquables par rapport aux autres méthodes d’optimisation. Comparée aux méthodes
stochastiques basées sur des choix aléatoires des parametres, qui peuvent avoir une influence

considérable sur la solution finale, le choix des parametres de la méthode d’Alienor (des
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transformations réductrices) est dicté par des théoremes. Sur le plan précision de la solution,
les méthodes stochastiques conduisent généralement au voisinage de 'optimum global. Par
conséquent, ces méthodes doivent étre épaulées par des méthodes déterministes pour amélio-
rer la précision de la solution. Dans ce cas, on parle de méthodes hybrides. Dans le cas de la
méthode d’Alienor, la précision de la méthode d’Alienor peut étre facilement controlée par
le choix du coefficient de la densification a.

Par rapport aux autres méthodes d’optimisation globale déterministe, la méthode d’Alie-
nor présente 'avantage de ramener le probleme d’optimisation a plusieurs variables en un
autre a une seule variable. Ce qui simplifie la recherche et la localisation de 'optimum glo-
bal. De plus, si la fonction objectif et les transformations réductrices sont lipschitziennes,
le temps de calcul pour localiser 'optimum global, avec la précision souhaitée, peut étre
aisément estimé.

La méthode d’Alienor peut étre utilisée pour résoudre un probleme de commande op-
timale en utilisant la méthode de discrétisation complete (approche directe de résolution
d’un probleme de commande optimale) ou la méthode de la paramétrisation du vecteur de
commande présentées au Chapitre [2] Dans cette these, nous allons étendre I’application de la
méthode de la paramétrisation du vecteur de commande aux systemes fractionnaires. L’objec-
tif est de ramener le probleme de commande optimale a un probleme d’optimisation statique
qu’on propose de résoudre avec la méthode d’Alienor. Pour obtenir le probleme d’optimisa-
tion statique, une approche basée sur la méthode de l'itération variationnelle est proposée
au Chapitre . Dans le chapitre suivant, nous allons présenter la méthode de l'itération
variationnelle utilisée pour résoudre de maniere itérative des équations différentielles. Cette
méthode permet d’avoir une solution analytique approximée d'une équation différentielle en

quelques itérations.
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Chapitre

Méthode de I'itération variationnelle

4.1 Introduction

La modélisation des systemes dynamiques basée sur les lois physiques conduit souvent a
des équations différentielles [1,/26,32]. Ces dernieres peuvent étre aux dérivées ordinaires,
partielles ou intégrales. Chaque type d’équation peut étre aussi d’ordre entier ou fractionnaire.
Ces équations expriment les relations existantes entre les différentes variables caractéristiques
du systeme (commandes, états et sorties ).

Ces dernieres années, les équations différentielles ordinaires fractionnaires ont démontré
leur capacité dans la description, avec précision, des comportements dynamiques des systemes
a parametres localisés complexes [25],26,29,(31],32,,34,(35,86]. Ces modeles (équations) sont
caractérisés par des opérateurs mathématiques non locaux, c’est-a-dire I’évolution de 1’état
actuel du systeme dépend de ces évolutions passées. Cette caractéristique remarquable a
marqué le succes des modeles fractionnaires puisque elle traduit fidelement la réalité physique
des phénomenes.

En automatique, le modele mathématique joue un role du premier plan. Il est utilisé pour
I'analyse des propriétés fondamentales du systeme modélisé (commandabilité, observabilité
et stabilité) et pour la conception de stratégies de commande. Le succes de ces deux étapes

dépend essentiellement de la qualité du modele utilisé. En général, la regle retenue est de
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considérer un modele pas tres compliqué et pas trop simplifié. Ainsi, les modeles fractionnaires
sont parmi les modeles qui répondent amplement a cette regle. Ceci justifie leur utilisation

tres répondue en automatique [24,26,30].

L’étude du comportement dynamique d’un systeme physique ou I’évaluation des perfor-
mances d'une stratégie de commande passe nécessairement par une étape de simulation en
utilisant un calculateur. La simulation consiste a résoudre les équations du modele pour

déterminer et analyser les évolutions des différentes variables caractéristiques du systeme.

La résolution des équations différentielles fractionnaires a connu, ces dernieres années, un
essor spectaculaire propulsé par le développement du calcul fractionnaire et la disponibilité
des calculateurs avec des vitesses de traitement et des capacités de stockage (mémoires)

importantes.

Ce chapitre introduit une méthode, tres récente, de résolution des équations différen-
tielles ordinaires appelée méthode de l'itération variationnelle [69,78-80,121,(122]. Cette
méthode permet de résoudre tout type d’équations différentielles sans discrétisation ni linéa-
risation [83,/121,/123]. Sans perte de généralités et dans le but de simplifier la présenta-
tion, on considere le cas de la résolution d’une équation différentielle ordinaire fractionnaire.
Néanmoins, tous les résultats présentés se généralisent aisément aux systemes d’équations

différentielles ordinaires fractionnaires.

Le chapitre commence par 'introduction du type de I’équation considérée. Puis, il en-
chaine par la condition d’existence de la solution. La suite du chapitre présente, de maniere
générale, les principes des différentes classes de méthodes de résolution des équations différen-
tielles ordinaires fractionnaires développées dans la littérature. La derniere partie du chapitre
est consacrée au principe et la convergence de la méthode de l'itération variationnelle frac-
tionnaire. La fin du chapitre illustre ’application de la méthode de l'itération variationnelle
pour la résolution des équations différentielles ordinaires fractionnaires en considérant deux
exemples. Le premier exemple admet une solution exacte existe ce qui permet de démontrer

la convergence de la méthode de l'itération variationnelle.
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4.2 Equations différentielles ordinaires fractionnaires

Une équation différentielle ordinaire fractionnaire est une équation impliquant une fonc-
tion inconnue et ces dérivées (fractionnaires et entieres) [32,37]. Dans ce qui suit, on s’in-
téresse a une classe particuliere des équations différentielles ordinaires fractionnaires appelée
probleme a valeurs initiales. Cette classe est utilisée pour la modélisation des systemes dy-
namiques d’ordre fractionnaire [25,/38]. Un probleme a valeurs initiales est donnée comme

suit [22] :

DIV () =G(Y(t),t), m—1<o<meZt (4.1)

avec les conditions initiales

DPY(O) =YE, k=0,...,m—1 (4.2)

ou Y (t) est la fonction inconnue (solution de I’équation différentielle ordinaire fractionnaire)
appelée variable dépendante et ¢t € R représente la variable indépendante. G est une fonction
non linéaire. Le mot ordinaire signifie que la fonction inconnue Y (¢) dépend de la seule
variable t.

Résoudre une équation différentielle ordinaire fractionnaire revient a chercher la variable

Y (t) qui vérifient simultanément (4.1]) et les conditions initiales (4.2]).

4.3 Existence de la solution d’une équation différen-
tielle ordinaire fractionnaire

Avant de procéder a la résolution d’une équation différentielle ordinaire fractionnaire, il
est indispensable de vérifier que cette derniere admet une solution, c¢’est-a-dire ’existence de
la solution. Cette question est amplement abordée dans la littérature [124{-126,(126-128|

et I'étude de l'existence se fait généralement par cas. On s’intéresse dans ce qui suit a la
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condition d’existence d'une solution unique pour le probleme a valeurs initiales (4.1])—(4.2]).
Pour ce dernier, les Théorémes et précisent respectivement les hypotheses requises
pour assurer ’existence et 'unicité de la solution.

Théoréeme 4.1 ( [22]). On suppose que la fonction G(Y (¢),t) : D = [Y3 — ¢, YL + (] x
[to, T] = R (T et ¢ > 0) est continue, et soit t; = min{T, ((I'(1+0)||G|) "} Dans ce
cas, le probléme & valeurs initiales (4.1])-(4.2) admet une solution Y (t) : [to, tg] — R.
Théoréme 4.2 ( [22]). On suppose que la fonction G(Y(t),t) : D = [Y7 — ¢, Y + (] X
[to, T] = R (T et ( > 0) est bornée et lipschitzienne par rapport & la variable Y (t), c¢’est-a-

dire il existe une constante positive | > 0 (appelée constante de Lipschitz) telle que

G(YVi, 1) = G(Ya, )] < 1Yy = V3|, VY3, Vs et t € [to, ty]. (4.3)

Dans ce cas, le probleme a valeurs initiales f admet au moins une solution
Y(t) : [to, tf] = R.

4.4 Méthodes de résolution d’une équation différen-
tielle ordinaire fractionnaire

En général, on peut distinguer les trois classes de méthodes de résolution d'une équation

différentielle ordinaire fractionnaire suivantes [22].
1. Méthodes analytiques;
2. Méthodes numériques;

3. Méthodes approximatives.

4.4.1 Méthodes analytiques

La résolution analytique d'une équation différentielle ordinaire fractionnaire peut étre ob-

tenue pour quelques types d’équations particulieres, par exemple les équations différentielles
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ordinaires fractionnaires linéaires a coefficients constants. Parmi les méthodes de résolution
analytique, on peut citer les transformées de Laplace, de Mellin et de Fourrier [32,/129].
La résolution analytique des équations non linéaires est généralement tres difficile voire im-
possible.

Signalons aussi que la fonction de Mittag-Leffler [32,33] joue un réle important dans
la résolution analytique des équations différentielles ordinaires fractionnaires linéaires. Cette
fonction permet de généraliser la notion de la matrice de transition utilisée pour la résolution
de I'équation d’état d’un systeme linéaire d’ordre entier. La fonction de Mittag-Leffler a

deux parametres ¢; et ¢y est définie comme suit [32,/33] :

E. . 4.4
12 ;F01k+62 ( )

ot cp, g € C, R(c1) >0, R(ez) >0, et Z € R.
Lorsque ¢ = 1, la fonction est dite a un seul parametre et elle est notée E., (z). On
constate que E., (z) = E,, 1(z). Aussi la fonction de Mittag-LefHler E(z) est une extension

de la fonction exponentielle e puisque

Z i— = (4.5)

Par exemple, pour le systeme d’ordre fractionnaire commensurable autonome suivant :

oDYY (1) = AY (1) (4.6)

Y(0) = Yo (4.7)

on démontre que la solution Y (t) est donnée comme suit [33] :

Y(t) = E,(At°) Y(0). (4.8)
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D’autres exemples sur la résolution des équations différentielles ordinaires fractionnaires

en exploitant la fonction de Mittag-Leffler sont donnés dans [32].

4.4.2 Meéthodes numériques

Lorsque la résolution analytique d’une équation différentielle ordinaire fractionnaire ou
d’un systeme d’équations n’est pas possible, on utilise des méthodes numériques 32,73}, 128,
130-133]. Le principe d’'une méthode numérique consiste a déterminer la solution Y (¢) aux
instants t, = to + kh (h est le pas de discrétisation et k € N) de maniere itérative. Le dé-
veloppement de Taylor et I'interpolation polynomiale (particulierement de Lagrange) sont
deux outils mathématiques largement utilisés, généralement, pour développer des méthodes
numériques (formules itératives) [47,,48].
Il existe plusieurs méthodes pour discrétiser le probleme a valeurs limites (4.1)—(4.2).
Les différentes méthodes proposées dans la littérature sont développées en exploitant les
deux approches suivantes [134] :
— discrétisation de la dérivée fractionnaire pour avoir directement la formule itérative
(schéma numérique) [135,/136],

— conversion de ’équation différentielle ordinaire fractionnaire en une équation
intégrale fractionnaire et approximation numérique du terme intégrale résultant pour
avoir la formule itérative [132].

La premiere approche, consiste a utiliser des quadratures notée ¢A7Y (,,), appelées aussi
formules d’intégration numériques, pour approximer le terme intégrale dans I’équation (4.1)).

Ainsi, on obtient la formule itérative suivante [22}32] :

0ATY (tn) = G(Y (1), tn) (4.9)

Par exemple, l'approximation de la dérivée fractionnaire (A7Y (t) par la formule de

Griinwald-Letnikoff (1.25]) conduit a la formule itérative [22]
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Pour illustrer la deuxieéme approche, on considére la définition de Riemann-Liouville

pour la dérivée fractionnaire donnée comme suit [24,30, 32]

i L[ Y
ODtY(t)_N_U)/O PR (4.11)

Le principe de la deuxieme consiste, en premier, a appliquer 'opérateur intégrale frac-

tionnaire oD, 7 = I° pour 'équation (4.1)), ce qui donne [73]

D WDFY () = 3 b4y (v (1) 1) (4.12)
Y (t) = ni % '+ I7(G(Y (1), 1)) (4.13)
OEDY % £+ F(la) /0 %O_/(SS));SU) ds (4.14)

La deuxieme étape consiste a utiliser des quadratures pour approximer numériquement

le terme intégrale de ’équation (4.14]). Ainsi, plusieurs quadratures peuvent étre appliquées
par exemple la méthode d’Euler et la méthode d’Adams [47,48]. Cette derniere conduit,

par exemple, a la formule suivante [22]

m— i k+1
Y (thy1) = Z t?ﬁ-l + Z as, kHG( Y(t )) (4.15)
=0 7=0

ou
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ko —(k—o)(k+1)7, j=0,
’ B h?
ikt = (2 +0)

= =g+ =2(k—j+ )"+ (k—j)*7, 1<j<k,

(4.16)

Pour le cas d'une équation différentielle ordinaire fractionnaire non linéaire, la plupart des
méthodes sont implicites [134], ¢’est-a-dire I'obtention de la solution Y (tx), a 'itération k, né-
cessite la résolution, souvent numériquement, d’'une ou d’un systemes d’équations algébriques
non linéaires en utilisant par exemple la méthode de Newton [47,48]. Par conséquent, ces

méthodes nécessitent des efforts et un temps de calcul importants.

Les méthodes numériques conduisent généralement a une solution approchée, c’est-a-dire
entachée d’erreur. Cette erreur doit étre faible pour garantir la convergence de la solution
numérique vers la solution réelle [133,137]. Ainsi, la convergence de la méthode numérique
est tres importante. Il est toujours indispensable d’étudier et de montrer par un raisonnement
mathématique les conditions de convergence de la méthode numérique [47]. Un autre fac-
teur important, surtout pour des applications en temps réel, c’est la vitesse de convergence.
Lorsque cette vitesse est élevée, la convergence de la méthode est rapide et le temps de calcul

pour déterminer la solution est moindre.

Pour éviter 'amplification des erreurs, la méthode numérique doit étre stable [133},137,
137]. On parle de la stabilité numérique qu’il faut distinguer de la stabilité des solutions.
La stabilité de la solution Y'(¢) signifie que cette derniére tends vers sa valeur stationnaire
lorsque t tend vers l'infini. Par exemple un schéma numérique explicite est conditionnelle-
ment stable (par le choix, par exemple, du pas de discrétisation h), par contre un schéma
implicite est toujours stable mais nécessite la résolution d’un systeme d’équations algébriques
a chaque itération. Ainsi, un choix inadéquat de la méthode numérique ou au niveau de sa
paramétrisation peut conduire a une solution instable alors que réellement elle est stable ou

vice-versa.
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La résolution numérique des équations différentielles ordinaires constitue un axe de re-
cherche tres actif. Les efforts sont axés sur le développement de méthodes numériques stables
et faciles a implémenter sur un calculateur [138]. Un état de l'art, plus récent, sur le sujet

est donné dans [22] avec des exemples d’application.

4.4.3 Méthodes approximatives

Trouver la solution exacte d’une équation différentielle analytiquement n’est pas toujours
possible. Les méthodes numériques permettent d’avoir des solutions approchées mais leurs
principaux inconvénients sont la discrétisation du temps et I'effort de calcul qui est générale-
ment important pour garantir une certaine précision. En utilisant les méthodes numériques,
la solution est disponible seulement aux points de discrétisation ce qui nécessite une approche
d’interpolation pour déterminer les valeurs de la solution entre deux instants. Généralement,
pour assurer une bonne précision, le nombre de points de discrétisation doit étre important.

Les méthodes approximatives permettent de résoudre des équations différentielles sans
linéarisation ni discrétisation du temps. Elles conduisent a une solution analytique qui ap-
proxime la solution exacte (réelle). Cette solution est obtenue en utilisant une formule ité-
rative a partir d'une solution initiale a choisir. Ces méthodes peuvent étre appliquées pour
n'importe quel type d’équation (ordinaire, partielle ou intégrale). A chaque itération k, on
obtient une solution approximée Y ¥)(¢) de la solution réelle (exacte) Y (¢).

Parmi les méthodes approximatives célebres, on peut citer

— Méthode de l'itération variationnelle [69,78-80,80],
— Méthode de décomposition d’Adomian [68,74,117],

— Méthode de la perturbation homotopique [71,/139].

Une synthese sur les différentes méthodes approximatives proposées dans la littérature

peut étre trouvée dans [69,70]. Dans la section suivante, on présente la méthode de I'itération
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variationnelle utilisée dans le cadre de cette these.

4.5 Meéthode de I'itération variationnelle fractionnaire

La méthode de l'itération variationnelle fractionnaire permet de résoudre différents types
d’équations différentielles (ordinaire, partielles et intégrales) d’ordre entier ou fractionnaire
sans linéarisation et discrétisation [83),121-123,130},131),140]. La solution Y (¢) est obtenue
en utilisant une formule itérative & partir d’'une estimation initiale de la solution Y9 (¢). Les

bases théoriques de cette méthode sont données dans [78].

4.5.1 Principe de la méthode

Pour résoudre I'équation différentielle ordinaire fractionnaire (4.1)), en utilisant la méthode

de l'itération variationnelle fractionnaire, on doit 1’écrire sous la forme suivante

oDIY (1) + LY (1) + NY (t) = Z(t) (4.17)

ou L et N sont respectivement des opérateurs lindaire et non linéaire. Z(t) est la partie non
homogene de ’équation.
La solution Y (t) est déterminée en utilisant la forme itérative (appelée fonctionnelle cor-

rectrice) suivante [69]

V) = v O + [ A (D7Y )+ £Y0) + NV~ 2(6) s (419

ou A(t) est le multiplicateur de Lagrange identifié en utilisant la théorie du calcul des
variations [20,/78]. L’identification exacte de ce multiplicateur de Lagrange permet d’avoir
la solution Y'(¢) en quelques itérations.

Pour identifier le multiplicateur de Lagrange, on calcul la variation suivante
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Y0 = 50 40 [ A (DFY @)+ LYW+ NV - 2(5) ) s (419

=YW (t) + /t A(s) ((5 oDIY B (5) +6LY F) (5) + GNY ) (s5) — (52(3)) ds

(4.20)

Comme a chaque itération, la partie homogene Z(t) reste constante, alors 6Z(t) = 0.
Pour faciliter I'identification du multiplicateur de Lagrange, la variation de la partie non
linéaire N'Y ) (), appelée variation restreinte [78], est prise égale & zéro, i.e. SN'Y®)(t) = 0.

Ainsi, Iidentification du multiplicateur de Lagrange, revient a déterminer A(s) qui vérifient

Y FHD () =0 (4.21)
c’est-a-dire

t

Y B (1) + /

A(s) ((5 oDIY ®) () 4 (5£Y(k)(s)) ds =0 (4.22)
0
Dans ce cas, I'identification de A(s) n’est pas exacte, ¢’est-a-dire ’obtention d’une solution
approximée précise peut nécessiter plus d’itérations. Notons que l'identification du multipli-
cateur de Lagrange, revient en réalité a résoudre analytiquement une équation différentielle
fractionnaire non linéaire. C’est pour cette raison, qu’on considere des variations restreintes,
pour avoir une équation différentielle linéaire, et de prendre o = 1 pour avoir une équation
différentielle ordinaire facile a résoudre. Dans ce cas, on se contente d’une approximation du
multiplicateur de Lagrange. Plusieurs approches ont été proposée pour le calcul du multi-

plicateur de Lagrange [69]. Le Théoreme donne 'expression générale du multiplicateur

de Lagrange A(s) dans le cas de 1'équation différentielle ordinaire (4.1)).

Théoréme 4.3 ( [76]). Pour léquation différentielle ordinaire (4.1]), le multiplicateur de

Lagrange \(s) est
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(1)1 (s = o1
(T = 1)

Remarque 4.1. On remarque que pour 0 < o < 1, le Théoreme donne \(s) = —1.

A(s) =

(4.23)

Ce résultat peut étre obtenu en prenant directement o = 1 dans et en cherchant le

multiplicateur de Lagrange \(s) qui vérifie

oY ) (1) + /0 t A(s) (% + (5£Y(k)(s)) ds =0 (4.24)

4.5.2 Convergence de la méthode de l’itération variationnelle frac-

tionnaire

Comme toute méthode itérative, la convergence de la méthode de I'itération variationnelle,
vers la solution réelle, doit étre garantie. L’étude de la convergence de la méthode d’itération
variationnelle est largement investie dans la littérature [79},/141-143] pour différents types
d’équations différentielles (ordinaires, partielles et intégrales d’ordre entier ou fractionnaire).
L’objectif consiste a préciser quelles sont les conditions ou les hypotheses nécessaires pour
que la solution obtenue par la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire converge
vers la solution réelle de I’équation différentielle.

Pour les équations différentielles ordinaires fractionnaires, plusieurs résultats concernant
la convergence de la méthode existent dans la littérature. Dans cette section, on présente le
résultat concernant le cas de I’équation lorsque 0 < 0 < 1 (cas considéré dans le cadre

de cette these). Ce résultat est donné par le Théoreme [4.4]

Théoreme 4.4 ( [75]). Soit Y(t) la solution exact de I’équation et YO (t) la solution
approrimée obtenue par la méthode de l’itération variationnelle fractionnaire a ['itération k.

Si la fonction G est lipschitzienne de constante [ tel que

[<T(0), 0<o<1 (4.25)
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alors la suite des solutions approzimées YV (t), YA (t), ..., Y®)(t), ... converge vers la so-

lution exacte Y (t) lorsque k — +o0.

Théoriquement, la solution exacte est obtenue pour k£ — oo, c’est-a-dire

Y (t) = lim YO (1) (4.26)

k—00

Pratiquement, il est impossible de calculer cette limite, alors on cherche la solution Y (Ve) (¢)

(obtenue a l'itération NNV,) qui permet d’assurer une certaine tolérance e, c’est-a-dire

t 2
Hy(Ne)(t) o Y(Neil)(t)HLQ([O,t]) = / (Y(Ne)(s) — Y(Neil)($)> ds <e (427)
0

ott L*([0, t]) est I'espace des fonctions de carré sommable muni de la nome ||| 12, ) [108].

Dans ce cas, on obtient une solution approximée, c¢’est-a-dire

Y (t) = Y™ (1) (4.28)

Remarque 4.2. L’utilisation de la formule itérative nécessite le calcul, a chaque ité-
ration, d’une intégrale. Cette intégrale est souvent peut étre difficile a évaluer analytiquement
meéme pour des équations différentielles ordinaires fractionnaires simples. Ainsi, des méthodes
d’intégration numériques (quadratures des trapézes, de Simpson ou de Gauss-Legendre)
doivent étre utilisées pour évaluer cette intégrale [47,48]. Notons aussi que l'intégrande
dans fait intervenir la dérivée fractionnaire de Y *)(t). Cette derniére peut étre éva-

luée numériquement, comme expliqué a la Section[{.4.3, en utilisant par exemple la formule
de Griinwald-Letnikoff .

Remarque 4.3. Le nombre des itérations N, a effectuer dépend aussi de l'intervalle du temps
[0, t] sur lequel on cherche la solution. Par exemple si pour lintervalle [0, t1], le nombre
d’itérations a effectuer est Ny, pour garantir une tolérance €, alors pour un notre intervalle
0, to] avec ty > t1, le nombre d’itérations a effectuer, pour garantir la méme tolérance €, doit

étre supérieur a N.
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4.5.3 Exemples illustratifs

Dans cette section, la méthode de 'itération variationnelle fractionnaire est appliquée pour
résoudre numériquement deux équations différentielles ordinaires fractionnaires. On considere

les deux cas : existence et 'inexistence de la solution exacte.

Cas de ’'existence d’une solution exacte

Soit ’équation différentielle ordinaire fractionnaire suivante [22]

(6 r 2T'(4
45 _ 3I(5) 435 (4) 125 4 (t5 34y 2t3)2 (4.29)

) I'(4,5) ['(3,5)

—~

—
—
ot
ot [—

Y(0)=0 (4.30)

Cette équation admet la solution exacte suivante [22]

Y(t)=t"—-3t*+2¢ (4.31)

La formule itérative de la méthode de l'itération variationnelle est

— iéf% §79 — (" —3s" +2 33)2> ds (4.32)

Comme o = 1/2, d’apres le Théoreme [4.3] A(s) = —1. La formule itérative prend la forme

suivante
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Y(k+1)(t) _ Y(k) (t) . /0 (OD?75Y(k)(S) + [Y(k)(s)f _ F€é6;) 8475 + ﬁ(ﬂ(?) 83’5
2F(4) 2,5 5 4 3\2
_F(S,S)S — (" =3s"+25% )ds (4.33)

Pour déterminer la solution Y'(t), la dérivée fractionnaire ¢D}"°Y*)(s) et I'intégrale sont
évaluées numériquement en utilisant respectivement la formule de Griinwald-Letnikoff
et la méthode des trapezes [47,/48]. Les résultats obtenus sont donnés par la Fi-
gure On constate que I'augmentation du nombre d’itérations entraine la convergence
de la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire vers la solution exacte, c’est-a-dire a
chaque itération la précision est améliorée. Cette constatation est confirmée par les résultats

du Tableau qui donne la valeur de l'erreur &, définie comme suit

E =Y (t) — Y(k)(t)Hm([o, 1]) (4.34)

= /01 (y(s) — Y(k)(8)>2 ds (4.35)

Les résultats du Tableau montrent que la méthode de l'itération variationnelle frac-
tionnaire converge rapidement vers la solution exacte Y(¢). Par exemple, une tolérance de

e = 107 est atteinte apres 5 itérations.

k&  [kR[ & [K[ &
1| 1,4379 < 10 % | 6 | 3,0641 x 10 ® | 11 | 3,0646 x 10 °
2| 7,6807 x 1074 | 7 | 1,0106 x 107> | 12 | 2,1779 x 10~
3| 4,8849 x 10~ | 8 | 5,562 x 1075 | 13 | 1,4988 x 10~
4] 2,4335x 107 | 9 | 4,6976 x 105 | 14 | 1,0486 x 10~
5| 9,4839 x 10° | 10 | 3,9904 x 107° | 15 | 7,8084 x 10~

TABLE 4.1: Itérations de la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire pour ’équation
(4.29)).
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Cas de l’'inexistence d’une solution exacte

Soit I’équation différentielle ordinaire fractionnaire suivante

oDYTY (1) — sin(Y (1) = e (4.36)

Y(0) =0 (4.37)

0.16
—Y (1)
Y(l)(t)
0.14 N
— Y
—— Y ®)(t)
0.12H Y(15)(t) 1

0.1

008
=

0.06

0.04

0.02

0

_0.02 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

FIGURE 4.1: Solution exacte Y (t) et solutions approximées Y *)(¢) de 1'équation (4.29)) ob-
tenues par la méthode de 'itération variationnelle fractionnaire pour k =1, k =4, k = 8 et
k =15.

Pour cette équation, la formule itérative est donnée comme suit
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t
vy - [ (DY) s (VO Y ds (a3
0

On désire déterminer la solution approximée de cette équation différentielle ordinaire
fractionnaire (4.36)) avec une tolérance de e = 107°, c’est-a-dire une solution vérifiant la

condition suivante

1Y ED () — Y B () || 20,17 < € = 1077 (4.39)

/ 1 <Y<k+1>(s) - Y(k)(s)>2 ds <e=107" (4.40)

Dans le but de montrer la convergence de la méthode de l'itération variationnelle fraction-
naire, on résout la méme équation en utilisant le solveur fde12.m [138] qui implémente la mé-
thode d’Adams-Bashforth-Moulton (méthode du type prédiction-correction [137,/138])
développée par [73].

Les résultats obtenus, représentés sur la Figure[4.2] montrent clairement la convergence de
la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire. Notons que la convergence est obtenue

apres 13 itérations.

Remarque 4.4. Bien que la présentation de la méthode de litération variationnelle s’est
limitée a la résolution d’une équation, ['application de cette méthodes pour des systemes

d’équations présentés a la Sous-section reste trés simple [131),140].

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé une méthode de résolution des équations différen-
tielles développée récemment. Cette méthode permet de déterminer la solution de maniere

itérative, en utilisant une fonctionnelle correctrice, a partir d’une solution initiale a choisir.
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Ainsi, apres avoir présenté le type d’équation différentielle ordinaire fractionnaire consi-
déré dans le cadre de cette these, nous avons exposé les résultats importants concernant
I'existence et 1'unicité de la solution. La suite de I'exposé est consacré au principe et a la
convergence de la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire. Pour montrer 'intérét
de cette derniere, deux exemples d’application ont été présentés. Pour démontrer la conver-
gence de la méthode de I'itération variationnelle fractionnaire, un exemple ayant une solution
exacte a été considéré.

En somme, la méthode de litération variationnelle fractionnaire présente un certain
nombre d’avantages. Elle permet de déterminer la solution sans discrétisation et sans li-
néarisation de I’équation. Son implémentation sur un calculateur est tres simple et permet
de déterminer soit une solution analytique (approximée) ou une solution numérique selon la

complexité de 1’équation a résoudre. De plus, la méthode permet de converger rapidement

1.8

—— Méthode Adams—Bashforth—Moulton (Solveur fdel2.m)
1.6 L —— Méthode de I'itération variationnelle fractionnaire

1.4F N

1.2} i

0.6

0.4r N

0.2 N

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t
FIGURE 4.2: Solution de I’équation différentielle ordinaire fractionnaire 1'
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vers la solution en quelques itérations méme si le multiplicateur de Lagrange est identifié de
maniere inexacte (en considérant des variations restreintes). Aussi, la méthode de 'itération
variationnelle fractionnaire ne souffre pas du probleme d’instabilité numérique et sa paramé-
trisation est tres simple. La qualité de la solution a obtenir peut étre controler en considérant
une tolérance.

Comparée aux méthodes numériques, particulierement les méthodes implicites les plus
utilisées, vue leur stabilité numérique, la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire
nécessite moins d’efforts de calcul. Par rapport aux méthodes numériques explicites, en plus
de la rapidité de convergence, la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire échappe
au processus de paramétrisation qui conditionne leur convergence.

Les avantages de la méthode expliquent 'usage répondu de la méthode et son exploita-
tion dans plusieurs domaines. En automatique, la méthode de l'itération variationnelle est
exploitée particulierement pour la résolution des problemes de commande optimale suivant
I’approche indirecte. L’idée consiste a résoudre les conditions d’optimalité (équation d’Euler-
Lagrange, équation d’Hamilton-Pontryagin ou équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman)
en utilisant la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire.

Dans le chapitre suivant, la méthode de I'itération variationnelle fractionnaire sera exploi-
tée pour déterminer une commande optimale pour un systeme d’ordre fractionnaire basée sur
I’approche directe. Ainsi, en combinant la méthode de la paramétrisation du vecteur de com-
mande et la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire, on ramene le probleme de
commande optimale a un probleme d’optimisation statique qu’on propose de résoudre, par

la suite, par la méthode d’Alienor présenté au Chapitre [3| pour déterminer I'optimum global.

121



122



Chapitre

Commande d'un systeme d’ordre fractionnaire

par paramétrisation de la commande

5.1 Introduction

Avec le développement du calcul variationnel et de I'optimisation, la théorie de commande
optimale, faisant partie de 'automatique moderne, a connu un essor spectaculaire [10},/94].
Plusieurs développements, sur le plan théorique, ont été réalisés dans le cas des systemes
d’ordre entier avec de nombreuses applications dans différents domaines [9},(13,15,/17]. Ces
derniéres années, des études ont montré que l'utilisation de la dérivée factionnaire dans
un modele mathématique permet de caractériser avec précision 1’évolution dynamique des
systeme [21},25),31,|32]. Ces modeles fractionnaires présentent une capacité de prédiction
remarquable. Cette caractéristique peut étre expliquée par le fait qu'une dérivée fractionnaire
régit fidelement un phénomene physique appelé effet mémoire [24,|30]. Physiquement, 1'effet
mémoire signifie que I’évolution instantanée d'un systeme dynamique dépend de son évolution
passée antérieure.

Un modele mathématique est généralement entaché d’erreur, par conséquent son utili-
sation dans une formulation d’un probleme de commande optimale conduit souvent a une

solution dite sous-optimale [144]. La qualité de la solution finale d’un probleme de com-
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mande optimale dépend essentiellement de celle du modele utilisée lors de sa formulation.
Ainsi, I'utilisation d’un modele précis, c¢’est-a-dire qui décrit convenablement la dynamique
du systeme, permet d’améliorer davantage la qualité de la solution finale. Ainsi, 'utilisation
des modeles fractionnaires constitue une alternative intéressante et prometteuse pour achever
des solutions tres proches des solutions réelles. Néanmoins, I'utilisation d’un modele fraction-
naire engendre des difficultés sur le plan mathématique vue sa nature. La manipulation des
modeles mathématiques nécessite la maitrise de certaines théories de calcul fractionnaire qui
releve de I'analyse fonctionnelle [23},37,/108]. En commande optimale, le calcul des varia-
tions et les méthodes numériques jouent des roles importants. Le calcul des variations est
un ensemble de théories utilisées pour déterminer les conditions d’optimalité d’un probleme
de commande optimale [1,/6,19]. En présence des non linéarités, soit dans le modele soit
dans le critere, la résolution analytique est souvent tres délicate méme pour des problemes
répertoriés comme des problemes simples. Dans ce cas, des méthodes numériques doivent étre

utilisées [10}[19}/94},[95]95].

L’utilisation des modeles fractionnaires en commande optimale a motivé 1’émergence
de nouvelles théories et de méthodes de résolution. Ainsi, trois grandes familles de mé-
thodes de résolution se dessinent. La premiere famille consiste a réduire le probleme de
commande optimale fractionnaire en son équivalent entier par 'approximation de la déri-
vée fractionnaire [41},43,44]. Les méthodes de la deuxieme famille ont pour objectif de
transformer le probleme de commande optimale fractionnaire en un probléme d’optimisa-
tion statique [22,/32},49-51]. Les méthodes de la troisieme famille sont des extensions des
méthodes indirectes développées au cas entier en se basant sur la théorie du calcul variation-
nel fractionnaire. L’équation d’Euler-Lagrange et le principe du minimum de Pontryagin
sont les deux méthodes célebres étendues avec succes et les plus abordées dans la littéra-

ture [38,51},59-67].

Dans ce chapitre, nous allons étendre I'application de la méthode de paramétrisation du

vecteur de commande pour résoudre un probleme de commande optimale fractionnaire. Cette
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méthode, qui fait partie de la deuxieme famille, a pour principe d’approximer la commande
par une combinaison linéaire, a coefficients constants, d’un ensemble de fonctions orthogonales
formant une base d’un espace de fonctions. Les coefficients de ’approximation représentent
les variables d’optimisation a déterminer pour définir la loi de commande. Pour transformer
le probleme de commande optimale fractionnaire en un probléeme d’optimisation statique, on
propose d’utiliser la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire (Chapitre [4). Dans
le but de simplifier la résolution du probleme d’optimisation résultant et de localiser une
solution globale, on propose d’utiliser la méthode d’Alienor (Chapitre (3)).

Le chapitre débute par la formulation de la classe de problemes de commande optimale
considérés suivie de I'étude de l'existence de la solution. Puis, le chapitre enchaine par un
état de I’art sur la commande optimale fractionnaire. La suite du chapitre expose 1'approche
proposée pour étendre l'application de la méthode de paramétrisation du vecteur de com-
mande au cas fractionnaire. L’efficacité de ’approche proposée est illustrée par deux exemples
tests tirés de la littérature. Les résultats obtenus par I’approche proposée sont comparés aux

solutions analytiques.

5.2 Commande optimale d’un systeme d’ordre fraction-
naire

Dans cette section, on présente la classe de problemes de commande optimale fractionnaire
considérée dans cette these. On précise aussi les hypotheses requises pour assurer ’existence
d’une solution pour cette classe de problemes de commande optimale. Pour ce faire, on

commence d’abord par définir certaines notions de I'analyse fonctionnel.

Définition 5.1 ( [108]). Soit 1 < v < +oo. On dénote par L¥ (X, V) l'ensemble des fonctions

mesurables y(t) : X — Y vérifiant

/X y(0)]” dt < +oo (5.1)
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Définition 5.2 ( [108]). Une fonction mesurable y(t) : X — Y est dite essentiellement
bornée s’il existe une constante b > 0 telle que |y(t)| < b. L’ensemble (espace) des fonctions

essentiellement bornées est notée L(X, ).

5.2.1 Formulation du probleme de commande optimale

Pour un systeme d’ordre fractionnaire non linéaire, il est souvent tres difficile d’établir les
conditions d’existence d’une solution. Par conséquent, la plupart des contributions se sont
focalisées sur les systemes linéaires. Dans le présent chapitre, nous considérons le probleme
de commande optimale, sans contraintes, d’un systeme d’ordre fractionnaire commensurable

linéaire mono-entrée formulé comme suit

opt J (u(t)) = /w (xz(t), u(t), t) dt (5.2)
u(t) ;
sujet a :
oD7x(t) = A(t) z(t) + B(t)u(t) + 9(t), 0<o<1 (5.3)

et les conditions terminales suivantes

2(ty) = a (5.5)

ou z(t) € R" est le vecteur d’état du systeme, u(t) € Uyq C R est la commande, ¢ est I'instant
final, t € 7 = [to, tf] C R est le temps, 7 est 'horizon de commande, ¢ : R" x R x 7 — R,
A(t) : 7 — R™™ et B(t) : 7 — R™ sont des matrices, ¥(t) € L”(1, R") est le vecteur de
grandeurs perturbatrices, z(ty) est le vecteur de conditions initiales et x(ty) est I’état final

qui peut étre fixe ou libre tout dépend du cahier des charges. o est 'ordre fractionnaire. n est
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la dimension du vecteur d’état x(t). ¢y et t; sont respectivement les instants initial et final.

L’objectif est de déterminer une commande optimale, notée u*(t), qui permet de transférer
I'état du systeme z(t) de Iétat initial vers ’état final tout en minimisant le critere
de performances . La commande optimale u*(t) est supposée appartenir a I’ensemble de
commande optimale Uyq identifié & L'(7, R) (voir la Définition [5.1)).

Une fois le probleme de commande optimale est formulé, avant de procéder a la réso-
lution, il est impératif de procéder a une étude mathématique pour s’assurer de ’existence
de la solution. L’étude de l'existence de la solution est généralement basée sur des notions
poussées de 'analyse fonctionnel |[108]. Dans la section suivante, on s’intéresse au probleme

de l'existence de la solution du probleme de commande optimale formulé ([5.2)—(5.5]).

5.2.2 Existence de la solution

L’étude de 'existence de la solution pour la classe de problemes de commande optimale
(5.2)—(5.5) a été investie par [145]. Les conditions nécessaires et suffisantes pour 1'existence

de la solution sont précisées par le Théoreme [5.1]

Théoréme 5.1 ( [145]). Considérons que :

1. U,y est un ensemble convexe et fermé ;

2. 1 est une fonction mesurable sur T, Vx(t) € R" et Vu(t) € Uyg

Co

. Y est une fonction continue sur R™ x Uyq, Vt € T,
4. U est conveze sur Uy, Yt € T et Va(t) € R ;

5. A(t) et B(t) sont essentiellement bornées (voir la Définition sur T et U(t) €
LV(T7 Rn) ;

)

il existe une fonction sommable A(t) : 7 — R et une constante strictement positive b

qui vérifient la condition suivante

D), ult), t) > —A(t) — bla(t)], Vt € 7 et Va(t) € R" et Vu(t) € Uy (5.6)
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alors le probleme de commande optimale fractionnaire f admet une solution opti-

male, i.e. (u*(t), z*(t)) dans U'ensemble X X U,gq.

Dans le Théoreme , x*(t) désigne la trajectoire optimale et I'ensemble X est défini

comme suit [145]

X = {S(t) .7 — R™3U(E) € L(r, R") tel que S(t) = F(lg) /t ' 0 Ejg)l_a ds} (5.7)

Une fois I'étude de 'existence de la solution est faite, on passe a la détermination de
la solution en utilisant des méthodes dédiées. Un état de l'art sur les différentes méthodes
de résolution d'un probleme de commande optimale d’un systeme d’ordre fractionnaire est

présenté dans le section suivante.

5.3 Etat de l’art de la commande optimale des systemes
d’ordre fractionnaire

La commande optimale des systemes d’ordre fractionnaire reste un domaine de recherche
fertile et multidisciplinaire. En somme, 'analyse des différentes contributions sur la com-
mande optimale fractionnaire révele que trois classes de méthodes de résolution peuvent étre

distinguées :

1. la premiere classe regroupe les méthodes basées sur 'approximation de la dérivée
fractionnaire [41,/43,44]. L’objectif consiste a déterminer ’équivalent entier du sys-
teme d’ordre fractionnaire pour tirer profit des méthodes de commande optimale des
systemes d’ordre entier. Différentes approximations de la dérivée fractionnaire ont
été exploitées, par exemple l'approximation d’Oustaloup [41},43], 'approximation
rationnelle basée sur la matrice de Hankel [39]. Dans [40,/44] de nouvelles approxi-

mations ont été développées et appliquées dans le cadre de la commande optimale.
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Dans ce cas, deux classes de méthodes peuvent étre appliquées : méthodes directes et

indirectes (voir la Section [2.6.1)).

. Le principe des méthodes de la deuxieme classe consiste a convertir directement le
probleme de commande optimale en un probleme d’optimisation statique (leur prin-
cipe est similaire aux méthodes directes du cas entier présentées a la [2.6.1]). Cette

conversion est réalisée soit :

— par approximation numériques de la déridée fractionnaire [22,|32] ou;;
— par paramétrisation de la dérivée fractionnaire en utilisant comme fonction de base

des polynomes de Legendre [49] ou de Chebyshev [50,51].

. La troisieme classe regroupe les méthodes qui sont réellement des généralisations de
celles développées pour le cas entier présentées a la Section Cette généralisa-
tion est rendue possible et simple avec le développement d’une nouvelle branche de
mathématiques, plus précisément de I’analyse fonctionnelle, appelée calcul des varia-
tions fractionnaires [23},/42,59,/60]. Cette théorie moderne a permis de généraliser
principalement I’équation d’Euler-Lagrange [38),59-64] et le principe du minimum
(utilisation de 'Hamiltonien) [51},65-67]. Ces deux célebres méthodes, présentées
dans le cas entier a la Section [2.5] permettent de poser les conditions d’optimalité
pour un probleme de commande optimale. Ces conditions d’optimalité sont données
sous forme d’un ensemble d’équations différentielles ordinaires fractionnaires. Ainsi,
leur résolution analytique est souvent tres difficile voir impossible, par conséquent la
résolution de ces conditions d’optimalité, ¢’est-a-dire des équation différentielles ordi-
naires fractionnaires, peut étre accomplie en utilisant des méthodes numériques [22]
ou des méthodes d’approximation des solutions [68-71]. Des méthodes numériques
ont été appliquées pour résoudre I’équation d’Euler-Lagrange dans [38,/61,/62] et
les équations d’Hamilton-Pontryagin dans [51},65-67]. Dans [64], une méthode
numérique, similaire a la méthode de tir simple [10,]19], a été proposée pour résoudre

des conditions d’optimalité obtenues par le calcul des variations basée sur 1'utilisation
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des multiplicateurs de Lagrange. La méthode de l'itération variationnelle a été uti-
lisée pour résoudre 1'équation d’Euler-Lagrange dans [63]. Dans [72], une méthode
d’approximation des solutions des équations d’Hamilton-Pontryagin, basée sur une
paramétrisation de I'état et de la commande en utilisant des fonctions de Bessel, a
été proposée. Un cas particulier de la commande optimale appelé commande linéaire
quadratique, c’est-a-dire le modele est linéaire et le critere est quadratique (voir la
Remarque , a été résolu dans la littérature en utilisant la théorie du calcul des
variations fractionnaires. Une solution analytique du probleme de commande linéaire
quadratique a été développée par [77,(146]. Pour le méme probleme de commande
optimale, une solution basée sur la méthode de l'itération variationelle a été proposée

par [63] et une solution purement numérique est proposée par [147].

A la lumiere de la recherche bibliographique effectuée sur la commande optimale des sys-

temes d’ordre fractionnaire, nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

— le développement du calcul variationnel fractionnaire [23] a favorisé I’émergence d’autres
théories mathématiques ayant permet de généraliser plusieurs méthodes de commande
optimale des systemes d’ordre entier aux systemes fractionnaires ;

— la plupart des méthodes proposées font appel aux méthodes numériques puisque la
résolution analytique est impossible méme pour les problemes de commande optimale
simples. Cette approche est la plus utilisées et la plupart des efforts se sont focalisées
pour développer des approches simples et efficaces ;

— bien que plusieurs progres ont été réalisés dans le cadre de la commande optimale
des systemes d’ordre fractionnaire sur le plan théorique mais peu d’applications sur
des systemes physiques sont rapportées dans la littérature. On peut citer le cas du
systeme d’isolement étudiée par [61] et les systémes géologiques réactifs [61,/90]. La
quasi-totalité des contributions dans le domaine de commande optimale fractionnaire

considerent des exemples académiques ;
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— pour les méthodes directes, qui consistent a convertir le probleme de commande op-
timale en un probleme d’optimisation statique, deux approches sont a distinguer : la
conversion directe et indirecte. Dans la conversion directe le probleme de commande
optimale fractionnaire est converti en approximant la dérivée fractionnaire. Dans la
conversion indirecte, le probleme de commande optimal d’un systeme d’ordre fraction-
naire est premierement converti en un probleme de commande optimale d’ordre entier,
puis de convertir ce dernier en un probleme d’optimisation statique;

— pour la classe des méthodes directes, bien que la plupart des méthodes ont été éten-
dues avec succes au cas fractionnaire, la méthode de paramétrisation du vecteur de
commande, dont 'efficacité n’est plus & démontrer dans le cas entier [102,(103},/106),

107,|109], n’a pas été exploitée dans le cas fractionnaire.

Dans la section suivante, une approche est proposée pour étendre I'application de la mé-
thode de paramétrisation du vecteur de commande [8,(102] au cas fractionnaire. Ainsi, on
montre facilement qu’en utilisant la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire (Cha-
pitre , le probleme de commande fractionnaire peut étre facilement converti en probléeme
d’optimisation statique. Puis pour simplifier et localiser la solution globale, on utilise la mé-

thode d’optimisation globale d’Alienor (Chapitre [3]).

5.4 Approche proposée

De point de vue mathématique, en définissant une base (complete) de fonctions ortho-
gonales connues O (t), la commande u(t) (une fonction continue) peut étre approximée, sur
I’horizon de commande 7, par des combinaisons linéaires, a coefficients constants a;, des

fonctions orthogonales ©y(t), c’est-a-dire [3,/102,103,105-H107]

Np

u(t) =) ap O4(t) (5.8)

k=0
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Le choix des fonctions orthogonales Oy(t) a été discuté a la Sous-section [2.6.1]

Ainsi, le probléme de détermination de la commande optimale u*(¢) revient a détermi-
ner l'ensemble des parametres a; (kK = 0,..., N,) optimisant le critere de performances
. C’est le principe de la commande par paramétrisation du vecteur de commande.
Cette approche a été utilisée avec succes dans le cas des systemes dynamiques d’ordre en-
tier [103,,]106,(109]. A la lumiere de I’état de 'art sur la commande optimale d'un systeme
d’ordre fractionnaire, présenté a la Section [5.3] il ressort que la commande par paramétrisa-
tion du vecteur de commande n’est pas exploitée dans le cas des systemes d’ordre fraction-

naire.

Dans cette section, nous présentons une nouvelle approche pour la résolution du probleme
de commande optimale fractionnaire — basée sur 'approche par paramétrisation
du vecteur de commande. L’idée principale de 'approche consiste a convertir le probleme
de commande optimale f en un probleme d’optimisation statique en exploitant
la méthode de litération variationnelle fractionnaire présentée au Chapitre [4 Cette idée
constitue la contribution principale de la these. Puis pour simplifier la résolution du probleme
d’optimisation statique résultant et obtenir la solution globale, nous avons proposé d’utiliser

la méthode d’Alienor présentée au Chapitre

Détaillons, maintenant, I'approche proposée pour convertir le probleme de commande
optimale fractionnaire ((5.2))—(5.5]) en un probleme d’optimisation statique. En remplacant la

commande ([5.8]) dans le modele fractionnaire (5.3]), on obtient

oDIx(t) = A(t) x(t) + B(t) Z ar O(t) + () (5.9)

Comme les fonctions orthogonales O (t) sont connues, I'équation différentielle ordinaire

fractionnaire (5.9 peut étre réécrite sous la forme suivante

oD7x(t) = x(ao, . .., an,, z(t), t), (5.10)
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Puis en utilisant la méthode de I'itération variationnelle fractionnaire, présentée au Cha-
pitre |4} une solution approximée zN<)(t) ~ x(t) de I’équation différentielle ordinaire fraction-

naire ((5.10|) peut étre obtenue en utilisant la formule itérative suivante

t

2 () = 20 (1) — / 0D7a(s) = X(ao, ..., an,, 2(s), 5)] ds (5.11)

to
a partir de la solution initiale 2(®)(¢) = x,. Cette solution approximée est une fonction des

coeflicients inconnus a; et de la variable ¢ donnée comme suit

20 (t) = E(ag, ..., an,, t) (5.12)

Par la suite, la substitution de la solution approximée x(Ve)(t) et la commande u(t) res-

pectivement par leurs expressions ((5.12)) et (5.8)) dans le critere a optimiser ((5.2)) donne

ty N,
JN) (ag, ..., ay,) = /w (x(Na(t), Zak Ok(t), t) dt (5.13)

k=0

Puis, en évaluant le terme intégrale du critere de performance ((5.13)), nous obtenons

J(Ne) (ao,..., aNp) :P(ao, ceey CLNP) (514)

ou P est une fonction scalaire.
Par conséquent, pour déterminer les valeurs optimales des coefficients ay, (k =0, ..., N,),

le probleme revient a optimiser la fonction objectif (5.14)). Deux cas sont a distinguer :

1. Etat final x(t;) libre : dans ce cas, la détermination des coefficients ay, (k = 0,..., N,)

revient a résoudre le probleme d’optimisation sans contraintes suivant :

opt  JOV) (ao,..., aNp) =P(ag, ..., an,) (5.15)

a0;--+, ANy,

2 Etat final fixe (imposé) z(t;) = x; : dans ce cas, on doit imposer, pour vérifier la
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condition finale ([5.5)), la contrainte du type égalité suivante :

w(tp) ~ N (t;) = E(ag, ..., an,,ty) =y, (5.16)

Dans ce cas, le probleme d’optimisation a résoudre est avec contraintes et il est formulé

comme suit

opt  JOVe) (ao,..., aNp) = Plag, ..., an,) (5.17)

ag,..., ANy,
sujet a :

E(CLO,..., aNp,tf)—xf:O (518)

Ce probleme d’optimisation avec contraintes égalité peut étre converti en un autre
probleme d’optimisation sans contraintes en utilisant la méthode de fonction de péna-

lisation [53] comme suit

opt  J™)(aq, ..., an,) = Plag, ..., an,) + T (E(ag, ..., an,, t;) —xp)* (5.19)

ag;---, AN,

ou T est le parametre de pénalisation associé a la contrainte ((5.18)]).

Remarque 5.1. Si le parametre de pénalisation T = 0, on obtient le probleme d’optimisation

sans contraintes correspondant au cas d’un état final x(ty) libre.

Remarque 5.2. Dans ce qui suit, pour simplifier la présentation, on considére le probleme

d’optimisation générale correspondant pour T # 0. Le méme développement reste

valable pour le probleme d’optimisation sans contrainte , il suffit de prendre T = 0.

Pour assurer de bonnes performances, on doit localiser la solution globale du probleme

d’optimisation statique obtenue. Pour ce faire, on propose d’utiliser la méthode d’Alienor
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présentée au Chapitre [3] Ainsi, en utilisant les transformations réductrices

ap = Fk(w), k= 0, ceey Np, (520)

Le probleme d’optimisation (5.19)) prend la forme suivante

ogt JNe) (ho(w), Fy(w),..., IF'Np(w)) = OBt J(w) (5.21)

La résolution de ce probleme d’optimisation permet de déterminer la solution globale w*
et en utilisant les transformations réductrices (5.20J), on déduit les coefficients optimaux aj,

comme suit

@t =TFp(w), k=0,..., N, (5.22)

et en utilisant la relation ([5.8]), on obtient la commande optimale u*(¢) comme suit

ui(t) = aj O(t) (5.23)

Les différentes étapes de I'approche proposée sont résumés par 1'algorithme suivant :
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Etape 1. Etant donné N, définir les N, fonctions orthogonales Ok(t) (k =
1,..., N,), fixer la tolérance ¢ et la valeur de T (Y = 0 pour un état final
libre et T # 0 pour un état final fixe);

Etape 2. Définir la commande u(t) en fonction des fonctions orthogonales
(équation ([5.8))) et remplacer son expression dans le modele (5.3)).

Etape 3. Poser i = 0, 2(O(t) = x4 et calculer 20+ (#) en utilisant la formule
itérative ;

Etape 4. Remplacer la commande u(t) par son expression (5.8|) et z(¢) par
son approximation :r;(i“)(t), obtenue a ’étape 3, dans le critere a optimiser
(5-2) ;

Etape 5. Résoudre le probleme d’optimisation statique , obtenue a
I’étape 4, par la méthode d’Alienor et déduire les coefficients optimaux de la
commande aj, en utilisant les transformations réductrices (5.20)).

Etape 6. Evaluer la valeur du critere ;

Etape 7. Si |J® — J0=D| > ¢, poser i = i+ 1 et aller a I'étape 3; sinon aller
aller a I’étape 8 ;

Etape 8. Déterminer la commande optimale u*(t) en remplagant les coefficients

ay, par les valeurs optimales aj.

Remarque 5.3. Dans la premiere étape de l’algorithme proposé, on doit choisir la valeur
de N,, c’est-a-dire le nombre de fonctions orthogonales a utiliser. Pour déterminer la valeur

optimale, notée N*, on propose de dérouler [’algorithme en considérant plusieurs valeurs pour

p’

N,. Puis, on prend comme valeur optimale N, celle qui optimise le critere de performance

p’

(voir les exemples d’application de la Section .
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5.5 Exemples d’application

Dans cette section, ’approche proposée est appliquée pour résoudre deux problemes de
commande optimale fractionnaire. Pour montrer la justesse de I'approche proposée, on com-
pare la solution obtenue par cette derniere avec la solution exacte. Pour chaque probleme, on
consideére deux ordres fractionnaires et une tolérance ¢ = 1072,

Pour les deux exemples, la paramétrisation de la commande u(t) est réalisée en utilisant

des fonctions de base polynomiales, c’est-a-dire

Ort) =t k=0,...,N, (5.24)
par conséquent,
NP
u(t)=> apt*, k=0,... N, (5.25)
k=0

Le choix des fonctions de base polynomiales de la forme (5.24)) est dictée par le théoreme

d’approximation de Weierstrass [108].

Théoréme 5.2 ( [108]). Soit [t, tf] € R un ensemble borné et fermé et u(t) une fonction
continue (commande) définie sur 'intervalle [to, t¢]. Pour chaque € > 0, il existe un polynéme

P(t) tel que

[u(t) = P(t)]| < € (5.26)

Ainsi, comme I’horizon de commande 7 est compact, c’est-a-dire borné et fermée, et la
commande u(t) est une fonction continue sur t € [to, tf], alors u(t) peut étre approximée
avec précision, par un polynéme de la forme (5.25)). Ainsi, en considérant des fonctions de
bases polynomiales et en suivant la procédure de la remarque [5.3] on obtient une solution
optimale.

Comme I’état finale est fixe, le probleme de commande optimal fractionnaire est trans-
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formée en un probleme d’optimisation statique sans contrainte (5.19)) comme expliquée a la
Section [5.4] La solution du probléme d’optimisation statique résultant est obtenue par la

méthode d’Alienor en utilisant la transformation réductrice de Konfé (3.36)), c’est-a-dire

ap =cos(Wpyw+ D), k=1,..., N, (5.27)

Les ¥y et @4, (k=0,..., N,) sont choisies d’apres le Théoreme [3.8|

L’implémentation de l'algorithme proposée nécessite 'utilisation du calcul symbolique
pour déterminer le probleme d’optimisation statique (5.21]) a une seule variable de décision
w. Ce dernier est résolué par la méthode des évaluations simultanées [110] pour déterminer
I'optimum global w*. Les coefficients optimaux a; de la commande sont obtenues en
utilisant la transformation réductrice en prenant w = w*.

La dérivée fractionnaire dans (5.11)) est évaluer en utilisant la formule de Griinwald-

Letnikoff ((1.25]). Le terme intégrale de la formule itérative (5.11)) et du critere ((5.13]) sont

évalués en utilisant la méthode des trapezes [47].

Exemple 1. Soit le probléme de commande optimale fractionnaire suivant [44}(51]

Iil(gl J(u(t)) = /01 [tu(t) — (2 + o) (b)) dt (5.28)
sujet & : @(t) + o DI w(t) = u(t) + > (5.29)
z(0)=0 (5.30)
(1) = ﬁ (5.31)
La solution exacte de ce probleme est
toc(8) = o, ecll) = s (5.32)
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Pour cette exemple, l'identification du multiplicateur de Lagrange donne A(t) = —1/2 .
La solution approximée de 1'équation d’état (5.29)), apres substitution de la commande w(t)
par son expression (|5.25)), est obtenue par la méthode de l'itération variationnelle fraction-

naire comme suit

t

H/'\
=
¥
)

—~
~
SN—

I

&A
N

—~
~
~—
|
DO |
O\

Np
[#0(s) + oD7a () = > ap s — 52| ds (5.33)
k=0

Les résultats obtenus pour ¢ = 0,5 sont résumés dans le Tableau [5.1} On remarque
que la solution optimale correspond pour N = 4 et la méthode de I'itération variationnelle
fractionnaire converges apres 3 itérations. La valeur optimale du critere est J* = 4,6545 x

10~*. L’expression de la commande optimale est

u*(t) = 0,097293 4 0, 13418 ¢ + 0,93972 > 4 0,85336 ¢> — 0, 4329 t* (5.34)

Pour ¢ = 0, 8, I'application de I’approche proposée conduit au résultat suivant (NI;k =4):

u*(t) = —0,0163 + 0,0190 ¢ + 0,9928 t* 4 0, 7091 > — 0, 4938 ¢* (5.35)

avec une valeur optimale du critere J* = 8,3615 x 107°.

Les trajectoires optimales x*(t) et u*(t) obtenues par I’approche proposée sont comparées
avec les trajectoires exactes ((5.32)) dans les Figures et respectivement pour o = 0,5
et 0 = 0, 8. Les résultats obtenus montrent clairement que la solution obtenue, par ’approche

proposée, est tres proche de la solution exacte.

Exemple 2. Soit le probleme de commande optimale fractionnaire formulé comme suit [51]
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1

1

2

4

5

J

9,4847 x 1073

3,6359 x 102

4,2047 x 1072

14,2864 x 102

ANJ

92,6874 x 102

5,6880 x 103

8,1700 x 10~ *

14,2821 x 102
4,3000 x 10~°

J

1,5382 x 10 *

1,7579 x 103

3,3750 x 103

3,7296 x 103

AV

1,6041 x 103

1,6180 x 103

3,5370 x 10~ *

3,7223 x 1073
7,3000 x 10~

J

92,0395 x 10~

5,7171 x 10~*

72856 x 10~

1,0305 x 103

AV

3,6776 x 1071

J

5,8330 x 107

4,1273 x 1074

AV

3,5440 x 1071

1,5685 x 101

5,2720 x 10

3,0194 x 101

1,0085 x 1073
1,2790 x 10~°

J

1,7480 x 10~ *

3,0154 x 107

8,5190 x 10~

5,4963 x 10~ *

NJT

1,2674 x 101

5,5036 x 10~

3,0227 x 10~ *

5,6956 x 10~
1,9930 x 10~°

TABLE 5.1: Itérations de I'algorithme proposé pour I'exemple 1 pour ¢ = 0, 5.

0.7 : : 1.6 ‘ :
— Solution exacte — Solution exacte
0.6/L° Approche proposée . 1.4H * Approche proposée
0.5r
0.4r

0.3 4
0.2 *
.
0.1
. .
1 1 1 0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Temps Temps

(a) Etat optimal x*(t) (b) Commande optimale u*(t)

FIGURE 5.1: Trajectoires optimales approximées et exactes de I'exemple 1 pour ¢ = 0, 5.

s - 617 5
sujet & : &(t) + oDy x(t) = u(t) — x(t) + TG 1 o) +
z(0) =0
6
2(1) = I'4+o0)

(5.36)
(5.37)

(5.38)

(5.39)



0.6 ‘ ‘ ‘ ‘
Solution exacte — Solution exacte

05H° Approche proposée i 1.2H * Approche proposée »

"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps Temps
(a) Etat optimal z*(¢) (b) Commande optimale u*(t)

FIGURE 5.2: Trajectoires optimales approximées et exactes de I'exemple 1 pour ¢ = 0, 8.
La solution exact du probleme est

6 t3+a 6 t3+a

exact (¢ = R4 exacte(l) = =———
Toactl) = [y emetell) = [y

(5.40)

L’identification du multiplicateur de Lagrange donne A(t) = —1/2. La solution approxi-
mée de I'équation différentielle ordinaire fractionnaire obtenue en substituant la commande
u(t) par son expression ((5.25|) dans I’équation d’état (5.37]) est donnée par la formule itéra-

tive suivante :

N,
. . 1 t ) ) P ) 682+a
(+1) (1) — @) () _ & [-(z) o (6 () _ ko o (i)(qy_ 905 3]
T t x\Y(t T\ (s) + oD x\Y (s ap s+ x\(s s°| ds
(t) (t) 2/0 (5) +oDf ' (s) ;ok (s) T3+ o)
(5.41)

Le Tableau résume les résultats des itérations obtenus pour ¢ = 0,5. On constate que
la valeur optimale du critere J* = 1.4773 x 10~% et corresponds pour N, = 3. On remarque
aussi que la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire converges apres 4 itérations

seulement. L’expression de la commande optimale obtenue est
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w*(t) = —0,01482 + 0,13493 ¢ — 0,49952 > + 0, 89107 £3 (5.42)

Pour o = 0, 6, I’algorithme proposé conduit a la commande optimale suivante (N; =3)

uw*(t) = —0,0117 + 0,1239¢ — 0,4921¢* + 0,84 ¢° (5.43)

avec une valeur optimale du critére J* = 6, 7722 x 107°.

1

2

3

4

J

8,3735 x 103

4,7063 x 1073

14,8562 x 102

AV

8,0410 x 103

1,1508 x 10~ *

4,7738 x 103
92,5800 x 10~

J

5,2100 x 1073

3,3250 x 101

4,4758 x 1071

AV

4,8775 x 1073

1,1508 x 10~*

J

4,9469 x 1073

1,6046 x 107

1,3620 x 10~*

AV

41,9309 x 103

1,2015 x 107

4,4500 x 1071
2,5800 x 106

1,1530 x 1072

J

5,0105 x 103

6,1376 x 1075

1,8033 x 10~

AV

4,9491 x 1073

1,1895 x 10~ *

2,0048 x 10~
2,0150 x 105

J

3,0445 x 102

1,8556 x 102

1,7340 x 1072

AV

1,1889 x 102

1,2160 x 1073

1,7303 x 102
3,7000 x 1075

TABLE 5.2: Itérations de I'algorithme proposé pour I'exemple 2 avec o = 0, 5.

Les trajectoires optimales obtenues et exactes (5.40)|) sont représentées sur les Figures
et respectivement pour o = 0,5 et ¢ = 0,6. Les résultats de ces figures confirment la
justesse de 'approche proposée puisque la solution approximée obtenue est tres proche de la

solution exacte.

Pour une comparaison quantitative des solutions obtenues et exactes, on propose de com-
parer les erreurs maximales commises sur I’état E,, et la commande E,, définies respectivement

comme suit
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0.6 0.6

* Approche proposée * Approche proposée
0.5k Solution exacte 05— Solution exacte 9

"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps Temps
(a) Etat optimal z*(¢) (b) Commande optimale u*(t)

FIGURE 5.3: Trajectoires optimales approximées et exactes de I'exemple 2 pour ¢ = 0, 5.

E, = max | Texact (t) — ™ ()] (5.44)

u = max [texact (t) — u™ ()] (5.45)

Les résultats de comparaison pour o = 0, 5 sont résumés dans le Tableau On constate
que les erreurs commises sont faibles. De méme pour les autres o considérés, les erreurs sont

de méme grandeur que celles données dans le Tableau [5.3]

Exemple 1 Exemple 2
E, | 8.0346 x 1073 | 8.8091 x 1073
E, | 7.9863 x 1072 | 1.4820 x 1072

TABLE 5.3: Erreur maximale commise avec 'approche proposée.
pp prop

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche a été proposée pour étendre ’application de la méthode

de paramétrisation du vecteur de commande au cas d'un systeme d’ordre fractionnaire. L’idée
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0.6

0.6

* Approche proposée * Approche proposée
05— Solution exacte 05— Solution exacte

015 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temps Temps
(a) Etat optimal z*(¢) (b) Commande optimale u*(t)

FIGURE 5.4: Trajectoires optimales approximées et exactes de I'exemple 2 pour ¢ = 0, 6.

consiste a utiliser la méthode de l'itération variationnelle fractionnaire pour convertir le pro-
bleme de commande optimale fractionnaire en un probleme d’optimisation statique. Puis
pour simplifier la résolution du probleme d’optimisation résultant, on a proposé d’utiliser
la méthode d’optimisation globale d’Alienor. Cette derniere permet de réduire a nouveau le
probleme d’optimisation a plusieurs variables en un autre a une seule variable.

La paramétrisation de la commande est réalisée en approximant son expression par une
combinaison linéaires, a coefficients constants, de fonctions de base (orthogonales). Les coef-
ficients qui sont inconnus représentent les parametres de commande a déterminer par opti-
misation, c¢’est-a-dire les variables de décision ou d’optimisation.

Les différentes étapes de l'approche proposée sont sous forme d’un algorithme facile a
implémenter. Cet algorithme a été appliquée pour résoudre deux problemes de commande
optimale fractionnaire tirés de la littérature. Les exemples considérés représentent des pro-
blemes tests ayant des solutions exactes. Pour chaque exemple deux ordres fractionnaires ont
été considérés. Les résultats obtenus démontrent la convergence de ’algorithme proposé. En
effet, les solutions obtenues son tres proches de la solution exacte puisque 'erreur entre les
solutions obtenues et exactes est tres faible. Cette erreur peut étre controler par la tolérance
choisie a 'initialisation.
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Notons que l'initialisation de I’algorithme nécessite seulement le choix du type des fonc-
tions de base a utiliser pour la paramétrisation de la commande. Le nombre de fonctions a
considérer peut étre déterminé en déroulant ’algorithme en considérant plusieurs valeurs pour
ce nombre. Les fonctions polynomiales représentent un choix intéressant puisque n’importe
quelle fonction mathématique continue peut étre approximée avec la précision souhaitée par
une fonction polynomiale. De plus la manipulation mathématique des fonctions polynomiales

est aisée.
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Conclusion générale

L’étude réalisée dans cette these s’inscrit dans le cadre de la commande optimale des sys-
temes d’ordre fractionnaire. L’objectif consiste a contribuer dans l’extension des méthodes
développées pour le cas entier au cas fractionnaire. Ainsi, apres une synthese sur les différentes
approches proposées dans la littérature, nous avons constaté que la méthode de paramétri-
sation du vecteur de commande, dont 'efficacité dans le cas entier n’est plus a démontrer,
n’a pas été investie par les chercheurs dans la littérature. Cette constatation nous a motivé
pour l'inscrire comme une piste a explorer dont le but est de proposer une approche simple

permettant d’étendre cette méthode au cas fractionnaire.

Ainsi, apres avoir présenté les différentes notions du calcul fractionnaire utilisées le long
de la these, nous avons présenté la théorie de commande optimale dans le cas entier ; tout en
passant en revue les différentes approches proposées dans la littérature pour résoudre un pro-
bleme de commande optimale dans le cas entier. La plupart de ces méthodes ont été étendues
avec succes au cas fractionnaire. Par la suite, nous avons présenté deux outils mathématiques
développées récemment que nous avons exploité pour étendre la méthode de paramétrisation
du vecteur de commande au cas fractionnaire. Le premier outil s’agit de la méthode de I'ité-
ration variationnelle utilisée pour résoudre, de maniere itérative, une équation différentielle
de n’importe quel type méme des coefficients inconnus. Cette méthode présente I'avantage
de permettre de déterminer une solution analytique approximée en quelques itérations. Le

deuxieme outil, c’est la méthode d’optimisation globale d’Alienor. Cette derniere permet de
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ramener un probleme d’optimisation a plusieurs variables en un autre probleme a une seule
variable. Par conséquent, la localisation de I'optimum global se voit simplifiée. Par la suite,
nous avons présenté de maniere détaillée ’approche proposée pour étendre la méthode de pa-
ramétrisation du vecteur de commande dont la convergence est démontrée par deux exemples

d’application tirés de la littérature.

Pour convertir le probleme de commande optimale en un probleme d’optimisation, nous
avons proposé d’approximer la commande recherché par une combinaison linéaire, a coeffi-
cients constants (inconnus & déterminer), d’un ensemble de fonctions de base et de remplacer
son expression dans ’équation d’état. Puis de résoudre 1’équation différentielle ordinaire frac-
tionnaire résultante en utilisant la méthode de I'itération variationnelle. Cette derniere permet
d’avoir une solution approximée en fonction des coefficients de paramétrisation et du temps.
Ensuite, en remplacant la commande et la solution approximée obtenue par leurs expressions
dans le critere, on obtient un probleme d’optimisation dont les variables de décision sont les
coefficients de la paramétrisation. Pour déterminer la solution de ce probleme d’optimisation,
nous avons proposé de le simplifier en utilisant la méthode d’Alienor, basée sur des transfor-
mations réductrices, pour le ramener a un autre probleme d’optimisation a une seule variable.
Ce dernier est résolu par la méthode des évaluations simultanées. L’approche a été résumée
sous forme d’un algorithme et illustrée par des deux exemples d’application qui démontrent

sa convergence vers des solutions exactes.

L’approche proposée présente un certains nombre d’avantages :

— la précision de la solution peut étre facilement controlée par une tolérance a fixer des
le départ ;

— la convergence des outils utilisés n’est pas conditionné par des choix a effectuer sur la
base d’hypotheses fortes comme dans le cas de I'utilisation des méthodes numériques ;

— la méthode de 'itération variationnelle utilisée permet d’avoir une solution approximée
en quelques itérations;

— la méthode d’Alienor permet de localiser 'optimum global ;
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— limplémentation de I'algorithme est simple.

L’étude réalisée dans le cadre de cette these ouvre la voie a utiliser les méthodes approxi-
matives (méthode de décomposition d’Adomian, méthode de l'itération variationnelle, la
méthode de la perturbation homotopique) pour la résolution des problemes de commande
optimale fractionnaire. Nous pouvons notamment proposer d’appliquer ces méthodes :

— pour la résolution directes des conditions d’optimalité (équation d’Euler-Lagrange,

équations d'Hamilton-Pontryagin et I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman);

— a la synthese de lois de commande optimale en boucle fermée en utilisant la méthode

de paramétrisation du vecteur de commande ;

— a étendre d’autres méthodes au cas fractionnaire, par exemple la méthode de paramé-

trisation de 'état et de la commande ;

— arésoudre des problemes de commande optimale des systemes décrits par des équations

aux dérivées partielles fractionnaires.

Enfin, il est intéressant de penser a considérer des systemes réels d’ordre fractionnaire

comme des exemples d’application en plus des exemples académiques.
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Résumé : La méthode de paramétrisation du vecteur de commande est une technique de
commande optimale tres utilisée. Cette méthode permet de convertir un probleme de com-
mande optimale en un probleme d’optimisation statique. Le principe de la méthode consiste
a approximer la commande par une combinaison linéaire, a coefficients constants, de fonc-
tions orthogonales. Le probleme de détermination de la commande optimale revient a dé-
terminer les valeurs optimales des coefficients de la paramétrisation qui optimisent le critere
de performances. Dans cette these, une approche permettant d’étendre la méthode de la
paramétrisation du vecteur de commande aux systemes d’ordre fractionnaire est proposée.
L’idée consiste a remplacer ’expression de la commande obtenue, apres paramétrisation, dans
I’équation d’état et d’utiliser la méthode de l'itération variationnelle pour la résolution de
I’équation différentielle résultante. En remplacant cette solution dans le critere, on obtient
un probleme d’optimisation statique. Pour résoudre le probleme d’optimisation obtenu, on
propose d’utiliser la méthode d’optimisation globale d’Aliénor. Cette derniere permet de sim-
plifier le probleme d’optimisation puisque’elle réduit le nombre de variables d’optimisation
a une seule variable. Les différentes étapes de I'approche proposée sont résumées sous forme
d’un algorithme et son efficacité est démontrée par deux exemples d’application.

Mots clés : Commande optimale, paramétrisation du vecteur de commande, systeme
d’ordre fractionnaire, méthode de l'itération variationnelle, optimisation globale, méthode
d’Alienor.

Abstract : Control vector parameterization method is one of the most used optimal control
technique. This method allows converting an optimal control problem to a static optimiza-
tion problem. The principle of the method consists in approximating the control by a linear
combination, with constant coefficients, of a set of orthogonal functions. Thus, the problem
of the determination of the optimal control consists in determining the optimal values of
the coefficients that optimize the performance index. In this thesis, an approach that allows
extending the control vector parameterization methods to fractional systems is proposed.
The idea is to use the variational iteration method to solve the resulting fractional ordinary
differential equation obtained by substituting the parameterized control into the state equa-
tion. Then, the obtained approximate solution is substituted into the performance index to
obtain the static optimization problem where the decision variables are the parameterization
coefficients. To solve this optimization problem, it is proposed to use the Alienor global op-
timization method. This optimization technique simplifies the optimization process since the
number of decision variables is reduced to one variable. The different steps of the proposed
approach are summarized by an algorithm and its effectivenesses is shown by two application
examples.

Key words :  optimal control, control vector parametrization method, fractional order sys-
tems, fractional variational iteration method, global optimization, Alienor method.
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