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Introduction

Au cours des deux dérniéres décennies, la théorie de fonctions presque périodiques s’est
développée dans plusieurs directions. Cet interét est motivé par ses nombreuses appli-
cations, notamment dans I’étude des systemes et equations differentiels, les systemes dy-
namiques et autres problémes de la physique mathématique. Les ouvrages classiques de C.
CORDUNEANUJ13], M.Fink [2] et AMERIO et PROUSE |[3]|, donnent une belle présen-
tation des méthodes et des résultats classique sur ce sujet.

Ces fonctions sont d’abord définies en termes de propriétés de translation, génerali-
sation la periodicité usuelle. Elles possédent en fait une autre caracterisation de nature
topologique: Ceux sont les limites (au sens de la norme de I'espace ambiant) de polynomes
trigonometriques. Cette dérnier caracterisation a donné lieu a differentes extensions.

Dans la monographie [4], une generalisation de la notion de presque periodicité est
donnée dans le cadre des espaces LP, obtenant ainsi, respectivement les classes de Stepanoff,
Weyl et Besicovitch.

Dans le cadre de ce mémoire, il sera question des espaces de Besicovitch de fonctions
presque periodiques.

Nous présentons certains éléments concernant ’analyse de Fourier dans cet espace.
L’objectif étant la generalisation du théoréme classique de Hausdorff-Young a la classe des
fonctions presque periodiques au sens de Besicovitch. Pour cela, nous adoptons le plan
suivant: L.e memoire est composé de trois chapitres organisés comme suit:

Le chapitre 1 est introductif et vise a présenter les différentes notions nécessaires pour la
compréhension du mémoire: Espace de Banach, Espace de fonctions continues et Représen-
tation de Riesz.

Le chapitre 2 a certains résultats dans les espaces LP(T) : inégalité de Lyapunov,
théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin, puis nous attaquons les fonctions périodiques,
I'inégalité de Young et 'inégalité de Hausdorff-Young.

Enfin, le chapitre 3 se propose de présenter une version du théoréme de Hausdorft-
Young, dans le cadre des espaces de Besicovitch des fonctions presque periodiques. Nous
suivons pour cela les démarches et méthodes utilisées dans [1], que nous développons et
dont nous précisons certains aspects.



Chapter 1

Espace de Banach, dualité

1.1 Norme

Définition 1.1. [14/[15] Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une application
Il : E — RT noté ||.||, est appelée norme sur E si elle vérifie les conditions suiv-
antes:

a) ||zl > 0, pour tout x € E et ||z|| =0 < x = 0.
b)[[Az|| =[ A ||z, Yz € E, VA € K.
¢) e +yll < llzll +llyll, Vo, y € E.

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme et
de la topologie associée a cette norme.

Exemples de normes dans K" ou K =R ou C :

1) Lanorme [|z|jy = > ;_, |zx], = (z1,...,2,) € K" est la norme produit formée & partir
de la norme usuelle sur K.
2)||z||o = maxicr<n |Tk|, T = (21,...,2,) € K", définie une norme sur K”.

3) Soit p € [1,4o00[. Dans 'espace vectoriel de dimension finie K”, on définit la norme ||z||,,

pour x = (x1,...,T,), par
n 7
]|, = (Z!mk!’)) :
k=1

Si p—2 et K=R, on reconnait la norme euclidienne canonique dans R". [.’inégalité triangu-
laire pour la norme ||.||,, a pour nom "I’inégalité de Minkowski". Cette inégalité peut
se déduire de I’inégalité de Holder.

Proposition 1.1. Inégalité de Hoélder:
Soient p, q > 1, des réels tels que % + % = 1. Alors pour tout x, y € K", on a

n
>zl < llzllpllylly:
k=1

4
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Dans le cas p=q=2, on reconnait l’inégalité de Schwarz.

preuve. [l s’agit d’une inégalité de convexilé classique, qui ulilise simplement la concavité
du logarithme. Si % + é =1, alors, pour tous réels a, b > 0, on a:

That tup<m <9+ 9).
P q P q

En prenant l’exponentielle de cette inégalité, on obtient av be <
pour chaque 7 € N, appliquons l'inégalité précédente aux réels

+ g. Soient x, y € K",

a
p

B 71 G 7 N (/1 1
Dli P [y it lwalt Iyl

On obtient

il Jyil Lzl 1yt
Izl lylle = 2 llzllp  a llyllg

En sommant ces inégalités, pour j entre 1 et n, il vient

" zays
2 =1 17391 S,
lzllpliylle = » q

et [inégalité de Holder est obtenue.

Proposition 1.2. Inégalité de Minkowskt Soient x, y € K". Alors,
1z +yllp < llzllp + lyllp-

preuve. soient x, y € K". On a

|z +yllp = Z |z +yil” < Z i |zs + i + Z il + wil P~
i=1 i=1 i=1

En appliquant ["inégalité de Hélder a chacun des deuz termes a droite de cette inégalité on
obtient

q

Do lwillzi 4yl < Yl <Z !xﬁyil(””q) < lllpllz +yl5™,
i=1 i=1
de méme,
D olillz +ulP < lyllplle +ylz "
i=1

Par conséquent ,
lz+ 9l < (el + lyllp)lle +yll™,
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et donc ||z +yll, < |z, + [[yllp-

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.3. (suite de cauchy:) Une suite (xy)y, d’éléments d’un espace normé E
est dite suite de cauchy si:

Ve>0d N> 1Vk, I>N, = |z —af <e.

Toute suite convergente est de cauchy.

Définition 1.4. Espace de Banach: Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet, c’est-a-dire si toute suite de Cauchy dans E est convergente (par rapport a la
topologie définie par la distance associée a la norme).

Rappel : Soit E un espace vectoriel normé et (x,),ec n, une suite de points de E. On
appelle série de terme général x,, la suite définie par: Sy = z¢, 5, = Z?:o ri, n> 1, et on
la note Z?io ZT,. On appel x,, le n-iéme terme et S, la n-iéme somme partielle de la série.
La série est souvent appelée "série de terme général z,," ou simplement > ° x,. On dit
que la série converge vers S si lim,,_ ., S, = S, dans E. S est alors appelé la somme de
la série et on écrit S =Y~ x,. De plus, R,, =5 — 5, est appelé le reste d’ordre n de la
série; c’est la somme de la série ayant comme k-iéme terme x,,,. Par définition,

lim R, =0.
n—---+00
On dit que la série dans E de terme général x,, est normalement convergente si la série
s . cps 0
numérique (de réels positifs) > >~ ||z, ||, est convergente.

Théoréme 1.1.

1. Soit E un espace de Banach. Alors, toute série Y, xy,, normalement convergente est
convergente dans F.

2. Réciproquement, soit E un espace vectoriel normé dans lequel toute série normalement
convergente est convergente. Alors, F est un espace de Banach.

preuve. Supposons que E est un espace de Banach et que Y .~ x,, est une série normale-
ment convergente dans E. On a,

n+k n+k
H‘S’n—i-k - Sn” = Z zi|| < Z ||x2H = Sn—i-k - Sna
1=n+1 1=n+1

00 Sy, =Y Ty, et Sy =Y 1o |zill, sont, respectivement, les sommes partielles des séries
Yo o Tny €ty oo x|l Par hypothése, cette deuziéme série est convergente. On en déduit

6



CHAPTER 1. ESPACE DE BANACH, DUALITE

que (Sp)nen, est une suite de Cauchy. Par la complétude de E, on conclut que (Sp)nen,
est convergente. Réciproquement, supposons que toute série normalement convergente dans
E est convergente. Soit (x,)nen, une suite de Cauchy dans E. Alors, pour chaque entier
positif p, il existe un entier n(p) tel que

vnl? U’ Z n(p)7 Hxnl - I‘7L2H S 27P,

Considérons la sous-suite extraite Yp— ., , €t posons u, = Ypy1 — Yp. On a |lup|| < 277,
pour tout p, et la série de terme général u, est donc normalement convergente. D’aprés
N . —1 .
Uhypothese, ;:8 u,, est convergente. Puisque y, = Yo+ Y v_o Uk, on conclut que la suite
(Yp)pen, converge vers une limite y € E. La fin de la démonstration est valable dans un
espace métrique quelconque: si une suite de Cauchy posséde une sous-suite convergente,

elle est convergente. Soit € > 0. I existe N € N tel que
Vi, ng > N, |25, — @[ <e.

Alors, pour n > N et p assez grand, ||z, — y,|| < . En faisant tendre p vers infini, on
obtient ||z, — y|| < e. Ceci montre que la suite (x,)nen, converge versy € E.

1.3 Espaces de fonction continues

Soit E un espace métrique. On note CX(E), Pespace vectoriel normé formé des fonctions
continues et bornées de E dans R. On définit sur cet espace vectoriel la norme uniforme,
appelée encore norme de la convergence uniforme, par

Il = ilelg!f(w)\, feCiE).

Remarquons que si E est compact, alors toute fonction continue sur E est bornée. L’espace
CE(E), se confond alors avec 'espace C*(E), de toutes les fonctions continues de E dans
K.

Proposition 1.3. [14][15]

Lespace CF(E), muni de la norme uniforme est complet. En d’autres termes, ceci
signifie que toute suite uniformément de Cauchy de fonctions bornées de E dans K, est
uniformément convergente.

Théoréme 1.2. (Weierstrass)[14][15]
L’ensemble des fonctions polynomiales de [0, 1] dans R, est dense dans l’espace C®([0,1]),
munt de la norme uniforme.
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1.4 Applications lineaires continues

Le théoréme suivant a l'intérét de ramener le probléme de la continuité & des majorations
sur les normes.

Théoréme 1.3. [1/][15]
Soit F et F deux espaces vectoriels normés. Une application linéaire f de E dans F est
continue si et seulement si elle satisfait ['une des propriétés suivantes:
1) f est continue en 0.
2) f est bornée sur la boule unité B(0,1) de E.
3) il existe M > 0 tel que, pour tout x € E, || f(x)|| < M|z|.
4) f est lipschitzienne.
Si c’est le cas, le réel ||f|| = sup,epoq1y IIf ()| = inf{c >0, [f(z)| < c|lz|}, s’appelle la
norme de f.

1.5 Dual topologique

Le dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur le corps K, est, par défnition,
I’ensemble des formes linéaires continues de E, c’est-a-dire des applications linéaires con-
tinues de E dans K. On note cet ensemble E’. Ainsi, £’ = L(E,K) et, par ce qui précéde,
E’ muni de la norme ||.|| définie par:

Il= s f@I= s [f@l=  sp LD

2€E, ||z||=1 2€E, |z||< 1 ek, iefzo Nzl
est un espace de Banach puisque K, est complet [14][15].

Théoréme 1.4. L’espace dual X' d’un espace normé X est un espace de Banach.

1.6 Espaces réflexifs

Soit E un espace de Banach, £’ son dual muni de la norme duale et soit E” son bidual,
c’est-a-dire le dual de E’, muni de la norme

[l = sup [&(f)].
fer’
(comme (¢, f) — (f). est lineaire, on ecrira ¥(f) = (¢, f).) On considére 'injection
canonique

J:E— E"

T — J,.
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ol
J, B — R
x> Jo(f) = [(2)

Proposition 1.4. L’application J est une isomélrie injective de E dans E".

preuve. Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie c¢’est a dire || J.| g = ||z| £,
pour tout © € E. En effet , en utilisant le théoréeme d’Hahn-Banach (pour tout x € E, il
eriste f, € E' tel que |f(z)| = ||z]|), Alors, on a,

[ Joll = sup (e, /)l = sup |f(z)] = ]|
feB, £ 1 feB IfI< 1

Donc, J est une isométrie.

Définition 1.5. On dit que E est réflexif si l'isométrie canonique J est surjective de E sur
E". Ceci signié que pour toute application linéaire continue ¢ : E' — R, il existe x € F,
tel que ¢ = J,, c’est a dire

VieE <y, f>= f(x).

A Uaide de J, on peut toujours identifier E d un sous-espace fermé de E".

Théoréme 1.5. (Kakutani)[11][14][15]: Soit E un espace de Banach. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) L’espace E est réflexif.

(i) Bg, la boule unité fermée de E, est compacte pour la topologie faible o(E, E'). (La
topologie faible sur un espace de Banach E est la topologie la moins fine sur E rendant
continue tout élément de E')

Nous allons donner deux conséquences utiles du théoréme de Kakutani.

corollaire 1.1. [11][14][15]
Si E est un espace de Banach réflexif et M un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors
M est réflexif.

corollaire 1.2. [11][14][15]
Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si el seulement si E' est réflexif.

1.7 Espace de Hilbert

On considére H espace vectoriel sur K = R, ou C.

Définition 1.6. On appelle produit scalaire sur H toute forme bilinéaire symétrique, resp.
hermitienne, qui est définie positive. On notera (x, y), le produit scalaire des vecteurs
r, y € H.
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Cela signifie que 'application :

(,):HxH—>K
(z, y) = (z, y).
vérifie :
1) pour tout y € H, ’application x € H — (z, y) € K. est une forme linéaire;
2) pour tous z, y € H, on a: (y, z) = (x, y), si 'espace est réel

(y, ) = (x, y). si 'espace est complexe
3) pour tout z € H, on a (x, ) > 0 et (z, ) = 0 si seulement si z = 0.

Définition 1.7. Si l'espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un
espace préhilbertien.

Proposition 1.5. (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soit H un espace préhilbertien (.|.).
Pour tous x, y € H, on a

[zl )P < (x| 2)(y| y).

on a l’égalité st x et y sont liés.

corollaire 1.3. Soit H un espace préhilbertien (.| .), la relation ||z|| = (x| z)2, définit une
norme sur H.

preuve. Il suffit de vérifié l'inégalité triangulaire.

Dans la suite, H est un espace préhilbertien, on notera (.|.), le produit scalaire sur H
et ||| la norme associée. On peut remarquer que la donnée de la norme sur H permet de
retrouver le produit scalaire, par exemple dans le cas ou K = C, par les formules suivantes

(Il + yll* = Ml = llyll*) -

DN | —

(x| y) =

1 .
S(aly) = 5 (e +ayll” = ll* = llyll*) -

corollaire 1.4. :Soit H un espace préhilbertien. Pour chaque y € H, la forme linéaire
oy = (.| y), est continue et sa norme dans le dual topologique H' de H est égale a ||y||.

preuve. on utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz
Ve e H, |gy(z)| < z|llyll.
Done, 6, € H', et 6, < [lyll- De plus, 6,(y) = Iyl et donc ||| = [ly. Ainsi,

¢o:H— H
Y= oy

est une isométrie linéaire si K = R, et antilinéaire si K = C.

10
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Une conséquence immeédiate mais utile de la définition de la norme d’un espace préhilber-
tien est l'identité du parallélogramme.

Proposition 1.6. : St z et y sont deux éléments d’un espace préhilbertien, alors

2 2

r+y
2

r—y
2

1
= 5 (l=l* + llyl)

Définition 1.8. (Orthogonalité)Deuz éléments © et y d’un espace préhilbertien H sont
dits orthogonauz si (x| y) = 0, et on note xLy. L’orthogonal d’une partie A de H est
Uensemble noté A+ formé des éléments orthogonauz & tous les éléments de A, c’est-a-dire

At = {y, Ve € A, (z]y) = 0}.

La relation d’orthogonalité noté 1 est symétrique.

Définition 1.9. (Un espace de Hilbert) est un espace préhilbertien complet pour la
norme définie par son produit scalaire. En particulier est un espace de Banach.

Théoréme 1.6. : Soit H un espace de Hilbert. Alors, H est uniformément convexe (Si
pour tout € > 0, il existe . > 0 tel que x, y € Bg, ||zt —y|| > €= H%WH < 1—0..)et donc
refléxif.

preuve. : L’uniforme convexité s’obtient en utilisant [’identité de parallélogramme et la
réflexivité est alors une conséquence du théoreme de Milman-Pettis.

Théoréme 1.7. (Théoréme de projection)[17] Soit H, un espace de Hilbert et soit F une
partie conveze et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout x € H, il existe un unique y € F,
tel que:

|z —y| = dist(z, F).

On dit que y = Pp(x), est la projection de x sur F. Il est caractérisé par la propriété:
yeFetR(x—y|lz—y) <0, Vz € F.

Proposition 1.7. Soit I' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors Pr est un opérateur
linéaire de H sur F. Si v € H, alors Pr(x) est l'unique élément y € H, tel que y € F, et
(x —y) € F*.

corollaire 1.5. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous espace vectoriel fermé,
on a:

H= F®F

et la projection sur F parallélement & F* associée est Pp. Elle est donc continue, de sorte
que la somme directe est une somme directe topologique. On dit que Pp est la projection
orthogonale sur F.

preuve. Six € H, v = Pp(z) + (x — Pr(x)), et par la proposition 1.6

Pp(z) € F, et x — Pp(x) € F*. D’autre part, si v € F N FL, alors (x, z) = 0, et donc
xz =0.

11
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1.8 Représentation de Riesz

Théoréme 1.8. (Représentation de Riesz)[11][14][15]
Soit H un espace de Hilbert, pour toute ¢ € H', il existe un unique y € H, tel que :

o(z) = (z] y),
pour tout x € H.

Une autre facon de voir le théoréme est de dire que 'application J de H dans H' définie
par: y — ¢, = J(y), est surjective elle est donc bijective, car c’est une isométrie (au sens
des espaces métriques)

17(y) = TN = lldy =yl = lly =¥l

preuve. L’application est une isométrie par le corollaire 1.4. Il reste a vérifier la surjec-
tivité: Soit ¢ € H', non nulle. On pose F = ¢~ 1(0) = ker ¢. Alors F est un sous espace
vectoriel de H qui est férmé car ¢ est continue. Par le corollaire 1.5

H = (ker¢) @ (ker )" .

Mais comme ¢ est une forme lineaire non nulle ker ¢ est de codimension 1, donc (ker ¢)*,
est de dim1. Soit x € (ker ¢)', de norme 1 et posons y = ¢(x)x, alors comme
y € (ker )+, ¢y est nulle sur ker ¢, mais d’autre part:

dy(@) = (2l y) = d(2)(z] 2) = d(2)]z]* = 6(x).

ainsi l'on a bien ¢ = ¢,.

Remarque: Si l'on veut avoir ¢(x) = (x| y) pour tout x € H, on doit l’avoir pour
x € ker ¢; donc y doit étre dans (ker ¢)t. Ainsi y = cx, et l'égalité ¢(x) = (z|y), entrine
o(x) = é(z|z) = |z|* = & On a donc forcément y = ¢(x)z.

12



Chapter 2

Espace LP

2.1 Quelques préliminaires sur les espaces L’

Soit, (€2, k, i), un espace mesuré supposons que g positive. On note LP(u)l < p < 400,
I’espace des fonctions f mesurables telles que:

£l = (/ \f!”du)p < too.

Théoréme 2.1. (Inégalité de Holder)[7]
Soient p, q tels que 1 < p, q < +o0, et % + % =1, (p et q sont appelés des exposants
conjugués). Si f € LP(Q), et g € LU(Q), alors

fg € L'(), et
[ 1@t < ([ |f<x>|pdx)’l’ (/ |g<x>|qu);.

Cette inégalité se démontre de facon semblable a 'inégalité de Holder dans K" vue dans
le chapitre précédent.

Théoréme 2.2. (Riesz-Fischer)[5][6][7]
Si 1 <p<+oo, alors lespace L% (), muni de la norme ||.||, est complet.

2.2 Reéflexivité de [P

Théoréme 2.3. [11][14][15]
Soit Q un ouvert de R%. Pour 1 < p < +o00, l'espace LP(S2), est un espace réflexif .

Pour la demonstration on utilisant pour le premier cas le (Théoréme Milman- Pettis:
Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif).

13
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preuve. On considére deux cas.
Le premier cas:
17¢ étape ( Inégalité de Clarkson)Soit 2 < p < +o00. On a, pour tous f,g € LP(Q) :

152+ 122 < s o ot

Il suffit de montrer que, pour tous a, b € R,

a+b

p+ a—blP
2

2

1
< < (la + ).

On a, pour tous o, 3 > 0,
af + 7 < (o + %)

Y
2

Pour Uobtenir, on se raméne au cas 3 = 1, et on note que la fonction (2> +1)2 — P — 1,

y p _pIP . .
est croissante sur [0, 00[. Prenant o = |a7+b| , et 0= ‘“Tb , ol vient

D 2\ % 2 2

a b 1
< - | = _ P p
_< ) (2+2) < gl + [P

La dérniére inégalité résulte de la converité de la fonction x — |z|%, carp > 2.
2me étape LP est uniformément conveze et donc réflexif pour 2 < p < +oo. En effet, soit
€ > 0, fixé. On suppose que

a—>
2

a+b|?
2

a—>b
2

a+blf
2

Iflle <1, llgller < Tet[[f —gllr > e
On en déduit de l'inégalité de Clarkson que

Bl

Lr

I*9

€\P
<1-— <§> et donc

- (- ()

Par conséquent, LP(Q), est uniformément conveze, et donc réflexif.

Le deuxieme cas:

montrons que LP est réflexif pour 1 < p < 2. Pouru € LP et f € L1 (p et q conjugué), on
pose

<1-24.
LP

avec

<nu»=[yf

Il est clair que Tu est une application linéaire sur L9, qui est continue car d’apres l'inégalité

de Hélder, on a
(T O] < Mullpll fllg-

14
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Ainsi Tu est un élément de (L) et on a ||T,||(Ley < [Jullp. D’autre part, posons

u(@)P2u(z) i u(z) # 0
folw) = { 0 st u(x)=0

On vérifie facilement que fo € L9, follg = llulb~" et (Tu)(fo) = l[ul|lb. Do

T,
Tl > Iy,
1 follq
Donc finalement on a ||T,||(zay = ||u|lp- On en déduit que T est une isoméltrie de LP sur un

sous-espace fermé de (L7). Or L7 est réflexif implique alors que (L7), est réflexif et donc
T(LP) est réflexif finalement, comme T est une isométrie, on en déduit que LP est réflexif.

2.3 Le dual topologique de ’espace L(f2)

Rappelons que le dual topologique d'un espace vectoriel normé E est I'espace des formes
linéaires continues sur cet espace. En dimension infinie, une forme lineaire n’est pas au-
tomatiquement continue et il convient donc de distinguer dual topologique E’ et dual
algebrique E*. En dimension infinie, on a donc E' C E*, avec une inclusion stricte. Dans
cette section, la mesure p est supposée o-finie. c’est a dire: il existe un recouvrement
dénombrable de X par des sous-ensembles de mesure finie. C’est le cas de la mesure de
Lebesgue sur un ouvert de R%.

Théoréme 2.4. (Représentation de Riesz) [11][14][15]
Soit1 < p, q < +00, tels que Z%—l—% = 1. Pour toute forme linéaire continue ¢ € (LP) (),
il existe un unique u € L1(Q), telle que

6, f) = / uf,(f € I7).

Et, Von a [|ul[(ze) = (|0l ze()y-

preuve. On définit Uopérateur T : L9 — (LP), par (T, f) = [ uf, [ € LP. On vérifie
que T est un opérateur linéaire et continue et que ['on a

I Tull ey = l|ull(Ley, v e LA

Il reste a montrer que T est surjectif. Posons E = T(L?). Comme E est un sous-espace
vectoriel fermé, il suffit de montrer qu’il est dense dans (LP)'; Soit h € (LP)", tel que
(h, Tu) =0, pour tout u € L9. On doit montrer que h = 0. Comme LP est réflexif, il existe
f e Lr tel que h = J(f), ou J: LP — (LP)", est l'injection canonique. On obtient donc
que

0= (h.Tu) = (J(f), Tu) = (Tu, ) = / uf.

15
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pour tout u € L1. En choisissant u = |f|P72f, on obtient que ||f|, = 0, soit f = 0, i.e.
h =0.

Ce théoréme est trés important, il exprime que toute forme linéaire continue sur LP(£2),
avec 1 < p < 400, se représente a 1'aide d’une fonction de L?(£2). L’application ¢ — u,
est une isométrie linéaire sujective qui permet d’identifiéer le dual de LP avec L?. Ainsi si
1 < p < +00, et si q vérifie %vﬁ = 1, on fera systématiquement 'identification (L?)" = (L?).

2.4 Inégalité de Lyapunov

Lemme 2.1. [11][14]]15]
Soit (X,Q, 1), un espace mesuré avec p > 0, et soit 1 < py < p < p; < +o0. Alors on

LP(X) C LP(X) + LP(X).

preuve. : Soit f € LP(X), et posons fi = firw)>1, fo = fifw)<1- alors f = fi+ fa, est de
plus, on a:

pld pld pd p‘
Tk /MIM Lxm MfAJﬂMSWM

D
dou fr € LP(X) et || fll,, < IIfllp*- Sipa = 400, alors il est clair que |fo| < 1, presque
partout est donc fo € L°(X). Si py < +00, alors on a:

Iz = [ 1pran= [ israns [ igran< i,

b
d’ou fo € L, et || fallp, < IIfII5?. On a montré que si 1 < py < p < p; <400, alors LP est
conteny dans la somme LPO + LP1. Le lemme sutvant donne un résultat inverse.

Lemme 2.2. [11][14][15]

sotent 1 < pg, p1 < +ooet 0 <6 <1, définissons p par 1% = p% + 1}3;19. alors:

LP(X)N LM (X) © LP(X).

et on a:
11l < WA l1f 1l % ¥ € Lo (X) N LX),

preuve. si p = +oo, alors nécessairement py =
Supposant 1 < p < +o0, et soit f € LP°(X)N L (X

wmaéwmzémwmmmh

p1 = +oo, el l'inégalité est évidente
), on écrit:

16
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si pp = +00, = p1 = (1 —0)p, et done:

1] = /X P17 < I F 12
D’ou: o
1l < 710 = 1S 1A

St py = 400, on utilisant le méme raisonement.
Supposons maintenant que 1 < po,p1 < 400, et posons a = po(Op), et [ = (13—19)1)' On

vérifie que i + % =1, et appliquant l'inégalité de Holder, on obtient:
op (1-0)p

T ( / rf|p0>”’ ( / \f!’”) G,

Lemme 2.3. [11][14]]15]
Soient 1 < pg, p1 < +00, et 0 < 0 < 1, définissons p par:

1 0 1-0
=4 )

b Po D1
Alors, Uespace LP°(X) () LP*(X), est dense dans LP(X).

2.5 Opérateur de type(p,q)

Définition 2.1. [11]/1/15]

Soient (X,Q,u) et (Y,V,v) deux espaces mesurés et soit p, q € [1, +oo] : Si un
opérateur linéaire A : LP(X) — LU(Y), est borné (c’est a dire qu’il eriste une constante
¢ > 0 telle que: ||Aflle < || flloe, pour toute fonction f € LP(X),) alors on dit que
Dopérateur A est de type (p,q) et on note sa norme par

[Afllg

[Allpq = :
P f#0, feLr(X) Hf”p

On suppose que 'opérateur A est défini sur 'ensemble
LX)+ L7 (X) = {f +g: f € LP(X) et g € D" (X)),

et est de type (po, qo), et (p1, ¢1). Autrement dit, si on restreint A & LP(X) et LP*(X),
Alors: A: LP(X) — LO(Y) et A: LP(X) — L7 (Y), sont bien définies et bornés.

Le théoréme suivant répond a la question: "si p est choisi entre py et p; peut-on trouver
q entre qo et ¢ tels que: A: LP(X) — L4(Y'), est bien défini et borné?".

17
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2.6 Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin

Théoréme 2.5. /8//9]
(X,Q u) et (YU, v) deuzr espaces mesurés et soient po, p1, qo et ¢1 € [1, +o0],

Supposons que:
A LX)+ LX) — L®(Y) + L2(Y).

est une application linéaire de type (po, qo), et (p1, q1). Soit t € [0, 1], et définissons:
L _1-t ¢ 1 _1-t i

_ = —e—:

Dt Po P qt qo q1 '

Alors A : LP/(X) — L%(Y'), est une application linéaire de type (py, qi), et on a

1AM or, 000 < 1A G o) A

(po, q0) P1,q1)°

preuve. Le théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin est une conséquence directe d’un
résultat classique d’analyse complexe appelé: lemme des trois droites de Hadamard dont
voict ['énoncé:

Lemme 2.4. (Lemme des trois droites de Hadamard)Pour toute fonction f analytique
dans la bande ouverte U = z € C : 0 < R(2) < 1 et continue et bornée dans la bande fermée
U=2€C:0<R(2) <1 tel que sup,cg(|f(0 +it)|) = My pour tout § € [0,1]. Alors on a:
My < MO MY.

Dans cette section, nous allons donner un résultat concernant la transformée de Fourier
des fonctions définies sur T.

2.7 Fonction périodique

Définition 2.2. (Fonction périodique)
Une fonction f: R — C, est dite périodique lorsqu’il existe T > 0 tel que Vx € R, f(z +
T) = f(2).

L’ensemble des périodes T de f noté G = {T" > 0, f(x +T) = f(z), x € R}, est un
sous groupe additif de R. Si f est une fonction périodique continue et non constante, alors
f admet un plus petite période T" > 0.

Définition 2.3. [4][14]/15]
Soit A, une algébre sur C, muni de la norme ||||. On dit que A, est une algébre de Ba-
nach si les deux conditions suivantes sont satisfaites:
i)A est un C-espace de Banach.
it )pour tous x, y € A, on a ||zy|| < ||z|]y]-
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2.8 C(Coefficients de Fourier

Définition 2.4. Si 1 < p < oo, LP(T), désigne l’espace vectoriel des classes de fonction,
Soit f € LY(T), pour n € Z, le n-iéme coefficient de Fourier de f est définie par:

1 [ :
= — / f(t)e ™ dt.
2 ),

Le spectre de f noté par S,(f) est défini par S,(f) =n € Z f(n) # 0. La suite
f= (f(n)) , est appelée la transformé de Fourier de f. Comme |f(n)| < ||f|l;. On
neZ

déduit que f € L®(Z), avec || flls < ||f1, par conséquent, la transformée de Fourier:
F: LYT) — L™(Z)
fref
est une application linéaire continue. Comme f =1, on a || f||sc = 1, la norme de F est

1.
Le lemme suivant va nous permettre de préciser I'image de F.

Lemme 2.5. Riemann-Lebesgue:
Sotent a, b € R, avec a < b, et soient f € L*([a,b]) et X\ € R, alors:

b
lim / f(t)eMdt = hm / f(t)cos(At)dt = lim / f(t)sin(At)d

[Al—oo S |Al—o0 |A|—o0

preuve. En utilisant la décomposition [ = f1 + ifs, ot f1, fo sont réelles, il suffit de
prouver le lemme avec f réelle.

De plus, comme et = cos(\t)+isin(\t), avec f réel, il suffit de prouver que:

st (Ap)n, est une suite de réels non nuls tels que |\,| — oo, alors

b
IA1i|m / ft)ertdt =0

corollaire 2.1. Pour tout f € L'(T), on a: lim, .o f(n) = 0, et ainsi

F(LNT)) € Co(Z) = {(an)nez : an € @ lim |a,| = 0}.

[n|]—o0

Remarque:
tout ce qui précéde et tout ce qui suit reste valable pour les fonctions T- periodiques (T=0),

. . 217‘rnt
en remplacant les coefficients de Fourier par la formule: fo
Convolution sur T: Soient f et g dans L'(T), en general on ne peut pas conclure que
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fg € LY(T). En effet, Si f(t) = \/iz = g(t), avec f(1) = g(1) =0, on remarque que:

| isgtenae= [ Gar=

mais f, g € L'(T). Cependant, par le théoréme de Fubini:

[ ([ 1= niar)ae= [ 1ror ([ late = niae) ar = sl

par conséquent fﬂ t)g(t ) \dT < +00, pour presque tout t ce qui implique que ’on peut
bien définir: f*g(t) = 5= [”_ f(7)g(t — 7)dT, pour presque tout t et de plus fxg € L'(T),
(appelé le produit de Covolutlon de fet g) avec || f = gll1 < [Ifll1llgll1-

Théoréme 2.6. Si f, g € L'(T), alors m(n) = f(n)g(n)

preuve. Fizons n € Z, on a:

f*g(n%—/ﬂe’”t(f*g)()dt

=1 2/ ft=1)g(r)e —in(t=T) =T 47 (¢,
™ JxJ-n

ﬁ g (1)e (/ ft—r) g inlt— T)dt> dr.
1 & ) )
=13 g(r)e ™" (/ f@) e_mtdt) dr.

= f(n)g(n).
(Voir [4][14][15])

2.9 Inégalité de Young

Theoreme 2 7. Soit f € L"(T), g € L*(T), ou 1 < r,s < ocet L+ 1 >1. Soit p défini

par: =7+ 5 =1 Alors, f+g € L'(T) et |[f + gll, < [Ifll+]lgll.-

preuve. .Si p = 0o, (si + + 1 = 1.) alors f x g est défini partout sur T et inégalité de
Young se réduit a l'inégalité de Holder. Supposons maintenant que % + % > 1. Nous allons

uliliser une forme généralisée de l'inégalité de Holder, soient 1 < p1,...,p, < oo tels que
L. oo =1, et soient f1, - fn, des fonctions mesurables d’un espace mesuré (X, Q, p),
Alors on a:

[ 1l < (/ |f1\”1du> (/ I \pndﬂ)
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Cette inégalité s’obtient par induction, a laide de Uinégalité de Holder classique. Soient r’
et s les exposants conjugués de r et s respectivement, i.e.
—|— , = 1 et 1 —|— = 1. Par définition de p, on obtient alors:
T/ + < i 5 = 1
Fizons € € T. En vue d’appliquer Uinégalité de Holder généralisée, on va écrire lintégrant
|£(0)g(6—t)| comme le produit de trois fonctions appartenant respectivement a L™ (T), L¥ (T),
et LP(T). Plus précisément on a

s
P,

£(0)g(0 — 1) = |g(0 — )" > x | F(O)]" " x | f(6)]7|g(0 — t)|7

D’aprés l'inégalité de Holder généralisée, on en déduit:

1
™ e

1 ™

. . 1
3 [ Iteateeoas < (5

—T —T

9000 de)

1
7

i " i6\s'(1-7) °

« <27T/_ﬂ|f(e ) d9>

8 i/ﬂ |£(e?)["[g(e"D)|*dg '
2m ) .

Comme 1'(1 = 2) =s et §'(1 — ) =, on obtient

o 1 " 0\ |r (60— s %
P (5 [ Irenriaeepas)

pour presque tout € € T. Finalement, en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient:

Ireal= (5 | |(f*g)(e“)|pdt);-

—T

[(F9) ()] < gl I1f

< lgll? ( / / ) Z<“|d9dt)
— gllf FIAIE
el

Voici deux cas particuliers trés utiliser de 'inégalité de Young:
corollaire 2.2. [4/[14] Soit f € L(T), avec 1 < p < oo et g € L(T), alors
frge LP(T) et [|f = gll, < I flpllgll-

corollaire 2.3. [//[14]
Soit f € LP(T) et g € LY(T), ot q est I’exposant conjugué de p. Alors fxg € C(T) et || fx
9llse < W flpllgllp,
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preuve. prouvons la continuité de f x g, notons que l'inégalité de Hélder garantit que
(f xg)(t), est bien défini pour tout e € T. Supposons p est fini (o q) alors C(T) est
dense dans LP(T). Ainsi pour € > 0, il existe ¢ € C(T). tel que || f —¢l|, < €. On en déduit:

[(fxg) () = (fxg) () < ((f =) xg) O+ ((f — @) *g) ()] + | (0xg) (") = (g xg) ()]
<2|f = ellpllglly +wio (It — sDllgllq-

0l wy(0) = Supy_g <5 |P(t) — p(s)], est le module de continuité de o, comme ¢ est unifor-
mément continue sur T,
};h% wy,(0) = 0.

par conséquent, si (t — s) est assez petit , nous avons

| (f*9) (@) = (f x9) (s)] < 3ellglly.

2.10 Inégalité de Hausdorff-young

C’est un résultat concernant la transformée de Fourier ([4][14]) des fonctions définies sur
T

Théoréme 2.8. (De Hausdorff-Young)
Soit f € LP(T), 1 <p <2, alors f la transformée de Fourier de f, appartient a LY(Z) ot
q est Uexposant conjugué de p. De plus, on a: || fllq < || fllp-

preuve. Rappelons que, pour toute fonction fintégrable sur T, on définit f(n) par:

2

f(n) L f(theta)e=™°d0, (n € 7).

:27r0

On a donc facilement: |f(n)| < fOZTr |F(0)192 = || f|l. Maintenant si f € L*(T), on a avec
[’égalité de Parseval:

IF1I5 =D 1f )P = 1f15

neL

Ainsi Uopérateur T : f +— (f(n)) , est un opérateur de type (1,00) et de type (2,2).
z

ne
Ainsi le théoréme de Riesz-Thorin implique que T est de type (r,s) od r, s sont tels que:
=184 8l =104 8¢t 9el01] Ceci donne: r = ﬁ et s = 1. Or quand

0 €10,1] et r € [1,2], de plus, s est exposant conjugué de r. Ceci implique done que tout
p € [1,2], Uopérateur T est de type (p, q). De plus, le théoréeme de Riesz-Thorin dit aussi
que:

1T (p.q) < ||TH%1_,§0)~HT||?2,2)-

Comme ||T||q1,00) < 1 et |T||(2,2) < 1, on obtient que ||T||(p,q < 1. Ainsi, pour toute fonction
feLr(T), ona fe LUT), et [|flly < [Ifll
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Chapter 3

Eléments sur les fonctions presque
périodiques

La théorie des fonctions presque périodiques a été développée par H.Bohr et A.S.Besicovitch
au début des années 30. Ce dérnier lui consacra une monographe qui constitue le premier
ouvrage de référence sur ce sujet. Les fonctions presques périodiques sont d’abord définies
en termes de propriétés de translation (ou presque périodicité), elles possédent en fait
une autre caractérisation de nature topologique. Cette dérniére est le point de départ de
différentes généralisations.

3.1 Généralités

[4][13][14] Si f : R — C, est une fonction périodique de période élémentaire T, les nombres
nt, n € Z, tel que f(t +nT) = f(t), Vt € R, constituent les périodes de f. Dans tout
intervalle [a,a + T, o € R, il y-a un point d’abscisse multiple de T, c.a.d. une période
nT. C’est cette propriété qui est utilisée pour étendre la classe des fonctions périodiques a
celle plus large des fonctions presque périodiques.

Un sous ensemble ¢ C R, est dit relativement dense, s’il existe un nombre [ > 0, tel que
tout intervalle de longueur 1 contient au moins un élément de ¢. Pour € > 0, donné, on
appelle e—nombre de translation de f, tout nombre 7 € R, pour lequel on a

sup |f(z+71) — f(2)] <e.

zeR
On note T'(f,€), I'ensemble des e—nombres de translation de f.

Définition 3.1. Une fonction f : R — C, est dite presque périodique lorsque, pour tout
e >0, l'ensemble T'(f,€), est relativement dense dans R.

Nous considérons ici les fonctions presque périodiques continue, ces fonctions sont dites
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uniformément presque périodiques. L’ensemble ainsi obtenu est noté u.p.p. qui pos-
sede des propriétés algebriques et topologiques remarquables, on citera ici les plus im-
portantes:

1) u.p.p a une structure d’algebre (pour les opérations addition et multiplication).

2) uw.p.p est férmé pour la norme de la convergence uniforme.

3)si f €up.pet F:R — R, est uniformément continue, alors la composée

Fofecupp.

4)si f € u.p.p elle est uniformément bornée sur R.

3.2 Polynoémes trigonométriques généralisés

La définition naturelle initiale des fonctions u.p.p. basée sur la notion de periodicité s’avére
peu pratique pour I’étude de certaines questions. Il existe une autre caractérisation de ces
fonctions basées sur les polynomes trigonométriques:

une combinaison lineaire finie de fonctions trigonométriques e”*, r € R, est appelée polyndéme
trigonométrique généralisé. On notera qu’un tel polyndme n’est pas nécessairement péri-
odique. On note A I’ensemble de ces polynémes.

irt

On sait déja que la fermeture pour la norme uniforme de I’ensemble A est constitué de fonc-
tions presque périodiques. En fait, on a U'identification suivante: w.p.p. = Al ([1][12])
En d’autres termes u.p.p. est exactement la fermeture de A pour la norme uniforme.

3.2.1 Valeur moyenne des fonctions u.p.p.

Soit f: R — C, une fonction. Les deux limites:

M(f) = Imr_sooss f_TT F(@)dt, et M(f)limy_,, o 5= f_TT f(t)dt, sont respectivement la
valeur moyenne superieur et inferieur de f. Lorsque ces deux limites sont égales, on obtient
la valeur moyenne de f, noté M(f). Lorsque f est une fonction periodique de période
élémentaire 7, la valeur moyenne M(f) existe et de plus, on a:

Ce résultat se generalise au cas des fonctions u.p.p.([3] ch 2, § 2, p 21). De maniere precise,
pour toute fonction u.p.p. f: R — C, la limite suivante,

M(f) = lim — /_Tf(t)dt.

T—+o00 2_T

existe et est finie.
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3.2.2 Series de Fourier des fonctions u.p.p.

Soit f : R — C, une fonction u.p.p.il vient que pour tout A € R, la fonction f(t)e=, est
aussi u.p.p. On peut alors poser a(\) = M (f(z)e~™).

Le nombre a()) € C, est appelé coefficient de Fourier de la fonction f. Soient Ay, Ao, ..., An,
des nombres réels quelconques et by, bs, . .., by, des éléments de C.

Des calculs standarts montrent que 1'on a:

N 2

M 'f(x) - Z bpe™

n=1

= M{If (@)} =D laa)P + Y ba — a(ra)l*

De cette égalité il résulte que la meilleure approximation de f par un polynéme trigonometrique

du type XY_ b,e*® sobtient lorsqu’on prend b, = a(\,).

De plus, pour un tel choix, on aura XY |a(\,)[* < M(|f|?). Cette inégalité restant vraie
pour tout entier N, on en déduit I'inégalité dite de Bessel:

> la(a)P < M(fP).

Considérons maintenant U'ensemble suivant: C, = {X € R, |a(A)] > 1}, n > 1. On a
clairement {\ € R, |a(\)| > 0} = U,=0C,, et de plus, grace a I'inégalité de Bessel, pour
tout n € N, 'ensemble C), est fini.

On peut donc affirmer que 'ensemble {A € R, |a(A\)| > 0}, est de cardinal au plus dénom-
brable. On note A1, Ao, ..., Ay, ..., ces valeurs.

A toute fonction u.p.p. f: R — C, on peut associer la série de Fourier formelle

S()@) = 3 alh)e

Les questions concernant la convergence de cette série (convergence en moyenne, conver-
gence presque partout, convergence en mesure,...) sont trés difficiles et pour beaucoup
restent encore posées. Nous savons toutefois que 'on a:

N

M {]f(x) - Za()\n)eM"ﬂQ} — 0 quand N — +o0.

n=1

et par suite que 'on a en faite I’égalité dite de Parseval:

> la(xa)lP = M(f%)).

n>0

Cette égalité est I’étape fondamentale qui permet de montrer le résultat d’approximation
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des fonctions u.p.p. par les polynomes de Bochner-Féjér (voir paragraphe suivant). De
méme, il sera a la base des résultats d’interpolation, en particulier dans la généralisation
du théoréme de Hausdorft-Young.

3.2.3 Polynomes d’approximation de Bochner-Féjér

Soit f : R — C, une fonction u.p.p. On note Q@ = {A;, Ao, ..., A, ...}, Pensemble dénom-
brable des exposants de Fourier de f. Il existe une suite dénombrable de nombres réels
0B1, B2, ..., 0, ..., lineairement indépendant par rapport aux nombres rationnels et pour
laquelle([4]) ([13]):

>‘j:7{51+’Y§52+---+'y£ﬁn;j:1,2,...

Les nombres 73 sont des rationnels qu’on peut supposer entiers dans notre cas.

L’ensemble 5 = {f1, B2, ..., Bn, ...}, forme dans un certain sens une base du systéme
Q. Soient my, ms, ..., m,, des nombres entiers. On note m = (my, meo, ..., my,), et
6= (P, B2, -y Bn, -..). A chaque couple (m,3), on associe le noyau dit de Bochner-

Féjér, défini par:
Kmﬁ(t) = Kmlﬁl (t)'KmQﬁQ (t) s Kmnﬁn (t)

— Z 1— Il 1— bl (1= bl e~ mBrtyBat o Bn )t
mq ™o mpy

[vjl<m;

ou

Kot = 3 (1-1) ﬁ:L{M} |

pl<ms N my L sinfy(3)

est le noyau de Féjér habituel.
Le noyau K, g(t); satisfait aux propriétés suivantes:

_ 1 [T
Ko plt) 2 0 et M5} = Tir oo / Ko s(t)dt = 1.
-T
Le polynéme de Bochner-Féjér associé a la fonction f s’écrira:
_ 1 [T
S, (8) = My { f(s +1).Kimp(t)} = limT%mﬁ/ f(s+1).K,, 5(t)dt,
-T

ou bien de maniere plus explicite:

Smp) () = D (1—%) (1—%)...(1—%).

[vj|<m;

a(f, 1 B1 + 22+ - -+ YnBp). /ORI ),
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Ces polynémes constituent une approximation uniforme de la fonction f. De maniére pré-
cise, nous avons ([4])([13]):

Soit f : R — C, une fonction u.p.p.Alors: pour tout ¢ > 0, il existe un polynome
trigonométrique P, du type Bochner-Féjér, tel que:

sup | f(z) — Pe(z)] <€

zeR

La démonstration de ce résultat est longue et complexe, elle répond pour l'essentiel sur
I’égalité de Parseval.

3.3 Espaces de fonctions presque periodiques général-
isées

La classe des fonctions u.p.p. peut étre considérée sous deux points de vue: D’une part,
c’est la classe des fonctions continues possedant une propriété structurale qui est la general-
isation de la periodicité, d’autre part, ¢’est la classe des fonctions limites de suites uniforme-
ment convergentes de polynémes trigonométriques généralisés. La generalisation de la no-
tion presque périodicité s’est faite dans ces deux directions:

i) une generalisation structurale qui se base sur la presque périodicité usuelle, dans chacun
des espaces de Stepanoff, Weyl et Besicovitch.

ii) une seconde approche consiste a défini les fonctions presque periodiques comme limites
de polynémes trigonométriques generalisés, au sens de la norme de chacun des espaces
considérés.

Les deux approches sont comparables et s’averent sous certaines conditions identiques.

3.3.1 Espaces de Stepanoff de fonctions presque périodiques

La notion A désignera toujours l'espace lineaire des polynémes trigonométriques general-
isés. Pour p > 1, et [ > 0, on défini I'espace de Stepanoff par:

1 x+1
SP ={f:R — C, mesurable, sup —/ |f(#)|Pdt < +o00}.

z€eR

7, est muni de sa norme naturelle:

1 x+1 %
Il =5 (7 [ o)

ST, est alors un espace de Banach. Nous avons de plus S} = SV, ¥p > 1.
L’espace de Stepanoff de fonctions presque périodiques est par définition la fermeture dans
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S? de ensemble A(qui est lineaire) des polynémes trigonométriques generalisés:
Ppp= Allsp.

L’espace S7.p.p est un espace de Banach (comme sous espace férmé d’un espace de Banach.)
Les éléments de S7.p.p sont aussi caractérisés en terme de propriétés de presque périodicité

(141):

On dit qu’une fonction f € S} .p.p vérifie la propriété S;—translation si, pour tout € > 0,
Pensemble S7T(e, f) = {7 € R,[|fr — fllsr < €}, est relativement dense dans R. On note
SPp.t. ensemble de telles fonctions. On montre qu’il y-a identification entre ces deux
espaces, précisémment:

SPp.t = STp.p.
3.3.2 Espace de Weyl de fonctions presque periodiques

Pour p > 1, on définit 'espace de Weyl par:
WP = {f : R — C, mesurable, ml_,+oo||f||slp < —|—oo} .
La norme naturelle sur W7 est:

1 llwe = Timu ool £ s2-

WP est un espace normé non complet.
L’espace de Weyl de fonctions presque periodiques est défini par:

WPp.p = ZH-”WP.

Les fonctions de WPp.p. sont aussi caractérisées en termes de propriétés de translations,
de maniére précise: Une fonction f: R — C, est dite satisfaire la propriété de translation
de type WP lorsque, pour tout € > 0, il existe [(e) > 0, tel que I’ensemble SZE)T(Q f), est
relativement dense dans R. Nous avons l'identification:

WPp.p = WPp.t.

voir ([5])([6])-

3.3.3 L’espace de Besicovitch de fonctions presque periodiques

On appelle espace de Besicovitch, I'ensemble des fonctions f : R — C, (mesurables), pour
lesquelles:

_ 1 [T
i 5 / F(O)Pdt < +oo.
-T
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Pour p > 1, on note BP cet espace muni de sa (pseudo)-norme naturelle

: :
Il = Tonrso (7 [ 1100t

L’espace de Besicovitch est un espace de Banach.
L’espace de Besicovitch de fonctions presque periodiques est défini par:

Brpp— A

On note BPp.t ’ensemble des fonctions pour lesquelles on a:
i) Pour tout € > 0, il existe une famille (7;);cz, equi-repartie dans R.
ii) || fr, — fllBr < €Vi € Z.

iii) 7, [% JE ) — f(t)ypdt} <e Vi€ L, Ve>0.
Nous avons alors 'identification BPp.t = BPp.p.

3.3.4 Comparaison des espaces S;p.p, WPp.p et BPp.p.

Il n’est pas difficile d’établir les inégalités suivantes sur les normes des espaces introduits
précédemment:
[l < Llwe < [lllsz, VP = 1.

Ces inégalités entrainent les inclusions suivantes:
SP C WP C BP.

Les memes inclusions sont vraies pour leurs sous espaces respectifs de fonctions presque
periodiques:

A~ = fupp} € SPpp C WPpp C BPp.p.

3.3.5 Propriété d’approximation dans B?p.p

Soit f € BPp.p, avec p > 1, et P un polyndéme de Bochner-Féjér associé a f.
Si K est le noyau correspondant, on peut ecrire:

P(z) = lim —/ flz+t)K(t)dt

T—+o00 27
Cette limite existe du fait que le produit f.K est une fonction de B'p.p.(|11]). Nous avons la
propriété d’approximation suivante ([12])([13]):

i)Pour tout € > 0, il existe un polynéme de Bochner-Féjér P., pour lequel on a:

If = Pl < e.
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i)|[ Pl s> < (| £l v

3.4 Dualité dans les espaces de Besicovitch

Soient 1 < p < g < 400, et f: R — C, mesurable. On pose r = Q et g = fP. Alors, grace
a l'inégalité de Jensen, on peut ecrire: (ﬁ f lg( |dx> < 5% f x)["dx, c.a.d.

1T oo T
(57 [ wtras) < o [ s

(57 ] TTWWX); (s f ilf(x)!qu>é-

En passant a la limite supérieure sur T, nous obtenons:

1fllse < [1f 1|0

ou bien

Cette inégalité entre les normes entraine l'inclusion entre les espaces:
BT C B?.

Nous avons la méme inclusion pour les espaces correspondant de fonctions presque péri-
odiques:

Bp.p. C BPp.p.
On note

B*pp=0p>1BPpp= lim BPp.p.

I-lBp—+oc

B>p.p. est un espace de Banach pour la norme ||.|| g = limy | ,, 00 B”. €t nOUS avons:

B®p.p C Bip.p C BPp.p C Bp.p. V1 <p < q < +o0.
3.4.1 Propriétés de dualité

i) Soit f € BPp.p. et g € Bip.p. avec %—I—% =1,1<p, ¢ <+oo. Alors: f.ge Blp.p. et la

limite limy_ o 57 fTTf(x)g(x)dx. existe.

ii) Soit Fe [BPp.p]", alors il existe g€ Bip.p. (g unique!) tel que: V f€ BPp.p, on a
F(f)= limy_ .« f_TT g(x) f(x)dx. de plus nous avons ||F|| = ||g]| ga-
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Cette derniére propriété signifie que le dual (BPp.p)*. s’identifie topologiquement et alge-
briquement a Bip.p. En d’autres termes:
La transformation

T:B'pp— (B’p.p)
9= T(g)-
définie par T'(g)(f) = M(f.g), est isomorphisme isometrique.
Notons que les propriétés i) et ii) sont valables dans les espaces de Besicovitch (voir([6])([7])).
3.4.2 Inégalité de Holder dans les espaces de Besicovitch

Soit f € BP et g € B? avec i%—é = 1,1 < p,q < +0c0. nous savons déja que f.g € B
Nous avons de plus I'inégalité suivante dite de Holder:

M(f.g) < lfllse-llgllss-

preuve. On peut supposer f > 0 et g > 0, on écrit alors:

/ F(2)g(z)dx = (%/T[ (z) qu> . <2T/ fla QTf(gt’;))q qu) dx..(%).

En utilisant U'inégalité de Jensen pour les integrales avec poids(Si ¢ est une fonction conveze

et [, P(x).o(f(z))dx =1, P(z) > 0, alors ¢ ([, P(z).f(z)dx) < [, P(z).o(f(z))dx),

nous aurons:

< (% /_T[g(x)]qu) (% /_T[f(ﬁ)]p[g(x)]P(l—Q).ifzgjgzziq))qudx>p.

< L0m) 3 [ )

(nous avons utilisé I’égalité p(1 — q) + g = 0) Ensuite par simple passage a la limite quand
T — 400, nous aurons:

B =

M(1.9) < (lglls)”- Qlgllsn) 7 - (17 12) < (lgllz)™ - (1 12) < llglz-ll -

Ce qui est 'inégalité cherchée.
En prenant p = q = 2, nous obtenons l'inégalité de cauchy-schwartz.

31



CHAPTER 3. ELEMENTS SUR LES FONCTIONS PRESQUE
PERIODIQUES

3.5 Préliminaires au théoréme de Hausdorff-Young

Dans le cas classique des fonctions périodiques, le théoréme de Hausdorff-Young est une ex-
tension des résultats classiques suivants:
-Le théoréme de Riesz-Fisher lorsque p > 2.
-L’égalité de Parseval lorsque p €]1, 2.
De maniere précise, il stipule: ,
T

i) Si fe L9([0,2n]), q €]1,2] et C,, = 5= [ f(t)e~™™dt, alors:

N 1
(ZnEZ |C’n|q') i < (% Ozﬂ |f(t)|th> "ouq = qﬁ—l, est 'exposant conjugué de g c’est
adire o+ 5 = 1.
En adoptant le langage des normes nous écrivons: [[(Cy)l;0 < || f|lzs-

ii) Si (Cp)nez, est une suite telle que > |Cy|? < 400, (c.a.d (Cp)nez € 19), alors il ex-
iste une fonction f € L7([0,2x]), ayant la famille (C,,),ez, comme coefficients de Fourier,
1

N o 1 .
verifiant: (5 [ [FO17 )" < (Sez [Cal?) 7, ou bien ||fllw < [1(Ca)

Nous présentons ici la démarche et les étapes permettant la généralisation de ces résultats
aux espaces Bip.p.

3.5.1 Quelques propriétés des fonctions dans Bip.p.

Soit f € Bip.p, alors:
1) VA € R, lalimite a(X, f) = limy_ o0 5= [T f(£)ePdt, existe.
L’application A — a(A, f), est appelée transformation de Bohr.

2) Si (P,)n>1, est une suite de polynéomes trigonométriques generalisés qui convergent vers
f dans Bip.p. on a: ||f||ps = lim,— o0 || Pl B,

3) lim,, 1o a(X, P,) = a(A, f), uniformement par rapport a A € R.

4) Soit g € B p.p, avec %—l—i = 1.Si (P,)n>1, €t (Qn)n>1, sont des polyndmes trigonométriques
generalisés tels que ||P, — fllgs — 0, et [|Qn — gllgs — 0, alors M(f.g) est bien défini et
de plus:

i) M(f.g) =1lim, .o M(P,.Qy).

i) [M(f.9)] < || fllzallgll g

Onnote o(f) = {\ € R,a(A, f) # 0}, le spectre de f.

Du fait que a(A, f) = lim, . a(A, P,), on peut ecrire:

o(f) C Ukeny Nusk 0(P,) = lim info(B,).

n—-+oo

On en déduit que o(f) est au plus dénombrable.
La série formelle ZjeZ a()j, f)ei®, est appelé série de Fourier de f.
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De maniere claire, si P est un polyndme trigonométrique, cette série coincide avec P.

3.5.2 Reésultats auxiliaires

Considérons la bande ¥ du plan complexe définie par:
Y={z=p+ir,0<pu<1}.

Lemme 3.1. On fize z € C et t €]0, 1] et soit P un polynome trigonométrique. Alors, la
(1+2)
fonction p(z) = |P(z)| T+, est u.p.p.

preuve. On remarque que réel (1:;) = 11:’; > %, VzeXette€ll]

(A+2) .
D’autre part, la fonction & — g(&) = || T . Ensuite, remarquons que p(z) = g(P(z)). En
definitive puisque P € u.p.p. et g continue, il vient que la composée p = g o P, est aussi
u.p.p.
On peut donc considérer la fonction suivante:

. 2T G
o(z) = lim |P(z)| 0+ e dz.

T—+o00 1

On sait déja que cette derniere limite existe. Moyennant des estimations et autres calculs
laborieux, on montre que l'on a: f7 ¢(z)dz = 0, sur toute courbe ~y réguliere, simple et
fermée de ¥2. On en deduit que ¢(z) est holomorphe sur .

Soit maintenant P un polynome trigonométrique (géneralisé). On note Ay, Ag, ..., A,
son spectre et on pose:

Q(z) =Y de™ deCVl=1,.r
=1

.,
(1+2) .
Q-(z) =Y _|di| 50 (signdy)e™*.
1=1
Le polynome Q est choisi de telle maniére que o(Q) = o(P).
Considérons la fonction holomorphe suivante:

T (1+2)

0(z) = Tim {|P(x)|m.s¢gnp(x)Qz(m)dz}.

T—+o0 2T -T

Alors, nous avons:

Lemme 3.2. (/10/)([3]). Pour tout polynéme trigonométrique géneralisé P,
) 0] <l (3 7 @) F9d) . (5 w80)

i) [1(1 + )| < limr_ o (% 2 |p(x)‘<1742-t>dx) (Z};l wﬁ) |
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preuve. remarquons tout d’abord que ’on peut supposer P # 0.
Pour ne pas encombrer les écritures, nous ecrirons limr, nous aurons alors:

[ (iv)] = lim le / ' {|P< )55 signP(x )Qw(x)}dx
<o | (1P sign P Qute) b
<tip o [ PG} as

-T

Ensuite, grace a l'inégalité de Hdilder, nous obtenons,

(37 ] Z\p@),@dxf (57 JC >de);]-

D’ou utilisant I’égalité de Parseval pour le second terme a droite,

|¢(z’y)|§(li%n%/_i|P( 1+de> <Z|dl|<1+t>>

On notera My, le nombre de droite de cette inégalité.

()] < lim

, , 1 T 24iv
WO+ iv)| < lm / p() 5 [sign P(o)] | Qua () } .
< dim | (Z |dy| M) dx.
—400 _
S ) (i = [ )i
1+t R 1+t

On notera My, le nombre de droite de cette inégalité. Comme la fonction 1(z) est holo-
morphe sur la bande X3, on peut utiliser le théoreme des Slignes de Hadamard pour affirmer

IN
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que Uon a: (1) < My~".Mt VY t €]0,1], c.a.d,

U t)

(1-1)
17 2 IR 2
ool < (15 [ PO (Z |dl|“+”) (Z |dl|<1+t>)
1 /7 > \'
(h%nﬁ/_T|P(x)|<1+f>) )

T (154) T (17;)
1 2 2 2
(hjrpﬁ/ |P(x)]1+tdx) : (Z |dl|(1+t)) (%).

Mazis, par définition de 1, on a:

1

Y(t) = li%n oT /T |P(x)|.signP(x).Q¢(x)dx, - - - * .

avec
T

Qi(z) = Z \dy|.signd;.e™*.

=1

T
Wp(t) :lim—/ |P(z)|.signP(x E \dy|.signd;.e™ dx.
-

=1

). || dx.
=1

En définitive, compte tenu de (%), on aura,

+t

)] = IZCldzl <[Pl 2 (Z Idzl”f) - ().

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théoréme de Hausdorff-Young en plusieurs
étapes.
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3.6 Théoréme de Hausdorff dans BPp.p

La géneralisation du théoréme classique de Hausdorff-Young aux fonctions de la classe
BPa.p passe par plusieures étapes que nous précisons dans cette section.

3.6.1 Cas des polyndmes trigonometriques géneralisés

Soit P un polynéme trigonométrique géneralisé, P(x) = 2;:1 cjeXi® c; € C. Alors, V q €
|1,2], nous avons:

) (X5 lesl) " < 1P

1

i)||Pllger < <Z§:1 |cj\‘1> * ¢, désigne I'exposant conjugué de q, ¢’ = € [2, +00[

2

T, comme t €]0,1[, on a q €]1,2]. Compte tenu de l'inégalité (xx),

preuve. On pose q =

on peut ecrit:
a4t

()] = |ZCzdz| <Pl 2, (Z|dl|1“) ,

et donc,
sup{|chdjl,Zldz|q <t} <ipiy.
j=1 =1

Or, nous avons aussi,

1
r q r T
<Z|cj]q> :sup{|chdj|0uZ|dl|q§1}.
=1 i=1 =1

On en déduit alors;
1

(Zlcj|q> < [P s
j=1

Ce qui est exactement laffirmation i).
Pour montrer l'inégalité ii) nous aurons besoin de la relation suivante exprimant la norme

d’un polynome:
T

. 1
1Plpw = swp | lim = [ P(x)Qx)dx].
-T

IRllBa<1

En effet; grace a l'inégalité de Hélder, on peut écrire:

1 T 1 T
| lim 2T/ P(2)Q(z)dx| Sli%nﬁ/T|P(x)|.|Q(x)|dx.
< ||Pllps-1Q 5s-
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et donc:

Qg T 2T J 1

17
sup |11m—/ P(x)Q(z)dx| < || Pl ga-
On pose ensuite

9= (IPllp)"~" | P V.signP,

| N N
= (qliigoﬁ/T’PP dx) P signP.

—1 1
On vérifie que ||g|l g = <limT £ ]P]‘%lx) o <limT & \P\(q'_l)qu) =1
D’autre part:

.17
ftim o [ Pllgladxl = 1Py
-7

T 2

On note maintenant Q* = {Q € P,||Q|g« < 1}. La notation P désignant l'ensemble des
polynémes trigonométriques géneralisés.

Lélément g € QQF est celui qui réalise ’égalité demandée. On aura donc montré:

| P||gsr = sup|g|e<1 | imr f_TT P(z).Q(z)dx|. Maintenant, du fait que tout polynome Q) €

1

Q*, vérifie l'inégalité i) déja demontrée plus haut (c.a.d: (Z;:1 ‘leq’>7 < ||P||g¢ ), nous

avons:
Q"CQ = {QGP,ZIW’ 31}.
=1

On en déduit alors:

. 1 T r r
sup |11m—T/ P(z)Q(x)dx| = sup |chdj| < sup |chdj|.

lQlga<t T 200 r IQllpass 577 (Sio 7)<t 51

D’ou, utilisant linégalité de Holder pour les sommes discretes:
1
T q
< ()
j=1

3.6.2 Approximation polynémiale dans B?p.p

IPllgs = sup

lQlla<1

1 (T
li%n 5T /_T P(x).Q(x)dx

Ce qui est exactement l'inégalité ii) cherchée.

Soit f € B*p.pet o(f) ={\i, 2 ..., \n,...}, son spectre dénombrable.
On pose P ={Q € P, 0(Q) ={\,..., \,} UX}, avec ¥ une famille finie quelconque
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de nombres réels vérifiant o(f) NY = 0, Alors:
: _ 2 r 2
min |f = Qlls2 = /152 — Zjzalalrs, NI
preuve. Soit () € P,, alors
Qz) = Er =16;€ eN® 4 E 1ﬁl€mzm7 cj, B € C,

avec {pia, ..., iy} No(f) =0. On a donc aussi M (f.5]_,Be**) = 0.
On peut alors ecrire:

IF = @l = 1913~ Jim 5 [ ch neve i [ ch
> elP > 181
j=1 =1
= 1113 - 2cha<Aj,f> - Z o5l + Z T
(HfuBz Zlaw >+ZlaA],f —22% a(\j, f) +Z|cj|2
.
+> 167
=1
T T vy
= 11£13 = D lah, HE+ Y la. ) — o + D7 18I
j=1 j=1 =1

On en déduit en particulier || f — Q5 > || fll52 — 25— la(A;, F)I?, ¥V Q € P,
Il est claire que 51 Q* = 3", a();, f)e™®,
alors; Q* € Pr el, ||f — Q|52 = [flI52 — 2Z5=1 la(As, NP
De cela, on déduit que Uon a mingep, || f=QI3: = [If=Q" (152 = [[fI5—225—1 la(Ay, ).

3.6.3 Caractérisation de la norme ||P||g., lorsque P € P.
Soit ¢ €]1, +oo[, et P € P. Alors:
1Pllgs = sup {M(P.g), g € w.p.p, l|lg]ps <1}

preuve. On peut supposer P # 0, c.a.d. aussi |P||pa # 0. En utilisant 'inégalité de

Holder, on peut écrire:
|M(P.g)| < ||Pllprllgllge < IPllge; V g € upp. avee |gllpe < 1.
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Considérons la fonction g définie par:
g*(x) = ||P|| g% | P9 signP(x).
Alors, on sait déja que l'on a ||g*|| g = 1. D’autre part, on a aussi |M(P.g*| = ||P||ga.

En conséquence, on a bien
|1P|lgs = sup{M(P.g), g € u-p.p., [|gllps <1}.
Nous allons maintenant montrer que l'on a en fait:
Vaell,+ool, ¥ P € P, |P]p = sup {M(PQ), Q € P, [Qlly < 1}.
En effet; grace a linégalité de Hélder, on peut ecrire:
|[M(P.Q)| < |Pllp VQ € P, |Qpr <1.

Reprenons la fonction g* définie precedemment. On peut Uecrire sous la forme: g*(x) =
||P||}3;q.|P(x)|q*1.ligzgl, si P(x) # 0, sinon g*(z) = 0. Alors, g*(x) = F(P(x)), ot F est la
fonction définie par F(x) = ||P|]g;q.X‘1_1|X7‘, si X #0, et F(0) =0. On verifie sans peine
que la fonction F est continue sur R.

Par suite, la composée g*(x) = F(P(x)), est u.p.p.

Comme g* €u.p.p. et u.p.p.C Byp.p, il existe une suite de polyndmes trigonométriques
generalisés (Qn)n>1, verifiant:

|@n — g*[|B — 0 quand n — +o0.
Il vient en particulier que 'on a aussi:
HQnHBq’ - Hg*HBq’ quand n — +00.

On en déduit que lon a:

lim ‘M( il )’:”P”Bq.

P
n—-+o00 1@nll 5o

. =1, on aura le résultat cherché:
B4

Ensuite, du fait que HL
1Qnll 5q/

[P[pe = sup {M(PQ), Q@ € P, [|Qps < 1}.
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3.6.4 Caractérisation de ||f| s, lorsque f € Bip.p.
Soit ¢ €]1,400], et f € Bip.p. Alors:

[ fll5e = sup {M(f.Q), @ € P,[|Qps < 1}.

En effet: Soit P(n),>1, la suite des polynémes de Bochner-Féjér convergente vers f dans
Bip.p. On pose:

I(f) = sup{[M(f.Q)], Q€ P, |Qlpsr <1}
Il est clair que 'on I(f) < || f||p«. D’autre part, Ve > 0, Ing, n > ng = ||f — Pul| <e, et

[f1le < [|Palls +e.
Alors, utilisant le cas particulier précédent et 'inégalité de Holder, on aura:

[f1lBe — € < |Pallge = sup{|M(P.Q)|, @ € P, [|Qf g <1}
< sup{||f = Pulla|lQllpw; @ E€P, |Qllps <1} +
sup {|M(fQ)].Q € P, |Qllps < 1}.
<I(f)+e

En definitive, on aura obtenu,

I(f) < Iflla < I(f)+ 2e.

Du fait que € > 0, est quelconque, on déduit I(f) = || f||sa. Ce qui est le résultat cherché.

3.6.5 Theoréme de Hausdorff-Young dans Bp.p

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et demontrer le théoréme Hausdorff-Young
dans sa version generale c.a.d. dans Bip.p. Les résultats intermediares precedents con-
stituent les étapes clés, permettant ainsi de simplifier la demonstration de cette generali-
sation.

Théoréme 3.1. (Hausdorff-Young) Soit f € B, o(f) C{\1,..., \n,...}, son spectre.

On notera ¢’ 'exposant conjugé de q, c.a.d. ¢ = qqu. Alors:
1

i) si g €]1,2], nous avons: (52, (A, NI )™ < ]l

i) siq € [2,+00[, nous avons: || f||ps < (Z;il la(A;, f)|q/>? :

La serie dans le second membre de l'inégalité ii) pouvant étre divergente, c.a.d. infinie.

preuve. On peut evidemment supposer || f|pa # 0, et donc aussi Uezistence d’un indice k

pour lequel a(A, f) # 0.

i) Soit donc q €]1,2]. On note (Pp)m>1, une suite de polyndomes trigonometriques gener-
alisés (par exemple, les polynomes d’approximation de Bochner-Féjer), convergente vers f
dans BY. Du fait de l'inégalité 3.7.1.1) (inégalité de Hausdor[f-Young pour les polynomes
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trigonométriques), on peut ecrire: pour tout n € N,
1

Ve>0, Im/m >m. = (Z (), f)yq/> < || Pl + € < || f|| 3o + 2.

Comme € > 0, est quelconque, on en déduit:

1
o’

(Zla(%‘,f)lq) < [[fll5a-

Ce qui est l'inégalité cherché.
i) Soit q € [2,+00[. On pose:

Pal@) = D" al, f).e™,

Alors, du fait de Uinjection continue f € Bip.p — B?p.p, on a:
|P. — fllgz — 0,n — oc.

D’autre, pour tout QQ € P, avec o(f)No(Q) # (0 et compte tenu de 'inégalité de Hilder et
3.7.1.1), on peut ecrire:

3

IM(P.Q) = 1[)_ alAs, [)-a(A; Q)] (3.1)

1

(jZaw ) (ZI@AJ,Q )1. (3.2)

<Z aA f>|q’> Gl (33)

En faisant un passage a la limite, lorsque n — oo, on aura:

IA

IN

1
Py

(M(fQ)] < (Z Ia(kjaf)lq/> lell, v Q € P avec a(f) N o(Q) # 0.

En definitive, compte tenu de la caractérisation 3.6.4 de la norme d’un element f € Bip.p,
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nous obtenons,

1

[fll5e = sup {|M(fQ)|, Q € P, Q| g <1} < (Z !a(%f)lq/>

Ce qui est exactement le résultat recherché.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a énoncer et démontrer le théoréme de
Hausdorft-Young pour les fonctions presque périodiques généralisés de Besicovitch.
Nous avons plus précisement présenté et dévloppé larticle de A.Avantagiati, G.Brino,
R.Iannaci "The Hausdorff-Young theorem for almost periodic functions and some applica-
tions" on passant par des résultas intermédiaires et des étapes clés pour le généraliser dans
I’espace de Besicovitch.
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