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Introduction générale

La programmation linéaire multi-objectifs stochastique constitue le meilleur
outil pour traiter des problémes de prise de décision dans un environ-
nement incertain et en cas de conflit. La résolution d’'un probléeme de
programmation linéaire multi-objectifs stochastique dépend en grande
partie de la nature de I'information disponible au sujet des paramétres
aléatoires de ce probléme. Les méthodes développées jusqu’a ce jour con-
stituent des généralisations des méthodes utilisées dans le cadre déter-
ministe.

De facon générale, on cherche & se ramener & un probléme déterministe
mono-critére équivalent. On peut distinguer deux approches permet-
tant cette transformation du probléme initial, 'approche stochastique
et I'approche multicritére. La premiére vise a transformer le probléme
multi-objectifs stochastique de départ en un probléme mono-objectif
stochastique qui est traité par la programmation stochastique vue au
chapitre 2 (& savoir 'application des critéres espérance, espérance-variance,
risque minimal et Kataoka pour les fonctions objectives ainsi que les con-
cepts de seuils de probabilité sur les contraintes ou de recours dans le cas
de contraintes stochastiques). L’autre approche consiste a transformer
le probléme multi-objectifs stochastique en un probléme multi-objectifs
déterministe qui est a son tour résolu par I'une des méthodes exposées
dans le chapitre 3.

Dans ce mémoire nous ferons une synthése sur la transformation des
problémes stochastiques en problémes déterministes. Nous exposerons
les deux approches, puis nous nous intéresserons particulierement a la
résolution du probléme de risque minimal multi-objectifs.

Ce mémoire est organisé en cing chapitres



Quelques notions de base de la théorie des probabilités sont données
dans le premier chapitre.

Le deuxiéme chapitre traite les diverses techniques utilisées en program-
mation linéaire stochastique. Ce chapitre est fondamental pour la com-
préhension des divers sujets de la programmation linéaire stochastique
multi-objectifs.

Un état de 'art de la programmation linéaire multi-objectifs est donné
au troisiéme chapitre. Nous y avons exposé le principe de dominance et
efficacité ainsi que les principales méthodes interactives permettant de
résoudre des problémes linéaires multi-objectifs déterministes.

Le quatrieme chapitre est consacré a ’analyse des deux conceptions
de la programmation linéaire stochastique multi-objectifs qualifiées d’approche
multicritére et d’approche stochastique. Ces deux approches consistent
en la généralisation des formulations classiques des problémes multi-
objectifs déterministes au cas stochastique.

Enfin, le dernier chapitre comporte notre modeste contribution concer-
nant l'adaptation de la méthode de bissection a la résolution du prob-
leme du risque minimal multi-objectifs. Un programme MATLAB a été
élaboré. Notons, par ailleurs, que cette méthode peut s’appliquer au
probléme de portefeuille avec des sénarios multiples. Ce dernier prob-
léme est un cas particulier du probléme de risque minimal.

Le mémoire se termine par une conclusion générale et les principales
références bibliographiques.



Chapter 1

Eléments de la théorie des
probabilités

1.1 Introduction

Ce chapitre sera consacré a un bref rappel de quelques notions de prob-
abilités que nous utiliserons dans les chapitres a venir de ce mémoire.
Pour plus de détails, le lecteur peut consulter Leujeune [22].

1.2 Concepts de base

1.2.1 Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire est une épreuve dont l'issue dépend du hasard.
En principe, on admet que cette expérience peut étre répétée indéfini-
ment dans des conditions identiques. Son résultat peut donc varier d'une
réalisation a une autre, de plus, il est impossible de le prévoir a ’avance.

1.2.2 Ensemble des possibles

On appelle ensemble des événments possibles (ou ensembles des possi-
bles, ou univers des possibles), 'espace de toutes les réalisations possibles
d'une éxperience. Nous notons cet espace par {2. Un élément de €2 est
un évenement.

1.2.3 Tribu ou c-algébre

On appelle tribu ou o-algébre d’événements sur €2, toute famille que 'on
notera par F telle que:
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1. 2 eF.
2. Si A€ Falors A€ F (ot Acomplémentaire de A).

3. 51 A; € F alors UAZ- e F

1=1

1.2.4 Espace probabilisable

On appelle espace probabilisable, le couple (€2, F) ou §2 est I'ensemble
des évenements possibles et F une o-algebre.

1.2.5 Mesure de probabilité

Soit (2, F) un espace probabilisable. On appelle mesure de probabilité
toute application P : F' — [0, 1] telle que:

1. P(A)>0. VAeF

2. si (A,) € F est une suite de parties 2 a 2 disjointes alors P(UnZOAn):Z P(A,).

n>0
L’espace (2, F, P) est appelé espace probabilisé ou espace de proba-
bilité.
1.2.6 Indépendance

Deux éveénements A et B sont dits indépendants si et seulement si:

P(ANB) = P(A).P(B)

1.2.7 Variable aléatoire

Soit (2, F, P) un espace probabilisé et (€', F') un espace probabilisable.
On appelle variable aléatoire une application mesurable X définie sur
(2, F) a valeur dans (€', F') telle que: VA" € F/, X 1(A) e F

ot X HA)={we: X(w)e A}

Une variable aléatoire X est dite continue si X (€2) est un intervalle
de R. Elle est dite discréte si X (€2) est un ensemble fini ou infini dénom-
brable.
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1.2.8 Fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire continue. On appelle fonction de réparti-
tion de X, la fonction F'x définie par:

Ve eR, Fx(zr)=P(—o0,z]) = P{we Q/X(w) < x}

On la note par:

Fy(z) = P(X < )

Proposition 1.1 La fonction Fx est une fonction croissante et con-
tinue et on a:

1. lim, o Fx(z) =1
2. lim, o Fx(z) =0

3.0 < Fy(z) < 1.

1.2.9 Fonction de masse

Soit X une variable aléatoire discréte. On appelle fonction de masse la
probablité P(X = x)

1.2.10 Densité de probabilité
Soit f une fonction définie de R dans R. f est dite densité de probabilité

(fonction de densité) si elle vérifie les propriétés suivantes:
L. f(x) >0 VzeR,

2. f est integrable,

3. Jg f(@)de = 1.
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1.2.11 Espérance mathématique, variance

L’espérance mathématique est la "somme” des valeurs possibles de
la loi de probabilité pondérée par la probabilité de chaque point. Elle
est définie pour les variables aléatoires discrétes et pour les variables
aléatoires continues.

La variance d’une variable aléatoire X notée Var(X) est 'espérance
de la variable aléatoire Y définie par Y = X — F(X).

Var(X) = 3 33(X — p)?

L’écart-type de la variable aléatoire X est la racine carrée de la
variance de X.

NB:

e La variance et l'écart type mesurent la dispersion autour de la
moyenne. On note souvent par o2 la variance et par o I’écart type.

e [’espérance est & valeurs dans R. La variance et 1’écart type, par
contre, sont & valeurs dans R™.

Cas d’une variable aléatoire discréte

Dans le cas d'une variable aléatoire discréte X, I'espérance est donnée
3
par:

E(X)=) aP(X =ux).
zef)
Exemple
Lancer d’'un dé a six faces. Les faces sont équiprobables, donc P(i) =
1
P(X =1) = G pour i =1,...,6. Soit X la variable aléatoire “résultat

du lancer”. L’espérance mathématique de X est donc:

E(X) = ) zP(X =ux)

xef)

= 1L.LP(X=1)+2PX=2)+..+6.P(X =6)
= (1+2+..46).;
=21/6=3.5
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Pour calculer la variance, nous utiliserons la formule

Var(X) = E(X?) — E(X)? Il nous faut donc calculer E(X?).

E(X?) = ) 2’P(X =uz)

Qfg.QP(X =1)+22P(X =2)+ ... + 62.P(X = 6)
=(1+22+...+6%).1/6

= 91/6

Par conséquent, Var(X) = 91/6 — (21/6)? = 105/36 ~ 2.92, et
ox ~ 1.71.

Cas d’une variable aléatoire continue

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X, est
donnée par :

B(X) = / ()

oo

Exemple

Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité f(z)
définie par:

fx) =

L’espérance mathématique de X est donnée par:

G 0" pour z > 0
0 sinon

E(X) = /_+OO xf(r)dx
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En intégrant par parties, on obtient:

1 —0z1+00 1 e —0z
EX) = 9(—5[xe I +3 e "dx)
400 0
:/ e " dy
0
1
= —%[6_%]3%
1
— —(0=1)= =
0(0 ) 0

Pour calculer la variance, on procéde de la méme facon que dans le cas
discret, il faut donc calculer F(X?), qui est donnée par:

+00 +00
E(X?) = / 22 f(x)dx = 0/ z?e 0 dy
- 0

oo

1
que l'on intégre par parties pour obtenir finalement Var(X) = =.

1.3 Lois de probabilités discrétes

1.3.1 Loi de Bernoulli

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre p
lorsqu’elle peut prendre les valeurs 1 ou 0 (succés ou échec) avec les prob-
abilités respectives pet 1 —pie. P(X =1)=pet P(X =0)=1—1p.
On note X ~ B(p).

La loi de Bernoulli décrit par exemple 'issue du jet d'une piéce de
monnaie, avec dans ce cas p = 0.5.

1.3.2 Loi Binomiale

Une loi binomiale de paramétre (n,p) est la somme de n variables de
Bernoulli de parameétre p. Elle modélise le nombre de succés parmi n
épreuves indépendantes (tirage au sort avec remise). On note X ~

B(n,p).
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1.3.3 Loi de Poisson

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de poisson de paramétre
A >0 si:

Elle est utile par exemple dans le domaine biomédical pour décrire
I’apparition de phénomeénes accidentels tels que les mutations.

Le tableau suivant donne la fonction de masse ainsi que l'espérance
mathématique et la variance de chacune des lois dicrétes décrites ci-
dessus

Dénomination Lois de probabilités Moyenne | Variance
Bernoulli B(p) P(X=x))=pet P(X=25)=1—p p p(1—p)
Binomiale B(n, p) P(X = k) = CkpF(1 — p)»* np np(l —p)
Loi de Poisson A > 0 P(X =k)= e_)‘;‘f—f A A

1.4 Les principales lois continues

1.4.1 Loi uniforme

On dit qu’une variable aléatoire X est uniforme sur Uintervalle [a,b] si
sa fonction de densité f(x) s’écrit comme suit:

1
fx) =4 b-a

0 sinon

six € |a,b

1.4.2 Loi normale

La loi normale, ou loi de Laplace-Gauss est une loi fondamentale dans
le calcul des probabilités et dans les statistiques.
On dit que X suit la loi normale de paramétres p et o(o > 0),
X ~» N(p,0), si sa densité de probabilité s’écrit :
1 2
1 ——2(1' — )
v(z) = e 20 c xeR
5@ =
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Théoréme 1.4.1 Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale
de parameétres (u,0?), alors la variable aléatoire

x J—
Y = suit une loi normale centrée reduite. on noteY ~~ N(0.1)

o

1.4.3 Loi exponentielle

On dit que X suit une loi exponentielle de parameétre 6 si sa densité de
probabilité s’écrit :

0 sinon

o) = { fe~ % pour x>0

La loi exponentielle est souvent utilisée pour décrire des probabilités
qui vont aller en diminuant avec le temps. L’exemple le plus connu est le
temps d’attente d’un bus. Dans le domaine biomédical, son application
la plus connue est ’étude de données de survie.

Le tableau suivant donne la fonction de densité ainsi que 1'espérance
mathématique et la variance de chacune des lois continues décrites ci-

dessus
Dénomination Lois de probabilités Moyenne | Variance
Uniforme flz) = { (%%Clsinon bour & € [a, : —2|_ ’ M
Normale flx) = U\;ﬂe_?l(tw o o
Exponentielle (0) flz) = { ge_;:lof:our z20 % %

1.5 Théoréme de la limite centrale (T.C.L)

Ce théoréme concerne le comportement asymptotique d’une somme de
n variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

Théoréme 1.5.1 Soient X1, Xo, ..., X, des variables aléatoires indépen-
dantes identiquements distribuées avec E(X;) = m et V(X;) = o? alors,

VT s N0, 1),

ot T est la moyenne donnée par

Z?:l ]
n




1.6 Inégalité de Tchebychev

L’inégalité de Tchebychev donne un moyen d’évaluer la distance entre
les valeurs prises par une variable aléatoire X et son espérance. Plus
précisément, elle donne une majoration de la probabilité que I’écart soit

grand.

Théoréme 1.6.1 Soit X une variable aléatoire d’espérance p(FE(X) =
©) et de variance o® finies alors, pour tout réel k > 0 on a: P[] X —
B(X)|<k>1-9



Chapter 2

Etat de 'art de 'optimisation
stochastique

2.1 Introduction

L’hypothése de la connaissance parfaite de tous les éléments du modéle
de la Programmation linéaire limite son utilité quand il s’agit de plan-
ifier en présence d’'incertitude. Dans plusieurs situations pratiques, les
coefficients a;;, b; et ¢; de la matrice technlogique, du vecteur ressources
et du vecteur coflit respectivement, ne sont pas connus avec certitude,
mais nous connaissons seulement leur distribution de probabilité. Quand
un ou plusieurs éléments d'un programme linéaire sont représentés par
des variables aléatoires, un programme linéaire stochastique se découle.
Il est important de noter qu’'un probléme linéaire stochastique est un
probléme « mal posé » du point de vue mathématique et qu’il est donc
essentiel de lui donner un sens en lui associant un probléme (détermin-
iste) équivalent. L’utilisation des équivalents déterministes est lice a
leurs propriétés de linéarité ou de convexité. Ce point est important en
pratique, ¢’est en effet pour les problémes linéaires ou convexes que nous
connaissons ou nous pouvons facilement développer des algorithmes de
résolution efficaces.

2.2 'Transformation en probléme déterministe

Le modele général de programmation linéaire stochastique est le suivant:

min  Z(z,w) = C*(w)x
5. (2.1)
r € S(w)={zreR"/A(w)x < blw),z >0}

17
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e A(w) est une matrice (m x n) dont les termes sont des variables
aléatoires,

e C(w) et b(w) sont des vecteurs aléatoires de R™ et R™ respective-
ment,

o 1z € R" est le vecteur de décision.

Les variables aléatoires sont définies sur un espace de probabilité
(Q, F, P) donné et de distributions connues.

Afin de simplifier la présentation de ce chapitre, nous étudierons
d’abord le cas ou les objectifs sont stochastiques et les contraintes sont
déterministes puis le cas ol les contraintes sont stochastiques et les ob-
jectifs sont déterministes.

2.2.1 Cas des objectifs stochastiques

Soit le probléme suivant:
min Z(x, w) (2.2)

zeS
Ou S={x € R" / Ax < b,x > 0} est un compact. A etb sont déter-
ministes.
On distingue plusieurs critéres qui puissent transformer un probléme
stochastique en probléme deterministe equivalent :

A- Le critére de Bayes (E-modéle)

Ce critére qui est introduit par Charnes et Cooper [9]. Il concerne la
minimisation de 'espérance mathématique de ’objectif:
min Z(z) = E[C!(w)]z = C'x (2.3)
zesS
Ce modeéle n’est efficace que dans le cas ou les variances des variables

aléatoires sont tres petites, c¢’est-a-dire, que les données sont peu disper-
sées. Ceci peut étre justifié par 'inégalité de Tchebychev.
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B- Le critére de la variance (V-modéle)

Ce modele consiste a minimiser la variance de 'objectif Z(z, w):

mino*(z) = o'V (2.4)

T€eS

O V est la matrice de variance-covariance du vecteur C(w).
C- Le critére espérance variance (E-V modéle)

Ce modéle consiste a minimiser la variance de Z(x,w) tout en réal-
isant un rendement minimum Z; préalablement fixé par le décideur.
Le modeéle est le suivant:
min o?(z) = 2'Vx
zes (2.5)
Cx > ZO
Les trois critéres cités précédemment sont utilisés dans de nombreuses
applications. En effet, ils nécessitent une information minimale sur la
variable aléatoire qui est facilement estimée & partir des données aquises.

D- Le critére de ’espérance mathématique de la fonction
d’utilité

Dans ce modéle, nous prenons en considération la notion du risque.
Nous construisons une fonction U qui a chaque niveau de gain associe
un nombre appelé "utilité", représentant I'importance qui lui est ac-
cordée. Lorsque nous connaissons U, U'interprétation de (2,1) est:

min E[U(C'(w)x)] (2.6)

xeS
Les inconvénients de cette approche sont:
- la construction de U.
- La difficulté de résolution du programme déterministe (2,6).

Exemple

Evaluons, en utilisant le crtitére (2,6), la fonction objectif dans le cas
ot C(w) suit une loi normale et la fonction d’utilité est exponentielle:
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U(r) =1—e* our est la valeur de Pobjectif et o > 0 est le coefficient
de risque encouru (« grand correspond a une attitude prudente).

Sir ~~» N(u, 0?), alors:

00 (r—n)? /952
EU) = / (1—e ) /—2/20 R
50 ™ o

C e . N e 2
Minimiser £(U) revient & minimiser p — %%

—t . : :
Dans notre cas . = C" et 02 = 2'Vx ou V est la matrice de variance-
covariance du vecteur C(w)

Nous obtenons donc un probléme quadratique de la forme:

. _t Oé t
— — 2.
rlnelgl(C’ T =5 V) (2.7)
E- Le critére du risque minimum(P-modéle)

Bereanu a donné ce modeéle en 1964 [5]

max P(C"(w)r < u) (2.8)

TeS

u est un seuil fixé par le décideur.

Dans ce modeéle, le décideur doit choisir un vecteur d’activité x dans
I’ensemble de décision S. S’il réalise une efficacité inférieure ou égale a
u, il sera récompensé et s’il dépasse le seuil il sera penalisé.

D’autre part s’il ne connait pas au préalable la distribution de C'(w), il
est obligé de minimiser le risque de ne pas avoir sa récomprense(risque
minimal) donc il va maximiser la chance d’avoir cette derniére.

Dans le cas ott C'(w) suit une loi normale de moyenne C et de ma-
trice de covariance V| la probabilité P(C*(w)x < u) s’écrira comme
suit:
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Cl{w)z —C' e -
(w)z <l :z:) = @(u),pourx # 0
VatVa VatVe VatVa
ou ¢ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée et ré-
duite N(0, 1).
1M t ; 5 ] u—C'a
Maximiser P(C"(w)z < u) revient & maximiser @(W)

P[C'(w)x < u] = P(

Sachant que ® est une fonction croissante, nous maximisons
—t
. u—C ' x . . . o
f(x) = s Ou minimisons g(x) = —f(z) | |
Donc le probléme (2,8) se transforme en probléme fractionnaire:

—t
min g(x) = Cr_u

zes - ValVx
F- Le critére de type K (KATAOKA [19])

(2.9)

Ce programme minimise l'objectif Z(z,w) avec une probabilité égale
aa(0<a<l).

min
sc  P(CYw)r <u)=a (2.10)
resS

Pour C'(w) qui suit une loi normale de moyenne C' et de variance 0? =

2'Vx, la contrainte P[C'(w)z < u] = « s'écrira:

P(C'(w)x <u)=a & P(Cf(ylf‘;fx < zgi) =«

—t
u—C x

s P rtVa:) =«

P u—étx — (I)_l(Oé)

ztVax

E

& u(x) = Clx+ P a)VatVe
Le programme équivalent a (2,10) s’ecrira:

min u(z) = Clx+ dHa)VatVa

€S
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L A —t .
Dans le cas ot ! (a)Va!Vx et C"xz sont convexes, la fonction u(z) est
aussl convexe.

.=t L :

En effet, la fonction C' x est linéaire donc convexe. V est une matrice
semi-définie positive donc v 2tV x convexe. Par conségent,® 1 (a)vatVx
est convexe si et seulement si ®~'(a) > 0 c’est a dire o > 3 voir [17].

Ainsi, lorsque o > %, la fonction u(z) est convexe.

2.2.2 Cas des contraintes stochastiques

Dans ce cas, nous supposons que l'objectif est soit déja transformé en
équivalent déterministe par I'un des critéres précédents soit qu’il est
déterministe & l'origine.
le modeéle est le suivant:

minZ(x) = C'z
s.c A(w)x < b(w) (2.11)
x>0

Il existe deux modeles déterministes équivalents a (2,11)

a- Le modéle avec seuil de probabilité sur les contraintes

minZ(x) = C'z
s.c P[A(w)x < b(w)] > « (2.12)
x>0

Dans ce cas, le décideur fixe a (0 < a < 1) et pour que la con-
trainte soit satisfaite dans les a pourcent des cas, il faut que P[A(w)z <
b(w)] > «

Un autre probléme équivalent a (2,12) est celui ou le décideur fixe un
seuil a; pour chacune des contraintes

minZ(x) = C'z
s.c PlA;(w)x <bj(w)] > a;i=1...m (2.13)
x>0

Dans ce modele, la question qui se pose est de savoir si les ensembles:
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qui dépendent des distributions de A et de b ainsi des seuils a et «; sont
convexes ou non.

Théoréme 2.2.1 (Kall [18]): S(0) et S(1) sont convexes quelque soient
les distributions de A et de b.

Dans ce qui suit nous citons quelques cas de convexité de S(q;) ou

S(a)
Cas ot A est déterministe et b aléatoire

C’est le cas le plus facile ou si F; est la fonction de répartition de b; on a:

S(a;) =4z € R"|P[A;x < bi(w)] > oy}
={z e R"|P[bj(w) < Ajx] <1— oy}
= {.I' ~ Rn‘All’ < Fi_l(l — Oéz)}
S(a;) est un ensemble de contraintes linéaires en , donc il est convexe.
D’ou le théoréme suivant:

Théoréme 2.2.2 (Kall [18]): si A est déterministe et b est aléatoire
alors le domaine S(q;) est convexe pour toute distribution de b;.

Cas ou A est b sont des variables aléatoires normales
1- A et b non indépendantes

Dans ce cas, on suppose que (A;, b;) est un vecteur normalement dis-
tribué de moyenne p; € R™! et de matrice des covariances V;. En vertu
de la théorie des probabilités t;(x) = A;x —b; a une distribution normale
de moyenne

n
mi(w) = Y piy — ping1
j=1

et de variance o?(x) = Z'VZ avec Z = (w1, x9, ..., Tp, —1)! et o;(x) >
0,Vx car x,1 = —1.
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Dans ce cas,

S(a;) ={ze€ R”\P(t‘—m < 2B > a)

{r € BR(7) > a)
{z € R = mi(z) + @ (an)ou(x) < 0}

S(ay;) est convexe si et seulement si o > 1.

l\')l

2- Aethb indépendantes
On suppose que aj ~» N (g5, v7;) et by ~ N (my, 07)
alors, la variable A;x — b; suit la loi normale:

E Wi T — ml,g waj—i—a

Ainsi,

S(a@)—{xeR”/Zu”xj m; + & (o) vajxf—i— o? >0}

7=1

S(a;) est convexe si et seulement si v > 1.

b- Modéle avec recours

24

Dans ce modeéle on dispose de la possibilité de remédier a une stratégie
ot a la décision déja prise est éventuelement trop optimiste. Par con-
séquent on aura a mettre en oeuvre des actions correctives représentées

par le vecteur y(K x 1). Une fonction de pénalité ¢'(w)y est alors in-

troduite pour compenser la violation des contraintes.

¢'(w) désigne le vecteur coiit de violation des contraintes et y le vecteur

des pénalites.

La minimisation de la fonction de pénalité conduit au probléme suivant:

Q(z,w) = ming'(w)y
s.c

(2.14)



CHAPTER 2. ETAT DE L’ART DE L’OPTIMISATION STOCHASTIQUE 25

Ou W(m x k) est la matrice de recours

L’objectif de ce probléme est de minimiser sur les variables x € S
tout en veillant & ce que les colits au second niveau soient minimaux en
moyenne.,

Le modéle correspondant est alors:

min E[C'x + min,q' (w)y]

stSA(wn + W(w)y = b(w) (2.15)
y >0

Ce qui est aussi équivalent a:

min C'z + E(Q(x,w))

zeS
ol

S={reR" VweQ Iy >0/A(w)x+ W (w)y =b(w),z >0}

Dans le probléme précédent (2.15), les décisions = sont prises de telle
sorte que S soit non vide c’est a dire que la variable x est telle que le
probléme (2.14) soit fini pour tout w, (Q(z,w) < oo V w € Q).

Wets |28] a montré que S est un ensemble convexe et que la fonction
(Q(x,w) est convexe aussi.

On distingue différents types de recours:
1- Le recours fixe

Un recours est fixe si les coeflicients de la matrice de recours W(w)
sont fixes ,c’est-a-dire W (w) = W.

2- Le recours fixe complet
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Un recours fixe est dit complet si:
Ve € R" Jy > 0 tel que Q(x,w) < 00, Vw € Q.

3- Le recours relativement complet

Le recours est relativement complet si:
Ve e S CR" Jy >0 tel que Q(x,w) < oo, Vw € Q.

On remarque que la différence entre le recours complet et le recours
relativement complet se porte sur I’ensemble des  pour lesquels il ex-
iste une solution de second niveau. Si cet ensemble est le domaine de
définition de x a la premiére étape, le recours est relativement complet
et dans le cas ol le domaine de définition de x est R, alors le recours
est complet.

4- Le recours simple
Un recours fixe est simple si la matrice de recours est de la forme
W(I,—1I) ou I est la matrice identité d’ordre m.

Dans ce cas, le vecteur y est décomposé en deux parties:

1. yT(m x 1): variables d’écart par exces.
2. y~(m x 1): variables d’écart par défaut.

Le vecteur de pénalité ¢(w) peut se décomposer comme suit:
¢ (w) = bw) — A(w)zx si b(w) — A(w)xz >0
¢ (w) = A(w)z — b(w) si b(w) — A(w)z < 0

Avec cette décomposition, le probléme (2,14) s’écrit:

Q(z,w) = minfg" (w)y™ + ¢ (w)y”]
yt 4y = bw) — Alw)x (2.16)
y">0,y" >0
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Par conséquent le probléme (2,15) est équivalent a:

I:?eigl[Ctx + E(miny(q¢" (w)y" +q (w)y™))]

yt+y = b(w) — Alw)z (2.17)
y">0,y" >0

Théoréme 2.2.3 (Kall [18]
Q(x,w) est fini si et seulement si (¢"(w)y™ + ¢ (w)y~ > 0 avec prob-
abilité 1.

Dans ce qui suit, nous détaillerons le modeéle avec seuil de probabilité
et le modele avec recours sur un exemple.

Exemple:
Considérons le probléme suivant:

min 7 (z) = 2x1 + 22
s.c 1 +x9 <4
0, 55(31 + 0, 35[72 > b(w)
I Z O,xg Z 0

(P) (2.18)

Ou b suit une loi uniforme sur l'intervale [1.2,1.6].

Ce probléeme correspond & la recherche du cofit minimal pour une
opération de fusion de deux types de minerai. La firme utilise cette in-
terprétation si elle n’a pas de capacité de stockage et souhaite maintenir
le nombre de clients satisfaits. La demande est aléatoire et uniforme et
un probléme de capacité limite l'opération a 4 unités.

% En premier lieu, nous remplacons la demande par son espérance
Eb(w)) =14

La solution du probleme:

min Z(I’) = 2$1 + X9
T+ T2 < 4

0,5331 + 0,3.%2 > 1.4
21 20,29 >0
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sest x] = 1, x5 = 3. La valeur optimale Z* = 5. La probabilité pour
que cette solution soit admissible est:

1
Pb14+3<4,05%140.3%x3>b(w))=P[1.4>bw)] = 5
% Pour l'interprétation avec seuil sur les contraintes, choisissons
a=0.9.
Elle doit étre en mesure d’assurer les livraisons & 90%.

Dans ce cas la contrainte devient:

P(0,5z, + 0,325 > b(w)) > 0.9

Soit F' la fonction de répartition de b(w), alors:

P(0,5z1 4 0,3z > b(w)) > 0.9 < 0,5z, + 0,3z, > F~'(0.9)

Or F71(0.9) = 1.56.
Le probléme avec seuil de probabilité sur les contraintes stochastiques
s’écrit comme suit:

min Z(x) = 2z + X9
T+ T2 < 4

0,52, 4+ 0, 325 > 1.56
12> 0,29 >0

La solution est 7 = 1.8, x5 = 2.2 et la valeur optimale Z* = 5.8

% Considérons maintenant un probléme avec recours.

Supposons que la firme ait un contrat stipulant que la demande doit
étre satisfaite et qu’elle doit commander le minerai & 'avance. Si elle
produit trop, elle peut écouler 'exédent chez d’autres clients a 2 unités
monétaires au dessous du taux fixé. Si elle produit trop peu, elle peut
acheter sur le marché le complément a 4 unités monétaires au dessus du
taux fixé. Les colts suplémentaires sont:

2(0,521 + 0,329 — b(w)) si 0,5x1 + 0,3x9 — b(w) >0
4(b(w) — 0,521 — 0,3x9) si 0,521 + 0,329 — b(w) <0

Soit Q (1,2, w) ce colt suplémentaire, c’est aussi la pénalité que 1'on
doit ajouter & la fonction économique d’origine. le probléme avec recours
revient a résoudre :



min[2z + o + E(Q(x1, 22, w))]
T+ 29 < 4
I 2 O,.I'Q Z 0

Soit:

1 0,52140,35 1 0,5214+0,3x2
E(Q(a:l,xg,w))] = —/ 2(0,51’1+0,3$2—t)dt+—/ 4(t—0,5$1—
0.4 1.2 0.4 1.9

15 82
E(Q(z1, 20, w))] = 7(0, 521 + 0, 322)* — 22(0, 521 + 0, 325) + =

On obtient un probléme quadratique :

min £(0, 521 4 0, 322)? — 921 — 5.6z5 + 2
T+ 29 < 4
x1 20,22 20

La solution optimale est ] = 0,25 = 4 et la valeur optimale
Z* =4.28.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné les différents critéres permettant
de transformer les problémes stochastiques en problémes déterministes.
Nous remarquons que cette transformation dépend de I'information que
nous avons sur les variables aléatoires.



Chapter 3

Etat de 'art de 'optimisation
linéaire multi-objectifs

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons des problémes de décision caractérisés
par des objectifs linéaires, multiples et conflictuels qui doivent étre op-
timisés sous certaines contraintes linéaires qui délimitent ’ensemble de
décision. De tels problémes ont beaucoup d’applications dans divers do-
maines comme |’économie, la gestion de la production, le transport, ...

Mathématiquement, le probléme linéaire multi-objectifs (PLMO) se
formule comme suit:

{ min” Z(x) = (Zi(x). Za(2). ... Z,(x))

s.c v €S (3-1)

Ou Zy(z) = Clx, Vk=1,...,p, Cp €R", xR

L’ensemble S = {x € R"/Ax < b,x > 0} oi A est une matrice m x n
et b € R™ est supposé non vide.

Le symbole 7 7 signifie que (3.1) est mathématiquement mal posé
¢’est-a-dire qu’il n’existe aucune solution qui satisfait simultanément
tous les objectifs car ceux-ci sont souvent conflictuels. Dans ce cas,
la notion d’optimalité sera remplacée par la notion d’éfficacité ou de
dominance.

30
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3.2 Dominance et efficacité

Comme nous 'avons déja mentionné, il existe souvent des conflits entre
les fonctions objectifs du (PLMO). C’est pour cela, qu'au X I X" siécle
Vilfiedo Pareto, un économiste italien, a défini un équilibre tel que I’on ne
peut améliorer la valeur d’'un objectif sans détériorer la valeur d’au moins
un des autres objectifs. Cet équilibre s’appelle solution Pareto optimale
ou solution efficace ou encore solution non dominée. Par conséquent,
une solution Pareto optimale est définie comme suit:

Définition 3.2.1 : Un point x € S est dit Pareto optimal ou efficace
s’il n’existe aucun ' € S tel que

Zi(2") < Zi(x), pour au moin un k€ {1,2,...,p}

Définition 3.2.2 Un point Z(x) € Z(S) est dit non dominé s’il n’existe
aucun autre point Z(x) € Z(S) tel que

Zy(2") < Zy(x), Vk
Zi(2") < Zp(x), pour au moins un ke {1,2,...,p}

Définition 3.2.3 Un point x € S est faiblement efficace s’il n’existe
aucun autre point x' € S tel que Zy(2') < Z(x), Vk

Définition 3.2.4 Un point Z(z) € Z(S) est faiblement non dominé s’il
n’existe aucun autre point Z (') € Z(S) tel que Zy(z') < Zy(x), Vk

3.3 Autres définitions utiles

Dans ce paragraphe, nous allons définir briévement quelques éléments
auxquels nous ferons référence dans la suite de ce document. Pour plus
de détails, le lecteur est renvoyé & Hwang [16].

3.3.1 Point ideal

C’est le vecteur M = (M, ..., M,) dont les coordonées My; k =1,...,p
sont données par
Mk = min Zk(ZU)

€S
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3.3.2 Matrice des gains

Soit Z(!) la solution optimale associée a Z;(z). La matrice carrée d’ordre
p formée par les éléements Z;,(ZW) est appelée matrice des gains et on a:

/ M, A (5(2)) . Zl(f(k)> o Zl(f(p)) \
Zo@M)y My ... .. Zy(TW)
My,

\ 2,zV) Z,z?) ... Z,@®) ... M, )
3.3.3 Point nadir ou anti-ideal

C’est le vecteur m = (my,...,mg,...,m,) dont les coordonnées my,
k=1,...,psont données par

my = max Zi(x)
xes

3.3.4 Les poids

Ce sont des nombres A\, k = 1,...,p associés aux objectifs Z; et qui
désignent I'importance accordée & ces objectifs. Ils sont en général nor-
més, c¢’est-a-dire que,

p
d =1 M=>0
k=1

3.3.5 Point de référence

C'est un vecteur Z = (Z1, Zo, ... ,7p) dont les coordonnées sont les
valeurs souhaitables que I'on doit atteindre.

3.3.6 Taux de substitution marginal

C’est la quantité dont la valeur d’un objectif est diminuée pour com-
penser un gain sur un autre objectif alors que les valeurs de tous les
autres objectifs restent inchangées.
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3.4 Méthodes de résolution

Confronté & un probléme de programmation linéaire multi-ojectifs, I'objectif
du décideur est de choisir parmis toutes les solutions efficaces celle qu’il
estime étre (la plus) satisfaisante. Dans ce qui suit, nous allons décrire
les méthodes les plus utilisées pour la détermination d’un tel "meilleur
compromis".

3.4.1 Meéthodes scalaires
a) Utilisation d’une fonction d’utilité
Le décideur minimise une fonction U = U(Z1(z), Za(x), ..., Zy(x))

qui combine tous les objectifs dite fonction d’utilité. Deux modeéles sont
généralement utilisés:

e Modéle additif
p

min Y Up(Zi()) (3.2)
k=1

TeS

e Modéle multiplicatif

min | [ Ur(Z(2)) (3.3)
k=1

zesS

Cette méthode exige que les objectifs soient compatibles.
b) Somme ponderée
Le décideur affecte un poids A\p a chaque objectif Z;(z) puis minimise
la somme pondérée des objectifs

p
min Z )\ka (x)
k=1

s.c x €S
AEA

(3.4)

p
ou A ={\¢€ R”\Z Ak =1, A\ > 0} est I'ensemble des poids.
k=1
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Cette méthode est tres simple & utiliser mais présente des problémes
de comparabilité et de compensation.

Afin d’éviter le probléme de compensation, on impose des seuils a, > 0
aux objectifs. Dans ce cas, le probléme (3.4) devient:

( p
min ;)\ka(:c)
< =1,...
S he=1
k=1
L (0753 > O, )\k >0

Théoréme 3.4.1 Théoréme de Geoffrion [12]

1. Six €S est optimal pour (3.4) ou (3.5) alors, x est efficace pour
le probleme (3.1).

2. Six € S est efficace pour (3.1) et S convexe alors, il existe un
vecteur A = (A1, A, ..., Ap) de A tel que x est optimal pour (3.4)
ou (3.5).

c) Goal programming

Le décideur fixe un but Z = (Zy, . ..

,Z,) (ou un point de réference)
puis cherche la solution la plus proche de Z .

p
min ; |Z1(x) — Zi| (3.6)
ou
p —_—
min ;)\kle(ﬂf) — Zil (3.7)

3.4.2 Méthodes non scalaires

a) Meéthode lexicograghique
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Elle consiste & ordonner les objectifs selon leur importance et ensuite
optimiser le plus important, puis le second ainsi de suite...
Supposons que

Zy(x)>Ps  Zo(x) > ... > Zy(x)

important

On résout le probléme suivant:

p

Soit x} sa solution optimale avec Z;(z7) = Z5

puis on résout:
{ min Z(x)

zes

Z\(x) = 23

Par la suite :

min Zy(z)

Z\(x) = 27
Zo(x) = 23

A la k'€ itération on résout:
( min Zy(z)
z€eS

Zi(2) = 7
$ Zoe) = 2 (338)

\ Zk—l(x) - Zl:—l

La solution optimale du dernier probléme (3.8 ) est efficace pour le
probléeme (3.1).

b) Meéthode min-max

Elle utilise la norme de Tchebychev (norme infinie) qui consiste a
maximiser le plus grand écart entre Z(z) et un point de référence Z

1Z(2) = Zlloc = max || Zy(x) = Zi|

Ainsi le probleéme (3.1) s’écrit sous la forme :

min max | Z;,(z) — 74|
res k=1,p
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min «

S.C

Ze(z) — Zi| < (39)
resS, a>0

Théoréme 3.4.2 Théoréme de Bowman [6]

1. Toute solution optimale de (3.9) est efficace pour (3.1).

2. Toute solution efficace pour (3.1) est optimale pour (5.9).

Plusieurs versions de la norme de Tchebychev peuvent étre consid-
érées.

e La norme de Tchebychev pondérée

min max \g| Zp.(7) — Zj|
r€S k=Ip

e La norme augmentée de Tchebychev

p
min max | Z.(x) — Z;| + Zolx) — 7
iy kzl,p‘ K(T) — Zy] ﬂ;\ k() — Zy

e La norme augmentée et pondérée de Tchebychev

p
min max \e| Z(x) - Zil 40 Ml Zi(x) = Zi|
T REL k=1

p > 0 et trés petit, \p > 0.

3.4.3 Meéthodes heuristiques

Pour certains problémes multi-objectifs, I’ensemble des solutions Pareto
optimales peut étre trés grand. C’est pour cela que les chercheurs
recourent aux méthodes heuristiques pour donner une estimation de
I’ensemble efficace. Nous ne parlerons pas de ces méthodes dans le cadre
de ce mémoire. Nous renvoyons le lecteur intéressé a Evans [11].
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3.4.4 Meéthodes interactives

Une méthode interactive consiste en une série d’étapes de calcul et de
dialogue avec le décideur. L’étape de calcul fournit une premiére so-
lution. Celle-ci est présentée au décideur qui réagit en apportant des
informations supplémentaires sur ses préférences (étape de dialogue).
Cette information, une fois injectée dans le modeéle utilisé, permet de
construire une nouvelle solution.

Dans cette classe de méthodes, le décideur intervient dans chaque
étape de résolution du probléeme donné. Les processus de calcul et de
dialogue sont alternés.

Dans ce qui suit, nous donnerons les grandes lignes des méthodes
intéractives qui seront exploitées dans le prochain chapitre, a savoir,
la méthode STEM de Benayoun [4], la méthode de Geoffrion-Deyer-
Feinbergue [13] et la méthode de Nakayama [24].

1) Méthode STEM de Benayoun

Il s’agit d’une des premiéres méthodes de programmation linéaire
multi-objectifs. Elle repose sur les éléments suivants:

e Le point idéal M = (M, ..., M,)

e La matrice des gains d’éléments 25, k=1,...,p, j=1,...,n.
e Le point nadir m = (myq,...,my).

e [’estimation de l'intervalle de variation de Z; sur 'ensemble des

solutions efficaces [ My, my]

e Les coefficients de variation normalisés ou poids techniques:

Ak

— p
> o
=1

Tk
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avec
my, — M,

ap = ——

||

L’utilisation de la norme pondérée et augmentée de Tchebychev per-

met de transformer le probléme (3.1) au probléme déterministe suivant:

p

fg{gg[kgf}?fp(ﬂk(ckx —Z) +p ; T (Crx — Zy))]

En vertu de la technique "big M" [10], ce dernier probléme s’écrit

sous la forme:
.

p
minMé—Zﬁk
k=1

< Wk(CkZU—Z)S(S—fk
resS
(020, & =0

2) Méthode de Geoffrion, Deyer et Feinberg

Cette méthode est basée sur la minimisation d’une fonction d’utilité
définie de manicre implicite par le décideur [13].

A chaque itération, une approximation linéaire de la fonction d’utilité
est générée et minimisée. La minimisation se fait par la méthode du
gradient.

Le probléme & résoudre est le suivant:
{ minU(z) = U(Zi(x), ..., Zr(z)) (3.10)
s.c x €S

L’idée principale de cette méthode est la suivante:

Soit 2" € S un point réalisable, alors au lieu de la fonction d’utilitée U
nous optimisons son approximation au point z". Si la solution est y”,
alors d" = y" — 2" est une bonne direction dans laquelle on cherche une
amélioration de la fonction objectif U.

En tout point réalisable 2", 'approximation linéaire est:
y — Uly) et U(z") + V, U (") (y — z")



Aprés la minimisation de I'approximation linéaire, le probléme (3.10)
devient;:

p
min » ~ —I}V, Zp(z")y (3.11)
k=1
Avec

Iy = (dU(Z(2")/dZy) /(AU (Z(2")) ) dZ,)

ol [;; est le taux de susbtitution marginal de Z; et Z,,.
3) Meéthode de Nakayama [24]

Cette méthode utilise la norme infinie et un niveau d’aspiration r
donné par le décideur a chaque itération.

Le probléme & résoudre est le suivant:

i A —Z 3.12
min max Al — Zi(2)] (3.12)
1
Ou N\, = 7 est le poids affecté au k-iéme objectif, M est le
r —

k
point idéal et S est la région réalisable.

Apreés avoir obtenu la solution du probléme (3.12), nous la présentons
au décideur. Ce dernier classe les fonctions objectifs en trois classes:
(1) la classe des objectifs qu’il désire améliorer.

(2) la classe des objectifs qu’il accépte de relaxer.
(3) la classe des objectifs qu’il ne souhaite pas changer.

Le nouveau niveau d’aspiration pour les fonctions objectifs de la
classe 1 et 2 sera donné par le décideur. Pour la classe 3, nous gar-
dons le niveau d’aspiration précédent.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une vue panoramique des prin-
cipales méthodes de résolution des problémes linéaires multi-objectifs.



CHAPTER 3. ETAT DE L’ART DE L’OPTIMISATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS 40

Certaines d’entre elles, peuvent étre utilisées ou combinées avec d’autres
méthodes pour résoudre des problémes non linéaires multi-objectifs.



Chapter 4

Etat de 'art de 'optimisation
linéaire multi-objectifs stochastique

4.1 Introduction

Un probléme linéaire multi-objectifs stochastique se définit comme suit:

Iergi(n)(Zl(a:, w), Zy(x,w), ..., Zy(x,w)) (4.1)
o S(w) = {z € R"/A(w)z < b(w),z > 0} et Zx(x,w) = CL(w)x
A(w) = (a;j(w)),1 <i<m,1 < j <n est une matrice aléatoire.
b(w) = (bi(w)),1 < i < m et Cp(w),1 < k < p sont des vecteurs
aléatoires.
Les variables aléatoires sont définies sur un espace de probabilité (2; F; P)
et leurs distributions sont supposées connues.

Les méthodes de résolution des problémes multi-objectifs stochas-
tiques passent par deux transformations qui ne peuvent étre considérées
simultanément. Ben Abdelaziz |2, 3| qualifie ces deux transformations
d’approche multicritére et d’approche stochastique. La premiére, trans-
forme le probléme multi-objectifs stochastique en un probléme multi-
objectifs déterministe. La deuxiéme rameéne le probléme multi-objectifs
stochastique & un probléme stochastique mono-objectif.

41
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4.2 Approche multicritére

Dans cette approche, les objectifs stochastiques sont transformés en leurs
équivalents déterministes en utilisant les critéres de la programmation
linéaire stochastique mono-objectif (E-modéle, V-modéle, E.V-modéle,
K-modele et le P-modeéle). A partir de 1a, un concept d’efficacité est
défini pour chaque critére.

Définition 4.2.1 (efficacité au sens de l’espérance mathématique, White
[29])

x € S est une solution efficace au sens de [’espérance mathématique
pour (3.1) si elle est pareto efficace pour le probléme multi-objectifs.

min(@ix,@éx, ...,6;37) (4.2)

zeS

On, O}, est l'espérance mathématique du vecteur aléatoire Ci(w)..

L’utilisation de la variance donne lieu au concept suivant:

Définition 4.2.2 (efficacité au sens de variance, White [29])
x € S est une solution efficace de variance minimale pour (3.1) si elle
est pareto efficace pour le probleme multi-objectifs

I;_leig(a%(fv),ff%(w),---70]3(93)) (4.3)

Définition 4.2.3 (efficacité au sens de l’espérance-variance)
x €S est une solution espérance-variance efficace pour (4.1) si elle est
pareto efficace pour le probéme multi-objectifs

. —t —t
{ min,es(Cyr, Coz, ..., C)x)

minges(oi(x), 03(x), ..., 05(x)) (44)

Dans le cas ou les Cj(w) sont des variables aléatoires normales (4.3)
et (4.4) sont des problémes multi-objectis quadratiques.

Pour appliquer le critére du risque minimal au probléme(4.1), le decideur
doit fixer un niveau d’aspiration u; pour chaque objectif stochastique et
trouver le vecteur de décision x pour lequel la probabilité que le k-iéme
objectif ne dépasse pas le seuil u; soit maximum. Dans ce cas, nous
définissons le concept d’efficacité suivant:



CHAPTER 4. ETAT DE L’ART DE L’OPTIMISATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS STOCH/

Définition 4.2.4 (Risque minimal-efficacité, Stancu-Minasian et Tigan[25])
x € s est une solution efficace de risque minimum et de seuilsuy, ..., u,
pour (4.1) si elle est pareto efficace pour le probléme.
rgggc(P(Cf(w)x < up), ..., P(C’;(w)x < uy)) (4.5)
Pour résoudre ce probléme, les auteurs proposent une méthode sequen-
tielle sous les hypotheses suivantes:
061];56 <oo,k=1,2,...,p
o/l > T, = minxeg(azx)
o0 n’appartient pas a S

Le décideur ordonne les objectifs selon 'ordre d'importance croissante
et résout le probléme

max(P(Cl(w)r < uy))

€Sy

Avec Sy = S = {z € R"|Az < b,x > 0}. En tenant compte de sa valeur
optimale p;, il résout

Ife%f(Pw;(w)x < uy))

Avec S1 = {x e R"P(Cl(w)x <wy) >p1 — €1}, > 0.
Soit po sa valeur optimale.

La solution finale est donnée par le probléeme:

max (P(C;(w)l‘ < up))

:L'GSpfl

Avec Sy = {z € R"z € Sp_9, P(C}_j(w)xr < up11) > Pp1—€p-1}
et €p—1 > 0

Enfin, le dernier critére que nous pouvons appliquer au probléme (4.1)
est celul de Kataoka.

Définition 4.2.5 (Solution efficace avec probabilités an, ag, ..., o)
x € S est une solution efficace avec probabilités aq, o, ..., 0 ou a-
efficace pour le probleme (3.1) s’il existe u € RP tel que (z,u) soit
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pareto efficace pour le probléme.

min(uy, ug, ..., Up)
T,u

sc P(Cl(w)x <wug)=agk=1,..,p (4.6)
reS

Remarque 1 Toutes ces définitions sont associées au méme probléme
multi-objectifs stochastique (4.1). Une des principales préocupations
des chercheurs est d’établir des relations entre les différents concepts
d’efficacité. L’une de ces relations est présentée dans Caballero et alf7].
Elle se rapporte spécialement au concepts d’efficacité au sens du risque
manimal et a efficacité avec seuils de proabilités comme le montre le
théoreme et corollaire suivants:

Théoréme 4.2.1 (Caballero et al [7]) Si la fonction de distribution de
la variable aléatoire Cy(w) est continue et strictement croissante alors,
x € S est une solution efficace pour le probleme (4.5) si et seulement si
(x,u) est une solution efficace du probléme (4.6) avec u et «v tels que:

P(Cl(w)r <wuyg) = o, Vk € {1, ..., p}

Corollaire 4.2.1 (caballero et al.[7]) Soit Eygp(u) respectivement Er ()
ensemble des solutions efficaces du probléeme (4.5) respectivement (4.6)

alors,
U E]WR(U) = U EK(CY)

u€RP aeB

Avec B={a € RP|a; € (0.1),k=1,...,p}

4.3 Approche stochastique

Cette approche consiste a appliquer I'une des techniques d’obtention des
solutions efficaces de la programmation linéaire multi-objectifs déter-
ministe qui conduisent généralement a la résolution d’'un programme
mono-objectif.

La technique la plus utilisée est la somme pondérée.
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4.3.1 Somme pondérée

Le probléme stochastique associé au probléme (4.1) par cette technique
est:

min Z(z,w) Z)\kC’k (4.7)

reS

ot les A\ sont des poids affectés aux objectifs tels que: Ay > 0 et
P =1
k=1 "k

L’application des critéres (Espérance, Variance, Espérance-Variance,
Risque Minimal et Kataoka) conduisent a de différents programmes
déterministes dont les solutions optimales sont efficaces pour (4.1).

La comparaison entre les deux approches permettra de dire si une so-
lution efficace de 'approche multicritére est aussi une solution efficace
pour "approche stochastique.

4.4 Comparaison des deux approches

Caballero et al. [7] ont comparé les solutions efficaces obtenues par
I’approche stochastique avec celles obtenues par I'approche muticritére
dans le cas ou les coefficients des objectifs sont des variables aléatoires
continues. Il ont supposé que I'ensemble S est déterministe ou qu’il a
été transformé en équivalent déterministe en utilisant le modeéle avec
seuils de probabilité sur les contraintes ou le modéle avec recours vu au
chapitre 2.

Pour la comparaison, nous résolvons le probléme (4.7) avec les critéres
cités ci-dessus. Dans chaque cas, nous comparons

4.4.1 Critére espérance

L’application du critére espérance sur le probléme (4.7) donne

min Z (z Z/\kC’kx (4.8)

€S
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La relation qui existe entre (4.8) et (4.2) est la méme que celle qui existe
entre n'importe quel probléme multi-objectifs avec son probléme associé
(avec des poids)(voir le théoréme Geoffrion ).

4.4.2 Critére variance

La variable aléatoire Z(z,w) = > 7_; MCl(w)z est une combinaison
linéaire des variables aléatoires Zi(z,w) pour que k = 1,..., p, sa vari-
ance dépend des variances des variables Zy(x,w) ainsi que de leurs co-
variances (voir Hogg et Graig [15]). Dans ce cas

p

p
(2) =Y Nogr+2 > MAoks()

k=1 k,s=1,k<s

Ot o5() est la covariance de la variable Z(z,w) et Zs(z,w). L’application
du critére de la variance conduit donc au probléme

p p

20N )

min o () = Z Ao + 2 Z A AsOgs () (4.9)
k=1 k,s=1,k<s

Si les covariances des fonctions objectifs sont nulles, autrement dit si

ors(x) = 0,Vk,s € {1,...,p}, k # s et Vo € S alors

€S

P
min o?(z) = Z Ao
k=1

4.4.3 Critére de risque minimal

Le critére déterministe généré par le critére de risque minimum appliqué
au probléme (4.7) est

Le niveau d’aspiration w est fixé pour la fonction >, _, /\kéz(w)aj
qui n’est pas un objectif du probléme d’origine. Pour que le critére du
risque minimal soit correctement appliqué a la somme pondérée, il faut
que u soit une combinaison linéaire des niveaux d’aspiration fixés pour
les objectifs Zy(x,w), autrement dit,
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4.4.4 Critére de type Kataoka

L’application du critére de Kataoka a la somme pondérée n’est possible
que si la probabilité pour laquelle la fonction Z(z,w) = > 1_, Aka]f(w)x
ne dépasse pas le seuil u est donné par a = Y7 _; Agoy, ol les oy, sont
les probabilités fixées pour les objectifs Zy(x,w).(Les poids Az doivent
étre normalisés). Il en résulte le probléme déterministe suivant:

min u
r€S . (4.10)
sc P MCr(w)a <u) =370 Aeoy
Pour ces deux derniers critéres, il est impossible d’établir une quel-

conque relation entre les solutions obtenues par les deux approches sans
tenir compte de la nature des variables aléatoires C(z,w).

Exemple
Si C(w) = (C1(w), Ca(w), .. C’p(w)) est un vecteur aléatoire multinor-
mal d’espérance C' = (C1, 6 ..,C}p) et de matrice de covariance

Vor Vo .0 Vg L. Vg,
Vii Vi .. Vi ...Vl

C
(Vl Vis .. Viy ..V,
Vi Vi oo Vs .V,

Le critére de Kataoka donne le probleme suivant:

p
min Z AeCrpz + &1 Z NatVir +2 ) Mt Vigr

k,s=1,k<s
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Ou bien )
min kz:; M Cra + Bo(x) (4.11)

avec 3 = &7 (a) et

p p
o(z) = Z NeatVia + 2 Z ATt Vi
k=1

k,s=1,k<s

Si les covariances des objectifs sont nulles (les variables aléatoires sont
indépendantes), on peut dire que’il y a une relation entre les solutions du
probléme de la somme pondérée et les solutions du probléme de Kataoka.
Donc, dans le cas ou existe une dépendance entre les objectifs, ce qui
est souvent le cas dans les problémes pratiques, 'approche stochastique
est plus appropriée que 'approche multicritére pour la résolution des
problémes multi-objectifs stochastiques.

4.5 Méthodes de résolution

Un probléme déterministe qui résulte du probléme stochastique (4.1) est
soit mult-objectifs linéaire ou non linéaire, s’il s’agit de 'approche mul-
ticritére soit mono-ojectif linéaire ou non linéaire, s’il s’agit de ’approche
stochastique. Par conséquent, toutes les méthodes connues de I'optimisation
mono-objectif ou multi-objectifs peuvent étre éxploitées dans les deux
cas pour générer I’ensemble complet ou partiel des solutions efficaces du
probléme (4.1). Le lecteur intéréssé par plus de détails peut consulter la
référence [8]. Par contre, nous exposerons ci-dessous quelques méthodes
particuliéres dites interactives.

4.5.1 Méthodes interactives

Pour différents contextes d’information sur l'incertitude, il existe dans
la littérature, les méthodes PROTRADE [14], STRANGE [27] et Bel-
lahcene [1].

1. Méthode PROTRADE
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PROTRADE (Probabilistic Trade-off Development Method) a été
établie par Goicoechea Dukstein et Bulfin. Inspirée du modéle
STEM de Benayoun [4], elle s’applique aux problémes ayant des
objectifs stochastiques et des contraintes non linéaires détermin-
istes. Cependant, son utilisation pour la résolution des problémes
pratiques est tres difficile, car elle nécessite 'introduction d’une
fonction d’utilité. Son champ d’application est donc trés limité.
Par conséquent, nous n’exposons pas ici les détails cette méthode.

2. Méthode STRANGE

STRANGE (STRategy for Nuclear Generation of Electricity) a
été développée dans le but de résoudre des applications concrétes
de planiffcation d’investissements soumises par la société Belge
d’ingénierie dans le domaine énergétique. (Pour plus de détails

sur ces applications, le lecteur peut consulter les documents suiv-
ants : Teghem et Kunsch [26], Kunsch et Teghem [20], Kunsch [21]).

Le probléme considéré dans [27] est le suivant :

{ min Zp(z) = Cyx k=1 ..p (4.12)

reS = {z|[Ax <b, x>0}
Ou z et C} sont des vecteurs de R", A est une matrice (m,n) et
b est un vecteur de R™. De plus C} et (A;b) sont des variables
aléatoires discretes.
Chaque objectif Z; dépend d’un ensemble de sénarios si;
sp=1,...,5% tels que :

Sk
P(Cy = Cis,) = Prsy Zpksk =1

sp=1
De méme, soient (A,;b,); 7 = 1, ..., R les diverses réalisations envis-
agées pour les coeflicients de (A; b) et g, les probabilités subjectives
leur correspondant

R
PA=A.b=0b)=¢q, Y g=1
r=1

Le probléme déterministe associé a (4.14):
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Chaque objectif est démultiplié pour chaque scénario de facon &
obtenir > ¥_, S* nouveaux objectifs tels que :

Zisy = Crs, s k=1,..,p; sp=1, .., S

Un recours simple est ensuite introduit dans les contraintes de telle
sorte que :

Arx + y(r)—'_ - y(r)— = b?“u r = 17 ey Ra

Ainsi, l'incertitude au niveau des containtes se mesure 4 la l'aide
d’une fonction de pénalité représentée par I’'objectif supplémentaire

p+1 Z Q’I“ﬁ

oit ") est un m-vecteur de pénalités éventuelles permettant de
discriminer différement les violations des contraintes pour chaque
réalisation r.

Ainsi le probléme déterministe associé s’écrit :

min Zys, (v) = Cis@ k=1,...p sy,=1.. 5%
s.c (x,y"* ¢y e S0,

Ou SY est défini par:

= (g YO, = 1, BIAT + 0 =yl = b 0 >
Oy )+ > >0,y (7") 20}
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Détermination du premier compromis:
Pour chaque objectif Zp,,; k= 1,....,p+1; s = 1,..., S* et pour
chaque sénario r; r = 1, ..., R, le probléme mono-objectif suivant

est résolu :
min Zys, ()

Ayx +yrt — gy =,
x>0, yt >0, y->0.

Soit T, une solution optimale de ce probléeme, c’est-a-dire

(r) )

ZkSk (iksk) = min Z/fsk (xk‘sk

re{l,..,R}

D’une maniére similaire a la méthode STEM, nous associons aux
objectifs des poids techniques

T . aksk
sk p+1 Sk
k=1 8k=1
avec
. mksk Mksk
aksk —

o My, et mys, sont les composantes du point idéal et du point
nadir respectivement.

Le premier compromis est donné par la résolution du probléme
mono-objectif

( p+1

minMd—Zﬁk, E=1,...p+1
k=1

Sk
Zpksk(ckskx - Mksk)ﬂ-ksk S o — gk

sp=1

| (z,y ",y e S0, g > 0.

(4.13)

Phase interactive:

Pour chaque compromis 7™, le décideur recoit trois types d’informations:
1) La principale information est relative & la valeur de chaque ob-
jectit Zys, au point M) est-a-dire:

Z(m) — stk(i'(m))7 k - 17 7p+ 17 Sk = 17 7Sk

kSk
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2) Ensuite, le décideur peut étre intressé par la "valeur moyenne"
pour chaque objectif

Sk
Z}gm) _ Z Diess Z/E;Z)

Sk::1

3) Enfin, afin de fournir une mesure simple de la variation de la
fonction objectif, cette information peut éventuellement étre com-
plétée par un "niveau de confiance" 1 — af" avec

af' = P(Crz > 2™ = Z Drs, 20"

ksk
skl Zye) > 2™

La troisiéme information n’est utile que si le nombre de sénarios S*
est suffisament grand.

Aprés avoir recu les informations, le décideur doit alors indiquer
s’il juge le compromis satisfaisant ou s’il désire tenter de déter-
miner un compromis qu’il ai d’avantage.

Dans le second cas, il doit alors désigner un objectif Z, -, pour
lequel il accépte une détérioration, donc une augmentation de la
valeur Z((,:'i) Dans la mesure du possible, il lui est également de-

mandé de fixer une borne supérieure A, )- de la valeur Z((Zz:)l) d

sorte que cette valeur sera comprise dans intervalle [Z ((Zi) 5 A
Phase de calcul

Celle-ci consiste a faire une analyse paramétrique qui explore de
maniére compléte la voie indiquée par le décideur.

On pose :
Mgy + Alms,y = Mirs,)) = Z(ﬁl)*
Mgseye + MNirsyy = Migae) = A,

les valeurs possibles de Zé;;:)l) qui correspondent aux valeurs A =

[A; A] du paramétre A\. D’ou le probléme linéaire mono-objectif



CHAPTER 4. ETAT DE L’ART DE L’OPTIMISATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS STOCH/

paramétrique qui suit:

4 p+1
min Mo — ka, k=1,...,p+1
k=1
Sk
{ D Prs(Crsy = Mg ) s, <6 — . (4.14)
Sk:1
Clres) @ = Mps)r + AMrsy)r — Migsy))
A< A<
\ (xay(r)Jrvy(T) ) S S(m), fk > 0.

3. Méthode de Bellahcene

Dans [1] Bellahcene propose d’appliquer la méthode de Nakayama
|24] au probleme de Kataoka multi-objectifs. Le modéle considéré
est : o (

nax(uy, Uz, ..., Up)
sc P(Cix >u, =0, k=1,..,p (4.15)
P(Aj(w)x < bj(w)) =, i=1,....m
|z 2> 0

o N\

Ot Cr(w) est un vecteur aléatoire normal de moyenne Cj et de
matrice de covariance Dy ; (4; ; b;) est un vecteur aléatoire multi-
normal de moyenne j; € R"™! et de matrice de covariance V;. [,
et «y; sont des seuils de probabilités fixés par le décideur.

Le programme (4.17) peut s’éxprimer sous la forme d’un probléme
multi-objectifs non linéaire de la forme:

{ max ug(r) = Cpz — & Y B )ValDyr, k=1,...p

sc x e Sla),i=1,..,m (4.16)

Ou S(ozz) = {SU e R" ‘ mz(a:) + (I)_I(CYZ')O'Z'(ZC) <0, z > O}

n
Avec m; = Zuixj—mmﬂ, ;i =V Zt‘/;Z et Z = (1'1,.%'2, ceey Ly —1)

J=1
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La fonction u(z) = Crx — ®~Y(B)Va' Dy sont concave lorsque
®~1(B;.) > 0 autrement dit lorsque £ > %

L’auteur suppose que la meilleure solution de compromis est la
solution la plus proche (suivant la norme oo ) du point idéal u* =
(uf, u3, ..., uy)" oit uy est défini par uj, = max{uy(x)|z € S(as)}.

. 2 (2 _ — = — \t
D’autre part, un point de référence u = (uy, s, ..., up)" tel que
uy, < uj, est supposé donné par le décideur. Le probleme a résoudre
est:

e
(285 B2 M~ el

qui peut s’écrire aussi sous la forme

min h
s.c Mp(up —ug(z)) < h, k=1,..p (4.17)
z € S(w)
: , 1
Les poids Ay sont définis par A\, = ———, k=1,...,p
Algorithme
Etape 1
- Demander au décideur de fixer les seuils ai;, 1 =1, ...,met B, k =
1,..,p

- Construire les objectifs et les contraintes déterministes & partir
des fonctions de distribution des parameétres aléatoires.

: t 12 * * * t N * 4 .
- Calculer le point idéal u* = (uj, u3, ..., u;)" ot uy, est donné par:

uy, = max{u(z) | * € S(y)}
Cette valeur sera fixée tout au long du processus de résolution.
Etape 2 Vr, r>1
Demander au décideur de fixer un point de référence @) tel que

ﬂ,(;) < uy.
Poser r =1
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Etape 3

Calculer les poids )\,gr) =

— E = 1,...,p et résoudre le

Uy — Uy,
probléme (4.19). Soit (") la solution de compromis obtenue.

Etape 4
Compte tenu des valeurs ug (), k = 1, ..., p des fonctions objec-
tifs uy au point (), le décideur détermine trois classes d’objectifs

(a) la classe des objectifs qu’il désire améliorer.
(b) la classe des objectifs qu’il accépte de relaxer.

(c) la classe des objectifs qu’il ne souhaite pas changer.

Ces classes sont représentées par les ensembles [X), Ig), Ig ) re-

spectivement.
Si ]X) = (), la procédure s’arréte. Sinon, le décideur doit fixer un

autre niveau d’aspiration %, pour les classes ]g) et Ig )

Pour k € ]5(), poser ﬂg) = uy(2")) et aller a I'étape 3.

4.5.2 Exemple numérique :

Soit le probléme suivant donné dans R?
max Z1x = Cy(w)x
max Zox = Cy(w)x
sc  Aj(w)r <bi(w);i=1,2
x>0
ot C1(w) et Ca(w) sont des vecteurs aléatoires suivant des lois normales
de moyennes respectives C7 = (8,4)" et C2 = (12,5)" et de matrices de

covariances
0.5 1 3 0
D1_<1 0.6)’ DQ_(Ol)

Les vecteurs (A;,b;),7 = 1,2 sont multinormaux de moyennes respec-
tives
my(x) = 2x9 — 8 et ma(x) =

(4.18)

1 — 10 et de matrices de covariances

1 00
D =

|
o O =
S = O
= O O g
S

020
00 3



FEtape 1

Si les seuils de probabilité fixés par le decideur sont tels que

a; = 0.933, as =0.936

£ =0.841, (B = 0.998

(I)il(Oél) = 2.5, (1)71(0412) = 2.7

oH(B) =1, ©7Y(B) =29

Le probléme multi-objectifs déterministe équivalent au probléme donné
est :

max ui(x) = 8xy + 4xs — \/0.5:1:% + 0.1623 + 27179
max uz(z) = 12x1 + 5x9 — 2.94/327 + 23

sc

219 — 8 + 2.5y/2? + 423 +1 <0

21— 10+ 2.7\/zos + 223 +3 <0

I Z 0, I9 Z 0

\

Soit (uj,u) = (15.268,12.302) le point idéal obtenu.
FEtape 2

Soit (u@,a&”) = (10 : 105;11 : 216) un point de référence fixé par
1 décideur.

Etape 3

A1 =0.193, Xy =0.920
La résolution du probléme min-max avec les poids ci-dessus nous donne

la premiére solution de compromis (ugl), ugl)) = (14.187,15.984)

Etape 4

Supposons que le décideur veuille améliorer la valeur du deuxiéme ob-
jectif

([1(41) = {2}). Dans ce cas, il doit donner un nouveau point de référence
lui permettant de calculer de nouveaux poids et trouver ainsi une autre
solution.
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4.6 Conclusion

L’'information disponible sur les variables aléatoires controle la struc-
ture du probléme déterministe équivalent associé a un probléme multi-
objectifs stochastique. La litérature fournit des méthodes de résolu-
tion si le modeéle mathématique déterministe existe déja sinon, il est
indispensable de développer des méthodes de résolution spécifiques a la
structure du probléme.



Chapter 5

Probléme du risque minimal
multi-objectifs

Ce chapitre est consacré a la résolution du probléme du risque minimal
multi-objectifs. Pour ce faire, nous transformerons d’abord le probléme
en question en un probléme non linéaire puis nous adapterons la méthode
de bissection a ce dernier pour trouver sa solution.

5.1 Etude du probléme de risque minimal multi-
objectifs

Considérons le probléme du risque minimal multi-objectifs de seuils
ug, U, ..., u, décrit dans le chapitre précédent :

min P[Clz < uy]

min P[Clz < uy]

min P[Clz < u,)]
s.c

Arx < b,z >0

(5.1)

oll x est un n-vecteur colonne, A est une matrice m xn a coefficients réels
et b un m-vecteur-colonne. I’ensemble de décision S = {z € R"|Ax <
b,z > 0}. est un compact de R". Ici, on suppose que chaque vecteur
C}, suit une loi normale multivariée de moyenne C}, et de matrice de
covariance V.

Puisque chaque composante Cy; de C}, suit une loi normale, Cjx suit
aussi une loi normale de moyenne Oz et de variance z'V;,z. Dans ce cas

28
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Cla—Cha
VatVix )
0 et de variance 1 .

Ainsi, chaque objectif dans (5,1) est transformé de la maniére suivante

est une variable aléatoire normale centrée réduite de moyenne

Ckx— Ct < m —aﬁ,x
VaitVia VatVia

—® Ur — C]tf
B VatViex
(5.2)

Ou @ est la fonction de distribution de la loi normale centrée réduite.

Sachant que ® est une foction croissante, la minimisation des proba-
bilités P[Cjx < wg],k = 1,...,p se réduit a la minimisation des fonc-

C’kx uy,

C!
2k =1,...,pou ala maximisation des fonctions NGt k=

tions \/T
1,...,p, donc le probléme (5.1) se raméne au probléme de programma-

tion non linéaire fractionnaire multi-objectifs suivant:

min fi(z) = C’t“;t—\/%, k=1,....,p

5.3
s.c TES (5:3)

5.2 Caractérisation des solutions efficaces

Dans ce qui suit, nous nous intéressons & la recherche des solutions
efficaces du probléme (5.2) au sens de la déffinition suivante:

Définition 5.2.1 z* € S est efficace ou Pareto optimale pour le prob-
leme (5,2) si et seulement s’il n’existe aucun x € S tel que fr(x) >

fe(x )Wk =1,..,p et fr(x) > fr(x*) pour au moins un k.

Dans la literature, il existe plusieurs méthodes permettant de déterminer

les solutions efficaces des problémes mulltiobjectifs déterministes (voir

chapitre 2). L'une d’elle utilise une fonction de syntheése kn%in {fr(x)}
=1,....p

et la maximise .
Dans ce cas, on obtient le probléme suivant:

max min {fx(z)} (5.4)

€S k=1,....p
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ou le probléme équivalent

max h

fr(x) > hk=1,..p
reSs
h>0

(5.5)

oll h est une variables supplémentaire.

La condition h > 0 parait raisonable puisque nous nous intéressons a
la politique qui guarantit la réalisation des objectifs avec une probabil-
ité supérieure ou égale 1/2. Par conséquent, les inégualités suivantes
donnent:

P[Clz > w) > L < PlCle <uy) <1
= VEk Cix>u
<~ Clz—up >0
Ol —
<= h = min B Uk

k=1,...p \/thvk,]j

Théoréme 5.2.1 Toute solution optimale du probleme (5,3) est pareto
optimale pour le probléme (5,2).

> ()

Preuve: Supposons qu’aucune des solutions optimales du probléme
(5,3) est pareto optimale pour le probléeme (5,2). Soit * € S une so-
lution optimale du probléme (5,3). Puisque nous avons supposé qu’elle
n’est pas pareto optimale pour le probléeme (5,2),; il doit exister une so-
lution z € S qui n’est pas optimale pour le probléme (5,3) mais pour
laquelle fi(x) > fr(z*) pour k = 1,....p et fr(z) > fi(2*) pour au
moins un k et par la suite kirllin {fr(x)} > kglinp{fk(x*)}'

=1,...

Puisque 2* est une solution optimale pour le probléeme (5,3), z doit étre
aussi une solution optimale. Cette contradition termine la démonstra-
tion du théoréme.

Corollaire 5.2.1 Si le probleme (5.3) a une solution optimale unique,
elle est Pareto optimale pour le probléme (5.2).

Dans la formulation (5.4), le paramétre h indique la valeur minimale
de toutes les fonctions fi(x),i.e.

Cla — uy, —
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Donc nous montrons que le probléme (5,4) se raméne au probléme suiv-
ant:

max h

sc up—Clr+h/a Ve <0,k=1,..,p (5.6)
resS
h>0

Ce probleme est non linéaire et non convexe, il est en général difficile
de le résoudre. Cependant, si I'on fixe h & h, résoudre le probléme (5,5)
revient a déterminer une solution réaisable z; dans 'ensemble convexe

D:{ r € RY uk—@erE\/:rthxSO}

Ax <b
D’autre part, puisque D contient des contraintes non linéaires, nous

I’approximons par un ensemble de demi-espaces fermés DI contenant
D dans le but de développer une méthode de résolution simple. Nous
proposons donc une approximation qui utilise les valeurs propres de la
matrice de covariance V.

5.3 Construction de la relaxation

Afin de définir cette relaxation, nous donnons d’abord quelques résultats
relatifs aux valeurs propres des matrices symétriques définies positives.
Les preuves de ces résultats sont données dans [23]

Soient of et 0¥ la plus petite et la plus grande valeur de la matrice
de covariance Vj respectivement, les inégalités suivantes sont vérifiées:

fotx <V < aﬁxthx e R"

Sachant que vVztz > 2,¥j = 1,...,n et (z > 0), (oF)22; peut étre utilisé
come une borne inférieure pour le terme non linéaire vtV x:

VatVie > (J]f)%ijj =1,...,n,Vk=1,....p

En vertu de cette inégualité, on obtient:

up — aia: + h(af)%xj < uy — E};x + hv/ 2tV <0
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Par conséquent, 'ensemble de décision D du probléeme (5.5) est inclu
dans 'ensemblle de décision D; du probléme (5.6)

max h

s.c up, —Clo + h(alf)%xj <0j=1,...n,k=1,....p
xesS
h >0

(5.7)

C’est a dire que pour h fixé, 'ensemble

D:{ r e RY uk—aix-l—ﬁvxt‘/kaO}

Az <b
est inclu dans 'ensemble

D:{ r € RY

up — a’;x —I—E(Uf)%xj <0
Ax <b

5.4 Méthode de résolution

La méthode développée ici utilise la méthode de bissection.
Etape 1: Donnez les valeurs initiales h, = 0, hy, = hmaz epsbis.
Etape 2: poser hy = “;h”

Etape 3: Résoudre le systéme linéaire de D:

Etape 4:S’il n’existe pas de solution réalisable, poser hy, = h; et
retourner a l'étape 2.
Etape 5:Si |hy — hy_1| > epsbis poser h, = h; et retourner a 'étape 2.
Etape 6:Soit (24, h;) la solution optimale de (6).
-Calculer P, = phi(hy)
-Calculer hnew— min M
k=1,....p $§Vk$
-Calculer p = phi(hnew)
-Calculer eps =p; — p

-Pour k =1, ..., p,,Calculer les valeurs moyennes des fonctions objectifs

~t up—Clx
Clzy -Pour k =1, ..., p, Calculer P, = @(\jﬁ)
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Etape 7:Si le décideur est satistait,le processur prend fin, sinon deman-
der au décideur de changer certains paramétres(comme le hmax ou les
seuils uy) est recommencer.

5.5 Exemple d’application

Une entreprise fabrique deux types de produits a base de mais, de hou-
blon et de malt. Le fabriquant désire connaitre les quantités x; et x; de
produit de type 1 et 2 respectivement a fabriquer a n de maximiser son
chiffre d’affaire et minimiser le cofit de transport.

contrainte mais : 2,5z + 7, 5x; < 240

contrainte houblon : 0, 12521 + 0, 12529 < 5

contrainte malt : 17,5z + 1029 < 595

Le décideur fixe aussi:

prix unitaire moyen produit 1:

prix unitaire moyen produit 2:

écart-type prix unitaire produit 1:

écart-type prix unitaire produit 2:

chiffre d’affaire minimal espcompté:

cout de transport moyen produit 1:

cout de transport moyen produit 2:

écart-type cout de transport unitaire produit 1:

écart-type cout de transport unitaire produit 2:

cout maximal de transport escompté:

valeur de hmax : hmax =

Résultat de I’application

KR 3R K Sk K KR SRR KRR 3ROSR K SR KR SRR KRR R SRR SR KR 3R K SRR R SRR TR KR R R SR SR SRR R SRR KRR R R RK SRR KRR KK

Programme d'un probléme bi-objectif (p = 2) pour otpimiser la quan-
tité

de deux produits (n = 2), sous trois contraintes sur x (m = 3)

««<_ Probléme qui consiste & minimiser le cout de transport

et & maximiser le chiffre d’affaire »»»
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3K 3K KK R R ok kot sk kot kR skok Sk sk koot Sk sk sk st sk stk kot stk iR SRR SRR SRR KR KRR SRR KR R SRR kRl skokokoskokoskok ok

ook Objectif numero 1 ::: Chiffre d’affaire . #ofoxotcior

Prix unitaire moyen produit 1 = 410
Prix unitaire moyen produit 2 = 420
Ecart-type prix unitaire produit 1 = 14.14
Ecart-type prix unitaire produit 2 = 14.14
Chiffre d’affaire minimal éscompté = 1700

ook Objectif numero 2 ::: Cout de transport ;e

Cout de transport moyen produit 1 = 100
Cout de transport moyen produit 2 = 100
Ecart-type cout de transport unitaire produit 1 = 14.14
Ecart-type cout de transport unitaire produit 2 = 28.28
Cout maximal de transport escompté = 720

La valeur hmax = 6
sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kot ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sksksksk sk sk sk sk sk sk sk ok sk skokok

KR sk ok sk kR SRk KRR SRk SR Sk kR ik KRR SRR R SRk kR SR KRR SRR Rtk R R R RoR kR SRR SR kR KR R R SRR kR SRR KRRk

La valeur optimale obtenue par la résolution du DI**** ht = 3.8693

la solution optimale du probléme DI****** X" = (0.00027919 ; 4.6536)
Pl =0.99995

La valeur de hnew = 1.9347

P =0.97349

eps = 0.026458

Le chiffre d’affaire moyen est : 1954.6148
Le cout de transport moyen est : 465.3851

La probabilité que le chiffre d’affaire de x soit superieur a 1700 est
0.99995
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probabilité que le cout de transport de x soit inferieur & 720 est
0.97349

3K 3k K kst sk kst skt skl skoskok skl Sk sk ok sk sk skosk sk st sk sk sk i SR SRR SRR SRR KRR SRR SRR SR SRR kol skoskokoskoloskokok kol skokok skok sk skokoskokes
3K 3R SR K K KR SRR KRR 3ROSR K kK KR SRR KRR R SR K SRR KR SRR KRR 3ROSR R SRR KR R SRR KRR R SRR KR KRR SRR KRR R SRR KR SRR R SKSKkoRoR >k

««««««<Les resultats sont ils satisfaisants ?
Taper 1 pour NON :::: 2 pour OUI'1

Taper 1 pour "hmax" ::: 2 pour "u" 2
Chiftre d’affaire minimal éscompté = 1232

Cout maximal de transport escompté = 711
stk sk o sk ok sk ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ko ok sk ok sk ok kb sk o sk ok sk ok ook ook ok ok

KR 3R K S K KR SRR KRR 3R SR K SR KR SRR KRR 3R SRR SR KR SRR KRR R SRR SRR KRR SRR KRR R R SR KR KRR SRR KRR R SRR SRR KR

La valeur optimale obtenue par la résolution du DI**** ht = 5.9999

la solution optimale du probléme DI X = (3.8005 ; 0.029903)
Pl=1

La valeur de hnew = 6.1021

P=1

eps = —4.6384e — 010

Le chiffre d’affaire moyen est : 1570.7555

Le cout de transport moyen est : 383.0382

La probabilité que le chiffre d’affaire de x soit superieur a 1232 est 1

probabilité que le cout de transport de x soit inferieur & 711 est 1
>kskeskoskoskeoskoskeoskoskeoskoskoskeoskoskeoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskeoskoskosko skoskoskoskeoskoskoskoskoskoskoskosiokoskoskoskoskoskeosiosieokoskoskoskosk sk sieokoskoskokoskoskosiokoskoskokoskokoskokoks

3Kk Kk stk stk sk stk sk stk sk ok sk sk sk sk st sk s sk i R SR SRR SOR SRR SRR KK KR R K skokoskokoskoskol kol stokok ok skokok skokok skokoskoks

««««««<Les resultats sont ils satisfaisants ?
Taper 1 pour NON :::: 2 pour OUI 1
Taper 1 pour "hmax" ::: 2 pour "u" 1

La valeur hmax =7
stk sk sk sk sk ok sk ok ok ok sk ok kK ok ks sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk KoK sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk ko ok
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3K 3K KK R Sk okoskokoskokok sk kol ok kol ok kol Sk skok sk sk sk stk sk st sk sk skt st iR R SRR R SRR SRR KR KROK SRR SRR R kol skokokokokokokok

La valeur optimale obtenue par la résolution du DI**** ht = 6.3849

la solution optimale du probléme DI****** X* = (0.00081313 ; 3.7357)
Pl=1

La valeur de hnew = 3.1931

P =0.9993

eps = 0.00070368

Le chiffre d’affaire moyen est : 1569.3445

Le cout de transport moyen est : 373.6554

La probabilité que le chiffre d’affaire de x soit superieur a 1232 est 1

probabilité que le cout de transport de x soit inferieur a 711 est 0.9993
>3k sksf oSk sk Sk Skosk sk sk g sk ko sk gk Skok sk kR skoskeoskoskosk sk sk sk skoskeoskoskosieoskoskoskosk ko skor sk skoskoskoskeoskoskosk sk skokoskosk stk ko skokoskoskosroskoskok skok skokoke

3Kk Kk sk sk skt skt skoskostoskosk stk skoskosk sk sk sk sk i sk i sk i R SR SRR SEOR SROR SRR KKK KRR Kok skokoskoskoloskolostolokostokoskokokoskokosk skokoskoskes

««««««<Les resultats sont ils satisfaisants 7
Taper 1 pour NON :::: 2 pour OUI 2



Conclusion générale

Nous avons traité dans ce mémoire des programmes linéaires ot les don-
nées sont des variables aléatoires et les objectifs sont multiples et con-
flictuels. Nous nous sommes intéressés particulierement au modeéle du
risque minimal multi-objectifs. Nous avons congu un algorithme perme-
ttant de résoudre ce probléme. Son principe est semblable a celui de la
méthode de bissection. Il utilise les divisions successives de l'intervalle
de définition du parametre h par deux et passe par la résolution d’un
systéme d’équations linéaires.

Nous souhaitons généraliser cet algorithme au cas de plusieurs pro-
duits et aborder le probléme du risque minimal multi-objectifs en vari-
ables entieres.
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