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Introduction

% Introduction générale

Le domaine de la mise en forme des matériaux (emboutissage de toles minces,
hydroformage des tubes et plaques, forgeage de matériaux massifs, découpage,
filage, etc.) fait I'objet de travaux de recherche et est sujet de différents cours dédiés
aux ingénieurs et aux universitaires (dans le cadre des masters et d’écoles
doctorales). Cet intérét est di aux demandes croissantes des industriels pour les

diplomés ayant 1'expérience de ces disciplines.

Dans l'industrie (automobile, aéronautique, etc.), la mise en forme des
matériaux constitue, au cours du processus de fabrication, une phase déterminante

dans la qualité et le cotit du produit final.

Ce mémoire présente les différentes méthodes de calcul de mise en forme
utilisées en industrie, forgeage et filage, et propose une modélisation de ces derniers
en donnant les avancées théoriques pour chaque méthode en passant par la

modélisation des lois de comportement des métaux et quelques criteres de plasticité.
Le présent mémoire est réparti en quatre chapitres :

Le premier chapitre, présente les aspects liés au comportement des matériaux, les

différents essais mécaniques et les modeles rhéologiques.

Le deuxieme chapitre, comporte le comportement plastique et les criteres de
plasticité utilisés lors d’un calcul de mise en forme des matériaux isotropes et

anisotropes.

Le troisieme chapitre, traduit théoriquement les différentes méthodes d’approche de

calcul de mise en forme et la méthode exacte qui est celle des lignes de glissement.

Le quatrieme chapitre est une application des différentes méthodes sur quelques

procédés de mise en forme (forgeage et filage).

Une conclusion vers la fin donnera la précision de ces différentes méthodes

d’approche par rapport a celle exacte.
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Chapitre I

Les lois de

comportement



Chapitre | : Les lois de comportements

I.1. Introduction

Dans le cas des matériaux meétalliques, 1'existence simultanée de trois
domaines, que sont l’élasticité (mécanisme réversible), la plasticité (mécanisme
irréversible) et la viscosité (dépendance vis-a-vis de la vitesse de déformation, fluage
et relaxation) est clairement mise en évidence par de nombreuses études

expérimentales.

Ce chapitre présente les différents essais mécaniques, utilisés pour la
modélisation par les modeles rhéologiques, et on termine avec les hypotheses des

matériaux isotropes et anisotropes.

I.2. Généralités

Pour la modélisation des lois de comportement il est nécessaire de déterminer
les champs de contraintes ou de déplacements. D’apres le constat effectué, les
équations générales de la physique (I. 1) et (I. 2) (conservation de la masse, principe
fondamental de la mécanique, principes de la thermodynamique ...) ne suffissent pas

[1]. Le résonnement est le suivant:

Les Inconnues :

e tenseur des contraintes o 6 inconnues

e tenseur des déformations € 6 inconnues
14 d .

e champ de déplacement U 3 inconnues

Les équations :

e relations déformations-déplacements :

= %(Gradﬁ i+ Gradl_fT) 6 équations (L 1)
System de Cauchy :
c=5" (I 2.a)
Equations d’équilibre :
dwo + f = py (. 2.b)
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Un déficit du nombre d'équations vis a vis du nombre d'inconnues apparait. Il
est donc nécessaire d'employer des relations expérimentales pour compléter la
modélisation. On obtient ainsi les lois de comportement. Ces dernieres relient les
contraintes aux déformations et permettent d'avoir suffisamment d'équations pour

solutionner le probleme.
Deux remarques peuvent se faire a ce niveau d'étude :

— Les équations précédentes étant des équations différentielles, il est nécessaire
de bien préciser les conditions aux limites pour pouvoir définir les constantes
d'intégrations. Suivant la nature du probleme posé, il peut étre parfois

indispensable de se donner aussi des conditions initiales.

2 2 2
, . o] eqey s azs,-k a Ekj 0%y a gy _
Les 6 équations de compatibilité < dx0x;  dxox; | dxgdx; | dxgoxi 0 ), dontla

forme développée (1. 3), ne sont pas des équations supplémentaires. Elles ne

sont utilisées que pour vérifier l'intégrabilité du champ des déformations.

(0%e,, 0°¢,, 9%e,, 0%y, 0 (e, 0Oey  0Oeqy

on ox?  Coxion, D Ox,9%5 0% (0x1 Tox, axg) =0

0%e,, 0%eq3 _ 0%e,s 0 d%e,, 0 (0531 ey, aszg> _o 3
0x3%  0x,° 0x,0x5 0x30x; 0x, \0x, 0x3 0x4 '
0%ey;  0%eqy ~ 025, _ 0%e35 0 (6312 ey ae31> o
\0x;2  0xj3° 0x30x, 0x,0x, O0x3\dx; 0Jx; Ox,

Pour identifier le comportement d'un matériau, on ne peut que tester des
éprouvettes. Il faut donc noter que les informations dont on dispose concernent une
structure particuliere (I'éprouvette) et que les mesures sont globales. En définitive la

loi de comportement élaborée n'est vérifiée que globalement.

I.3. Les essais mécaniques

Les essais classiques de caractérisation se font essentiellement en traction ou
en traction-compression simple a température ambiante. L'éprouvette est soumise a
une sollicitation uniaxiale. La forme de 1'éprouvette est choisie de telle sorte que I'on
obtienne un état de contrainte ou de déformation uniforme dans le volume utile. Il

existe plusieurs facons de piloter I'essai.
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I.3.1. L’essai de traction

L’essai de traction consiste a appliquer sur une éprouvette normalisée du
matériau d’étude un effort AF et a mesurer l'allongement correspondant Al, ou

inversement imposer 1’allongement Al et a mesurer 'effort F [2].

Al et F sont des grandeurs physiques li€es a la structure ici a 'éprouvette. Afin de les
interpréter et ainsi de caractériser le matériau, on introduit des variables relatives au

matériau : la contrainte o et la déformation € .

La contrainte o associée a la force F est définie par (1. 4)
F
o = S (I' 4)

Avec § la section de l'éprouvette. Cette grandeuro est a distinguer de la
contrainte nominale (ou conventionnelle) g, liée a la structure. La contrainte

nominale est le rapport entre la force et la surface initiale de I’échantillon S (I. 5) :

F
o, = 5_() (I 5)

La déformation € dite déformation vraie, est égale au cumul des déformations,
équation (1. 6).

e=flz#=1n(i) (. 6)

lo

Cette grandeur e est a distinguer de la déformation nominaleg, lide a la
structure. La déformation nominale (ou allongement relatif) est le rapport entre

’allongement Al et 1a longueur initiale Iy (I. 7)
g, =Al/ 1 (L.7)
ly désigne la longueur initiale de I'éprouvette

L’essai peut étre piloté en contrainte (on impose une valeur a la force F donc a
la contrainte 6) ou en déformation (on applique un déplacement aux tétes
d’éprouvette de facon a atteindre une déformation prescrite £ dans la zone utile de
I"éprouvette) [3]. Une histoire de chargement (en contrainte ou en déformation) est
appliquée a l'éprouvette et les résultats des mesures sont portés dans un
diagramme (o, £). Différents types de chargement permettent de mettre en évidence

différents aspects du comportement des matériaux testés.
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1.3.1.1. Charge monotone

On augmente progressivement la contrainte ¢ (ou la déformation & si 'essai
est piloté en déformation) et on mesure la déformation qui en résulte (ou la
contrainte). Cet essai permet de mettre en évidence plus précisément les phénomenes

suivants

a) La non linéarité

L’essai met en évidence un domaine (en contrainte ou en déformation) a
I'intérieur duquel le comportement (c'est-a-dire la relation o, €) (figure 1.1) est linéaire

et a I'extérieur duquel il devient non linéaire.

A © (MPa)

E

y m

- -
domane de domgeme non linéane
lindarué

Figure I. 1 : Mise en évidence de la perte de linéarité dans le comportement [3].

b) Le durcissement ou l'instabilité

Le durcissement correspond au cas d'une courbe (o, €) croissante (Figure 1.2)
(toute augmentation de déformation requiert une augmentation de contrainte),
tandis que l'instabilité correspond a une courbe (o,&) décroissante (la contrainte
diminue alors que la déformation augmente), dans la figure (I.2) l'instabilité présente
une courbe convexe, si cette derniere est concave il s’agit de 'adoucissement. Pour
détecter correctement l’adoucissement il est nécessaire de controler 1'essai en
déformation (le pilotage en contrainte ne peut se poursuivre au-dela de la contrainte

maximale et provoque une instabilité de 'essai).
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AC

durcissant instabilite

lar]

Figure 1.2 : Caractere durcissant ou instabilité du comportement.

¢) La ductilité du matériau

Certains matériaux se rompent tres rapidement apres avoir dépassé leur
domaine de linéarité. Lorsque la rupture intervient en méme temps que la perte de

linéarité, le matériau est dit élastique fragile (Figure 1.3).

po AIC|

< Compression

Traction -

1€l

¥y m

Figure 1.3 : Matériau élastique-fragile [3].

A Tinverse certains matériaux se déforment beaucoup avant de se rompre
(caoutchoucs, polymeres, certains métaux a chaud). Ils sont dits ductiles et la
déformation a rupture est une mesure de la ductilité du matériau. La figure (I1.4)

présente la courbe de traction typique d'un acier doux. On note que sitot apres la
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perte de linéarités cette courbe présente un plateau avant de se redresser pour des

déformations plus importantes.
AOC

€
=

Figure 1.4 : Courbe de traction réelle d’un acier doux, mettant en évidence un plateau
plastique [3].

On représente souvent ce type de comportement par un modele de plasticité
parfaite (Figure 1.5) qui consiste en une montée élastique linéaire suivie d’un plateau

a contrainte constante.

AC

y o

Figure 1.5 : Idéalisation de la courbe précédente par un comportement élastique parfaitement
plastique [3].

d) La viscosité du matériau
L’essai est contrdolé en déformation et effectué a différentes vitesses de

déformation &. Si I’on obtient des courbes (o, €) différentes, le matériau testé présente
C'est-a-dire une sensibilité a la vitesse de sollicitation. C’est

une viscosité,
typiquement le cas des polymeres ou des métaux a chaud (et méme des céramiques a

haute température) [3].



Chapitre | : Les lois de comportements

1.3.1.2. Charge-décharge.

On augmente la contrainte ¢ supérieure a la limite élastique puis on décharge
a 0 (figure 1.6). Cet essai permet de mettre en particulier en évidence certains

phénomenes anélastiques:

G Ao A _—
N e
=)
GD'
/I
Y,
0 B €
e’ o

Figure 1.6 : Comportement anélastique [3].

Si les courbes de charge-décharge coincident, le domaine est élastique. Dans le
cas contraire il est anélastique. Apres décharge complete, il subsiste une déformation
résiduelle. Cette déformation résiduelle peut s’effacer avec le temps, signe d'une
viscosité du matériau. Dans les matériaux insensibles a la vitesse de chargement
(métaux a froid par exemple), cette déformation résiduelle est permanente, tant que
I’application d"une contrainte ne vient pas la perturber. La déformation au point A se
décompose (figure 1.6) donc en une partie £°! récupérable par décharge (d’ol1 le nom
de partie élastique de la déformation) et une partie € qui subsiste apres décharge
(C'est la partie plastique, ou plus généralement anélastique) 1'équation de la

déformation s’écrit en (L. 8) :
e=g 4¢P (1. 8)

L’anélasticité ne se manifeste que lorsque la force atteint un certain seuil, qui

est la limite d’élasticité du matériau. Initialement ce seuil est o (voir figure 1.6).

On effectue une décharge de A a B puis on recharge en B. Dans la plupart des
métaux la charge se fait a nouveau le long du trajet AB et de facon élastique (le trajet
AB est réversible). La limite d’élasticité pour une charge a partir de B est donc g4. Si
la limite d’élasticité est fixe (o4 = g9 pour tout A), le milieu est parfaitement
plastique. Si la limite d’élasticité varie (04 # 0¢), le matériau est écrouissable.
L’écrouissage est positif s’il y a durcissement (le seuil augmente avec la déformation),

il est négatif s’il y a adoucissement.
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Quand on effectue un essai de compression a partir de 1'état naturel sans
contrainte (a partir du point 0), on observe en général un seuil o, identique en
traction et en compression. En revanche si I'on déforme le matériau plastiquement
puis qu'on le décharge (a partir du point A) et que l'on prolonge la décharge par
application d’une contrainte négative (compression), on observe souvent une
dissymétrie du seuil d’élasticité en compression par rapport a sa valeur en traction
(figure 1.7): c’est l'effet Bauschinger (o¢ # 0,) [3].

Figure 1.7 : L effet Bauschinger.

I.3.1.3. Sensibilité a la vitesse de déformation.

La sensibilité des matériaux a la vitesse de déformation a deux conséquences

pour la tenue de ces matériaux dans le temps qui sont le fluage et la relaxation (figure
L.8).

£=10"

o e/ g=107
£=10"
£=10"
£

Figure 1.8 : Mise en évidence de l'influence de la vitesse de chargement [3].
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a) Relaxation des contraintes.

La relaxation des contraintes est mise en évidence par le test suivant : on
impose en t = 0 une déformation € que I'’on maintient constante dans le temps. La
contrainte prend tout d’abord une valeur donnée par I'élasticité du matériau o = Eg,
puis on constate généralement qu’elle se relache au cours du temps : c'est la
relaxation (figure 1.9). Si la relaxation est totale, on a coutume de dire que le matériau
étudié a un comportement de type fluide : au bout d'un temps (qui peut étre long), le
matériau « oublie » la déformation qui lui a été imposée en effagant toutes les

contraintes créées.

Figure 1.9 : Relaxation des contraintes (pointilles : matériau de type fluide) [3].

b) Fluage.

C’est le phénomene dual du précédent. On impose brusquement une contrainte o
qu’on maintient constante au cours du temps. Il en résulte une déformation initiale
élastique € = o /E puis généralement la déformation augmente avec le temps : c’est
le fluage (figure 1.10). Si la déformation de fluage reste limitée lorsque ¢ - +o0, on a

coutume de dire que le milieu étudié a un comportement de type solide.

Figure 1.10 : Fluage (traits pleins : matériau de type solide) [3].

11
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Le principal objectif des essais mécaniques est la mise en place dune loi
destinée a étre utilisée pour la prévision du comportement du matériau. Cette loi de
comportement pourra par exemple étre appliquée lors de la mise en forme d’une
piece, pour calculer les efforts nécessaires (choix des outillages et de la presse), pour

évaluer I'aptitude du matériau a cette mise en forme (remplissage des formes).

Pour ce type d’application, il n’est parfois pas nécessaire de faire appel a des
lois compliquées. On se contente alors de relations simples, qui servent simplement a

décrire le comportement du matériau dans un cas particulier [4].

En pratique, pour beaucoup de matériaux (dont la plupart des métaux), la
partie élastique de la déformation est tres faible devant la partie plastique
lors d'une opération de mise en forme. Il est donc fréquent, dans une approche
phénoménologique, de négliger &,, et donc de confondre ¢ et g, .

Les principales lois de comportement phénoménologiques utilisées sont les

suivantes :

— La loi de Hollomon ou loi puissance : décrite sur la figure (I.11), ou la

contrainte est donnée sous la forme (1. 9) (K et n sont deux parametres) :

o=Ke" (1.9

Figure 1.11 : Loi de Hollomon [4].

Pour identifier les parametres K et n, on transforme la courbe en In(o) — In(g), qui
din(o)
din(e) ’

devient linéaire. La pente de cette courbe donne le coefficientn =

appelé

coefficient d’écrouissage.

—La loi de Ludwik : décrite sur la figure (I.12), qui a la forme (1. 10) (o, Ketn

sont des parametres) :
oc=0,+Ke" (I. 10)

12



Chapitre | : Les lois de comportements

il

Figure 1.12 : Loi de Ludwik [4].

Pour obtenir les parametres ., K et n, il faut dans ce cas tout d’abord identifier o,
qui est en fait la limite d’élasticité du matériau, puis transformer la courbe en

In(oc — o,) — In(g) pour obtenir les deux autres parametres. Il faut signaler ici que

le parametre 71 n’est pas ici le coefficient d’écrouissage du matériau [4].

I.4. La rhéologie

I.4.1. Les modeles rhéologiques

L’allure qualitative de la réponse des matériaux a quelques essais permet
de les ranger dans des classes bien définies. Ces comportements «de base», qui
peuvent étre représentés par des systemes mécaniques élémentaires, sont
I’élasticité, la plasticité et la viscosité. Les éléments les plus courants sont reportés
en figure (1.13) [5].

13
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Y

a.
b' g
( .
c. \\§
% 1 .
4 7777

Figure 1.13 : Les « briques de base » pour la représentation des comportements [5].

a) Le ressort

Symbolise 1’élasticité linéaire parfaite (figure 1.13.a), pour laquelle la
déformation est entierement réversible lors d’une décharge, et ou il existe une

relation biunivoque entre les parametres de charge et de déformation (I. 11).

o=E.¢ 1. 11)

-Ecrouissage - - fluage - - relaxation -

Figure 1.14 : Le comportement d'un ressort.
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b) L’amortisseur

La viscosité, linéaire (figure 1.13.b) ou non-linéaire (figure 1.13.c) dont le
comportement est illustré en figure (1.15). La viscosité est dite pure s’il existe une
relation biunivoque entre la charge et la vitesse de chargement, relation (1.12) et

(L.13). Si cette relation est linéaire, le modele correspond a la loi de Newton.
Linéaire o =n¢ (L. 12)
non-linéaire o =&V (L. 13)
1 : coefficient de viscosité

L (T b £ o
T{T

-Ecrouissage - - relaxation - - fluage -

yrn
“l"-t-
| A

Figure 1.15 : comportement d'un amortisseur linéaire.

c) Le patin

Le patin modélise I’apparition de déformations permanentes lorsque la
charge est suffisante (figure 1.13.d). Si le seuil d’apparition de la
déformation permanente n’évolue pas avec le chargement, le comportement
est dit plastique parfait. Si, de plus, la déformation avant écoulement est
négligée, le modele est rigide—parfaitement plastique, (I. 14) est I'équation du

patin.

y<o<o, (I 14)

Ces éléments peuvent étre combinés entre eux pour former des modeles
rhéologiques. Ceux-ci représentent des systemes mécaniques qui servent de support

dans la définition des modeles. Il ne faut en aucun cas leur accorder une tres grande

15
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importance pour ce qui concerne la représentation des phénomenes physiques qui
sont a la base des déformations. Ils sont néanmoins brievement présentés ici, car ils
permettent de comprendre la nature des relations a introduire pour chaque type de
comportement, en pratiquant par exemple l'exercice qui consiste a combiner deux a

deux les modeéles élémentaires.

En fonction du type de chargement imposé, la réponse de ces systemes peut

étre jugée dans 3 plans différents :

— plan déformation — contrainte, (¢ — @) pour l'essai de traction simple, ou

d’écrouissage, augmentation monotone de la charge ou de la déformation ;
— plan temps — déformation, (t — €) pour l'essai de fluage, sous charge constante ;

— plan temps — contrainte, (t — 6) pour l'essai de relaxation, sous déformation

constante [5].
Dans cette association en distincte deux regle de calcul :

Dans une association en série la déformation totale est la somme des déformations
des éléments mais la contrainte supportée est la méme dans tous les éléments,
relation (1.14".a).

£ = Z £ (1.14'.a)

n : nombre d’éléments associés.

Dans une association en parallele la contrainte imposée a l'ensemble est la
somme de toutes les contraintes supportées par tous les éléments et la

déformation est la méme, relation (1.14’.b).

E=&;
n

o= Z - (1.14'.b)

i
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1.4.2. Plasticité uniaxiale

1.4.2.1. Modele élastique — parfaitement plastique

L’association dun ressort et d'un patin en série (figure 1.16) produit un
comportement élastique parfaitement plastique, modélisé en (figure 1.17). Le systeme

ne peut pas supporter une contrainte dont la valeur absolue est plus grande que o,

Figure 1.16 : Association en série de patin et ressort [5].

Pour caractériser ce modele, il faut considérer une fonction de charge f (1.15)

dépendant de la seule variables o.

f(o) =|o|- o, (I 15)

el

Figure .17 : comportement de patin ressort en série [5].

17



Chapitre | : Les lois de comportements

Le domaine d’élasticité correspond aux valeurs négatives de f, et le comportement

du systeme se résume alors aux équations (I.16).

( domaine d élasticité si : f <0 (¢=¢&° =6/E)
décharge élastique si: f=0 et f <0 (¢=¢°=9) (I.16)
| écoulement plastique: f=0 et f=0 (& =¢F)

En régime élastique, la vitesse de déformation plastique est bien entendu
nulle, la vitesse de déformation élastique devenant a son tour nulle pendant
I’écoulement plastique. Ceci implique que I'expression de la vitesse de déformation
plastique ne peut pas se faire a ’aide de la contrainte. C’est au contraire la vitesse de
déformation qui doit étre choisie comme pilote.

Le modele est sans écrouissage, puisque le niveau de contrainte ne varie plus a
la sortie du domaine d’élasticité. Il n’y a pas d’énergie stockée au cours de la
déformation, et la dissipation en chaleur est égale a la puissance plastique. Le modele
est susceptible d’atteindre des déformations infinies sous charge constante,

conduisant a la ruine du systeme par déformation excessive [5].

1.4.2.2. Modéle de Prager (écrouissage cinématique)

L’association en parallele de patin et ressort illustrée en (figure 1.18)

correspond au comportement illustré en figure (1.19).

(H)

Figure 1.18 : Association en parallele de patin et ressort [5].
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Dans ce cas, le modele présente de 1'écrouissage. Il est dit cinématique linéaire,
car dépendant linéairement de la valeur actuelle de la déformation plastique. Sous
cette forme, le modele est rigide—plastique. Il devient élasto—plastique si 1’on rajoute

un ressort en série.

La forme de la courbe dans le plan (o — €P) est :

GJ
G}-/
H _H__'_._...-
- eP

Figure 1.19 : Comportement de patin ressort en paralléle [5].

De la courbe (figure 1.19) on constate que lors de 1'écoulement plastique, la

contrainte qui s’établit dans le ressort est (L. 17).
X = HEeP (L. 17)

Par ailleurs, cet écoulement ne se produit que si la valeur absolue de la contrainte

dans le patin, soit (I. 18).

o —HeP | =0 (I. 18)

y

Pour une déformation donnée, cette contrainte X est une contrainte interne qui

caractérise le nouvel état neutre du matériau.

Ce deuxieme exemple offre 1'occasion d’écrire un modele plus complet que
précédemment. La fonction de charge (I. 19) dépend maintenant de la contrainte

appliquée et de la contrainte interne.

f(:X) =|lo—X| - o, (1. 19)
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I n’y aura présence d’écoulement plastique que si on vérifie a la fois f = 0 et f = 0.

Ceci conduit a la condition (I. 20)

Sg-TLXx=0

o a .
signe(o — X)o + signe(c — X)X =0 (I. 20)
\ o = X, et finalement : & = %

Dans ce cas, la contrainte augmente au cours de 1’écoulement plastique, si bien
qu’elle peut servir de variable de contrdle. Mais il est aussi toujours possible
d’exprimer la vitesse d’écoulement plastique en fonction de la vitesse de déformation
totale, en utilisant la décomposition de la déformation combinée avec l’expression

(L. 21) de la vitesse de déformation plastique.

. E .
& =—¢ (1. 21)
E+H

le cas ou H = 0 redonnant bien entendu le cas du matériau parfaitement plastique.

Il est remarquable de noter que le calcul de I'énergie dissipée au cours d'un
cycle produit exactement le méme résultat que pour le premier montage, ce qui
indique que, pour ce type de comportement, une partie de l'énergie est
temporairement stockée dans le matériau (ici, dans le ressort), et entierement

restituée a la décharge [5].

1.4.2.3. Ecriture générale des équations de I’élastoplasticité uniaxiale

Dans le cas général, les conditions de «charge — décharge» s’expriment avec
les relations (I. 22) :

domaine d’élasticité si : f (O',Al-) <0 (8 = %)
décharge élastique si: f (0,4;))=0 f (0,4;) <0 ( %) (1. 22)
G

| écoulement plastique si : f(0,A;)=0 f(O'; A;)=0 (8 E+£P)
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Dans le cas général, le module H dépend de la déformation et/ou des variables
d’écrouissage. La valeur du module plastique au point (a; 4;) s’obtient en écrivant
que le point représentatif du chargement reste sur la limite du domaine d’élasticité
au cours de I"écoulement. L’équation qui en découle (I. 23) s’appelle la condition de

cohérence.

flo;4) =0 (L 23)

Dans les deux exemples qui ont été décrits, le domaine d’élasticité est soit fixe,
soit mobile, sa taille étant conservée. Le premier cas ne nécessite bien entendu
aucune variable d’écrouissage, le second fait intervenir une variable X qui dépend de
la valeur actuelle de la déformation plastique. Cette variable deviendra tensorielle
dans le cas général. Comme indiqué le type d’écrouissage correspondant s’appelle

écrouissage cinématique (figure 1.20).
g,

/ 4 Gl_ -
Oy A A
G-.r II' UF b

U.\' el .‘x ,’I o

¥ ra

Figure 1.20 : Ecrouissage cinématique.

Une autre évolution élémentaire que peut subir le domaine d’élasticité est
I'expansion. Cet autre cas (figure 1.21) correspond a un matériau dont le domaine
d’élasticité voit sa taille augmenter, mais qui reste centré sur l'origine : il s’agit de

l"écrouissage isotrope.
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) 0
R+a, Y /

/_ L Oy Rl “
] ; .
! R+, ’ .
N ' A\
gr P Uz

Figure 1.21 : Ecrouissage isotrope

La variable d’écrouissage qui intervient dans f est la dimension du domaine

d’élasticité, notée R comme l'indique I'équation (I. 23)
f(o;R) =|o| - R -0, (I. 23)

L’évolution de cette variable est la méme quel que soit le signe de la vitesse de

déformation plastique &P Elle s’exprimera donc en fonction de la déformation
plastique cumulée, p variable dont la dérivée est égale a la valeur absolue de la

vitesse de la déformation plastique (I. 24)
p = |€P| (I 24)

Bien entendu, il n’y a pas de différence entre P et P tant que le chargement est
monotone croissant. Dans ce cas, vérifier la condition de cohérence revient tout
simplement a exprimer que la valeur actuelle de la contrainte est sur la frontiere du

domaine d’élasticité.
Pour l'écrouissage cinématique, (I. 25) :

o=X+o, (1. 25)
et (L. 26) pour l'écrouissage isotrope :

oc=R+o, (1. 26)
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Cela signifie donc que c’est la loi d’évolution de la variable d’écrouissage qui
détermine exactement la forme de la courbe de traction. Les deux modeles
rhéologiques invoqués donnent des courbes linéaires, avec des modules plastiques
nuls ou constants. Il est souvent plus réaliste de considérer une courbe qui se sature
en fonction de la déformation, soit par exemple une fonction puissance (loi de
Ramberg — Osgood (1.27), avec deux coefficients matériaux K et m) ou une
exponentielle (1.28), cette derniere formulation offrant ’avantage d’introduire une
contrainte ultime o, supportable par le matériau (deux coefficients matériau, o, et b

enplusdeay,):

o =0, + K(P)™ (I.27)

o =o0,+ (0, —0,)exp(—beP) (I 28)

Dans bien des cas, les utilisateurs ne prennent pas la peine de définir une
forme explicite de la loi de comportement, et décrivent la courbe de traction point
par point. Cela revient implicitement a considérer un écrouissage isotrope. Ce type
d’écrouissage est prédominant pour les déformations importantes (au-dela de 10%).
Cependant, l'écrouissage cinématique continue de jouer un rdle important lors de
décharges, méme pour les grandes déformations, et c’est lui qui est prépondérant
pour les faibles déformations et les chargements cycliques. Il permet en particulier de
simuler correctement l'effet Bauschinger, c’est-a-dire le fait que la contrainte
d’élasticité en compression décroit par rapport a la contrainte initiale a la suite d’'un
préécrouissage en traction. Il est néanmoins moins souvent utilisé que 1'écrouissage

isotrope, car son traitement numérique est plus délicat [5].

1.4.3. Viscoélasticité uniaxiale

1.4.3.1. Un exemple de modele rhéologique

Le modele de Maxwell regroupe un amortisseur et un ressort en série (figure
1.22.a), celui de Voigt un amortisseur et un ressort en parallele (figure 1.22.b). (I. 29),

(L. 30) et (I. 31) sont leurs équations respectives.
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Maxwell: & = — +7 (1.29)
axwell : I l— - .
Eo 1
Voigt : o =He+né (1. 30)
. o—He
ou encore E= - (I. 31)
(H)

m) (Eo)
%— —0 00000000 y¥—— —

M)
a. Maxwell b. Voigt
E o
Maxwell
G(}/E{) E(]E{}
G(}/H
Voigrt axwell
I I
c. Fluage d. Relaxation

Figure 1.22 : Représentations des modeles de Maxwell et Voigt [5]

La particularit¢ du modele de Voigt est de ne pas présenter d’élasticité
instantanée. Ceci entraine que sa fonction de relaxation n’est pas continue et

dérivable par morceaux, avec un saut fini a 1’origine :

L’application d'un saut de déformation en t= 0 produit une contrainte
infinie. Ce modele n’est donc pas utilisable en relaxation, sauf si la mise en charge est
progressive, et sera pour cette raison associé a un ressort en série pour effectuer des

calculs de structure.
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Sous 'effet d'une contrainte oy constante en fonction du temps, la déformation
tend vers la valeur asymptotique a¢/H , le fluage est donc limité (figure 1.22.c). Par
ailleurs, si, apres une mise en charge lente, la déformation est fixée a une valeur &, la
contrainte asymptotique sera H &j. Il n'y a donc pas dans ce dernier cas disparition
complete de la contrainte. Au contraire, dans le cas du modele de Maxwell, la vitesse
de fluage est constante (figure 1.22.c), et la disparition de contrainte au cours d’une

expérience de relaxation est totale (figure 1.22.d).

Dans le cas de modeles et de chargement aussi simples, la réponse est obtenue
instantanément par intégration directe des équations différentielles. Les formules

obtenues sont (I. 32) et (I. 33) pour le modele de Maxwell et (I. 34) pour le modele de

Voigt.
: 0o oo t
-fluage sous une contrainte 0y: &€ = En T (L. 32)
0
-relaxation a la déformation &y : & = Eg &g e /" (L. 33)
= Modele de Voigt :
(o)) _t
-fluage sous une contrainte g : € = (?) (1—e ) (L. 34)

Les constantes T = El ett = % sont homogenes a un temps, T désignant le temps de

0

relaxation du modele de Maxwell [5].

25



Chapitre | : Les lois de comportements

I.5. Lois de Comportement des milieux continus

I.5.1. Convention d'écriture

Le tenseur de raideur est un tenseur d'ordre 4. Il est donc particulierement
délicat a expliciter. Les formules développées sont relativement lourdes. Il convient

donc de trouver une méthode qui permet une simplification d'écriture [6].

La solution réside en des applications linéaires. L'une va nous permettre de
passer de l'espace vectoriel de dimension 2 associé aux tenseurs d'ordre 2 vers un
espace vectoriel de dimension 1 auquel on associera des tenseurs d'ordre 1. Pour le

tenseur des contraintes, cette application se présente sous la forme (L. 35).

/ g \
022
011 012 013

| 033 |

0=|(021 022 O23|—>6= | | (I. 35)
0323 = 032
031 032 033 _
031 = 031
012 = 021

Par contre pour le tenseur des déformations, on préfere utiliser 'application définie

par (L. 36).
€11
£
€11 €12 &13 / 52; \

E=|€1 &2 &3|-oé= _ _

V23 = 2833 = 2&3; |
Y13 = 2&31 = 2&34
Yiz2 = 2813 = 2&p

(L. 36)

Ces transformations sur les tenseurs des contraintes et des déformations
induisent l'existence d'une application (1.37) linéaire de l'espace vectoriel de

dimension 4 (associée au tenseur de raideur) vers un espace vectoriel de dimension 2:

- 6=C¢ (1. 37)

My

5

Qi
|
il

La nouvelle forme du tenseur de raideur (I. 38) permet alors de lui associer une

matrice carrée (6,6) :

011 C11 €12 €13 Cia C5 (16 €11
022 C21 Cyp C23 Cpq (5 Cpg €22

033 _ €31 (€32 (33 C34 C35 (3¢ €33 (1. 38)
023 Ca1 Caz2  C43 C34 Cys5  Cye | €23 )
031 €51 Cs2 (€53 €5y Cs5  Csg €31

012 Ce1 C63 C63 Coa Co5 Cep €12

26



Chapitre | : Les lois de comportements

I.5.2. Matériau isotrope :

L'hypothese d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante
du repére choisi pour I'exprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit étre
invariant pour tout changement de base.

Cela revient a dire que trois axes indépendants sont des axes d’isotropie transverse.

Cela nous donne alors les relations (1. 39).

sz = E3,v12 = v31 ;G12 = G31;2G3 =

4 E1 = E3, V12 = VEZ3 ; G23 = G31,‘ 2G23 = 1_5—33 si EzeSt I'axe de l’isotropie (1.39)

(E1 = Ez,m =2, S5 G23 = G31;2G12 =

Vij : coefficient de Poisson dans les directions i et j

Compte tenu de toutes ces relations, la loi de comportement se présente sous la
forme (1. 40).

(l v v 0 0 0 \
E E E
€11 _?v % _?v 0 0 0 011
€22 v —v 1 022
— = = 0 0 0
€3 |_| E E E 033 (L 40)
Y23 o o o 224MmM 0 023 '
V31/ E 031
\m 00 0o o X2 9 01y
K 0 0 0 0 0o 2
On constate alors que la seule forme possible du tenseur d’élasticité est (1. 41).
Ajjig = 1661 + u(6i 61 + 6;16j1) (I. 41)

On obtient ainsi la loi de comportement (I. 42) faisant apparaitre les coefficients de

Lamé.

O-lj = Z.ngij + Askkdij (I. 42)
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Avec cette forme de relation, on constate que les directions principales de contraintes

sont confondues avec les directions principales de déformations [6].

I.5.3. Matériau anisotrope

I.5.3.1. Matériau orthotrope

Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est
invariante par changement de direction obtenue par symétrie relative a deux plans
orthogonaux.

On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisieme plan orthogonal est
automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé
pour le bois (dans certains cas), les composites unidirectionnels et les produits

métalliques laminés [6].

Supposons que nous ayons une symétrie par rapport au plan de coordonnée

x3 = 0. La matrice de changement de base traduisant cette symétrie est (I. 43)

1 0 O
(P)=({0 1 o0 (L 43)
0O 0 -1

La relation d'indépendance du tenseur de raideur A dans ce changement va se
traduire par le fait que toutes les composantes K;j; ayant un nombre impair d'indice

3 sont nulles. Ainsi pour la matrice C on obtient :
C14 = Ca4 = C34 = Ce4 = C15 = C35 = C35 = Cg5 = 0

Le tenseur de raideur n'a plus que 13 coefficients indépendants.
Il nous reste maintenant a traduire la condition de symétrie par rapport a un plan
orthogonal, par exemple celui de coordonnée x; = 0.

On aura donc:

(c15) = €16 = (€25) = C26 = (€35) = €36 = Ca5 = (C46) =0

Il ne reste donc que 9 coefficients indépendants pour traduire le comportement de
notre matériau.

Dans le repere principal d'orthotropie, la loi peut se mettre sous la forme (I. 44)
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( 1 Vi —Viz 0 0 0 \
E; E; E;
—V21 1 —V23
&11 E, E E, 0 0 0 011
€22 —v31 vz 1 0 0 0 (022\
€33 | | Es E3 E3 033
= L | | (L 44)
Va3 o 0 0 — 0 o0 |%s
V31 G23 L \031 /
V12 0 0 0 0O — 0 012
G31
1
\ 0 0 0 0 0 —
G1z
Les conditions de symétrie se traduisent par les relations (1. 45)
Yiz _ Vo1, Vi3 _ Va1 , Va3 _ V32 (L. 45)

E; E, ' E; Es ' E, Eg

Le matériau est donc caractérisé par 9 coefficients indépendants :
* 3 modules d'élasticité longitudinale E4, E; et E3 dans les directions de I'orthotropie.
* 3 modules de cisaillement G132, Go3etG3.

* 3 coefficients de poisson vi;,Va3etvsy.

1.5.3.2. Matériau isotrope transverse

Un milieu est dit isotrope transverse pour une propriété donnée si cette
propriété est invariante par changement de direction obtenue par rotation autour
d'un axe privilégié. Dans ce cas, tout plan passant par 'axe privilégié est un plan de
symétrie. Nous pouvons donc remarquer que le milieu est déja orthotrope [6].
Imaginons par exemple que l'axe E3 soit l'axe d'isotropie. Il est donc nécessaire
d'avoir une invariance de la loi de comportement pour toute rotation définie par
(L 46).

cosa sina 0
(P)=|—sina cosa O (L. 46)
0 0 1

On congoit facilement qu'en plus des relations du cas orthotrope, on obtient de
nouvelles relations entre les coefficients élastiques du tenseur de raideur.

On aura par exemple :
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— : 2 P2
Ki212 = —sinacosa A;,AzqKi1pq + (cos? a — sin“a)A1pAzqKi2pq
+ sina cosa A1 A;4K52p4

K51, = —sinacosa (—sina cos a K;11; + sina cos a K;15,) + (cos? a — sin*a)?K;,1,
+sina cosa (—sina cosa K,,1; + sina cosa Ky555)

Ce qui nous donnera :
Coe = Sin?a cos?a (cq1 + 3 — 2¢45) + (cos? a — sina)?cqg
4sin’a cos?acgg = 2sin’a cos?a (c11 — ¢15) car ¢y = Cyy

D'ou la relation (1. 47).

1
Co6 = 5 (¢11 —€12) (I. 47)

En définitive on retrouvera 4 nouvelles équations (dont ¢;; = ¢;4). Il n'y a donc plus

que 5 composantes indépendantes. Ce qui donne I'équation (1. 48).

1 —Vi2 —Vi3

— 0 O 0 \
Eq Ey Ey
“Viz 1 —Vi3
&11 Z, I 5 0 O 0 011
€22 —Vviz —Viz 1 0 0 0 022
€3 |_| E Eq E3 | 033 | (L 48)
Y23 0 0 0 — o0 0 023 '
V31 G23 L \031 /
Y12 0 0 0 0 — 0 012
G23
\ o o o0 o o 220 )
Eq
Les 4 relations supplémentaires étant définies en (I. 49).
El - E2
Y13 — Y23
By Ep (I 49)
6232051

-1

Dans ce premier chapitre on s’est contenté de présenter les lois générales de
comportement des matériaux, or le but de ce mémoire est de présenter les différentes
méthodes de calcul en plasticité appliquées a la mise en forme. Pour cela la

connaissance de certains criteres de plasticité est de rigueur.
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Le second chapitre est une présentation générale de ces différents criteres
utilisés lors de ces calculs, que se soit isotrope (Von Mises et Trésca) ou anisotrope
(Hill).
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Chapitre Il : Plasticité

I1.1. Introduction

Lorsqu'un matériau est sollicité jusqu’a rupture, les essais montrent que la
contrainte de rupture og est une grandeur présentant de fortes fluctuations et que le
mode de ruine dépend de la nature du matériau. Ainsi la rupture peut intervenir
brutalement quasi sans déformation préalable pour les matériaux qualifiés de
fragiles, tandis qu’elle n’intervient qu’apres une étape de grande déformation
permanente pour les matériaux ductiles. Nous savons maintenant que les matériaux
fragiles rompent brutalement au-dela d’une certaine tension, tandis que les
matériaux ductiles s’écoulent plastiquement avant de rompre sous cisaillement. Si la
rupture est toujours 'étape ultime de la ruine des structures, elle est précédée d'une

étape de plastification pour les matériaux ductiles.
I1.2. Le comportement plastique

Le comportement plastique est celui d'un corps solide qui prend des
déformations permanentes sans se fissurer. On admet généralement que ces
déformations permanentes se produisent au-dela d'un seuil de contrainte appelé

seuil de plasticité ou limite d’élasticité.
I1.3. Frontiere d’Ecoulement

Tout matériau admet une limite de résistance au-dela de laquelle la
déformation plastique ne peut plus étre contenue. Ce seuil d’écoulement est fonction
de I'état de contrainte appliquée dans I'espace des contraintes le long d’un trajet de

chargement.

Frontiéred’Ecoulement

Figure I1.1 : L'"évolution de la frontiere d’écoulement au cours du chargement
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Point de Plastification Naissante
o Frontiere Elastique Initiale: f(¢) = 0
Cette frontiere peut étre entrainée par I'écrouissage
o Frontiere élastique écrouie: f(a,a) = 0
Point d’écoulement plastique libre :
o Limite de résistance

La Frontiere d’écoulement (figure I1.1) est la surface enveloppe de toutes les

frontieres écrouies ayant atteint le seuil d’écoulement plastique libre.

I1.4. Chargement Limite

Toute structure admet un chargement limite. Pour une répartition
inhomogene de contrainte la plastification (méme parfaite) envahit progressivement

la structure.

Tant qu’il reste des zones élastiques, elles contiennent I’écoulement des zones

en déformation plastique

Lorsque toute la structure est plastifiée I'écoulement plastique devient libre, la

structure atteint son chargement limite.

IL.5. Les criteres de plasticité

Le cas du chargement uniaxial étudié jusqu’a présent fait apparaitre un domaine
d’élasticité au travers de deux valeurs de contrainte, I’'une en traction, 'autre en
compression, pour lesquelles se produit 1'écoulement plastique. Ainsi dans le cas du
modele de Prager (figure 1.18).

— le domaine d’élasticité initial est le segment : [—0 y O y]

— sa position pour une déformation plastique &P est: [—a,, + X; 0, + X]
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avec: X = HeP
11 est décrit par la fonction de charge (définie de R* dans R)

f:(a;X) - f(0;X)

Pour définir ce méme domaine en présence de chargements multiaxiaux, la
fonction f devient une fonction du tenseur de contrainte, & et du tenseur X = HEP,
(de R? dans R) telle que :

— sif(7,X) < 0, Tétat de contraintes est élastique
- sif (E, X ) =0, le point de fonctionnement est sur la frontiere

— la condition f (&,X) > 0 définissant I'extérieur du domaine

Dans le cas général, I'ensemble de départ contiendra les contraintes et toutes les
variables d’écrouissage, scalaires ou tensorielles, il faut donc définir f (&, 4;) [5].

On va dans un premier temps limiter la présentation a la définition du domaine
d’élasticité initial, pour lequel on supposera que les variables A; sont nulles, si bien
quon se contentera d’écrire les restrictions des fonctions f dans l'espace des

contraintes.

L’expérience montre que, pour la plupart des matériaux, le domaine d’élasticité
initial est convexe (c’est en particulier vrai pour les métaux qui se déforment par
glissement cristallographique). La fonction de charge doit donc elle-méme étre
convexe en @ ce qui implique, pour tout réel A compris entre 0 et 1, et pour un

couple (@1, G2) quelconque de la frontiére, la relation est (II. 1).

f(Ae, + (1 - Naz) < Af(61) + (1 - Df (o) (IL. 1)

Comme dans le cas de I'étude du tenseur d’élasticité, il faut ici encore respecter
les symétries matérielles. Ceci implique en particulier dans le cas d'un matériau
isotrope que f soit une fonction symétrique des seules contraintes principales, ou
bien encore, ce qui est équivalent, des invariants du tenseur des contraintes dont la

définition provient du polyndéme caractéristique (II. 2).
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I, = trace (o) =0y
I, = (%) trace (0?) = (%) 0ij0ji (IL 2)

klg = (%) trace (?) = (%) 0ijOkOki

L’expérience montre que la déformation plastique d'un grand nombre de
matériaux est indépendante de la pression hydrostatique [5]. Ceci amene a
considérer comme variable critique a faire figurer dans la définition du critere non
plus le tenseur de contraintes lui-méme, mais son déviateur § relation (II. 3), défini

en enlevant a 0 la pression hydrostatique, et ses invariants (II. 4) [8].

Iy

=0 — (—)7 (IL 3)

3

“ll

J1 = trace (5) =_0
J, = (%) trace (S_Z) = (%) SijSji (I 4)
I3 = (%) trace (s=3) = G) SijSjkSki

I est commode, en vue de réaliser les comparaisons avec les résultats
expérimentaux, de disposer d’expressions des criteres dans lesquelles les valeurs de
f sont homogenes a des contraintes, c’est ce qui amene par exemple a utiliser a la
place de J, linvariant] (II. 5), qui peut également s’exprimer en fonction des
contraintes principales @4, 0,03 ou de la contrainte o dans le cas d'un état de

traction simple :

1

1
J= <(§) Siisji) g ((g) (01— 062)* + (62 — 03)* + (03 - 01)2)> " lo|  (IL 5)

La valeur précédente est a rapprocher de celle de la contrainte de cisaillement
octaédral. Les plans octaédraux sont ceux dont le vecteur normal est de type {1,1, 1}
dans l'espace des contraintes principales. Il est aisé de montrer que le vecteur
contrainte évalué sur le plan (1,1,1) a partir des valeurs de g4, 6,03, a pour

composantes normale g, et tangentielle 7, relation (I 6).

Ooct = (%) 14

- ( g)] (IL. 6)
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La valeur de J définit donc le cisaillement dans les plans octaédraux. Les
remarques précédentes indiquent que le plan de normale (1,1,1) va étre un plan
privilégié pour la représentation des criteres. En effet, tous les points représentant
des états de contrainte qui ne different que par un tenseur sphérique (donc qui sont
équivalents vis—a—vis d'un critere qui ne fait pas intervenir la pression hydrostatique)
s’y projettent sur le méme point. La figure (IL.2) montre ce plan, dans lequel les
projections des axes principaux déterminent des angles de 2m/3, et qui a comme
équation (II. 7) [5].

0'1+0'2+0'3=—11/3 (117)

1 CS

Figure 11.2 : Etats de contraintes caractéristiques dans le plan déviateur [5].

TS : désigne les points qui peuvent se ramener a de la traction simple,
CS: ceux qui peuvent se ramener a la compression simple

(par exemple un chargement biaxial, car un état ou les seules contraintes non nulles

sont 01 = 0, = 0 est équivalent a g3 = —0),

CI un état de cisaillement
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IL.5.1. Critéres isotropes

I1.5.1.1. Critere de Von Mises

Dans la mesure ou la trace du tenseur des contraintes n’intervient pas, le
critere le plus simple est celui qui n’utilise que le second invariant du déviateur des
contraintes, ou encore J. Ceci correspond a un ellipsoide dans 'espace des tenseurs S
symétriques (expression quadratique des composantesS;;, qui sont toutes

équivalentes), soit, si oy est la limite d’élasticité en traction la fonction sera (II. 8) [4].

f@=J-o, (IL 8)

I1.5.1.2. Critere de Tresca

L’expression du critere de Von Mises fait intervenir les cisaillements
maximaux dans chaque plan principal, représentés par les quantités (o; — 0;). La
spécificité du critere de Tresca est de ne retenir que le plus grand d’entre eux. Le fait
de rajouter une pression a chaque terme de la diagonale ne modifie pas, comme
prévu, la valeur du critere. Contrairement au cas précédent, cette expression (II. 9) ne
définit en général pas une surface réguliere (discontinuité de la normale, points

anguleux) [5].

f(o) = rr%r;_lx|a,- - oj| - o, (IL. 9)

I1.5.1.3. Comparaison des critéres de Tresca et Von Mises

Comme il n’est bien entendu pas question de se placer dans 1'espace des 6
(ou 9) composantes du tenseur des contraintes, il faut se résoudre a ne visualiser les
frontieres du domaine d’élasticité que dans des sous—espaces a deux ou trois

dimensions. Les représentations les plus courantes s’effectuent :

— Dans le plan traction—cisaillement (figure I1.3.a), lorsque seules les composantes
o0 = 04, et T = g4, sont non nulles ; les expressions des criteres se réduisent alors a
(IL. 10) et (IL. 11).

o  VonMises:  f(6,7) = (6% +31) 2 — g, (IL. 10)
1
o Tresca:  f(0,7) = (6 +47%) 2 — g, (IL 11)
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— Dans le plan des contraintes principales (o4; 03) (figure I1.3.b), lorsque la troisieme

contrainte principale o3 est nulle les expressions sont (II. 12) et (II. 13)

o Von Mises:  f(oq,0;) = (612 + 0,2 — 0'10'2)1/2 -0, (IL. 12)
o Tresca: f(o4,0;,) =0, — o0, si 0<o0q<o0,
f(o1,0;) =0, -0, si 0<o0,<o0; (I1. 13)
f(o1,0,) =01 —0;—0, si 0, <0<o0,

(symétrie par rapport a l’axe 6; = 03)

— Dans le plan déviateur (figure I1.2), le critere de Von Mises est représenté par un
cercle, ce qui est cohérent avec son interprétation par le cisaillement octaédral, le

critere de Tresca par un hexagone ;

— Dans l'espace des contraintes principales, chacun de ces criteres est représenté par

un cylindre de génératrice (1,1, 1), qui s’appuie sur les courbes définies dans le plan

déviateur.

Oz G2
Oy —
i
/7
—0Oy 7 0O
Oy
| 7
7
| /
L b.
— 5-‘_

Figure 11.3 : Comparaison des critéres de Tresca (en pointillés) et de Von Mises (traits
pleins) [5].

(a) En traction-cisaillement (Von Mises :t,, = o, /Y3 ,Tresca:t, = a,/2).

(b) En traction biaxiale
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I1.5.2. Critére anisotrope :

Les équations qui modélisent le phénomene réel de déformation doivent aussi
contenir les mesures qui caractérisent le degré d’anisotropie. La mesure la plus
utilisée pour la caractérisation du degré d’anisotropie est le coefficient

d’anisotropie R. Ce coefficient est défini par la relation (II. 14).

R=2 (IL. 14)
€3
- & est la déformation dans la direction de la largeur d'une éprouvette a section

rectangulaire.
- €3 est la déformation dans la direction d’épaisseur.

La détermination du coefficient d’anisotropie se fait par l'essai de traction
d’une éprouvette de tole. Des matériaux avec des valeurs de R différentes pour
différentes directions de traction dans le plan de la tole (cas général) est un matériau
a anisotropie transverse ou plane. Des matériaux avec un coefficient R différent de 1
mais ne variant pas dans le plan de la tole sont des matériaux a isotropie transverse

ou anisotropie normale [7].

I1.5.2.1. Critere de Hill quadratique

Ce critere s’exprime dans le systeme des axes d’orthotropie (x,y,z) en
fonction de six parametres relation (I.15)F,G,H,L,M,N qui caractérisent

I’anisotropie du matériau.

2f(01;) = F(oyy = 0,,)" + G0y — 0x)? + H(0yx — 0y,)" + 2L0%,, + 2M0?,, + 2No%,, = 1
(IL 15)

Dans le cas d'un état de contrainte plane (g, 7., 0,) dans le plan principal

(x,y) le critere devient (II. 16).

2f(0i;) = (G + H)0?% 3 — 2H0y0yy + (F + H)o?%,, + No%yy, = 1 (II. 16)

Les coefficients du matériau peuvent étre déterminés en partant de 1'essai de
traction sur l'éprouvette coupée a 0°90° et 45° par rapport a la direction de

laminage.
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Dans le cas de l'isotropie transverse (anisotropie normale), le critere de Hill

peut étre exprimé en fonction des contraintes principales o, et g, relation (II. 17) et
(I. 18).

0-21 + 0-22 + R(O-l - O-z)RZC (II 17)

ou:

(1+ 2R) (%)2 + (%)2 =2(1+R) (IL. 18)

Cc

Les relations (IL. 17) et (II. 18) représentent les équations d’ellipses dont les longueurs

d’axes dépendent du coefficient d’anisotropie [7].

Modeéles parfaits

Pour le calcul des procédés de mise en forme que nous allons voir dans le
chapitre III, on utilise généralement le model rigide parfaitement plastique illustré en
tigure (IL.4).

W

Figure I1.4 : Comportement rigide parfaitement plastique

Le modele rigide plastique parfait est utilisé pour les problemes de calcul des
charges limites. Pour ce modele, au-dela d'une valeur limite du chargement il y aura

écoulement libre du matériau et perte d’équilibre [11].
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Chapitre Il : Les méthodes de calcul en mise en forme

II1.1. Introduction:

Face a un procédé de mise en forme, l'ingénieur a besoin de savoir
rapidement si son matériel peut fournir la puissance et supporter les efforts

nécessaires pour effectuer 1’opération.

Les trois méthodes exposées dans ce chapitre fournissent des éléments de

réponse a cette question.

I11.2. Méthode des tranches :

La méthode des tranches, affine les ordres de grandeur en tenant
compte des frottements sur l'outil et fournit une distribution approchée des

contraintes

Cette méthode permet de calculer une valeur approximative des efforts moteurs.
ITI.2.1. Présentation générale de 1a méthode :

Nous allons dégager les traits généraux de la méthode, pour pouvoir

I'appliquer a différents procédés.

II1.2.1.1. Hypotheése :

On découpe par la pensée le matériau en tranches respectant la symétrie du
probleme. Ces tranches peuvent étre des parallélépipedes, des disques, des anneaux,

etc. ; elles sont infiniment minces selon une direction : Ox pour fixer les idées.

On suppose alors que :

a- Dans tout le volume déformé les directions principales des contraintes sont Ox
et les deux directions perpendiculaires (paralleles aux arétes, axes radial, ...)

b- Les contraintes principales sont constantes dans une tranche (c’est-a-dire ne
dépendent que de x)

c- Les forces appliquées a la tranche résultent d'une part de ces contraintes,
d’autre part d’une cission créée par le frottement de 'outil a la surface de la
tranche. (la présence de cette cission ne modifie pas la seconde hypothese).
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II1. 2.1.2. Schéma de calcul :

Faire le compte de l’ensemble des forces appliquées a une tranche et en

déduire I'équation d’équilibre.

Une hypothese sur le modele de frottement donne une valeur de la cission,
éventuellement en fonction de la contrainte normale, dans le cas du frottement de la
couche limite figure (II.1.a), équation (IIL.1).
%

V3

_B
JAN E

T=m 0 <m<1 (IIL.1)

Figure III .1 .a : Frottement couche limite

Le critere de la plasticité, écrit dans le cadre de I'hypotheése b, fournit une relation

entre les contraintes principales (III.2) (critere de Von Mises en déformation plane).
2
(0x — 0y)* = (5 00)* (IIL.2)

L’application de la loi d’écoulement au mode simplifié de déformation donne une

deuxiéme relation entre contraintes.

L’équation d’équilibre se raméne alors a une équation différentielle en X pour une
des contraintes principales ; une condition a la limite, par exemple une surface libre,

permet d’obtenir par intégration la distribution des contraintes.

Les efforts moteurs se calculent alors par intégration des contraintes sur les surfaces
de contact [10].
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I11.2.1.3. Utilisation de la loi d’écoulement :

J En déformation plane nous avons la loi d’écoulement (II1.3).
1
{O'ZZ = 2 (axx + ayy) (III3)
avec:p= 0.5
. Déformation d’un corps plein symétrique cylindrique

Exemple : forgeage d’un lopin.

Les tranches sont des anneaux d’épaisseur dr, (figure II1.1.b)

p 4
LA S S, S, S

4 fr+dr

.
|
7777

‘v@

Figure 111.1.b : Tranches pour un lopin cylindrigue [10].

Le cylindre se déforme en restant un cylindre (II.4) (homogénéité de

déformations).

aur

Err
J Egp =4 (ILL. 4)
Ik 6uZ

Incompressibilité donne (I11.5).

our |, Uy , Ouy, _

6_r+7+¥_0 (III. 5)
Or par hypothese d’homogénéité de la déformation :
£,, ne dépend pas de 7 (le cylindre reste un cylindre)

£, et £gg ne dépendent pas de z (une tranche est homogene).
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Donc &,, et (& + &gg) sont des constantes exprimées en (IIL.6).

duy . U

ar T —a
(I11. 6)
u,=2r+£
2 r
Les vitesses ne peuvent étre infinies au centre du lopin (IIL.7)
du u
ﬁ =0 = L=
AT (1L 7)
Err = Epp = _Egzz
la loi d’écoulement devient (II1.8).
Srr — Sen _
{ By Egp o OrT T 08 (1L 8)
Orr = 099

Dans de nombreux probleme a symétrie cylindrique, les hypotheses de la méthode

des tranches entrainent 6, = 4.

Remarque : si le corps est creux (anneau) nous pouvons avoir # # 0 , dans ce cas

Orr * Ogg-

I11.3. Méthodes d’encadrement

Calculer un procédé de mise en forme, c’est d’abord obtenir une valeur
approchée des principales grandeurs technologiques (couple de laminage, force de

filage ou de poinconnement, etc.)

Les méthodes d’encadrement conduisent a deux approximations, 1'une par
exces (méthode de la borne supérieure), 'autre par défaut (méthode de la borne

inférieure).

Enfin il est intéressant de prévoir le type d’écoulement obtenu, la création de
certains défauts..., dans certaine mesure, la méthode de la borne supérieure permet

de telles prévisions.

Utiliser ces méthodes avec succes demande un peu d’habitude et fait appel au

sens physique. En cela elles sont particulierement utiles.
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II1.3.1. Méthode de la borne supérieure :
Elle comporte toujours les étapes suivantes :

a) Calcul de la puissance des forces motrices extérieures W,

Les forces extérieures motrices s’exercent par l'intermédiaire d’outils se déplagant
(translation d"un poingon, d"une matrice, rotation d'un cylindre...). La puissance de

ces forces extérieures se met sous la forme du produit de deux grandeurs :

- La“force”

- La”vitesse de déplacement”
Exemple:  poingon F v,
Cylindre Cw w = vitesse de rotation
C = couple de laminage

a) Calcul approché de la puissance dissipée par déformation plastique W;

(alintérieur de la matiere)
- Expression d'un champ de vitesses incompressibles u*, vérifiant les conditions

aux limites sur les vitesses, est destinée a approcher 1'écoulement réel.

- Calcul de la puissance dissipée par unité de volume s’effectue par la relation

(I1L.9).
Wi =04 & (IIL.9)

En tout point ou la vitesse est continue et de la puissance dissipée par unité de

surface en tout point des surfaces de discontinuité est (IIL.10).

Wi = j—; | At (I11.10)
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- Intégration de W;, dans tout le volume et de W; sur toutes les surfaces de
discontinuité (III.11) donne la puissance dissipée par déformation

plastique W .
w; = [f[ WydV + M widy (IIL.11)

b) Calcul approché de la puissance dissipée par le frottement W7

(aux interfaces outil-matiere)

- Calcul approché de la puissance dissipée par unité de surface se fait par

(IIL.12)

— Op

W; = m 2 |61 (I11.12)

Su* étant la vitesse relative de 1’outil et de la matiere dans son mouvement fictif u*.

m caractéristique des conditions de frottement (0 < m < 1).

o Si m=0 conditions de lubrification parfaite (glissement sans
résistance)
o Si m=1 conditions extrémes de frottement. La contrainte de

cisaillement a atteint son maximum

o Si 1<m<1 condition intermédiaire

- Intégration de W sur les interfaces de S (II1.13).
W= [[[WidS (II1.13)

c) Bilan approché de I'énergie :

W, < W; +W; (I11.14)
Le membre de droite sur la relation (II1.14) est calculé.

Le membre de gauche contient la grandeur technologique inconnue, dont I'intégralité

(III.14) fournit I’approximation par exces [10].
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I11.3.2. Méthode de la borne inférieure MBI

a) Calcul de la puissance des forces motrices extérieures W, en fonction des
grandeurs technologiques.

b) Expression d’'un champ de contraintes [ *].

- Enéquilibre avec les conditions aux limites sur le vecteur contrainte.

- Admissible (c’est-a-dire vérifiant partout f(o ) < 0).

c) Calcul sur l'interface d’une valeur approchée de la puissance des forces
extérieures.
Sur un élément d’interface outil-matiere la vitesse de ’outil est imposée U.
Sur cet élément s’applique le vecteur contrainte approché (1IL.15).

T = [0*] .7 . (I11. 15)

La puissance approchée des forces extérieures est 1'intégrale sur l'interface §

des puissances élémentaires T*.%.dS est sur (I11.16)
W, = [[[T".4.dS (I11.16)
d) Enfin: W, > W; (I11.17)

W}, est calculée. W, contient la grandeur technologique inconnue dont l'inégalité

(II.17) fournit I’approximation par défaut [10].

Remarque :

La méthode de la borne inférieure est moins souvent utilisée que la méthode de la

borne supérieure pour deux raisons :

- Il est plus difficile d’imaginer un champ virtuel de contraintes [0 *] qu'un

champ virtuel de vitesses u*
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- Il est plus intéressant pour l'ingénieur de mise en forme d’avoir un majorant
des grandeurs technologiques nécessaires quun minorant, car il doit prendre

toujours un coefficient de sécurité.

III.4. Méthode des lignes de glissement :

Cette méthode s’applique au cas du matériau rigide, parfaitement plastique
(RPP) en déformation plane. Elle permet de calculer les contraintes et les vitesses,

c’est-a-dire d’intégrer les équations aux dérivées partielles du probleme.

Cette méthode est difficile, mais puissante. Elle fournit des procédés de calculs
numériques approchés qui sont abordable (les réseaux peuvent étre construits a la
main). Elle s’applique a un grand nombre de cas du formage des métaux. Elle permet

de traiter le cas du matériau non homogene.

I11.4.1. Hypothéses et conséquences :

On étudie un matériau rigide, parfaitement plastique, homogene et isotrope
(obéissant au principe du travail maximal), en déformation plane. Ce dernier point
signifie que si on prend des axes orthonormés Oxyz dont Ox et Oy sont dans le plan
de la déformation, alors les composantes u, v, w de la vitesse sont a chaque instant
en (II1.18).

u=u(xy)
v=v(x,y) (ITL. 18)
w=20

C’est-a-dire que l'état du corps est le méme le long de toute parallele a Oz et les

vitesses sont toutes paralleles au plan Oxy. Le probleme est donc « bidimensionnel ».

Le tenseur des vitesses de déformation est alors dans les axes Oxyz (I11.19)

u 1 (0u v
| = ;G ) 1|
[é] = |1 (2u , o o (IIL 19)
Y [2 (ay t ax) dy OJ
0 0 0
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Remarque

C’est un probleme d’écoulement libre. Il faut donc tenir compte des changements de

géométrie du corps. A cause de cette difficulté, les problemes résolus sont :

- Des problemes d’écoulement libre commengant : c’est le probleme de la charge
limite.

- Des problemes d’écoulement libre permanant (par exemple dans une filiere).

- Des filieres d’écoulement libre pseudo-permanant, c’est-a-dire dans lesquels
tout se transforme par homothétie au cours du temps.

A , N . .

Il apparait donc que I'axe 0z est direction principale du tenseur [£;] et
donc aussi du tenseur [g;;], puis a cause de lisotrope ces deux tenseur ont
méme directions principales. 6,, = gy, est donc une contrainte principale.
Nous appellerons o, et oy, les autres contraintes principales, qui sont dans le

plan Oxy. Le tenseur [g;;] est alors, dans les axes Oxyz, de la forme (IIL.20).

Oxx Oxy 0O
[0ij] =|0xy 0yy O (II1.20)
0 0 o,

I11.4.2. Equations du probléme :

Les inconnues [6], 4, 4, ( 4 = 0 ) sont solution du systéme suivant, pour le

critere de Von Mises, en déformation plane.

1 2 . 7% .
. (0x —0yy) + 02 =k* ou k?= - (Von Mises) (II1.21)
a ou ad
b o _wtw_ A,
= = = — (loi d’écoulement) (II1.22)
Oxx—0Oyy Oyy—Oxx 40,y 2
_ O'xx‘l'O'yy
{“ZZ — T2 (I1.23)
u=0.5

Les équations (IIL.21) et (IIL.22) sont plus générales que cela, en ce sens qu’elles ne
sont pas seulement relatives au critere de Von Mises, mais a tout critere de plasticité

qui ne dépend pas de la contrainte moyenne (II1.24).
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O'xx+0'yy+O'ZZ

O' =
m 3

(IIL. 24)

Si on prend un critere quelconque qui ne dépend pas de a,, , ce qui équivaut a
dire qu’il ne dépend que du déviateur des contraintes, ce qui équivaut également a
dire que la déformation plastique se fait sans variation de volume, et c’est le cas en

général pour les métaux, on obtient les méme équations (II1.21) et (II1.22).

Les contraintes doivent également vérifier les équations d’équilibre (I11.25).

do. do.
XX + Xy — O

ox 0y (IIL.25)

00xy 00yy —0
dx dy

Il faut également se donner, sur le contour du corps, des conditions a la limite,

qui pourront porter soit sur les contraintes, soit sur les vitesses, soit sur les deux.

II1.4.3. Etude du champ des contraintes

a) Position du probléme.

En déformation plane, il ny a pour le tenseur des contraintes que quatre

inconnues :

1°) 0xx, 04y , 04y que I'on met sous la forme (I11.26).

P (IIT. 26)

Oxy Oyy
et qu'on appelle « tenseur des contraintes des dans contraintes dans le plan Oxy »,
2°) 04,

iy . .

L’équation (III.23), permet de calculer 6,, en fonction de 6y, 0y, 0y,. Il ne
reste donc que trois inconnues o,,, 0y, et g,,. Mais, de plus dans les zones ou le
critere est atteint, I'équation (II1.21) fournit une relation entre 6,,,0, et g,,. Donc on
peut calculer une de ces trois inconnues, par exemple o,,, en fonction des deux

autres o, et g, et finalement il n"y a que deux inconnues indépendantes o, et ,,,.

Or il y a justement deux équations reliant ces deux inconnues : ce sont les deux
équations d’équilibre (II1.25) (ot I'on remplaces g, par son expression en fonction de

O etay,).
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Remarque : si les conditions a la limite sy prétent, alors on pourra déterminer le

champ des contraintes sans avoir a parler des vitesses.

b) Transformation des équations d’équilibre :

Pour ne pas faire jouer un role particulier a g, et g, ou g4, on prend
pour les deux fonctions inconnues du probleme en contraintes (II1.27).

_ Oxx—Oyy __ . ortoyg

P= D 2 (I11. 27)
0 = (M, My;)

oy étant la direction de la plus grande traction principale, (Figure IIL.2). L’autre
direction principale a;;, qui est perpendiculaire a a;, est, par convention, orientée de
facon que (II1.28).

(M1, Mgyr) = +7 (IIT. 28)

& +
Y \

Figure I11.2 : Les lignes de glissement dans un point M [10].

o; > oy T, et Tg sont les vecteurs unitaires tangents aux lignes o et f en M.
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Remarque : les contraintes positives sont les tractions.

L’examen du cercle de Mohr (Figure II1.3) correspond au plan Oxy (facettes tournant

autour de Mz) montre que (II1.29).

Oxx = —Pp + k cos 20
oyy = —p — k cos 20 (I11.29)
Oxy = ksin26

Figure I1I. 3 : Cercle de Mohr

En effet le vecteur contrainte OX correspondant a la facette perpendiculaire a X a son
extrémité X sur le cercle de diamétre (ay;, 0}) et (Co;,CX) = — 2 (Mo;, MX) = 20,

montre que le rayon de ce cercle est k = Cte.

On reporte les expressions (I11.29) dans les équations d’équilibre (II1.25) et on
obtient (III. 30).

—Z—p—stinZB

X

a—6+2kc0526? a_9=0
x ady

(IIL. 30)
—9% o kcos20 22 +2ksin20 2 =0
ay dx ay

C’est un systeme de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre a deux

fonctions inconnues p(x,y) et 8(x,y) de deux variables x et y.
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c) Résultats de la théorie : lignes de glissement et relations de Hencky.

Du point de vue mathématique, la théorie des équations (II1.30), n"utilise que
la notion de dérivée dans une direction donnée, et elle conduit aux résultats

suivants :

1°) II existe deux réseaux de ligne orthogonales, les lignes a et les lignes 8, appelées
lignes de glissement, qui en tout point bissectant I’angle des contraintes principales

ogetoy (Figure IIIZ)

Par convention, les orientations sont dans (I11.31).

Vs

(Mo, M) = =3

] N (I1L 31)
(Mg, Mg) = +7 = (Mo, Mg) =+

Ou M, et M—I; désignent les tangentes en M aux lignes a et .

Considérons les facettes de normales m etm. Les vecteurs contraintes
correspondants sont OTa et OTg (Figure II1.3) d’apres les propriétés du cercle de
Mohr. Donc on voit que les lignes de glissement sont les lignes de cisaillement

maximal k.

2°) Le long de ces lignes a et B, on a les relations suivantes entre les deux fonctions

inconnues p(x,y) et 0(x,y), relations dites de Hencky (I11.32).

p + 2k6 = Cte lelong d'une ligne a

Relations de Hencky :{p — 2kO = Cte lelongd’une ligne B

(IIL. 32)

d) Utilisation des relations de Hencky

Si on se donne le réseau des lignes de glissement, on connait 8 partout avec
(I11.33).

0 = (M, My;) = (Mg, M) + ; (I1L. 33)

Donc si on se donne p en un point M, p est aussitét connu tout le long des lignes a
et B qui passent par M.
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e) Propriété géométrique du réseau des lignes de glissement.

Théoréme de Hencky.

Prenons un couple quelconque de ligne a et un couple quelconque de lignes f.
Elles se coupent MNPQ (Figure II1.4).

Figure I11.4 : Couple de lignes de glissement [10]

En écrivant les équations (II1.32) aux quatre points MNPQ et en éliminant les

valeurs de p, on trouve (I11.34).

ON)- 0(M) = 6(Q)- 0(P) o (To(M),T,(N) = T4(P), 7,(Q)) (IIL.34)

C’est-a-dire que 'on a le “"théoréme de Hencky ™ :

L’angle dont tourne la tangente a une ligne a entre deux lignes  données, est le
méme quelle que soit la ligne a envisagée. On peut permuter les rdles de a et de .

Un tel réseau de courbes est dit réseau de Hencky. Une conséquence
immédiate est que si MN est un segment de droite, il en est de méme de tous les arcs

de lignes a (PQ, par exemple) compris entre 8 et 8.
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f) Construction du réseau des lignes de glissement :

On peut construire ce réseau par une meéthode numérique ou graphique

approchée et calculer la solution p et 8 sur ce réseau par les relations de Hencky.

Premier exemple : il est souvent appelé “premier probleme aux limites”.

On se donne deux arcs de lignes de glissement 0OA et OB (Figure II1.5). Le champ des
lignes de glissement est alors parfaitement déterminé dans le rectangle
curviligne 0ACB. On peut calculer ce champ de fagon approchée de la maniere

suivante :

On découpe OA et OB en petits arcs tels que OP, PT, etc. et 0Q, QW, etc. Les

lignes a et B passant par ces points de subdivision donnent un quadrillage de OACB.

Figure I11.5 : Réseau de lignes de glissement [10].

Or le théoreme de Hencky nous permet de calculer immédiatement les valeurs
de 6 en tous les points R, S, V, Z.... du quadrillage (remarquons que la position des

points n’est pas encore connue), car on a, par exemple (II1.35).
0(R) — 6(Q) =6(P)—6(0) (IIL.35)
d’ou O(R) puisque 0 est connu le long de OA est de OB.
On détermine alors la position du point R de la fagon suivante :

On construit R comme intersection des deux cordes QR et PR (Figure II1.6) et on
assimile les petits arcs de ligne a et B QR et PR 4 des arcs de cercle ; ce qui permet
d’écrire (II1.36).

(m’ Q—R’) — W (I1I. 36)

2
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ou Ra et Qa sont les tangentes en R et Q a la ligne a. Donc (II1.37).

(ac), al_f) = w — % = quantité connue (TII. 37)

Donc on peut construire les deux droites QR et PR, d’ou R a leur intersection.

De proche en proche, on peut construire tous les points du quadrillage, donc

le réseau de lignes a et B dans OACB.

Si maintenant on connait la valeur de p en 0, on calcule p le long de OA et OB

grace aux relations de Hencky et ensuite on calcule de méme p dans tout le réseau
OACB.

Figure I11.6 : Intersection de deux cordes de lignes de glissement [10].

Deuxieme exemple : il est souvent appelé “’deuxieme probleme aux limites”.

On suppose connues les valeurs de p et 8, par exemple a 'aide des conditions aux
limites (voir remarque ci-dessous) le long d"un arc de courbure AB, qui n’est pas une

ligne de glissement.

Alors le réseau des lignes de glissement est parfaitement déterminé dans le
triangle curviligne ABM, construit avec les deux lignes de glissement issues de A et B
qui convergent du coté voulu de AB. Pour cette raison, ce triangle s’appelle le

“’domaine de dépendance” de AB.

On peut construire le réseau de fagon approchée par une méthode tout a fait

semblable a la précédente :
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On découpe AB en petits arcs tels que €D, ce qui produit un quadrillage du triangle
ABM. En tout point de ce quadrillage on connait la valeur de 8 grace aux relations de

Hencky et aux données sur AB. Par exemple pour R (Figure IIL.7) on a (II1.38).

{p(R) + 2k6(R) = p(C) — 2K6(0) (I1L.38)
p(R) — 2k6(R) = p(D) + 2k6(D) '
Systeme de deux équations linéaires a deux inconnus p(R) et 8(R), que 1'on résout.

La connaissance de O(R) permet de déterminer comme précédemment la
position du point R. d’ou le réseau de lignes a et B. La connaissance de p pour le

réseau est déja acquise par la résolution du systeme (I11.38)

_ A ‘ (=3
~ i o M

& o
> @
@
— -
n
’o Intecieur duco
Exﬁcrnzur p= c,orPg a i o3 e
e
1 52 \

\
Vecteur contrainke sur AB

Figure I11. 7 : Le réseau de lignes de glissement pour le deuxiéme exemple [10].

Remarque (Figure II1.7) :

Si AB est un arc du contour du corps, sur lequel on connait les forces exercées, alors
on peut calculer p et 8 sur AB. En effet on connait le vecteur contrainte T en Q sur AB
et, si on construit le cercle de Mohr au point Q (qui doit étre de rayon k si le corps est
plastifié), il doit passer par le point T (Figure IIL.8).

On voit donc qu’on obtient en réalité deux couples possibles (p,0) et (p’,8"). Seul
I'examen du champ des vitesses et de la condition 4 > 0, dite “condition de

positivité de la puissance dissipée”’, permet de trancher entre ces deux possibilités.
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FigureIII. 8 : Cercle de Mohr

g) Deux réseaux de lignes de glissement particuliéres :

1) Champ homogene: les lignes a et les lignes B sont des droites

orthogonales. Alors 0 est constant partout, donc p aussi. Le champ des
contraintes est homogene.

2) Champ semi-homogene: une famille de lignes de glissement, a par

exemple, est une famille de portions de droites.
Les lignes B sont leurs “trajectoires orthogonales”. Par exemple I'éventail de
Prandtl ou les lignes a sont de rayons issus d’un point 0 (qui est un point

singulier), et les lignes B sont des cercles de centre O (Figure II1.9).

Remarque importante : si on connait un champ de lignes de glissement dans deux

régions du plan et si ces deux champs se raccordent de fagon continue, alors ils se

raccordent le long d’une ligne de glissement.

Conséquence : un champ homogene ne peut étre raccordé qu’a un champ semi-

homogene.
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Figure II1. 9 : Champ semi-homogene [10].

II1.4.4. Etude du champ des vitesses

a) Equation de Geirigner. Propriété des lignes de glissement du point de

vue des vitesses.

On suppose que I'on connait le champ des contraintes et son réseau de lignes

de glissement a et .

Les équations pour les vitesses sont alors les équations (II1.22) qui traduisent

la loi de comportement du matériau.

On a vu déja que les lignes de glissement a et B jouent un role tout a fait
particulier. Pour cette raison on est convenu de repérer le vecteur vitesse U au point
M par ses composantes V, et Vg sur les tangentes aux lignes a et B passant par M

(Figure II1.10) (et non pas ses composantes u et v sur les axes Ox et OY).

Pour cela on change d’axes et on prend comme nouveaux axes MX et MY

orthogonaux, portés par les tangentes orientées en M aux lignes a et g (Figure I11.10).
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Figure I1I. 10 : Champ de vitesses

Dans ces nouveaux axes MX, MY, le tenseur des contraintes devient ( en

faisant 6 = MX, Mo, =§ dans les relations (II.22) du cercle de Mohr (Figure

1L.4) (II1.39)).

o] = [* ] = [k = (II1.39)

Oxy Oyy

donc oxx — oxy = 0, et les relations (II1.22) donnent pour le tenseur des vitesses de

déformation [£], toujours dans les axes MX, MY (111.40).

€] = [EZXX SZXY] =| Aok ’10""] (IIT.40)

Exy Eyy

Donc &xy et &yy qui sont les vitesses de dilatation dans les directions X et ¥, c’est-a-

dire dans les directions a et 8, sont nulles.

Cette propriété est remarquable :

La vitesse de dilatation (également appelée : taux d’allongement relatif), le long

d’une ligne de glissement, est nulle.

Par ailleurs la condition 4 > 0 se traduit ici par : &y > 0.
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Il est commode d’exprimer é&yy, éxy et &yy a l'aide des composantes de la

vitesse V, et Vg, sur les axes X et Y en chaque point.

Néanmoins le calcul fait intervenir la notion de dérivée dans une direction
donnée. Les valeurs trouvée pour é&yy,é&xyet &y, donnent immeédiatement les
équations qui permettent de résoudre le probleme des vitesses et qu'on appelle

équation de Geiringer (111.44).

) v, 260
Exx = E; - V[g % =0 (III41)
by = %—5 +V, % =0 (I1L.42)

av

= 2 a _y 99 0V 96
&y =5 G~ Vbom T o T Ve 20 (I11.43)

Les équations (IIL.41) et (II.42) sont des équations différentielles ordinaires le long

des lignes a et B :

Equation de Geiringer :

dV,—V,dO =0 lelong d'une lighe a
{ « F 8 & (ITL.44)

dVg—V,d0 =0 lelongd'uneligne B

et I'inégalité (II1.43) est la “’condition de puissance dissipée positive”.

b) Utilisation des équations de Geiringer.

Si le réseau des lignes de glissement a et f est connu, ces équations

permettent de calculer les vitesses a partir des conditions a la limite.

Dans les deux exemples cités (1¢ et 2¢m probleme aux limites) il ne s’agit plus
de construire le quadrillage des lignes de glissement qu’on suppose ici connu ; mais
le principe du calcul des valeurs V, et Vg de proche en proche en tous les points du
maillage est sensiblement le méme. Les équations de Geiringer (I11.44) remplacent ici
les équations de Hencky (II1.32), discrétisées (ou les dérivées sont remplacées par les
différences finies). Le principe de la méthode (voir par exemple le 2¢m¢ probleme aux
limites) est de calculer la valeur de V, et de Vg au point R connaissant ces valeurs aux

points voisins P et Q (Figure II1.11).
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Ceci se fait grace aux équations (II1.44) discrétisées :

{Va(R) —Va(P) = Vg(P)(6(R) — 6(P)) = 0 (II1.45)

Vs(R) — Vp(P) — V(@) (6(R) — 6(Q)) =0

C’est un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues V,(R) et Vg(R),

systeme qu’on résout.

Figure III. 11 : Points d’intersection

c) Hodographe :

Le plan de 'hodographe est un plan rapporté par exemple aux axes Qu et v,
ou on porte a partir de 1'origine £ un vecteur 2m égal au vecteur vitesse & en M (M
est un point du matériau, appartenant a ce qu’'on appelle le plan physique). Son

extrémité est m (Figure I11.12).
Quand M décrit une ligne a, m décrit une ligne @
Quand M décrit une ligne B, m décrit une ligne 8

Comme la vitesse de dilatation le long d’une ligne de glissement est nulle, les
directions de @ et de B aux points m et M sont les mémes, (car elles sont toutes deux
orthogonales a la direction a). Il en est de méme pour les directions B et a. Par contre

les orientations peuvent étre différentes.

Donc le réseau &, f est aussi un réseau de Hencky.
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—_— A

Figure I1I. 12 : Hodographe

d) Lignes de discontinuité de vitesse.

Ce sont des lignes a travers lesquelles le vecteur vitesse est discontinu.

On en rencontrera souvent. Donnons leurs propriétés :

- Ce sont nécessairement des lignes de glissement

- La composante normale de la vitesse est continue (du fait de
I'incompressibilité de la déformation plastique)

- Donc si la ligne de discontinuité est une ligne @, on a [Vg] = 0.
De plus les équations (II1.44) donnent [V,] = Cte le long de la ligne «, et la
condition de puissance dissipée (I1I.43) donne [V,] > 0si on traverse dans le
sens de B.
On peut permuter les roles de a et de B. Le symbole [Vg] représente la

discontinuité de Vg.

e) Synthése sur l'utilisation de la méthode des lignes de glissement.

Dans la pratique, la méthode du champ des lignes de glissement s’utilise

souvent de la facon suivante :

A partir des conditions a limite sur les contraintes, on construit, un champ de lignes

de glissement et on calcule le champ des contraintes correspondant.

Dans la construction de ce champ, on dispose en général d'un certain
arbitraire (par exemple la forme d’une ligne de glissement “initiale’’). Puis, a partir
de certaines conditions a la limite sur les vitesses, on calcule, sur le champ de lignes
de glissement, un champ de vitesses. Et on regarde si ce champ de vitesses calculé

satisfait a toutes les conditions a la limite sur les vitesses.
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Si ce n'est pas le cas, on modifie le champ des lignes de glissement et on

recommence jusqu’a ce que ce soit le cas.

Alors on vérifie que la puissance dissipée est partout positive ou nulle (II1.43).
Puis on vérifie que les zones déformées peuvent “tenir”’, c’est-a-dire que 'on peut
trouver dans ces zones un champ de contraintes satisfaisant aux équations
d’équilibre, aux conditions a la limite, équilibrant les forces exercées par les zones
déformées sur ces zones non déformées, et ne violant nulle part le critere de plasticité

(c’est pourquoi on dit que la zone non déformée “tient”).

On dit alors qu’on a une solution complete. Sinon, on a une solution incomplete et il

faut modifier le champ des lignes de glissement. [10].

Ces opérations sont résumées dans I'organigramme suivant :
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Conditions a la
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limite sur les
contraintes

Construction d'un champ de
lignes de glissement et calcul
des contraintes

Certaines conditions
la limite sur les
vitesses

—_—] associées

ﬂ Medification du
champ des lignes

Calcul des vitesses de glissement

&

Il

Ce champ de vitesse satisfait-
il 3 toutes les conditions a la m =

limite sur les vitesses 7

La puissance dissipée est
—elle positive ou nulle ?

Les zones déformées
peuvent-elles “tenir”

On a une solution compléte

Organigramme de synthese sur 'utilisation de la méthode du Champ des Lignes de

Glissement [10].
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N.B: quand on n’a pas une solution complete, il faut interpréter séparément le

champ des contraintes et le champ des vitesses par la théorie des charges limites :

méthode de la borne supérieure et méthode de la borne inférieure.
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

IV.1. Procédé du forgeage :

IV.1.1. Méthode des tranches:

L’objectif de cette méthode est de calculer, en tenant compte des frottements,

une valeur approchée des efforts moteurs et de la distribution de pression au contact

outil-piece.

%+ Forgeage d’une barre (déformation plane).

e Découpons la barre en tranches (figure IV.1.a) d’épaisseur dx selon 1’axe Ox

Supposons que :

- Les axes principaux des contraintes sont dans toute la barre Ox, Oy et Oz.

- Les contraintes principales ainsi définies o, , g, et g,

ne dépendent que de x,

c’est-a-dire sont constantes dans une tranche infiniment mince.

- Le frottement de l'outil se traduit par un cisaillement 7 sur les bords de la

tranche. Ce cisaillement ne perturbe pas les contraintes dans les tranches.

e Examinons la moitié du lopin x > 0: les hypotheses sur les contraintes

assurent I’équilibre selon Oy et Oz.

Ecrivons alors I'équilibre de la tranche (figure IV.1.b) comprise entre x et x + dx.

Elle est soumise, selon Ox, aux forces suivantes :

» Sur la face x —hL o, (x)
» Surla face x + dx +hL o, (x + dx)
* Sur chaque face horizontale —7Ldx 7t >0

AY

/ a(x)

a«fx+dx)

h M
dx L /

¥ rd - —

&

(a) (b)

Figure IV. 1. Découpage de la barre en tranches.
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Au deuxieme ordre pres la relation (IV. 1).
0, (x + dx) = 0, (x) + 2= dx (IV. 1)

L’équilibre s’écrit donc en (IV. 2)

doy

—hL o, + hL (0, + T

dx) — 27 Ldx = 0 (IV.2)

L’équilibre (IV. 2) donne la relation (IV. 3).

doy E
e (IV.3)

Prenons comme modele du frottement un frottement de couche limite (IV. 4).

T=m% 0<m<1 IV 4)
L’équation d’équilibre devient (IV. 5).
doy 2
= \/—EO'O% (IV. 5)
Qui s’integre immédiatement en (IV. 6).
2 m
0x = 5007y (x —a) + ox(a) (IV. 6)

Or, pour x = a, nous avons une surface libre normale a Ox, donc

—> -

Tox =0 = 0,(a) =0

2 m
Ox = = E(x - a)

= (o)
\/§ 0

o, est négatif, c’est donc une contrainte de compression ; sous l'effet du frottement

cette contrainte croit en valeur absolue depuis le bord libre jusqu’au centre.

Les relations (IV. 7.a) et (IV. 7.b) donne le critere de Von Mises (en déformation

plane)
(0x = )% = (590)° (IV.7.a)
Soit
Oy — 0y = %00 (IV.7.b)
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La différence des contraintes verticales et horizontales reste constante (IV. 8).

2 oo+ % (x —a) — 1] Iv.8)

gy = +\/§ao[

Sous l'influence du frottement, la contrainte verticale de compression croit en valeur

absolue du bord vers le centre, c’est la colline du frottement (Figure IV.2)

FA
-0,
or
20
3
- el X
........ D
Figure 1V. 2 : Colline de frottement
La contrainte maximale se calcule avec (IV.9).
2 a
Oy max = — 7500 (m -t 1) (Iv.9)
Effort de forgeage est donné en (IV.10).
a
P = —2Lfay(x) dx
0
2
P=2La%(1+m%) (IV.10)

Pression moyenne (IV.11) qui est par définition, l'effort de forgeage par unité de

surface

_20'0

Pm_ﬁ

1+m ) (IV.11)

Pour ces trois quantités: 6y, ,P, Py, remarquons qu’a surface de contact égale

(a et L constantes) :

- Elles croissent avec le frottement m
- Elles croissent avec I'aplatissement de la barre @« = 2a/h
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Cette croissance est linéaire et 1’on atteint rapidement des valeurs tres élevées (IV.12).

200
=112
.. m = |Gymax V3
si: {0, 2 o " 20 (IV.12)
m \/§

La contrainte sur I'outillage peut atteindre localement des valeurs élevées. En
effet si a largeur @ constante, I'épaisseur h diminue, la surface de frottement reste
constante mais le volume a travers lequel se répartissent les cisaillements diminue : le

frottement prend une importance croissante par rapport a la déformation en masse.
Remarquons enfin que si le frottement est nul (m = 0), nous retrouvons (IV.13).

P, = (IV.13)

209
V3
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IV.1.2. Méthodes d’encadrement :

IV.1.2.1. Méthode de la borne supérieure “MBS"”

a)

d)

\_/_._‘\
Vo outil
2a
A
~— B - piece

Figure IV.3 : Mode d’écoulement sous un poingon

On considere le poingonnement d’un massif semi infini.

Cette opération s’apparente a 1'essai de dureté ou au percage d'une billette...
mais pour simplifier cet exposé préliminaire, on se placera en déformation plane.
On admettra que le matériau est rigide, parfaitement plastique et obéit au critere
de Von Mises.

On s’interroge sur leffort nécessaire pour commencer le poin¢onnement.
Autrement dit on impose la pénétration du poingon (a vitesse vy) et 'on demande
quel effort résistant F est enregistré.

L’idée générale de la méthode est de calculer de fagon approchée la puissance
dissipée par la déformation plastique dans la matiere et de l'identifier a la
puissance des forces extérieures.

Physiquement on a une certaine idée de 1'écoulement commencant (Figure IV.3).
Un matelas de matiere, situé sous poingon, est animé de la méme vitesse que lui
et demeure rigide. En-dessous, la matiere s’écoule de part et d’autre dans une
zone B. Au-dela, la matiere reste rigide et n’est pas concernée par le
poin¢connement.

Pour faire tout calcul de puissance dissipée, il est nécessaire de traduire
mathématiquement l'intuition que I'on a de I'écoulement, c’est-a-dire de décrire
de fagon approchée par un champ de vitesse u.

La Figure (IV.4) décrit globalement un champ possible :

- Lazone rigide du matelas (1)
- Une zone (2) (ou2’) d’écoulement latérale de ma matiere
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- Une zone (3) (ou 3") d’écoulement vers le haut refoulant au-dessus de la
surface initiale un volume de matiere équivalent a celui chassé par la
pénétration.

Dans chaque zone la vitesse est uniforme. La déformation s’effectue par
cisaillement intense le long des lignes frontieres, qui sont des lignes de discontinuité

pour les vitesses.

Parallelement a la Figure (IV.4), il est commode d’utiliser un diagramme nommé

hodographe, ou plan des vitesses.

Tout point matériel M y est représenté par un point homologue m dont les

coordonnées sont celles de la vitesse de M.

e

Vo

Figure IV.4 : Plan physique d’écoulement par blocs rigides pour le poinconnement

Ici (Figure IV.5), chaque zone est représentée par un seul point dans
I'hodographe (zone rigides)

(4) est a I'origine (vitesse nulle)
(1) est a la vitesse (négative) du poingon
(2) et (2') sont horizontales

(3) et (3) sont inclinées a 45° est dirigées vers le haut
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Fiy Vy

(3 (3)

(1)

Figure IV.5 : Hodographe

L’incompressibilité de la déformation plastique impose des conditions sur les
discontinuités. La composante normale a une ligne de discontinuité doit étre
continue (ce qui assure la continuité du débit de la matiere a travers la ligne de
discontinuité). Autrement dit, toute discontinuité de vitesse est tangente a la ligne de

discontinuité.

Sur la figure (IV.5) : la discontinuité (1) (2) est parallele a AD
la discontinuité (2) (3) est parallele a BD
la discontinuité (3) (4) est parallele a BC

Le champ des vitesses est donc totalement déterminé.

f) Le calcul de la puissance dissipée sur une ligne de discontinuité :
On considere une ligne de discontinuité comme la limite d’une couche de
cisaillement continu quand I'épaisseur de la couche tend vers zéro. La puissance
dissipée (IV.14) par unité de longueur de cette couche est indépendante de
I’épaisseur.
W, = j—g | A% (IV.14)

W s est une puissance par unité de surface.

%o / 3 est la cission critique de cisaillement pour un corps de Von Mises.

|At| est le module de la discontinuité de la vitesse.
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g) La puissance dissipée par l’écoulement de la figure (IV.4) est la somme des

puissances dissipées sur chaque ligne de discontinuité

dissipée au début du poingonnement.

V3
W* calculé par (IV.15) est une valeur approchée de la puissance réellement

Lignes Longueur Al&vy| 7o/ \/§) Wi
(Surface)
AD 2072 V2 4a % v
AB 4a Vo 4q % Vo
Vo )
1:: 2aV2 ,*ﬁ_g 2a ‘Z? Vo
2aV2 E 2a ﬁ Vo
W* =12 a"—gvo (IV.15)

h) En identifiant W* ala puissance des forces extérieures F vy, la vitesse s’élimine.

F* calculé en (IV.16) est la force pour unité de longueur de I'outil.

W* = F* 12q22

= Vo = a v
0 V3 °
* ao
F'=12a%

F*
Ol—
P

6

T 22 V3

Og = 3,46 Oy

(IV.16)

(IV.17)

De la relation (IV.17) on trouve pour la dureté P,(ou pression moyenne de

poinconnement) une approximation Pj, d’environ trois fois la contrainte

d’écoulement.
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IV.1.2.2. Méthode de la borne inférieure “BMI1”’ :

a) On considere le méme probleme que la borne supérieure.

b) L’intuition est de nature bien différente: dans la méthode précédente, on
imaginait que I'écoulement se produisait.
Maintenant, on imagine, au contraire, qu'on s’efforce de résister a
I’écoulement.

c) Imaginons (Figure IV.6.a) la colonne de matiere située a I'aplomb du poingon,
en faisant abstraction de la matiere qui l’entoure.

Cette colonne est capable de supporter une contrainte de compression : —a’

(0’0 = 200 / N est la contrainte limite de traction en déformation plane)

(a) ; (b)

=3 |

'

|

|
—.v-—!—,-'JI- syt — =77 R A vy o L
(1) (2)

Figure IV.6 : Champ statique admissible

Bloc (1.a) :[a] =

oo oo
|
Q o
o~
N———

Bloc (2.a) :[a]

Bloc (1.b) :[o] =

(
(
(5 )

Bloc (2.b) :[0] = (_8,0 g)

d) La colonne considérée peut méme supporter plus que —o’¢ a condition de
transmettre par ses parois une pression latérale sur le milieu (2). La Figure (IV.6.b)

représente le champ de contraintes limite de ce type.
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Un tel champ est en équilibre et supporte la pression de poin¢onnement 2¢”.
La pression moyenne limite P, est au moins égale a 2a”.

e) On peut sans doute faire mieux et inventer des champs de contrainte en
équilibre, ne violant nulle part le critere de plasticité, mais supportant des
efforts de poingonnement encore plus élevés. Le champ naturel observé a la

limite d’écoulement, plus économe, donnera le meilleur résultat.

P, >P, = 4% (IV. 18)

f) La méthode a fourni une approximation par défaut a 20% pres.
g) Si 'on ne connaissait pas la solution exacte, les calculs faits dans les deux

méthodes seront encadrés (IV.18).
2,316 < P,, < 3,270, (IV.19)

Ce qui est assez remarquable compte tenu de la simplicité des calculs
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IV.1.3. Méthode de lignes de glissement :

La construction des lignes de glissement est illustrée sur les figure (IV.7.a) et
(IV.7.b) 9]

Ligne Ligne o

Figure IV.7.a : Construction d'une ligne de glissement d une barre de forgeage

2l

Ligne B . )
I
I

»

Figure IV.7.b : Utilisation des lignes de glissement en 2 points distincts (S) et (P)
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En suivant la ligne de glissement qui va de (P) en (S) comme c’est montré en

tigure (IV.7.a) et (IV.7.b).
On peut déterminer la contrainte en (S) a partir de celle en (P).
Si l'on isole ces deux points (figure IV.8) et (figure IV.9), on peut formuler les

expressions suivantes :

Xy
'
Y
*
Y
Te "« -
n -’T
-
\1 T - E
a=_
\_‘ 2’ #
. '
% -
5 -
D
-+

<
x“

Figure 1V.8 : Définition des axes en P

X3

w
L J

g'=

Figure IV.9: Définition des axes en B
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Au point (P) g, = 01 = 0 et 'angle 8 = g, ce qui donne la relation (IV. 20).

0y = —p + [~k cos2(3)] (IV. 20)
Oyy =—p—k=0

D'ou:

On a donc en (P)

{p : (IV. 21)

Pour déterminer la contrainte (p’) en (S), on utilise (IV. 21) la relation de HENCKY le
long d’une ligne a (IV. 22).

p+ 2K8 =p' + 2K¢6' (IV.22)
Au point (S) I'angle 8’ = 0, ce qui donne la relation (IV. 23)

p =p+knm (IV.23)
p =k+kn=k(1+mn)

Ce qui nous permet d’écrire en (IV. 24)

Oxx = —P' + k cos 26’ (IV. 24)

D'ou:
Oxxy = —km
0yy = —p' — k cos 26

oy =—k(1+m)—k=-k(2+mn) = —j—%(Z +m) <0 [compression] (IV.25)
Alors :

Pnoy = % (2+m) = 2,97 0, (IV. 26)

By =0y, .S =%(2+m).2a.e ~ 5940, .a.e (IV. 27)
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IV.2. Le procédé du Filage

a) Parametre du filage :

- Section initiale S et finale $; du produit

- Angle a de la filiere

- Longueur a filer L

- Vitesse de filage u,

- Nature du frottement sur I'outillage

- Caractéristiques mécaniques et thermiques du matériau filé

conteneur filiére

Grain de i

S1 S Allongement A==

/

Figure IV.10 : Représentation schématique d’un filage
b) Probleme immédiats :
- Calcul de l'effort de filage
- Nature de I'écoulement (par les bords, central...)

- Hétérogénéité de déformation et de température dans le produit en sortie.

¢) Approche qualitative :

Le caractere compressif des contraintes en filage permet d’obtenir en pratique

des allongements élevés (30 a 80 est courant pour l'acier a chaud).

Une hétérogénéité de déformation peut alors entrainer une forte hétérogénéité
de propriétés dans le produit de sortie. Or nous avons vu que le frottement par
exemple joue un role important dans la détermination du type d’écoulement, donc

de 'homogénéité de la déformation.

Il peut y avoir formation d"une “zone morte” en amant de la filiere ; cette zone
joue un rdle analogue a celui d'une filiere inclinée (en pratique les filieres sont tres

souvent plates : @ = 90°).
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d) _Filage plan de rapport 2

Cet exemple simple permet de développer les différentes méthodes de calcul
de l'effort de filage et de les comparer. Dans toutes les méthodes, nous supposerons
que le métal s’écoule en déformation plane, en régime stationnaire et sans forces de

masse ; nous supposerons de plus que filiere et conteneur sont parfaitement lubrifiés.

IV.2.1. Méthodes d’encadrement

IV.2.1.1. Méthode de la borne inférieure : (Figure IV.11)

2
V3
simple, il est assez naturel de diviser I'écoulement en deux zones de contraintes

Posons @'y = = 6. Si nous recherchons un champ de contraintes en équilibre

homogenes.

(R

¥ =

Figure IV.11 : Borne supérieure

Examinons la zone (2) : il ne peut y avoir de discontinuité du vecteur contrainte Ty a
la frontiere (2)-(3). Or la zone de sortie (3) est rigide (IV.28).

=0 = ()
0 0 (IV. 28)
02 = (0 o’)
Donc
Cette zone ne violant pas le critere de plasticité, supporte au mieux ¢ = —d’y
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La continuité du vecteur contrainte a la frontiere (1)-(2) s’écrit (IV.29)

Ty= (o) = ()

- %)

Soit pour la zone (1), le critere de plasticité s’écrit donc (IV.30).
lo+ 3’0l =0d'y

puisque o est également compressif (IV.31).

oc=-2a0, = [01]=(

D’ol1 une pression de filage p* estimé par défaut (IV.32).

F

. * 1/2 N 1 — !
P’ =T1= [ lo1lidy + [ ,lo;]nidy = ¢y < Precue

-

85

(IV. 29)

(IV. 30)

(V.
31)

(IV. 32)



Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

IV.2.1.2. Méthode de la borne supérieure :

a) champ élémentaire : le découpage par bloc rigides de la Figure (IV.12) est

un des plus simples possible.

AY

(3)
(4)

=

v

Figure 1V.12 : Plan d’écoulement

Il comporte entre les zones d’entrée (1) et de sortie (4) une zone morte (0) et deux

blocs symétriques (2) et (3).
La zone morte joue un role équivalent a celui d"une filiere a 45° non lubrifice.

L’admissibilité de ce découpage doit étre vérifiée en construisant ’hodographe de la
Figure (IV.13) :

(0) 1 (1) (4)

(2) (3)

Figure IV.13 : Hodographe

Les point (0) (vitesse nulle) et (1) (vitesse initiale horizontale) sont connus ; les
discontinuités de vitesse (12) et (02) doivent, pour respecter 'incompressibilité, étre
parallele respectivement a AC et OA: ceci détermine la vitesse (2). De méme, les
discontinuités (23) et (13) sont paralleles a OC et BC d’ou le point (3).
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

Enfin (34) est parallele a OB. La vitesse (4) doit étre a la fois horizontale et de
module double de la vitesse d’entrée, ce qui est effectivement obtenu par

construction.

Le calcul de la puissance W* associée a ce champ se résume dans le tableau ci-

dessous
Longueur Discontinuité Produit
AC =1/\2 (12) = 1/V/2 1/2
0A =1/V2 (02) = 1/V2 1/2
0c =1 (23) =1 1
BC =132 (13) = 1/V2 53
OB =1/V2 (34) = 1/2
By =3
(1]
* w* 7 %
p* =1,73 Op = Préelle (IV' 34)

IV.2.2. Méthode des lignes de glissement

Comme il n'y a pas de frottement sur les parois, OX et OY sont directions
principales pour les contraintes sur les parois. Il en est de méme sur 'axe OX par
raison de symétrie. Donc si les zones déformées contiennent des points sur I'axe ou

sur les parois, en ces points les lignes de glissement seront a 45° sur OX et OY.

C’est ce qui conduit a considérer le champ représenté sur la Figure (IV.14) les

deux seules zones déformées sont les deux éventails de Prandtl AOB et A'OB’.
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

-
€ - — e e = ]

Figure 1V.14 : Champ de ligne de glissement et hodographe

a) Champ des contraintes :

On part de A0 qui est une ligne de glissement B rectiligne. La relation de
Hencky correspondante donne : dp = 0.

01 = constante

6, = o, — 2k le long de A0 (IV. 35)

Donc {

Et o,4est horizontale.

Le vecteur contrainte en M sur la facette AO (force exercée par le bloc de droite sur le

bloc de gauche) est donc, dans les axes X0Y

T, =0 V2

x = 1?
- (IV. 36)

Ty——0'27

Par raison de symétrie, la résultante de toutes les forces exercées par le bloc de droite

sur 0AA’ est horizontale et vaut :

Fy =04 g 0A.2 (par unité de longueur du produit).  (IV. 38)
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

Mais il faut maintenant tenir compte du fait que le bloc de droite est libre de
contraintes sur sa surface et qu’il est en équilibre : cela implique Fx =0 — 0, =0
sur OA.

Donc o, = -2k et p=k

A partir de la on calcule les contraintes dans 1’éventail de Prandtl AOB a l’aide de la

relation de Hencky le long des lignes a et on trouve en P :

{p =k(1+2y) ot y=(AP,AG) (IV.39)

0 =—y

p =k(1+m
Donc sur AB { (

0 ==
2

Donc o, =—k—-p' =-k(2+m et o', est horizontale.
On a donc déterminé le champ des contraintes dans les zones déformées.

Calculons les forces qui s’exercent sur AB et A’B’ de la droite sur la gauche, le

vecteur contrainte correspondant en Q est :

! ! \/E
Tx=02y IV. 40
& (V. 40)
y = 01 7
Et, par raison de symétrie, la résultante des forces est horizontale et vaut :
! ! \/i !
Fy=03.— .AB.2=0%.h =-k(2+m).h (IV. 41)
En écrivant I'équilibre du bloc DBAEE’A'B’D’, on trouve :
F=-F,=k2+m).h (IV. 42)
Donc la pression moyenne d’extrusion est :
F bt
Pp=7=k(1+3) (IV. 43)
_% ™)~
Ou Pm—ﬁ(1+2) 1,48 o,
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

b) Champ de vitesse :

On part du bloc rigide DBOB’D’ qui glisse vers la droite avec la vitesse U.

La ligne BO est une ligne de discontinuité de vitesse, le long de laquelle on a
donc [ug] = 0 et [u,] = Cte > 0.

Le long de BO, a l'intérieur de 1'éventail ABO, on a donc:

uazUcosG+y)+C —
u,;zUsinG+y) (V49

C est une constante = 0.

D’autre part le bloc BCA est rigide et immobile. La ligne BA est une ligne de
discontinuité de vitesse, le long de laquelle on a donc (du co6té intérieur de 1'éventail
ABO):

u, =0 V.4
{uB=Cst D=0 (IV. 45)
Rapprochons les deux résultats précédents au point B, on trouve que :
V2
U, =Ulcos (=4 y)+
- Lelong de BO ¢ (4 - ) 2 (c=U. g) (IV. 46)
ug=U sm(z+y)
u, =0 7z
- Lelong de BA NG (D=U.—5) (IV. 47)
u,; =U.— 2

Utilisons maintenant les relations de Geiringer pour calculer les vitesses a

l'intérieur de 1’éventail, au point courant P :

Le long des lignes (rectilignes) :dug =0 donc ug = U sin G + y) (V. 48)
Le long des lignes : du, —ug d6 = 0 ou du, = —ugdy .

6 =-v)
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

La relation (IV.49) connaissant ug s’integre immédiatement en

u, = U.cos G + y) + Cte que I'on détermine sur BA :

Ny

(IV.49)
u, = U.cos(§+y) + U.;Z

Le bloc sort avec la vitesse uniforme 2U d’apres I'incompressibilité. Voyons si
cela est compatible avec les conditions de discontinuité de vitesse a la traversée de la
ligne BOA :

[ug] = 2U 22— |U.cosZ+ U.@] =0
2 4 2
7z 7z (IV. 50)
[uq] = 2U =~ U.sin§= U~ =Cte=0
Il reste a vérifier que la puissance dissipée est positive dans AOB :
_oug 30 dup 90 1 d|u sinG+y)| 4 Y v 51
P=G, Wor, "oz, T ey, T T dy r av.51)

Soit :

v
(=)

U
r

™S
aliS
~[S

U 1r+ +U 1r+ N
p= r.cos(4 Y) r.cos(4 Y)
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Chapitre IV : Application des méthodes a la mise en forme

IV.2.3. Comparaison des résultats fournis par les différentes

approches :

e Méthode de la borne inférieure p*m =1,150
e Méthode de la borne supérieure p',=1730
e Meéthode des lignes de glissement p’, =1480a
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Conclusion

% Conclusion et perspectives

De ces exemples d’applications nous pouvons tirer des remarques sur la précision
des différentes méthodes. Ces remarques peuvent s’appliquer a des cas plus

complexes.

La méthode de la borne inférieure (MBI) est assez éloignée du résultat et ceci
est dG a la difficulté de concevoir des champs de contraintes en équilibre non

élémentaires.

Au contraire la méthode de la borne supérieure (MBS) donne un résultat a
enivrons 3% au prix de calcul algébrique élémentaire : il est plus facile d’imaginer un

champ de vitesse

La méthode des lignes de glissement est la plus cotliteuse en calculs mais elle

fournit une solution complete.

Les méthodes de calcul en plasticité ont profondément évolué ces
dernieres années, a partir des travaux des pionniers en viscoplasticité et
en élastoplasticité. Les méthodes utilisées jusque-la (méthode des tranches,
méthodes d’encadrement, méthode des lignes de glissement), sont difficiles
a appliquer dans des situations ou la géométrie, les conditions aux limites,

ou le comportement sont complexes.

Ces méthodes dites classique sont progressivement remplacées par la
méthode des éléments finis dont la puissance et la souplesse permettent de
prendre en compte des géométries complexes, des comportements de plus
en plus réalistes, et de développer des codes de calcul utilisables dans
I'industrie. Ces changements ont été rendus possibles par I’augmentation
spectaculaire des performances des ordinateurs de cotit abordable par une
entreprise moyenne, et par I’apparition des stations de travail comportant
un terminal graphique évolué. Néanmoins les anciennes méthodes, montres
leur intérét historique, conservent un intérét pédagogique indéniable et leur
application intelligente a des problemes complexes, en simplifiant au
maximum les conditions physiques, permet d’obtenir des ordres de
grandeur utiles, qu’il est souvent intéressant de comparer aux modeles
sophistiqués dans lesquels une erreur de donnée est possible, et parfois

difficile a détecter.
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