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Introduction générale

Introduction générale

Au sens strict du terme, il fautlpade matériau composite des lors qu’une piece
est constituée de plusieurs types de constitubatbut recherché dans ces associations est de
combiner les propriétés de plusieurs classes dérimaten vue d’obtenir des propriétés
moyennes ameliorées. Les métaux sont en généealdgifils présentent une bonne résistance
a la propagation brutale de fissures) et ductilesp(ésentent des déformations importantes
avant de se rompre), mais de masse volumique éléesematieres plastiqgues sont légeres
mais présentent de faibles propriétés mécaniques céramiques sont rigides et résistantes,
mais fragiles. L'art de I'ingénieur dans la condéeptet l'utilisation de matériaux composites
réside dans le fait de placer le bon matériau sb®nne forme (morphologie des renforts),

et au bon endroit (notion de répartition spatiale).

Les composites sont donc intrinséugre des matériaux hétérogenes. Pris sous
cette acception, le terme « composite » recouatquement I'ensemble des matériaux.

Le calcul direct des déformationsdet comportement géréral de ces structures
souleve des difficultés insurmontables dues augrasd nombre d’hétérogénéités du milieu.
Les méthodes s’orientent donc vers l'assimilatiencdmposite a un matériau homogene

possédant une microstructure uniforme ou a varnapatiale lente.

Dans ce travail, nous allons procéder sirfaulation de comportemnt d’un matériau
composite stratifié a trois plis, afin de valider hhéthode des éléments finis étendus, en
confrontant les résultats a celle trouvé par lEmide Hashin.

Pour mener & bien ce tramilla répartie en quatre chapitres.

Chapitre | : Etude bibliographique sur les matériaux composites

Dans ce chapitre, on va donner une brédfiaition des matériaux composites. Comme
une deuxiéme étape on a intérrisser aux differdoiegle comportement mécaniques de cette

gamme du matériau.



Introduction générale

Chapitre Il : Endommagement des matériaux composite

Aprés avoir cité les lois de comportements degériaux composites stratifié, on va
rappeler les mécanismes fondamentaux d’endommagemiesn matériaux composites
unidirectionnels. nous avons étudié en particdberdle joué par les différents paramétres;
Déformation a la rupture de la matrice, taux deefb Contrainte a la rupture des fibres,

Contrainte a la rupture de la matrice.

Comme une deuxiéme étape on a donné quelquessrdé&ndommagement des matériaux
composites qui s’'avérent bon pour la simulation nd@mmagement des matériaux

composites.
Chapitre 1l : Méthode des Elément Finis et MéthodeXFEM

Dans ce chapitre, nous avons présenté tude &héorique approfondie de deux
méthodes, la premiére est la méthode des élénipigtsssique, et la deuxieme est celle des

éléments finis étendus. Enfin on a donné une coaguar des deux méthodes.
Chapitre 1V :Simulation numérique de la déformation d’'un matériaux composite

Dans ce chapitre, nous avons simulé un problemeedhlaque en composite stratifié
soumise a une traction monotone dans la directewmale aux fibres, avec la méthode des

éléments finis étendus, et le critére de Hashin.

Enfin une conclusion générale termine cette étude
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Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

I.1. Introduction :

Les premiers développements des composites orniédt@aux besoins de l'industrie
aérospatiale en matériaux a caractéristiques noesiélevés associés a un faible poids.

Actuellement, ils sont présents dans tous les sexcte

Les matériaux composites disposent d’atouts imptatgpar rapport aux matériaux
traditionnels. lls apportent de nombreux avantag@sctionnels: |égéreté, résistance
meécanique et chimique, liberté de forme. Ils ensgént aussi les possibilités de conception
en permettant d'alléger des structures et de graldes formes complexes. Ces
caractéristiques leurs permettent de concurrenesr rhétaux traditionnels, grace aux

possibilités de réunir le couple prix- performance.

| .2. Qu’est ce qu’'un matériau composite ?

Un matériau composite est un produit constitué dains deux matériaux — I'un étant un
matériau plein et l'autre un liant (ou matrice) ssant les deux matériaux. Il existe de
nombreux produits composites fabriqués avec plusede matiéres premieres. Ces matériaux
ne sont pas miscibles et possedent des caracgeastdissemblables. La quantité, la position
et I'orientation des renforts ainsi que la sélattie la matrice sont des aspects critiques de la
conception du produit et de son développement.paesmetres doivent étre optimisés pour

améliorer constamment le produit (figure 1.1).

Matrice Renfort Composite
000 0o
+ 290 = [20¢
Oooo — OOOO
00 ©O 00O

Figure 1.1 : Composition d’'un matériau composite.



Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

Matrice :

La matrice a pour role de lier les fibres renforépartir les contraintes subies, apporter la
tenue chimique de la structure et donner la forésréle au produit. Les principales matrices

utilisées sont :

> Les résines polyester peu onéreuses, elles sogtagément utilisées avec les fibres

de verre et que I'on retrouve dans de nombreugdieaons de la vie courante.

» Les résines vinylester sont surtout utilisées pdas applications de résistance

chimique.

» Les résines époxy possedent de bonnes caractdestimécaniques. Elles sont
généralement utilisées avec les fibres de carbaue [a réalisation de pieces de

structure et d'aéronautique.

» Les résines phénoliques utilisées dans les apiplicanécessitant des propriétés de

tenue aux feu et flammes imposées par les nornmeslées transports civils.

» Les résines thermoplastigues comme le polypropydene polyamide.

La figure 1.2 montre les différents types de masiorganiques et minérales :

Matrices

organiques / \.\\; minéraleg
13 \ \6
céramique

-

thermodurcissables | | thermoplastique élastoméres métalliques
'\‘
borures carbures nitrures

Figure 1.2 :Différents types de matrices organiques et mingrale



Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

Renfort :

Les renforts conferent aux composites leurs caiatigies mécaniques : rigidite,
résistance a la rupture, dureté, etc. ces renpatsiettent également d’améliorer certaines
des propriétés physiques : comportement thermitgreye en température, tenue a feu,
résistance a l'abrasion, propriétés électriques, leds caractéristiques recherchées pour les
renforts sont: caractéristigues meécaniques €levéeasse volumique faible, bonne
compatibilité avec les résines, facilité¢ de miseceunvre, faible codt, etc. en fonction des
utilisations, les renforts peuvent étre doriginetises : végétale, minérale, artificielle,
synthétique, etc. [1]. La figure 1.3 représenteddferents types de renforts organiques et
inorganiques.

(Reatort )
P

Organiques " ~—al| Inorganigues
‘ Polyesters ‘ ‘ Aramides ‘ ‘ Minéraux

A -
‘Céramiques HMétalliques ‘ \M Coton

- v Papier
‘ Verre ‘ ‘ Carbone ‘ Bore Jute

Figure 1.3 : Différents types de renforts organiques et inoiqaes.

Il existe de nombreux types de chargesiptes, mais les fibres sont habituellement
choisies et cela pour deux raisons. En premier, lies fibres constituent une forme
exceptionnelle de la matiére: a titre d’exemplerdsistance d’une fibre de verre peut étre
cing cents fois plus élevée que celle du méme \sous forme de bloc; la fabrication de la
fibre élimine en effet les défauts de surface dfailaissent le verre massif. D’autres fibres
doivent a leur structure moléculaire tres étiréerelonnée, leur résistance et leur module
élevé. En second lieu, la forme longue et finess&adibre conviennent au renforcement des

matrices, et est la plus efficace pour jouer ce.rol
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La maniére dont les fibres sont arrangé®ss la matrice, influe beaucoup sur les
propriétés finales du composite. Les propriétéslas spectaculaires sont obtenues dans le
sens des fibres, avec un matériau composite unitinmel, c’est-a-dire avec un composite
dont toutes les fibres sont disposées paralleletesntines par rapport aux autres. Avec un
arrangement idéal des fibres en forme d’hexagdresstipossible d’occuper plus de 90 % du

volume du composite avec des fibres.

En réalité, cette fraction volumique ebrdis Vf n’est jamais atteinte a cause des
limitations physiques dues a la difficulté de fapénétrer la matrice entre les fibres.
Habituellement, les composites ont une fractiorunotjue en fibre voisine de 60%, et la

répartition des fibres dans la matrice est rarermparfaitement réguliere.

La famille des matériaux composites aehrapparue dans les années quarante, met a
profit les hautes propriétés mécaniques de ceddibees, et souvent leur faible densité, en
les enveloppant dans une matrice pour constituer oouvelle classe de matériaux

structuraux.

La liaison entre les fibres et la matrgst crée lors de I'élaboration (mise en ceuvre) du
matériau composite. La qualité de cette liaisomuefconsidérablement sur les propriétés
meécaniques du matériau ainsi obtenu. Les fibre$ sonstituées par de centaine voir de

milliers de filaments dont le diametre varie d& 55 microns.
L'assemblage des fibres lors de la phase de miseuere d'un matériau composite peut étre :

% Unidirectionnel : Dans ce cas, on obtient aloramatériau dont les fibres sont toutes
orientées dans le méme sens (voir figure 1.3).t Cegyue I'on appel un matériau
composite unidirectionnel.

% Bidimensionnel : Dans ce cas une partie des fiest®rientée dans un sens et l'autre
partie est orientée dans le sens perpendiculaiie figure 1.4). C'est ce que I'on appel

les tissus et les mats.
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Figure 1.4. Schéma d'un matériau composite Figure 1.5. Schéma d'un matériau

Unidirectionnel composite bidimensionnel

++ Tridimensionnel : les fibres sont orientées suiydnsieurs directions dans l'espace.

Tissage 3D Tissage 4D

Figure 1.6 :Tissus multidirectionnels. [3]

[.3. Notion de stratifie
- On appelle stratifié, un matériau qui résulte ldesuperposition de plusieurs plis

(couches) ; unidirectionnels, tissus ou avec dentations propres a chaque plis [2]. Cette

opération est appelée drapage. Les orientatiomaalisees les plus utilisées sont représentées

sur la figure 1.5.

(La direction 0° coincide avec la direction de pagation de I'effort prépondérant).
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Orientation des fibres

0° 45° 90° - 4%°
Figure 1.7. Orientation des fibres normalisées

Couche a 4¢ | Couche & 45°¢ |

Couche a ( | Couche a 9( |

i

Figure 1.8. Schéma d’un stratifié [2]

- On appelle plan moyen d’'un stratifi€, le plan s@pare I'épaisseur de ce stratifié en deux
moitiés. La cote de ce plan moyen est par convergtiale a 0. Lorsque I'empilement des plis
est identique de part et d’autre du plan moyendibrmu’il y a symétrie miroir. Lorsqu’on
décrit un stratifié, on commence toujours par leeptréme de cote négatif jusqu’a l'autre, au

pli extréme de cote positif. A titre d’'exemple n@wons : La notati0|{\90/02/— 45/+ 45]Sse

traduit par le schéma suivant :
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A A5 Plan moyen

Figure 1.9. Représentation d’'un stratifié

I.4. Différents types de matériaux
[.4.1 Matériaux anisotropes

Le comportement linéaire d’'un matériautpEve décrit dans le cas général a l'aide de
21 constantes indépendantes. Dans ce cas le miagsiadit matériau triclinique (n’ayant
aucune propriété de symétrie). La plupart des naabéranisotropes possédent une structure
présentant une ou plusieurs symétries, ce quitréthrs le nombre de constants indépendants

nécessaires pour décrire le comportement du mat@ja

[.4.2 Matériau monoclinique

Un matériau qui possede un plan de symési appelé matériau monoclinique. Dans le
cas ou le plan de symétrie est le plan (1,2), dieob:

Cy Cp Cz 0 0 Cyf
ClZ C22 C23 0 0 C26
C13 C23 C33 0 0 C36
0 0 0 Cyu Cx O
0 0 0 Cu Cs O

C16 C26 C36 0 0 C66_

On constate d'apres cette nouvelle forme de laiceale rigidité que le nombre de constantes
d'élasticité indépendantes est égal a 13 au li@l deitialement.
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[.4.3 Matériau orthotrope

Un matériau qui possede trois plans deésyen perpendiculaires deux a deux est

appelé matériau orthotrope. La matrice de rigisiéerit donc comme suit :

0 0 0 C, 0
0O 0 O Css O
0 0 Cgl

Le nombre de constantes d'élasticité indépendastetans ce cas égal a 9.

[.4.4 Matériau isotrope

Lorsque les propriétés d'un matériau suiépendantes du choix des axes de référence,
on dit que le matériau est isotrope. Dans ce lmsjombre de constantes de rigidité
indépendantes est égal a 2. Généralement, lesaotestde rigidité sont exprimées en

introduisant les coefficients de laméet u . La matrice de rigidité s'écrit alors de la forme

suivante :
(A+2u0 A A 0 0 O]
A A+2u A 00O
A A A+20 0 0 O
[c]= !
0 0 0 poo
0 0 0 0Opo
| O 0 0 0 0 p

Dans ce cas l'expression des contraintes en fonckss déformations, est donnée par la

relation simplifiée suivante :
oy =ALD, Bre+20uLE, (1.1)

Ou : tre =¢,, =¢,, +¢€,, +&,, est appelée deformation volumique du matériatersement,

I'expression des déformations en fonction des aorigs est donnée par la relation suivante :

10
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& =- A |]§| [ﬂr0—+i0-i_ 12)
b 2ui3m+2m) 2u”

La relation ci-dessus s'écrit généralement en iomatu module d'élasticité longitudingl et

du coefficient de Poisson Ceci est du au fait que ces deux parametre peéwendéterminé

par un simple essai de traction.

1j

E. :—é[tﬁlj [ﬂr0-+1+7va-ij (13)

[.5. Comportement mécanique d'un composite unidiretonnel

Nous introduisons dans ce paragraphe la notionatériau composite unidirectionnel.

AT

Figure 1.10. Matériau composite unidirectionnel

Si I'on considére une cellule élémentdiece type de matériau, constituée d'une fibre
entourée d'un cylindre de matrice. On obtient uténeu orthotrope possédant de plus un axe
de révolution. C'est pourquoi ce type de matérsappelé matériau orthotrope de révolution
ou isotrope transverse.

Aa=1

matrice

(fibre () <> >1=L

¥

3=T'=T

Figure .11. Cellule élémentaire d’'un composite unidirectionnel

11
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Cette propriété conduit a la forme suivante desioest de rigidité et de flexibilité :

Cll ClZ C12 O O
ClZ C22 C23 O O
[C]: ClZ CZS CZZ C OC O
O O 22 23 O
0 0 5 Ces O
i 0 0 CGB_
'S, S, S 0 0 ]
S, S, S 0 0
g=|S S5 S 0 0
0 0 0 20S,-S, 0
0 O 0 S O
i 0 0 566_

Les propriétés du matériau unidirectionnel son¢ainées par 5 constantes indépendantes.

[.5.1 Loi de Hooke pour un composite unidirectionnke

Cette cellule posséde un axe de révolutiple nous noterons l'axe 1. Cette direction
parallele aux fibores est appelée direction lomitale. L'axe 1 est donc noté L. Toute
direction normale aux fibres est appelée directransversale, et le composite est considéré

comme un matériau isotrope transverse; il estdpe dans le plan normal a la direction L.

Le plan transverse sera repéré par les directi@s82notées également T et T', ces directions

étant équivalentes [1].

12
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Chapitre | :

Les expressions des modules de I'lngénieur sontméss dans le tableau qui suit :

Désignation Notation expression expression
Module de Young . L, G 1
longitudinale L " TC,+C, Si

C S,
Coefficient de poisson | Vv 12 -2
o C22 + C23 S11
Module de Young c Co+ C},(C,,—2C,;)+C,,Ch, 1
22
transversal T Cc,,-C,C,, S
.. . C12(C23 B sz) 2
Coefficient de Poisson Vv 7 o~ ~ <
™ Clzz —-C..Cy, S22
C’,-C,C S
Coefficient de Poisson Vor - -
C.—CiCp S
Module de cisaillement
| Lo G Ces S_
ongitudinal 56
Module de cisaillement C,,-C, 1
G ole _< )
transversal ™ 2 2(S,,~S.s)
1
Module de cisaillement| G,.. Ces S
66
1
Module de compression K C,+C,, &
latérale L 2 Szz + S23 - 2§2

1

Tableau I.1. Expression des modules d'Ingénieurs en fonctioncdefficients de rigidité et
de souplesse

Les relations montrent que :

. 2(]'-I-VTT')

13
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[.5.2 Détermination du module d'élasticité longitudnal

Le module d'Young longitudinal kemp €St déterminé dans un essai de traction longialidin

L'hypothese simplificatrice est de supposer unerdé&ition uniforme et identique dans la

fibre et dans la matrice [2].

axe Longitudine

Pt
-

Figure 1.12. Composite soumis a une traction longitudinale

La déformation longitudinale imposée a la cellide:e

51 =T (14)

Ou L est la longueur de cellule considérée.
L'hypothese de I'égalité des déformations danibta €t la matrice impose :

0-comp.u < O-fib u |3‘/fib + O-mat.u [(l_ Vfib) (1 5)
€ =€ =& T €

comp mat

En supposant un comportement élastique de la dibde la matrice, les contraintes s'écrivent

comme suit :

(1.6)

0-fib = Ef [El o-mat = Emat [81

14
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La charge totale appliquée et =g, [S;, +0,.[S

mat mat

Avec Sy, et Shar sont respectivement les sections de la fibreedadnatrice. Si on considere
S comme étant la section moyenne de la cellulepidrainte moyenne s'écrit alors comme

suit :
_Fo (1.7)
Ocomp = E = O wﬁb * O at [(1_ Vﬁb ) )

Cette contrainte moyenne est liée a la déformatieria cellule par le module de Young
longitudinal, soit :

(1.8)
g =E

comp Lcomp

(&,

La combinaison des relations conduit a :

(1.9)

E =Epp Vi + Epae [(1_ Vi )

Lcomp

Cette expression est connue sous le nom de lanéésnges pour le module de Young dans

la direction des fibres.

[.5.3 Détermination du module de Young Transversal

Le module de Young transversai:&p est déterminé par un essai de traction transeeosal

le composite est chargé suivant la direction pedjpaitaire aux fibres [2].

IR

IR

2R N R A

L2 R A 2

Figure 1.13. Composite soumis a une traction transversale

15



Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

La charge Irest transmise intégralement dans la fibre et damsatrice, soit
(1.10)
O1 = O0pa = Ogp
Il en résulte que les déformations respectivesadfibte et de la matrice dans la direction

transversale s'écrivent :

(1.11)
e =91 o - 91
fib Eﬁb mat Emat
L’allongement transversal d'une cellule élémentaste
(1.12)

Al, =g hg +€ .00

ou hi, et hnatreprésentent respectivement les largeurs dera éibde la matrice.

La déformation transversale s'écrit :

€&r = A = &y i *Emar Mo (1.13)
hfib + hmat hfib + hmat hfib + hmat

Soit :

€ = &g Vi + Emat(l_ Vfib) (1.14)

Cette déformation est liée a la contrainte paelation :

o; =E;¢,
D’ou
(1.15)
1V, 1Y,
E, E E,.

1.5.4 Détermination du coefficient de Poisson longidinal

Le coefficientv_r est déterminé dans un essai de traction longialelin

16
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Ermat — VmafL
Eriip = Viin€L

L’allongement transversal de la cellule élémentese:

(1.16)

Aly ==V & N = Vi€ Ny,

Déformation transversale s'écrit :

Al (1.17)

& = ——— = [Vl = Vi, ) ¥ Vi, Vi [€
T hﬂb +hmat [ t( fb) fib fb] L

Vi =V Vi + V.. (01— V,, ) Loi des mélanges pour le coefficient de Poissogitadinal.
[.5.5 Détermination du module de cisaillement longudinal

On détermine le module de cisaillement longituditals d’'un essai de cisaillement

longitudinal.

Les contraintes en cisaillement dans la fibre @eisda matrice sont égales. Les déformations

en cisaillement de la fibre et de la matrice s’@rpnt comme suit :

(1.18)

Yio = < , Ymat =

Gfib G

“ € <« <«
> > > >

+“— <« < <«

Figure 1.14. Composite soumis a un cisaillement longitudinale

17
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La déformation totale de la cellule est :

0 = Ny Vi + NinatYma (1.19)

L’angle de cisaillement de la cellule s’écrit comgust :

0
y= m = ViV + ymat(l_vfib) (1.20)

Sachant quey = T on obtient :
LT

1 — Viio +1_Vfib (1.21)
G, Gp G '

mat

I.6. Comportement élastique d'un matériau compositeorthotrope

Les stratifiés sont constitués de couchemadtriaux composites unidirectionnels ou de
composites a base de tissus. Généralement, les gssit constitués de fils unidirectionnels
croisés a 90°. L'un dans le sens chaine, l'autre ldasens trame. Ces couches possedent trois
plans de symétrie orthogonaux deux a deux.

Figure 1.15. Matériau composite bidirectionnel

18
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Il se comporte d'un point de vue élastigomme un matériau orthotrope. Les directions
principales (1,2) seront prises respectivementasuila direction chaine et la direction trame;
elles sont également notées L et T. la directioortBogonale au plan de la couche sera

également notée T'.

Dans le cas d'un matériau orthotropegilalé Hooke s'écrit en utilisant soit la matrice

de rigidité soit la matrice de souplesse comme:suit

o] [Cu Cp Gz O O €1 &] [Su S S5 0 O 01
O3] |G Cp Cp 0 O € €| |S12 S» S 0 O P
O3|_|Cis C3 Cz O O 0% ou [%3]= Sz S S 00 1% (1.22)
g, 0O O 0 Cyu 0 £, £, 0 0 0 Sy 0| |o,
Og 0O O 0 Cys O €5 &5 0 0 O S 0| |0g
106 | 0 0 GCgl |86 €6 | 0 0 Se] |06

On constate que le comportement élastique d'unrimatéomposite orthotrope est donc
caractérisé par 9 coefficients indépendants. Lesessions des modules de I'lngénieur sont

résumeées dans le tableau 1.2. Les relations prdrgue :

E, E E
* L :_T , GTT' :—T
|/LT I/TL 2(1+ I/TT')
Désignation Notation expression
o - 1
Module de Young longitudinale (chaine) E =E, S
11
. . _ _Se
Coefficient de poisson Vit =V
Siy
Module de Young transversal (trame) E; =E, S
22

19
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Coefficient de Poisson Vi =V -%
1
.. . _512
Coefficient de Poisson Vi =Vy S
22
.. . _ st
Coefficient de Poisson Vip =Vog S
22
1
Module de Young transversal Er =E; S
33
N . _Sis
Coefficient de Poisson Vp =V S
33
.. . _523
Coefficient de Poisson VT =Vso S
33
. S 1
Module de cisaillement longitudinal Gt =Gy, S
66
=ar G =Gy 1
Module de cisaillement transversal S
44
. 1
Module de cisaillement G+ =Gy3 S
55

Tableau 1.2. Expression des modules d'Ingénieurs en fonctiorcdeSicients de souplesse

En tenant compte des expressions présentées ddabléau, la loi de Hooke s'écrit en

utilisant la soit la matrice de souplesse comme:sui

20
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< T N

A
o | Y2 _ Yo o
sl e 2 0 0 0
Bl s L o o || (1.23)
3|zl B B B i '
Z o o o X o oll%
& Gy L o5
&) o 0o 0o 0o = ollg

23
o o o o o -
L GlZ_

[.7. Modélisation du comportement des compositesrstifiés

Les stratifiés sont des structures composites atesaformées par I'empilement de plusieurs
couches adhérant I'un a l'autre. Les couches eétaisbtropes et possédant des orientations
différentes, ces structures ont des comportemamplques, que les modeéles homogénes et
isotropes ne permettent de simuler correctenieamns ce chapitre, on intéressera au cas
particulier des composites stratifiés.

[.7.1 Plies unidirectionnels du stratifiés

Dans un premier temps, nous avant caractérisé tapadement élastigue d'un pli

unidirectionnel, c'est-a-dire une couche de filppasalléles prises dans une matrice. Nous
avons vu que le comportement est anisotrope etopéomuelques modeles d'élasticité
anisotrope (mais homogene, ce qui justifié si lsm place a une échelle "suffisamment
grande" devant le diametre des fibres). Nous notégessons maintenant a une structure
stratifié (ou plus simplement "un stratifié"), foénpar la superposition de plusieurs plis

unidirectionnels.

Dans un stratifié, chacun des plis possede unetatien différente, que I'on repere par

I'angle formé entre la direction des fibres et divection de référence liée a la structure (par
exemple, la direction la plus sollicitée). Ainsiy stratifié noté [0,90] est constitué de deux
plis : un pli dont les fibres sont paralleles didgme de référence, et un autre dont les fibres
sont perpendiculaires (Figure ......... ). Ces plis sompip®sés adhérer parfaitement entre eux,

ce qui est réaliste tant que le composite reséeint
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pli 2 90

pliaoe .

—aJ

Figure 1.16 : un stratifié [0,90].

Connaissant un modéle du comportement de chacupldesious souhaitons modéliser la
piece stratifiée afin de simuler son comportemensshargement, dans son environnement.
Pour ce faire, il est important de se souvenirladegidité d’'un pli n’est pas la méme dans
toutes les directions de I'espace : elle dépendaahgle entre la direction des fibres et la
direction des sollicitations. Or, la direction d#zres varie d’'un pli a l'autre (Figure 1.16).
Deux plis de constitutions identiques mais d’omgions différentes doivent donc étre
modélisés par des tenseurs d’élasticite differeffégure 1.17). En d’autres termes, pour
modéliser les structures stratifiées, il est naiessl’abandonner I'’hypothése d’homogénéité
en plus de I'hypothése d’isotrope.

Figure 1.17. Effet de l-orientation: deux plis orientés diférment ont des rigidités

différentes dans une direction donnée. Le stragitcconsidéré comme hétérogéne.

Le solveur doit naturellement étre nateraknt adapté a ces particularités. Les

structures stratifiées étant la plupart du tempdaildde épaisseur, la simulation s’appuie
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généralement sur des théories mécaniques adaptédsorie des plaques ou la théorie des
coques. Un cas patrticulier de cette dernier dagkésiratifiés anisotropes, nommeé théorie des
stratifies, a été développé. Les solveurs utils®#d souvent des logiciels Eléments Finis, un

calcul analytique n’étant possible que sur les g&aes les plus simples.
[.7.2 Modeles hétérogenes et anisotrope

Le principe est exactement le méme que pour un laduemogene et isotrope. En effet,
I'anisotropie et I'nétérogénéité ne remettent eiIs€aucun des postulats de base (Figure 1.18)

» ni le principe de Saint-Venant, qui permet de dédas efforts de cohésion dans une
section de la poutre par leur torseur résultant ;

» ni I'nypothese de Navier, qui suppose l'absencgadehissement, c'est-a-dire que les
sections droites restent planes ;

» ni méme I'hypothese de Bernoulli, qui suppose e dections droites restent
perpendiculaires a la ligne moyenne.

Du moins, cela est vrai pour un stratifié intactntles plis adhérent parfaitement les uns aux
autres ; la modélisation du délaminage exige I'eimgdoutils plus sophistiqués.

] ¢¢¢ Y

& $
* g
ﬁ ansn?

Zones de validité
(sain-Venant)

(a;

.............. -+ apres S
LTI A —— \\\_////
..... ﬁx deformation 3
Cinématique
(Navier-Bernoulli)
(b)
Figure 1.18. Le principe de Saint-Venant et les hypothesesalagx-Bernoulli.

Le domaine de validité est donc inchangé : il féajours que la poutre soit
suffisamment élancéeae( qu'elle ait une dimension beaucoup plus grande lgsiedeux
autres), qu'elle ne présente aucune variation lerd&asection, que sa courbure soit faible ou
nulle, et que ses déformations restent faiblesode que les postulats de base soient vérifiés.
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En revanche, les résultats faisant appel a I'hnom@gget a l'isotropie du matériau ne sont
naturellement plus utilisables tels quels. Plugigarerement, deux résultats classiques de la
RdM sont remis en question.

1.

La répartition des contraintesu sein de la section differe : les contraintest so
maintenantdiscontinuesd'un pli a l'autre. En effet, les coefficientslaéicité sont
homogenes par morceaux, et donc discontinus diua pdutre (alors qu'ils étaient
constants dans toute la section en RdM “classiqueidis que l'allure des
déformations reste inchangée (puisque les hypahdseNavier et de Bernoulli sont
toujours vérifiées).

Par conséquent, leslations de comportement des sections drpitelsant le torseur
de cohésion aux déformations généralisées, sarg alissi différentes. En effet, le
calcul de ces relations fait intervenir la répatitdes contraintes dans la section.

[.7.3 Etude d’un stratifié simple (Méthodologie)

Lorsque I'on étudie un stratifié, il n'est donc passible d'exprimer directement les résultats
cherchés (comme une contrainte maximale ou un céplant maximal) en fonction des
efforts de cohésion, par simple utilisation d'umnfolaire "homogéne isotrope” il faut
recalculer la répartition des contraintes au segsdections droites

Pour cela, une méthode possible est la suivangei@i.19) :

1.

Identifier la nature des sollicitationslans chaque section droite, par exemple en
effectuant des coupures ;

Postuler, a l'aide des hypothéses de Navier etetroBlli, I'allure de larépartition

des déformationdans la section, en fonction des sollicitatiorenidiées ;

Appliquer la loi de Hooke dans chaque (#n prenant garde a l'anisotropie !) et en
déduire larépartition des contraintes

Calculer la résultante et le momedes contraintes dans la section pour trouver le
torseur de cohésion.
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y y
T S T
- e :> g SHEHE :> S
....... E0 Navier-
) Bernoull
1-Sollicitation dans la secti 2-Allure des 3-Allure des

contraintes

J

Résultats

déformations

Figure 1.19. Méthodologie d’étude d’'une section droite d’urastie pour une analyse de
RdM.

A lissue de ce calcul, il est possible de poursuia résolution comme pour une poutre
homogene et isotrope. Ainsi, si I'on cherche autatda déformée de la poutre, la méthode
donne la relation de comportement reliant le tarsda cohésion aux déformations
généralisées (qui "pilotent” les déformations dsdetion droite) ; et si I'on cherche a calculer
les contraintes dans une section droite, la métbdodae également leur expression.

Cette méthode s'applique trés bien aux sollicitgtioomposées ; le comportement des plis
étant supposé élastique linéaire, il est tout & faissible d'appliquer le principe de
superposition. En revanche, des difficultés peuvantvenir lorsque certains plis ne sont
orientés ni parallelement a la ligne moyenne, nip@ediculairement : comme expliqué
précédemment, ces plis peuvent avoir un comportemméabituel. Ces difficultés seront
abordées a la fin de la ressource.

|.7.4 Modélisation avec conditions aux limites

Considérons le stratifié de la figure 1.16, noté{ls, nous supposons que les quatre plis
formant ce stratifié sont de méme géométrie et @menconstitution, seule I'orientation des

fibres changeant d’un pli a l'autre.
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Figure 1.20 : Un stratifié avec des orientations des fibré@entes.
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Chapitre | : Généralités sur les matériaux composites

Ce stratifié est encastré a une extrémité et umgdimentiL est imposé a l'autre extrémité
(ce choix est arbitraire ; les résultats seraiantil@res avec un effort imposé). Nous
souhaitons calculer I'effort correspondant aing s contraintes dans chacun des plis. Pour
cela, nous étudions une section droite du stratii@us supposons qu'il existe une
déformation longitudinales=4L/L constante dans cette section droite (ainsi qu'une
déeformation transversale due a l'effet de Poissm)jui est vraisemblable compte tenu des
sollicitations.
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[I.1 Introduction

L’étude de la résistance a la rupture dagraux composites est d’'une complexité bien
plus grande que l'analyse des propriétés ou deoéiasticité. En effet, lors de chargement
mécanique ou thermique, des microfissures appardistans la matrice, des fibres qui se
rompent (rupture fragile, rupture ductile), des alétsions se créent aux interfaces, des
plastifications apparaissent sans entrainer la eruide la piece. Les processus
d’endommagement ainsi que les criteres de ruptese abmposites sont traités dans le

chapitre ci- apres.
II.2. Mécanismes d’endommagements dans un compositaidirectionnel
La rupture finale d'un composite unidireat@l est le résultat de I'accumulation de
divers mécanismes élémentaires:
- la rupture des fibres;
- la rupture transverse de la matrice;
- la rupture longitudinale de la matrice;
- la rupture de I'interface fibre-matrice.

Généralement, un mécanisme n’est pas isolé, masrsdimécanismes coexistent. Ces
mécanismes se développent suivant la nature desimat et les conditions de sollicitations

meécaniques imposées.

Dans un matériau composite unidirectionnel soundiesasollicitations mécaniques, la rupture
des fibres intervient lorsque la contrainte detioaic«os» dans une fibre atteint la contrainte a
la rupture «JJF» de celle-ci (Figure 11.1). La rupture de la figeoduit une concentration de
contraintes au voisinage de la rupture. La rethigtion de ces contraintes, et par conséquent
le processus de rupture résultant, dépend prireipatt: de la capacité de la matrice a
absorber I'énergie libérée, des propriétés deedffate fibre-matrice, etc. La figure (11.2)

montre les différents processus de rupture de tagaassociés a la rupture d’'une fibre [4].
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Figure IRupture de fibre

-C -

Figure I1.2. Différents modes de ruptueeld matrice associée a la rupture d’'une fibre

[4].

a- Rupture transverse de la matrice b- rupture en cisaillement de la matrice

c- Décohésion de l'interface fibre- matrice  d- - rupture longitudinale de la matrice

La fissuration de la matrice peut se produire figguration transverse (Figure 11.3) lorsque la
contrainte de tractions,» dans la matrice atteint la contrainte a la ruptuwX» de la
matrice. Elle peut se produire par fissuration lardjnale (Figure 11.4) lorsque la contrainte
de cisaillement %, » dans la matrice atteint la contrainte de cigaiélat a la rupture =% »

Ce dernier mode, appelé «splitting», se produisqoe la contrainte de décohésion est
supérieure a la contrainte de cisaillement a ldurepde la matrice t;,> % . Dans le cas
contraire olrz< 78 , il se produit une rupture par décohésion dediface fibre-matrice
(Figure 11.5) [4].
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Chapitre II Modele de comportement des composites

I1.3. Analyse mécanique

Les propriétés mécaniques des matériaux compasitesfort fibreux dépendent de plusieurs
parametres liés aux propriétés et caractéristiqadsurs constituants :

ef, el w, of, of.

Le module de Weibull et la contrainte de cisailleima l'interface. L’exposant (R) indique
gue la grandeur indiquée est relative a la valeayanne a rupture. Selon ces différents
parametres, plusieurs cas de comportement peutrergrévisages [5].

11.3.1 Cas olsf <ef,

C'est le cas des plastigues et métaux re@ésordNous décrivons ici le cas ou le
comportement des fibres et celui de la matrice dmdaires jusqu’a rupture. Pour le
développement du calcul de la résistance en traalian matériau unidirectionnel (1D)
plusieurs cas de figures sont envisageables [6].

I.3.1.1 E;>Ep,
 V; Relativement grand
Dans ce cas, la rupture de fibres entriEmapture du compositéi(gure 11.6); en

effet, la matrice subit alors la contraimtg/V,, > oR et la résistance du composite est donnée

par: [8].
aczaff.Vf+a;*".Vm 1.1
0= Em. £f 1.2

Le comportement du composite est linéaire,remjgre approximation jusqu’a rupture.
a) si les fibres se rompent a la méme charge (reodidibull grand), le comportement est
guasiment linéaire jusqu’a rupture.
b) Si le module de Weibull des fibres est petipglt y avoir une non linéarité due
a 'accumulation des fibres cassées et de la ditimae raideur résultante [6].
Dans ce cas le module #ig compositeest :
E=E;Vi+Ep Vy 1.3
* Vg petit
SiVr est petit, la rupture des fibres n'empéche pasdtioe de résister a la surcharge de
contrainte due aux fibres rompues. La résistancdasée par :

ok =6k .V, 1.4
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A cette période, les efforts sur le matérsont supportés par la matrice seule; la
contraintes® .V, peut étre supérieure ou inférieuref
Si 6% >06R .V, lamatrice se rompt immédiatement sous I'effetadeharge.

Si o® >0oR .V, ,une deuxiéme contrainte plus élevée est nécegsairde composite afin
d’aboutir a une rupture finale de la matrice.

Dans la figurel(.6), on représente I'évolution de la résistance du pmsite en
fonction du taux de fibred/ ). Le premier endommagement est la rupture desdibre
module de Weibull est infiniment grand (toutes fdwes se rompent dans la zone de
contrainte maximale induite de la premiere fibig) [

Il est donc clair que le renforcement denlatrice doit exiger un\{f) minimal et n’est
observé que sik >gR | et on détermine ce volume par combinaison desesgjumsi(l . 1)
et (11.4),dou:[6].

oR o,

Veerie = ry gk or 1.5
Ce qui permet de définir une fraction volumique imiale de la fibre.
R *
— Om_Om
Vemin = P 1.6

Dans la pratique, Mloit étre supérieur a\, afin d’avoir un renforcement important du
composite. Dans le cas contraire, on aura un &H8aédment des caractéristiques du
composite.
On note aussi que les mécanismes de rupture deditoants se distinguent en deux
domaines (Figure 111.6 c) séparées pafiV

Domaine | : rupture multiple de fibres ;

Domaine Il : rupture unique.

1.3.1.2 Ef <Ep,

Ce cas présente peu d’intérét pratique, du failtatieence de renforcement effectif.
11.3.2 cas desf > &f,

C'est le cas général des compositesafrice et a fibres céramique, rencontrée

€galement pour les composites a matrices thermisgafie [9].
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11.3.2.1 Ef >Ep,
Vr petit

Dans ce cas la rupture de la matrice entraine pture du composite, car les fibres ne
peuvent supporter la contrainte transmige Vy > 015 lors de la fissuration matricielle.
Dot:o,= af . Vs +oh . Vy 1.7
of Est la contrainte transmise aux fibres a l'instinrupture de la matrice.
om =E; . €8 1.8
V¢ grand

Dans ce cas les fibres sont capables de résiteramtrainte appliquée apres la rupture de
la matrice et la résistance du composite est dpanét]
ok =V; . of 1.9
Dans ce cas, c’est bien les fibres qui supporeenéefforts sur le matériau; la contrainte

Ve .of  Peut étre supérieur ou inférieurfa

Si k> 015. Vs, rupture immédiate de fibre sous I'effetla charge.
Si of< 015. Ve, la rupture finale de la fibre n'est pas sige qu'a une évolution de
contrainte.

La fraction volumiquevs crit de transition de la rupture simultanée a la rupsécentielle est

définie par combinaison des expressidns. (7) et ( | . 9): [6].

of
Vfcrit _0}3+U§L—a;“n 11.10
Ce qui permet de définir une fraction volumique imiale de la fibre.
R
o
— f

A partir des expressiofsl . 7) et(11.9), on peut schématiser la résistance du composite
en fonction dé/; (Figure.11.7).

Remarques :

- SiVy <Vierie, il'y aura rupture catastrophique du composite tie la premiére fissuration
matricielle.

- SiVy >Veere il y aura rupture multiple de la matrice avant wipttotale du composite.

Ce domaine est tres important, car il confére auén@za une ténacité importante,

accompagnée par une large déformation «pseudacplast|[6].
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11.3.2.2 Ef<E,
Ce cas est trés peu différent du cas préceentE,,
SiVf < Veerie, le composite se romptese &/,

SiVf > Vierie » il y aura possibilité de fissuration multiple dematrice et la rupture du

R
composite aura lieud= ef , Vyin= Z—’,’; .12
f

Cas particulier [6].

Si Ef = Em et Ef = E#l alors mein= VfCTit 11.13

Vi = Vi
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c- variation de la résistance du composite en fonatel.
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Figure I1.7. Evolution de la résistance du conmjgosn fonction dé’; avecs}f > eR[6].

a- Rupture catastrophique du composite (matricielle)
b- Fissuration multiple de la matrice avant la ruptiuecomposite.

c- Résistance du composite en fonctior/de

I.4. Rupture multiple
On traite les deux cas de rupturétiple de la fibre et celle de la matrice

[1.4.1 Rupture multiple de la fibre
Ce phénomeéne n’est généralement obspre dans des éprouvettes a fibre unique

élaborées spécialement pour estimer les caracjéest de l'interface fibre-matrice. La
rupture multiple n’apparait que sﬁ<s,’$l et Ve<Viie . Dans ce cas on assiste a une
fragmentation de la fibre sous contrainte de toac@ri gure 11. 8). La premiére fissuration
aura lieu au point de déformatian

ec<é&n , or est nulle au droit de la fissure et tend wegfsplus loin. Il existe de nouveau une
zone ou la fibre peut se rompre. Le processus geteéour des déformations croissantes
donnant lieu a des fragments de fibre de plus @B pburts. Le mécanisme continu a se
produire jusqu’a ce que les morceaux de fibreseuwent plus étre rechargés a leur contrainte
de rupturea,f2 (saturationos,qy, €t la longueur moyenne de fragments de fibreledtordre
del c(Figure 11.9).

Plusieurs auteurs ont exploité ce mécanisme denatation pour mesurer la contrainte de

cisaillement a l'interfacer™ [6].
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Figure 11.8. Rupture multiple de la fibre [6].

o)

Connaissant le rayon de la fibre et sa contrairiterapture, I'expression suivante permet

de déterminer la contrainte de cisaillement adiifécer* avec : [6]

(11.14)

R
T*:Uf .Tf
le

par

R
m

ter que cette technique n’est applicpepour des composites xﬁKe

BN

, @ no

Reste

exemple dans le cas des matrices organiques oulliméta renforcées par des fibres

7

céramiques.
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Figure 11.9.Profil de contrainte de rupture multiple de la fibre [6].
a) 1> l(of"™* = af), b)l > I.(a/*** = of), o)l > I ("™ < of)

[1.4.2 Rupture multiple de la matrice

On rencontre ce phénomene dans des composites eusiqgf>e,’§l et Ve<Vicrir.
Pour V<V pour des thermodurcissable renforcées par dessfitgeverre, on constate la

fissuration multiples de la matrice qui est souv@rgervée en service (Figure 1.1 11.11).
L’'analyse des ruptures multiples de la matrice&eue de la méme maniere que dans le cas

précédent [6].
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Figure I1.10.Fissuration multiple de la matrice [8].

I1.5. Critéres d’endommagements des matériaux congsites

11.5.1 Définition des criteres de résistances

Un critere de résistance s’écrit sous la formeatpihtion 11.15 suivante :

flo) <1 ou f§) <1 11.15

Tel que f est une fonction scalaire du tenseurcdesraintes ou des déformations.La rupture

est atteinte lorsque la valeur de la fonction gateta 1.
11.5.2 Critére de Hoffman

Le critere de Hill écrit sous la forme 11.16 est enitére interactif de rupture. Il est parmi les
premiers a étre applicable sur des matériaux aopes. C'est un critére quadratique, ne
tenant pas en compte la différence du comportendest matériaux en traction et en

compression.

2 2 2

aj, oT or 1 1 1 1 1 1 1 1 1 OLT~N2
L)Y+ (Z) + () - (+—+=Vg,0r-(—+———)00r - (—+—+—) gr0, + (=L
(X) (Y) (Z) X2 y?2 22) LT (X2 72 YZ) L™T (Y2 72 X2) r~r (S)

+(%)2 +(%)2 =1 11.16
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Le critére de Hoffman exprimé par I'équation Il.¥ent généraliser le critere de Hill pour en

tenir compte de la différence entre le comporteneartraction et en compression.

Ci(or — 07)%+ Cylop — a,)? + Ci(o, — o7)*+ Caop+ Gsop+ Ceopt Cropp+ Ceo? ot

Coo?ir =1 .17

Avec : G, G, G, Gy, G5, G, G, Geet G des constances caractéristigues du matériau, éoncti
des contraintes de rupture. Elles sont décritesegaelations sous I'équation 11.4 :

1 1 1 1 1

Ci= _[Y+Y— Z+7- X+X]’ C'L_X_+_X_—’C7_E
1 1 1 1 1
== + + =1 L ==
2 2[Z+Z— Xtx- Y+Y—]’ = vyt vy’ » G R2 11.18
Cs= 51 el GeErer Gm g
X+X— y+y— Z+Z— zt

11.5.3 Critére de la contrainte maximale
Il est appliqué dans le cas d’'une contrgd@eo;, o, 0,7 dans les axes principaux.

Il s’écrit sous la forme de six inégaliténction des contraintes de rupture en traction,

compression et en cisaillement données par 'éguakil9

X <o, <X*
Y- <or<Y* 11.19
_S<O-LT<S

Il suffit gu’'une seule inégalité ne soit pas véxj pour que la rupture se produise.
[1.5.4 Critére de la déformation maximale

Le critere de la déformation maximalesegsble en forme au critére de la contrainte
maximale. Connaissant les déformations limites @mpressions{;, en tractionX] et en

cisaillementS,, du matériau, le critere s’écrit par I'équatior2.
X; <g <Xt
¥ <e <Yf 11.20
S <yir <S$e

Il suffit qu’'une seule inégalité ne soit pas vésfi pour que la rupture se produit.
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[1.5.5 Critére de Hashin

Ce présenté, en 1980, par Hashin s’applaaxecomposites unidirectionnels et est basé
sur quatre modes principaux de rupture du maténiduwits par des critéres tensoriels de Rang

2. Ces quatre modes sont les suivants :
- Rupture de la fibre en trantet en compression ;

- Rupture de la matrice en traction et emmession sur des plans paralleles a

I'axe des fibres.

La direction 1 désignant I'axe d’isotropie du metarou I'axe des fibres, le critére s’écrit

de la maniére suivante :

2 2 2
011 , 912 013 ;
F+F+FS 1, si 011;>0 .21

- Rupture en compression des fibres
01,=-X, si o11<0 11.22

- Rupture en traction de la matrice :

Op2+0 02:405,0 o?,+0 .
( zzY2 33) 4923 Q;z 33 4 12R2 B <9 Sicgy + 633> 0 .23

- Rupture en compression de la matrice

[(ZY_Q)Z_l] (022+033)2 | (0222=022033) | (0112+0%3)
, (022+033 33) | (01171073
@22 + 033) —— 1 w2 T 2 — <0 .24

IL y’a rupture du matériau si une des inégalitésweslé. L’avantage de ce critére est de

mettre en évidence les modes de ruptures du matéria

N.B :

X" YYZ", X,Y',Z:sont les contraintes ultimes (ou résistances ds)én traction |,
respictvement en compression, dont les trois dimaasde symétrie matérielle du matériau

orthotrope .

Q ,R,S : Sont les résistances ultimes en cisailemans les plans (2 ,3),(1,3) et (1,2).
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[1.6 Coclusion

La connaissance des mécanismes d’endommageeeisomposites, nous aide a prédire
leur rupture lorsque ils sont sollicités a des gharents extérieurs. Pour mieux modéliser le
comportement des composites, on se base sur dasdestnumériques robustes, qui seront

présenté dans le troisieme chapitre.
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Chapitre III La méthode EF et X-FEM

[11.1. Introduction

Le principe de base de la méthode XFEM est plush&ale celui de la méthode des
éléments finis. Pour cette raison, nous consaci®rsit de ce chapitre a un rappel de la
meéthode des éléments finis. Ensuite, nous donnengrihcipe de la méthode XFEM et

mettons en évidence les différences entre les dwikodes.

[11.2. Méthodes des éléments finis

[11.2.1 Description

Elle consiste a trouver numériquement une soluéipprochée d’'une équation aux
dérivées partielles. Elle est, dans la plus past s, préférée a la méthode des différences
finies parce qu’elle permet de gérer des strustammplexes tout en offrant des résultants

satisfaisant§l6].

Pour résoudre un probléme par éléments finis avadittons aux limites, il faut suivre les

étapes suivantes :

faire la formulation variationnelle
faire le choix des fonctions de bases
choix du domaine de travail et du maillage

résoudre le systeme linéaire et calcule de laisolut

YV V V VYV VY

afficher des données intéressantes

Les paragraphes suivants ne revendiquent évidempasnde faire une approche détaillée de
la méthode des éléments finis ni d’étre rigourenais simplement elle fait un survol dans le

but d’avoir une vue globale des étapes a suivre.

[11.2.2 Choix du maillage

Le choix du maillage consiste a diviser le domaieetravailQQ en parties égales ou
non afin d’obtenir un espace discret. L'espacei @htenu s’appellera espace d’interpolation
et aura toutes les propriétés d’'un sous-espacenaatieQ). Les solutions héritées seront de
ce fait approchées. Les sous-divisions obtenuet egpelées éléments finis. Les points de
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jonction entre les éléments sont les nceuds. Il fater que plus on a d’éléments plus la

solution est précise.

[11.2.3 Vecteurs de base

lIs constituent la base canonique de I'espacdatiiolation. L’espace d’interpolation

est souvent noté&/,<. Cette base est choisie en fonction du maillaggpied De ce fait toute

solution de I'’équation différentielle sera décongmsur la base canonique de cet espace
d’interpolation. Les valeurs des vecteurs de basd@d du domaine sont fixées par les

conditions aux limites du probleme. Les conditiang limites les plus utilisées sont :

* les conditions aux limites de type Dirichlet : laligion est nulle sur le bord du
domaine

* les conditions aux limites de type Neumann : lavéér normale de la solution est
nulle au bord du domaine

Les valeurs aux bords vaudront pour tout type ddéage choisi.

[11.2.4 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle consiste postuler I'existence d'une fonction v
continue, appelé fonction test, définie dans le a@lom de travailQ de dimension infinie

inclus et a résoudre I'équation

a(u,v)= L(v) (111.1)

ol a(u,v) est un opérateur bilinéaire &t(v) un opérateur linéairey est I'inconnue du

probleme.

Une autre approche consiste a rechercherde telle sorte que la fonctionnelle
1 L
J(v) :Ea(u,v) —L(v) soit minimale.

l11.2.5 Meéthode de Galerkin
La méthode de Galerkin permet de passer de la fmonénue de la formulation

variationnelle vers une approche discrete du prelgl7]. On définit une espace discygt

sous espace vectoriel de& engendré par la base canonid¢r-;\}j:1 ou N est le nombre
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d’éléments finis. La formulation variationnelle s&duit finalement sur I'espace discret a

résoudre I'équation
a(u,,v,)=L(v,) (111.2)

Ou linconnue du problema, appartient &/,

N
On aura alorsu, (x) = Z u.@, (x) eton choisit souvent
i=1

Vi (X) =@, (X) k=1.....N (111.3)
Devient
D uad,.4) = L(4y) (I11.4)

L'idée est que si le maillage se resserre et qumhebre de fonctions de base N tend vers

l'infini, les solutionsu, devront converger vers la solutiande I'équation aux dérivées

partielles de départ.

l11.2.6 Systeme linéaire

On obtient alors un systéme linéaire de la forme
AX=B (111.5)

ou A, =a(@,,4,) X, =u, etB, =L(g, ). Une fois la matriceX trouvé, on pourra calculer

aisément la fonctiom,, par la formule
N
U, (X) = Zui @ (X)
i=1 (111.6)
Comme dans d’autres méthodes numériques, il estnocal® d’étudier la convergence et la

stabilité de la solution trouvée.

[11.2.7 Méthode de quadrature de Gauss

Dans le domaine mathématique de l'analyse numétepienéthodes de quadrature
sont des approximations de la valeur numériqueedhiégrale En général, on remplace le
calcul de lintégrale par une somme pondérée miseun certain nombre de points du

domaine d'intégration. La méthode de quadraturéaless, du nom dearl Friedrich Gauss,
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est une méthode de quadrature exacte poyolymémede degré&n-1 avecn points pris sur

le domaine d'intégration [18].

Nous pourrions I'utiliser ici pour calculer notrgégrale mais pour obtenir une bonne
précision, il faudrait un nombre important de psidfintégration comme indiquer dans la

figure ci-dessous.

15

Erreur (%9
.
o

a

Points d'intégration

Figure. lll.Convergence des points d’intégration.

Du point de vu pratique, la méthode classique tiaaents finis est moins couteuse,
permet d'implémenter facilement les conditions hemtes essentielles a avoir a employer les
multiplicateurs de Lagrange et, surtout, elle p&wé appliquée dans un grand nombre de
problemes et elle est employée par une trés loegpérience d'utilisation. Malgré tout, le
co(t de I'adaptative de la génération du remailla@gas FEM est loin d’étre négligeable.

[11.3. Méthode des éléments finis étendus (XFEM)

[11.3. 1 Introduction

La méthode X-FEM [15] est une simple extensionalenEthode des éléments finis.
Elle autorise un maillage indépendant de la géaendtr probleme. Frontieres, trous, fissures
deviennent des entités que I'on peut insérer, déplgropager, sans avoir a modifier le
maillage. Un maillage simple et unique remplacesigotusieurs maillages complexes. Pour
représenter une discontinuité ou une singularités@ein des éléments finis, la base des
fonctions de forme est enrichie, en utilisant Igsopriétés de la partition de l'unité. En

fissuration, la discontinuité de déplacement dua fissure est introduite par une fonction
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Heaviside généralisée et I'ajout des champs asyigpés en bout de fissure améliore la
précision en mécanique de la rupture élastique.pls, la méthode X-FEM s’avére
particulierement pratique pour représenter desiess2D et 3D et efficace pour la phase de

propagation
On peut utiliser X-FEM pour :

> représenter une fissure (discontinuité des déplantsy)

> représenter une interface entre deux solides dtsj@iiscontinuité des déplacements),
> représenter un trou ou un vide (sous-épaisseurxganple),

> représenter l'interface entre deux matériaux (ditnaités des contraintes).

[11.3.2 Principe [10]

Afin d’introduire la notion d’enrichissent discontinu, base de I'approximation
Xfem, considérons le cas simple suivant d'un mgdlalément finis conforme avec la fissure

et un élément fini “sain” :

L
T .
5 A i B
” I>7 41— s 11 4 ® s
C D
D
) S
o] ; y
6 7 8
a)Elément fini fissuré b) élément fini sain

Figure IIl.2. Représentation desllages avec et sans fissure.

L’approximation élément infini associé au maillatgela figure I11.2(a) est :
U= Z%O N;U; [11.7
Ou les Ysont les déplacements aux nceuds i et jesi la fonction de forme associée

aux mémes nceuds. On peut définir deux variabléd par :
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Ug+U
a= 91tU10
2

I11.8

_Ug—=Uqg
2

b [11.9

Qui représentent en fait la valeur mayenet I'écart par rapport a cette valeur

moyenne des déplacemerits et U;, de part et d’autres de la discontinuité. En fdishmn

méme pour deux autres variables c et d relativesdéplacements verticaux, nous pouvons

exprimer U;o , Uy , V10 , Vg €n fonction de a, b, c et d tel que :

Uy= a+b .10
Uyo= a-b A
Vy=c+d [.1P
V0=C-d A8

Ensuite en remplacabh,, U;,, Vo, V4, €n terme de a, b, ¢, d dans I'approximation élémen

fini, on obtient :
U=Y% . U;N; + Ny(a + b) + Nyo(a — b) 111.14
V=)2  ViN; + Noy(c + d) + N1o(c — d) 111.15

Si on introduit une fonction de Heaviside telle que

H=(x,y)={; | (poury<0ety>0 respectivement)

On peut alors écrire :

U=Y%, U;N; + No(a + Hb) + N,x(a + Hb) I11.16
V=Y%,ViN; + Ny(c + Hd) + N;o(c + Hd) [11.17

Puisque la fonction de Heaviside sera p@sjpour les fonctions de forme situées dans

les quadrants des y positifs, ce qui est le cadadnction de forme BN Ensuite, en

regroupant les termes a, ¢, Hb, Hd on a :
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U=Y% . U;N; + a(Ny + Nyo) + Hb(Ng + Ny) 111.18
V=Y, ViN; + c(Ng + Nyo) + Hd(Ny + Nyo) [1.19

On regarde maintenant de plus prés l'aligs fonctions de forme aux nceuds 9 et 10,
ainsi qu’aux nceuds 11 dans le cas de modéle smsdi(fig. 111.2.a), on remarque une chose
intéressante : la fonction de formea;Nveut étre remplacée par la somme des fonctions de

formes N et Nip de modeéle « sain ». On a alors comme expressionlg® déplacements :
U= Zi8=1 UiNi + U11N11 + HbN11 [11.20

V= Zi8=1 ‘/lNl + U11N11 + HbN11 I11.21

()
Figure.lll.3. Fonctions de forme.

Ou encore sous forme compacte :
U=Xic; UiN; () + Xier, H () a;Ni(x). I11.22

Ou | est 'ensemble des nceuds du domaine, et kdimible des nceuds a enrichir le long de la

discontinuité.

Cette forme est trés proche de celle Bpn aurait prise pour étudier le modele
« sain ». La seule différence est I'ajout d'un dede liberté en plus par dimension. C’est
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d’ailleurs ce degré de liberté qui par la suitenpetira de prendre en compte la discontinuité

dans le champ de déplacement.

La force de la méthode XFEM est liéesaa capacité de prise en compte d'une
discontinuité q qui, contrairement a I'exemple essus, n’est pas alignée sur le maillage.
Dans ce cas, la mise en ceuvre devient plus compligésgue, par exemple, la discontinuité
introduite par la fonction de Heaviside ne se plalos la frontiére entre deux éléments mais
bien a l'intérieur des éléments. De plus, cetter@gmation n'est en mesure de prendre en
compte que les fissures traversant les élémentzadeen part. Des lors, afin de modéliser
avec le plus de réalisme possible une discontincat@plétement située a l'intérieur du
domaine a étudier, il est nécessaire d’introduies tbnctions qui prennent en compte le
caractere singulier de champ de déplacement erexoémité. En se basant sur I'allure du
déplacement théorique a proximité du fond de fessdfautres fonctions de forme ont été
dérivées. Celles-ci s’expriment en terme de cordeariocales et seule le premiere de ces
quatre fonctions est vraiment nécessaire a la risadi®n de la discontinuité, les autres ayant
été ajoutées pour augmenter la précision. Cesiforsctle forme supplémentaire ne sont en
pratiqgue ajoutées qu’aux quelques éléments entbledond de fissure est s’appliquent elles

aussi sur des degreés de liberté supplémentai@ebes-ci sont de la forme suivante :
Fi(r, 6)=[\/F sin (g) A7 cos (g) /T sin (g) sin(@),/r cos (g) sin(@)] [10]

Comme on peut le voir (Figure.lll.4) la fonctiont escontinue le long de la fissure (pour
6=0).

Ennil ris Fissime

fissue e . "0
o

ok W@ N oe oW

L]

40" _ : 10

Figure.lll.4. Représentatie la premiere fonction de fond de fissure.
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Et se comporte bien dans tout le domaineusde celle-ci puisqu’elle continue. Par la
suite, d’autres fonctions ont encore été introduitemme par exemple des fonctions spéciales
pour modéliser des fissures présentant des ramndiisil1]. Sans entrer dans les détails,
celles-ci sont composées de plusieurs fonctionsleviside alignées avec les différentes
branches se rejoignant et ne s’appliquent de naugedaux quelques éléments entourant
cette ramification. Les enrichissements relatifdead fonds de fissure ou a des branches de
fissures se rejoignant n’interviendront pas danstraeail puisque nous utilisons le plus
souvent des interfaces ne présentant pas de psintgiliers et encore moins des

ramifications.

Les nceuds a enrichir dépendent du degiiséupour I'analyse éléments finis. Par
exemple, dans un cas de premier degré, les ncentisedgupport est coupé (ou partiellement
coupé dans le cas du fond de fissure) par la disrot® sont enrichis. En étendant cette régle
aux éléments finis de degré deux et plus, celaedéviun degré de liberté est enrichi si son
support est coupé par la discontinuité, ci-dessaoesix exemples de noeuds a enrichir
(Figure.llL.5) :

& Nands it enrviclir ® Na=uds enrichis avee H
B Naeusds enrtciis avee les fonctions de fond de fissiure

(@) Interface matériau —vide ou matériau (a) (b) fissure
Matériau (b)

Figure.lll.5 Exemple d’enrichissement des ncewdsua de la discontinuité.

50



Chapitre III La méthode EF et X-FEM

[11.3.3 Equation d’équilibre discrétisée [12]

Dans la méthode XFEM, les inconnupp&mentaires aj associés aux fonctions
d’enrichissements augmentent simplement la taillevdcteur des déplacements u et le
probleme est résolu de la méme maniére que legrebmatriciel habituel K*q=g. Ainsi, le

formalisme du probleme XFEM peut s’écrire :

K K u ]cext
% — uu ua _Ju
K*qq=g o [Kau Kaa] [a] _[ a"”“] 11.23
Avec:
K=/, B'CB

Kua=/,BCB =Ko, = [,B"CB
K.,.=/B"CB

Ou B est la matrice des dérivées destifmms de forme classiqueB,est la matrice des
dérivées des fonctions de forme XFEM et C la matde Hooke symétrique. Les matrices
additionnelles liées aux éléments supportant dgsédede liberté supplémentaire sont les
matricesK,,etK,,,. La taille de la matrice de raideur n’est alorgspégale aux nombres de
degrés de liberté éléments finis conventionnelss hgen au nombre de degrés de liberté
conventionnels additionne du nombre de degrésbaeté XFEM. Ceci augmente bien sdr la
taille des matrices ce qui pourrait poser des grabs de gestion de mémoire pour de gros
modeéles. Néanmoins, en pratique, le nombre d’élé&nenrichis n'est pas significatif par

rapport au nombre d’éléments conventionnels etdblpme ne se pose pas.

[11.3.4 Partition de l'unité

La méthode de partition de l'unité é ééveloppée par Melenck et Babuska [13], elle
s’est vue appliquer notamment a la mécanique dedefl, a I'interaction fluide-structure, aux

transformations de phases et, bien sur, a la mgwamie la rupture.
Soit un domain€ discrétise par un ensemblé dié N nceuds associe a N fonctions
De formes notées Ni. La méthode des éléments tilise ces fonctions de formes pour

approximer le champ de déplacement a l'aide ddadpents nodaux Ui :
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UE)=Xien Ni(0)U; 11.24

Il a été démontré que si les Ni constituent unditpar de l'unité du domaing, c'est a dire

que :
Liew Ni(x)=1 111.25
Alors, on peut enrichir I'approximation de u(x) aomnceci :

UE)=Xiew Ni()Ui + Xiepe Ni(x)U7 0(X) 111.26

Ou ¢(x) est la fonction d'enrichissement €t &6t un sous-ensemble de N ou l'on place un

degré de liberté enrichi Ui.

Si on choisit Ne =V et que I'on met tous les degrés de liberté stasdad et toules degrés

de liberté enrichis a 1, alors I'approximation ééis fini enrichie reproduit exactement la

fonction d'enrichissement sur le domaine entier.

u(x)= ien N;()o(x)=0(x) 11.27

La condition de partition de l'unité esewondition suffisante pour que I'approximation

éléments finis soit interpolante.
[1l.4. Application a la mécanique de la rupture [14]

La méthode de partition de l'unité estla base des éléments finis étendus.
L’'approximation éléments finis classique ne permas de modéliser une discontinuité
introduite par la présence d'une fissure, car mxctions de forme sont continues. Pour
capturer une discontinuité la seule possibilité asts d’introduire une discontinuité du

domaine.

La méthode des éléments finis étendapgse d’enrichir I'approximation avec des
fonctions d’enrichissements discontinues est siages en vertus de principe de partition de
l'unité, la discontinuité n’est alors plus porté e maillage, les fonctions d’enrichissements
comme leur noms l'indiquent, vont étre mises aiprdur enrichir le modéle élément finis.

On leur attribue trois roles essentiels.

-représenté la discontinuité (saut de déplacemeavars la surface de la fissure)
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-localiser la pointe de fissure(le champ de contes autour de fond de la fissure).

-capturer la solution en pointe de fissure.

l1l.4.1 Représentation de la discontinuité

Pour représenté la discontinuité cdeamp de déplacement on utilise une fonction

d’enrichissement discontinues H(d), comme la molatfegure 111.6. cette fonction de saut est

définis de la fagcon suivante :

Fissure

U= Yi=19:(X).U;

i=19:(x).-H(d).b

|

Approximation classique

A 4

Enrichissement X-FEM

Figure II.6. Représentation schématiquéadenction de saut.

Fonction de saut :

[11.4.2 Enrichissement en pointe

(-1, d<0
H(d)_{+1, d=>0

de fissure

La fonction H(d) est insuffisanteupdocaliser la pointe de fissure. On introduit

alors de nouvelles fonctions d’enrichissement sgiviront non seulement a localiser les

pointes de fissures mais aussi a capturer la @ngulde champ de déplacements. Ces
foncions d’enrichissements, dites singuliere, sfewpnt ainsi :
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y1(r, 8) =T cos (6/2) [11.28
y2(r, 8) =7 sin (8/2) 111.29
¥3(r, 8) =1 sin (6/2) sin (8/2) 111.30
¥4(t, 8) =1 cos (6/2) sin (8/2) 11.31

Elles sont toutes les quatre fonction de Befcoordonnées polaires dans le repére lie a la

pointe de fissure).

Les fonctions d’enrichissements singulieres soptésentées sur la figure ci-dessous dans

une configuration particuliere.
[11.4.3 Enrichissement local

Enrichir tous les nceuds aurait €efiénalisant de multiplier le nombre de degrés de
liberté par 6 (1ddl classique, 1ddl saut et 4duidier).

Pour cette raison seuls certains noeuds sont erichi

Si I'élément est entierement traversé par la fissafors ses nceuds sont enrichis avec la
fonction saut (not© sur les schémas). Si I'éléncontient la pointe de la fissure, ses nceuds
sont enrichis avec les fonctions singuliéres (nmesur les schémas).dans le cas ou un nceud
est susceptible d’étre enrichis des deux mani&eas, I'enrichissement singulier aura lieu.la

figure ci —dessous représente un maillage ennghigtie. L’ensemble des nceuds enrichis par

la fonctiondd saut se nol< 55yt €t les nceuds enrichis par les fonctions singufiensment

I'ensemble sjng Dans le cas particulier des €lements finis etendiapproximation de

champs de déplacement est donnée par I'expressivemse :
W () =Xl Ni i+ Ziensq NiH@ G+ Eien i, Lj=1 Ni (Y (0 Dy

LesU; sont les degrés de liberté classiquesgalesont les degrés de liberté saut, h]f;ssont

les degrés de libertés singuliers.
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Frgulll.7. Maillage typique.

[11.5 Intégration numérique [14]

La difficulté majeure dans le cas dEsneénts XFEM consiste a pouvoir effectuer
l'intégration numeérique correctement de part etuties de la fissure. En effet, la matrice
contenant les fonctions de forme n’est plus idemtites deux cO6tés de cette discontinuité
compte tenu de la présence d'un terme H dans laeatiéqs d’équilibre. Afin d’éviter
l'introduction d’erreur voire méme de dépendancasdi@s matrices éléments finis, chaque
élément fini est divisé en sous-domaines qui naugpent pas la discontinuité (souvent en
triangles). C’est sur ceux-ci qu’est effectuéetégration. Il faut préciser que cette division
n’est effectuée que pour I'intégration numériquesta-dire qu’elle n’introduit pas de degrés
de liberté supplémentaire. Cette division peut-@tustrée par les deux figures suivantes

Figure II1.7.

Interface Sous triangles

Figure 1ll.8Exemple de sous division des €léments.

Au vu de la méthode d’intégration utiliséales équations discrétisées, on peut remarquer
qgue la méthode des éléments XFEM présente un @esigpplémentaire par rapport aux
méthodes permettant d’'inclure des interfaces natérde. En effet, comme c’est le cas par

exemple avec I'optimisation topologique, le videst’ pas réellement du vide mais plutét un

55



Chapitre III La méthode EF et X-FEM

matériau extrémement mou. Les propriétés de cerimatént d’ailleurs une influence sur la
solution. Avec la méthode XFEM, étant donné que Bffectue une subdivision des éléments
tout autour de linterface, on peut se permettriatégrer de maniére précise autour du
contour extérieur et dans toute la partie rempdierctériau, mais la partie constituée de vide,
elle, n'est pas prise en compte dans cette iniégtdies degrés de liberté relatifs a I'intérieur
sont purement et simplement supprimés de I'équatiéquilibre et le vide est simulé comme

tel.
[11.6. Comparaison des deux méthodes FEM et XFEM
[11.6.1 Exemple d’'une poutre en compression

Cet exemple a pour but d'illustrer de manidgienplifiée le fonctionnement d’un
enrichissement de type saut. Le probléme est dalue poutre bi-encastrée en compression
et coupée en son milieu (figure I11.9). Pour leoddre, nous allons utiliser les éléments finis
classique et les éléments finis étendus. Ce qus peumettra par la suite de comparer les
deux méthodes.

Notons que dans cet exemple, la coupure a#navec un nceud. Ceci n’est qu'un cas
particulier destiné a alléger les notations. Gasdimplement a I'esprit que la méthode X-

FEM permet également de placer la coupure a lietéd’'un élément.

LA

® Noeud standard @ Noeud enrichi

Figure I11.9- probléme continu (a), modélisation g& (b), modélisation XFEM
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[11.6.2 Formulation

Pour résoudre le probléme, nous allditiser le principe des puissances virtuelles

en statique appliqué a une poutre en traction pcession :

0 = - i N () Z8dz +f] f,(x)u*(x)dz 1132
0=-J ES %)d%x)dz +f] fa(x)ur(x)dz 1133

Le principe des puissances virtuelles pour le gnolel discrétisé s’écrit alors :
Esf'w X uldz = £,(x)u*Ni(x)dz = 0 I11.34
0 tdz Jax o/d o )
Ou les Nreprésentent les fonctions de formes associédearés de liberté at u*.
Le terme de gauche représente la puissartceNle des efforts interne, il peut se mettre

sous la forme suivante :

Ui'( f(f ESN; .N;, dx)u; se terme représentg K

Les valeurs I sont les coefficients de la matrice de rigiditébglle K.
Le terme de droite, quant a lui, représente lagauice virtuelle des efforts externes, il
s’écrit :
U*i(fol fa (X)N; ,dx) : se terme représente. F
Ou le vecteur des forces généralisé F a pomnposantes; F
On obtient alors le probléme linéaire bien connu :
KU=F
Le calcule de K et F nécessite la conaaiss des fonctions de forme. Celles qui sont
utilisées dans notre probleme sont représentda giigure Il 2).Pour la modélisation
XFEM, les degrés de liberté utilisés dont u,, u,, a,, us, us}, oua, est le degré de liberté
enrichi. Pour le modéle éléments finis classiquees degrés de liberté
sont{ug, Uy, Uy, U3, Uy, Us }
On peut désormais calculer les matricegigidité élémentaires des éléments de la
figure 1l 3, qu'ils soient standards{)} enrichis & gauche ¢Kou a droite (k). Par la suite, les
valeurs notées seront relatives a X-FEM, celle notéEsseront relatives a la méthode

classique.
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On obtient :
1 -1 1 1 1 -1
_Es/1 -1 _ES _ _ES
Ke2(2, 1) Kd—T(—1 1 —1) Kg——7<1 1 —1)
1 -1 1 -1 -1 1
Associés avec les vecteurs de déplacements nodaux.
Ui Ui
_ Uu; _ . _ .
U= (ui+1) U = (uﬁlltl) Lb a (u(il:1>
Ty 1 Ly
Uy E, Wepl By Ea eyl iy E, Mayq
e Nceuds standards (@) Nceuds enrichis

Figure 111.10 : Elément poutre et degrés de libadgociés

On peut dés lors realiser I'assemblage desiceatrde rigidité élémentaires pour la
modélisation X-FEM et classique que I'on notergeesivement I et K.

1 -1 0 0 0 O0F
-1 2 -1 0 0 0
KF=BS_[0 -1 1 0 0 0
L o 0 0o 1 -1 0

o 0 0 -1 2 -1

Lo 0 0 0 -1 1.

1 -1 0 0 0 0

-1 2 -1 1 0 0
WooB_ |0 -1 2 0 0 0
17 lo 1 0 2 -1 0

0 0 -1 -1 2 -1

Lo 0 0 0 -1 1

On voit dans I'expression d€ Keux “sous-matrice” de rigidité globale. Ceci mie bien
que les deux troncons de poutre sont découplés é@éqmement. Dans Kce découplage

n’existe pas. La discontinuité est “noyée ' ddasnatrice.
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La résolution du probléme passe par I'équationasui :

KxUx =Fx (pour la méthode X-FEM)

KeUr = K (pour la méthode classique)

On suppose que ES/L = 1 pour alléger les rmtatet on adopte la méthode de substitution
Pour traiter les déplacements imposés (on suppliésdignes et les colonnes relatives aux
déplacements imposés nul).Le probléme a résoudue ypoe modélisation éléments finis

classique devient :

2 -1 00 0
-1 1 0 0] F=|0
0 0 2 -1 0
0 0 -1 2 F
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0 1 2 g 4 0 1 23 4
—a—a—i—
I Nalx) 1 —-HH“ Nalx)

1+ e M) 14 —  Nax)

a) b)
Figure Il.11 : Fonction de forme pour la méthodéEKM (a) et pour la méthode

éléments finis standard (b).

Le probléeme modélisé par X-FEM s’écrit quant & lui

2 -1 1 0 0

-1 2 0 -1 x_|0

1 0 2 -1 0

O -1 -1 2 F

On obtient alors facilement.

0 0
F_| O _|F/2
U™ =| ¢ et U= F/2
F/2 F/2
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Chapitre III La méthode EF et X-FEM

Ces deux résultats donnent un champ deacéplent identiqgue. On voit que qu'au
niveau de la coupure, les éléments finis classigoes donnent une valeur pour chacun des
nceuds :

U, = 0 a gauche de la coupure, £F a droite de la coupure. Les éléments finischiw
nous fournissent le méme résultaty: 3JF/2-F/2 = 0 et Y= F/2 +F/2 = F.

On voit ici que dans le premier cas, laproe était représentée par une discontinuité
dans le maillage et que la méthode X-FEM permdadeprésenter non plus sur le maillage,
mais sur les fonctions de forme. Ceci n'a pas baguad’intérét lorsque l'on traite un
probléme unidimensionnel, mais la méthode devierg titile en 2D ou en 3D lorsque I'on
veut faire propager une fissure sans mailler lacttre. Il suffit alors de modifier les

fonctions de forme et non plus le maillage.

l1l.7. Equivalence entre les dans méthodes

Nous venons de voir que les deux méthodes, classijgtendue permettent d’obtenir le
méme résultat. Nous allons montrer que dans leecddm enrichissement saut, les deux
méthodes sont en fait strictement équivalentessDaméthode €lément finis classiques, les
valeurs calculées;Ucorrespondent directement au déplacement. Dam&tlaode X-FEM, le

déplacement est en fonction de” Bt &°.

De la formule, on tire alors :

Uo = U®
Ui = U
W =U -3
W=U"+a"
U, = U
Us = U~
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On peut donc écrire :

F F17X
Ug 1 00 0 0 O Ug{
Uil jo 1. 0 o o o] |Ui
Uil_lo 0o 1 -1 0 of {US
uFl 1o o1 1 0 o} |Uf
ur| [0 0 0 0 1 0| |pX
prl o0 0 0 0 1l [k

Ug = PU

En utilisant la définition du travail defogts extérieurs, nous pouvons obtenir une

relation entre ket F.

We=Y,; F;u; = U.F = W.Fx = Ur.Fe 111.35
D’ou

We= Ur'Fr= Ux 'Fx = Ux'PTFe 111.36

ET

Fx = P'Fe .37

On obtient ensuite un lien entre €t Ke:

KxUx = Fx 11.38
KyPUr = P'Ee 111.39
P'KxP'Ur= R 111.40

KeUg = Fe .41

Ce qui nous donne finalement
Ke=P'KyxPT 111.42
Ky = PKgP .43

Cette relation se vérifie parfaitement sur lesxdmatrices I et K= ce qui illustre que les

deux modélisations sont strictement équivalentes.
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111.8. Conclusion

Bilan

La Figure 1. 12 propose nécapitulatif des deux méthodes de simulation (rkage et
X-FEM) dans le cas explicite : le remaillage cotesé représenter I'avancée de la fissure en
mettant a jour le modéle du produit, tandis que EfMFpermet de représenter I'effet de la

fissure directement au sein du solveur.

5 Extérieur 2. AC
i TRE* 3. Critére de
o Solveur = o
i. . .
2 Comportement (&léments finis) F— Resultats propagation
z Produit fissuré
T 4. Avancement de la fissure : remailllage

* Facteur ©Inwensité des Contrainoes | Taux de Restwcion d'Energa

Extérieur 4. FAC
Solveur ouTRE® 3, Critére de

Comportement (X-FEM) Résultats | propagation
Produit {non fissuré) ]

4. Avancement de la fissure :
ajout de degreés de liberté

Modeéle

Figurelll.12 : Simulation de la fissuration : comparaison dpgroche traditionnelle et de
X-FEM.

La principale limitation des modeles destiration est la nécessité de représenter les
fissures, d'une maniere ou d'une autre, au seita degece. Or, de nombreux matériaux
peuvent s'endommager par micro-fissuration : desufes microscopiques, invisibles a
I'échelle de la piece, s'y développent, et entrdinee perte de rigidité apparente du matériau.
La simulation de tels phénomenes par les méthodegquées ci-dessus demanderait soit
d'utiliser des maillages extrémement fins (et s&@inc trop colteuse), soit de recourir a des

outils de simulation multi-échelles encore peu néjps dans le monde de l'ingénierie.
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Chapitre IV Simulation de I'endommagaarndes matériaux composites

IV.1 : Introduction

Dans ce chapitre, les différentes techniques pegmprécédemment sont testées par
des exemples numériques. Nous évaluons a travepsaldieme avec solution du critere de
Hashin la qualité de la méthode XFEM dans le tnadtet de I'endommagement d’un exemple
simple d’'un stratifié croisé [0,99]et on comparera chaque cas simulé les résuliteaus de
la XFEM et du critére de Hashin.

IV.2 : Bréve présentation d’Abaqus

Fondé en 1978, ABAQUS, est l'un des premiers fegmirs mondiaux de logiciels et
services pour l'analyse par éléments finis. La gamde logiciels d'’ABAQUS est
particulierement réputée pour sa technologie, saitquet sa fiabilité. Elle s'est imposée
comme partie intégrante des processus de conceg¢icsociétés de renommées mondiale
dans tous les secteurs industriels. ABAQUS offsenteilleures solutions pour des problemes
linéaires, non linéaires, explicites et dynamiqukes. logiciel fournit un environnement
inégalé pour l'analyse par éléments finis, propobsan grand nombre d'alternatives aux
opérations impliquant des fournisseurs et des pi®dnultiples. ABAQUS, c'est une
structure de plus de 350 personnes, 24 agencearitdps dans le monde et un réseau de

distributeurs sur les marchés émergents.

D’un point de vue technique, les résultats obtegrdse a ABAQUS sont le bilan des
énergies, des forces nodales, des déformations,dédpkcements, des contraintes, des
vitesses, des accélérations et de toutes les gremgaysiques nécessaires a la conception

d’un modeéle.

IV.3 : Principe de maillage :

La modélisation d’'une structure conduit, en généralintéresser a plusieurs aspects.

v’ La géométrie : c'est lI'aspect le plus habituelaw®& un maillage » c’est
couramment discrétiser la géométrie.
v' Les matériaux : il arrive parfois, mais moins habitement que I'on considere

aussi cet aspect.
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Chapitre IV Simulation de I'endommagaarndes matériaux composites

v |l est plus ou moins de méme pour :
- Les caractéristiques géométriques.
- Les chargements.
- Les conditions aux limites.

- Les conditions initiales.

Par contre, ce n’est jamais le cas pour les ergiggseront dépouillées (de maniere

graphique ou numérique).

Tous ces aspects peuvent étre modélisés par dets abfférents mais certes pas

indépendants, ils s’appuient sur le méme ensengbpoihts.

La structure sera décomposée en partition facilesgipuler. Compte tenu des outils

ont on dispose et que I'on décrira ci-apres.

IV.4 :L’organigramme d’une simulation par Abaqus

DEBUT
(Input)

v

- Choix du type de I'éléement fini et les dimensiorys.

- Géométrie : maillage.

- Choix du comportement du matériau et du modele
élément fini ou méthode (XFEM)

- Données du matériau

- Conditions aux limites

- Chargement

Y
Résolutions

Fin

Figure IV.1. L’organigramme d’une simulation par Abaqus.
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V.5 : Le matériau de 'étude

Le stratifié croisé [0°,90°,0°] carbone-époxy a ékdisi comme matériau de cette
étude parce qu'il présente plusieurs particulariéés termes propriétés mécaniques. Le
composite est un stratifié a base de la résineyépm¥orcée par un tissu de fibres longues de
carbone. La matrice est une résine de polymérentidurcissable avec une température de
réticulation de 175°C. Grace a sa températureatesition vitreuse Tg de 190°C, la résine est
frequemment utilisée dans le domaine aéronautique ges structures ayant a résister aux
hautes températures.

Le matériau étudié dans le cadre de la présende étst constitué d’'un empilement de
trois plis. Avec une épaisseur du pli de 1.0 mrampilement donne une épaisseur finale
d’environ 3.0 mm (figure (IV.2)). Le composite & &umis a un chargement de traction dans
la direction longitudinale par rapport aux fibregeatées selon la direction 2.

Figure IV.2. Empilement des trois plis du stratifié carbone/gpétudié.

Les parametres de I'exemple de la méthode XFEM sont

- E12=20100000

- E»»=1460000

- Nuy»=0.26

- G12=744000

- G313=428000

- Gp3=744000

- Energie de rupture 50
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Simulation de 'endommagErhdes matériaux composites

Contrainte principale maximalex50000

Les parametres de I'exemple du critere de Hachih p@sentés dans le tableau ci-dessous :

*

Eix Module de Young dans la direction des fibres(dioecl) 2,01 E +07

= Module de Young dans la direction de la matricee(ion 2) 1,46 E +06

Ess Module de Young dans la direction de la matriceefttion 3) 1,46 E +06

V12 Coefficient de poisson 0,26

Via Coefficient de poisson 0,41

Vo3 Coefficient de poisson 0,26

G12 Module de cisaillement dans le plan 1-2 744000

Gis Module de cisaillement dans le plan 1-3 428000

Gos Module de cisaillement dans le plan 2-3 744000

X1t Contrainte ultime en traction dans la direction filees(1) 150000

Xic Contrainte ultime en compression dans la direafies fibres(1) 100000

X2 | Contrainte ultime en traction dans la directi@ngverse aux fibres(2) 6000

+ Contrainte ultime en compression dans la diredtiansverse aux

Xoc , 17000
fibres(2)

X3 | Contrainte ultime en traction dans la la directimmsverse aux fibres(3) 6000

Xadt Contrainte ultime en comprgssion dans la la doediiansverse aux 17000
fibres(3)

Sio' Contrainte ultime en cisaillement dans le plan 1-2 10000

Sia’ Contrainte ultime en cisaillement dans le plan 1-3 10000

S): Contrainte ultime en cisaillement dans le plan 2-3 6000

Tableau IV.1: Paramétres du matériau utilisés [19, 20, 21232,

Les valeurs d’endommagement maximugs,dpoermettent de modéliser la raideur du

composite par l'intermédiaire des contraintes lesales parameétres suivants sont données

par les essais de traction.

* & =déformations élastiqgue de début d’'endommagensard kh direction i

* g =déformation a 'endommagement maxiragl= o,

e &y = déformation maximale g=l

67



Chapitre IV Simulation de I'endommagaarndes matériaux composites

Exemple pour la matrice époxy chargée de fibres :

1.00

0.80 -
= 3
o Eji — €T
§ 0.60 d;, = ( 4
E Emi — €Ti
1]
N
£
£ 0.40 -
Q
=
=
11|

0.20 y
Eri

Emi
Cl'00| R L | 1 L
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Déformation logarithmique

Figure IV.3. Variables d’endommagement du critére de Hashin

IV.6 : Résultats des simulations numériques

La figure (IV.4) montre la configuration nodale domaine considéréy, donne le
nombre de noeuds suivant la direction Wgtdonne le nombre de nceuds dans la direction y.

Ainsi, le nombre total de noeudé = N, X N,,.

Figure 1V.4. Discrétisation nodale réguliére du stratifié. Pl&+8)
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U, Magnitude

+2.447e-06
+2.244a-06
- +2.040e-08&
+1.837e-06
+1.634e-08
+1.420e-0&
=t +1.227e-06
 +1.023e-06
i +8.199e-07
+6.165=-07
+4.131e-07
+2,097e-07
+&,295=-09

Figure IV.5. Déplacement horizontal du stratifié [0,90]

[%1.E-6]

2.0+ -

— XFEM
— Hashin

1.0 .

Déplacement

0.5+ .

XiL

Figure IV.6. Comparaison des déplacements horizontaux de XREM k& solution
du critére de Hashin du domaine considéré.

Les déplacements suivant la direction de sollicitatsont calculés et comparés au
critere de Hashin. La figure (IV.6) montre la boroomcordance entre les résultats XFEM et
les déplacements du critére de Hashin.
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5, Mises

{vg: 75%)
2.6
1902
173
1570
1413
1243
1,085
0923
0754
0.2%
0433
0.270
0.106

Figure IV.7. Distribution de contraintes Von Mises de XFEM dsomposite [0,9Q]

5, Mises

(i 79%)
2,703
2480
2,268
2051
1834
1616
1,399
118
0964
0.747
0,530
0,312
01,093

Figure IV.8. Distribution de contraintes Von Mises de Hashindie composite [0,90]
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5511

(g 75%)
2112
1883
1633
1424
1194 il M T M
0.963
0730
0406
0277
0.047
-0.182 7] 1T 1] I
141
1641 L

Figure IV.9. Distribution de contraintes normales, de XFEM dans le composite [0,90]

5,511

(&¥0: 75%)
2861
2004
2348
2002
1836
1578
1,323
1067
0810
0024
0298
0042
1213

Figure IV.10. Distribution de contraintes normales, de Hashin le composite [0,20]
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5,522

(B, 75%)
0219
0,169
0.118
0067
0017
0034
{1084
.13
.18
L.2%
0.287
2337
.38

Figure 1V.11. Distribution de contraintes normales, de XFEM dans le composite [0,90]

5 522
(Bvg: 75%)
035
0307
0261
0215
0168
0124
007
003
1014
-0.060
0,108
-0.15¢
-0.193

Figure IV.12. Distribution de contraintes normales, de Hashin dans le composite [090]
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5,512

(Bvg: 75%)
0701
0,284
0.4a7
0,330
0.23%
0.117
0.000
2117
0234
0.350
{0447
0584
.70

Figure 1V.13. Distribution de contraintes de cisaillemern, de XFEM
dans le composite [0,90]

5512

(g 79%)
0.219
0182
0.145
0109
0073
003 :
0,000 IIRNERER
003
it BRI
1145
1182
1218

Figure 1V.14. Distribution de contraintes de cisaillement, de Hashin
dans le composite [0,90]
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Figure IV.15. Distribution de déformations normales &, de Hashin dans le
composites[0°,90°];.

Figure IV.16. Distribution de déformations normales &, de Hashin dans le
composites[0°,90°],.
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1t niian!zsaiaaé_
__ili_.

- T ANERE
ENNSENEREROREEANENNERNEENY s;:iwnh
e:;a&it::tath:satsa&asar;nal FERERNE

BNEERNN
IEREREANIARENAT

- FigurelV.17. Distribution de déformations normales &, de XFEM dans le

composites[0°,90°].

Figure IV.18. Distribution de déformations normales &,,, de XFEM dans le
composites[0°,90°];.
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Figure IV.19. Distribution de déformations transverse &,,, de Hashin dans le
composites[0°,90°];.

EEL
{Avg: 75%)

Figure IV.20. Distribution de déformations transverse &, de XFEM dans le
composites[0°,90°]
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| |

ok |

® z
= |
2 95 -
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] |

p 1 ;

§

| O
'- 0.5 ‘i
| 0 - e atey |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

j

Déformation xx

s S e R —

Figure IV.21. Comparaison des contraintes normales g, entre XFEM et le critere

de Hashin pour le probléme du domaine considéré.

La figure (IV.15) présente 1’évaluation des contraintes normales en fonction du
déplacement suivant la direction x, on voir sur ’enveloppe de rupture, les deux calcules
donnent une rupture fragile. La méthode XFEM prédit la contrainte minimale & la premiére
rupture. Une bonne corrélation entre les résultats de la méthode XFEM et les résultats du
critére de Hashin a été observée, et on voit que la rupture du composite survient sur le pli 90°
au cours du chargement, ensuite redistribuée sur les plis voisins comme le montrent les

figures (IV.9) et (IV.11).
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14 -

xfem

= Hashin

/

=
1

o
(o]
1

]

Contraintes [MPa]

o
H
1

o
N
1

O T T T T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Distance(m ) Path

FigurelV.22. Comparaison des contraintes suivant la ligndéoadetx = L/3

entre XFEM et le critere de Hashin pour le probl@aelomaine considéré.

Les contraintes suivant la ligne verticate= L/3 sont calculées et comparées au

critere de Hashin. La Figure (IV.22) montre la bemmoncordance entre les résultats XFEM et
critere de Hashin.

IV7: Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons traiter laatégion d'un stratifié croisé [0,90]s, par la
méthode XFEM. Pour une technique d’enrichissemdapte des champs de contraintes et
de déformations, la méthode permet de présentezatement la solution singuliére en point

de la fissure et simplifie grandement les procesdesmaillage et de remaillage lors de la
propagation de la fissure.
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Conclusion

Nous avons présenté la méthode XFEM, qui est hasta orme faible, en mettant
I'accent sur les aspects de la mise en ceuvre. ltlaoae XFEM décrite dans ce manuscrit est
particulierement bien adaptée pour les applicatidmda mécanique de la rupture et nous
I'avons ainsi appliquée a des problemes de sinmatie I'endommagement des matériaux

composites au d'un stratifié croisé [0,90]

Les résultats obtenus des simulations sur lefggctroisé [0°,90°,0°] sont présentés et
sont comparés avec les résultats obtenus aveitdeeale Hashin. On a mis en référence les
solutions du critere de Hashin pour étudier I'etade et la convergence de la méthode
XFEM pour les estimations des champs de déformamteinde contraintesA partir de
'analyse des différents résultats, nous pouvonsdéduire les principales conclusions

suivantes :

- Les résultats des simulations ont permis de coefirmgue linitiation et
I'évaluation du premier mode d’endommagement, feson transverse, est
principalement pilotée par la contrainte normalasdi@s couches désorientées
du stratifie. De plus 'amorgcage de ces fissurefasilité dans les stratifiés

avec des couches 90°.

- L’'apparition des fissures longitudinales est prawee par la contrainte
normale transverse. Elle résulte de I'effort paisda a la forte anisotropie du
matériau. Nous pouvons conclure que la dégradati®s propriétés
meécaniques du stratifié est principalement cauaédep fissures transverses et
linitiation /développement des décohésions ene® touches désorientées

(délaminages locaux).

- La méthode XFEM a donnée des résultats moins pieaoss le critéere de
Hashin pour les fissures longitudinales. Ce deméepeut pas étre négligée car
elles ont une grande influence sur la déformatiansverse du stratifié. Quant
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a la ruine finale du stratifié, elle est principaent provoquée par la
coexistence des différentes modes d’endommagemEmduite c’est la
contrainte normale longitudinale de la couche & est responsable de la

rupture.

La méthode XFEM proposée est limitée pour la satioh des composites stratifiés,
lorsqu’il s’agit de calculer les contraintes deam@inage, elle ne met pas en évidence les
principaux modes de dégradations observées dansrgsosites menant a la rupture totale du

stratifié.

Enfin, pour mieux appréhender le mode de componmérde telles structures en
occurrence, les composites multicouches, des egdals poussés de caractérisation
meécanique sont indispensable et plus que nécesksaisel’avenir. Il reste également un effort
a fournir pour simuler des éprouvettes plus résistqui permettent de reproduire plus
guantitativement les observations. Il sera ausseésgaire de confronter ces résultats a autres

modeles et a faire varier la structure du strafiife 90°,0°].
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