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Résumé

La contribution de cette these consiste a proposer une approche de controle prédictif
des systemes dynamiques basée sur le calcul variationnel (équations d’Euler-Lagrange) et
le principe du minimum de Pontryagin (équations d’Hamilton-Pontryagin). Le principe
de cette approche consiste a résoudre un systeme d’équations algébriques au lieu d’un
probleme d’optimisation. En effet, elle consiste a résoudre sur un horizon de controle, les
conditions d’optimalité a I’aide de la méthode de I'itération variationnelle. Les conditions
d’optimalité sont données par les équations d’Euler-Lagrange ou les équations d’Hamilton-
Pontryagin. Ce probleme a deux valeurs limites est résolu de maniere itérative en utilisant
une fonctionnelle de correction qui donne a la fois ’état optimal et le controle optimal.
Puis en imposant, a chaque instant d’échantillonnage, les conditions aux limites actuelles,
un systeme d’équations algébriques est obtenu et résolu, ce qui permet d’obtenir le controle

optimal a appliquer a chaque instant d’échantillonnage.

Mots clés : Controle a horizon glissant, controle prédictif a base de modele, controle
optimal, calcul des variations, équation d’Euler-Lagrange, Principe du minimun de Pon-
tryagin, équations d’Hamilton-Pontryagin, équations différentielles, méthode de I'itération

variationnelle.
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Introduction générale

Le controle prédictif & base de modele (Model Predictive Control, MPC, en anglais) ou
controle a horizon glissant (fuyant) est un cas particulier du controle optimal qui utilise un
modele de processus explicite pour prédire I’évolution future du procédé [219]. Il a vu le jour
dans les années soixante dix [235, 69] suite au besoin réel dans le monde industriel dont les
procédés a controler sont complexes. Les premieres variantes du controle prédictif ont été
développées par Richalet et al. [235], Cutler et Ramaker [69]. Les premieres applications du
controle prédictif concernent les industries chimique et pétroliere. En effet, cette technique
de controle permet de prendre en compte les contraintes d'une facon systématique lors
de la conception et de I'implantation de la loi du contréle, ce qui est souvent exigé dans
I'industrie. Vu les avantages de cette technique de controle, des efforts ont été intensifiés
par la communauté pour développer d’autres algorithmes plus efficaces, pour répondre aux
différentes spécifications industrielles et d’étendre son application aux différents domaines.
Par exemple, la gestion du fonctionnement des micro-réseaux [214], la stratégie de gestion
du réseau d’eau potable [118], le controle de I'administration d’insuline & un diabétique
de type I [215], le systeme de chauffage des batiments [207], le pilote automatique de

simulation de circulation de véhicules [99] et dans I'intersection d’engins spatiaux [125].

Le controle prédictif constitue une classe importante de correcteurs avancés qui peuvent
utiliser les informations sur ’évolution du systeme pour prédire son évolution future grace
a des modeles précis et a des mesures effectuées en temps réel [141, 46]. Le principe du
controle prédictif consiste a minimiser un critere de performance qui représente I’écart entre
la sortie prédite et la trajectoire de référence. Par conséquent, un probleme de controle
optimal doit étre résolu en ligne sur un horizon glissant, c’est-a-dire, a chaque instant
d’échantillonnage, le probleme de controle optimal est résolu et le premier signal de controle
de la séquence de controle futures prédites est appliqué au systeme a controler. Notons que

le probleme d’optimisation avec contraintes doit étre résolu en un temps inférieur a la
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période d’échantillonnage [49, 272].

Le controle prédictif est un algorithme de contréle mature qui s’adapte bien pour
le controle des systemes linéaires et non linéaires contraints [186] et a entrées multiples
[189, 260]. La formulation d’un probléeme de controle prédictif est intuitive et son prin-
cipe est facile a malitriser méme pour des opérateurs avec peu de connaissances en au-
tomatique. Contrairement aux techniques classiques, le controle prédictif s’adapte aussi
pour les systemes a retard [223, 228] ou a des systemes dont la structure est complexe
[208]. Néanmoins, le controle prédictif présente certaines limitations. Ainsi, 'application
du controle prédictif est limité par la qualité du modele [121]; par exemple la technique
de controle présente des performances réduites lorsque un modele linéaire est utilisé pour
décrire la dynamique d’un systeme non linéaire dans une large zone de fonctionnement
[279]. En plus, l'utilisation d’'un modele linéaire est complétement inadéquat lorsque des
spécifications sur la qualité du produit final sont élevées ou de fortes exigences environ-
nementales sont a respecter. Dans ce cas, 'utilisation d’un modele linéaire est forcement
inapproprié et 1'utilisation d’un modele non linéaire est indispensable. Lorsqu’ un modele
non linéaire est utilisé, on parle du controle prédictif non linéaire (NMPC). Le NMPC est
une nécessité vu la complexité des systemes industriels modernes qui sont en évolution
croissante. Toutefois peu d’algorithmes sont disponibles dans la littérature pour 1’optimi-
sation des problemes a contraintes non linéaires en temps réel surtout lorsque le systeme
est caractérisé par une dynamique rapide [94, 121]. Ces dernieres années, le NMPC a requ
une attention particuliere par la communauté, dont 1'objectif est d’étendre son applica-
tion aux différents domaines industriels. Le controle prédictif des systemes non linéaires
rapides, comme dans le cas de 'aéronautique et de 1’électromécanique, constitue un axe
de recherche actif dont le but est développer des algorithmes permettant d’achever 1’étape
d’optimisation méme pour des systemes discrétisés avec des périodes d’échantillonnage tres
petites [91, 219, 261, 238].

L’étape importante du controle prédictif est la résolution en temps réel du probleme
d’optimisation formulé. La solution doit étre disponible a chaque instant d’échantillonnage.
Pour les systemes linéaires, 1'obtention de la solution analytique est possible lorsque le
critere a minimiser est quadratique, et 'optimum global est garanti ce qui permet d’at-
teindre de meilleures performances [61, 72, 97, 141]. Lorsque le systeme est non linéaire,
il est souvent tres difficile ou voire impossible de déterminer la séquence de controle op-
timal analytiquement méme de ’atteindre numériquement lorsque le systemes est rapides
(la période d’échantillonnage est tres petite). Effectivement, un probleme d’optimisation
non linéaire complexe est difficile a solutionner a chaque période d’échantillonnage et la

solution itérative du probleme de controle optimal est en général colteuse en termes de
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calcul, ce qui contraint 'application du controle prédictif pour les systeme non linéaires
49, 95, 177].

La résolution d’un probleme d’optimisation non linéaire peut se faire en utilisant des
méthodes directes et indirectes [237, 78]. Le calcul des variations (CV) [30, 41, 156], le prin-
cipe du minimum de Pontryagin (PMP) [201, 217] et la programmation dynamique (PD)
[23] sont les trois grandes méthodes utilisées pour I'approche indirecte. Comparé aux autres
méthodes, le calcul des variations est facile & mettre en ceuvre [182, 275]. De plus, seuls les
outils mathématiques classiques simples sont utilisés tandis que le PMP nécessite des outils
mathématiques de 'analyse fonctionnelle qui sont souvent complexes [165]. Cependant, il
est intéressant de souligner que les méthodes PMP et PD sont plus générales car elles
n’exigent pas la régularité de la solution [68, 216]. Dans 'approche indirecte, les condi-
tions nécessaires d’optimalité sont discrétisées pour déterminer la solution du probleme
de controle optimal. Généralement, un systeme d’équations algébriques linéaires ou non
linéaires est obtenu.

Pour un probleme de controle optimal, les conditions d’optimalité sont obtenus par
le calcul des variations, le principe du minimum de Pontryagin ou par la programmation
dynamique. En effet, I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman représente la condition suffi-
sante d’optimalité obtenue en appliquant le principe de Bellman [23], tandis que ’équation
d’Euler-Lagrange, et les équations d’Hamilton-Pontryagin sont obtenues en appliquant le
CV et le PMP respectivement. Ces conditions d’optimalité sont données sous forme d’un
ensemble d’équations différentielles ordinaires.

Les conditions d’optimalité résultantes par I’approche indirecte sont généralement dif-
ficiles a résoudre. Ce probleme a attiré I'attention de nombreux chercheurs dont 1'objectif
est de développer des techniques de résolution efficaces et simples a mettre en ceuvre. Des
méthodes indirectes basées sur le principe du minimum de Pontryagin ont été exploitées
dans le cadre du controle prédictif. Dans [51], un probléme de controle prédictif contraint
a base de modeles linéaires a été considéré. Les auteurs ont utilisé le principe minimum
de Pontryagin pour générer des trajectoires optimales pour les controles et les états pour
un ensemble donné de contraintes actives. Puis le probleme résultant est résolu en uti-
lisant la récursion de Riccati. Dernierement, le controle prédictif du modele basé sur le
principe minimum de Pontryagin de la gestion de 1’énergie pour un bus électrique hybride
rechargeable a été proposé dans [297]. Les conditions d’optimalité sont déterminées par
la méthode de tir. La méthode indirecte basée sur PMP a été également appliquée au
probleme NMPC avec contraintes dans [16]. La méthode du gradient a été employée, dans
[115], pour résoudre un probleme & valeurs limites résultant de 'application de la méthode

PMP pour le probleme de NMPC a temps continu soumis a des contraintes de controle.
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L’approche d’Euler-Lagrange indirecte, a été aussi exploitée dans le cadre de controle
prédictif a base de modele. Cette technique pour le probleme de NMPC a été traité dans
[210] en utilisant la méthode de continuation (méthode de I'homotopie). Néanmoins, les
contraintes sur ’état terminal sont difficiles & prendre en compte dans cette approche, ce
qui représente une contrainte pour garantir la stabilité en boucle fermée [51]. Le controle
optimal d’un systeme d’ordre fractionnaire basé sur 'approche d’Euler-Lagrange a été
élaboré dans [263]. Le modele fractionnaire correspondant est approximé en utilisant une
approximation d’Oustaloup récursive. Dans l'article [11], les auteurs se sont intéressés au
probleme de controle prédictif contraint sur les vecteurs d’état et de controle. Le modele
non linéaire est linéarisé et discrétisé. Par la suite, un probleme d’optimisation en temps
discret est résolu par un algorithme de programmation quadratique (QP). Dans [93], les
auteurs ont abordé le controle prédictif du mouvement de robots manipulateurs a bras
flexibles. Une linéarisation locale autour d'un point de fonctionnement a été opéré et la
charge utile du robot est identifiée en ligne en utilisant la méthode d’erreur de prédiction
(PEM).

La méthode directe dont le principe repose sur la discrétisation en premier puis sur
I'optimisation en second peut résoudre un probleme de controle optimal complexe avec
une non linéarité assez forte en transformant le probleme original en un probléeme de
programmation non linéaire (PNL) [75, 247]. Ce probleme d’optimisation non linéaire peut
étre résolu avec des méthodes bien adaptées pour le probleme d’optimisation non linéaire
[194]. Ces méthodes numériques sont paralysées par les erreurs d’approximation, de la
vitesse de convergence et par les estimés de départ pour les solutions. Ces méthodes sont
aussi cotiteuses en termes de calcul et convergent souvent vers les optimaux locaux. Parmi
ces méthodes, on peut citer la méthode de la programmation quadratique séquentielle
(SQP) [32], les méthodes de points intérieurs [292], La méthode de Nelder-Mead [109].
Les solutions locales peuvent étre appliquées dans la stratégie de NMPC. Toutefois les
méthodes globales restent les plus intéressantes pour un probleme de controle prédictif non
linéaire pour améliorer davantage les performances [49, 172], c’est-a-dire en assurant un
bon suivi de trajectoire de référence et un rejet rapide de la perturbation.

Plusieurs techniques d’optimisation globale ont été appliquées dans le cadre du controle
prédictif non linéaire NMPC. Parmi les méthodes les plus employées, on peut citer la
méthode du recuit simulé [52, 158, 157] qui est une méthode itérative aléatoire basée sur
les principes de la physique. Elle est reconnue par sa forte capacité de traiter les systemes
avec une grande non linéarité soumis a des contraintes fortes. Elle est aussi bien appropriée
pour les problemes avec des perturbations externes, par exemple le bruit. Son application

en ligne pour le probleme de controle prédictif est tres appréciée vu le cotut faible de calcul
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[6]. Cependant, il n’y a pas de garantie pour la convergence de I'algorithme vers la solution
globale.

La méthode Alienor [56, 59] est une technique d’optimisation employée généralement
pour les problemes d’optimisation dont la fonction objectif vérifie la condition de croissance
a l'infini. Elle est basée sur la réduction du nombre de variables d’optimisation. Ainsi, en
utilisant des transformations réductrices, on ramene le probleme a plusieurs variables a un
probleme a une seule variable. Puis les méthodes classiques sont utilisées pour résoudre
aisément le probleme d’optimisation résultant. Néanmoins, pour un probleme d’optimisa-
tion avec un nombre important de variables de décision, un effort de calcul important est
nécessaire puisque les transformations réductrices sont souvent formulées par des fonctions
trigonométriques, ce qui limite son application.

Basée sur I’évolution biologique, les algorithmes génétiques (GAs) sont des méthodes
d’optimisation appliquées avec succes a une variété de problemes d’optimisation complexes
avec contraintes [311]. Dans les GAs, les solutions sont considérées comme des individus et
I’ensemble de ces derniers forme une population. Pour la recherche d’une bonne solution,
les individus sont modifiés et mis a jour d’une maniere itérative. Ainsi chaque itération,
on obtient une génération. Les algorithmes génétiques peuvent trouver la solution pour
un probleme de controle prédictif non linéaire, contraint et non convexe avec une forte
capacité de recherche [8, 212, 304]. Cependant, ils sont adaptés beaucoup plus aux systemes
a dynamique lente vu leurs complexités numériques. De plus, il n’y a aucune garantie sur
I'optimalité ou la qualité de la solution obtenue par les algorithmes génétiques.

La Colonie Artificielle des Abeilles (ABC) est une autre méthode utilisée récemment
dans le controle prédictif non linéaire [244, 243]. Le principe de cet algorithme est basé sur
la conduite réelle des abeilles pour 'exploration du pollen. L’algorithme ABC est simple
[100] et précis [150, 151, 264, 18] avec une convergence rapide [18, 54]. Néanmoins, pour
des fonctions multimodales, ’algorithme converge vers un optimum local [152].

L’inconvénient majeur de ces méthodes est lié a la solution obtenue qui est en général
une solution localisée au voisinage d’un optimum global, c’est-a-dire ce n’est pas la solution
optimale. Aussi, la convergence de ces méthodes dépend beaucoup de la solution initiale
et de la paramétrisation de l’algorithme. Elles sont tres sensibles a l’estimation initiale
de la solution. Localiser un optimum global en un temps inférieur ou égale a la période
d’échantillonnage tout en respectant les contraintes est le probleme majeur dans le cas
du controle prédictif non linéaire. En effet, pour certains systémes dynamiques rapides,
achever un optimum global en un temps petit est généralement tres difficile voir impossible
a réaliser [49, 50, 95, 177].

Ainsi, la réussite du controle prédictif pour un systeme non linéaire rapide est liée direc-
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tement a ’algorithme d’optimisation utilisé. Ce dernier doit étre précis et de convergence
rapide.

Ces derniéres années, la méthode de l'itération variationnelle (VIM) a été appliquée
pour le probleme de controle optimal. En utilisant VIM, le probléeme de contréle optimal est
converti en un probleme de valeur limite a deux points (en anglais two point boundary value
problems (TPBVP)). La méthode VIM est une méthode itérative, développée par He [130],
et elle a été appliquée avec succes par la suite a la résolution de plusieurs types d’équations
différentielles [1, 113, 289]. Cette méthode a été exploitée pour la résolution d’un probléme
de controle optimal sans passer par une étape de linéarisation et de discrétisation. La
méthode VIM a été adoptée pour résoudre 1'équation d’Euler-Lagrange d’un probleme
de controle optimal dans [24]. Les équations de Hamilton-Pontryagin d’un probleme de
controle optimal ont été aussi résolues par VIM dans le cas des systemes décrits par des
équations différentielles ordinaires par [179] et par [7] dans le cas des systemes décrits par
des équations aux dérivées partielles. En utilisant la méthode de 'itération variationnelle,
les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman pour le probleme de controle optimal ont été
également résolues avec succés [147]. Dans [259], le probleme de controle optimal quadra-
tique non linéaire a été solutionné aussi avec VIM. De méme pour le probleme de controle
optimal non linéaire, les auteurs ont employé VIM modifiée pour traiter ce probleme [185].

L’algorithme VIM présente des avantages remarquables. Il peut étre facilement compris
et appliqué aux problemes non linéaires. La solution est obtenue itérativement en utilisant
une formule de correction. Les systemes fortement non linéaires a savoir les équations
d’ondes non linéaires et les équations de diffusion non linéaires ont été résolues avec VIM
dans [289, 290]. Les auteurs ont démontré que VIM est un outil tres fiable pour les équations
extremement complexes.

Les conditions de convergence de VIM ont été étudiées par Odibat [206], Salkuyeh [245],
Tatari et Dehghan [271].

Motivés par toutes ses considérations, nous allons proposer, dans le cadre de cette these,
une approche basée sur VIM pour le controle prédictif non linéaire. Comme il a été indiqué
précédemment, la méthode de VIM a démontré son efficacité dans le cas de probleme de
controle optimal. Comme le probleme de controle prédictif est la résolution répétée du
probleme de controle optimal a chaque instant d’échantillonnage, alors la méthode peut
étre exploitée aussi dans le cadre du controle MPC. La contribution de la these s’ins-
crit dans le cadre du controle prédictif non linéaire basé sur 'approche indirecte. L’idée
développée consiste a utiliser la méthode VIM pour convertir les conditions d’optimalité en
un systeme d’équations algébriques dont la résolution est tres simple. Ainsi, la solution du

probleme de valeur limite a deux points issu de ’approche d’Euler-Lagrange ou du principe
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du minimum de Pontryagin est déterminé en utilisant la méthode VIM a chaque instant
d’échantillonnage. Cette approche permet d’éviter la résolution d’un probleme d’optimi-
sation non linéaire. Ainsi, a 1'aide d'une fonctionnelle de correction, I’équation d’Euler-
Lagrange ou les équations d’Hamilton-Pontryagin sont résolues sur un horizon de temps
fini, ce qui permet d’obtenir un ensemble d’équations algébriques a résoudre a chaque ins-
tant d’échantillonnage en imposant les conditions aux limites correspondantes. L’avantage
majeur de 'emploi de VIM dans la stratégie du controle prédictif non linéaire, par rapport
aux autres méthodes itératives qui existent dans la littérature, réside dans le fait que peu
d’itérations sont suffisantes pour assurer la convergence vers la solution optimale.

La these est structurée comme suit :

Dans le chapitre 1, on présente des définitions et des rappels généraux sur le controle
optimal des systemes continus. Ce chapitre commence par la formulation du probleme de
controle optimal tout en expliquant les différentes parties qui le constituent. Par la suite,
des rappels sur la controlabilité des systemes dynamiques sont introduites. La suite du
chapitre expose les méthodes de résolution du probleme de controle optimal. Nous avons
aussi résumé les travaux existant dans la littérature sur les méthodes de résolution d’un
probléeme de controle optimal tout en citant les avantages et les inconvénients de chaque
méthode. La fin du chapitre est réservée a un probleme de controle optimal particulier qui
est le controle linéaire quadratique.

Le chapitre 2 est dédié au controle prédictif. On commence par la présentation du
principe du controle prédictif, de son réglage et les différentes contraintes qu’on peut ren-
contrer lors de son implémentation. Ensuite, on va exposer les différentes méthodes de
controle prédictif linéaire et non linéaire. La fin du chapitre présente un état d’art sur les
différentes approches de controle prédictif tout en indiquant leurs limites.

Dans le chapitre 3, on aborde la méthode de l'itération variationnelle en expliquant
son principe et son utilisation pour la résolution des équations différentielles ordinaires.
Une approche alternative de VIM ainsi que sa convergence sont présentées par la suite.
Puis, nous allons introduire deux algorithmes de la méthode de I'itération variationnelle qui
permet d’éliminer les calculs répétés et d’accélérer la vitesse de convergence. Pour illustrer
lefficacité de ces deux algorithmes, deux exemples d’application sont présentées.

Le chapitre 4 présente le controle prédictif basé sur la méthode de l'itération variation-
nelle. On commence par la premiere partie qui consiste a résoudre le probleme de NMPC
par 'approche variationnelle basée sur 1’équation d’Euler-Lagrange. Dans cette partie, les
principales étapes de cette nouvelle approche ont été détaillées. L’efficacité de 'approche
proposée est illustrée par deux exemples d’applications. La deuxieme partie du chapitre

est consacrée au controle prédictif basé sur la résolution a ’aide de VIM des conditions
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d’optimalité obtenues en appliquant le principe du minimum de Pontryagin.
La fin de la these est réservée a la conclusion générale ou sont résumés les différents

résultats obtenus dans le cadre de cette these et les perspectives de continuité.
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Les travaux de cette these ont donné lieu a une publication et une présentation
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Chapitre

Controle optimal des systémes

continus

1.1 Introduction

Le controle optimal est une branche mathématique tres répandue ces derniéres années
et a apporté de multitudes contributions a la théorie, que ce soit pour les approches
déterministes, que pour les stochastiques. Le controle optimal a été appliqué avec succes
dans de nombreux domaines tels que la biologie, I’économie, ’écologie, I'ingénierie, la fi-
nance, la gestion et la médecine [166, 102]. Le modele mathématique correspondant peut
étre représenté par un ensemble d’équations différentielles ordinaires, partielles, stochas-
tiques, etc ...

Le principe du controle optimal repose sur la détermination des controles qui feront pas-
ser le procédé de I’état initial a I’état final, en optimisant certains criteres de performance
et en respectant certaines contraintes qui peuvent s’imposer [156, 168, 82].

Les problemes de controle optimal sont dérivés des problemes du calcul classique des
variations (CV) [162]. Ce dernier est apparu suite aux problemes rencontrés dans le do-
maine de la science et de l'ingénierie [170, 264, 285], comme par exemple le probleme de
la brachistochrone dia a Johann Bernoulli a la fin du 17eéme siecle, le principe de Fermat
en optique qui prédit la loi de Snell, Principe de Dirichlet (minimise une énergie fonction-
nelle sur les surfaces conduisant a ’équation de Poisson), le principe d’action (comme cas
particulier, nous obtenons la deuxieéme loi de Newton). Apres la seconde guerre mondiale,
dans les années 1950, les applications des problemes de controle optimal dans les problemes

d’ingénierie, en particulier ses applications en aérospatiales ont explosé et gagné en popu-



larité et sont devenus un domaine de recherche distinct. Les deux principes importants qui
sont apparus et ont permis de développer des conditions d’optimalité pour un probleme
de controle optimal quelconque sont : le principe du minimum de Pontryagin [217] et le
principe de Bellman [23].

Ce chapitre est consacré au controle optimal des systémes continus. Apres avoir donné
la formulation du probleme de controle optimal dans la premiere partie, des rappels sur
la controlabilité des systemes linéaires et non linéaires ont été présenté en deuxieme par-
tie. La troisieme partie du chapitre aborde les méthodes de résolution d’'un probleme de
controle optimal a savoir les méthodes directes et indirectes. Dans la quatrieme partie, nous
présentons un cas particulier du controle optimal connu sous le nom de controle optimal

quadratique.

1.2 Formulation du probleme

La principale étape pour la formulation d’un probléeme de controle optimal est de le
mettre sous sa forme mathématique (modélisation) [156, 37] et elle nécessite les éléments

suivants :

Une description mathématique (ou modele) du processus a controler.
— Un énoncé des conditions terminales.
— Un énoncé des contraintes physiques.

— Spécification d’un critere de performance.

e Modele mathématique
L’objectif de la modélisation est d’obtenir la description mathématique la plus simple
qui prédit adéquatement la réponse du systeme physique a toutes les entrées prévues.
Notre discussion se limitera aux systemes décrits par des équations différentielles
ordinaires définies par sa représentation d’état. L’évolution de ces systemes est

donnée par le systeme différentiel suivant :

2(t) = fz(t), ult),?) (1.1)
ol
— t € RT est la variable de temps.
— x(t) = (z1(t), xa(t), ..., xn(t)) € R™ est appelé vecteur d’état (Il caractérise 1'état

du syteme a l'instant ¢).



— u(t) = (ur(t),ua(t),...,um(t)) € R™ est appelé vecteur de controle (Il agit sur

I'évolution du processus)

— f:R" x R™ x R* est une fonction vectorielle.

e Conditions terminales
Les conditions terminales représentent les conditions initiale et finale. En effet, la
condition initiale est un cas particulier de I’état : c’est I’état a I'instant £ = 0 tandis
que la condition finale désigne I'état du systeme a l'instant ¢ = t;. Ces conditions

sont données par :

x(ty) = xy (1.3)

avec xg, Ty sont respectivement les conditions initiale et finale (z; peut étre fixée
ou non) et ty, t; sont respectivement les instants initial et final (¢; peut étre fixé ou

non).

e Contraintes physiques
Apres avoir sélectionné un modele mathématique, I’étape suivante consiste a définir

les contraintes physiques sur les variables d’état et du controle. On retrouve deux

types de contraintes.

— Contraintes instantanées
Ces contraintes peuvent étre imposées par exemple pour des raisons de sécurité.

Elles peuvent étre exprimées comme suit

q(z(t),u(t),t) <0, Vtelty,ts], ¢geR™ (1.4)

— Contraintes intégrales
Ces contraintes sont généralement associées a des ressources limitées (par
exemple, un stockage contenant un nombre limité de produits a utiliser). Elles

sont représentées par ’expression suivante :



tr
/ @ (x(t),u(t), )dt <0, Vt€ [to,t;], € ecR™ (1.5)
to

avec ¢ : R" x R™ x RT et € : R" x R™ x RT sont des fonctions vectorielles supposées
continues et différentiables. n, est le nombre de contraintes instantanées et n. est le

nombre de contraintes intégrales.

e Critere de performances
Les algorithmes d’optimisation sont basés sur des criteres de performance spécifiques
définis par des objectifs ou des fonctions de cotit. Diverses fonctions objectives ont
été proposées dans la littérature pour optimiser la réponse du systeme commandé,
et la forme la plus générale du critere a optimiser correspond a ’expression suivante

156, 37, 276) :
J = S(a(ty), ) +/tf@/)(x(t),u(t),t) dt (1.6)

o S :R" x Rt et ¢ : R" x R™ x R sont des fonctions scalaires avec S(x(tr),t
ARG

appelée partie terminale. D’apres la forme du critére (1.6), on distingue :

1. Probleme de Mayer :
J = S(a(ty).ty) (L.7)

2. Probleme de Lagrange :
ty
7= [ vl ut).0) di (1.8)
to
3. Probleme de Bolza :

J = S(a(ty), t) + /t " (@), u(t),t) dt (1.9)

La sélection du critere est tres important, il doit étre choisi avec rigueur et reflete de maniere

appropriée les objectifs & optimiser. Les criteres les plus importants sont [276, 156, 37] :
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a) Poursuite : L'objectif est de minimiser I'erreur entre 1'état réel du systeme z(t) et

la trajectoire de référence x¢(t). Ce critére est donné comme suit

J = / f(x(t) — 24T Q (x(t) — 2%(t)) dt avec Q =QT >0 (1.10)

to

ol () € R™" est une matrice de pondération.

b) Régulation : 11 s’agit de maintenir 1'état z(¢) du systeme tres proche de zéro,

c’est-a-dire dans ce cas z%(t) = 0. Il représente un cas particulier de la poursuite

J = /tf r(t)T Q z(t) dt avec Q =Q" >0 (1.11)

to

Y

c) Contréle a énergie minimale : Son principe repose sur la minimisation de U'effort

de contrdle. Son expression est donnée par :

tr
J = / u(t)’ Ru(t) dt avec R=R" >0 (1.12)

to

ol R € R™*™ est une matrice de pondération.

d) Contréle a temps minimal : L’objectif est de transférer un systeme d’un état
initial arbitraire vers un ensemble spécifié en un temps minimum. Ce critere est

donné par :

J= /tf Ldt, (@), u(t)6) = 1. (1.13)

to

e) Poursuite et contréole a énergie minimale : La combinaison du critere (1.10)
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avec le critere (1.12) nous permet de réaliser une poursuite de trajectoire désirée

tout en minimisant I’énergie. Cet objectif est exprimé comme suit :

J = / f(x(t) — 24T Q (z(t) — 2%(t)) +u(t)” Ru(t) dt (1.14)

to

En résumé, la formulation du probleme de controle optimal est donnée par ’expression
suivante [276, 156, 37] :

min J (u(t)) = S(a(ts), ) + / L (a(t),u(t), ) dt (1.15)

sujet a :

q(x(t),u(t),t) <0 1.19
tf % (x(t), u(t), )dt <0 (1.20)

Apres la modélisation mathématique du probleme de controle optimal, on doit pas-
ser a I’étude de l'existence d’un controle qui permet d’effectuer le transfert de 1’état du
systeme, de I’état initial zo vers I’état final x; de sorte a respecter les buts visés [156, 202].

Avant d’énoncer la controlabilité des systemes dynamiques, soient les définitions suivantes.

Définition 1.1.
Un contréle qui satisfait les contraintes de controle pendant tout l'intervalle de temps [to, t ]

est appelé un controle admissible.

On notera ’ensemble des controles admissibles par U, et la notation v € U signifie que

le controle u est admissible.



Définition 1.2.
Une trajectoire d’état qui satisfait les contraintes des variables d’état pendant tout l'inter-

valle de temps [to, ts] est appelée trajectoire admissible.

L’ensemble des trajectoires d’état admissibles sera noté X et x € X signifie que la

trajectoire x est admissible.

1.3 Controlablité des systemes dynamiques

La controlabilité est un concept fondamental de la théorie du controle optimal. La
controlabilité signifie généralement qu’il est possible de conduire un systeme de controle
dynamique d’un état initial arbitraire a un état final arbitraire en utilisant 1’ensemble des
controles admissibles.

1.3.1 Controlabilité des systemes linéaires

Considérons le systeme dynamique linéaire suivant :

{ i(t) = A(t)x(t) + Bt)u(t), t€ I, = [to, ty] (1.21)

l’(to) = T,

On suppose que :

A et B sont deux applications localement intégrables sur [to, ;] a valeur respective-
ment dans R"*™ et R™*™.

— Le controle u est mesurable et localement bornée sur [to,ts] & valeurs dans le sous-
ensemble U C R™.

Définition 1.3.
Le systéme (1.21) est dit contrélable en temps ty si pour tous xo,xy € R", il existe un

controle u tel que la trajectoire associce relie xy a vy en temps ty.

a) Systémes linéaires non autonomes (instationnaire)

La solution du systeme (1.21) en temps ¢ est
tf
x(t) = M(t)xo + ]\/[(t)/ M(s) ' B(s)u(s)ds, t¢€l, (1.22)
to
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ou M(.) est la résolvante du systeéme linéaire homogene suivant :

() = A(t)z(t), (1.23)

définie par :

M(0) = I, (1.24)

ou I, est la matrice d’identité d’ordre n.

Théoréeme 1.1. [275]

Le systéeme (1.21) est dit controlable en temps ty si et seulement si la matrice de
controlabilité

D(t) = /ttf M) ' BB (M) 1) dt, (1.25)

est inversible.

b) Systémes linéaires autonomes
On considere maintenant que le systeme (1.21) est autonome, c’est-a-dire
vVt € I,,A(t) = A et B(t) = B. Le systeme (1.21) s’écrit alors :

{ (t) =Ax(t)+ Bu(t), tel,=][t,ts], (1.26)

x(to) = Ty,

Le Théoreme ci-dessous donne la condition nécessaire et suffisante pour la
controlabilité du systeme (1.26) dans le cas ou il n’y a pas de contraintes sur le

controle et I'état.

Théoréme 1.2. [275]

Le systéme (1.26) est dit controlable en temps t (quelconque) si et seulement si la

matrice suivante :

C = (B,AB,--- A" 'B), (1.27)

est de rang égal a n.
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Remarque 1.1.
— La matrice C est appelée matrice de Kalman.

— La condition rang(C) = n est appelée condition de Kalman.

1.3.2 Controlabilité des systemes non linéaires

Pour étudier la contrélabilité d’un systeme non linéaire, il faut linéariser le systeme
autour d’'un point c’est-a-dire a étudier la controlabilité locale partant du fait que la
controlabilité d'un systeme linéarisé implique celle d’un systéme non linéaire d’'une maniere

locale [203]. Cette condition reste une condition suffisante pour la controlabilité.

Points d’équilibres, trajectoires et définitions

On considere le systeme de controle non linéaire suivant :

{ i(t) = flz(t),ult),t),  te [ty ty] (1.28)

avec f @ R®™ x R™ x RT et u(t) € R™ x € R" est solution du systeme (1.28)

lorsque

V1 <ty x(r) =20+ /T fx(t),u(t),t)dt. (1.29)

to

Définition 1.4.
On appelle point d’équilibre du systéme (1.28) un couple (., u.) € R™ x R™ satisfaisant
.f(an Ue) = 0.

Théoreme 1.3. Dans R", un ensemble est compact si et seulemnt si il est fermé et borné.
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Définition 1.5.

On appelle trajectoire du systéme de contréle (1.28) une fonction (Z(t),u(t)) : [to,ts] — O
tel que ty > 0, z(t) € R, a(t) € R™, 3 un compact X C O tel que (Z(t),u(t)) € H
pour presque tout t € [to,tf], on a :

T(ts) = 7(th) + /t : FE@),alt), t)dt, ¥ [ti,ts] € [to,t/] (1.30)

La controlabilité d'un systeme peut étre étudiée au voisinage d'un point d’équilibre

donné comme elle peut étre étudiée au voisinage d’une trajectoire donnée.

Définition 1.6.

On dit que le systeme (1.28) est localement contrélable au point d’équilibre
(Teyue) € R™ x R™ si, pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que, pour tous
o, vy € Ey(z.) == {x € R"| o —z. | < n}, il existe une application mesurable

w: [to,ts] — R™ tel que

| u(t) —ue(t) | <€ Vi€ lto,ty]

(@(t) = f(x(t), u(t), 1), 2(to) = x0) = 2(ty) = xy

Définition 1.7.

Le systéme (1.28) est localement controlable le long de la trajectoire (Z(t),u(t)) € R" x R™
si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout (a,b) € R™ x R"™ avec | a — Z(to) |<n
et | b—z(ty) |<m, il existe une trajectoire (z,u) : [to,tf] — O tel que :

Avant d’énoncer le Théoreme de controlabilité, on introduit la définition d’un systeme

linéarisé le long d’une trajectoire d'un systeme de controle.

Définition 1.8.

Le systéme de contréle linéarisé le long d’une trajectoire (Z(t),u(t)) : [to,ts] — R™ x R™
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est le systeme de controle donné comme suit :

2(t) = Vo f(2(t), at)) z(t) + Vuf (z(t), u(t) u(t), t € [to.ts]. (1.31)

Le Théoréme suivant donne une condition nécessaire sur la controlabilité locale des
systemes non linéaires résultant des définitions (1.4)-(1.8).

Théoreme 1.4. [65]
Soit (z(t),u(t)) : [to,tf] — R™ x R™ une trajectoire de systéme de contréle non linéaire
(1.28). En supposant que le systeme (1.31) linéarisé le long de la trajectoire (Z(t),u(t))
est controlable, alors le systéme non linéaire (1.28) est localement contrélable le long de la
tragectoire (z(t),u(t)).

1.3.3 Existence de trajectoires optimales

Considérons un systeme de controle général suivant :

(1.32)

Apres avoir résolu le probleme de controlabilité, on cherche parmi toutes les solutions
possibles (admissibles), une trajectoire qui minimise le cout (1.15). La condition nécessaire

d’optimalité des trajectoires est donnée par le Théoreme suivant.

Théoreme. [275]

Considérons le systéme de controle

ot f est de ' de R™ x R™ x RT dans R", les contréles u sont a valeurs dans un compact

U C R™, et ou éventuellement on a des contraintes sur l’état

@(z) <0,...,¢qn,(x) <0,
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0l q1,q2, - - -, qn, sSont des fonctions continues sur R". Soient My et My deux compacts de
R™ tels que My est accessible depuis My. Soit U 'ensemble de controles a valeurs dans
R™ joignat My a M. Soit ¢ une fonction de C* sur R® x R™ x RT et S est une fonction

continue sur R™. On considére le coiit
7]
Iw) = S(alty)ity) + [ wla(o). u(®).
to

outy >0 est tel que x(ty) € My, on suppose que :

— Il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a un controle u € U est

uniformément bornée par b sur [ty,ts], i.e
30> 0 tel que Vu e U, Vt € [to,ts], ||z(t)]| <0,

— Pour tout (t,z) € (R x R"™), I’ensemble des vecteurs vitesse augumentés

V(t,x) = {(¥(z,u, 1)), f(z,u, t)|u c U}

est convezxe.
Alors il existe un controle optimal u sur [to,ty] telle que la trajectoire associée joint

My a My en temps ty et en un cotut minimal.

1.4 Meéthode de résolution du probleme de controle

optimal

Les méthodes directes et indirectes sont généralement les méthodes les plus utilisées
pour la résolution du probleme de contréle optimal [226, 246]. La détermination de la
solution du probleme de controle optimal est une tache difficile dans le cas ot les systemes
dynamiques sont extrémement non linéaires. Des efforts considérables sont déployés pour
développer des techniques de controle optimales efficaces [273]. Dans de rares cas, des
problemes de controle optimal assez simples peuvent étre résolus analytiquement, mais dans
le cas ou les systemes dynamiques sont décrits par des équations différentielles fortement

non linéaires, il est nécessaire d’utiliser les méthodes numériques [25, 64].
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1.4.1 Méthodes directes

Le principe de la méthode directe consiste a la discrétisation du probleme de controle
optimal, qui est ensuite converti en un probléme de programmation non linéaire [26] résolu
numériquement a ’aide d'une méthode d’optimisation bien établie 292, 205]. Les méthodes
directes appartiennent a une classe de méthodes tres large ou différentes techniques peuvent
étre utilisées. Ces techniques différent par la variable a discrétiser (c’est-a-dire le controle
et I’état) et les méthodes d’approximation de la dynamique temporelle continue. Parmi
les méthodes qui permettent la conversion vers un probleme de PNL, on cite la méthode
de discrétisation complete (états et controles) [27, 277], la méthode du paramétrisation du
vecteur de controle [267, 42] et la méthode de paramétrisation des vecteurs de controle et
'état (méthode de colocation) [71].

Dans le cas de la paramétrisation du vecteur de controle, le controle est paramétré
(approximé) par des fonctions linéaires par morceaux [112, 250, 138] qui peuvent étre
des polynomes, des fonctions trigonométriques, des séries de Fourrier tronquées ou autres
fonctions orthogonales [267]. L’expression du controle approximée est alors remplacée dans
le modele du systeme, ainsi 'expression de I'état x(t) est déterminée par la résolution
analytique des équations différentielles résultantes. L’inconvénient de cette approche est
que l'obtention de l'expression analytique de 1’état et l'intégration du critere n’est pas
évidente et nécessite des solveurs robustes ou passer a la discrétisation complete détaillé
ci-dessous.

Dans le cas de la paramétrisation du controle et de I'état, les états et les controles
sont approximés avec des fonctions polynomiales [27, 277]. Les équations différentielles en
temps continu sont donc converties en contraintes algébriques apres la substitution des
expressions des états et des controles paramétrés dans le modele du systeme. Aussi, les
expressions des états et des controles seront remplacées dans le critere a optimiser et on
obtient ainsi un probleme d’optimisation statique avec contraintes d’égalité.

La méthode de discrétisation complete est une autre version pour convertir le probleme
de controle optimal & un probleme d’optimisation statique. Tout d’abord, le modele (1.16)
sera discrétisé en utilisant par exemple la méthode d’Euler explicite [156, 66, 201]. Ainsi

le modele discret est donné comme suit :

z(k+1) = z(k) + Atf(z(k),u(k), k) (1.33)

ou k est 'instant discret et At représente la période d’échantillonnage.

Par la suite, le critere (1.15) sera discrétisé aussi en utilisant par exemple la méthode
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des trapezes [221, 305]. Par conséquent, on aura dans le cas ou z(ts) libre

Sata) ) ulty) = Salty 00) + G| oGalto) ultoh ) + vlalts) ules) 1)

+2Y 6a(t), u(t) 1) (134)

ol n, est le nombre de subdivisions de I'intervalle [to, t;] c’est-a-dire At = tfn;to

s

Le modele discret (1.33) nous permet d’écrire

o z(t1) = z(to) + At f(x(to), u(to), to)
=z + At f(x(to), u(to), to)
= F1(u(to))
o z(ty) = x(t1) + At f(z(t1), u(t1),t1)
= xo + At f(2(to), ulto), to) + At f(zo + At f(x(to), ulto), o), u(tr), 1)
= Fa(u(to), u(tr))

[} ZE(tf) == .7'—“_9+1<u(t0), U(tl), e ,u(tng))

Apres la substitution des x(t)) par leurs expressions dans le critere (1.34), on obtient le

probleme d’optimisation statique (ou de programmation non linéaire) suivant :

min J(u(ty), u(ty), ..., u(ty,)) (1.35)

u(to),u(t1),...,u(tng)

ou u(to),u(ty),...,u(t,,) représentent la solution du probleme (1.35). Ce dernier
peut étre solutionné en employant les méthodes de programmation non linéaire [227].
Dans le cas ou l'état final est imposé, on aura S(x(tf),ty) = 0 et par conséquent, on

obtient le probleme suivant :
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min T(u(to),u(tr), ... u(ts)) (1.36)

w(to),u(t1),...,u(tng)
sujet a :
x(ty) = Foopa(u(to),u(tr), ..., uty,)) (1.37)

La solution du probleme (1.36)-(1.37) peut étre trouvée en utilisant la méthode des

multiplicateurs de Lagrange ou la méthode de pénalisation [227, 139].

1.4.2 Méthodes indirectes

Les méthodes indirectes consistent a réduire le probleme de controle optimal a un
probleme de valeur limite a deux points. Dans ces méthodes, les conditions d’optimalité
sont dérivées du calcul des variations (équation d’Euler-Lagrange)[201], du principe de
Pontryagin (équations de Hamilton-Pontryagin)[217] ou de la programmation dynamique

(équation de Hamilton-Jacobi-Bellman) [23]. Ces méthodes sont représentées ci-dessous.

Equation d’Euler-Lagrange

Le probleme de chercher une fonction qui minimise une fonctionnelle donnée est appelé
probléme de calcul variationnel (calcul des variations). Le systéme est supposé soumis a
I'équation de comportement (1.16), et donc on aura a traiter un probléeme d’optimisation
contraint [201]. En regle générale, deux procédures sont utilisées pour résoudre des
problemes variationnels comportant des contraintes. Ce sont la méthode de substitution
directe et la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Pour illustrer le principe de ces
deux méthodes, considérons le probleme de contrdle optimal (probleme de Lagrange) avec

état final imposé :

Iil(gl J:/to Y(x(t), u(t),t)dt, (1.38)
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sous les contraintes

#(t) = f(x(t), ult),t) (1.39)
to) = g (1.40)

Ou z € R" est un vecteur d’état, u € R™ est vecteur de controle et f : R™ x R™ x R est

une fonction différentiable par rapport a ses arguments.

a) Méthode de substitution directe

De l’équation (1.39), nous supposons que u(t) peut étre exprimé en fonction
de z(t), z(t), c’est-a-dire :

u(t) = o(x(t), &(1), 1), (1.42)

J((t) = / "ol (t), #(8), B)dt, (1.43)

avec les conditions terminales (1.40)-(1.41). g : R™ x R™ x R" est une fonc-
tion continue supposée etre continuellement différentiable par rapport a ses

arguments.

Par conséquent, le probleme de la détermination du controle optimal, noté

u*(t), est réduit a la solution du probleme variationnel suivant a extrémités fixes.

min J — / 7 alt). i(0). Dy, (1.44)

z(t) to
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avec

Avant d’énoncer 1'équation d’Euler-Lagrange, soit AJ(z(t),0.(t)) la variation
de J due a une variation de 9,(t) de z(t) (z(t) supposé scalaire pour simplifier les

expressions) telle que :

AJ(z(t), 0,(t)) = J(x(t) + 6:(t)) — J (2(t)) (1.47)
oJ 19%J

= o 0alt) + 555 %) + - (1.48)

=0J+ 8T+ (1.49)

ol §J et §2J sont dites premiere et seconde variations de .J.
Maintenant supposons que z*(t) est optimal pour J et posons z(t) = x*(t) + 9,(t)
et (1) = &*(t) + 6, (t) = &*(t) + 04(t) avec &,(to) = du(ty) = 0.

La variation de J peut alors s’écrire

AT (1), 8.() = J(&* + 8,) — J(z%) (1.50)
_ / "t (1) + 6.(0), 5 (1) + 6:(2), )t — / Lyl (1), (1), 1)t

(1.51)

- / "l (8) + 8u(8), () + 8(8), 1) — g(a" (1), 5 (1), D)t (152)

Le développement de 'intégrante (1.52) en série de Taylor autour du point x*(t) et

*(t) donne :
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to ox ox
Par intégration par parties, on aura :
ty Og(a™(t).7(t).t) _ Og(z™(t).a"(1),t) ¢
ftof = a:'cx : 03 (t)dt = = a; : 0 () tg
Yod (dg(at(t),d*(t),1)
—/to E( LS )5z(t)dt (1.55)

En remplagant (1.55) dans (1.54) la premiere variation devient

5.(a* (1), 6,(1)) = /

to 0t

{00 (O LOD 5 oy

(1.56)
Pour qu'un optimum z*(t) d’une fonctionnelle J existe, il faut que la variation de

cette derniere s’annule en cet optimum ; c’est-a-dire 0.J(x*(¢),d.(t)) = 0 et ceci est

prouvé par le Théoreme fondamental du calcul des variations suivant.
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Théoréme 1.5. [156, 89]

Une condition nécessaire pour que x*(t) satisfasse Uextrémalité de la fonctionnelle
J est 6J(x*(t),0.(t)) = 0 pour tout §,(t) admissible. Une condition suffisante pour
avoir un minimum ou un maximum est donnée par le signe de 6°J. Si §*J < 0 on a

un mazimum, si 62J > 0 on a un minimum.

Ainsi, la relation (1.56) devient

/t:f {ag(x*(tgf*(t),t) B % (89(””*“)’?*“)’0)}Mt)dt:o, 157)

et d’apres le Lemme fondamental du calcul de variations suivant

Lemme 1.1. [156, 89]

Si pour chaque fonction K(t) qui est continue,
ty
/ K(t)o(t)dt =0 (1.58)
to

ot la fonction d,(t) est continue dans lintervalle [to,tf], la fonction KC(t) doit étre

nulle partout dans lintervalle [to,t],

une condition nécessaire pour que z*(t) soit optimale pour la fonctionnelle J donnée
par (1.44) est

=0, (1.59)

dg(a*(t),z*(),t) d (89(17*(75)733*(?5),0)
ox dt ot

cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange.

L’équation d’Euler-Lagrange, basée sur les variations du premier ordre, ne
donne qu’'une condition de stationnarité. C’est plus tard, en 1786 que Legendre
[162] a étudié la seconde variation et abouti a une condition nécessaire d’optimalité

du second ordre [246]. Donc pour connaitre la nature de l'optimum (maximum ou
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minimum), il est nécessaire d’examiner la seconde variation 6%.J.

Considérons les termes correspondant a la seconde variation dans la relation (1.53)

suivante
ty 1 02g 829 629
2 110% 9% ,
"= /to 2 [8:1:2 (02(£))" + 972 (0:(1)) +28x8j: 5x<t)6x(t):| dt
_1 ty 829 d 829 ) azg )
- 5/to [(8962 N Eaxagg) (0:(1))" + 523 (0:(1)) 1 dt (1.60)

L’équation (1.60) est obtenue en utilisant l'intégration par parties :

ty 82g 1 ty d 82g )
. = —= — 1.61
/t geoz Ox0:(D)dt = =3 /t dt (8:6855) (0, (¢))"dt (1.61)

0

Et selon le Théoreme fondamental du calcul des variations, la condition suffi-

sante pour avoir un minimum est que §%2.J > 0. C’est-a-dire

g d 0%
<@ B %axaj:) >, (1.62)
0%g

quels que soient 6, et ¢;. Pour un maximum, on inverse les signes des condi-
tions précédentes.

Puisque ¢, est arbitrairement petit, nous simplifions ces deux conditions en une
condition unique appelée Legendre-Jacobi [242] :

D%g > 0 (minimisation) 829<O( misation) (1.64)
=~y minmimaisation) ou ——= maximaisation .
012 012

22



Remarque 1.2.

— L’équation (1.59), obtenue précédemment, est le cas particulier qui résulte lorsque
x est un scalaire. Pour notre probléme ot x(t) € R™, I’équation d’Euler-Lagrange

est donné par :

Vaw 9(x(t), 2(t),t) — —Vaw g(z(t), 2(t),t) = 0. (1.65)

— La condition suffisante d’optimalité (1.64) devient :

V?b(t)g > 0 (minimisation) ou V?c(t)g < 0 (mazximisation) (1.66)

b) Méthode des Multiplicateurs de Lagrange

Pour dériver les conditions nécessaires d’optimalité du probleme de controle

optimal (1.38)-(1.41), on forme d’abord la fonctionnelle augmentée suivante :

Jo= [ £l i), uo), 0t

= /t (Ve (t),ut), t) +p" () (@(t) — f(z(t),ult),1))) dt
’ (1.67)

avec L est le lagrangien associé au probleme (1.38)-(1.41) et p(t) € R™ est le vecteur
des multiplicateurs de Lagrange. De méme, ’annulation de la premiere variation du

critere d.J, conduit aux conditions d’optimalité suivantes [66, 201] :

d
d
Vil = Vi L =0 (1.69)
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dt

Principe du minimum

Une autre méthode pour la résolution du probleme de controle optimal est le principe
du minimum de Pontryagin. Cette méthode est une extension des méthodes classiques
variationnelles.

On considere le probleme de controle optimal (1.38)-(1.41) et en applique la méthode
de Lagrange. Par conséquent, le probleme de controle optimal est réduit a résoudre le

probleme suivant :
. by
Jo = / Y((t), ult),t) + pt)" [f(@(t), u(t),t) — @(t)ldt (1.71)
to
On définit la fonction d’Hamilton (appelée aussi Hamiltonien) comme suit :
H(a(t), p(t), u(t), t) = ¢(a(t), ult),t) + p(t)" f(x(t), u(t), ) (1.72)
ainsi le probleme a résoudre (1.71) prend la forme suivante :

Jo = / H @ (8), p(t), u(t), t) — p(t) i (1) dt (1.73)

to

Les conditions d’optimalité ci-dessous sont obtenues en mettant 6J, =0 [201, 66, 156] :

24



p(t) = =Vau H(x(t), p(t), u(t), 1) (1.75)

VuwyH(x(t),p(t),u(t),t) =0 (1.76)

Selon le principe du minimum de Pontryagin, si u*(t) est une solution du probléeme de
controle optimal (1.38)-(1.41), alors

u'(t) = arg min H (@(t), p(t), u(t),t) (1.77)

u(t
Par conséquent, en I’absence de contraintes, 'expression de la loi de controle optimal u*(t)
est obtenue en résolvant ’équation algébrique (1.76) par rapport a la variable de controle
u(t). Par conséquent, la loi de controle optimal u*(t) sera en fonction de 'état z(t) et du

vecteur adjoint p(t), ¢’est-a-dire

u'(t) = @(x(t), p(t), 1) (1.78)
qui vérifie la condition suivante :
Vi(t)H(x(t),p(t),u(t),t) >0, (pour un minimum) (1.79)
ol
Vi(t)H(x(t),p(t), u(t),t) <0, (pour un mazximum) (1.80)

cette condition représente la condition suffisante d’optimalité.
Les équations (1.74)-(1.75) sont appelées les conditions nécessaires d’optimalité, elles per-

mettent de calculer les trajectoires optimales x(t) et p(t).

Programmation dynamique

La programmation dynamique est une autre méthode pour la résolution du probleme
de controle optimal. Cette méthode a été établie par Bellman[23]. Elle consiste a diviser
un probléme en sous problémes et cherche (stocke) des solutions de sous-problemes de

plus en plus grands c’est-a-dire si un controle est optimal entre le temps initial et le temps
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final pour la condition initiale x(ty), alors il est aussi optimal entre ¢ et t;, t > 0 avec la
condition initiale au temps ¢.

L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman en temps continu est donnée comme suit :

Te(@(t),t) + H(x(t), u(z(t), 5, 1), J5t) = 0

Y x)?

(1.81)
S (w(ty) tr) = S(x(ty), ty),
J*(x(t),t) = min {/t ' Y(x(r),u(r), 7)dr + S(x(tf),tf)} , T € [t,ty], (1.82)
et
H(x(t),u(z(t), J;,t), o, t) = ril(gl H(z(t),u(t), J:, 1), (1.83)

H(x(t), u(t), g, t) = (), ult),t) + S (x(t), ) (f (1), u(t), 1)), (1.84)

est la fonction de Hamilton.

1.4.3 Etat de I’art des méthodes directes et indirectes

Les méthodes directes reposent sur la discrétisation des variables d’état et de controle
dans le temps qui est ensuite transcrit en un probleme de programmation non linéaire
(PNL). II existe deux procédures de discrétisation dans les méthodes d’optimisation di-
recte, la discrétisation complete (collocation) [28] et la discrétisation de controle (méthode
de tir directe) [112]. La méthode de tir multiple est considérée comme une méthode hy-
bride entre la collocation et la méthode de tir unique car elle divise le probleme en sous-
problemes de tir unique plus courts, imposant une continuité aux noeuds de tir [274]. Une
fois la discrétisation faite, ¢’est-a-dire le probleme de controle optimal est transformé en un
probléeme de programmation non linéaire, ce dernier peut étre résolu numériquement. Les

méthodes d’optimisation avec contraintes peuvent étre réparties en deux classes : méthodes
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déterministes (exactes) et les méthodes heuristiques (stochastiques). Les méthodes les plus
couramment utilisées dans I'optimisation déterministe sont les méthodes de programma-
tion quadratique séquentielle (SQP) [108, 107, 103] et les méthodes de points intérieurs
(292, 26, 280, 81, 87].

La méthode SQP a été appliquée pour le probleme de controle optimal. Elle consiste a
chercher une solution optimale pour une séquence de problemes de programmation quadra-
tique (QP) en utilisant une approximation pour le critére quadratique et des approxima-
tions linéaires pour les contraintes a chaque itération. Généralement, des approximations
de Hessien quasi-Newton sont utilisées pour traiter les sous-problemes de programmation
quadratiques convexes [257, 258]|, tandis que d’autres variantes utilisent des informations
dérivées secondes pour définir le Hessien [122, 281, 293] ce qui peut conduire a des sous-
probléemes quadratiques non convexes [114, 196]. Dans [249, 79, 106] il est signalé que lors
de la résolution de problemes importants, les méthodes SQP qui utilisent des approxima-
tions convexes de quasi-Newton peuvent étre lentes, tandis que les méthodes qui utilisent
le Hessien exact du Lagrangien [98], trouvent une difficulté de calcul des solutions de pro-
grammes quadratiques indéfinis [196].

Pour la méthode de points intérieurs, le probleme de controle optimal contraint peut
se transformer en un probleme non contraint en utilisant les fonctions barrieres [294, 181].
Ces dernieres empéchent les itérations de quitter la région réalisable. La méthode de points
intérieurs de Newton (algorithme IP) a été aussi employée dans [284]. Son principe consiste
a appliquer la méthode de Newton aux conditions Karush-Kuhn-Tucker (KKT) perturbées.
L’utilisation de la perturbation permet une convergence globale pour I'algorithme IP [87].

Les méthodes déterministes peuvent étre utilisées si les propriétés mathématiques telles
que la continuité, la différentiabilité et la convexité pour la fonction objectif & minimi-
ser sont vérifiées pour un probleme donné. Bien que ces méthodes basées sur le gradient
convergent vers 'optimum d’une maniere rapide et précise, le temps de calcul est parfois
énorme vu qu'un nombre important d’itérations est effectué a chaque résolution. Afin de
planifier ces problemes des méthodes approchées, alternatives tres séduisantes appelées
heuristiques ou stochastiques sont utilisées. Les méthodes heuristiques cherchent une so-
lution approchée, de valeur acceptable en utilisant les concepts aléatoires et probabilités
[120]. Parmi ces méthodes heuristiques les plus populaires appliquées pour le probléeme de
controle optimal on retrouve, les algorithmes génétiques (GAs) [191, 298, 190], le recuit si-
mulé 33, 34, 174] et la recherche taboue [251, 84]. Ces méthodes sont capables de résoudre
un probleme de programmation non linéaire méme si ce dernier est tres difficile. Mais
néanmoins le temps de calcul peut s’avérer tres élevé. Les algorithmes génétiques imitent

le processus évolutifs en génétique [173, 266]. Dans cette approche, 'optimum global peut
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étre repéré ou bien une solution proche de 'optimum global peut étre localisée [120]. Une
autre approche heuristique qui a été exploitée pour le probleme de CO est la méthode
d’essaim de particules (PSO) [222, 171]. Cette méthode a de nombreuses similitudes avec
les (GAs) dans la mesure ou 'algorithme regoit une population initiale et des solutions
optimales sont obtenues par des recherches générationnelles [226]. Le recuit simulé est une
autre méthode utilisée dans la résolution du probleme d’optimisation d’un controle optimal
(33, 34, 174, 175]. Dans cette méthode, ’algorithme commence avec une solution de départ
qu’on souhaite améliorer. Par la suite, une perturbation est effectuée a cette solution dont
le but est de trouver une nouvelle solution a la proximité de la solution de départ. Apres,
la différence des valeurs de la fonction objectif pour ces deux solutions sera calculée et
analysée afin de sélectionner la solution optimale [101]. Tandis que la recherche taboue,
son principe réside sur la sauvegarde des solutions, explorées au cours de la recherche, pour
ne pas tomber dans un optimum local [101, 120]. Elle a été développée par Fred Glover en
1986 [110, 111] et on peut retrouver son application dans le cas des problémes de contrdle
optimal dans [251, 84].

Dans [143], le probleme de controle optimal est converti en un probleme d’optimisa-
tion. Le controle est approximé par une combinaison linéaire puis remplacer son expression
dans I’équation d’état. L’équation différentielle ordinaire fractionnaire résultante est résolue
en utilisant la méthode de l'itération variationnelle. Ensuite, le controle et la solution ap-
proximée obtenues par leurs expressions sont remplacés dans le critere, et donc un probleme
d’optimisation est obtenu et résolu en utilisant la méthode d’optimisation globale Alienor
(59, 57].

Les méthodes directes sont souvent décrites comme des méthodes robustes, dans le
sens ou elles ne nécessitent pas beaucoup de connaissances a priori sur la structure de la
solution (méme si évidemment, choisir avec soin l'initialisation de I’algorithme d’optimi-
sation peut augmenter la vitesse de convergence). De plus, elles permettent de prendre
en compte tous les types de contraintes, y compris les contraintes d’état. Cependant, la
discrétisation du probleme d’optimisation peut étre une cause d’apparition de minima
locaux, et I'utilisateur du logiciel d’optimisation ne peut pas avoir la garantie d’obtenir une
solution globale [269]. Un tel probleme peut survenir par exemple lorsque la discrétisation
est trop fine. Pour éviter de localiser un optimum local, les méthodes d’optimisation
globale sont fortement recommandées [136, 123]. De plus, par rapport aux méthodes
indirectes, la précision numérique obtenue avec les méthodes directes peut ne pas étre
aussi bonne. L’aérospatiale est un domaine souvent proposé comme domaine d’application
nécessitant un haut niveau de précision numérique. En effet, dans [269] les auteurs ont

constaté qu’en pratique la valeur fonctionnelle minimale est obtenue avec une précision
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relativement faible (c’est-a-dire des erreurs d’environ un pour cent). L’augmentation de la
dimension de ’espace dimensionnel fini ne donne pas nécessairement de meilleures valeurs
pour les probléemes extrémement compliqués résultant de 1’aérodynamique. Cependant,
cette quantité d'un pour cent peut étre une partie cruciale de la charge utile dans une
mission de vol spatial [45, 60]. De plus, la plupart des méthodes d’optimisation nécessitent
une premiere estimation, qui peut converger vers une solution locale qui influe sur les

performances et la stabilité en boucle fermée.

Dans une méthode indirecte, la condition d’optimalité de premier ordre du probleme
de contréle optimal d’origine est déterminée en utilisant le calcul des variations [30, 167].
L’approche indirecte donc conduit a un probleme de valeur limite a deux points qui
constitue un ensemble d’équations différentielles avec les conditions initiales et terminales.
Généralement, ce probleme de valeur limite a deux points est difficile a résoudre, en par-
ticulier dans le cas ou le systeme est fortement non linéaire. L’ensemble de ces conditions
d’optimalité nécessaires résultant du principe de Pontryagin, ’approche d’Euler-Lagrange
ou de la programmation dynamique nécessite des méthodes numériques. La méthode de
tir a été utilisée tout d’abord pour les problemes sans contraintes de controle par Bry-
son [43] et Breakwell [39]. Cette méthode consiste a trouver la valeur initiale inconnue
des variables adjointes en intégrant a la fois le systeme et les équations adjointes, et en
réestimant les estimations initiales. Malgré la simplicité de cette méthode, elle présente
des difficultés numériques importantes en raison de mauvaises estimations initiales par-
ticulierement lorsque le probléeme de contrdle optimal est hyper-sensible [224, 225]. Pour
surmonter ces difficultés numériques, la méthode de tir a été modifiée, ce qui a conduit
a l'apparition de la méthode de tir multiple développée par Bulirsch et ses collaborateurs
[44, 268]. Cette fois-ci, I'intégration est effectuée sur des intervalles de temps treés petits ce
qui engendre la réduction de la sensibilité aux erreurs dans I’estimation initiale. Néanmoins,
elle peut présenter des problemes si une mauvaise estimation du cout est utilisée [117].

L’approche de la collocation indirecte [241, 226, 14] a été jusqu’a présent moins po-
pulaire, mais elle a apparemment de tres bonnes perspectives. Dans une méthode de col-
location indirecte, 1’état et le vecteur adjoint sont paramétrés a l'aide de polynomes par
morceaux [226, 25]. Cette procédure permet d’obtenir un systeme d’équations non linéaires
qui est a son tour résolu avec des techniques appropriées pour la recherche de racines.
La collocation orthogonale a été initialement introduite dans [36] pour la résolution des
équations différentielles. Lorsque les points de collocation sont choisis de maniere ortho-
gonale, 'approximation en quadrature a un intégrale définie est extrémement précise ce

qui permet a cette méthode d’étre avantageuse par rapport a la méthode de collocation

29



standard [226].

Une autre approche alternative pour la résolution du probleme de valeur limites a deux
points est la quasi-linéarisation qui a été établie par Miele et ses collegues [192, 193]. Elle
consiste a linéariser et intégrer dans le temps les équations du systeme sur la trajectoire
actuelle pour des ensembles de conditions initiales couvrant 1’espace des valeurs initiales
inconnues. Ensuite, les solutions linéaires sont calculées afin de satisfaire les conditions aux
temps initial et final, et le systeme est linéarisé de nouveau sur la nouvelle trajectoire.

Récemment, diverses méthodes ont émergé pour la résolution des problemes de controle
optimal. Parmi ces méthodes : la méthode de décomposition d’Adomian [3, 4, 5], la
méthode de l'itération variationnelle [127, 128, 130, 133] et la méthode de perturbation
d’homotopie [126, 131, 132]. Ces méthodes utilisant un schéma itératif ont été appliquées
avec succes pour solutionner le probleme de valeur limite a deux points découlant de
I'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman [147, 204, 92|, des équations d’Hamilton-Pontryagin
[179, 86, 104, 303, 7] et des équations d’Euler-Lagrange [24].

Les méthodes indirectes possedent une précision numérique importante mais nécessitent
une connaissance a priori sur la forme de la trajectoire optimale [276, 246, 64, 25]. L’in-
convénient majeur des méthodes indirectes est que le probleme a deux valeurs limites
résultant n’est pas facile a résoudre, principalement en présence des non linéarités.
Néanmoins, les méthodes numériques [25, 156, 246] peuvent étre utilisées, mais elles
nécessitent beaucoup de calculs. De plus, 1'utilisation d’une méthode indirecte pour
résoudre un probléme de controle optimal avec des contraintes d’état implique d’utiliser le
principe du minimum de Pontryagin incluant de telles contraintes, qui peuvent étre tres
complexes. Les méthodes indirectes sont tres sensibles au choix de la condition initiale;
par exemple, le choix de la condition initiale du vecteur des variables adjointes p(t) dans
le cas du principe de Pontryagin conditionne la convergence de la méthode de tir simple
[275]; en effet il faut choisir de bonnes conditions initiales de variable adjointes et vu

qu’elles n’ont pas d’équivalence physique intuitive ceci rend l'initialisation difficile.

1.5 Controle optimal quadratique

Un probléme de controle linéaire quadratique (LQ) est un probleme de controle optimal
dont la dynamique du systeme est décrite par un ensemble d’équations différentielles

linéaires et le cout est décrit par une fonction quadratique [15, 66, 168, 201].
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1.5.1 Controle LQ a horizon fini

Considérons le systeme de controle suivant :

{ i(t) = Az(t) + Bu(t), (1.85)

JI(to) = Xy,

ou z(t) € R",A € R B € R™™ sont constantes et u(t) € R™ est une fonction
continue par morceaux.
La fonction cott de type quadratique sur un horizon de temps fini [to,¢s] est donnée

comme suit :

min J(u(t)) = - / @) — 2(0)T Q () — 2(t)) + u(®)” R u(t)dt, (1.86)

u(t) 2 Ji,

avec 19(t) € R" est le vecteur d’état désiré, Q € R™™ et R € R™™ sont des ma-

trices de pondération supposées semi-définies positives et définies positives réspectivement.

La loi de controle optimal est déterminée par les différentes méthodes exposées

précédemment et sa forme est donnée comme suit [202, 201]

u*(t) = —R'BTp (1) (1.87)

pr(t) = K@)z(t) = V(1) (1.88)

avec K (t) est solution de I'équation différentielle de Ricatti suivante [202]

K(t)+ K(t)A+ ATK(t) — K(#)BR'BTK(t) + Q=0 (1.89)
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avec

x(tg) = o (1.90)
l’(tf) =Ty (1.91)

et V(t) est la solution de I’équation différentielle suivante [202]

V(t)+ (AT — K(t)BR*BT) V(t) + Q 2%(t) = 0 (1.92)

On obtient alors :
u*(t) = —R'BT(K (t)z(t) — V(1)) (1.93)
#(t) = (A— BR'BTK(t))x(t) — BR'BTV(t) (1.94)

On constate que d’apres (1.93), le controle optimal est sous forme d’un retour d’état.

Remarque 1.3.

Dans le cas ou les matrices A, B, Q) et R sont constantes et ty est infini, la loi de controle
est invariante, car chaque instant est le méme que linstant suivant. Il s’ensuit que la
matrice K(t) est constante et donc K(t) = 0. L’équation de Ricatti qui est tranformée

en un systeme d’équations algébriques est résolue afin d’identifier les coefficients de retour
d’état.

1.5.2 Contréle LQ a horizon infini

On considere toujours le systeme de controle précédent :

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (1.95)
.T(to) = X,
ou le cout quadratique est maintenant avec temps final ¢ infini
min J(u(t)) = %/m(xd(t) —a(t)" Q (z(t) — (1) +u(t)" Ru(t)dt, (1.96)
u(t to
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On suppose toujours que Q(t) € R™" matrice semi-définie positive et R(t) € R™*™ matrice
définie positive.

Pour que l'indice de performance J ait un sens dans ce cas, il faut imposer certaines
conditions spéciales. En effet si I'un des états est incontrolable et/ou instable, la mesure
de performance correspondante J deviendra infinie et n’aura aucun sens physique. Il faut

donc imposer la condition que le systeme (1.95) soit complétement contrélable [201, 12].

1.6 Conclusion

Ce chapitre a été dédié a la présentation des généralités sur la controle optimal. Apres
avoir présenté la formulation mathématique du probleme de controle optimal, la notion de
controlabilité des systemes linéaires et non linéaires a été introduite. Par suite, on a énoncé
les méthodes de résolution du probleme de controle optimal ainsi les conditions d’existence
de solution optimale.

La résolution d’un probleme de controle optimal par les méthodes directes consiste a
convertir le probleme de controle optimal en un probleme de programmation non linéaire.
Puis des méthodes d’optimisation déterministes, stochastiques et hybrides sont utilisées
pour déterminer la solution du probleme d’optimisation statique résultant.

Dans l'approche indirecte, la résolution d’un probleme de controle optimal revient a
résoudre les conditions d’optimalité données sous forme d’équations différentielles souvent
a deux valeurs limites. La résolution analytique de ces conditions d’optimalité est une tache
difficile a faire plus particulierement en présence des non linéarités. Par conséquent, des
méthodes numériques sont requises pour chercher la solution.

Dans le chapitre suivant, nous présentons la technique de contréle prédictif dont le
principe consiste a résoudre en ligne un probléeme de controle optimal a chaque instant

d’échantillonnage.
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Chapitre

Controle prédictif

2.1 Introduction

Le controle prédictif avec modele (MPC) est une technique de contrdle qui s’appuie
sur le concept de prédiction du comportement de la dynamique des systemes (linéaires
ou non). L’application du controle prédictif a connu un développement considérable ces
derniers temps dans plusieurs domaines surtout dans le domaine industriel [137].

Le MPC est considéré étant I'une des techniques de controle robuste pour beaucoup de

probléemes de controle a résoudre [9, 97]. Il présente les avantages suivants :

— Tl est facile & mettre en ceuvre (bonnes performances et simplicité d’implémentation).
— Effet d’anticipation : grace a une utilisation claire des trajectoires futures.

— Méthode bien appropriée

e pour controler des systemes complexes : systemes multivariables, systemes soumis
aux contraintes, systemes non linéaires, systemes hybrides, systemes a retard,

systemes Multi-Agent.

e Le probleme de suivi de trajectoire lorsque ’entrée, la sortie et 1’état sont contraints

ou non, dont la trajectoire de référence est bien connue a ’avance et planifiée.
e différents objectifs a optimiser.

— Il apporte généralement un bénéfice économique.

Ce chapitre a pour objectif de présenter le principe du controle prédictif, le controle prédictif

linéaire et non linéaire et I’'état de I’art sur les techniques de controle prédictif.
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2.2 Principe du controle prédictif

Le principe du controle prédictif repose sur la connaissance de la sortie du processus
a controler, de déterminer le controle qui permet a la sortie du processus d’étre aussi
proche que possible de la trajectoire de référence comme l'illustre la Figure 2.1. Donc
une séquence de N, (le nombre de variations du controle) controle optimal est définie
sur I'horizon de prédiction N, (la longueur sur laquelle le critere de performance est
calculé) et appliquer uniquement la premiere valeur de la séquence de contrdle opti-
mal (les séquences sont décalées a la prochaine période d’échantillonnage) a lentrée
du processus afin de réaliser ce ralliement. Ainsi on obtient une nouvelle sortie et la
procédure est alors répétée a chaque période d’échantillonnage en déplagant 1'horizon

de controle et I'horizon de prédiction vers I'avant selon le principe de I'horizon glissant [47].

Sortie y(t) Sortie y(t)

Objectif :
minimiser la

|

Consigne y*{t) :

I
» surface

[

[

|

|

I

|

I

Horizon de prédiction hachurée

v

Temps

F1a. 2.1: Principe de l'optimisation dynamique (controle optimal) .

La Figure 2.2 illustre le principe du controle prédictif, qui est basé sur la stratégie

suivante :

1. évaluer les sorties prédites y(¢;)(i = k, ...,k + N, — 1) sur un horizon de prédiction

a chaque instant ¢;.
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2. déterminer la séquence de controle optimal notée u*(t;)(i =

k,....,k+ N.—1) en

minimisant un critere de performance afin de mener la sortie du processus vers la

consigne désirée. Le critéere a minimiser est une fonction quadratique de 'erreur entre

la sortie prédite et la trajectoire de référence et un cout de l'effort de controle est

généralement ajouté au critere a minimiser.

appliquer seulement la premiere valeur de la séquence optimale au systeme a l'instant

t;. Une nouvelle condition initiale est alors obtenue ainsi la procédure complete est

répétée a l'instant 4.

Y

Passé

u(t)

Futur

Consigne yi(t)

/

Sortie prédite y (t)

L
L

Horizon de contréle N

e ]

Herizon de prédiction Np

| | | 1 | »

to

ti +At N.

I |
ti+t AtNy temps

F1G. 2.2: Principe du controle a ’horizon fuyant.

2.3 Formulation du probleme de controle prédictif

2.3.1 Modele

Le modele représentant un procédé et le critere de performance a minimiser sont

les deux principaux éléments qui distinguent les différents algorithmes de la commande

prédictive. La fonction de transfert, variables d’état, réponse impulsionnelle, etc... sont les
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différents représentations du modele du processus qui peuvent étre employées dans le cadre
du controle prédictif [209, 240].

Modele a espace d’état

Le systeme pour notre formulation dans cette these, est représenté par un modele sous

forme d’état dont I'expression est :

#(t) = f(x(t), u(t), d(t),t) (2.1)
y(t) = Z(2(t), u(t), d(t), ), (2.2)

avec t € RT est la variable de temps, z(t) € R" est la variable d’état, u(t) € R™ est
I'entrée du controle, d(t) € R” est la perturbation (supposée bornée), y(t) € R™ est un
vecteur des sorties prédites. f : R™ x R™ x R" x R* est une fonction continue vectorielle
et Z:R" x R™ x R" x R est fonction de sortie.

Modeéle a fonction de transfert

Le concept de base de la fonction de transfert c’est d’utiliser la transformation de La-
place [248] pour convertir I’équation différentielle en équation algébrique, afin de simplifier
les calculs. En cas de nécessité, les résultats du calcul peuvent étre inversés dans le domaine
temporel a l'aide de la transformation de Laplace inverse.

L’expression du modele basée sur la fonction de transfert dans lequel un modele CARMA

(Controlled AutoRegressive Moving Average) décrit un systeme est donnée par [47] :

Bz
avec
Az =14+az ' dagz 2+ ez ™ (2.4)
Bz ) =brz P bz b by ™ (2.5)
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ol
271 est Popérateur de retard,
— o, A : sont respectivement des polynomes associés a I’entrée et a la sortie,
— Ng = d€g 42{(7571)7
— np =deg B(z71).

Modele de réponse impulsionnelle

La représentation formelle du modele basée sur la réponse impulsionnelle sur un

horizon de temps fini NV, est donné comme suit [47] :
Np
y(t) =Y hau(t —i) = H(z " u(t) (2.6)
i=1

ou les h; représentent les valeurs de la sortie suite a une excitation du systeme par une
impulsion de Dirac unitaire. H(z™') = hy(z7') + ho(272) 4+ -+ 4+ hy, (z7%), olt 271 est

I'opérateur de décalage vers I'arriere.

Remarque 2.1.

D’autres formes du modeéle peuvent étre aussi utilisées : modele de Volterra, modéle neuro-
nal, modele flou et modele CARIMA (Controlled auto-Regressive and Integrated Moving-
Awverage).

2.3.2 Critere d’optimisation

Afin de trouver la future séquence de controle a appliquer au systeme, pour atteindre
la trajectoire de référence pour l'état, un critere de performance est résolu en ligne.
Différentes formes pour le critere peuvent étre employées dans la stratégie de controle
prédictif, mais en général il contient 'erreur quadratique entre la sortie prédite et la
trajectoire de référence désirée sur 1’horizon de prédiction avec un minimum d’effort w(t)

est ajouté a ce critere. Cette fonction cott prend la forme quadratique suivante :
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min J (u(t)) = / T (@) — ()" Q (@) — 2(0) +u(®)] Ru(dt  (27)

Avec x4(t) € R™ est la trajectoire de référence désirée pour I'état x(t) et Q € R™™ et

R € R™™ sont des matrices de pondération supposées positives.

Remarque 2.2.
Dans certains cas, l'effort de controle n’est pas pris en considération dans la formulation
du probleme de controle prédictif.

Le probleme du controle prédictif consiste a résoudre le probleme de controle optimal

suivant :

ti+At N,
Iil(ltgl J = /t (z%(t) — ()" Q (z%(t) — z(t)) + uw(t)” R u(t)dt, (2.8)

sous contraintes

w(t) = [fla(t),u(d),d(t),t), (2.9)
x(t;)) = (2.10)

ou z; est I'état a linstant d’échantillonnage t; = iAt (i € N et At est la période
d’échantillonnage).

La résolution de ce probleme a chaque instant d’échantillonnage ¢; sur un horizon
de prédiction nous donne une séquence de controle optimal notée u*(¢;) et la premiere
composante de cette séquence sera réellement appliquée au procédé. Une nouvelle mesure
de I’état initial est alors obtenue ainsi cette procédure sera répétée pour le prochain

instant d’échantillonnage.

Remarque 2.3.
1l faut souligner que la solution optimale est définie sur [’horizon de controle N, et non pas

sur ’horizon de prédiction N,. Si N, > N,, alors le controle reste constant.
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2.4 Choix de ’horizon de prédiction et de controle

La discrétisation du temps et de la variable de controle sur un temps fini a permis de
surmonter la difficulté du temps continu. Ce qui a conduit a l'introduction des horizons de
prédiction (N,) et de controle (V). La détermination de ces horizons de maniere optimale
est un probleme révélé en controle prédictif depuis ses origines. Il existe dans la littérature
des méthodes pour fixer ces parametres dans le cas de modeles linéaires [197]. Pour le cas
non linéaire, cette problématique n’a pas été résolue car un horizon optimal dépend des
phénomenes qui peuvent intervenir et influencer le comportement du procédé par exemple
les contraintes et la dynamique des systemes [142].

Les horizons de prédiction et de controle sont les parametres de réglage les plus important
dans la stratégie de controle prédictif non linéaire. Effectivement, I’horizon de controle joue
un role majeur dans 'existence de solutions admissibles associées au probleme d’optimisa-
tion non linéaire a résoudre en ligne. Alors que I'horizon de prédiction, affecte la stabilité

des systemes en boucle fermée [199].

2.4.1 Horizon de prédiction N,

Certaines expériences ont pu démontrer I'influence du choix de I'horizon de prédiction
1ié au controle [17, 35]. Des études ont affirmé que si I'horizon de prédiction est petit cela
peut causer un mauvais suivi du futur comportement du procédé tandis que si N, est grand,
le systeme sera stable, néanmoins il nécessite un grand temps de calcul (une réponse de
systéme lente). L’horizon de prédiction Np, doit étre choisi de fagon a satisfaire au mieux
le compromis entre la stabilité de la boucle fermée (horizon long) et le temps de calcul

requis (horizon court).

2.4.2 Horizon de controle N,

Un grand nombre de variables de controle pour N, permet en réalité d’atteindre des
objectifs plus difficiles avec des degrés de liberté plus élevés. Cependant cette valeur ne
doit pas excéder la valeur N,, c’est-a-dire la condition N, < N, doit étre vérifiée [80].

Généralement, le choix de N, = 1 est avéré étant suffisant.
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2.5 Contraintes dans le controle prédictif

L’une des principales raisons du succes du controle prédictif est sa capacité a prendre
explicitement les contraintes [97, 47, 95]. Dans les applications réelles de controle, différents
types de contraintes dans la formulation MPC peuvent s’imposer : limitations de sécurité,
restrictions physiques, exigences technologiques, spécifications de qualité des produits,

etc... On va énumérer les plus fréquentes dans ce qui suit.

— Contraintes sur le controle
Généralement, la contrainte sur le controle décrit le domaine de sa définition et sa
représentation est donnée par :

W<ty <) j=1,...m. (2.11)

min mazx)

()

min

avec u,’ et u,%x sont des valeurs minimale et maximale de controle respectivement.

Et puisque u;(t) est calculé sur un horizon de controle N., donc (2.11) peut s’écrire :

Lol <U; < I,ud) ou  U;=[uj(t)...... wi(t;+ N, —1)]7 (2.12)

u-“min max

avec [, vecteur unitaire de dimension ..

— Contraintes sur la sortie du systeme
Pour certains systemes, pour des raisons économiques ou de sécurité, des restric-
tions sur la sortie (contraintes) doivent étre respectées. Ces contraintes peuvent étre
représentées comme suit :

(4)

ymin

< yi(t) <yl i=1,..,n. (2.13)

max?

Comme y(t) est déterminé sur N, dans ce cas on aura :

Iy <Y <1,y ou  Yi=[ylt)...... yit;+ N, — DT (2.14)

Yy ymin max

avec [, vecteur unitaire de dimension N,,.
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2.6 Controle prédictif linéaire

Le controle prédictif par modele linéaire (MPC) est devenu I'un des outils les plus popu-
laires pour les applications de controle industriel depuis le travail remarquable de Richalet
a la fin des années 1960 et les années 1970 [235, 230, 231]. Par la suite, différentes pers-
pectives d’une telle approche de controle ont été proposées : controle matriciel dynamique
(DMC)(Dynamic Matrix Control) [69, 47], controle prédictif généralisé (GPC)(Generalized
Predictive Control) [61, 67], controle algorithmique du modele (MAC) (Model Algorith-
mic Control)[40, 239, 47|, controle fonctionnel prédictif (PFC) (Predictive Functional
Control)[229, 233, 47], etc... La Figure 2.3 résume certains algorithmes de controle prédictif

linéaire.

MAC
—
Controle Algorithmigue du Modeale
DMC
—
Controle Matriciel Dynamigue
Controle predictif lineaire —
PFC
—
Contrdle Fonctionnel Prédictif
GPC
—

Controle Predictif Generalise

Fia. 2.3: Différentes méthodes de controle prédictif linéaire.

2.6.1 Controle algorithmique du modéle (MAC)

Dans sa forme originale, le controle algorithmique du modele (MAC) est un controleur

prédictif de modele, qui utilise un modele de réponse impulsionnelle linéaire pour prédire
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le comportement futur du systeme et la fonction de cotit a été formulée comme une somme
des écarts au carré de la trajectoire prédite par rapport a une trajectoire de référence.
MAC a été développé en France a la fin des années 60 au sein de 'industrie des procédés
chimiques [235]. 1l est apparu a 'origine comme un algorithme heuristique sous le nom
de controle heuristique prédictif de modele (Model Heuristic Control)(MPHC) a la fin des
années 70, par suite il est connu sous le nom de MAC [40, 239]. MPHC possédait a 1’époque

les propriétés uniques suivantes [235] :

1. Le processus multivariable a controler est représenté par ses réponses impulsionnelles
qui constituent le modele interne (c’est-a-dire le modele stocké dans la mémoire de

I'ordinateur).

2. Le comportement du systeme en boucle fermée est décrit en prescrit au moyen de
trajectoires de référence initiées sur les sorties réelles du processus et tend vers la

consigne souhaitée.
3. Les controles sont calculés par une procédure qui est heuristique dans le cas général.

Cette méthode a été beaucoup utilisée dans le secteur d'industrie [163, 188, 236] car elle
est tres intuitive et reflete clairement 'influence de chaque variable manipulée sur une sortie
déterminée. Un autre grand avantage de cette méthode est qu’elle n’a pas besoin de fournir
des informations sur le processus a ’avance de sorte que le processus d’identification est
simplifié, et en méme temps elle permet de décrire facilement des dynamiques complexes
telles qu’une phase non minimale ou des retards [47]. Cependant, son principal inconvénient
est que le nombre de poids h; a déterminer pour des systemes complexes est tres élevé ce

qui réduit sa mise en ceuvre a grande échelle [47].

2.6.2 Controle matriciel dynamique (DMC)

DMC a été proposée par Cutler et Ramaker [69], cette méthode a beaucoup de
similitudes avec MAC. L’algorithme DMC utilise un modele de processus linéaire sous
la forme d’une réponse indicielle et d’une fonction cout quadratique avec des com-
posants de pénalité pour les changements des entrées de controle de processus [272].
L’accroissement du controle est employé dans le critere de performance pour un horizon
fini de prédiction dans cette méthode. La représentation formelle du modele a base de

réponse indicielle sur un horizon de prédiction fini est donnée par 'expression suivante [47] :

y(t) = Z sifu(t —i) = S(z"H(1 — 27 Hu(t) (2.15)
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ol les s; sont les valeurs de la sortie suite a une excitation du systeme par un échelon
unitaire et Au(t) = u(t) — u(t — 1).

Comme une impulsion peut étre considérée comme la différence entre deux étapes avec
un décalage d'une période d’échantillonnage, elle peut étre écrite pour un systeme linéaire

comme suit [47] :

hl’ = S5; — Si—1, S; — Z hj (216)

Le MAC est avantageuse par rapport au DMC car elle possede une grande capacité dans
le réjet de perturbations [19]. Dans les applications réelles, le choix entre DMC et MAC
dépend de la situation précise. Jusqu’a présent, DMC est le plus largement accepté dans
I'industrie des procédés. Cette méthode souffre de mémes inconvénients que la méthode de

MAC évoquée précédemment.

2.6.3 Controle prédictif généralisé (GPC)

L’algorithme GPC a été proposé par Clarke et al. [61] et il a été développé en collabora-
tion avec la recherche sur le controle adaptatif [198]. II utilise un modele de processus sous
la forme de fonctions de transfert discretes (ou, de maniere équivalente, des équations aux
différence) et il s’est avéré tres populaire [62, 61]. GPC hérite des avantages du contrdle
adaptatif pour son application dans les systemes stochastiques, I'identification en ligne,
etc., mais conserve aussi les avantages du controle prédictif pour son optimisation a 1’ho-
rizon glissant [19]. Cette méthode de modélisation a permis d’envisager une classe plus
large de modeles de perturbation, par rapport a ceux utilisés dans les algorithmes DMC
et MPHC. Actuellement, la méthode de GPC est largement utilisée pour les procédés

pétroliers industriels.

2.6.4 Controle prédictif fonctionnelle (PFC)

Le contrdle PFC a été proposée par Richalet [229]. Le PFC est un algorithme de controle
prédictif simple qui ne nécessite aucune inversion de matrice ou minimisation numérique

d’une fonction de cout [119, 233]. Les processus SISO (une entrée, une sortie) contraints
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ou non, sont traités par les algorithmes PFC d’une maniere tres facile [119]. 11 s’agit d’une
méthode qui se repose sur l'utilisation de modele d’état qui peut traiter des problemes
difficiles a résoudre par la régulation PID (Proportional Integral Derivative) [232]. L’emploi
de PFC dans des industries a augmenté ces dernieres années et il a été mis en ceuvre avec

succes pour de nombreux procédés chimiques [235, 119].

2.7 Controle prédictif non linéaire

Soit le systeme non linéaire suivant :

(2.17)

Ou z(t) € R™ est le vecteur des variables d’état, u(t) € R™ est le vecteur de controle et
y(t) € R" est le vecteur de sortie. Le systeme peut étre soumis a de fortes contraintes

d’état et de controle :

z(t) e X CR"  Lu(t) eUd CR™ (2.18)

Le principal but ciblé par le controle prédictif est que la sortie du systeme commandé
doit atteindre la consigne désirée le plus rapidement possible. Dans le contexte prédictif,
un critere qui mesure ’écart entre la poursuite prédite et la trajectoire de référence est
minimisé sur un horizon fini. Le modele de prédiction d'un systeme non linéaire est une
fonction continue qui nous permet de calculer la sortie du systeme.

Le controle prédictif non linéaire est considéré étant un controle puissant, car il peut
fonctionner dans des conditions d’incertitude et perturbations [73]. Cette caractéristique est
due au fait que le controle prédictif non linéaire est semblable au controle optimal. Contrai-
rement aux MPC linéaires, ou les programmes quadratiques convexes sont généralement
résolus exactement a chaque temps d’échantillonnage, les MPC non linéaires sont confrontés
a une contrainte, c’est-a-dire la résolution du probleme d’optimisation doit étre de durée
inférieure ou égale a la période d’échantillonnage [49] ce qui est particulierement difficile a

réaliser notamment pour les systemes non linéaires contraints a une dynamique rapide.
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Toutes les contributions apportées dans la littérature en ce qui concerne le controle
prédictif suivent le méme concept, c¢’est-a-dire pour chaque temps d’échantillonnage il faut
que ces trois étapes soient vérifiées :

— La prédiction des sorties.

— L’optimisation du critere de performance.

L’application du premier élément du controle.
Le critere que le controle prédictif non linéaire emploie, est en général quadratique; en
effet, I’écart entre la trajectoire de référence et la sortie du systeme est calculé sur un
horizon N,. Donc le probleme d’optimisation est non linéaire vu que le systeme utilisé est
non linéaire [49].

La résolution du probleme de controle prédictif non linéaire considéré comme un

probleme d’optimisation non linéaire est une tache ardue a faire vu que 'optimum global
peut étre atteint difficilement [160, 95, 49]. Il existe dans la littérature des algorithmes
pour résoudre le probléme d’optimisation [49, 95]. Comme le temps de résolution du
probleme d’optimisation doit étre réalisé pendant une durée inférieure ou égale a une
période d’échantillonnage [49, 177], ces méthodes ne peuvent pas étre appliquées a des
systemes rapides et des systemes extrémement non linéaires [137, 49].
Généralement, pour résoudre le probleme de controle optimal (2.8)-(2.10), on dis-
tingue deux approches importantes : les méthodes directes et les méthodes indirectes
(25, 64, 246, 276]. On trouvera une analyse complete des différentes approches développées
dans le cadre de MPC dans [49, 116].

2.8 EKtat de I’art sur le contrdle prédictif

Le controle prédictif a été a 1’origine congue pour des applications dans I'industrie chi-
mique pour controler les systemes dynamiques transitoires contraints avec un nombre im-
portant d’entrées et de sorties [220]. Les principales raisons de la popularité de la stratégie
du controle prédictif sont I'intuitivité (sans intervention d’experts) et la gestion explicite
des contraintes [154, 213]. Le controle prédictif est basé sur I'emploi d’'un modele pour
prédire I'évolution du systeme a controler et calculer le controle correspondant pour as-
surer la poursuite de la trajectoire de la référence en minimisant un certain indice de
performance [97, 141].

Dans le controle prédictif, le signal de controle est obtenu en résolvant un probleme de

controle optimal en boucle ouverte sur un horizon fini a chaque instant d’échantillonnage
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[186]. Chaque optimisation produit une séquence de controle optimal, mais seul le premier
élément de cette séquence est appliqué au processus : a 1’étape du temps suivant, le calcul
est répété sur un horizon temporel décalé en prenant les dernieres informations d’état
disponibles comme nouvelle condition initiale du probléme de controéle optimal [177]. Pour
cette raison, le MPC est également appelé controle a 1'horizon fuyant ou glissant.

La solution est basée sur un modele dynamique du processus, ou toutes les contraintes
d’entrée et de sortie (état) sont satisfaites avec un critére de performance a optimiser et
ce dernier est généralement exprimé en tant que critere quadratique. Pour un modele non
linéaire, le probleme d’optimisation résultant n’est pas linéaire et les techniques d’optimi-
sation utilisées pour le calcul de la séquence de controle optimal sont distincts.

Le controle prédictif du modele non linéaire (NMPC) est le schéma de controle prédictif
correspondant pour les systemes non linéaires [310]. Des méthodes ont été rapportées dans
la littérature pour la détermination de la loi de controle pour le probleme de controle
prédictif non linéaire. Nous allons présenter les méthodes les plus importantes qui sont
rapportées dans [95, 49, 177].

Les méthodes de solution utilisées en optimisation directe dans NMPC sont basées sur
les méthodes de programmation non linéaire (NP) telle que la méthode de programmation
quadratique séquentielle (SQP) [302, 306] qui est appliquée d’une fagon séquentiellement
ou simultanément [49, 95]. Dans les approches séquentielles, les trajectoires prédites du
modele sont calculées a chaque itération, y compris des méthodes basées sur la linéarisation
successive du modele de prédiction. Par rapport a la méthode simultanée, le probleme
d’optimisation de ’approche séquentielle a beaucoup moins de variables, mais aussi moins
de structure dans les sous-problemes linéaires [49]. Si le modele de systeme est défini en
temps continu, un autre inconvénient du SQP séquentiel est que la solution numérique
pour la trajectoire d’état prévue a chaque itération peut étre cotiteuse en termes de calcul
[184]. Tandis que les approches simultanées utilisent la stratégie alternative de conserver
les prédictions d’état comme variables d’optimisation et de rechercher simultanément une
solution a la fois aux équations du modele et a la séquence de controle optimale. Les
méthodes simultanées peuvent étre exploitées aussi dans le cas des modeles de prédiction
temporelle continue [184, 31, 200]. Cependant, un inconvénient de I’approche simultanée
est que seule la fin de l'itération dispose d’une trajectoire d’état valide pour le systeme.
Ainsi, si I'optimisation ne peut pas étre terminée a temps, rien ne peut étre dit sur la
faisabilité de la trajectoire [95, 49].

Les approches d’Euler-Lagrange et d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), ont été aussi
utilisées dans les stratégies MPC pour la recherche des solutions numériques en ligne

[49, 177]. Dans [177], 'idée consiste a remplacer le probléme d’optimisation dynamique
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non contraint formulé sur un horizon infini par un autre probleme d’optimisation. Ce
probleme est déterminé par un ensemble de parametres, qui proviennent des conditions
optimales du premier ordre et sont représentés par ’équation stationnaire d’Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB). Par conséquent, la tache consiste a trouver ces parametres afin de
stabiliser le systeme en boucle fermée résultant. Pour cela, le concept de fonction de controle
Lyapunov (CLF) est utilisé [265], ce qui impose d’autres contraintes pour trouver ces pa-
rametres. Dans [49], approche itérative d’Hamilton-Jacobi-Bellman généralisée (GHJB)
est intéressante par rapport a 'approche d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) car I’équation
(GHJB) définit une équation différentielle partielle linéaire dans la valeur du cott et donc
plus facile a résoudre que I’équation différentielles partielle non linéaire d'Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB). Un inconvénient majeur de cette approche est qu’elle nécessite la solution
de I’équation généralisée d’Hamilton-Jacobi-Bellman (GHJB) & chaque itération qui n’est
pas une tache facile a réaliser. La solution du (GHJB) a été approximée hors ligne dans
[22] et en ligne dans [70].

Dans [211], approche d’Euler-Lagrange a été utilisée. L’identification de la valeur ini-
tiale de I’état adjoint dans cette approche est déterminée en considérant la condition termi-
nale comme une équation non linéaire dans la valeur initiale de I’état adjoint qui est résolue
en ligne en utilisant une méthode de continuation [49]. La méthode continuation/GMRES
d’Ohtsuka [210] similaire au controleur de type Newton, elle effectue une seule itération
de type Newton a chaque période d’échantillonnage et elle est basée sur une formulation
séquentielle [177].

En raison de la complexité des calculs intervenant dans un controle prédictif, des
stratégies NMPC adaptées aux applications d’échantillonnage rapide qui nécessitent 1’op-
timisation de I'horizon fuyant a effectuer en des temps de 'ordre des millisecondes ont été
proposées [95, 49]. Ceci peut étre réalisé en utilisant une approximation linéaire du systéme
et une approximation quadratique du cout. Dans [49], les contraintes d’entrée et d’état sur
I’horizon de prédiction MPC sont approximés a l'aide d’ensembles invariants ellipsoidaux
[159] en paramétrant les prédictions en termes de loi de retour de la variable d’état linéaire.
Et donc un probleme de programmation semi-définie en ligne (SDP) est obtenu, dont la
charge de calcul est tres élevée pour les applications d’échantillonnage rapide. Cannon et
al. [50, 161] ont proposé une approche alternative pour la réduction de charge de calcul en
ligne.

L’utilisation des horizons courts est une autre stratégie utilisée dans le concept de
controle prédictif. Il est souhaitable de travailler avec des horizons courts car ils sont moins
cotuteux en termes de calcul. Bien que le nombre de variables de décision du probleme

d’optimisation soit réduit en utilisant cette stratégie, ceci entraine I'obtention de mauvaises
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performances et de petits ensembles de conditions initiales stabilisantes [95, 49]. Dans [307],
la premiere valeur de controle est réellement calculée et implémentée, et le reste de la
séquence de controle est ignoré.

Les algorithmes intelligents existants tels que I’algorithme génétique (GA) [212, 304, 8],
'algorithme des colonies d’abeilles artificielles (ABC) [244, 243] et I'algorithme d’optimi-
sation des essaims de particules (PSO) [309, 295, 155] ont été utilisés avec succes pour de
nombreux problemes d’optimisation et ont obtenu des résultats bien supérieurs a ceux de
la méthode traditionnelle NP. D’autres approches dans le cadre du controle prédictif ont
été utilisées dans ces références [253, 145, 76, 169, 252, 96, 176, 88, 178, 55, 172, 300, 308].

La plupart des méthodes précédentes présentées pour la résolution du probleme de
controle prédictif fournissent soit une solution locale, ou commencent par une condition
initiale ou approximent les contraintes de 1’état du systeme ou le critere de performance.
Ces inconvénients conduisent a un temps de convergence lent, une faible précision de calcul
pour les problemes complexes et la convergence vers un optimum local. Par conséquent,
il est nécessaire d’étudier une méthode avec une forte capacité de recherche, une vitesse
de convergence élevée, une grande précision de calcul et une bonne capacité a gérer les
contraintes.

Dans cette these, une approche appartenant a la classe des méthodes indirectes est
développée. Elle consiste a résoudre, a chaque instant d’échantillonnage, 1’équation d’Euler-
Lagrange ou les équations d’Hamilton-Pontryagin en utilisant la méthode de l'itération
variationnelle. Cette approche consiste a résoudre un systeme d’équations algébriques
linéaires au lieu d’'un probleme d’optimisation. Avant d’aborder I'approche proposée, le
deuxieme outil principal mathématique utilisé, a savoir la méthode de 'itération variation-

nelle, sera présentée dans le chapitre suivant.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, les caractéristiques les plus importantes du controle prédictif ont été
présentées. Nous avons présenté en premier le principe du controle prédictif. Nous avons
exposé par suite les composants et les parametres de réglage d’un controle prédictif. Nous
avons aussi évoqué les contraintes de base qui peuvent intervenir dans le cas de controle
prédictif. Nous avons vu aussi les différents algorithmes du controéle prédictif linéaire et nous
avons présenté aussi le controle prédictif non linéaire et les algorithmes pour résoudre ce
probleme considéré comme un probleme d’optimisation non linéaire difficile & solutionner.

A la fin du chapitre nous avons présenté un état d’art sur le controle prédictif qui constitue
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quelques stratégies utilisées dans le probleme de controle prédictif non linéaire.

L’étape principale dans une stratégie de controle prédictif non linéaire est 1’étape de
I'optimisation. En effet, la solution optimale est obtenue en résolvant un probleme d’op-
timisation non linéaire. Ainsi, une grande attention a été accordée, dernierement, a la
recherche d’algorithmes d’optimisation rapides convergeant vers 'optimum global en un
temps qui ne dépasse pas la période d’échantillonnage, et ceci constitue un véritable défi
pour les chercheurs.

Dans cette these, un controle prédictif non linéaire basé sur la méthode de I'itération
variationnelle (VIM) sera résolu par une approche indirecte (Euler-Lagrange ou principe du
minimum). Ainsi le chapitre suivant est consacré a la méthode de l'itération variationnelle

pour la résolution des équations différentielles.
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Chapitre

Méthode de l’itération variationnelle

3.1 Introduction

Les phénomenes non linéaires sont tres importants dans de nombreux domaines scien-
tifiques, notamment en mécanique des fluides, en physique des solide, en ondes plasma
et en physique chimique. Ces phénomenes sont modélisés par des équations différentielles
ordinaires [146, 283, 195], des équations aux dérivées partielles [278], des équations a re-
tard [38, 283, 85], des équations intégro-différentielle [283] et des équations intégrales [13].
Ces équations sont souvent compliquées a résoudre analytiquement. De plus, méme si une
solution précise est disponible, les calculs requis peuvent étre trop complexes pour étre

pratiques, ou la solution résultante peut étre difficile a interpréter.

De nombreux auteurs se sont intéressés aux équations non linéaires en utilisant di-
verses méthodes [140, 63, 180, 299, 286]. Récemment, des méthodes itératives dont la
solution exacte peut étre obtenue ou approcher une solution analytique avec une grande
précision ont été élaborées par les chercheurs. On peut citer la méthode de décomposition
d’Adomian [3], la méthode de l'itération variationnelle [127] et la méthode de perturbation
homotopique [126]. Mais la méthode de I'itération variationnelle s’est avérée robuste com-
parativement aux autres méthodes existantes [2, 287] telle que la méthode Adomian ou la
méthode de perturbation.

La méthode de l'itération variationnelle (VIM) a été développée par le mathématicien
Ji-Huan He [127] et elle a été appliquée avec succes a une diversité de domaines,
Elle est adaptée pour beaucoup de problemes d’ingénierie et applications scientifiques
[1, 10, 20, 113, 288, 289, 290]. Le schéma itératif de cette méthode, procure des approxi-

mations successives de la solution qui converge vers la solution exacte du probleme si cette
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derniere existe, sinon quelques approximations peuvent étre utilisées afin de générer une so-
lution approximée avec précision. Contrairement aux techniques numériques existantes qui
souffrent des hypotheses restrictives qui sont utilisées pour traiter les termes non linéaires,
VIM n’a pas d’exigences spécifiques, telle que la linéarisation des opérateurs non linéaires
ou la discrétisation des équations. Il a été démontré que la méthode de l'itération varia-
tionnelle [127, 129] résout efficacement, facilement et précisément une tres grande classe
de problemes non linéaires et elle peut traiter un grand nombre d’applications analytiques
et numériques.

Le chapitre commence par la présentation de la méthode de l'itération variationnelle,
puis on présente une approche alternative de la méthode ainsi I’étude de sa convergence
pour les équations différentielles non linéaires. La suite du chapitre illustre ’application
de la méthode de l'itération variationnelle pour la résolution des équations différentielles
ordinaires en considérant trois exemples d’application. La derniere partie de ce chapitre est
consacrée a l'introduction de deux autres algorithmes de VIM pour résoudre les équations

différentielles dans le but de simplifier les calculs et accélérer la convergence de la méthode.

3.2 Meéthode de l’itération variationnelle (VIM)

VIM est une généralisation de la méthode de Lagrange proposée par Inokuti et al.
[144]. Afin de comprendre le concept du multiplicateur général de Lagrange, considérons

I’équation algébrique suivante :

f(Z)=0, Z€R (3.1)

Si 2} est une solution approchée de f, on aura alors

f(Z) # 0. (3.2)

Pour avoir plus de précision, nous écrivons 1’équation de correction suivante

Lior = 2+ M (23) (33)

ou

e %1 est la solution précise.
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e % est la solution approchée.

o \f(Zk) et la quantité de correction et A\ est un multiplicateur de Lagrange général qui
peut étre identifié de maniere optimale en mettant I’expression ci-dessus stationnaire

par rapport a 2}, c¢’est-a-dire :

A% A2 | df(2)
= A 3.4
iz, dz. a7 (3:4)
c’est-a-dire
0=1+\"(Zk) (3.5)
ce qui donne
1
A= ——0— 3.6
P )
Et donc, on obtient la formule d’itération de Newton
f(Zx)
%ﬂ-‘rl = '%}9_ f/(%k)7 f/(’%}?>7£07 k:071727'” (37)
Maintenant considérons, une équation différentielle écrite sous la forme canonique
Lx(t) + Na(t) = H(t) (3.8)

ou £ et A sont respectivement des opérateurs linéaire et non linéaire, et J2(t)
est une quantité non homogene connue.

On pose

Fa(t),t) = La(t) + N a(t) — H(t) =0 (3.9)
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En raisonnant de la méme maniere que précédemment, la fonctionnelle de correc-

tion dans ce cas est donnée par :

Ty () = zx(t) + /0 MZLx(s) + N Tp(s) — H(s))ds (3.10)

ou A est un multiplicateur de Lagrange [144] qui peut étre identifié de maniere op-
timale par la théorie du calcul variationel. z, est la kieme solution approchée et I,
représente la variation restreinte, c’est-a-dire dz; = 0. L’application de la variation
restreinte dans une fonctionnelle de correction facilite beaucoup la détermination du

multiplicateur de Lagrange.

Cette formule itérative est tres intéressante car zo(t), la solution initiale, peut étre
librement choisie, avec méme des parametres inconnus.

Pour les problemes de valeur initiale, la solution initiale peut étre formulée comme suit
[134] :

zo(t) = z(0) + t2'(0) + %t%”(()) -t %th“ﬂ(oy (3.11)

Cela conduit a une solution sous forme dune série convergente vers la solution
exacte.

Pour les problemes de valeur limite, la condition initiale peut étre exprimée sous la forme

[134] :

zo(t) = cqwy (t) + cowa(t) + - - - + awi(t), (3.12)

ou les wy(t) sont des fonctions connues, les «; sont des inconnues a déterminer en
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utilisant les conditions aux limites.

Remarque 3.1.

Généralement, une itération conduit a une solution précise par la méthode de l’itération
variationnelle si la solution initiale est soigneusement choisie [256].

Tout d’abord, le multiplicateur de Lagrange A\ doit étre identifié de maniere optimale.
L’intégration par parties est généralement utilisée pour la détermination du multiplicateur
de Lagrange de la maniere suivante :

: d(y .

- SiZ=5():

En imposant la variation a (3.10) avec §Z;(0) = 0, on obtient

dxpy1(t) = dap(t) + 5/0 A(s) (2 (s) + A Zx(s) — H(s))ds,
= 0z (t) + /Ot A(s)ox)(s)ds =0
= 0k (t) + A(t)oxy(t) — /t N(s)dzi(s)ds = 0. (3.13)

Les conditions de stationnarité suivantes sont obtenues de I’équation (3.13)

dxi(s) : N(s) =0, (3.14)
dxg(t) : 1+ A(t) =0, (3.15)

Par conséquent A = —1.

- SiZ = ;—:2(.), on aura
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dxp11(t) = dxp(t) + 5/; A(s)zids (3.16)
= 0z (t) + A(t)0x)(t) — N (t)0xk(t) + /t N'(s)dxy(s)ds =0, (3.17)

et les conditions de stationnarité pour ce cas sont :

dx(s) 1 N'(s) =0,
dz(t): 1—=N(t) =0, (3.18)
dix(t) : A(t) =0,

et donc A(s) = s —t.

— De maniere générale si & = —C‘l’l; (.), alors
A(s) = = — )t >1 3.19
(s) ( 0 (s—t)™, m>1. (3.19)

Apres lidentification du multiplicateur de Lagrange A et en supposant une solution
initiale arbitraire zo(t), la fonctionnelle de correction (3.10 ) fournira des approximations

successives z(t) et leur limite conduit a la solution exacte x(t), ¢’est-a-dire

x(t) = lim x(t) (3.20)

k—oo

Notez que la limite (3.20) ne peut étre calculée que pour une équation simple pour
laquelle une solution exacte existe [291]. En pratique, une solution approchée précise x y(t)

est 'approximation pour laquelle la condition suivante
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|lzn(t) — xN—l(t)”LQ[to,tf] <e (3.21)
est vérifiée pour une certaine tolérance désirée e.

Remarque 3.2.

L?[to, ts] est Uespace des fonctions carré intégrable sur [to,ts] défini comme suit [305]
tr
L?[to, tf] = {”f/(t) [ty ty] = R | / VE(t)dt < oo} (3.22)
to
équipé du produit scalaire

<YV, (t) > = /tf Y)W (t)dt, V), #(t) e LQ[tO,tf] (3.23)
et de la norme

1 Olitoay = [ 720 (0 € LPltosty] (3:24)

to

Il convient de noter que l'existence de la limite (3.20) ou de la solution approchée
xn(t), vérifiant la condition (3.21), implique que la séquence (3.10) converge vers la
solution exacte. La convergence du VIM a été examinée dans la littérature pour différentes
fonctionnelles de correction [271, 206]. Tatari et Dehghan [271] ont étudié la convergence
du VIM, c’est-a-dire de la fonctionnelle de correction (3.10).
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Les auteurs ont proposé d’écrire la séquence (3.10) sous la forme suivante :

et ils ont montré que les approximations successives résultantes xp,q(t) convergent

vers la solution exacte z(t) si I'hypothese suivante est vérifiée.

Hypothese. L'opérateur A est contractant.

3.2.1 Approche alternative de la méthode de l’itération varia-
tionnelle

Dans [206], l'auteur a proposé une nouvelle fonctionnelle de correction pour les

équations différentielles non linéaires, différente de ’équation (3.10), et a abordé les

conditions suffisantes pour assurer sa convergence. Les étapes essentielles de cette méthode

sont présentées dans ce qui suit.

Soit I'équation différentielle suivante :

La(t) + Na(t) = H(), t>0, (3.26)

\ m V4 . 7’ . 7 . Va .
ou X = jt—m,m € N est une opérateur linéaire, .4/~ un opérateur non linéaire et

S (t) est une fonction analytique connue. Les conditions initiales sont représentées comme

suit :

we(0)=cp, k=01, m—1, (3.27)

avec ¢, (k=0,1,---,m—1) € R, donnés.
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La forme itérative correspondante a ’équation (3.26) est la suivante :

t

Ty () = 2 (t) + / A(s)(Lxi(s) + AN ap(s) — H(s))] ds

0

(3.28)

Maintenant on substitue le multiplicateur de Lagrange (3.19) dans (3.28), il résulte

le schéma itératif suivant :

Ty (t) = zx(t) + /0 [%(s — )" (Lag(s) + N Tp(s) — %”(s))} ds

Introduisons l'opérateur intégral suivant :
‘ (_1)m m—1 ~,
Am:/-———@4)($@@+wm@—%@)m
o Lm—=1)!

et soient les composantes v (k = 0,1,2,---) définies comme suit :
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Ainsi, nous aurons :

p(t) = lim zy(t) = > vk(t) (3.32)

k—o0

Les équations (3.30) et (3.31) permettent de solutionner le probleme (3.26) ou la

solution est donnée sous la forme de série comme suit :
w(t) = vk(t) (3.33)
k=0

La valeur initiale vy peut étre choisie de facon a prendre en considération les condi-
tions initiales et les conditions aux limites du probleme. L’approximation initiale vy peut

étre choisie comme suit :

<
[e)
I
3
L
|Q
Bl
~
ol

(3.34)

=

b
Il
o

3.2.2 Convergence de la méthode de l’itération variationnelle

La convergence de VIM a été discutée pour les équations différentielles linéaires et non
linéaires dans de nombreux travaux [206, 270, 105]. Nous allons énoncer un Théoréme
qui justifie que la série de fonction (3.33) avec la condition initiale (3.34) converge vers la
solution exacte du probleme (3.26)-(3.27).

Théoréme 3.1. [206]
Soit A Uopérateur défini par (3.30) d’un espace de Hilbert H, dans H.. La solution
z(t) =Y o uk(t), définie en (3.33), converge si 30 <~y <1 tel que :
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| A[vo +v1 + -+ + vea]l| < v ||A[vo +v1 + -+ - + vgl]] (3.35)

c’est-a-dire || g1 || < vljvgl|, Yk € NU{0}.

Preuve. [206]

Soit {5,152, une suite définie comme suit :

;

So = v
Slzvo—i—vl

SQ = Vo + U1 + Vo (336)

L Sn:UO+v1+"'+Un

Montrons que {S,}>2, est une suite de Cauchy dans [’espace de Hilbert H.. Pour

ce faire, nous considérons :

1Sns1 = Sull = llvnsall < Allvall < V¥ va-all < - <" o] (3.37)

Pour toutn, e Nyn>j, ona :

150 = Syl = (S = Sn-1) + (S = Snz) +- -+ + (Sj1 = 5)
< 0Sn = Sn-) [+ 1151 = Sn2) | + -+ [[(Sj2 = Syl
< " [lvoll + 9" Hlvoll + -+ 447wl

1—9"7 i
= — . 3.38
] (339
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et puisque 0 < v < 1, nous aurons

lim [|S, — S]] = 0. (3.39)
n,)—oo

Donc {S,}32, est une suite de Cauchy, dans l’espace de Hilbert, ce qui implique
que x(t) = > 7, v(t), définie en (3.33) converge.

Théoréme 3.2. [206]
Si la solution x(t) = > ;- vk(t), définie en (3.38), converge alors elle est une solution

exacte du probléme non linéaire (3.26).

Remarque 3.3.

Soient les parameétres suivants :

Hviflll si HUzH £0
G; = (3.40)
0, si ||vi]| =0

La série Y~ vg(t) converge vers la solution exacte du probléme si 0 < (; < 1,Vi €
N U{0}. Dans le cas ou les premiers termes de [3;,i = 1,2,-+- |l ne sont pas inférieurs a
1 et B; <1 pouri > 1, ceci n'affecte pas la convergence de solution en série [206]. Selon le

Théoréme (3.1), nous avons :

n—j

1—7 4
150 = Sill < ﬁ’ﬁ“ll’volla (3.41)

et puisque 0 < v < 1, pour n > j etl fizé, nous aurons

lim ||S, — S = 0. (3.42)
n,j— 00
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Dans ces conditions, la convergence de VIM dépend des (3;, pour i > .

3.2.3 Résultats sur la convergence de VIM

Considérons I'équation différentielle ordinaire non linéaire suivante :

da(t) + A a(t) = (L), >0,

dtm

T = C, k:O,l, ,m—l,

oum € N, A est un opérateur non linéaire et 5 (t) est une quantité connue.

(3.43)

La solution de 'itération variationnelle z(t) = >~ , vx(t) résultante en utilisant la formule

itérative suivante :

(wo(t) = S5, & tF,

v (t) = [ {%(s — )yl (;t_j"n[m(s) ot (9]

+ A [vo(s) + - - + vp(s)] — e%”(s))} dt,
converge vers la solution exacte du probleme (3.43) si 30 < v < 1 tel que :

[ok 2]l < Allvkll, vk € NU{0}.

(3.44)

(3.45)

Considérons a présent le systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires

suivant :
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01 (0)+ A1), a(t), - 2a(0) = (D),

dtm

Z—Zl‘g(t) + %(xl(t)’ x2(t)v T 7$n(t)) = %(w, (346)

D (t) + (21 (1), 2a(t), - 2(1) = S (),

onn,m €N, A, i=1--- nsont des opérateurs non linéaires et . (t),i = 1,--- ,n

sont des parties non homogenes connues, ou

Ty = Cik,
l’gk) = CQ,ka
) (3.47)
‘737(5) = Cpk,
sont les conditions initiales pour & = 0,1,---,m — 1. La solution de l'itération va-

riationnelle

(21(t), Ta(t), -+, 2n(t)) = (Z vik(t), > van(t), -, ) vmk(t)) : (3.48)

est obtenue en appliquant le schéma itératif suivant :

EENGED Y

Vi () = [ {%(5 — )yt <;t_7n[vi,o<s) + - F vik(s)] (3.49)
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pour ¢ = 1,2,--- . n. Cette solution converge vers la solution exacte du probleme

(3.46) si 0 < y1,72, -+, < 1 tel que :

vk |l < villvigll, Yk € NU{0},et Vi=1,2,--- ,n. (3.50)

3.2.4 Exemples illustratifs

Exemple 1
Soit I'équation différentielle linéaire suivante :

{ 2 (1) : 3$(t) =4, 0<t<1 (3.51)

ol sa solution exacte est z(t) = 2e* — 2. Le schéma itératif pour le probleme (3.51) selon

(3.44), est construit comme suit :

(3.52)
Vi1 (t) = — [o([vh(s) + -+ vj(s)] = 2[vo(s) + - -+ + vp(s)] — 4)ds.

Et donc, nous aurons :

o vi(t)=— fot(vé(s) — 2up(s) — 4)ds
= 4t.

o us(t) = — [y([vh(s) +vi(s)] = 2[vo(s) + vr(s)] — 4)ds

67



= 4¢2.

o u3(t)=— Ot([v[’)(s) + v (s) + vh(s)] — 2[vo(s) + v1(s) + va(s)] — 4)ds
= 2.

o uy(t) = — [i([vh(s) + vi(s) + vh(s) + v4(s)] — 2[vo(s) + v1(s) + va(s) + vs(s)] — 4)ds
= 3th.

Par conséquent, la solution est donnée comme suit :

w(t) = vk(t) (3.53)

k=0

B 4, 8., 16,
_2(1+2t+5t+§t+zt+---)—2 (3.54)
=2e? — 2, (3.55)

qui est la solution exacte du probleme (3.51). Calculons maintenant les Gy :

(
50:()7

el _ 4y _
Pr= ol = T = !

sl 15 2

P2 = nml = Tael = 5 (3.56)
_ a5t 1

s = ol = 1im) = 2
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Nous remarquons que les [ sont inférieurs a 1, Vk > 2 et 0 < ¢t < 1 (voir la fi-
gure 3.1 pour I'évolution des valeurs de [3;), ce qui implique que la solution de la série de
la méthode de l'itération variationnelle converge vers la solution exacte du probleme (voir
Figure 3.1).

14 T
—fip— Solution avec VIM
Solution analytique % 1.2 .
12 F - o : - - 1
l - —
10 - o - - -
0.8 - 1
8 - —
= ‘:5: -
= 0.6 .
6 - -
al i 0.4 - 1
> | i 0.2 | ‘.__ -
o N o N N N N
o 0.5 a1 o 10 20 30 40 50
T ermps K

F1G. 3.1: Exemple 1 : Evolutions de la solution z(¢) et du paramétre (.

Exemple 2

Considérons 1’équation différentielle non linéaire suivante :

(¢ 2(t)=1, 0<t<1
S22 =1, 0<1< -
x(0) = 0.
La forme itérative dans ce cas-la est donnée par :
’ZJ()(t) = O,
(3.58)

Uk (t) = — [ ([0h(8) + -+ + Vi (5)] + [vo(s) + -+ + vk(5)]2 — 1)ds.
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Ce qui donne :

o vi(t) = — [, (vo(s) +vi(s) — 1)ds

o up(t) = — [5([v6(s) +vi($)] + [o(s) + v ()] — 1)ds

o ug(t) = — [y ([wh(s) +vi(s) + vh(s)] + [vo(s) + v1(s) + va(s)]” — 1)ds

245 147
_15t 63t'

Nous remarquons que la série de fonction Y - vy (t) converge vers la solution exacte

x(t) = tanh(t). Les valeurs des [ apres calculs sont :

(3.59)

D’apres les valeurs de [ (voir la figure 3.2), cette série converge vers la solution
exacte du probleme Vk >0et 0 <t <1.
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FI1aG. 3.2: Exemple 2 : Evolutions de la solution z(t) et du parametre [y.

Exemple 3

Considérons I'équation différentielle linéaire suivante :

"(t)+4x(t) =0, 0<t<1
P+ 42(1) =0, 0< 1< .
z(0) =0, 2/(0)=2
Le schéma itératif pour le probleme (3.60) selon (3.44), est donné par :
UO(t) = 2t7
(3.61)

Vet (8) = [y (s = t)([f(s) + -+ + v} ()] + 4[vo(s) + - - + vi(s)])ds.

Par conséquent,

o ui(t) = [)(s—t)(vf(s) + 4vo(s))ds
= -3¢,

71



o wy(t) = [1(s — t)([ve(s) + v} (s)] +4vo(s) + vi(s)])ds

= 245
o us(t fo s —t)([vg(s) +v](s) + V5 (s)] + 4[vo(s) + v1(s) + v2(s)])ds
— L2347

Nous observons que la série de fonction ) ;- vy (t) converge vers la solution exacte

x(t) = sin(2t). Les valeurs des [3; pour ce probleme sont :

( @l 1EE
ﬁo — ||vo(t)|| - 3 ” = 0 666666

= et = et = 300

[

(3.62)

o= i = it —oovums,

|| Ze)

La Figure 3.3 montre clairement que les (5 sont inférieurs a 1, V& >0et 0 <t < 1, par

conséquent la série générée par VIM converge vers la solution exacte du probleme.

Remarque 3.4.
Pour les trois exemples précédents, la norme oo a été utilisée pour le calcul des (), définie
par :

|7 llee = sup [#(2)] (3.63)

tela,b]
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FI1G. 3.3: Exemple 3 : Evolutions de la solution z(t) et du parametre [y.

3.3 Méthode de I'itération variationnelle II et 111

L’application de la formule itérative (3.10) a I’équation (3.8) conduit au calcul de termes
répétés et non nécessaires, ce qui implique que le temps de calcul est tres important pour
les solutions en série. Pour surmonter les inconvénients du VIM original, He et al. [135]
ont proposé deux algorithmes qui éliminent les termes inutiles et les termes répétés et qui

permettent aussi de diminuer du temps et de réduire le volume des calculs.
3.3.1 Algorithme de l’itération variationnelle II

Par intégration par parties [135, 134], la formule de l'itération variationnelle (3.10)

peut s’écrire comme suit :

Tpy1(t) = zo(t) + /0 AN A xy(s) — FH(s))ds, (3.64)

Pour illustrer le principe de VIM II, nous considérons I'équation différentielle qui

caractérise la dynamique d’'un oscillateur, donnée comme suit [135] :
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2" (t) + wix(t) + F (2,2, 2") =0 (3.65)

La fonctionnelle de correction pour (3.65) par l'algorithme de VIM I est [135, 134] :

Tp1(t) = x(t) + %/0 sinw(s — t)(x}(s) + w?zr(s) + .F (xy, x}, v}))ds (3.66)

avec w est la fréquence de 'oscillateur.

Si on écrit :

v(t) = — /Ot sinw(s —t).Fds (3.67)

par une simple opération nous avons

V' +wiv +.F =0. (3.68)

En dérivant les deux membres de 1'équation (3.67) par rapport a ¢ ceci nous donne :

V(t) = %[?(:ﬁ(s), 2 (s), 2" (s)) sinw(s — t)] =t — /0 F(2(s),2'(s),2"(s)) cosw(s — t)ds
(3.69)
= —/0 F(x(s),2'(s),2"(s)) cosw(s — t)ds (3.70)
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et

V() = —[F(x(s),2'(s), 2" (s)) cosw(s — t)]s=¢ — w/o F(x(s),2'(s),2"(s))sinw(s — t)ds

(3.71)
¢
= —F(z,2',2") — w/ F(2(s),2'(s),2"(s)) sinw(s — t)ds. (3.72)
0
De I’équation (3.67) nous avons
V'(t) = —F(z,2',2") — wv (3.73)

'équation (3.73) est équivalente a ’équation (3.68). Cela veut dire que v est une solution

spéciale. Donc, la formulation itérative peut se représenter par la forme suivante :

Tt1(t) = zo + vi(t) (3.74)

ou xg est la solution initiale avec ou sans parametres inconnus. Via cette modifi-
cation, certains calculs répétés sont évités. Cet algorithme est appelé algorithme de
I'itération variationnelle II, il est construit apres l'identification du multiplicateur de
Lagrange A dans ’équation (3.10). Le principal défaut de cet algorithme est que zy doit
satisfaire les conditions initiales/limites [135].

Exemple 4

Considérons I’équation suivante :

7' (t)+2%(t) =0, x(0)=1. (3.75)

Nous construisons d’abord une formulation itérative en utilisant un multiplicateur
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de Lagrange :

xmwwwuw+AA@@u$+ﬁ@Ms

(3.76)

Apres identification du multiplicateur de Lagrange A qui vaut —1, l'algorithme de

I'itération variationnelle I est :
¢
palt) = aut) = [ (i) + ak(s)ds,
0

et I'algorithme de I'itération variationnelle II est donné alors par :

Si nous prenons zy(t) = 2(0) = 1, nous obtenons la série suivante :

ZL’()(t> =1,
.Z'l(t) =1- t,
2o(t) =1 —t + 1%

qui converge vers la solution exacte x(t) = 135
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3.3.2 Algorithme de l’itération variationnelle III

Réecrivons (3.64) comme suit :

Ty (t) = :po(t)+/0 A(/xk_l(s)—%(s))ds+/0 M A xp(8)—=F () =N xh—1(5)+F(s))ds,
(3.80)

et d’apres (3.64), on a :

x(t) = xo(t) + /0 AN A xp—1(s) — H(s))ds. (3.81)

En remplacant (3.81) dans (3.80), nous obtenons la formule itérative de l’algorithme de
l'itération variationnelle IIT (VIM III)[134] :

zpa1(t) = zx(t) + /Ot AN A g (8) — AN wp—1(5))ds, (3.82)

avec x_1(s) = 0. Cet algorithme convient parfaitement aux problemes aux limites
d’ordre élevé.

Reprenons I'exemple précédent (Exemple 3)

{ 2" (¢) + 4z (t) = 0, (3.8

z(0) =0, 2/(0)=2

La formulation de litération variationnelle avec le multiplicateur de Lagrange est

donnée par :
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1 (t) = xp(t) + /0 A(s)(xh(s) + 4 Tx(s))ds. (3.84)

Apres identification de A qui vaut (s — t), 'algorithme de l'itération variationnelle I

est donné par :
Ty (t) = zg(t) + /0 (s — t)(zh(8) + 4i(s))ds, (3.85)

et I'algorithme de l'itération variationnelle III est donné par :

wr(t) = 2k(t) + o (s — 0)(4(zr(s) — mx-1(s)))ds,
(3.86)

et la condition initiale peut étre choisie avec des parametres inconnus, par exemple :

zot) = a + bt (3.87)

ou a et b sont des parametres inconnus a déterminer apres quelques itérations en imposant
les conditions aux limites. Si N itérations sont suffisantes. Par exemple, en prenant pour

cet exemple N = 13, nous obtenons la solution approximée suivante :

r13(t) ~ a+bt—2at* —0.666667b t* + 0.133333(5a + bt) t* — 0.0126984(7a + bt) t°
+0.000705467(9.0a + bt) t* — 0.0000256534(11a + bt) t'° + 6.57778¢~"(13a + bt) t**
—1.25291e8(15a + bt) t** + 1.84252¢'(17a + bt) t'® — 2.15499¢ 2 (19a + bt) t'
+2.05237¢ M (21a + bt) t2° — 1.62243¢'%(23a + bt) t** 4 1.08162¢~¥(25a + bt) t**
—6.16307e~*(27a + bt)
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Alors a partir des conditions z(0) = 0 et 2/(0) = 2, nous avons : a =0 et b = 2.

Par conséquent,

z13(t) = 2 ¢ — 1.33333 t° + 0.266667 t° — 0.0253968 " + 0.00141093 ¢° — 0.0000513067 ¢'!
+0.00000131556 " — 2.50582¢ % ¢'° 4 3.68503¢ """ — 4.30998¢ 1
+ 410474 121 — 3.24486¢ 10 %% 4 2.16324e¢® 12° — 1.23261e 2 77

qui converge vers la solution exacte x(t) = sin(2t).
La solution exacte ainsi que la solution obtenue en résolvant I'exemple 3 et 1’exemple 4

par la méthode de l'itération variationnelle I, II et I1I sont donnés par les Figures 3.4-3.9.

1.5

—#— Solution VIM I
Solution exacte

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Temps

-15
0

Fia. 3.4: Exemlpe 3 : Graphes de la solution exacte et de la solution approchée obtenue
avec VIM 1.

Les résultats de simulation pour les deux exemples montrent clairement que les trois
algorithmes de la méthode de l'itération variationnelle convergent vers la solution exacte

x(t). Par exemple, une tolérance de e = 1073 est atteinte apres 13 itérations pour I'exemple
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1.5

—#— Solution VIM II
Solution exacte

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Temps

-1.5
0

Fi1G. 3.5: Exemlpe 3 : Graphes de la solution exacte et de la solution approchée obtenue
avec VIM II.

Algorithmes | Temps d’exécution
VIM I 17.207 s
VIM II 3.319 s
VIM III 9.958 s

TAB. 3.1: Temps de calcul de la solution de I'exemple 3.

3 et 12 itérations pour 'exemple 4.
Les tableaux 3.1 et 3.2 montrent comment VIM II et VIM III économisent du temps

et éliminent les calculs inutiles.

Remarque 3.5.
Une intégration numérique (méthode des trapézes) a été utilisée pour la résolution de

[intégrale de ['exemple 4.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit la méthode de l'itération variationnelle pour la

résolution des équations différentielles ordinaires. Cette méthode permet de déterminer la
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1.5

—#— Solution VIM III

Solution exacte

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Temps

-1.5
0

Fi1G. 3.6: Exemlpe 3 : Graphes de la solution exacte et de la solution approchée obtenue
avec VIM III.

Algorithmes | Temps d’exécution
VIM 1 1.412 s
VIM II 1.049 s
VIM III 1.205 s

TaB. 3.2: Temps de calcul de la solution de I'exemple 4.

solution de maniere itérative en utilisant la fonctionnelle de correction apres avoir déterminé
le multiplicateur de Lagrange et en choisissant une solution initiale.

Ainsi, apres avoir présenté la formule de la méthode de 'itération variationnelle, nous
avons exposé les résultats importants concernant sa convergence. Pour démontrer la conver-
gence de la méthode de l'itération variationnelle, nous avons considéré des exemples ayant
des solutions exactes. Par la suite, nous avons présenté deux autres algorithmes de VIM
qui ont prouvé leurs capacité d’éliminer des calculs répétés et des calculs de termes inutiles
ce qui conduit a économiser du temps et des efforts de calcul. Leur efficacité est illustrée
par deux exemples.

La méthode de 'itération variationnelle s’est révélée étre fiable et résout avec efficacité
les équations différentielles linéaires et non linéaires sans discrétisation et sans linéarisation

de ’équation. Selon la complexité de I’équation a résoudre, VIM permet de déterminer soit
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—#— Solution VIM I
Solution exacte
0.9 -
0.8 q
0.7 q
= o6 1
=
0.5 q
0.4 q
0.3 q
e
0.2 i i i i i
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps

FiG. 3.7: Exemple 4 : Graphes de la solution exacte et de la solution approchée obtenue
avec VIM L.

une solution analytique (approximée), soit une solution numérique de maniere tres simple.
De plus, cette méthode donne des approximations successives qui convergent rapidement
vers la solution en quelques itérations méme si le multiplicateur de Lagrange n’est pas
identifié de maniere exacte.

La méthode de VIM a été exploitée dans plusieurs domaines, a savoir en automatique.
Cette méthode a été utilisée particulierement pour la résolution des probléemes de controle
optimal suivant l’approche indirecte, c’est-a-dire de résoudre les conditions d’optima-
lité (équation d’Euler-Lagrange, équation d’Hamilton-Pontryagin ou équation d’Hamilton-
Jacobi-Bellman) en utilisant la méthode de 'itération variationnelle.

Dans le chapitre suivant, la méthode de l'itération variationnelle sera exploitée pour
résoudre le probleme de controle prédictif pour un systeme dynamique non linéaire, basé

sur I'approche indirecte.
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T T
—#— Solution VIM II
Solution exacte

(o] 0.5 1 1.5 2 25 3

Temps

FiG. 3.8: Exemple 4 : Graphes de la solution exacte et de la solution approchée obtenue
avec VIM II.

T T
—— Solution VIM III
Solution exacte

o 0.5 1 1.5 2 25 3
Temps

Fic. 3.9: Exemple 4 : Graphes de la solution exacte et de la solution approchée obtenue
avec VIM III.
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Chapitre

Controle prédictif basé sur la

méthode de l’'itération variationnelle

4.1 Introduction

Les techniques de controle prédictif avec modele non linéaire (NMPC) impliquent la
résolution en ligne d’équations différentielles non linéaires et d’un probleme d’optimisation
dynamique non linéaire. Cet effort de calcul est I'un des principaux obstacles a I'adoption
de controle prédictif non linéaire puisque la résolution du probleme d’optimisation doit étre
réalisée sur une durée égale ou inférieure a une période d’échantillonnage.

L’optimum global dans le cas de NMPC est tres difficile a obtenir et ne peut pas étre
garanti [95, 177, 49, 160]. Par conséquent, des algorithmes d’optimisation globale conver-
gents et rapides doivent étre employés [49, 177]. Il existe dans la littérature des algorithmes
d’optimisation qui localisent la solution globale [141, 49, 95], mais leur implémentation
dans une stratégie de controle prédictif est limitée par le temps de convergence qui ne
doit pas dépasser une période d’échantillonnage [49, 177]. Par conséquent, ces méthodes
ne peuvent pas étre appliquées a des systemes rapides et a des systemes fortement non
linéaires [137, 49]. Cela a motivé notre travail qui consiste a proposer des approches
MPC alternatives, c’est-a-dire a résoudre le probleme de controle optimal sur ’horizon
de prédiction de maniere a obtenir la solution globale en un temps inférieur ou égale a la
période d’échantillonnage.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche de controle prédictif des systemes dy-
namiques basée sur le calcul variationnel (équations d’Euler-Lagrange) et le principe du

minimum de Pontryagin (équations d’Hamilton-Pontryagin). Le principe de cette approche
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consiste a résoudre un systeme d’équations algébriques au lieu d'un probleme d’optimisa-
tion. En effet, elle consiste a résoudre sur un horizon de controle, les conditions d’optima-
lité a l'aide de la méthode de l'itération variationnelle. Les conditions d’optimalité sont
données par les équations d’Euler-Lagrange ou les équations d’Hamilton-Pontryagin. Ce
probleme a deux valeurs limites est résolu de maniere itérative en utilisant une fonction-
nelle de correction qui donne a la fois I’état optimal et le controle optimal. Puis en impo-
sant, a chaque instant d’échantillonnage, les conditions aux limites actuelles, un systeme
d’équations algébriques est obtenu et résolu, ce qui permet d’obtenir le controle optimal a

appliquer a chaque instant d’échantillonnage.

Ainsi, du point de vue de la complexité, la résolution d'un systeme d’équations
algébriques est tres simple par rapport a un probleme d’optimisation. De plus, une solution
précise peut étre obtenue pour un systeme d’équations algébriques comparativement a un

probleme d’optimisation qui nécessite plus d’itérations, c’est-a-dire plus de temps de calcul.

Dans ce chapitre, le probleme de controle prédictif sera résolu par I’approche variation-
nelle basée sur I’équation d’Euler-Lagrange et les équations d’Hamilton-Pontryagin (prin-
cipe du minimum). Pour démontrer l'efficacité de 1'approche indirecte pour la résolution
du probleme de controle prédictif basé sur la méthode de l'itération variationnelle, nous

avons considéré trois exemples.

4.2 Résolution par ’approche variationnelle basée sur

I’équation d’Euler-Lagrange

Considérons le probleme de controle optimal formulé comme suit :

min J(u(t)) = /0 T @) — 2(0))T Q (24(1) — 2(t)) + u()T R ult)dt (4.1)

u(t)

sous les contraintes

m@) = f(:L‘(t), u(t)v d(t)v t)? (4'2)
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en utilisant le controle a I’horizon fuyant (glissant), nous proposons d’utiliser ’équation
d’Euler-Lagrange (méthode indirecte). Ainsi, a chaque instant d’échantillonnage ¢;, une loi
de contrdle optimal () est déterminée en résolvant les conditions d’optimalité (équation

d’Euler-Lagrange) du probléme optimal suivant
ti+At N,
minJ@®) = [ @0 - 2(0)" Q (@) ~a(v) +ult) Ru@ar (44

sous les contraintes

z(t;) = x;. (4.6)

La solution de cette équation différentielle ordinaire du second ordre (conditions
d’optimalité) doit spécifier les deux conditions aux limites a I'instant initial ¢; et a I'instant
final t; + At N,. Evidemment, la condition initiale & #; est I'état actuel z(t;) = x; (mesure).
Au temps final ¢t; + At N,, la condition aux limites n’est pas spécifiée, mais elle est la
conséquence de 'application du controle u(t) a t;. Rappelons que notre objectif est de
suivre la référence désirée x¢(t). Le systéme étant supposé controlable, il est proposé de

spécifier un état final fixe, a t; + At N., comme suit

x(t; + At N.) =z, (4.7)

avec zf, = 2 (t; + At N,).
De l'équation (4.5), nous supposons que u(t) peut étre exprimée en fonction de

x(t), &(t), c’est-a-dire :

u(t) = o(x(t), &(t),1) (4.8)
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en remplacant 'expression (4.8) dans (4.4), nous obtenons la fonctionnelle suivante :

avec les conditions terminales (4.6)-(4.7).

Donc, a chaque temps d’échantillonnage t;, nous allons résoudre le probleme variation-

nel suivant

_ t;+At N
min J(x(t)) = / o(a(t), i(t), 2%(0), t)dt, (4.10)
SOus les Contraintes
a(t;+ At N) = zfy. (4.12)

c’est-a-dire I’équation d’Euler-Lagrange suivante :

dg(a(t), @ (1), 2(t),t) d (6g(a:(t),9b(t),wd(t)7t)) _0 (4.13)

ox dt 0zt

avec les conditions aux limites (4.11) et (4.12).

On considere que I'équation (4.13) peut étre écrite sous la forme implicite suivante :

G (i(t), 2(t), z(t), z%(t),t) = 0. (4.14)

Par conséquent, comme nous l'avons expliqué dans le chapitre précédent, en suppo-
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sant une solution initiale z((t) = 6(a,b,t) (a et b sont des constantes inconnues), a l'aide
de VIM, c’est-a-dire la fonctionnelle de correction (3.10), nous pouvons déterminer une

solution approximée de I’équation d’Euler-Lagrange(4.14) comme suit :

x(t) = zn(t) = Y(a, b, t) (4.15)

Remarque 4.1.

La solution approzimée (4.15) de ’équation d’Euler-Lagrange (4.13) fournie par la fonc-
tionnelle de correction (3.10), dépend de la solution initiale xo(t). Ainsi, il est recommandé
de choisir une fonction arbitraire simple afin que le terme intégral puisse étre évalué au

moins une fois. Par exemple, xo(t) = at + b (voir la section d’exemple d’application).

En imposant les conditions aux limites (4.11) et (4.12), nous obtenons le systéme

d’équations algébriques suivant avec les inconnues a et b

I(a,b,t; + At N,) = xf, (4.17)

et sa résolution permet de déterminer les constantes inconnues a et b. Ensuite, en
substituant les valeurs obtenues de a et b dans 1'équation (4.15), on obtient la trajectoire

optimale z*(t) et le controle optimal u*(t) déduit de I’équation (4.8) est :

u*(t) = op(x*(t), 2" (t), 1) (4.18)

et a I'instant d’échantillonnage t;, le controle
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u(t;) = ¢z (t:), 2" (t:), 1) (4.19)

est appliqué au systeme et le processus est répété en supposant l'état résultant
x(t;y1) comme 'état initial.

Remarque 4.2.

La solution approximée (4.15) peut étre calculée hors ligne a aide d’un langage de pro-
grammation symbolique. Le nombre N mnécessaire pour obtenir une solution approrimée
xn(t) avec une précision souhaitée dépend de ’horizon de contréle N.. Généralement, la
prédiction est effectuée en supposant un petit horizon de controle, en particulier pour les
systemes dynamiques rapides, donc peu d’itérations sont suffisantes pour obtenir une solu-

tion approximée précise.

4.2.1 Algorithme de ’approche proposée

Les étapes de 'approche proposée pour la résolution du controle prédictif basé sur
VIM sont illustrées par la Figure 4.1, pour un horizon de controle N. = 2 qui sont résumés

dans l'algorithme suivant :

1. obtenir la mesure actuelle z; et calculer la valeur de la référence désirée af, . , c’est-
a-dire, 2(t; + AtN,),

résoudre le systeme d’équations algébriques (4.16) et (4.17),
calculer la dérivée de la trajectoire optimale en utilisant 1’équation (4.15),

calculer le controle optimal u*(¢;) en utilisant (4.19),

A

appliquer le controle optimal w*(#;) au systéeme dynamique sur la période
d’échantillonnage [t;,t;,1] et aller a 'étape 1.

90



x(t)

x?(t) 7 :
. o0
: / :
m(ti+2) ................................................ -
m(ti+1) ................................. i
Horizon de commande
x(tl) """""""" H Horizon de.commande
Horizon de commande ! . .
: : : : : >t
t; tit1 tit2 ti4+3 tita
u(ti+1) ................................. / /
w(ty) |- v_
u(ti+2) ................ ................ ................ ’
i ; ; ; ; N

T T T T
t; tit1 tit2 tit3 tita

Fi1G. 4.1: Controle a horizon glissant basé sur VIM. Les lignes bleues, vertes et jaunes sont
les profils optimaux (en haut : 'état x(t), en bas : le controle u(t)) obtenus sur un horizon
de controle. Haut : le rouge et les lignes rouges en pointillés sont la référence souhaitée
24(t) et la trajectoire optimale z*(¢), respectivement. En bas : la ligne rouge est le controle
optimal appliqué u*(t).

Remarque 4.3.
Dans l’approche proposée, a chaque temps d’échantillonnage t;, il faut résoudre le systeme
d’équations algébriques (4.16) et (4.17) au liew d’un probléme d’optimisation comme dans

le contréle a ’horizon fuyant basé sur les méthodes directes [49, 116].

Remarque 4.4.
Dans le cas de plusieurs solutions a [’étape 2, nous retenons la solution qui correspond
au minimum global de lindice de performance (4.10). Cela permet d’obtenir la solution

globale, ce qui améliore les performances et garantit la stabilité.
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4.3 Exemples d’application

Exemple 1

Considérons le probleme de controle optimal non linéaire suivant

min () = [ (@) =0 + ulefar

sous les contraintes

(4.20)

ou xz(t),u(t) et d(t) sont respectivement l’état, le controle et la perturbation. Pour

déterminer le systeme d’équations algébriques a résoudre a chaque temps d’échantillonnage,

la perturbation d(t) est supposée nulle. Pour appliquer le controle a 'horizon fuyant en

suivant 'approche proposée, le probleme de controle optimal a temps fini a résoudre a

chaque instant d’échantillonnage est donné comme suit

u(t)

i

sous les contraintes

minJ(u(t)) = /t @) — 2(0)? + ),

(4.23)

(4.24)
(4.25)
(4.26)

(4.27)



et en substituant (4.27) dans l'indice de performance (4.23), nous obtenons le probleme

variationnel suivant :

minJ(z(t)) = /t ” C(a:d(t) —z(t)? + (&(t) + 0.25+/x(t))?dt, (4.28)

z(t)

3
sous les contraintes

x(t; + At No) =z, (4.30)

L’application de ’équation d’Euler-Lagrange (4.13) a la fonctionnelle (4.28) donne la

condition d’optimalité suivante :

1
B(t) — 2(t) + 2%(t) — 3 =0 (4.31)
avec les conditions aux limites associées
x(t; + At No) =z, (4.33)

Ensuite, en appliquant VIM, présenté dans le chapitre 3, une solution approximée
de 'équation (4.31) peut étre obtenue en utilisant la fonctionnelle de correction (3.10),

c’est-a-dire :
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Ty () = zx(t) + /0 A(s) (xk(s) — xp(s) + 2%(s) — 3—12> ds (4.34)

avec A(s) = s — t (voir chapitre 3 pour la détermination du multiplicateur de La-

grange).

Pour illustrer 'approche de controle a I’horizon fuyant proposée, supposons le cas
d’'une référence désirée constante, c’est-a-dire x¢(t) = c. En supposant que la solution
initiale xo(t) = at + b et apres N = 2 itérations, la fonctionnelle de correction (4.34) donne

la solution approximée de I’équation d’Euler-Lagrange (4.31) comme suit

b 1
2(t) & 2a(t) = ——t5 + (——£+—) 4 243

~ 120 24 24 768 6
b ¢ 1Y 5
+(§—§+6—4)t+at—|—b (4.35)

avec une tolérance € = 1073 .

Puis en imposant les conditions aux limites (4.32) et (4.33), nous obtenons le systéme

d’équations algébriques suivant, a résoudre a chaque instant d’échantillonnage,

%Otf (b, o)td + %t? + &0, 2 +ati+b= (4.36)

a
oy T b o)ty tatin +b=c (4.37)

a
t5 + 51 (bv C)t?—l-Nc + 6

EO i+Ne¢

avec

b c 1

fl(bac):___—i_

— 4.
24 24 768 (4.38)
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b
§2(b,c) = 3~

N o

64

c 1
X1(tien.)a + x2(tizn.)b = ¢+ < —) tivn, +

24 768
avec

1o 3

)= — + —
) =105+t

t4 2
)= — 4+ —+1

Xo(t) = g7 + 5 +

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

La solution de ce systeme d’équations algébriques donne les parametres a et b qui

minimisent (4.28). En substituant les valeurs obtenues des parametres a et b dans (4.15),

nous obtenons la trajectoire optimale z*(t) ~ z5(t) et le controle optimal résulte de (4.27),

c’est-a-dire

u*(t) = &*(t) + 0.25+/z*(¢)

(4.44)

et seul le controle par morceaux wu*(t;) est appliqué sur la période d’échantillonnage

[ti, tia].
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Par exemple, supposons que 2%(t) = ¢ = 2 et At = 0.1, et calculons le contrdle optimal
a appliquer au systeme a tg = 0, c’est-a-dire le contrdle par morceaux u*(0) a appliquer
sur la période d’échantillonnage [0,0.1]. Selon la condition initiale (4.22), nous avons
xo = x(top = 0) = 0. Maintenant, en fixant ¢ = 0 dans les équations (4.40) et (4.41), nous

obtenons le systeme d’équations algébriques suivant

b=20
(4.45)
0.52109 a + 1.1276 b — 2.25122 =0
qui a pour solution a = 4.32018 et b = 0. En substituant les valeurs obtenues de a

et b et la valeur de ¢ dans ’équation (4.35), nous obtenons la trajectoire optimale

approximée suivante

T*(t) ~ 24(t) = 0.036 t° — 0.08203 t* 4 0.72003 t* — 0.98438 1? + 4.32018 ¢ (4.46)

et

T*(t) ~ do(t) = 0.18001 t* — 0.32813 +* + 2.160091 t* — 1.96875 ¢ + 4.32018  (4.47)

donc pour t =ty = 0, nous obtenons

2*(0) =0 et &(0) = 4.32018 (4.48)

et I’équation (4.44) donne le controle optimal suivant

w*(0) = 4.32018 (4.49)

qui est appliqué au systéme sur la période d’échantillonnage [0,0.1], et ce processus de
calcul est répété aux instants d’échantillonnage suivants t; = 0.1, t5 = 0.2 et ainsi de

suite.

Les résultats de simulation obtenus pour z%(t) = 2 avec une perturbation d(t) = —2
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appliquée a t = 5 sont donnés par la Figure 4.2. La valeur du contréle optimal u*(0)
donnée par I'équation (4.49) est indiquée en rouge sur la Figure 4.2. 1l est clair que, les
résultats obtenus montrent que 1'état x(t) atteint la consigne désirée z%(t) et leffet de la

perturbation est parfaitement rejeté.

Pour réévaluer les performances de I’approche de controle a I'horizon fuyant proposée,
des simulations sont effectuées en supposant trois profils pour la référence désirée z%(t)

donnés comme suit :

e Cas1:
2 1t
(1) { Sofed (4.50)

e Case 2 : #(0) = 3, 2%(t) = t et A t = 5 une perturbation d(t) = 5 est appliquée au

systeme.

e Cas 3: 2(0) = 1, 2¢(t) = sin?(¢) et & t = 3 le systéme est perturbé en imposant une
perturbation d(t) = 20. Notez que, dans ce cas, la référence désirée x(t) est une
fonction non linéaire qui présente une variation rapide, la période d’échantillonnage

est prise égale a 0.01.

Le systeme d’équations algébriques a résoudre, a chaque temps d’échantillonnage, est

donné comme suit :

e Cas 1 : Equations (4.40) et (4.41).

e Cas 2 :
12 o3 2 151
xtiat xa(ti)b = i+ o5 = 2+ = o) (4.51)
t5+N t4+N t3+N t2+N
t; )b =t dNe  7iANe | iANe  Zi+Ne 4.52
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e Cas 3: y I P

xa(ta+xalti)b =i = ze2 + 5 = o) (4.53)

2 t4+N t3+N t2+N
t; t,)b = sin®(t; n.) — ——==< e e 4.54
Xi(t)a+ Xa(1)b = sin(tsyx,) — Lo 4 e Tied (1.54)

Les fonctions x1(t) et x2(t) sont données respectivement par les équations (4.42) et (4.43).

25 ; ; ‘ ; 5
2 4
=
15 3H
= K
1 2
05 : (1) 1t :
0 0 ;
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

F1a. 4.2: Exemple 1 (cas 1) : Trajectoires optimales de I'état z(t) et du controle wu(t).

35 : : : : 5
3
4
25
2 3
15 )
1
1 L
05 a(t)
a(t)
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

F1a. 4.3: Exemple 1 : Trajectoires optimales de 1'état x(t) et du controle u(t).
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F1a. 4.4: Exemple 1 (cas 2) : Trajectoires optimales de I'état z(t) et du controle wu(t).

Les résultats de simulation obtenus donnés par les Figures 4.2 a 4.5 montrent a la fois
le suivi des références et les capacités de rejet des perturbations de 'approche de controle

a I’horizon fuyant proposée.

Exemple 2

On considere le probleme de controle optimal non linéaire suivant

win J(u(t)) = /0 () — 2(t))? + u(t)’dt, (4.55)

sous les contraintes
i(t) = =2 e 2O py(t) +d(t), (4.56)
2(0) =0 (4.57)

Le probleme de controle optimal a résoudre a chaque temps d’échantillonnage est :
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F1a. 4.5: Exemple 1 (cas 3) : Trajectoires optimales de I'état z(t) et du controle wu(t).

t;+At N.
m(igl J(u(t)) = / (z(t) — (1)) + u(t)*dt, (4.58)
u(t t;
sous les contraintes
i(t) = =2 e 2% pu(t) +d(t), (4.59)
x(t; + At N.) =z, (4.61)

Le probleme variationnel obtenu en substituant w(t) résultant de (4.59) est le sui-

vant :

R ti+At N.
I;l(glj(.%(t)) = /t (20(t) — 2(t))? + (2(t) + 2 e 2 *W)2dL, (4.62)

i
sous les contraintes

x(t; + At No) =z, (4.64)
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La condition d’optimalité correspondante, c’est-a-dire 1’équation d’Euler-Lagrange

(4.13) avec leurs conditions aux limites associées, est donnée comme suit

i(t) +8e 4 W —z(t) + 2%(t) =0 (4.65)
x(t;) = x; (4.66)
ot + At N,) = af, . (4.67)

Une solution approchée de l'équation (4.65) peut étre obtenue en utilisant la fonc-

tionnelle de correction suivante :

Tpe1(t) = zx(t) + /Ot A(s) (Zx(s) + Se k(8] — 24 (s) + 2%(s)) ds (4.68)

avec \(s) = s —t.

En supposant que z¢(t) = c¢ et on choisissant la solution initiale zo(t) = at + b,
apres N = 1 itération, la fonctionnelle de correction (4.68) donne la solution approximée

suivante :

b 9p—4b —A(b+at) o —db
x<t)m1(t)zﬁt3+(__f)t2+<a— = )t—e FC 0y (469)

avec une tolérance € = 1073,
Le systeme d’équations algébriques a résoudre a chaque instant d’échantillonnage en

imposant les conditions aux limites (4.66)-(4.67) est donné par :
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a b c 2674{1 674(b+ati) €f4b
— 3 ——— )¢ — t; — b=uz; 4.70
z+( )1+<a ) 53 +2a2+ x (4.70)

a 3 b c 9 267417 674(b+ati+Nc) 6746
- t’i+Nc+ <—_—> t’L+NC+ (CL_ a ti+Nc — 20/2 + 2(12 +b:C (471)

La résolution des équations (4.70)-(4.71) donne les parametres a et b qui minimisent
(4.58). En substituant les parametres a et b dans (4.15), nous obtenons la trajectoire

optimale z*(t) ~ z7(t) et le controle optimal résultant de (4.59), c’est-a-dire

ut(t) = a*(t) +2 e 270 (4.72)

et seul le controle par morceaux wu*(t;) est appliqué sur la période d’échantillonnage

[ti, tit1]. Les simulations concernent les cas suivants :
e Cas1: At=0.1, 2%(t) =c=1letat =05, d(t)=5

e Cas 2: At =0.01, 2%(t) = c=sin(t) et a t = 5, d(t) = 20 avec x(0) =1

Remarque 4.5.

Notons que, dans les deux cas, initialement la perturbation d(t) = 0 et la solution ap-
proximée de l’équation d’Euler-Lagrange (4.65), obtenue par la fonctionnelle de correction
(3.10), est obtenue en effectuant une itération (N = 1).

A partir des résultats de simulation obtenus, illustrés par les Figures 4.6 et 4.7, nous
observons que 'approche proposée pour le controle a I'horizon fuyant est efficace car les

problemes de poursuite et de régulation sont réalisés de maniere satisfaisante.

4.4 Reésolution par le principe du minimum

Dans cette section, nous proposons de résoudre le probleme de controle optimal

(4.1)-(4.3) en utilisant le principe minimum (méthode indirecte), c’est-a-dire de résoudre
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F1G. 4.6: Exemple 2 (cas 1) : Trajectoires optimales de I'état z(t) et du controle wu(t).

les conditions d’optimalité suivantes :

(t) = Ve H(z(t), p(t),u(t),t) (4.73)

p(t) = =Vaw H(x(t), p(t), ult), 1) (4.74)

en utilisant VIM, c’est-a-dire, la fonctionnelle de correction (3.10) avec H est le

Hamiltonien défini comme suit :

+ " (0)f (x(t), u(t), 1), (4.75)

et la loi du controle qui minimise le Hamiltonien H est donnée par

YV H(x(t),p(t), u(t), z(t),t) = 0 (4.76)
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F1a. 4.7: Exemple 2 (cas 2) : Trajectoires optimales de I'état z(t) et du controle wu(t).

En effet, a chaque instant d’échantillonnage t;, une loi de contrdle optimal wu}(t)
est déterminée en résolvant les équations de Hamilton-Pontryagin (4.73)-(4.74) avec les

conditions aux limites suivantes :

x(t; + At N,) = af, . (4.78)

Pour résoudre les équations de Hamilton-Pontryagin (4.73)-(4.74) et approcher le
probleme (4.1)-(4.3) avec la méthode de l'itération variationnelle, nous écrivons les

fonctionnelles de correction correspondantes aux équations (4.73)-(4.74) comme suit
(7, 179] :

T (t) = zx(t) —I—/O Ao (8) (4(8) = Vo) H* (zi(8), pu(s), z%(s), 5)) ds (4.79)

Pria(t) = pi(t) + /0 () (Br(s) = Vg H' (2(5), pr(s), 2(s), 5)) ds (4.80)
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ot Ao(8) = [y (8), A (), s Aa (8)]T et Ap(s) = [Ap,(8), Apa(8), -, Ay (8)]T, ol

Au; (8) et Ap,(s)(2 =1,...,n) sont les multiplicateurs de Lagrange qui valent
Az (8) = Api(s) = —1 (4.81)
avec
H” (mk(8>’ pk(s)7 md(8)7 8) = H(IL‘k(S), pk<s)7 xd(8)7 3) |u(t):¢(:ck(s),pk(s),a:d(s),s) . (482)

En remplacant les valeurs des multiplicateurs de Lagrange . (s) et A, (s) dans les

fonctionnelles de corrections (4.79)-(4.80), nous obtenons les formules itératives suivantes :

Ty (t) = xp(t) — /0 (2x(s) — Vi) H (xr(s), pi(s), z%(s), 8)) ds (4.83)

Pr1(t) = pi(t) — /0 (Pr(8) — Vo) H* (z1(5), pi(s),2%(s), 5)) ds (4.84)

Pour démarrer le processus itératif (4.83)-(4.84), nous devons d’abord avoir une
approximation initiale zo(t) et po(t). Ces dernieres peuvent étre choisies comme des
fonctions a parametres inconnus qui peuvent étre identifiés en imposant les conditions
aux limites (4.78). En supposant que z((t) = x; et po(t) = p;, une solution analytique

approchée (4.83)-(4.84) peut étre obtenue sous la forme suivante

z(t) = an(t) = fulzi, pist) (4.85)

p(t) = pn(t) = fplwi, pist) (4.86)
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ou f, et f, sont des fonctions vectorielles. Notez que la variable x; est connue et
représente la mesure actuelle tandis que p; € R™ est un vecteur inconnu de parametres a
déterminer comme expliqué ci-dessous. Notez que les solutions approximées zy(t) et py(t)
peuvent étre obtenues hors ligne en utilisant un langage de programmation symbolique.
Maintenant, en imposant la condition aux limites (4.78), nous obtenons le systéme

d’équations algébriques suivant

hx(fﬁ'z’,pi, ti+Nc) = xd(tz#Nc) (4-87)

et sa résolution donne le vecteur inconnu p;. Dans ce qui suit, cette solution est

notée p; et les trajectoires optimales correspondantes sont

2" (t) = ha(2i, 05, t) (4.88)

et
p*(t) = hy(zi, pi, 1) (4.89)

4.4.1 Algorithme de ’approche proposée

L’approche de controle a horizon glissant proposée est résumée comme suit :

1. obtenir la mesure actuelle z(t;) = x;,
2. résoudre le systéme d’équations algébriques (4.87) pour obtenir pf,

3. calculer les valeurs des trajectoires de controle optimales x*(t) et p*(¢) au temps

d’échantillonnage t;, c’est-a-dire xz*(t;) et p*(t;),

4. calculez le controle optimal u*(¢;) a appliquer au systeme dynamique en utilisant
I'équation (4.76).

Ces quatre étapes sont répétées a chaque instant d’échantillonnage ¢;.
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4.4.2 Exemple d’application

Exemple

Considérons le probleme de controle prédictif suivant

. _ Oomd — ()2 4+ u(t)?
win/ (u(t)) = /0 (@) — x(2))” + u(t)"dt, (4.90)

sous les contraintes

(t)
z(0)

(e + 1) o(t) + u(t) + d(¢), (4.91)
0.

Le probleme de controle optimal a temps fini a résoudre a chaque instant d’échantillonnage

est donné comme suit

t;+At N,
m(ltglJ(u(t)) = / (z(t) — (1)) + u(t)?dt, (4.93)
sous les contraintes
i(t) = (e + 1) x(t) +u(t) +d(t), (4.94)
x(t; + At N.) = xf, . (4.96)
En supposant que la perturbation d(¢) = 0, le principe du minimum donne la loi

de controle optimal suivant :

ut(t) = ——= (4.97)



et le vecteur des variables adjointes p(t) est déterminé en résolvant les conditions d’opti-

malité suivantes (équations de Hamilton-Pontryagin) :

i(t) = (e +1) x(t) — ]@ (4.98)
P(t) = —(e7 +1) p(t) + 2 (2(t) — (1)) (4.99)

Une solution approximée des équations (4.98)-(4.99) peut étre obtenue en utilisant

les fonctionnelles de correction (3.10) comme suit :

D1 () = 2x(t) + /0 Aa(s) (y'ck(s) — (€72 4 1) zy(s) + pkés>> ds (4.100)

Prt1(t) = pk(t)+/0 Ap(8) (Pr(s) + (67 + 1) pi(s) — 2 (z%(s) — z(s))) ds (4.101)

avec A\;(s) = A,(s) = —1. En remplagant ces valeurs dans les fonctionnelles de cor-

rections (4.100)-(4.101), nous obtnons les formules itératives suivantes :

Tppr (1) = 21 (1) — /0 t (i:k(s) — (€2 4+ 1) ay(s) + 2 ’“2(S)> ds (4.102)

Pra1(t) = pr(t) — /0 (Pr(s) + (€7 + 1) pu(s) — 2 (z%(s) — zx(s))) ds  (4.103)

avec une approximation initiale zo(t) = x; et po(t) = p;.
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L’approche proposée résumée a la fin de cette section est mise en ceuvre pour
résoudre le controle prédictif. Les performances de poursuite et de régulation sont évaluées

par simulation numérique pour trois profils de la référence désirée x4(t) définie comme suit :
1. 24(t) = 6,
2. z(t) =t,
3. 24(t) = sin(t).

Dans tous les cas, une impulsion de magnitude d(t) = 2 est appliquée a t = 3 comme

perturbation.

7 ‘ : : : 15
6 /\
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5
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3 5
3 0
2
1 () N
24(t)
0 -10 ; ‘ ;
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
¢ t

F1G. 4.8: Exemple (cas 1) : Trajectoires optimales de I’état x(t) et du controle u(t).

Les résultats obtenus (Figures. 4.8-4.10) montrent clairement U'efficacité de I"approche
proposée. On peut voir que le controleur prédictif proposé assure le suivi et rejette
completement effet de la perturbation. Les variations du controle u*(t) sont aussi ac-

ceptables.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche de controle prédictif basée sur la

méthode de l'itération variationnelle. Le principe de cette approche consiste a résoudre, a
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F1G. 4.9: Exemple (cas 2) : Trajectoires optimales de I’état x(t) et du controle u(t).

chaque instant d’échantillonnage, un systeme d’équations algébriques au lieu d’un probleme
d’optimisation. Cet ensemble d’équations algébriques est obtenu hors ligne en résolvant,
a l'aide d’une fonctionnelle de correction, les conditions d’optimalité (équation d’Euler-
Lagrange ou équation d’Hamilton-Pontryagin) d’un probléme de contréle optimal formulé
sur un horizon de controle et en imposant ses conditions aux limites associées. Une fois les
équations algébriques résolues, les trajectoires optimales de ’état et du controle sont faci-
lement calculées. Ensuite, seule la valeur du controle optimal au temps d’échantillonnage
actuel est appliquée au systeme dynamique sur une période d’échantillonnage. Le pro-
cessus de résolution du systeme d’équations algébriques est répété au prochain temps
d’échantillonnage en supposant les nouvelles conditions aux limites résultantes. Les perfor-
mances de poursuite et de rejet des perturbations par 'approche proposée sont évaluées

par simulation numérique.

Comparativement aux travaux reportés dans la littérature, dans le cadre de la résolution
du probleme de controle prédictif, les scientifiques se sont basés sur la recherche et le
développement des algorithmes d’optimisation globale qui doivent étre convergeant et ra-
pides vu que la résolution du controle optimal sur un horizon de prédiction est limitée par
la période d’échantillonnage ; c¢’est-a-dire la résolution du probleme d’optimisation sur un
horizon de prédiction doit étre inférieure ou égale a la période d’échantillonnage. La plupart
des algorithmes d’optimisation nécessitent une estimation initiale qui peut converger vers
une solution locale ce qui influe les performances en boucle fermée et la stabilité. Aussi les
contributions se sont focalisées sur ’approximation des conditions d’optimalité en utilisant

des méthodes numériques, mais ces méthodes restent moins précises et numériquement
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F1a. 4.10: Exemple (cas 3) : Trajectoires optimales de 1’état x(t) et du controle u(t).

instables, elles ne sont pas efficaces pour les systemes d’équations différentielles avec une
dynamique rapide et lente. Ceci a motivé le travail réalisé dans cette these pour développer
une approche qui nous permet de résoudre a chaque instant d’échantillonnage, un systeme
d’équations algébriques au lieu d’'un probleme d’optimisation et sans passer par aucune

approximation préalable.
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Conclusion générale

Le probleme que nous avons abordé dans de cette these s’inscrit dans le cadre de
controle prédictif des systemes non linéaires. Dans un controle prédictif, un probleme
d’optimisation est résolu en ligne pour déterminer la séquence de controle a appliquer
au systeme a controler. Lorsque le systeme a controler est non linéaire, le probleme d’op-
timisation a résoudre est de nature aussi non linéaire. Ainsi, la résolution de ce probleme
d’optimisation nécessite I'utilisation d’algorithmes tres puissants (déterministes, stochas-
tiques ou hybrides) permettant de localiser la solution en un temps inférieur a la période
d’échantillonnage. Si cette contrainte de temps de convergence peut étre satisfaite pour
les systemes a dynamique lente, pour les systémes non linéaires dont la dynamique est
rapide, le probleme reste ouvert et constitue un axe de recherche actif. Ainsi, le travail
de recherche réalisé dans le cadre de cette these constitue une contribution au controle
prédictif non linéaire a dynamique rapide. L’idée principale consiste a remplacer le proces-
sus d’optimisation par la résolution d’un systeme d’équations algébriques.

Apres avoir introduit des généralités sur le controle optimal des systemes dynamiques,
le principe et les différents éléments du controle prédictif ont été présentés. Par la suite,
nous avons exposé la méthode de l'itération variationnelle utilisée pour la résolution des
équations différentielles ordinaires. Puis, nous avons proposé une variante de controle
prédictif pour les systemes non linéaires basée sur la méthode de l'itération variationnelle.

La plupart des travaux rapportés dans la littérature utilisent des méthodes d’optimisa-
tion globale pour la résolution du probleme de controle prédictif. Bien que ces méthodes
globales améliorent les performances en boucle fermée, leur application reste limitée aux
systemes a dynamiques lentes. Pour les systemes a dynamiques rapides, la solution opti-
male n’est pas toujours garantie et atteignables en un temps qui ne dépasse pas la période
d’échantillonnage. Ceci a inspiré le travail réalisé dans cette these pour concevoir une

méthode de résolution du probleme de controle prédictif sans 'utilisation de méthodes
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d’optimisation.

Comme la séquence de controle optimal doit étre disponible en un temps inférieur
ou égal a une période d’échantillonnage, nous avons opté pour des méthodes indirectes
qui sont le calcul des variations (équation Euler-Lagrange) et le principe du minimum
de Pontryagin. Ces deux approches représentent des outils mathématiques tres efficaces
pour résoudre les problemes de controle optimal (optimisation dynamique) sur un horizon
fini. En utilisant ces méthodes, des conditions d’optimalité exprimées par des équations
différentielles peuvent étre facilement obtenues pour le probleme de controle optimal. Pour
résoudre ces conditions d’optimalité, nous avons proposé d’utiliser une méthode itérative
semi-analytique qui permet de résoudre, sans discrétisation ou linéarisation, les conditions
d’optimalité. La méthode utilisée est la méthode de l'itération variationnelle.

Le principe de cette méthode consiste & utiliser une formule de correction (schéma
itératif) pour déterminer la solution en partant d’une solution initiale & choisir avec des
parametres inconnus. Puis, a partir de cette solution initiale, on integre les conditions
d’optimalité en utilisant la méthode des itérations variationnelles sur I’horizon de controle.
Ainsi, a chaque instant d’échantillonnage, un systeme d’équations algébriques est obtenu
en imposant les conditions aux limites. La résolution de ce systeme d’équations algébriques
permet d’identifier les parametres inconnus de la solution initiale et d’obtenir la séquence
de controle optimal. Si plusieurs solutions sont obtenues, on considere celle qui minimise
le critere de performances considéré. Par conséquent, la solution globale est obtenue ce qui
permet d’améliorer davantage les performances en boucle fermée performances (stabilité,
poursuite de consigne et rejet de la perturbation). Rappelons qu'une fois la séquence de
controle optimal est obtenue, seul le premier controle optimal est appliqué au systeme a
controler. Puis, I’étape de résolution du systeme algébrique est répétée en considérant la
nouvelle condition initiale (état actuel du systéme) jusqu’a ce que I’horizon de temps soit
completement parcouru.

Les performances de I'approche proposée ont confirmés par les résultats de simulation
obtenus en considérant certains exemples d’applications. Les résultats obtenus démontrent
clairement les capacités de poursuite et de rejet de perturbations de I'approche proposée.

Le controle prédictif des systemes non linéaires a dynamiques rapides, reste un do-
maine de recherche peu exploité dans la littérature. Généralement, le probleme de controle
prédictif est résolu en utilisant des méthodes directes. Les méthodes indirectes sont rare-
ment considérées malgré leur efficacité. De plus, la résolution d’un probleme de controle
prédictif d’'un systeme non linéaire passe souvent par une approximation ou linéarisation
ce qui limite le domaine de validité, par conséquent les performances en boucle fermée.

En résumé, les contributions de la présente these peuvent étre résumées dans les points
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suivants :

— une approche pour le controle prédictif d'un systeme non linéaire a dynamique rapides
est proposée,

— le processus d’optimisation dans un controle prédictif est remplacé par la résolution
d’'un systeme d’équations algébriques,

— l’approche proposée fait partie des méthodes indirectes. Rappelons que ces méthodes
sont tres efficaces, néanmoins leur application dans le cadre d’un controle prédictif est
tres difficile. Ainsi, en utilisant la méthode de l'itération variationnelle, nous pouvons
surmonter cette difficulté.

Les résultats obtenus dans le cadre de cette these motivent ’exploration de certaines
pistes intéressantes et prometteuses dans le cadre de controle prédictif basé sur la méthode
de l'itération variationnelle. Parmi elles, nous pouvons citer :

— le controle des systeémes non linéaires avec contraintes sur 1’état et le controle,

— le controle des systemes a parametres variants.

— T'utilisation d’autres méthodes semi-analytiques, par exemple la méthode d’Adomian

3] et la méthode de la perturbation homotopique [126].
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