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INTRODUCTION GENERALE

DEPUIS I'antiquité 1’homme a toujours eu pour objectif de voyager dans

le temps ou de réussir a prédire I'avenir et ainsi pouvoir réaliser les
meilleures prises de décisions, lui permettant de faire le moins d’erreurs et
d’aboutir a un risque de perte quasiment nulle.

L’analyse de séries temporelles et la prédiction de celle-ci seraient compa-
rables dans le monde des mathématiques au calcul de la probabilité d'un
événement sachant un événement passé, dans le monde de l'informatique a
I'apprentissage automatique des réseaux de neurones (Machine Learning).

Il existe différentes catégories de modeles de séries temporelles parmi elles les
plus connues sont :

— Modeles linéaires : AR(p)(Auto-Regressif) et Ma(q)(Moving-Average)

une généralisation de ces deux modéles donnent le modele ARMA(p,q)

— Modeles conditionnels : ARCH (Auto-Regressive Conditional Heteros-

kedasticity) et une forme générale de ce modele GARCH(p,q)

— Le modele principal soumis a notre étude est le modele auto régressif a

coefficient aléatoire noté RCA(p)

Les modeles auto-régressifs a coefficients aléatoires ont été principalement
introduits par Nicholls and Quinn en 1982, un tres grand intérét leur est porté
dans divers domaines d’applications, notamment dans le domaine de 1’écono-
métrie, la médecine, la météorologie, le traitement du signal,. . ..

Ce mémoire s’inscrit dans cette thématique et a pour objectif de dévelop-
per diverses méthodes d’estimations des parametres des modeles RCA.Il est
organisé comme suit.

Le premier chapitre nous permet d’'introduire les principales notions de séries
temporelles, notamment la notion de processus stochastique et de stationnarité,
et un rappel sur les différents modeles sera présenté.

Dans le second chapitre, nous allons introduire le modéle auto régressif a
coefficient aléatoire RCA d’ordre 1 et p. On s’intéressera ensuite aux condi-
tions de stationnarité d'un modeéle RCA(1) mis en avant par Nicholls and
Quinn(1982)[8]. Enfin nous allons mettre en ceuvre un programme de simu-
lation permettant de générer les trajectoires un RCA(1) et un RCA(2) et de
présenter ces deux modeles avec la variation des différents parametres .

Dans le dernier chapitre, nous allons introduire la notion d’estimation par les
différentes méthodes proposées notamment, par I’estimation des moindres car-
rées notée (EMQC) et I'estimation du maximum de vraisemblance noté (EMV).
On évoquera aussi la notion de consistance et la normalité asymptotique de
ces estimateurs. Une étude comparative des performances des estimateurs
par simulation sera détaillée,et cela, en retenant, l'erreur quadratique comme
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critére de comparaison(MSE).
Ce mémoire est achevé par une conclusion portant certaines perspectives
futures.



1.1

1.2

Définition 1.1

(GENERALITES SUR LES SERIES
CHRONOLOGIQUES

INTRODUCTION

Dans ce premier chapitre nous avons rappelé les principales notions de
base nécessaires pour la maitrise de la suite du mémoire thématique. Il sera
question d’introduire la notion de processus stochastique et de stationnarité
toute en donnant la fonction d’autocovariance et d’autocorrélation. Enfin, les
principaux modeles et leurs caractéristiques seront mis en exergue. Afin de
bien illustrer les caractéristiques de ces modeles, 1’étude sera accompagnée
par des simulations et traitements de données réelles avec le langage de
programmation R. Pour précision, l'illustration se fera a base d'un exemple
d’application concret de I'indice boursier suisse [SMI Swiss Market Index (hors
réinvestissement des dividendes)].

PROCESSUS STOCHASTIQUES

Un processus stochastique ou processus aléatoire ou fonction aléatoire
représente une évolution, discrete ou a temps continu, d’une variable aléatoire.

On appelle processus stochastique ou processus aléatoire toute famille de variables
aléatoires Xy. Cela signifie qu’a tout t € T est associée une variable aléatoire prenant ses
valeurs dans un ensemble numérique E. On le note {X;, t € T}. Si T est dénombrable,
on dit que le processus est discret; si T est un intervalle, on dit que le processus est
continue.



1.3

Définition 1.2

Définition 1.3

1

Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

STATIONNARITE

La stationnarité reflete la capacité d'un processus a ne pas dépendre de
I'indice temporel.

Un processus {Xy; t € Z} est dit faiblement stationnaire ou encore stationnaire si :
1. B(X;) =mp=m < oo, VteT.

2.E(X?) =0} =02<o, VteT.

3. Cov(Xy, Xs) = E((X; — E(Xy))(Xs — E(X;))) = vx(t,5), Vs, teT.

Remarque :

‘ On peut remarquer clairement que 3 = 2 ‘

En posant t=s dans la proposition 3 on a ainsi :

COV(Xt, Xt) = V(Xt) =g < oo

et on sait que : V(X;) = E(X?) — E(X;)? <= ¢ = E(X?) — m?
et on aboutit donc : E(X?) = c+m? = ¢°> =2

Un processus {Xy;t € Z} est dit fortement stationnaire (stationnaire au sens
stricte), si les lois finis-dimensionnelles sont invariantes par transition : ¥V h >o et
(t1,t2..., tw)€ Z, n € IN*, le vecteur(Xy,, Xt,, ..., Xt,) a la méme loi que le vecteur
(Xty+1r Xtythy s Xt +1). En particulier Xy et Xy ont la méme loi V th € Z,

( donc la loi ne dépend pas du temps).

APPLICATION SUR L'INDICE BOURSIER EN SUISSE AVEC R

Dans un premier temps on commence par installer les packages nécessaire
a 'importation et au traitement des données des library avec la fonction ins-
tall.packages, les library qui nous intéressent dans notre cas sont data.series et
tseries.

#installation des packages nécessaire ‘a 1l’extraction
et 1’analyse des données

3 install.packages ("tseries")

4

install.packages ("dataseries")

5 #Une fois installés, ils doivent étre chargés dans la session

pour étre utilisés.
library (tseries)
library (dataseries) 1}
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Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

Par la suite nous importons les données nécessaires de l'indice boursier
suisse[SMI Swiss Market Index (hors réinvestissement des dividendes)] et nous
tracerons le graphe de 'indice boursier en suisse.

> #Importation des données de la dataseries

a=dataseries::ds ("ch_snb_capchstocki.gdr",’ts’)
#fonction pour réaliser le graphe

5 plot (dataseries: :ds ("ch_snb_capchstocki.gdr","ts"),ylab="Indice de

performance en suisse",xlab="années",main="Indice Boursier en
Suisse")

Indice Boursier en Suisse

15000
|

10000
|

Indice de performance en suUisse

5000
|

| | | | | | |
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

annees

FIGURE 1.1 — Graphe de I'évolution de l'indice de performance au cours du temps

AUGMENTED DICKEY-FULLER TEST

Le test augmenté de Dickey-Fuller ou test ADF est un test statistique qui
vise a savoir si une série temporelle est stationnaire c’est-a-dire si ses propriétés
statistiques varient ou pas dans le temps.
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Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

On applique la fonction adf.test pour étudier la stationnarité des données
qu’on a pu extraire

#Etude de la stationnarité
adf.test (a)

FIGURE 1.2 — Résultat de I'étude de la stationnarité de 'ensemble de données collectées

On remarque que I'’hypothese alternative est accepté et donc que cette série
n'est pas stationnaire, car la p-value est évalué a 0.9443 et afin de pouvoir
accepter cette hypothese, il faut que la p-value < 0.05.

On utilise ainsi la fonction diff qui calcule la différence entre des éléments
consécutifs du vecteurs pour que cette série devienne ainsi stationnaire et on
on réalise le graphe de la nouvelle série stationnaire.

On écrira alors la nouvelle partie du code ainsi :

#fcette série ne semble pas stationnaire

b=diff (a)

plot (b, ylab="Indice de performance en Suisse",xlab="années", main="
Indice Boursier en Suisse")

Nous remarquons maintenant que la stationnarité s’observe sur le graphe sui-
vant et que nous avons :
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Indice Boursier en Suisse
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FIGURE 1.3 — graphe de la série stationnaire de l'indice boursier en Suisse

1.5 ERGODICITE

Théoreme 1.1 (Birkoff) Le processus {X;, t € Z} est dit ergodique si :
Vk € IN*,V¢ : R — R mesurable et bornée;

N-1
lim 1 Xpi1, 0 X =E(¢(Xy,..., X
m pgo P(Xp11 p+k) (p(X4 x))

Plus généralement, un processus est dit ergodique si il satisfait la loi forte
des grands nombres. Bien évidemment, le concept est plus large mais nous
nous contenant de cette définition.

Remarque : Toutes transformation par une application mesurable d'un pro-
cessus ergodique et stationnaire est ergodique et strictement stationnaire.

1.6 FONCTION D’AUTOCOVARIANCE

Définition 1.4 (Brockwell, P. J.,Davis, R. A 2009) La fonction d’autocovariance y(h) he Z mesure la
covariance entre une variable et cette méme variable a des dates différentes, pour un
délai h :
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v(h) = Cov(Xt, Xiin) = E((Xe — B(Xt)) (Xpyn — E(Xe4n)))-
=x(tt+h)=7(t+h—t]) =~(h)

Avec : y(0) = V(X;) = 0%.

Propriétés de la fonction d’autocovariance : La fonction d’autocovariance

d’un processus stationnaire est une fonction :
1. Paire : y(—h) =y(h), VheZ.
n n

2. définie semi-positive : Z Z aajy(ti—t;) >0, VnelN,Va €R,Vt €Z.
i=1j=1

1.7 BrulT BLANC

Définition 1.5 Un processus { Xy, t € Z} est un bruit blanc faible oir bruit blanc de moyenne nulle et
de variance o noté :

Xt ~ BB(0,0?) ou I'on considere que BB est une abréviation pour Bruit Blanc.
Ainsi on notera la fonction d’autocovariance d'un tel processus {X;, t € Z} :

02sih =0,

W’):{ 0sih#0.

Définition 1.6 ~ Un Bruit Blanc Fort est une suite de variable aléatoire indépendantes et identiquement
distribuées de variance finie.
Alors si { Xy, t € Z} est i.i.d et de variance finie on dit que c’est un Bruit Blanc Fort.

1.8 AUTOCORRELATION

[Brockwell, P. J.,Davis, R. A 2009] L'un des principaux intéréts de la modéli-
sation chronologique dune expérience aléatoire est sa structure de corrélation
temporelle, en d’autres termes sa structure d’autocorrélation. Il existe plusieurs
outils permettant de caractériser 1’autocorrélation d’une série chronologique.

Définition 1.7  Soit {X;;t € Z} un processus stationnaire, la fonction d’autocorrélation d'un tel
processus est définie en fonction de la fonction d’autocovariance y(h) et on la note

o(h) :
v(h)
h)=—<,VheZ.
Définition 1.8  L'autocorrélation partielle d’ordre h, noté t(h), représente le coefficient de corrélation
entre :

— Lerésidu Xy — Pgyrx, , 4. x, 1) Xt de la régression de Xy par X;_p_1, ..., Xi—1

— Le résidu Xin — Pgprx, , .. x, 1 Xt de la régression de X, par
Xf*h*l/ s X1
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Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

En d’autre termes on a :

Xp=mXp 1 +ary+Xp o+ +ap 1 Xppr1 +W

Xin=p1Xs1+ b2+ Xe2+ .+ Bp1Xsp1 +R

On peut écrire alors :
t(h) = Corr(W,R) = Corr(X; — Psyix, X1} Xts Xeon — PS_p{Xt,h,],,..,Xt,l}Xf—h)

Oit Pyrx, , ..x,,} représente la projection du sous espace fermé du processus
{Xt;t S Z}

Cette fonction mesure le degré de dépendance entre les valeurs d’une série
a des instants différents.
L’autocorrélation partielle permet de mesurer la autocorrélation a des instants
différents en supprimant 1’effet des variables intermédiaires.
Elle sert comme outils de mesure dans I'identification de la partie autorégressif
des modeles ARMA.

SIMULATION DE L'INDICE BOURSIER EN SUISSE LANGAGE R

On reprends le méme exemple d’application cité précédemment, et on ap-
plique la fonction d’autocorrélation acf et la fonction d’autocorrélation partielle
pacf a ces données stationnaire

#fonction d’autocorrélation
acf (b)

Une représentation de la fonction d’autocorrélation simple associées aux don-
nées précédemment utilisées pour 1'indice boursier financier nous permet d’ob-
tenir ce graphe
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Series b

08 08 1.0
| |

ACF

04

Lag

FIGURE 1.4 — Graphe d’autocorrélation ACF

10



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

La droite horizontale pointillée sur le graphique issu de la fonction "acf"
nous indique le seuil critique au-dela duquel 1’autocorrélation est considérée
significative.

Toutes les lignes se terminant en dehors de la bande de confiance signifient que
la série chronologique présente une autocorrélation dans la période indiquée.

Et pour la fonction d’autocorrélation partielle on écrit :

1
> #fonction d’autocorrélation partielle
3 pacft (b)

Series b

0.03
|

002
|

0.01
|

0.00

Partial ACF

-0.01

-0.02

-0.03

0.00 0.05 0.10 0.15

Lag

FIGURE 1.5 — Graphe d’autocorrélation partielle PACF
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1.10.1

Définition 1.9

1.10.2

Définition 1.10

1.10.3

Définition 1.11

1.11

1.11.1

Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

OPERATEUR RETARD ET OPERATEUR DIFFERENCE

Opérateur retard

L’opérateur retard, notée B décale le processus d'une unité de temps vers le passé :
B(X;) = X;_1.

Si on appelle n fois cet opérateur, on décalera le processus de n unités de
temps :
B(B(B(..B(X;...))) = B"(X;) = X¢—n.
Opérateur différence

L’opérateur différence, noté A fait la différence entre le processus et sa version décalée
de une unité de temps. Cet opérateur se construit en fonction de I'opérateur retard :

AXy) =X — Xp1 = Xy — B(Xy),

donc
A=1-B,

ot I est I'opérateur Identité c’est a dire que

H(Xt) - Xt.

Opérateur Avance

L’opérateur avance, noté IF avance le processus d’une unité de temps vers le futur :
F(X¢) = Xit1,

Si on appelle n fois cette opérateur, on avancera le processus de n unités de
temps :
F(F(F..F(X;...))) = F"(X;) = X¢4n.

ESPERANCE ET VARIANCE CONDITIONNELLE

Espérance Conditionnelle

L’espérance conditionnelle permet de calculer ou d’émettre des prévisions
optimale d"un processus {X;, t € Z}. Si elle dépends d’évenements passés alors
on l'appellera espérance conditionnelle.

Définition 1.12 (Brockwell, P. J.,Davis, R. A 2009)

1.11.2

E(X|F) = X1 Vs <t

ot F représente I'ensemble des données collectées jusqu’a l'instant s.

Variance conditionnelle

[Brockwell, P. J.,Davis, R. A 2009] La notion de variance conditionnelle est
défini a partir de la précédente de 1'espérance conditionnelle on notera alors :

V(Xi| Fo) = B(XF|F) — (B(X:|F))%
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1.11.3 Propriétés générales de I'espérance et la variance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire dans L! (QQ, A, IP), on note B la sous tribu de
A.

— Pour tous réels a et b et toute variable aléatoire X intégrable on a :
E(aX + b|F;) = aE(X|Fs) + b.
V(aX +b) = a*V(X|Fs).
— Pour toutes variable aléatoire X; et X; intégrable on a :
E(X; + Xo|Fs) = E(X1|Fs) + E(X2] Fs).
— Si Xj < Xp psalors:
E(X1|Fs) < E(Xa|Fs).

ou F; représente I’'ensemble des données collectées jusqu’a I'instant s.

1.11.4 Densité spectrale

Définition 1.13 (Brockwell, P. ], Davis, R. A 2009)  Soit {Xy;t € Z} un processus stationnaire de fonc-
tion d’autocovariance 7y(.). On appelle densité spectrale, quand elle existe, la fonction
f(-) définie sur R par :

F@) = 5 ¥ v(m)e".

hez
C’est donc la transformée de Fourier (discrete) de la fonction y(.) définie sur Z.

La densité spectrale d’un processus stationnaire {X;;t € Z} de fonction
d’autocovariance 7y(-) existe dés que I'on a :

Yo (k)] < 0.

heZ

1.12 QUELQUES MODELES DE SERIES TEMPORELLES

1.12.1 Modele autorégressif AR(p)

Définition 1.14 (Brockwell, P. J. Davis, R. A 2002)  On dit qu’un processus stationnaire {X;;t € Z}
admet une représentation autorégressive d’ordre p (noté AR(p)) s'il vérifie I"équation
récurrente :

Xi =01 Xe 1+ @2 Xs 2+ P3Xs 2+ o+ PpXip + €1,
ot {ey;t € Z} ~ BB(0,02) et ¢n, ..., ¢, sont des coefficients réelles tel que ¢, #o
4
Xi=Y $Xix+e < PB)Xi = ey,

k=1

avec ® est le polynome de degré p dont les coefficients sont(1, —¢1, ..., —¢p)

13
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1.12.2 Modele Moyenne Mobile MA(q)

Définition 1.15 (Brockwell, P. J. Davis, R. A 2002) On dit qu'un processus stationnaire{ X;;t € Z}
admet une représentation Moyenne Mobile d’ordre q (noté MA(q)) s'il vérifie I'équa-
tion :

Xy =€+ 0161+ € 2+ ... + 0464,

oit €, ~ BB(0,0?) et 61, ..., 6, sont des coefficients réelles tel que : 6, #o
q
X = Z Or€i_j = X; = G(B)Gt,
k=0

oit 0y = 1 et ©(B) est le polyndme de degré q dont les coefficients sont {1, 01,0o, ..., Gq}

1.12.3 ARMA(p,q)

On peut notamment combiné ces deux modeles vu précédemment. La
combinaison de ces deux modele introduit la notion de modéle autorégressif-
moyenne mobile(ARMA) il est caractérisé par le parametre p de la partie
autorégressif et le paramétre q de la partie moyenne-mobile.

Définition 1.16 (Brockwell, P. J. Davis, R. A 2002) Un tel Modele ARMA(p,q) vérifie I'équation :

Xi=p1Xi 1= Xs 20— 3 Xp 2+ .. —PpXy—p = €1+ 0161 + €2+ ... + 0461,

p q
Y kX =) Okeri,
k=0 k=0

avec ¢po=1 et Op=1 On pourrait retrouver une écriture polynomiale ©(B) et ®(B) :

Avec :
— @ polynome de degré p dont les coefficients sont{1, —¢1, ..., —¢p }
— O(B) est le polynome de degré q dont les coefficients sont {1,61,05, ...,6, }

1.12.4 Modele ARCH et GARCH(p,q)

Généralisation du modele Auto Regressif Conditionnellement Hétéroscé-
dastique (ARCH), le modele GARCH (Generalized Auto Regressive Conditio-
nal Heteroskedasticity) a été mis en évidence et développé par Engle en 1982[9].
Principalement utilisé pour prédire la volatilité des marchés financier ce mo-
dele est utilisé dans la modélisation des séries financieres.

Définition 1.17  On dit qu'un processus {e;, t € Z} satisfait une représentation ARCH(1) si :

€ = 77tht

satisfaisant la condition :

hi = \/ag + a1€?

avec {n;t € Z} est un Bruit Blanc, tel que E(1;)=0 et V(11;)=1 et ag >0 et 1> a1>0
la composante h; désigne une variable qui conditionnellement a I'ensemble des valeurs
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passées €.

Dans ce cas le processus est caractérisé par des autocorrélation nulles et on a donc
COV (e, €5) = 0 pour tout s# t et on aboutit a la conclusion que les €; sont non
corrélés dans le temps.

Définition 1.18  On dit qu'un processus {e;; t € Z} satisfait une représentation ARCH(q) si :

€ = 77tht

satisfaisant la condition :

q
2
&0 + Z Ki€}
i=1

hy =

avec {n;t € Z} est un Bruit Blanc, tel que E(n;)=0 et V(1) = 0'%

Définition 1.19  Soit hy une suite de variables aléatoire indépendantes identiquement distribuées, on
dit que € est un GARCH(p,q) au sens fort sil vérifie :

€ = Wtht
hZ _ u 2 d ,hZ
§ = oo+ Zaletfi + Zﬁ] t—j
i=1 j=1

Oi les w; et Bj sont des constantes strictement positive et les h; une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

1.12.5 Modele AutoRegressive Integrated Moving Average d’ordre (p,q,d)

Définition 1.20  Un processus {Xy;t € Z} est un processus ARIMA(p,d,q) si A°X est un processus
ARMA(p,q).
A étant I'opérateur différence vu précédemment défini par : 6 =1 — B.
Un processus ARIMA(p,d,q) peut s’écrire de la maniére suivante :

(1—B) ®(B)X = O(B)e

1.13 QUELQUES SIMULATIONS DE MODELES

Cas1 : Modele AR(1)

i ARl=arima.sim(n=100,1list (ar=0.6), sd=3)

> AR1;

3 plot (AR1) #Graphe d’un Mod'ele AR (1)

4 acf (AR1) #fonction d’autocorrélation

5 pacf (AR1) #fonction d’autocorrélation partielle
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10

AR1

0 20 40 60 80 100

Time

FIGURE 1.6 — Simulation d’un modele AR(1)

On remarque que le graphe de la fonction d’autocorrélation d’'un AR(p) est
sinusoidal amorti et le graphe de la fonction d’autocorrélation partielle s’annule
a partir de p dans notre cas p=1.

Cas2 : Modele MA(1)
1 MAl=arima.sim(n=100, list (ma=-0.7), sd=3)
> MAL;
3 plot (MAl) #Graphe d’un Mod‘ele MA (1)

4 acf (MAl) #fonction d’autocorrélation
5 pacf (MAl) #fonction d’autocorrélation partielle
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F1GURE 1.7 — Autocorrélation et autocorrélation partielle d’un modele AR(1)

On remarque que le graphe de la fonction d’autocorrélation partielle d"un
MA(q) est sinusoidal amorti et le graphe de la fonction d’autocorrélation s’an-
nule & partir de q.

Cas3 : Modele ARMA(1,1)

ARMA=arma.sim=arima.sim(n=100, list (ar=1/3,ma=-1/4),sd=1) #simulation d’
un modele ARMA (1,1)

ARMA;

plot (ARMA) #afficher une le graphe d’un mod'ele ARMA (1,1)

par (mfrow=c (1, 2))

5 acf (ARMA) #fonction d’autocorrélation d’un ARMA(1,1)

pacf (ARMA) #fonction d’autocorrélation partielle d’un ARMA(1,1)
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FIGURE 1.8 — Simulation d’un modele MA(1)
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FIGURE 1.9 — Autocorrélation et autocorrélation partielle d'un modele d’un modele MA(1)

18



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques
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FIGURE 1.10 — Simulation d’un modéle ARMA(1,1)
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F1IGURE 1.11 — Autocorrélation et autocorrélation partielle d'un modele ARMA(1,1)
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2.1

2.2

2.2.1

ETUDES DES MODELES
AUTOREGRESSIFS A COEFFICIENTS
ALEATOIRES

INTRODUCTION

Lors des 30 derniéres années, diverses études ont été portées sur les dif-
térents modeles de séries chronologiques. L'un des principaux modeles qui a
porté I'attention est 1’étude des modeles a coefficients aléatoires mis en avant
par Nicholls et Quinn en 1982. On peut remarquer que ce modéle est une ex-
tension du modele AR et sont souvent notés RCA, il est intensivement utilisé
dans divers domaines, nous citons 'étude des marchés financiers, biologies,
météorologiques, ... etc. Ce second chapitre porte sur 1'étude de tels modéeles
aléatoires a coefficient aléatoires.

Notre objectif est de :

— Définir un modele autorégressif aléatoire a coefficients aléatoire d’ordre

1etp.

— FEtudier les conditions de stationnarité des modeles autorégressifs aléa-

toires a coefficients aléatoires.

— Définir les équations de Yules-Walker.

— Simuler les trajectoires d’'un RCA(1) et RCA(2) avec le langage R.

MODELE AUTOREGRESSIF A COEFFICIENTS ALEATOIRES

Dans un premier temps on commence par définir un modele autorégressif
a coefficient aléatoire d’ordre p, puis nous allons nous intéressé a un cas par-
ticulier qui est I'étude du modele autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre
1

Modeéle autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre 1

On considere deux processus aléatoire {€;,t € Z} et {B;, t € Z} satisfaisant
les conditions suivantes :

— €; est une suite de variable aléatoire de y. et de variance (Tg.

— PBrest une suite de variable aléatoire de moyenne nulle et de variance aé.

— P: et €; sont indépendantes.
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Définition 2.1 Un processus {Xy,t € Z} est dit autorégressif d’ordre 1 a coefficients aléatoires
RCA(1), s'il vérifie I'équation suivante :

X = (¢p+Bt)Xi—1 + € (2.1)

ot {e, t € Z} et {1, t € Z} satisfont les conditions suscitées.
Et ¢ est une constante réelles

2.2.2 Modele autorégressifs a coefficients aléatoires d’ordre p

Définition 2.2 Un modeéle autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre p noté aussi RCA(p) s’écrit sous

cette forme :
p

Xe =) (pi+B) X i+e,
i=1

avec t € Z {€;,t € Z} est une suite de variable aléatoire indépendantes identiquement
distribuées satisfaisants certaines conditions :

— IE(Gt) =0.

— W(et) = (73.

— les ¢; sont des constant ¥ i=1...n.

— P est une suite de variable aléatoire indépendante identiquement distribuées.

Proposition 2.1 Supposons que le processus {X;,t € Z} admet une représentation RCA(1) et que
de plus, pg+ 05 < 1et 07 < +oo. Alors, le processus {X;,t € Z} est strictement

stationnaire, causal et également stationnaire au second ordre. Ce qui signifie qu’il
e}

existe une suite de nombres 1; absolument sommable (Z |§;| < oo | et X; s’exprime
j=0

o0
comme Xy = Z Pi€r—j.
j=0

Remarque : On peut remarquer facilement que RCA(1) et AR(1) partage la
méme fonction d’autocorrélation et que RCA(1) est juste une extension du mo-
dele AR(1).

Un processus {X;,t € Z} est dit autorégressif a coefficients aléatoires RCA(1),
sil vérifie 1’équation suivante :

Xt = (ﬁt)Xt—l + € si (P =0. (2.2)

ot {€,t € Z} est une suite i.i.d et (B;) est également une suite i.i.d indé-
pendante du processus {€;,t € Z}

Lemme : Supposons que :
E(log™ (e0)) < oo et E(log™ (¢ + Bo)) < co.

On en déduit que :
— si —oo < E(log(¢ + Bo)) < 0 alors le processus X; admet une solution
causal strictement stationnaire et ergodique.
— De la méme maniére si P(ep) = 1 et P(X; < o0) =1 alorsona:
—co < E(log(¢+ o)) < 0.
Ou log™(x) = max(log(x),0) celle-ci représente la partie positive du loga-
rithme.
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2.3.2

Chapitre 2. Etudes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

STATIONNARITE DES MODELES ALEATOIRE A COEFFICIENT
ALEATOIRES

Solution strictement stationnaire

Le théoreme de (P.Billingsley 1961) permettra de démontrer la stationnarité
au sens strict.

Lemme : Soit {X;,t € Z} un processus stochastique. considérons un proces-
sus stochastique {Y;, t € Z} avec Yi = ¢(..., Xi—1, X;...), out ¢ est mesurable. Si
{Xi,t € Z} est strictement stationnaire et ergodique, en particulier, si les X;
sont indépendants et identiquement distribués, alors Y est strictement station-
naire et ergodique.

Solution faiblement stationnaire

B.Y.Hwang et I.V.Basawa [1] [6] ont réussi a montrer en se référant aux
études et aux documents de Nicholls and Quinn(1982)[3] qu’en satisfaisant
certaines conditions notamment :

E(B?) < 1 J’équation(2.2) admet une solution stationnaire dans L?qui se
note :

o] ]—1

Xi=e+ Y (J[B—i)er
j=1 i=0
Démonstration. On part du modele (2.2) on a que :

X = Bt Xi—1 + €4

X = Br(Br-1Xi—2 +€1-1) + €
X = BtPr-1Xi—2 + (Brer—1 + €.
Xt = BtPi-1(Bt—2Xi—3 +€1-2) + Brer—1 +€r
Xt = BtPr—1Bt—2Xt—3 + BiPi—1€t—2 + Brer—1 + €.

[ay
[ay

p—1 -
X = 1_[ Bi—iXe—p+ ) (| | Bi—i€r—j) + et
j=0 i=1 i=0

—
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Et donc d’apres 1'inégalité de B.tchebychev, lorsque p— ccoon a :

-1
IE(H]P:O BriXi—p)?
€2

p—1
P(|T] Be-jXi-p| > €) <
=0

1
H]P:o E(Bt—iXi—p)?
2

p—1
P(| T Be-jXi—p| > €) <
=0

[T E(B)E(X2 )

p—1
P(TB Xyl > ) < =
j=0

(05 +B)F + E(XE,)
62

p—1
P8 Xipl > €) < —0
j=0

comme ces deux hypotheses sont :

— IE(thp) < Q.
— op+ug <1
Il en résulte que {X;,t € Z} est stationnaire et ergodique.
O
Théoréme 2.1 (Wang, S.Y, and Basawa 1993)  On considere I'équation suivante :
Xi = prXp1+ € (2.3)

oit {(Bt,€t),t € Z},) est une suite de vecteur aléatoire strictement stationnaire et
ergodique avec :
E(In|B:|) < oo et E(In|et|) < oo

Si E(In|B¢|) < 0. Alors il existe une solution X; strictement stationnaire et ergodique
pour l'équation (2.3), et telle que pour tout tc Z, X; est mesurable par rapport a
Fn = o ({Bn, €}, n < t}) la tribu engendrée par {(Bn,€,),n < t})

Démonstration. Supposons que

E(In|B:]) = a < 0.
On définit la suite (T;) avec j € N par :
To=eretTi = H{:g, Bu—i€j, pourj >1

Soit S, = E]r-zo Tiona:

j—1
In(|Tjl) = In ] T11Be-illejl-
i=0

j-1
In(|Tj) = Inlej| + Y In|Bi—i.
i=0
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En divisant dans 1'équation par 1 on obtient :

J
1 1 1
71”(‘TJ|) = *.ll’l|€t—]'| + - Zln|ﬁt—i|-
J / ;)
Par la définition du processus ergodique, on obtient :

}m(m) 5 E(In(|B]))-

Soit :
i 25 BB = e < 1,

A présent posons toutes les réalisations pour lesquelles la convergence est
vérifiée on les notes T comme exp & < 1 il existe alors 0 < ¢ <1 vérifiant :

Tf <6/ <1 VjeR,

On en déduit que la somme };_ |T/'| converge et par conséquent S, = Y7 T
converge presque slirement quand r— oo
On décide de poser maintenant :

X{ = lim §,,

r—>00

r

X = lim (e + ) T)),

r—>00 =

oo j—1

X: =€+ ZH‘Bt,Z‘E’j.

j=1i=0

Ainsi nous pouvons conclure que X; est une solution Fn mesurable pour 1'équa-
tion (2.3).

De plus I'hypothese de départ nous dit qu’on a {B¢,€;} une suite de vecteur
strictement stationnaire et ergodique, en utilisant le Lemme, nous pouvons en
conclure que X; est strictement stationnaire et ergodique.

O
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Théoreme 2.2 (Dazhe Wang 2004)  Soit {Xi;t € Z} un modele autorégressif a coefficients aléatoires
d’ordre 1 défini précédemment par 'équation(2.2) et {€;, B¢} soumis aux conditions
initiales.

Siles {€, Bt} ont des distributions normales,alors une condition suffisante pour I'exis-
tence d'une solution strictement stationnaire et ergodique est :

11 —exp —A(1—w?)
Ino? In2 -2 / dw, (2.
nog < +In A - w, (2.4)
2
ot { ~= 0.57721, { est considéré comme la constante de Euler et A = 2%@
B

Démonstration. Soit les données suivantes :
— e =€+
— Bt = pg + ogw; avec wy ~ N(0,1)
Il est clair que {(et, Bt),t € Z} est une suite strictement stationnaire et ergo-
dique comme démontré dans le théoreme 2.1
il est important de remarquer que :

E(e;) < oo et E(In|py]) < co.

Pour pouvoir faire appel a la définition 2.2 nous devons montrer avant tout
que :
E(In|B:]) = E(In |pup + ogw;|) <O0.

On se retrouve face a deux cas, le cas ou g est nul et le cas ou g differe de o
Cas 2 :pg = 0 on aura alors :

E(In |:]) = E(In [opw)
En utilisant les regles de bases logarithmiques on a :
E(In |B:]) = E(In |og[) + E(In [w;[)

comme w; est une variable aléatoire donc son espérance existe et comme IE(0p)
est a valeur réelles donc :

E(In[B]) = In |og| + E(In |wy]),

In|og|?
E(In|B:]) = ’25| + E(In |wy),
B ln\cr,g|2 1

E(In|pi)) = =52 - 5( +1n2),

par conséquent EE(In |B¢|) < 0.
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Cas 2 :pp, # 0 on aura alors :

E(In[:]) = E(In [pg + opwe|)
Oﬁuh

E(In[:]) = E(In (|pg|[1 + )

E(In[:]) = E(In (|pg])) + E(In (]1 + Uf;w!))

Uﬁu&

E(n [:]) = In (|pg]) + E(In (|1 + ———]))

E(In|Bi) = 5 In (l?) + EOn 1+ F0)

E(In[B:]) = %m(lﬂﬁlz) +E(In (]1+ Z])

2
Ot Z ~ N'(0, %) En utilisant I'évaluation de E(|Z +1]), dans [7] on obtient :
B

E(In|t) < 0 <— 111(7[% < €_|_1n2_2f01 Hsz__A(l_wz)dw

1—w?

=

SIMULATION DE LA TRAJECTOIRE D'UN RCA(1)

Nous allons utiliser le langage R pour simuler dans un premier un modéele
autoregréssif coefficients aléatoires d’ordre 1 soumis aux principales conditions
de stationnarités citées auparavant.

Bien évidement on se place dans les conditions les conditions de stationnarité.
#simulation d’un mod'ele autoregressif ‘a coefficient aléatoire d’ordre

1
RCAl=function (betat, sigmae, sigmabeta,n) {

#Condition de stationnarité générale:
if (betat”2+sigmabeta”2<1) {

5 print ("condition principale de la stationnarité vérifié")}

5 x5=RCAl

(
(
3 x3=RCA1 (
(
(

else{ print ("pas de stationnarité") }
#programme du mod'€le autoregressif ‘a coefficient aléatoire d’ordre 1
x=rep (0, n)

y eps=rnorm(n, 0, sigmae)

b=rnorm(n, betat, sigmabeta)
x[1l]l=eps[1l]

> x[2]=(b[2])*x[1]+eps[2]
; for( i in 3:n)

x[1]=(b[i])*x[i-1]+eps[i]
return (x)

6}

Apres avoir émis 1'ensemble des conditions de stationnarité d’'un RCA(1) on se
décide d’appliquer la fonction RCA1 pour générer n réalisations des données
gouvernées par ce modele et ceux, en variant les parametres.

On écrit alors :

x1=RCA1
x2=RCA1

0.5,0.2,0.5,1000)
0.25,0.81,0.8,1000)
0.2,0.2,0.4,1000)
0.5,0.01,0.95,1000)
0.8,0.9,0.7,1000)

x4=RCA1

Et on obtient :
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> x1=RCA1(0.5,0.2,0.5)

[1] “condition principale de La stationnarité

> x2=RCA1(@.25,0.81,0.8)

[1] "condition principale de La stationnarité

> x3=RCA1(6.2,0.2,0.4)

[1] “condition principale de La stationnarité

> x4=RCA1(@.5,0.01,0.95)
[1] “pas de stationnarité”

> x5=RCA1(0.8,0.9,0.7)
[1] "pas de stationnarité”

vérifié”

vérifié"

vérifié”

F1GURE 2.1 — Condition de stationnarité pour un RCA(1)

Si on veut simuler un RCA1(0.2,0.2,0.4,n=1000) on obtient un ensemble de

données :

[1] -1.081414e-01 -3.104238e-01
[6] -2.220333e-01 -1.735605e-01
[11] -1.546586e-01 1.903456e-01
[16] 2.440847e-01 3.696833e-02
[21] 5.777586e-05 -2.084641e-81
[26] 8.671758e-02 9.682384e-02
[31] -3.796751e-01 -9.314188e-83
[36] -4.456589e-01 4.410485e-83
[41] -1.848961e-01 1.291038e-01
[46] -6.614393e-02 -2.327435e-02
[51] 6.237086e-01 6.497692e-01
[56] -5.174245e-01 -3.485231e-01
[61] -3.126184e-01 8.860659¢-82
[66] 1.362974e-02 1.166055e-01
[71] -3.376014e-01 -5.385324e-81
[76] -2.758879e-02 8.968144e-83
[81] -2.755200e-02 -1.559738e-01
[86] 9.786200e-02 1.120227e-01
[91] 1.555378e-01 1.369864e-01
[96] 3.685488e-01 6.384640e-01
[181] 5.644167e-01 4.789407e-81
[106] -4.536137e-01 -4.818941e-01
[111] -7.359138e-02 -1.942451e-81
[116] 1.822697e-01 1.928548e-01
[121] -2.063561e-01 9.479418e-02
[126] -9.0891597e-01 -1.282542e-01
[131] -1.499084e-01 1.623666e-01
[136] 2.577344e-01 -1.204931e-01
[141] -3.238796e-01 2.228421e-81
[146] 4.118679e-01 -2.085347e-01
[151] -9.810010e-02 -1.178962e-81
[156] -1.798269e-01 -7.981343e-02
[161] 2.885335e-01 1.355941e-01
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134530e-01
288780e-01

.183335e-01

357146e-03
881612e-61

.981837e-01
.929786e-02
.091510e-02
.184394e-02
.361782e-01

154201e-02
881993e-01
089911e-61
051151e-01
311192e-01
236426e-01
625590e-01
171428e-01
049666e-01
672327e-01
838348e-01
012597e-01
108847e-01
549358e-01
605848e-01
045252e-01
5603271e-01
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547480e-062
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829299e-01
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.057871e-01

177428e-01
863306e-02
406226e-01

.722335e-02

317263e-01
511000e-02
579978e-01
851298e-01

.043518e-01
.4082619e-01
.186850e-01
.357893e-01

771006e-01
255741e-082
200908e-01

.357218e-01

376157e-01
893156e-01
718756e-82
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384866e-01

.588066e-03

040478e-02
208747e-01

.195448e-01

736098e-01
770444e-01

.039483e-01

453932e-01
072367e-02

.693471e-02

573835e-01

.384171e-01

172324e-01
750842e-01
652803e-01
039716e-01

.618908e-01
.690366e-01

2082064e-01
076434e-01
272973e-01

.965527e-01
.355601e-03

088241e-01
562590e-01
2843008e-01
548251e-02
732301e-01
325591e-01
996697e-083
887927e-01

708935e-02 -2.477600e-01

FIGURE 2.2 — Simulation d'un RCA(1) 07 = 0.2, ng =102, aé =04
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Chapitre 2. Etudes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

Dans cette troisieme partie d’étude nous allons utiliser une fonction per-
mettant de regrouper le graphe du nuage de point de x3, d’autocorrélation et
d’autocorrélation partielle de x3
par (mfrow=c (3,1))
plot (x3) #graphe de nuages de points

acf (x3) #fonction d’autocorrélation
pacf (x3) #fonction d’autocorrélation partielle

Ceci nous permettra d’obtenir 'ensemble de ces graphes :

Series x3 Series x3

ACF
Partial ACF

2
L
000

o
0.0
L

[ 200 400 600 800 1000 0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 2 30

Index Lag Lag

FIGURE 2.3 — Nuages de points,ACF, PACF d’un RCA(1)
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Chapitre 2. Etudes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

Nous allons a présent prendre un exemple de RCA(1) qui se rapproche le
plus de la non stationnarité, on remarque que l'étude de la fonction d’auto-
corrélation montre que les points s’éteignent lentement ce qui est vrai car la
condition de stationnarité est proche de 1'unité

1 x6=RCA1(0.85,0.9,0.45)
> acf (x6)

Series X6

ACF
086 08 1.0
| |

04

0.2
I

0.0
I

Lag

F1IGURE 2.4 — ACF d'un RCA(1) se rapprochant le plus de la non stationnarité
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Chapitre 2. Etudes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

Une comparaison des différentes séries temporelles suivant la variation des
parametres du modeéle RCA(1); nous allons alors modéliser 5 graphe on écrit
alors RCA1=(B, 02, Ué)
et on aura :
x1=RCA1(f; = 0.5,02 = 0.2, (T/% = 0.5)
x2=RCA1(B; = 0.25,0% = 0.8, o—g =0.81)
x3=RCA1(B; = 0.2,0% = 0.2, Ué = 0.4)
x4=RCA1(B; = 05,02 = 0.01,(75 = 0.95)
x5=RCA1(; = 0.8,02 = 0.9,03 = 0.7)

o
o | -
- o -
= PRI
— l.‘:.\ -]
=
= 7 o
T T T T T T ! T T T T T T
0 200 400 500 800 1000 0 200 400 500 800 1000
Time Time
[
- ] o
]
|
e .
75 % g _
2 -
s} -
p g
T i
T T T T T T = T T T T T T
0 200 400 500 800 1000 0 200 400 500 800 1000
Time Time
w
-
o -
Lo
2 .
= —
- .
=
' T T T T T T
0 200 400 600 200 1000
Time

FIGURE 2.5 — Exemple de série stationnaire et non stationnaire témoignant la variation des
différents parametres d'un RCA(1)
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Chapitre 2. Etudes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

2.5 SIMULATION D'UN RCA(2)

1 RCA2=function (phil,phi2, meanbetat, sigmaeps, sigmabetat, n) {

2

4 eps=rnorm(n, 0, sigmaeps)

x=rep (0, n)

5 b=rnorm(n,meanbetat, sigmabetat)

for (

}

X1=RCA2 (phil=0.2,
> plot.ts (X1)

;3 X=RCA2 (phil=0.2,
n=1200)
X2=RCA2 (phil=0.2,

i in 3:n)
x[1]=(phil+b[1])*x[i-1]+
print (x)

par (mfrow=c(2,1))

plot.ts (X2)
plot.ts (X)

(phi2+4b[i]) *x[1-2]+teps[1i]

phi2=0.4,meanbetat=0, sigmaeps=1, sigmabetat=1,n=1200)
phi2=0.4,meanbetat=0.12, sigmaeps=0.84, sigmabetat=0.8,

phi2=0.4,meanbetat=0, sigmaeps=1, sigmabetat=1,n=1200)

Ces deux programmes informatique nous permet de générer les trajectoires
d'un RCA(2) et un RCA(p), en faisant varier les parametres, on obtient les
deux graphes de séries temporelles suivant :

X2

2 0 2 4 86

4

0

-2

200 400 600 800 1000 1200
Time
T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200
Time

FIGURE 2.6 — Simulation d'un RCA(2)
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Chapitre 2. Etudes des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires

SIMULATION DES TRAJECTOIRES D'UN MODELE RCA(P)

RCAP=function (p, meanbetat=0, sigmaeps=1, sigmabetat=1,n) {
x=rep (0, n)

phi=runif (p,0,1)

eps=rnorm(n, 0, sigmaeps)

5 b=rnorm(n,meanbetat, sigmabetat)

for( i in p+l:n){

for(j in 1: p){
x[i]=(phi[j]l+b[i])*x[i-1]+eps[i]
}

t
print (x)

2}
;3 t1=RCAP (2, meanbetat=0, sigmaeps=1, sigmabetat=1,n=150)

plot.ts(tl)

0 50 100 150

Time

FIGURE 2.7 — Simulation d’un RCA(p) pour le cas ou p=2 et phi prenant des valeurs strictement
inférieurs a 1
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3.1

3.2

ESTIMATION DES PARAMETRES
D'UN MODELE RCA(1)

INTRODUCTION

L'objectif de ce troisiéme chapitre est d’aborder les principales méthodes
d’estimations d'un modele autoregréssif a coefficient aléatoire, notamment l'es-
timation par la méthode des moindres carrés et le maximum de vraisemblance.
L’accent est mis sur la consistance et la normalité de ces estimateurs. Nous
considérons le cas particulier d’'un RCA(1).

Xt = (p1+ Be) X1 + €. (3.1)

— {Bt,t € Z} une suite de variable aléatoire indépendantes identiquement
distribuées de moyenne 4 et de variance o2.
Y! Hp B

— {€&1,t € Z} une suite de variable aléatoire indépendantes identiquement

distribuées de moyenne 0 et de variance 2.

ESsTIMATION DES PARAMETRES D'UN RCA(1) PAR LES
MOINDRES CARRES

D Soit : F; = 0(X;,s < t) la tribu engendrée par les observations du proces-
sus jusqu’a l'instant t, on a :

E(X¢|Fi-1) = E((Bt + ¢1) Xe-1 + €| Fr-1).

E(X;|Fi-1) = E((Bt + ¢1) Xs—1|Fi—1) + E(er]| Fi-1). (3.2)

Comme B et e;sont indépendantes de F;_1 et X; 1 est F;_jmesurable :
D’autre part on sait que :

— E(X¢—1|Fi-1) = X1

— E(B|Fi1) = 0.

— E(e|Fi—1) = 0.
En remplacant dans (3.2) on peut déduire que

E(X:|Fi-1) = ¢1X¢—1.
En développant cette expression on aura :

Xy = ;1 Xo—1 + BeXi—1 +€r.
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

En posant w; = B X;—1 + €.
Soit wy = X; — ¢1 X1, on pourra écrire :

E(w¢|Fi-1) = E(X¢ — ¢1Xs-1]F-1)
E(w| Fi-1) = E(X¢|Fr-1) — E(1 Xe-1] F-1)
E(wi| F_y) = 0.
Ainsi de la méme maniere nous pouvons écrire que :
E(w;|Fi—1) = B((X; — ¢1X;-1)?| Fi-1),
E(wf|Fi-1) = B(X? — 21 X, Xe-1 + $1X7 4] Fi-1),
E(w?|Fi-1) = B(X?|Fi-1) — 201 E(X: X 1] Fi-1) + E(¢1 X7 4| Fi-1),
car :
E(X7|Fi-1) = E((Bt + ¢1)> X7y | Fro1) +E(€F| Fio1) — 2E(er(Br + ¢1) Xi-1]F-1)-
comme on a :
E(XF|Fi-1) = X797 + X7 B(B| Fi1) + E(€7 | Fi1)-

E(X?|Fi1) = X7y (0F + ¢7) + 2.

Ainsi on peut conclure que :
E(wf|Fi1) = X7 1 (0F + ¢7) + 02 + §7 X7 1 — 207X7 .
E(wf|Fi-1) = 02 + 03X} ;.

En considérant un échantillon (Xy, Xj, .., X;;), nous estimons 491 en minimisant
I w? par rapport a ¢1,

oy w? 9 il(Xt — 1 X-1)?
CL o1

Nous commengons par développer le terme de droite a fin de pouvoir dériver
en fonction de ¢ :
2 " x2 22
9 tzl wy  9( 21 Xi =201 X1 Xs + 91X} )
= =

84>1 3<Pl

En dérivant en fonction de ¢; on a :

d i wi o,
=1 ’
= —2X;_ 1 X; + 291 X .
o g( -1 Xt +2¢1 X5 1)
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

Ce qui est intéressant de faire est de pouvoir estimer ¢, on dérive alors une
seconde fois on remarque que :

0 g w? ,
= =Y (—2X1 Xi + 291 X7 1).
t=1
n
o> ¥ w? 0
t=1 2
= 2V (X2 ) > 0.

Comme les conditions nécessaires sont vérifiées et que la seconde dérivée est
strictement positive, on peut alors écrire :

0 i w?
t=1
—— =0.
P

Ceci est équivalent a dire que :
n ~
Y (—2Xi X+ 241 X7 ) = 0.
t=1

On en déduit ainsi de la méme maniere :

n
L XX
2o t=1
q>1 - n )
L Xiq
t=1
La deuxieme étape de l'estimation des moindres carrés consiste a former le
résidu @; a partir de l'estimateur ¢, et ainsi de pouvoir minimiser par rapport
07 et oj.
Wy = Xp — p1Xp-1,
n
0z, 0%) :wa — (2 + 03 X7 )%

En dérivant par rapport a ces deux parametres on obtient :

A(02,02) 0 Z(wt — 020EXE )

€’ ﬁ o t=
2 2 ’
aaﬁ aaﬁ
ol(c?,02) n
oyt = 2 ) XD (@ —0? — oFXE ),
B t=1
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

On voit de la méme maniere que la seconde dérivée est strictement positive :

(07, 07) o(- ZE X}y (w0 — 02 — o3 X7 1))

252
d o E)o*/3
821((76,(72
5
Il y’a lieu de résoudre :
d(0Z, 03) o
902 ’

B
n ~
—2Y X7 (w0 — 02 — 02 X7 1) = 0.
t=1

On peut en déduire que :

A présent nous estimons ¢, de la méme maniere :

(02,02 © Z (@0 — 02 — op X7 )2

B/ _ _t=
a0’? do? ’
01(c2,02) n
g 2 2 X2
_—— —2 — — =
302 t§:1(wt o; (7/5 1) =0,

n
no? =Y (w7 — UﬁXz 1)-
t=1

Ainsi nous pouvons conclure que :

n

Y (w0 — Uéth 1)

n

3.2.1 Consistance et Normalité asymptotique de l’estimateur par la mé-
thode des moindres carrés

(Nicholls, D.F. and Quinn, B.G 1981)[8] On cherche a déterminer la loi
asymptotique de ¢;. La premiere étape consiste a voir que 'estimateur ¢; est
consistant et que 'on a :

$1 2, m quand n — oo.
Avec :
2
7(0) = 4(:16_ ) et (k) =¢ly(0) Vhe{0,1,..h}.



Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

Afin de pouvoir déterminer la loi asymptotique de fig certaines conditions
doivent immédiatement étre appliquées notamment :
— € et B; sont des suites de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées.
— E(X}) < oo.
Ce qui prouve que le processus X; est markovien.
Pour pouvoir montrer que [E(X}) < oo on doit vérifier que E(B}) < 1.

Théoréme 3.1 (Nicholls, D.F. and Quinn, B.G 1981)  Sous les conditions établies précédemment nous

aoons : c
V(g — ¢1) = N(0,0%),
avec :
o 0ZE(XF) + 202, E(X3) + 03 E(Xy)

7(0)2

3.3 [ESTIMATION DES PARAMETRES D'UN RCA(1) PAR LE MAXIMUM
DE VRAISEMBLANCE

Pour pouvoir faire une estimation du maximum de vraisemblance sur
un modele autoregréssif a coefficient aléatoire d’ordre 1. On considére alors
{X;,t € Z} strictement ergodique et stationnaire et F; mesurable avec :

Xi = (¢1 + Bt) Xi—1 + €.

satisfaisant certaines conditions :
— {(¢1, O'E) € D} ou D est un ensemble fermé contenu dans la région de
stationnarité strict et ’ergodicité donnée par l'inégalité :
0 < Z—HnZ—ZfO1 H’q’;—i](zl_wz)dw
— {e,t € Z} et {Bt, € Z} sont des suites de variables aléatoires indépen-
dantes de parametres respectives :(0,02) et (0, Ué).
Les principales propriétés de l'espérance conditionnelle nous permettent
d’écrire : :

E(X¢|Xi—1) = E((Bt + ¢1) Xt-1|Xe-1) + E(€t| Xt-1) = ¢1 X1
L’application de ses propriétés a la variance nous permet d’écrire :

V(Xe| Xi-1) = V((Bt + ¢1) Xe 1| Xi1) + V(€| Xe 1) = 03 X7 4 + 2.
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

Nous fixons Xy et nous dérivons la fonction de vraisemblance en suppo-
sant la normalité de €; et B;. On pourra écrire la fonction de vraisemblance
conditionnel par rapport a Xp :

Fa(X1, X, ooy X Xo) = ﬁf(xt|x”)'

Xi—¢1X;1)?
FulXs, X X0l X0) = (0" T (b exp (~ St

.fn(Xl,Xz,...,Xn‘Xo) = L((T (P1, )

On considére une nouvelle fonction L prenant comme parametres(c?, ¢1,0§))
pour faciliter la notation.
On se décide maintenant de prendre le logarithme de la fonction L(c?, 4)1,(7§)
on notera cette fonction [ car c’est plus facile de minimiser cette fonction que
de maximiser L.

On aura alors :

(02, ¢1,05) = —21n(L(c?, ¢1,03)) — In (27),

72 2N 2 1\n/2 12 1/2 (Xe=¢1Xi—1)?
162, 1,03) = 212" T ()2 exp (- S8 ] — n 27),

_ n _ 2
02, ¢1,05) = =3 (=3 27+ In (1 (g )?) + In(exp (—sislls) —In (27)),

t=1 Bt—1

(o2 1 2y2 - (Xi— 1 X 1)?

(0614)1'0 ) tZ n(o’ +05Xt 1) + ; 0’2+0'§X2 )
On se décide de minimiser maintenant la fonction (02, ¢, 0 ) pour que rien
ne porte a confusion et comme on va derlver cette fonctlon par rapport aux

parametre ¢ et on se décide de poser T = Uﬁ.

On a alors : )
(02, ¢1,0%) = g(¢1, T, 02).
Avec :

(X — g1 Xp1)?
t:zl (1+ Tth—l) .

1
e, T, 0*62) = ln(cfez) + . Zln (1+ Tth,l) + 2



Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

En dérivant la fonction g(¢1, T, 02) en fonction de ¢; on obtient :

ag(¢1,7,02) _ th 1(Xi — 1 X4 1)
o1  no? = (1+71X%,)

Notre objectif désormais est de pouvoir résoudre cette équation(s.3) et pouvoir
porter une estimation au parametre ¢;

ag(¢1/ T/ 0-3) — 0
0Py '

On commence par résoudre (3.3) et essayer de trouver 'estimateur ¢; on
écrit alors :

(3-3)

og(¢1,T,02) _
I ’

-1
n 2
S e
=\ 1+ X7 )
Ainsi nous avons aboutit a une estimation du parametre ¢.
L’estimation du maximum de vraisemblance permet de porter une estimation

sur I’ensemble des parametres. (¢, (Té, a2).
On a alors d’une facon similaire :

ag((,blz T, 0-62) — O

902 (3-4)
i Z — 1 Xe1)® 0
(762 2)? = 1 +1X2 1)

1 1 & (X — 1% 1)?
0= ¢ 2t )=0
nog = (1+7X7 )
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

on en déduit donc :

On considére a présent la fonction g(¢1, T, 02) tel que :
£(n,7,07) = inf g(r,,07) —1

En minimisant la fonction et en remplagant 02 par ce que l'on a trouvé dans
(3.5) on a alors : g(¢1, T, 02)

) 1T & (X — 1 X 1)? 1 2
f ,T,0%) =In (= Y In(1+ X% 1
infe(gnToe) =In (G Y = )y LX) +

Et donc on peut réécrire g(¢q, T,072) :

_ IS (X=X ) 1 2

De la méme maniere ¢ est obtenu en minimisant g(¢, 7, 02) par rapport T et

enfin on pourra déduire c?’é = 021
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

3.3.1 Consistance et Normalité asymptotique de 1’estimateur du maximum
de vraisemblance

Soit {X;,t € Z} une solution de (2.1) telle que E(|¢ + B1]) < oo, alors l'esti-
mateur du maximum de vraisemblance qu’on notera ¢, % ¢ est faiblement
n—oo

consistant pour 6.

A présent, nous présentons un autre résultat de (Aue et Horvath 2011) [5] qui
établit la normalité asymptotique de ¢y. Nous commengons d’abord par la
premiére composanted,;1

Théoréme 3.2 (Aue et Horvath 2011)  Soit X; une solution de (2.1) telle que EE(log™t|¢p + B1|) < oo

alors :
5 c
\/ﬁ((l)mv,l - (P) )H—go N(O, 92),

ol :

o] % si E(loglg + 1) = 0

- ﬁll)[‘fé‘x(‘i’z) +02a(2,2)] sinon.

avec :

a(k,N) = E( X Javeck = 0,1,2,..,2N et N € N

B C ROl 2

A partir du théoréme (3.2) il peut étre remarqué que la normalité asympto-
tique émv,l — ¢ est valable sans aucune restriction sur la stationnarité du modele
(2.1).

On remarque aussi que la variance asymptotique 62 est différente dans le cas
stationnaire et non stationnaire.

Ainsi [AUE et HORVATH] ont proposé I’estimateur de % de % qui fonctionne
dans le cas stationnaire et non stationnaire

1{ X;
a(k,N) = — — -
( ) n ; (¢mv,2Xt2 + (,bmv,S)N

Si toutes les conditions présentées dans le théoreme précedent sont vérifiées
alors nous pouvons conclure que :

\/ﬁ(w) £, N(0,1)

0 n—00
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

PROGRAMMATION DES METHODES D’ESTIMATION SOUS LE LAN-
GAGE R
Aprés avoir aboutit a des résultats sur le plan théorique en estimant les

différents parametres d'un RCA(1) par la méthodes des moindres carrées on se
décide de modéliser cela d"un point de vue informatique on a alors :

Estimationmc2<-function (x) { # estimation par les MCO

> n=length (x)

S VY

o

~

®

z=rep (0, n-1)

y=x[2:n]

yl=x[1l:n-1];vyl

z=(yl)"2;z

phimc=sum (y*yl) /sum(z)

sigmabetamc=sum (y1"2* ( (yl-phimc*y) *2-sigmaepsilonmc) )/ (sum(z"2))

sigmaepsilonmc=sum( (y—phimc*yl) *2-sigmabetamc*z) /n

return (f=1ist (phimc=phimc, sigmabetamc=sigmabetamc, sigmaepsilonmc=
sigmaepsilonmc))

attach (Estimationmec?2 (x))

t

sigmaepsilonmc=0.5

Estimationmc2 (RCA1(0.25,0.81,0.8,1000))

On remarque qu’avec un petit exemple d’application aléatoire on aboutit a des
résultats. A présent nous allons passé a une autre méthode d’estimation d'un

$phimc
[1] ©.1984213

$sigmabetamc
[1] 8.9388307

$sigmaepsilonmc
[1] @.@3798058

FIGURE 3.1 — Estimation par la méthode des moindres carrés

RCA(1) notamment l'estimation des parameétres par le maximum de vraisem-
blance :

Estimationmvr<-function (x) {
n=length (x)
muepsilonmvr=rep (0, n)

z=rep (0,n-1)

y=x[2:n]

{

yl=x[1:(n-1)];vyl

z=(yl)"2;z

) phimvr=sum( (y*yl)/l+tau*z)/sum(z/l+taux*z)

sigmaepsilonmvr=(1l/n)* (sum((y—-phimvrxyl)~2)/ (sum(l+tauxz)))

sigmabetamvr=( (—sum( ( (y—phimvrxyl)~2) xz)+sigmaepsilonmvr+sum(z) )/ (sum(
z"2)))

return (f=1list (phimvr=phimvr, sigmaepsilonmvr=sigmaepsilonmvr,
sigmabetamvr=sigmabetamvr)) }

; attach (EstimationMVR (x))

}

tau=0.98

Estimationmvr (c(0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.8))
Estimationmvr (RCA1(0.25,0.81,0.8,1000))

2
., Y . . ~ 2
Dans ce cas on a fixé 7=0.98 car T = _5 Pour pouvoir aboutir a des résultats de
€
ces estimations il faut fixer deux parametres dans notre programme notamment
02 et ?7/%
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

$phimvr
[1] ©.6561434

$sigmaepsilonmvr
[1] 0.0006714636

$sigmabetamvr
[1] -@.4085748

FIGURE 3.2 — Estimation des paramétres par la méthode du maximum de vraisemblance

A présent comme nous l'avons annoncé dans 1'introduction, nous allons
mettre avant un critere de comparaison des parametres des deux estimateurs.

]» n
MSE = =Y (i — %)

ni3

MSE=function (phi, meanbetat, sigmabetat, sigmaepsilon,n) {

MSEphiMc= ( (phi- (Estimationmc2 (RCALl (meanbetat, sigmabetat, sigmaepsilon,n

)) $phimc)) ~2) /n i
MSEsigmaepsilonMc=( (sigmaepsilon- (Estimationmc?2 (RCAL (meanbetat,
sigmabetat, sigmaepsilon,n)) $sigmaepsilonmc)) "~2)/n 8

MSEsigmaepsilonmvr=( (sigmaepsilon- (Estimationmvr (RCAl (meanbetat,
sigmabetat, sigmaepsilon,n)) $sigmaepsilonmvr))”2)/n ;
MSEsigmabetaMc= ( (sigmabetat- (Estimationmc2 (RCAl (meanbetat, sigmabetat,

sigmaepsilon,n)) $sigmabetamc) ) *2)/n g
MSEsigmabetamvr=( (sigmabetat- (Estimationmvr (RCALl (meanbetat, sigmabetat,
sigmaepsilon,n)) $sigmabetamvr))”~2) /n g

print (return (f=1ist (MSEphiMc=MSEphiMc, MSEphimvr=MSEphimvr,
MSEsigmaepsilonmvr=MSEsigmaepsilonmvr, MSEsigmaepsilonMc=
MSEsigmaepsilonMc, MSEsigmabetamvr=MSEsigmabetamvr, MSEsigmabetaMc=
MSEsigmabetaMc)))

}

I faut maintenant réaliser un tableau significative de comparaison du MSE des
différentes méthodes et faire varier le n.

Nous avons choisi plusieurs valeurs de (,b,a/% et 02, tout en s’assurant que la
condition de stationnarité est vérifié.

Les valeurs reportées sur le tableau pour chaque n, correspondent aux
moyennes.
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Chapitre 3. Estimation des parametres d'un modele RCA(1)

TABLE 3.1 — Etude comparative de I'estimation des parametres avec le critére MSE

variation n | MSE par les moindres carrés | MSE par le maximum de vraisemblance
MSE($no) MSE((uror)

n MSE(03 ,,.) MSE(03 ,.,,)
MSE(02,,,) MSE(02 10r)

0.0871 0.017

n=500 0.0381 0.027
0.072 0.049

0.0642 0.0110

n=600 0.0302 0.0214
0.071 0.00410

0.0610 0.0094

n=800 0.0266 0.0193
0.043 0.0372

0.0531 0.0072

N=1000 0.0189 0.0102
0.039 0.0241

0.0284 0.0019

n=1500 0.0102 0.0098
0.0107 0.0093

Conclusion de la simulation. 1l ressort clairement du tableau de simulation
que :

— L’estimation de la méthode du maximum de vraisemblance est plus per-
formant que le 'estimation par la méthode des moindres carrés par rap-
port au critere MSE.

— En effet, les valeurs du MSE du Maximum de vraisemblance sont plus
petite que celle des moindres carrés, et cela apparait fortement lorsque
la taille de 1’échantillon augmente pour les trois estimateurs.

— Bien évidemment on constate que le MSE des trois parametres pour les
deux méthodes est une fonction décroissante de n (c’est a dire plus la
taille de I’échantillon augmente plus le MSE diminue).
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CONCLUSION GENERALE

Au cours de ce mémoire, nous avons développé 'idée de pouvoir estimer
un modele autoregréssif aléatoire a coefficient aléatoire. Pour se faire, nous
avons commencé dans le premier chapitre par rappeler les principales défini-
tions et pré-requis nécessaires des séries temporelles, notamment la notion de
stationnarité, ’autocovariance, I’autocorrélation tout en accompagnant par des
codes R qui permettent la manipulation des différents packages une partie et
pour clore ce premier chapitre nous avons fait un rappel des modeles les plus

utilisés et rencontrés.

Dans le second chapitre, nous avons défini un processus autoregréssif a
coefficient aléatoire, et nous avons consacré notre études aux particularités
du modele RCA(1), en mettant en avant les conditions nécessaires a la sta-
tionnarité. Le travail de ce chapitre s’est soldé par une simulation directe
des trajectoire d'un RCA(1), RCA(2) et d"'un RCA(p) suivant la variation des
parametres, en affichant la variation des trajectoire en fonction des parametres
ou encore ACF ou la PACF.

Le troisiéme chapitre met ’accent sur 1'estimation des parametres d"un RCA(1),
en appliquant les 2 méthodes les plus utilisées et les plus connues ; I'estimation
des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance notée (EMV),
et, I'estimation des parametres par la méthode des moindres carrées noté
(EMCQ).
Nous avons donc implémentée cette derniere sur le logiciel R afin d’évaluer les
performances des estimateurs obtenus sur des échantillons de taille finis. Une
étude comparative des performances des estimateurs par simulation est effec-
tué en prenant comme critére de comparaison l'erreur quadratique moyenne.
Comme perspectives futures et dans la continuité directe de notre travail de
mémoire :
— Nous pouvons notamment tenter d’estimer des parametres des modéles
spatiaux autoregréssifs a coefficient aléatoire.
— Envisager un autre critére de comparaison lorsque les moments n’existe
pas(critere de proximité de Pitman .. ..
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Résumé

Nous nous proposons d’étudier les propriétés statistique des estimateurs

(Maximum de Vraisemblance, Moindres Carrés, ...) des paramétres du modele
autoregréssifs a coefficients aléatoires, et ce, en distinguant le cas stationnaire
du non stationnaire.
Sous certaines conditions, qui sont considérées minimales, il sera question de
démonter la consistance et la normalité asymptotique de ces estimateurs. Le
bien fondé de la théorie sera complété par une étude de simulation afin de
mettre en évidence les caractéristiques de ces estimateurs.

Abstract

We propose to study the statistical properties of the estimators (Maximum
Likelihood, GMM, ...) of the parameters of the autoregressive model with
random coefficients, and this, by distinguishing the stationary case from the
non-stationary one.

Under certain conditions, which are considered minimal, it will be a ques-
tion of dismantling the consistency and the asymptotic normality of these
estimators. The validity of the theory will be supplemented by a simulation
study in order to highlight the characteristics of these estimators.
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