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Résumé :
Ce mémoire consacre ’étude d’un systéme d’équations de réaction-diffusion quasilinéaires
modélisant la propagation d’une maladie infectieuse au sein d’une population. On a montré
I’existence locale d’une solution positive et on a établit des estimations a priori nécessaires
afin de montrer on existence globale. Ensuite, on a étudié le comportement asymptotique, en
temps, de cette solution .
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Introduction

Les systémes de réaction-diffusion apparaissent naturellement dans la modélisation ma-
thématique d’une grande variété de phénoménes tels que la dynamique des gaz, les processus
de fusion, certains modéles biologiques comme les processus cellulaires, la propagation des
maladies, le transport catalytique de contaminants dans I’environnement, la dynamique des
populations, la propagation des flammes et les réactions chimiques, etc. Ils décrivent 1’évo-
lution des concentrations d’une ou plusieurs espéces ou substances spatialement distribuées
et soumises & deux processus : un processus de réactions locales, dans lequel les différentes
espéces interagissent, et un processus de diffusion qui provoque une répartition de ces espéces
ou substances dans I’espace.

L’objectif de ce travail est I’étude d’'un systéme d’équations de réaction-diffusion quasi-
linéaires modélisant la propagation d’'une maladie infectieuse au sein d’une population, il
s’agit de montrer I'existence globale de la solution et de donner son comportement asympto-
tique. La population étudiée est supposée divisée en trois classes : la classe des susceptibles
S représente les individus susceptibles d’étre infectés, la classe des infectés I représente les
individus infectés et la classe des retirés R désigne les individus morts ou résistant a la
maladie.

Si un susceptible S est contaminé apres un contact avec un infecté I, il quitte la classe
des susceptibles et rentre dans la classe des infectés; représenté par une constante A > 0
proportionnelle au produit des densités des classes S et I. Les individus qui n’ont pas survécu
a la maladie quittent la classe des infectés et rentre dans la classes des retirés, ce nombre est
donné par une constante p > 0 proportionnelle a la densité de la classe I.

Un premier modeéle a été étudié dans [6] en dimension 1 d’espace puis développé dans
[4] dans le cas d’une matrice de diffusion & coefficients constants et en dimension d’espace
arbitraire.

Dans ce travail, on s’intéresse au cas ou la maladie infectieuse se propage dans un domaine
borné de R™ de frontiére assez réguliére. Nous avons développé les calculs fait dans I'article
[12]. On suppose que la diffusion prend place dans toutes les classes et elle est définie par un
opérateur quasi-linéaire de diffusion diagonal présenté sous forme divergentielle.

Notre travail est organisé selon I’ordre suivant, nous commencons par donner une introduc-
tion ot 'on donne un bref historique sur la problématique, viennent ensuite les préliminaires
ou nous rappelons les différents outils et résultats classiques utilisés afin de réaliser ce travail.

Le premier chapitre consacre 1’étude de l’existence globale d'une solution classique du
probléme. Dans un premier temps, nous donnons la position du probléme et son interprétation
ainsi qu’un résultat d’existence locale. Nous avons pu montrer 'unicité de la solution en



utilisant [5] et sa positivité en s’inspirant de [11]( deux démonstrations qui ne figuraient pas
dans [12]). Dans un second temps, nous établissons des estimations a priori nécessaires afin
de montrer notre résultat d’existence globale. Dans le deuxiéme et dernier chapitre, nous
étudions le comportement asymptotique de la solution classique en montrant que la solution
décroit vers un équilibre positif, un résultat qui nous permet de controler la propagation de
la maladie infectieuse. Nous terminons ce travail par une petite conclusion.



Préliminaires

0.1 Opérateurs différentiels

Pour n un entier, on note x = (z1,...,2,) un vecteur de R™.
On appelle champ de vecteurs sur R™ une application v : R” — R", qui & © = (z1,...,7,)
associe v(z) = (v(z1),...,v(xy)).

Pour une fonction u : R™ — R™, son gradient est le champ de vecteurs défini par :

gradu(z) = Vu(x) = (5—;(@, 3—;2@), ce %(m))

Pour un champ de vecteurs v : R™ — R, on appelle divergence de v la fonction définie par :

div o(z) = V.(u(z)) = 5—;(:6) 5—;’2(;1:) R ;;n ().
On appelle Laplacien d’une fonction u : R™ — R la fonction définie par :
0*v 0% 0% " 0%

Au(x) = div(Vu)(z) = O_Jﬁ(w) + a—x%(m) +...+ w(w) = ' w(x)

Soit 2 un ouvert borné de R™ de frontiere 0€) réguliére. On appelle dérivée normale d’une
fonction réguliére u sur le bord 0f2 la fonction définie sur les points de 02 par :

ou
a—n(x) = Vu(z).n(z),
0.2 Espaces fonctionnels

Espaces de Lebesgue :

Soit Q un ouvert de RY, soit 7' > 0 et p un réel vérifiant 1 < p < +oo.

Définition 0.2.1. [7] On désigne par LP(€2) I'ensemble des fonctions définies sur € a valeurs
réelles, mesurables pour la mesure de Lebesgue telles que :

i1 < p < oo, /], o= (/ |f|pdx)” < o0
Q

Sip = 00, [|fllec.o = sup[f(z)] < o0

3



On définit les espaces ILP([0,¢[x€2) , si 1 < p < oo, comme suit :

1 1l poxpos = (//If\pdxdt)l<oo

Espaces de Sobolev :

(0.1)

Soit © un ouvert de RY et p un réel vérifiant 1 < p < +o0.

Définition 0.2.2. [7] L’espace de Sobolev WP(2) est défini par :
uweLP(Q),3f1,..., fv € LP(Q)tels que :

/ fip,Yo € D(Q),Vi=1,...,N

836,

En d’autres termes,

0
W (Q) = {u e LP(Q),Vi=1,...,N, a“ e LP(Q)}
T
L’espace WP est muni de la norme :
[ullwre = llullp
€ Lp

Ou parfois de la norme équivalente :

[ttl|r. = (IIUII )
LP

Pour p = 2,0n pose : H'(Q) = W»?(Q2) muni de la norme :

1
lullsd = (H Iz )
L2

Théoréme 0.2.1. (Injection de Sobolev)[7/ Soit Q un intervalle ouvert de R

=

’L

8u

’L

L'injection WP(Q) < LL>°(£) est continue
Théoréme 0.2.2. (Rellich)[7/ Si Q est un ouvert de borné de classe C'.

L'injection H*(Q) «— L?*(Q) est compacte.



0.3 Quelques inégalités

On rappelle quelques inégalités qui serviront dans la suite :
A. Inégalité de Young :
Soit € > 0 :
ab < i + ﬁ
-2 2e
B. Inégalité de Cauchy généralisée :

2

b
\V/aabERJr,Vé‘>O:ab§ga2-|-E

C. Inégalité de Cauchy-Schwarz :

“(f.9) € C(atL R, | |l < ( / b fzd:v) " ( / ngda:>

D. Inégalité de Gronwall(forme intégrale) :
Soit £ une fonction positive, intégrable sur [0, T et satisfaisant pour presque tout ¢
I'intégrale :

1/2

t
£(t) < cl/ E(s)ds + co
0
ol ¢; et ¢y sont des constantes positives, alors :
E(t) < a1 + cqte™?)

E. Formule de Green :
Soit 2 un ouvert borné régulier de classe C'.Si u € H*(Q2) et v € H'(2), on a :

/Au.vdm = —/Vqud:C+ %.vds
Q Q a0 On

ol 7 est la normale unitaire extérieure a 0f).

0.4 Semi-groupes

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme x — ||z||,. On désigne
par L£(X) l'espace véctoriel des applications linéaires continues de X dans lui méme.

Définition 0.4.1. |2] Une famille {S(t)}+>o d’éléments G(t) € L£(X) pour ¢ > 0 forme un
semi-groupe sur X si elle vérifie les deux conditions suivantes :

i) S(s+t)=S(t)S(s)

ii) S(0) = Idx (Identité dans L£(X) )
Définition 0.4.2. [2] Le semi-groupe {S() };>¢ s’appelle semi-groupe fortement continu (ou
bien C°-semi-groupe) sur un espace de Banach X si :

lim S(t)u = u, pour tout u € X.
t—0+



0.5 Systéme dynamique

Définition 0.5.1. [I] Soit (Z, d) un espace métrique complet. Un systéme dynamique sur Z
est une famille {7T'(¢) };>0 d’applications sur Z telle que :

i) T(t) e C(Z,7)
i) 7(0) = Iy,
iii) T(t+s) = T(t).T(s)
iiii) Vz € Z,T(t)z € C(]0, +0), Z).

Définition 0.5.2. (trajectoires, ensemble w—limite)[I] Pour tout z € Z,
i) La courbe continue t — T'(t)z est appelée trajectoire issue de z.
ii) 'ensemble w(z) = {y € Z/3t, — +o0;T(t,)z — y lorsque n — oo} est appelé
ensemble w—limite de z.

Définition 0.5.3. (Région invariante)

Un sous-ensemble fermé > C R™ est appelé une région invariante pour un systéme différentiel
donné si, toute solution wu(z,t) ayant ses valeurs initiales dans 3, reste dans ¥ pour tout
(x,t) € Q x [0, Tras]

Proposition 0.5.1. [1/ Pour tout z € Z et pour tout t > 0, on a :

i) T(t)(w(z)) € w(z) (w(z)est alors dit positivement invariant par T (t)).
Si de plus, UtZO T(t) est relativement compacte dans Z, alors

i) T(t)(w(z)) = w(2) # 0. w(z) est dit alors invariant par T(t)

iii) w(z) est un compact connexe de 7. et limy_,o, dist(T(t)z,w(z)) = 0.

Démonstration. [I]

0.6 Fonctions de Lyapunov et principe d’invariance de
LaSalle

Définition 0.6.1. (Fonction de Lyapunov)[l] Une fonction © € C(Z,R) est dite fonction
de Lyapunov pour {7'(t)}+>0 si

O(T(t)z) <O(z),Vz € Z,Vt > 0.

Théoréme 0.6.1. (Principe d’invariance de LaSalle) /1] Soit © une fonction de Lya-
punov pour {T(t) }io et soit z € Z tel que | J,5 T'(t)z soit relativement compact dans Z. Alors

i) k= 1lim; . O(T(t)z) existe.

ii) O(y) =k, Yy € w(z).
En particulier : Yy € w(z), ¥t >0, O(T'(t)y) = O(y).



— Chapitre 1
Existence globale d'une solution
positive

Le but de ce chapitre est d’établir 'existence globale d’une solution positive d'un sys-
téme de réction-diffusion quasi-linéaire. Pour cela, on introduit la position du probléme, son
interprétation ainsi le résultat d’existence et les estimations a priori.

1.1 Position du probléme

Soit © un ouvert borné de R? avec une frontiére 9 de régularité C% et T' > 0.
On considére dans  x [0, T le systéme d’équations de réaction-diffusion quasi-linéaires
suivant :

S (x,t) = V.(¢(S(2,1))VS(2,t)) — pS(x, 1)I(z,1) (1.1)
01 (x,t) = V.(0(I(x,£))VI(z,t)) + pS(x, ) (z,t) — \(z,t) (1.2)
OR(x,t) = V.(0(R(x, 1)) VR(z, ) + M (z,1)

ou u,\ sont des constantes strictement positives.
Ce systeme d’équations, écrit sous forme divergentielle, est assujetti aux conditions
initiales :

S(x,0) = So(x), I(2,0) = Io(z), R(x,0) = Ro(z) (1.4)

et aux conditions sur le bord, de type Neumann :

dS(x,t)  Ol(x,t)  OR(x,t)
on on  On 0 (15)

ol 7 est la normale unitaire extérieure a 0f).

Les fonctions de diffusivité ¢( ), ¥() et 6() sont supposées réguliéres, non dégénérées,
strictement positives et uniformément bornées. C’est a dire, il existe des constantes positives
a et @ telles que :

a < min[o(u),Y(u),0(u)] < max[p(u),(u),d(u)] < a pourtoutu € R (1.6)



On suppose que :

So( ) Io( ), Ro( ) € H'(2) (1.7)

Interprétations :

Le systeme (L.1)-(1.6) modélise la propagation d’une maladie infectieuse au sein d’une
population, par exemple chez les humains, les animaux, etc. Il s’agit donc de la répartition
spatiale des individus susceptibles d’étre infecté, les infectés et les morts(ou immunisés). Le
domaine € est un ouvert de R3, il représente une surface géographique ou un lieu qui forme
la région touchée par la maladie infectieuse(une ville, des cellules, etc). La population étudiée
ne sort pas de cette région, ce qui veut dire qu’il n’y a pas de migration a travers le bord 9(
qui est traduit par les conditions sur le bord ).

La population étudiée est composée de trois classes : la classe des susceptibles S repré-
sente les individus susceptibles d’étre infectés, la classe des infectés I désigne les individus
infectés et la classe des retirés R qui représente les individus résistants ou morts. Les indi-
vidus de chaque classe bougent, ¢a permet a la maladie de se diffuser et propager. Lorsque
cohabitent des individus susceptibles et des individus infectés, un certain nombre des sus-
ceptibles sont infectés (représenté par la constante p). Ce terme est par ailleurs considéré
comme proportionnel au produit SI. Ils quittent alors la classe des susceptibles, d’ou le
terme —uS(x,t)I(x,t) et rentrent dans la classe des infectés ce qui augmente leur nombre,
d’ott le terme +pS(z,t)I(z,t). Le nombre de malades décédés est proportionnel aux nombres
d’infectés. La constante de proportionnalité A\ représente le nombre d’individus morts. Ils
quittent alors la classe des infectés ce qui est traduit par le terme —AI(x,t) et rentrent dans
la classe des retirés, d’ou le terme +MI(x,t).

1.2 Existence locale

Dans ce paragraphe, on donnera une définition d’une solution classique du systéme et
on énoncera un théoréme pour assurer son existence ainsi que sa preuve.

Définition 1.2.1. Le triplet (S(, ), I(, ), R(, )) est une solution classique du systeme ([L.1])-
(1.5) sur Q x [0, T &’il satisfait :

(i)Pour tout ¢ € [0, T],(S(,t),I1(,t), R(,t)) € C*(2,R3) N CL(Q,R?); pour tout = € Q,
(S(z, ), I(z, ), R(z, )) € C}([0, T],R?) et Péquation différentielle partielle est satisfaite pour
xGQettG[O,T].

(i) lim [IS(.6) = SoOlls + I7(.8) = HOlga + IR(.£) = Ro()lls) = 0

Théoréme 1.2.1. Si est vérifiée, les conditions initiales sont positwes et T' > 0, alors
il existe une unique solution classique du systeme — sur 2 x [0, T7.

Démonstration. Pour cette démonstration, on commence d’abord par montrer 1’existence
locale de la solution ensuite son unicité.



Existence locale :
Onpose: H(S,I,R)=S+I1+R

En sommant les équations (L.1)),(L2) et(L3]), on obtient :
S+ R+ 01 =V.(6(S)VS)+ V.(w(I)VI)+ V.(0(R)VR)
On trouve que :
(S+I1+R)=V.(0(S)VS+v(I)VI+0(R)VR)
En intégrant le premier membre sur €2 x [0, t] pour ¢t € [0, Tynaz], il vient que :

/Ot/Q&t(SjLIJrR)dazdt:/Q(S+I+R)(t,x)dx_/Q(SJFIJFR)(O’:C)dx

:/QH(S(m,t),](m,t),R(x,t))dm—/QH(SO(x),RO(x),]O(a:))da:
= [[H(SC 0, 108), RGOy g = [1H(So(), Ro(), o)l 10

Ensuite, on intégre le second membre sur Q x [0, ¢]

/ t / V.(6(S)VS + 0(I)VI + 0(R)V R)dadt — / t / V.(6(S)VS)dadt

// nvi d:cdt+/ / RV R)dudt
11 vient que :
/Ot/QVW(SWS)dxdf = /Ot/Q[V¢<S)VS+¢(S)A5]dxdt

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord, on obtient :

[ [vo9saa= [ [ vowsivsani— [ [ Voo
+/Ot /{m %gb(S)dsdt

/Ot /Q V.(¢(S)VS)dz = 0

De la méme maniére, on trouve que :

/ / I)VI)dxdt =0

D’ou :



et

/ot/QV‘(Q(R)VR)da:dt —0

On obtient alors :

/t/ V(@(S)VS +P(I)VI + 0(R)V R)dwdt = 0

/ t/ V.(6(S)VS +(I)VI + 0(R)VR)ddt < 0
0 JQ

Par conséquent,
(S 2), 10, 1), RGO o = I1H(So(), Bo(), o)l o < 0
Clest & dire,
(S, 1), 10, 1), R( )y < NH(So(), Bo(), o))

Alors, il existe une constante C; > 0 telle que :
|IH(S( 7t)7[( 7t)7R(at))||1,Q < Cl

Ce qui revient a dire que :
/ H(S,I, R)dx < Cy
Q

En intégrant de nouveau sur [r, t] avec 0 < 7 < t < T},44, On trouve que :

t
/ / H(S, I, R)dwdt < C(t — 7)
T JQ
Ce qui veut dire que la solution classique du systéme existe localement.

Unicité :

Pour montrer 'unicité de la solution, on a suivi le méme raisonnement que le résultat établit
par M.Kirane et S.Kouachi [5].

On suppose que le systéme (|1.1)-(1.5)) admet deux solutions (S1, 1, Ry) et (Sa, I5, Re). On

pose :

stl—Sg
I=1—-1
R=R,— R,

10



Alors : (S, 1, R) est aussi solution du systéme (1.1)-(1.5) sur Q x [0, T], donc elle satisfait :

0,8 = V.(6(S)VS) — uSI
0T = V.((1)VI) + pST — A
O,R = V.(0(R)VR) + A

—

avec les conditions
S(z,0)=0, I(z,0) =0, R(z,0) =0
05 _ ol _ R _
on  On  On
On multiplie les équations du systéme précédent respectivement par S, I, R puis on intégre
sur {2, on obtient :

0

/S@tde—/SV.(qﬁ(S)VS)dx—/uSQ[dx

Q Q Q

/ 10, Idx = / IV.(Y(I)VI)dx + / uSIdx — / \2dx
Q Q Q Q

/ RO,Rdx = / RV.(0(R)VR)dx + / A Rdx
Q Q

Q

Il vient que :

1d
351 IS0 = [ o(8)sPds — [ ps*1as
Q Q

1
—i||[||§ﬂz —/¢(I)|wy?dx+/u512dx—/M?dx

1d

5 1l = —/0(R)|VR|2dx+/)JRdx
Q Q

En sommant, on obtient :
1d

531 1530+ 13a + | R3] + [ 6(S)VSPas+ [ w(@1Pds+ [ 6(R)IVRPds
Q Q Q

= — / wS?Idx + / wSI*dx — / Mdx + / M Rdx
Q Q Q Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy généralisée, il vient que :
1d

335 (1S3 + 1130+ |RI3e) < [ wsrde+ [ ArRds
Q Q

</(5 2+S—2)12d:c+/)\(512+R—2)dx
- Q " 4e Q 4e

52 A
< / e’ Pdr + | ——I*dv + / \elPdx + | —R%dx

1 A
< i |10 + = (sup S 1130 + A2 1130 + 2= IRl

11



4e
< L (110 + I1RI3)

(supg S)? A
< (e + BN e ) Il + - IRIE

On choisit € de sorte que L, — 0.
Alors,

| =

1130+ 1715 + 1RI3.) <0

N —
QU

t

Ce qui veut dire que ([[S]3q + |30 + [ £I3) est decroissante.
C’est a dire :

1S, Olla.0+ 11(z, )50 + IR, O)llsq < 15, 0)l50 + [1(z,0)llsq + IRz, 0)l54
On déduit que :
ie:
S(x,t) =0,1(x,t) =0,R(x,t) =0

Donc,

D’out 'unicité de la solution.

1.3 Positivité

Dans cette partie, on donnera un résultat de positivité. Dans un premier temps, on rap-
pelle le résultat suivant :

Lemme 1.3.1. [10] Si ¢ € HY(Q) alors o7 = maz(p,0) € HY(Q) pour tout x € Q et de
plus : (7). = s st p(x) >0 et (1), =0 si p(x) = 0.

Théoréme 1.3.1. Si[l.7 est vérifiée, les conditions initiales sont positives, T > 0, et

(S(z,t),I(z,t),R(x,t)) est lunique solution classique du systeme - sur Q x [0, T,
alors S(z,t), I(x,t), R(x,t) > 0 pour x € 2, t > 0.

Démonstration. On multiplie I’équation ([1.1)) par S~ puis on intégre sur €2, on obtient :
/ ST0Sdx = / S™V.(p(S)VS)dx — / S~ Sldx (1.8)
Q Q Q

12



Il vient que :

) - e Lfd o Td
| s7asie =~ [ sas e = =5 [ S48 @ 0P = =5 58 @ 0la)

ou :
15| =S

S™ = (=9)" = max(0, -S) = 5

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord, on aura :

/ SV.(6(S)VS)dx / S~V6(S)VSda + / S~ 6(S)ASdz

_ / S~V(S)VSdx — / V(S-6(S)VSdz+ | So(S )a—sds

_ /Q S~V(6(S))VSdr — / )

S™V(¢(S))VSdx — / VS~ 6(S)VSdz
Q Q

—/VS_¢(S)Vde:/¢(S)\VS_]2da:
Q 9
ou :

VS =-VS~™

On remplace dans ’égalité (1.8]), on obtient :

th HS I50) /gb )| VS~ |dm——/,uS_SId:E:/,u(S_)2]dx
Q Q
Ou encore
1d
515 )+ [ )9S Fde =~ [ u(s)'1aa

Par suite, en utilisant 1) on obtient :

31550+ [alvsPar< - [ s ras

Soit t € [0, T| pour T' < T,q.. D’aprés lexistence locale, il vient que :

L 5 + 89S 1B < M) |57,

M) = | (D] .0

Il vient donc, pour ¢ € [0, T7,

s < lis I,

13



ou :

c= sup |M(t)]
te(0, T

En intégrant de nouveau sur [0, ¢] avec ¢t < T', on obtient :

1d [t

_ 1, ._ 1,
st |, (157 @3)lb0dds = 5157 @ D0 = 5157 @0) 50

1., 1, . bl
515 @0l =5 ISe @B < [ 15 g

Il vient que :

t
|57 @.0lfi0 < IS5 @q+2¢ [ [5G 5) s
D’apres I'inégalité de Gronwall, on obtient :
157 (. )56 < 1155 @)]|5q (1 + 2ctexp (2ct))

Comme Sy(x) > 0 donc : Sy () = 0 pour tout x €
Par suite,

S™(xz,t) =0,Vx € Q,Vt € [0, T

Et comme T < T4z, il vient donc : S™(x,t) = 0,V(x,t) € Q x [0, Thaxl
D’ou :

S(z,t) > 0,Vx € Q,Vt € [0, Thas|

Pour la seconde composante, on procéde de la méme maniére que précédemment. On
multiplie les deux membres de I'équation (|1.2)) par I~ puis on intégre sur €2 :

/Q [70,] dz — /Q ["V.(p(1)V])dz = /Q pSII—dx — /Q AT dx (1.9)

Il vient que :

- o 1 d 1d _ 2
/Q] &de:—/ﬂl o, dx:—ﬁ/gaﬂf (2, )"z = =5 ([T (@, 1) 5,0)
ou :
=1
2

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord, on aura :

Im =(-I)" =max(0,-1I) =

/ [V.((1)V )dz = — / VIo(D)Vide = / W(D)|VI~[2dz

14



ou :
VI=-VI~
On remplace dans I’égalité ((1.9)) :

—=—(||{ (z,1) Y()|\VIT|*de = | pSII dx— [ NI dx
L ) / Ivr-fde= [ /
t Q

——/Q(MS—A)I‘ d

ou

2dt HI z,1) H2Q /¢ )VI™ |dx_/Q(’uS_>\)]_2dx

Par suite, en utilisant (1.6]), on obtient :

th HI z,1)[|5 ¢) —I—a/|V] |d:L‘</(,uS NIz

Soit t € [0, T| pour T' < Tnq.. D’aprés l'existence locale, il vient que :

1d

S ) 0l 9T 2 e < M) 12

ou :
Mi(t) = [[pS(t) = Ml
Il vient donc, pour t € [0, T,

g < el
ou :

ci = sup |M(t)|
tel0, T

En intégrant de nouveau sur [0, t] avec ¢ < T', on obtient :

t
1@ 0 < 1 @ 20 [ 7 9)]gs
D’apres la formule de Gronwall, on obtient :

1) o0 < 15 @)

||27Q (1 4+ 2c1texp (2¢1t))

Comme Iy(x) > 0 donc : I (z) = 0 pour tout z € Q

I (z,t) =0,Vz € Q,Vt € [0, T]
Et comme T' < T4y, il vient donc :1~(z,t) = 0,V(x,t) € Q x [0, Thaz|
D’ou :

I(z,1) > 0,¥a € Q¥ € [0, Thas|

Pour la troisiéme composante, on procéde de la méme maniére que précédemment.
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On observe que les deux premiéres équations du systéme ((1.1)) — (1.6)) découplent de la
troisiéme et la détermination de S(, ) et I(, ) déterminera R(, ). Nous allons donc, par la
suite, nous intéresser au systéme suivant :

0S(x,t) = V.(o(S(2,1))VS(x,t)) — uS(z, t)I(x,t) (1.10)
O (x,t) =V.(W(I(x,t))VI(x,t)) + pS(x, t)(z,t) — M (x,t) (1.11)

assujetti aux conditions initiales :
S(z,0) = So(z), I(x,0) = Iy(x) (1.12)

et aux conditions sur le bord :
dS(x,t)  0l(z,t)
on  On

— 0 (1.13)

1.4 Estimations a priori

Dans ce paragraphe, on établit des estimations a priori sur les solutions classiques obte-
nues.

Proposition 1.4.1. (Estimation de S et I dans LP?)

Si(S(,),1(,)) est une solution de (LI0) — (LI3)) assurée par les théoremes (L2.1]) et (L31))

sur € x [0, oo] alors il existe une constante K, > 0 telle que, pour tout 0 < 7 <T < 00, on
a:

G M oxir ) < Bp(T = 7) (1.14)
ISCOl0 < 150, q pourt =0 (1.15)

Démonstration. Sans perdre de généralité, on suppose que Sy et I sont C' sur €.
On commence par montrer l'estimation suivante, pour tout p € [1, 0], on a :

ISC D0 < 1500, o pourt >0

En effet, on multiplie I'équation ((LI0) par SP~! puis on intégre sur Q x [0, t] avec 0 <t < T,
on obtient :

/ SP19,Sdx = / SPIV (4(S)Vs)dw — / wSPSIdx
Q Q Q

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord (ILI3)), il vient que :

/ SPIV (4(S)Vs)dx = / SPHVA(S)VS + ¢(S)AS]dx
Q Q
_ p—1 _ p—1 p—1 %
—/QS V¢(S)VSdx /Qws qb(S))VdeJr/aQS o(9) 5,08
= / SPIV¢(S)VSdr — / P(S)VSPIV Sdx — / SPIV(S)V Sdx

Q Q Q
=— / #(S)VSP1V Sdx

Q
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Alors,

/ SPdx + / H(S)VSP IV Sdr = — / wSPIdx
pdt Q

Comme S et I sont positifs et, d’aprés (L), il vient donc :

/Spdx—l—a/ VSP IV Sdr <0
pdt

Or
VueVu? = _4af |Vulat9)/2)2
(a+pB)?
D’ou :
Spd:t +4al |VSPE|12de < 0
pdt P* Ja
Ce qui revient a dire que :
1
pc?t SP(x,s)dr <0

Par suite, en intégrant de nouveau sur [0, |, on obtient :

pdt/ /S” 7, 5)dxds = | S(x, D)0 — 1S, 0| < 0
D’ou :
ISC 00 < 1500, ) pourt >0 (1.16)
Pour montrer I'estimation a priori de I dans P, on aura a utiliser le résultat établi dans [3].
On pose alors ¢1(S, 1) = pSI et go(S,I) = pST — A .
Comme S, I > 0, alors

On pose F(.) une fonction réelle arbitraire telle que F' € C* avec F > 0 et F' > 0.
En calculant la dérivée de F'(I) par rapport a ¢, on obtient :

d dl

Z(F(D) = —F'(I) = (V.(¢(1)VI) + ga(S, 1)) F'(1)

= V.(H(I)VDF'(I) + g5(S, D) F'(I)

On intégre sur € et en utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord, on trouve :

/ )z — / V(1) F (Ddx + /Q 0(S, ) F'(I)da
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:/w (I)VIF'(I) dm—l—/z/z (I) A[F'(J)da;+/g2(s,1) '(I)dx
oI

/V¢ IVIF'(I dm—/V NVIdz + ¢( VE'(1 )a—nds
—l—/Qgg(S,I)F'( Ydx
= / V(I)VIF'(I)dx — / Vy(I)VIF'(I)dx — / Y(I)VF'(I)VIdx
Q Q Q
+ / g2(S, ) F'(Idw
- / W(DVIF (1Y Idz + / (S, D)F'(I)dz
—/¢(1)F”(1)|w|2da;+/92(5, DF'(Idx
Q Q

Par suite, en utilisant (1.17]), on obtient :
d
| GO <~ [ 6P @FIPds+ [ (8, DF (D
Q Q Q

Maintenant,on calcule la dérivée de (S + S?)F(I) :

L5+ 5P = L5 5200+ (54 59D

- Cclsz( )+2SC(25F( )+ (S+52>dlzg§f]) =V ( (S)VS) = g:(8, 1) F (1)

£ 25(V(S(S)VS) — (S, D) (D) + (8 + 512 EE)

dt
= (14+25)V.(p(S)VS)F(I) — (14+2S5)g:1(S, 1) F(I) + (S+52)d};§1)
— (14 28)V.(6(S)VS)F(I) - (14 28)g:(S. D) F(1)
(8 + SV VIE(D) + ga(S, T)F'(1)]
= (1+28)V.(6(S)VS)F(I) — (1 +28)g:(S. D) F(1)
(5 + V(D VI D) + (S + 5)gs(S. D F'(D))

Par suite, en utilisant (| et en intégrant sur €2, il vient que :

Zf (S +S*)F(I)dx < /Q (14 25)V.(¢(S)VS)F(I)dx

+/[(S+52)F’(1)—( +29)F ([)]gl(S,])dx—Ir/(S~|—52)V.(¢(I)V[)F’(I)da: (1.18)

Q

En appliquant la formule de Green et les conditions sur le bord, on obtient :

/ (14 28)F(D)V.(6(S)VS)dx = / (14 28)F(I)(V(S)VS + 1(S)AS)dz

Q
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/9(1 +25)Vo

)V Sdr — / V[(1 + 28)F(I)¢(S)]V Sdx

0S8
—d
an °

VSdr — / V({1 + 28)6(S)|F(I)VSdz

o0N

g
g

:/ 1+ 2S8)Vo(S)F(I
—/2|VS|2¢(S)F(I)da:—/ (1+29)¢(S)VIF'(I)VSdx

o)

(S
+/ (14 29)¢(S)F

1+ 28)Ve(S
$(S)VF

2

JE(
(1)
( JE(I)
(1 +25) (I)VSdx
( JE(I)

VSdx — / (14 28)V(S)F(I)VSdax

—/2¢(S)F(I)|VS|2dx—/(1+23)¢(S)F’(I)VIVSd:r
Q Q

et aussi :

X

_|_

)

+ SV (1)) F'(I)dx / (S + SOVO(DVI + H()ATF (1 da

I
S~

(S + SHVy(I)F'(I)VIdr — / V(S + SHw(I)F'(I)|VId

S
(54 SYDF (1) d

(S + S*Vy(IF'(I)VIdr — / V(S + S*)()]F' (I)VIdx

S—

D\@\D\%

(S + SHY(I)VF' (I)VId
(S + SHVy(I)F'(I)VIdx —/ (S + SH)Vy(I)F'(I)VIdx
(VS + VS2)(1) F' (1) V Idz — / (S + S (I)VF' (1) Idz

- / (VS +2SVS)(I)F'(I)VIdr — / (S + SHY(I)VIF"(I)VIdx
Q Q

= — / (1+28)(I)F'(I)VIVSdr — / (S + SHY(I)F'(I)|VI|*dx

Q

En remplacant dans l'inégalité ([1.18]), il vient que :
d
7 (S + SHEF(I)dr < / (S + S?)F'(I) — (1 +2S)F(I)]g.(S, I)dx

Q

— /Q 2F(1)p(S)|VS|Pdx — /Q (14 29)[¢(S) + (D] F'(I)VIVSdz
—/ (S + SHY()F'(I)|VI|*dx (1.19)
Q
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On rappelle qu’il existe des constantes positives a < @ qui majorent et minorent ¢( )et ¥( ).
On choisit F(.) telle que F'(v) = e avec £ > 0 que 1'on déterminera aprés et posons :

K =2a(1+250( )llo)-

L’inégalité ([1.19)) devient :

% (S + 5% edr < / [e(S + S%) — (1 +29)]e g1(S, I)dx
0 Q

— / 2e51 9 (9)|VS|2dx — / e(1+29)[@(S) + ()]es! VIV Sdx
—/52(S+S2)¢(1)e€f|v1|2dx
Q

Comme e > 0, alors :

% (S + $Y)esldz < / £(S + 82) — (14 28)]e g1 (S, T)da
Q Q

- / 2e1 p(9)|V S Pdx — / e(1+28)[p(S) + ()] VIV Sdx
Q Q
En appliquant 'inégalité de Cauchy généralisée, il vient que :
— / 2e14(9)|V S Pda — / e(1+29)[(S) + ()] VIV Sda
Q Q

< —/ 2e19(9)|V S|P dx + / e(1+29)[p(S) + (1) VIV S|dx
Q Q

(14 28)*[6(S) + v()P?

2
36(5) VI |dx

o el 2 el 2
< /Qze 6(S)|VS| dx—l—/ge [2¢(S)|VS| +

(14 25)*[6(S) + V(D & 12 cr
S/Q 36(5) |VI|*e* dx

D’ou :

- /Q 2e51 9 (9)|VS|2dx — /Q e(1+29)[@(S) + ()] VIV Sdx
+

(1 +25)(6(5) + (D))
= / 36(9)

2
V1% da
D’aprés (1.15]) et (|1.6),on trouve que :

— /Q 2e51 9 (9) |V S|2dx — /Q e(1+29)[@(S) + ()] VIV Sdx

2 2 1 S 2 2K2
S / ae ( + H 0”00) ‘V[|2651d$:/ € |VI’2€EId.T
Q 8a Q 8@
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Alors, il vient que :

% (S + S*)eldr < / [e(S 4+ S%) — (1 +29)]e g1(S, I)dx
Q 0
2K2
+/ : VI dx
o 8a
et
i/eddacg —/52w(1)ed|V[|2d:c—|—/€g1(S,I)edd:C
dt Jo Q Q
a2
Posons § = ﬁ, on trouve que :
a4 [1+5(S + S?))eldr = i/eddaﬁ—i-i/é(é’—i-Sz)eddx
dt Jq dt Jo dt Jo

< —/52¢(I)ed|v1|2dm—|—/591(3, DNedx

Q Q
€2K2
3a

+/Q(5[a(5+52) —(1+2S)]edgl(S,I)dx+/Q<5 IVI|%e da

< —/952¢(I)B€I|V]|2dm—l—[2{6+5[5(S+52)—(1—I—2S)]}edgl(5’,l)dx
+ /Q e2p(1)e |V I |*dx

< /Q (e + 5e(S + 52) — (1 + 28)]}e=1 1 (S, T)da

< [ e+ TSl + 1SIe) — (1+ 2510 (S. Do

< /Q{é? +0le(lSolloc. + 150]1%.0) — (1 +29)]}e 91 (S, I)da

Choisissons € > 0 trés petit tel que : {1+ d(|[Sollc.0 + HSoHiOQ)} —0(1+25)<0.
Cest a dire : {1+ 0([|Soll oo + 1S0ll% o)} < 6(1 +25).
o

Alors, prenons ¢ < .
L4 6([I S0l o, + 150115 0)
Il vient alors :

d
pr [1+3(S(x,t) + S?*(z,t))]e dr < 0 sur [0, +00)
Q
En intégrant sur [0, ¢, il existe une constante M telle que :
/ 1+ 6(S(x, ) + S(z, 1))l dz < M sur [0, +00)
Q

Alors, pour tout ¢ > 0, on a :

/ el @0 g0 < M.
Q
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Par conséquent,

1
T »
MG ey = [ I I”(ac,t)dxdt}
T P
< ( / / [gredwdmt)
T QL€

|—

Par suite,
p. .1 1
11, -)Hp,QX[T,T] < EM”<T —T)?

D’ou le résultat.

Proposition 1.4.2. (Estimation de VS dans L?)
Si(S(,),1(,)) est une solution de (LI0) — (LI3)) assurée par les théoremes (L2.1) et (L31))

sur ) X [0, 00) alors il existe une constante Cy > 0 telle que, pour tout T >0, on a :
IVS(,T)llyq < Co (1.20)

Démonstration. On multiplie ’équation (1.10) par S~ puis on intégre sur Q x [k, k + 1]
avec k € {0,1,2,...}, on obtient :

k+1 k+1 k+1
/ / S0, Sdxdt = / / SV.(¢(S)VS)dzdt — / / pS?* Idxdt (1.21)
k Q k Q k Q

Il vient que :
k+1 1 1
/ / S0 Sdxdt = / ~S%(x, k + 1)dz — / —S*(x, k)dw
k Q 02 Q2

En appliquant la formule de Green et les conditions sur la bord, il vient aussi :

/k o /Q SV.((S)VS)dadt = /k o /Q SV$(S)V Sdrdt + /k o /Q Sé(S)ASdzrdt

k1 i o o
_ /k /Q S.V6(S).VSddi — /k /Q V(56(S)).VSdudt + /k /8 5(5). 0% s

:/:H/QS.VQS(S).VSd:Edt—/:H/QS.WS(S).VSd:pdt—/:H/QVS.QZ)(S).Vdedt

k+1
— - / / 6(8)|V S Pdxdt
k Q

22



L’égalité (L21]) devient :

1 k+1 k+1
/552(x,k+1)dx—/ —S%*(z,k)d / /gb |VS|2d:L‘dt—/ /,uSQIdxdt
0 02 k

Il vient que :

k1
/152(a:,k+1)dx—/ESQ(x,k)d:U—i-/ /¢(S)|VS|2dxdt§O
Q2 2 k Q

k+1
/ESQ(x,kJrl)der/ /¢(S)|V5(x,t)|2d:cdt§/152(m,k)dx
92 k Q 92

En utilisant (L6]) ,il vient que :

k+1 1
/ /a|VS(:v,t)|2dzvdt§/—52($,k)d$
k Q 2

D’ou

Par suite,

k+1 1 1
/ /\VS(x,t)Rdxdt < / L 20, k)de = = |S(, B)|2,, , pourk € {0,1,2,...}
k 0 Q 2a 2a ;

D’aprés (IL16]) on obtient :

k+1 1
/ / VS, t)Pdadt < 2 1500} 2
k Q 2a ’

Le théoréme de la valeur moyenne de l'intégrale assure I'existence d'un 7 € [k, k+1] tel que :

k1
/ / \VS(x,t)*dedt = (k+ 1 — k:)/ IVS(z,7)|*dw = / \VS(x,7)|*dx
k Q Q Q
D’ou :
1
195G m)Pde < oo ISil3 (1.22)
Q 8 ’

Par conséquent, pour chaque k € {0,1,2,...}, il existe k < 7, < k + 1 tel que (L22]) est
vérifiée.

Maintenant, on multiplie I’équation (ILI0) par ¢(S)— puis on intégre sur Q x [, T, on

ot
obtient :
//qb ( )d:):dt //( ) V.(¢(S)VS)dzdt
- / /ﬂ u¢(s>%—fsmxdt (1.23)
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Il vient que :

/ / ( ) S)VS)dudt = / /Q V( ) S)VS)dudt
/ / V(e S)V.S)ddt — / ' /Q 6(S ( > S)V.S)ddt
/ / VS.(S S)VS)dwdt — / ' [ (5). S)V.S)dadt
/ / S)|V S|P dxdt — / ' /Q a(;s VS.|p(S)|Pdxdt

=i /|¢ VS s

/ |9(S(z, T))VS(z,T)] dx+/ |0(S(z, 1)V S(z, 1) |*dz
Q Q
Alors I'égalité ) devient :

/ /qs <OS> dxdt+/ 16(S (2, T))VS(x, T)2dz = /|¢ 2.7V S (2, )2

/ / ne(S Sldxdt
[ fsen (%5

D’ou :

) dx dt—l—/ (S (2, T))VS(x, T)*dx
ant

//

En utilisant I'inégalité de Young, pour tout € > 0, il vient que :
85 (x,t)

x, t)I(x,t)dxdt

/Q 16(S (2, 7))V Sz, 70 [P (1.24)

x, t)I(x,t)dxdt

T
§%/ /¢2(S($ (8Sxt)d —l——/ /Szxtfzxtdult
Tk Q
iné : .

/TkT/(b(S(x,t)> (35;’ t)>2d dt+/ 6(S(z, T))VS(x, T)2dx

g%g/:/ggb(S( (as‘“>d +—//S (. )12 (, t)dadt

+/Q|(/§(S x,7:))VS(x, 1) Pdx
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Il vient que :

/ / ¢2< (@, »] (%)Z:ﬂdw /Q 1p(S(2, T))VS(x,T)|*dx

< Qﬂg/m /952($’t)12(377t)dxdt+/ﬂ|¢(S(1’7Tk))VS($,Tk)|2dx

LLE

En choisissant € > 0 tel que (¢(S5) — 5

obtient :

#*(S)) > 0 et en utilisant (LG),(1.14) et (1.22), on

/ 22|V S(z, T)|2dz < / 6z, T)VS(x, T)Pdz
Q
< 28/ /S2 x, t)*(z,1) dxdt—i—/ (S (, 7))V S (x, 74)|*dx

§ﬂsupS:vt //I2$td:vdt+/|¢ (z,7,))VS(z, 70) [Pd

25 €N

i
< o ISC ) K (T = ) + 2—a 150115,
D’aprés (|1.15]), on aura :
2 2 H 2 2 ) @ 2
a’|VS(z, ) dz < o ||Solloe.o 55 (T = 7)™ + o~ [150lla.0
Q 19 2@

Il vient alors que :

o
/Q \VS(z, T)Pdx < ea? ||SO||io,Q KE(T —7)? + ||SO||29 pour tout 0 < T — 73, < 2

%a 943
D’ou le résultat.

Proposition 1.4.3. (Estimation de VI dans L.?)

Si(S(,),1(,)) est une solution de (LI0) — [L.13) assurée par les théoremes (L2.1)) et (1.3.1)
sur §) x [0, oco) alors il existe une constante C3 > 0 telle que, pour tout T >0, on a :

IVI(,T)llpq < Cs (1.25)

Démonstration. On procéde d’une maniére similaire & la preuve de la proposition ([1.4.2)).
On multiplie I’équation (|1.11]) par I~ puis on intégre sur Q x [k, k+ 1] avec k € {0,1,2,...},
on obtient :

k+1 k+1 k+1
/ / 10, Idxdt = / / IV.(W(I)VI)dxdt + / / S dwdt
k+1
—/\/ /I2dx (1.26)
k Q
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Il vient que :

k+1 1
/ /I@tldxdt / —I*(, k+1)d$—/§[2($,k‘)d$
Q

En appliquant la formule de Green et les conditions sur la bord, il vient aussi :

/k+1/]V DVI)dzdt = /kH/IVv,D V]d:pdt—k/kﬂ/]@/} ).qsAldzdt

:/:H/Q[.Viﬂ([).VIda:dt—/:H/QV(Iw(I)).VIdxdt—i-/:H /mhﬂ(f).%dsdt

:/:H/QI.Vib([).VIdxdt—/:H/Q[.VQ/J([).VIda:dt—/:H/QV[.z/J(I).VId:cdt
—/:H/QM])]VIFdxdt

L’¢galite (L26]) devient :

1 1 k+1
/2[2(56 k—l—l)dx—/ —I*(z,k)d / /w VI dxdt
Q
k+1 k+1
/ /MSIdedt / /I2dm
Il vient que :

1 1 k+1 k+1
/-JZ(x,kH)dx—/-12(:c,k;)dx+/ /w(I)|VI|2dxdt§/ /,LLSIdedt

D’ou :
1 k+1
/—12(x,k+ 1)dm+/ /¢(I)|V[(a:,t)|2dacdt
Q2 k Q

1 k+1
S/—IZ(x,k’)dqu/ /p,SIQd:L‘dt
2 k Q

1., ')Hp,QX[T,T] < Ky(T'—7)

On a déja montré que :

Alors :

HI(7 ‘)||2,Q><[k,k+1] < K2 (127)
En utilisant (L) et (1.27)), il vient que :

k+1 1 k+1
/ /a|VI(x,t)|2dxdt§ —/IQ(x,k)dx+/ /MSIQda:dt
k Q 2 Jo k 0

k1
I*(z,k)dz + psup |S| /Izdxdt
k Q

€N

IN

I, k)dx + ]IS .0 K3

IN

IN
D= DN = DN =

P(x,k)dz + p ||SOHOO,Q K3
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Le théoréme de la valeur moyenne de l'intégrale assure I'existence d'un 7, € [k, k+1] tel que :

k+1
/ / \VI(z,t)|?dedt = (k+1— k)/ \VI(z, ) |dx = / \VI(z, )| dx
k 0 Q 0

D’ou :

}(2
/ IVI(z,7)|*dadt < 2—2 + 2 150/l o 0 K2
Q a a

oI
Maintenant, on multiplie I’équation (ILIT]) par ¢ (I )E
k <1, < k41, on obtient :

/ /@z) <8l($ t)) dz dt+/ W(I(z, T))VI(z, T)|dz

I(z,1)) 81 () ’| S, )z, 8) — M (x, )| dudt

" / (I, 7)) VI (2, ) P

En utilisant I'inégalité de Young, pour tout € > 0, il vient que :

(1.28)

/ / 1) - SU3(I(, )] (%)le‘dt—i—/ (I (x, T))VI(z, T)2dz

< 25 /Tk /|uS x, ) (x,t) — N (z,t)] dwdt—l—/ |Y(I(x, 7)) VI(x, 7)) [Pdz

Do

/Qw(z(x,T))W(m,T)deg 2_15/ /Q\MS(x,t)[(x,t)—AI(a:,t)]Qda:dt

" / (I, 7)) VI (i, ) P

En choisissant ¢ > 0 tel que (¢(I) — g;ﬁ([)) > 0 et en utilisant (L0,

(L28),0n obtient :
/ 22|V Iz, T)dz < / (I (@, T))VI(z, T)2dx
Q Q

<L / / 1S (e, 8)1 (, ) — I () [2dadt + / [ (1 (2, 7)) VI (@, ) e

<’u—suprt //sztdxdt+—/ /sztdxdt
2e e

" / (I, 7))V (2, ) Pl

2 2
< SIS 12 B3I = ) + S KH(T = 7)* + / (I (@, 7)) VI (x, 70) | *do

2e
1(2

1.14

1.22

2 A2
< B SI o KT —m)? + QBT — 7 4 (A2 4 L5y KD

2e 2a
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D’aprés (1.15]), on aura :

2 1 2 2 2 A ,  Kj@
|91 TP < S ISl KHT =)+ 2 KHT =+ 25
pa® )
+ =5 150l .0 Kymathrm pourtout 0 < T — 73 < 2
a 5

D’ou le résultat.

1.5 Existence globale

Théoréme 1.5.1. [§] 11 existe un Tpnep € [0, +00] tel que le systeme (1.1)-(1.6) admet une

unique solution classique sur [0, Thae) X Q. De plus, si Typae < 00, alors :

lim ’|(S(7t)7 ](’7t>7R('7t))”oo,Q =

t—Tmaz

Conséquence. Ce résultat assure 'existence globale des solutions classiques du systéme
— pour tout ¢ > 0, d'une maniére & ce qu’elles n’explosent pas en temps fini.Par
conséquent, pour montrer I’existence globale des solutions classiques, il suffit de montrer que
celle-ci restent uniformément bornées sur le temps d’existence. Et c¢’est vérifié grace a (|1.14))

ot (1),
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Chapitre 2
Comportement asymptotique

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement asymptotique de la solution du
systéme —. Pour cela, on suit les techniques developpées par Webb [6] et utilisées
par Fitzgibbon et Morgan [4].

Soit X le cone positif de H(2) x H'(Q) et Y le cone positif dans L2(2) x L?(Q2). On définit
la famille d’opérateurs {U(t)|t > 0} par :

U(t)<SO’ [0> = (S(» t)? I('? t))

ou (S(.,t),1(.,t)) est la solution globale du systéme ((1.10)-(1.13)) assurée par les théorémes
([T21) et (1.3.1).

On sait que {U(t)|t > 0} est un semi-groupe fortement continu. En effet :

DU(0)(So, o) = ((5(-,0), 1(.,0)) = (S0, o)

Donc : U(0) = I,.

2)U(t + 5)(So, Lo) = (S(., t+ ), I(.,t+s)) =U)(S(.,9),L(.,s)) = U(t)(U(s)(So, Lo))
3)limy o+ U(2)(S0, Lo) = U(0)(So0, Lo) = (S0, Lo).

On a les résultats suivant : :

Proposition 2.0.1. Si (SO,IO) e X alors O(So, Lo) = {(S(,t), I(.,t)|(S(),I()) est une
solution du systeme (1.10)-(1.15), S(.,0) = So(),I(.,0) = Io() et t > 0} est précompacte
dans Y .
De plus, O(Sy, Iy) admet un ensemble w—limite w(Sy, Iy) € Y non-vide, compact et conneze
tel que : dist(U(t)(So, Io),w(So, Io)) — 0, quand t — 400 (ou la distance est donnée en norme
de Y).

Démonstration. Les propositions (|1.4.2))),(1.4.3) assurent que la trajectoire O(Sy, Iy) est

dans un intervalle borné de H'(Q2) et donc on peut appliquer le lemme de Rellich pour établir
la précompacité.
Les assertions restantes sont des résultats standards dans la théorie des systémes dynamiques

1.

29



A présent, nous introduisons une fonction W, ), a valeurs réelles, définie sur Y par :

W(S.D) =168, Dll = [ (541 (2.1)

Il est clair que W est continu sur Y.

W(.,.) est une fonction de Lyapunov pour le systéme dynamique défini par le semi-groupe
{U(t),t > 0}.

Nous définissons les projections ITy, IT, : X — H(2) telles que :

I1,[®, U] = &
I,[®, U] = ¥

Proposition 2.0.2. Si (So,ly) € X et (P,¥) € w(So, Iy) alors ¥ = 0 et la projection
(U (1)(®, W) = 0.

Démonstration. On pose : S(t) = [I;(U(t)(P, V) et 1(t) = (U (t)(P, V))
On somme les composantes de ((1.10)-(1.13)) puis on intégre sur © x [0, ¢], on obtient :

/O%%(S + Dydzar = [ | | V00898 + v idear - | t R

On a déja montré dans la preuve du théoréme (1.2.1)) que :

/t/ VA(o(S)VS + (1) VI)ddt = 0

Il vient alors

t
/ (S(z,t) + I(x,t))dxdt +/ / Mdzdt = / (So(x) + In(x))dzdt
Q 0 Jo Q
D’ou
t

W(S(.1). (1)) +/0 AN, )y deds = W(So(). To()) (2.2)

D’apreés (2.2)), on a :
W(S(.,1), (., 1)) < W(So(), lo())

Ce qui veut dire que W(U(t)(So, Ip)) = W(S(.,t),(.,t)) est décroissante et bornée par 0.
On applique le principe d’invariance de LaSalle pour montrer que la fonction de Lyapunov
W(.,.) admet un minimum de valeur constante. Pour cela, on pose :

o k=1limy, oo W(U(t)(So, I))
o (D,U) € w(Sy, Iy
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On a par définition :
w(So, Ip) = {(®,¥) € X x X, 3t,, — +ootelque : O(t,)(So, Iy) — [P, V]dansX x X}

Comme w(Sy, Ip) est un intervalle invariant alors : U(t)(®, V) € w(Sy, Ip).
D’aprés la définition de k, il vient que :

W (U(t)(®,V)) = kpourtoutt > 0

Comme W () est continu alors W (®, ¥) = k.
Il vient alors de ([2.2)) :

/Ot)\||](., s)||,dxds =0
Ce qui veut dire que :
(., 8)[l; =0
Alors :
I(s) =y(U(s)(®,¥)) = 0 pour tout s > 0

et donc ;W =0
D’ou le résultat.

On introduit la famille des fonctions de Lyapunov-Like W,(.,.) : Y — R par
A
W.(P,V) = / {P+ T — =log(®+¢)} (2.3)
Q K

Il est clair que W,(.,.) est continue et bornée.

Lemme 2.0.1. Si (So, Iy) € X alors W.(U(t)(So, Ip)) est décroissante en temps.

Démonstration. Posons (S(.,t), I(.,t)) solution du systéme ((1.10])-(1.13)) avec les conditions
initiales Sy, Io.

GWAVOS 1) = G [ {541 21og(S +2)

dt
Q M S+e
AV.(¢(S)VI) — usz}

Z/Q{V-(QS(S)VS+¢(I)VI)}+/Q{_M_; VD
:/{_M_éVw(S)VS) N ASI}

w o S+e S+¢
_ S\ A [ V5)VS)
- )\/Qj(l S+€> ,u/Q S+e
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Calculons / %ﬁ?js)
Q

V(p(5)).VS + ¢(S)AS
/Q S—l—s / S—l—a d
V(9(9))-VS ¢(5) ¢(5) 0
/ [ +/QV(S+5) VSdx S eands
V(¢ ( V( (b V(S +¢).VS
/ S+5 _/Q S—I—e / S+5 d
/925 |V5|2
S +¢e)?
Il vient alors que :
d B S 1 ¢(S)|VS|?
SW.(U(1)(So, 1)) = —)\/Q {1 <1 - SH) + ;W} <0 (2.4)

On déduit que W.(U(t)(So, Ip)) est décroissante.

Proposition 2.0.3. Si (S, ly) € X el(P, V) € w(So, ly), il existe une unique constante
positive C' telle que ® = C.

Démonstration. Appliquons le principe d’invariance de LaSalle. Comme W_(U(t)(So, Iy))
est décroissante alors il existe k tel que :

k= lim W(U(t) (S0, Io)).

Si (P, V) € w(So, Iy) alors W.(P, V) =k
En effet, comme w(Sp, Iy) est une région invariante alors U(t)(®, V) € w(Sy, Io)
D’aprés la définition de k, on a :

W.(U(t)(®,¥)) = k pour tout ¢t > 0.
Par continuité de W, ,on obtient :
W.(®,¥) = kpourtoutt > 0.

On pose : S(t) =L (U(t)(P,V)) et I(t) = (U (t)(P, V))
On integre sur [0,t], on obtient :

td A [ 6S)IVS)
D’apreés la proposition(2.0.2)) : I(t) = IL(U(¢)(®, ¥)) = 0
Il vient que :
_ A [ eIVSP L,
WU (5)@. %)) = WU ). o) = =5 [ | S| e =0
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D’ou :

o(S)|VS|?
(S +¢e)?

1

SS)IVSP

(S+¢e)2
Comme ¢(S) > a > 0 alors [VS]? = 0 i.e VS = 0 et comme S est continu, il vient que :
S = C ou C est une constante positive (car S> 0)

Ce qui veut dire que :

%) On montre que C' est unique :
Soit t, — 0o et (®, V) € w(So, Ip) telle que : U(t)(So, In) — (P, ¥) € Y.
D’aprés la proposition (2.0.2)), ¥ = 0 et on vient de montrer que ® = C.

D’prés (2.2)), on a :
t
W(d, V) —I—/ M, s)|lds = W (S, Io)
0

On remplace ® et ¥ par leurs valeurs, on obtient :

W(C,0)+ [ MU (s)(So Tl ds = W (o, T

Or W(C,0) = [, (C 4 0)dz = C.mes(Q)
ot mes(Q2) représente la mesure de Lebesgue de (2
A la limite t — oo, on obtient :

mes(2).C' + /000 A (U(5)(So, 1o))||,ds = W (S, Ip)

Ce qui montre 'unicité de C.
Proposition 2.0.4. Si (Sy(.), lo(.)) € X alors lim;_, 1 ||S(.,t) — <I>Hgls)2 =0

Démonstration. On a montré que S(.,t) converge vers ® dans L'(Q) et comme
1S )]l oo < 1S0ll ooy alors ga implique que S(., ) converge vers ® dans 1*(£2).
Ce qui se traduit par :

Maintenant, on multiplie I’équation ((1.10)) par S puis on intégre sur £ x [0, t], on obtient :

t
3 | S@tidss [ [ o(s)vSPasd < 3 IS
2 Ja 0 Ja 2 ’

Quand t — 400, on a : S(x,t) — P, alors :

1 ¢ 1
1 / Bde + / / ()| VSPdedt <~ 1SolI2,
2 Ja 0 Ja 2 ’
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11 vient alors

t
sres(@*+ [ [ o(s)IvsPdude < 3150l
0 JQ

Par conséquent, on peut obtenir une suite {tk}x‘f telle que : tx < tgyq, tp — +00 et
thr1 — Tk < 0 et

. 2
i V()2 =0

En effet,

1 2 R 2 1 2 1 2

—mes(Q)d* + o(9)|VS|Pdadt < = ||So]l5.q = =mes(2)P

2 th Q 2 ’ 2
Il vient que

trt+1 )
/ 8 [ VS|2qdzdt < 0,k =1,..., +oo0
tg
Ce qui veut dire que :
B 2 -
Jim [V )]3 =0 (25)

Sit, <t < tgy1, on a déja montré dans la proposition (1.4.2)) que :

/t:/Q [¢(S(:E,t)) - %6¢2(S(a:,t))} (%)Qd‘xdt"‘/ﬂ’¢(5($,t))VS($,t)|2dx

t
< ﬂ/ /52(x,t)l2(x,t)dxdt+/ (S (@, t)) VS (w, ty) [Pd
25 s (9] Q
Comme

t t
/ /SQ(x,t)P(x,t)dxdtg HSOH;Q/ /P(a;,t)dxdt

Il vient que :

t
ﬁ/ /52<x,t)12(x,t)dxdtg ﬂusougﬂ/ﬂ(x,t)dxdt
2¢e tr JQ 2e ’ Q

K 2 2 1/2 1/2
< —||S = ME(t—t
= 92 || 0“2,9 - ( k)
— Oquand k — +o00

On note que

/Q 6(S(x, 1)) VS (. 1) [Pda < a° /Q VS (z, ) |Pda

— Oquand k — oo

34



Il vient alors que :

2 /Q VS (2, )2 < /Q 16(S(2, 1)) VS(, 1) [2dz < 0
Ce qui revient a dire que :
lim [[VS(a, )|l = 0
On obtient alors
lim [1S(,8) = @[S = lim (S(,1) = @ q + [ VS(z,1)|0) =0

D’ou le résultat.

On utilise le théoréeme d’injection de Sobolev pour conclure que sin =1 :

sup |S(z,t) —®| — 0 (2.6)

€
On énonce le théoréme suivant de [6] dont on aura besoin pour la suite :

Théoréme 2.0.2. Soit (Sy, ly) € X x X. Il existe une unique solution (S(.,.),1(.,.)) du

systéme -([1.19). De plus, limy_, I(t) = 0 dans X et il existe une unique constante S
dans [—L, L] tel que lim;_,o S(t) = Sx dans X. Et si Sy est strictement positive sur [—L, L]
alors So, est aussi positive.

En utilisant ({2.6)) et le théoréme (2.0.2)), on obtient :

Proposition 2.0.5. Si (So(), lo()) € X etn =1 alors [|S(.,t) — | o — 0 et siS(z,0) >0
sur un intervalle de mesure positive alors ® > 0.

Démonstration. On suppose que C' = 0. On pose M = HSO + Iy — ﬁlog(So)H et soit e > 0
1

M
mes(2)A
Soit ¢ tel que : ||II; (U (¢)(So, o)), < e
Pour cet ¢, on définit W, comme
Comme W, est décroissante, alors :

choisi tel que —log(2¢) >

M > We(So, Io) > W.(U(t)(So, Io)) > _2/ log(TT (U (£)(So, o)) + £) > M

D’ou la contradiction alors C' est positive
Donc :

>0
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Conclusion :

Dans ce travail, on a montré l'existence globale d’une solution positive d'un systéme
d’équations de réaction-diffusion quasi-linéaires modélisant la propagation d’une maladie in-
fectieuse et on a établi des estimations a priori sur cette solution. Puis, on s’est intéressé a son
comportement asymptotique en utilisant des résultats sur les semi-groupes et les systémes
dynamiques. D’un point de vue épidemiologique, on a étudié la propagation spatiale d’une
maladie infectieuse et on a montré que la population infectée décroit vers zéro tandis que
la population susceptible d’étre infectée converge vers une constante (positive si Sy > 0 et
n = 1) dans une région spatiale.
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