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Notations

|n| : La partie entiere de n.
n! : Le factoriel de n.
(”) . Le ccefficient binomial, avec 0 < k < n.

k
(kle"kn) : Le coefficient multinomial, avec k1 + - - - + k,, = n.

(2) : Le factoriel descendant d’ordre k de z avec z € C, k € Z et (z)p =1
B, i : polynomes partiels exponentiels de Bell.

S(n, k) : nombre de Stirling de deuxiéme espece.

|s(n, k)| : nombre de Stirling absolu de premiere espece.

AR(p) modele autorégressif d’ordre p.

M A(gq) modele moyenne mobile d’ordre g.

ARM A(p, q) modele autorégressif moyenne mobile d’ordre (p, q).



Introduction

Les séries chronologiques sont un sujet d’actualité, au vu de leurs
utilisations dans les différents domaines d’études scientifiques comme par
exemple elles sont utilisées pour la prédiction de COVID [11]. Avant de
modéliser une série chronologique, il convient d’étudier ses caractéristiques
stochastiques, en l'occurrence la moyenne, la variance et la fonction d’au-
tocovariance des données collectées au fil du temps.

L’algebre est devenue un outil essentiel pour la statistique et la statistique
algebrique [13, 24, 35]. Les objets algebriques servent a améliorer les
calculs pour simplifier les méthodes classiques et a développer des nouvelles
techniques. Les polynomes et les séries formelles (fonctions génératrices)
occupent une place importante dans 1’étude des processus autorégressifs.
Ils servent en particulier a examiner la maniere dont le processus moyenne
mobile d’ordre infini associé a un processus autorégressif est construit.
Le concept de dualité pour lequel un processus autorégressif stationnaire
d’ordre fini est équivalent a un processus moyenne mobile infini. Pour
évaluer les parametres des modeles autorégressifs d’odre fini, la plupart
des travaux dans la littérature utilisent le calcul des dérivées successives,
les racines du polynome caractéristique et les propriétés de 'espérance
mathématique. Dans ce travail on revisite les résultats obtenus sur un
processus autorégressif d’ordre deux, en utilisant les polynomes de Bell et
la fonction génératrice du produit de deux suites de nombres.

Les modeles autorégressifs d’ordre deux nécessitent 1'utilisation des suites
de nombres satisfaisant des récurrences linéaires d’ordre deux et leurs

produits. Ces nombres sont I'objet de plusieurs travaux récents. Boughaba

5
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et al [5], ont construit des fonctions génératrices du produit des polynomes
de Vieta avec des nombres et des polynomes gaussiens. Le cas général
est traité dans [16], ou la formule explicite de n’importe quel produit est
dégagée. Les résultats obtenus sont utiles dans le traitement de nombreux
problemes de prédiction [7, 9, 23, 33, 39, 40, 41]. Ils sont proposés pour don-
ner une autre approche pour calculer les coefficients d’'un modele moyenne
mobile d’ordre infini M A(oco). Cela nous a permis d’obtenir les formules
explicites des fonctions d’autocovariance et des fonctions d’autocorrélation,
qui sont importantes dans les études statistiques. Les résultats obtenus
sont principalement des méthodes itératives de calcul des coefficients.
Cette approche differe de celle proposée par Brockwell [6] et s’applique
également a l'inversion d'un processus de moyenne mobile. Elle permet
de déterminer de maniere explicite le coefficient de la représentation, sans

utiliser d’algorithmes et de programmation numérique.

Le premier chapitre est consacré aux outils algébriques utilisés dans
ce travail. On expose un petit rappel sur les polynomes exponentiels de
Bell et leur importance dans les fonctions génératrices, entre autre pour
calculer les formules explicites des suites de nombres engendrées par ces
fonctions. On s’est intéressé en particulier au calcul des formules explicites
des suites de nombres satisfaisant une relation de récurrence d’ordre deux,
pour terminer avec la construction de la fonction génératrice des produits

de deux nombres de ce type.

Dans le deuxieme chapitre, on donne un bref apercu sur les séries
chronologiques, en passant par le bruit blanc, la fonction d’autocovariace,
la fonction d’autocorrélation et la décomposition de Wold. Notre attention
est surtout portée sur les modeles autorégressifs d’ordre p et les différentes
expressions des parametres associés en fonction des racines du polynome
caractéristique, satisfaisant la condition d’appartenir a l'extérieur du

cercle unité, pour assurer la stationnarité. On revoit aussi les processus
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autorégressifs moyennes mobiles d’ordre (p,q), en particulier, nous nous
focalisons sur les ARM A(2, 1), pour calculer les différents parametres. On
termine le chapitre par la relation entre ARMA(2,1) et AR(2).

Le dernier chapitre est consacré a 'utilisation des techniques algébriques,
notamment les polynomes de Bell et le produit de Cauchy, pour déterminer
les formules des parametres associés a un AR(2) en fonction seulement des
coefficients du polynome caractéristique au lieu des racines. Les résultats

obtenus sont un nouveau look aux résultats de Brockwell et Dayvis.



Chapitre 1

Introduction aux polynomes
exponentiels de Bell

1.1 Introduction

Dans la théorie des probabilités et statistique, les outils algébriques et
combinatoires prennent une place importante dans le calcul des probabilités
et des moments des variables aléatoires. En statistique, pour étudier les
séries temporelles, on a besoin d’utiliser les fonctions génératrices. Dans ce

qui suit on expose quelques propriétés de ces dernieres.

1.2 Fonctions génératrices

Définition 1.1. Soit (a,),en une suite de nombres réels.

— On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite a, la fonction

Ot) => apt". (1.1)

n>0

— On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite a,, la fonction

E(t) = Zanﬁ. (1.2)
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Exemples 1.1. 1. Pour la suite constante a,, = 1, la fonction génératrice

1 n
TTEZE:t' (1.3)

ordinaire est

En effet on a
1—tn+1
A(t,n):1+t+t2+---+t”:—1 t

A(t,n) représente la somme partielle de la suite géométrique t/ avec

le premier terme 1 et de raison t. Par contre sa fonction génératrice

e-—E:ﬂl (1.4)

n>0

exponentielle est

2. La suite de nombres de Fibonacci [8, 27] est définie par la relation de

réccurence suivante
Fn_|_2 - FTH—I + Fn7 (15)

avec les premiers termes Fy = 0, Fy = 1. Un simple calcul permet de

Fth = ——— 1.
I (1.5)

3. Les polynomes de Fibonacci F,(x) [32, 34] sont définis par la relation

trouver

de réccurence suitvante:
Fo(z) =aF,_1(z) + F,—2(z), n > 2, (1.7)

avec les valeurs initiales Fo(x) = 0, Fi(xz) = 1. Ainsi sa fonction

génératrice est

1—xt—ﬂ E:F (1.8)

n>0
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1.3 Produit de Cauchy

Définition 1.2.  — Soient f(t) = > gant" et g(t) = > ,-(bat" deux

fonctions génératrices ordinaires. Le produit de Cauchy est

Fgt) = (Z akbnk> t".

n>0 k=0

— Soient  f(t) = Yot et g(t) = > ,.obni deux fonctions

n!
génératrices exponentielles. Le produit de Cauchy est

Fatn =Y (Z () b) L

n>0 \ k=0

Ce produit est intéressant car il permet de calculer le produit de plusieurs

on obtient

fonctions. Par exemple pour la fonction ( 1_1t)

! = (n+1)t"

2
(1-=0" =

Par contre I'approche analytique consiste a calculer la dérivée n-ieme de

ft) = ﬁ Les calculs donnent
fO#) =+ -0
ainsi le développement limité est

(n)
i) = YWy

n>0

= Z(n + 1)t".

1.4 Polynomes exponentiels de Bell

Définition 1.3. [10] Les polynomes exponentiels partiels de Bell B, =

Byx (a1,a9,---) de variables aj,as,--- sont donnés par la fonction



Chapitre 1.Introduction aux polynomes exponentiels de Bell 11

génératrice exponentielle ;

exp (:UZ %) ZBnk— k (1.9)

m=1 n>k

D’une maniere équivalente on a

k
1 [ 7 ¢
H(Zam) =2 By (110

m=1 n>k
Pour n=1:
Bii(a1) = ay. (1.11)
Pour n = 2
Byi(ay,a2) = ag et Bog(ay) = al. (1.12)

Quelques valeurs particulieres de B, sont données dans le théoreme sui-

vant.

Théoreme 1.1. [10] Les valeurs suivantes sont des valeurs particuliéres de
B k.

Bus(L,1,--) = S(n. )

Bni(1,2,3,--+) = (k" F,

B,k (01, 11,21+ ) = |s(n, k)|

Les premicres valeurs de B, sont:

1 pour n=k=0
B,r=4¢ 0 pour n#0, k=0
a, pour n#0, k=1
Définition 1.4. [10] Les polynomes exponentiels complets de Bell
By(ay, a9, - ) sont des polynémes en variables aq, as, - - - définis par la fonc-

tion génératrice exponentielle ;

exp (Z a”ﬁ) = Z Bp(ai,ag, - - - ,an)m (1.13)
n=0

n=1
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Ces polynomes apparaissent dans la composition des fonctions

génératrices dans [18, 20]. La relation entre By, (a1, as, ...) et By, (a1, a2, )
est:
By(a1, a9, ) :ZBn,k(al7a2>"’>- (1.14)
k=1
Pour n = 2,

2
By(ar,a2) = ZBQ,k(al,GQ,“')
k=1
= Byi(ar,a2) + Baa(ar).

La formule combinatoire des polynomes partiels exponentiels de Bell [10]

est donnée par:

Bui(ay, az, ) = Z_: y (klkfk) ﬁ (%)k (1.15)

ki+ko+-+kn=k
k1+2k2+---+nkn:n

k R
kiky ko) Ralkole - Ky

le coefficient multinomial.

avec

1.5 Formule de Faa di Bruno

Les polynomes de Bell apparaissent dans la formule de Faa di Bruno pour
calculer la dérivée nieme de la commposée de deux fonctions indéfinement

dérivables.

Théoreme 1.2. [14] Soient f et g deux fonctions n fois dérivables avec

g(0) = 0. Alors la dérivée d’ordre n de la fonction composée est donnée par

" n! n ™
CHem)= Y kl!kz!_'._kn!ﬂ“(g(t))g(9Tf“) (116

k1+k2+'--+kn:k
k1+2ko+---+nkn=n
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Avec les polynomes exponentiels partiels de Bell elle devient

o Zf wi(g (09" (1) g™ (). (117)

Comme on a

Alors

(1.18)

Exemple 1.1. Pour n = 2, l’expression de la dérivée d’ordre 2 est donnée

par la formule suivante

CTal) = Zf 0)Baslo (1), 9'(1)
PO Baald (0.4 (0) + £(6(0) Beald 0, 0,

comme on a calculer précédemment By = ag et Bas = a%, alors on

CHa0) = F o)) + 1) (1)

Une variété de ce théoreme est la fonction génératrice de la fonction

log (1 +t) composée avec la fonction génératrice 143 - gnLs

log <1 + Zgnil:) ZZ — !By 1(91, 92, - )g (1.19)

n>1 n>1 k=1

1.6 Inverse d’une fonction génératrice

Pour la fonction génératrice f(t) = >, - ant" avec ag # 0, les coefficients

A, de Iinverse f~1(t) sont donnés par le théoréme suivant :
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Théoreme 1.3. [18/ Pourn >1 on a
n n' Z k'aol ank(1'a1,2|CL2, ) (120)

La fonction f~1(#) est un cas particulier de la fonction puissance suivante:

(2% a"g) - aO + ZZ n] 1'&1,2 az, - );—n' (121)

n=1 j=1

I1 suffit de poser & = —1 pour obtenir l'identité (1.20). La preuve du
Théroeme (1.3) est détaillée dans [18]. Il reste a signaler que ces résultats
sont valables pour les nombres et les polynomes définis par des fonctions
génératrices rationnelles, ou leurs formules peuvent étre réduites.

Le polynome P(t) = ag + a1t + ast? est une fonction génératrice o tout les

a, sont nuls a partir de n = 3. Ainsi on a

2 m -1 §
_]__
(Zanm> = agy +ZZ nj(l!al,Z!aQ,O,...)m_(1.22)

n=0 n=1 j=1

Et alors

- k - n_n—
A, = 3 (n - k)aol Fa2h=ngn=F, (1.23)

1.7 Nombres G, et polynémes G, (x)

Les nombres et les polynomes satisfaisant la relation de récurrence
linéaire de second ordre et leurs produits sont largement étudiés dans la
littérature. Pour cela nous avons revu les fonctions génératrices ordinaires
et exponentielles associées, et la fonction génératrice du produit de deux
polynomes.

Soit G, une famille de polynéome définie dans [16] par la relation de

récurrence du second ordre.

Grio(x) = pxGrii(x) + qGy(x), (1.24)
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avec Gy(x) = a, G1(x) = b, et a, b, p, g € R. Il est clair que la suite G,,(x)
peut étre calculer avec la formule (1.23). Avant d’écrire cette formule on

rappelle quelques résultats classiques sur ces polynomes.

1.7.1 La fonction génératrice ordinaire

La fonction génératrice ordinaire de G, (z) est donnée par le théoreme

suivant:

Théoreme 1.4. [16] La fonction génératrice ordinaire G(z) de G, est

donnée par la relation:

_a— (apr —b)z
G =T (1.25)

Théoreme 1.5. [16] L’identité suivante est vraie

b n __ b n
n(aqua)v (av+q>u

u—"v

1.7.2 La fonction génératrice exponentielle

La fonction génératrice exponentielle de G, () est donnée par le théoreme

suivant:

Théoréme 1.6. [16]

2" au + g —quz av + g —quz

n>0

Quand on prend x = 1, on obtient les nombres G,,. Ces nombres vérifient
les mémes propriétés que G, (x). En 'occurence, on a la fonction génératrice

et la formule explicite suivantes:

G(2) = a—(ap—10)z

1 —pz—qz?’
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et
(au+§)v”—(av+ )
G, = (—q)" :
n ( Q) U — v
avec
—P— VP’ +4q
u = :
2q
et

_ P+ VPPt
2q '

Pour se mettre dans le language des séries chronologiques, on considere la

suite de nombres ), donnée par la relation de récurrence suivante:

A== = B, ag #£0,Y0 > 2, (1.27)
ao ao

avec \g = aio et Ay = —%.
0

Théoreme 1.7. La fonction génémtm’ce de \, est:

Ant™. 1.28
ao+a1t+a2t2 Z (128)

Le chemin inverse de la fonction generatrice a la réccurence précédente est

assuré par le calcul suivant.

1 = (ao + a1t + a2t2) Z A t"

n>0
- Z a,t" Z At

n>0
En utilisant le produit de Cauchy pour le polynome P(t) et la série
> 0 Ant", on obtient:

min{2,n}

IZZ Z ak)\n_k tn,

n>0 k=0
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et on écrit

1= Z cnt”,

n>0
avec cg = 1 et ¢, =0 pour n > 1.
On obtient alors:
min{2,n}
Sar = Y[ 3w
n=>0 n>0 k=0
Ainsi
min{2,n}
Ch — Z ak)\n_k.
k=0
Par identification on aura:
aio si n=0
)\n(x) = —% si n=1

—a n—l_@ n—2 \V/TLZ2

ao

Tout au long de ce travail on considere ay = 1 et la récurrence devient
)\n = —al)\n_l - a2)\n_2. (129)
La formule explicite de \,, est donnée dans le théoreme suivant:

Théoréme 1.8.

<u+g—;)v”— (U—I—Z—;)u”
n (1.30)

avec

—ay + /a2 — day PO a2 — 4ay




Chapitre 1.Introduction aux polynomes exponentiels de Bell 18

1.7.3 La fonction génératrice du produit

Le produit G;G% de deux suites de nombres satisfaisant la réccurence
d’ordre deux est étudié¢ dans [16], les premiers termes de G; et G7 sont
Go=a, Gy =b, G§f =d et GT =1V, et la relation de récurrence sous forme

vectorielle est:
(Gjy2,G5yn) = 0 (Gj31.G5y1) + 4 (G, G) -

Ainsi les fonctions génératrices de G; et G} sont respectivement

a-(ap—b) =3 "G4, (1.31)

1 —pz—qz?

7>0
et ) -
a' — (d'p — «
p— => G (1.32)
J=0

La fonction génératrice de G;G7 est:
. aa’ + (bb — aa'p?) z
ZGJ’G;ZJ - 2 2 ( 2\ .2 p) 2.3 | 4.4 (1.33)
= 1—p?z — (2qp° + 2¢%) 22 — (pg)*=° + ¢z
N (a’qbp + aqb'p — ad’ (2qp2 + q2)) 22— —dp)(b—ap)2?
1 —p*z — (2qp* + 2¢%) 2> — (pq)?2° + ¢'2*

Pour la preuve voir [16, Theorem 3.1] en posant z =y = 1, d' = b,/ =

aq+0bp p' = p et ¢ = q. Par la suite, la fonction génératrice de G;G 41 est:

; ab + (pb* + qab — abp?) z
ZGiGi+1Z 12, 2 2Y 22 _ (pg)223 + gdod (1.34)
= 1 —p*z — (2qp° + 2¢%) 2% — (pq)?2° + q*2
(qpb2 + pg?a® — abgp?® — abq2) 22 —ag® (b— ap) 23
1 —p*z — (2qp* + 2¢%) 2* — (pg)*2* + ¢*2*

Finalement pour a = a’ et b = V', la fonction génératrice de G? est:

Z (2,0 — a® + (1 — a*p?) z + (2agbp — a® (2qp + ¢)) 2% — ¢ (b — ap)* 2°
= 1 —p?z — (2qp* + 2¢%) 22 — (pq)?2° + ¢*2* ’

(1.35)



Chapitre 1.Introduction aux polynomes exponentiels de Bell 19

Ces produits sont importants pour étudier les modeles autorégressifs d’ordre
deux, comme on le verra dans le dernier chapitre. Ces fonctions génératrices
permettent de calculer explicitement les fonctions d’autocovariances et les

fonctions d’autocorrélations.



Chapitre 2

Les processus autorégressifs

2.1 Séries chronologiques, définitions et propriétés

Dans ce chapitre nous donnons un bref résumé sur les séries chronolo-
giques. On commence par donner quelques définitions et notions de base

utiles pour notre travail.

Définition 2.1. [6] Soit (€2, .4,P) un espace de probabilité. Un processus
aléatoire ou processus stochastique noté {X;, ¢t € Z} est une famille de

variables aléatoires qui évoluent dans le temps, définies sur un méme espace

probabilisé (2, A, P).

On utilise ces espaces pour représenter et analyser les phénomenes
aléatoires, comme ils sont largement utilisés dans de nombreux domaines
comme la finance et les télécommunications. Pour chaque instant ¢, la va-
leur de la quantité étudiée X; est une variable aléatoire, et 'ensemble des
valeurs X; quand ¢ varie est appelé processus aléatoire {X;, t € Z}. Une
série chronologique est ainsi une réalisation d’un processus aléatoire. D’une

maniere précise, on adoptera la définition suivante.

Définition 2.2. [6] Une série chronologique (ou temporelle) est un ensemble
de données X, chacune étant enregistrée a un moment précis t.

Autrement dit, une série chronologique est une suite finie d’observations
(Xi)1<t<r-

20
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2.1.1 Fonction d’autocovariance et fonction d’autocorrélation

Soit {X;, t € Z} un processus stochastique, la moyenne et la variance

sont défines respectivement par
pe =E(Xy), teZ (2.1)
et
o? =var(X,), t € Z. (2.2)

La covariance, souvent appellée fonction d’autocovariance, elle est définie

par
Ttits = COV<Xt17Xt2) =K ((Xt1 - /’Ltl)(XtQ - p’b)) ) t1, 12 € Z. (23)

la fonction d’autocovariance fournit des informations sur les liaisons linéaires
temporelles qui existent entre les différentes composantes de la série X;.
La normalisation de la fonction d’autocovariance nous donne la fonction

d’autocorrélation définie par

Cov(Xy,, X
o1, = Corr(Xy,, Xy,) = ov(Xe, t2), t1, to € Z. (2.4)

O'th't2

La fonction d’autocovariance (autocorrélation) donne la covariance
(corrélation) du processus avec lui-méme a des paires de points dans le

temps.

2.1.2 La stationnarité

Avant de modéliser une série temporelle, plusieurs étapes préliminaires sont
nécessaires. Pour appliquer les méthodes classiques des séries temporelles,
il faut vérifier que les séries étudiées évoluent dans un état ”d’équilibre
statistique” dans le sens ou les propriétés probabilistes et statistiques ne

changent pas dans le temps. De tels processus sont dits stationnaires.
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Définition 2.3. [22](Stationnarité stricte) La série temporelle {X;, t €
Z} est dite strictement stationnaire si les distributions conjointes de
(Xt,, Xpy, -0 Xt,) et (X, Xbgrr - - - X4, ) SOt identiques pour tous les
entiers positifs k£ et pour tous les tq,...,t,, k € Z.

La plupart des résultats et des méthodes utilisées dans I’analyse des séries

temporelles sont basées sur I’hypothese de stationnarité faible.

Définition 2.4. [21](stationnarité faible) La série temporelle {X;, ¢t € Z}
est stationnaire au second ordre ou stationnaire au sens faible, ou station-
naire d’ordre deux si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

1.Vt € Z, E(X}) < oo.

2. Vt € Z, E(X;) = cte, indépendante de ¢.

3. Y(t,h) € Z* Y41k = Yo, indépendante de t.

Si {X;, t € Z} est un processus faiblement stationnaire, alors la moyenne
et la variance sont indépendantes du temps, et la fonction d’autocovariance
ne dépend que du décalage h entre t; et t5[12].

Cela implique que les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation
peuvent étre exprimées uniquement comme des fonctions d’un décalage tem-
porel h =ty — 5.

Ainsi la fonction d’autocovariance (2.3) peut étre réécrire comme suit
v(h) = Cov(Xy, X¢yn), t € Z, (2.5)
et, de méme, la fonction d’autocorrélation (2.4)
p(h) = Corr(Xy, X¢ip), t € Z, (2.6)

pp, représente I'expression du lien linéaire entre le présent et le passé d’ordre
h. On a p(h) € [—1,1] et les fonctions y(h) et p(h) sont symétriques.

Remarque 2.1. La stationnarité stricte implique la stationnarité faible

lorsque les deux premiers moments existent.
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2.2 Processus bruit blanc (White noise)

Parmi les processus stationnaires, il existe des processus particuliers, qui

sont les processus bruits blancs.

Définition 2.5. [6] Un processus { X;, t € Z} est un bruit blanc s’il satisfait

les deux conditions suivantes
1. E(Xy) =0
2 .
0° sih=0
2. v(h) = .
v(h) { 0 sih#0
Un bruit blanc n’est pas nécessairement gaussien, il peut avoir différentes
distributions de probabilité autres que la distribution gaussienne : Il peut

étre uniforme, exponentiel... mais généralement on le considere comme gaus-

sien.

2.3 La décomposition de Wold

Avant de présenter les modeles de séries chronologiques existant dans la
littérature et les plus fréquemment utilisés dans la modélisation des séries
temporelles, nous commencerons par donner 1’énoncé de théoreme de Wold
(1938) qui établit une décomposition de processus de second ordre. L’énoncé

de ce théoreme est le suivant :

Théoreme 2.1. [6/(Décomposition de Wold (1938)) Tout processus, du se-
cond ordre, faiblement stationnaire {X;, t € Z} possede une décomposition

unique donnée par :

Xi = e+ Vi, (2.7)
=0

ot les parametres \; satisfaisant o = 1 et Z;io wjz <00, ¢ ~N(0,0?%) est
un bruit blanc et la composante linéaire détermisniste Vi vérifié Cov(Vy, €5) =
0, pour tous les s et t dans 7.
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Tout processus stationnaire peut s’écrire sous la forme d’une somme
pondérée infinie des chocs passés (Théoreme de Wold 1938). L’implication
forte de ce théoreme est que, si on connait les pondérations 1;, Vj € N et
la variance o2 du bruit blanc, alors on peut proposer une représentation de
n’importe quel processus stationnaire. C’est un outil pour la modélisation
des séries temporelles. Il existe des cas particuliers du théoreme de Wold,
qui sont utiles dans la pratique. Parmi ces cas, processus bruit blanc et
d’autre repésentations possibles, le cas de processus autorégressif d’ordre

p, processus moyenne mobile d’ordre gq....

Tout au long de ce travail, nous considérons un processus {X;, ¢t € Z}, du
second ordre et le processus bruit blanc de moyenne nulle (z = 0) et de

variance qui vaut un (0% = 1).

2.4 Procesus autorégressif d’ordre fini

La définition générale d’un processus AR est la suivante

Définition 2.6. Le processus {X;,t € Z} satisfait une représentation au-
torégressif AR d’ordre p, notée AR(p), s'il est solution de I’équation aux
différences stochastiques suivante

Xt - ¢1Xt_1 — ¢pXt—p = €, (28)
ou ¢, ~ N(0,1). Soit L opérateur retard défini par LX; = X; 1 et d'une

maniere générale L¥X; = X; ;. Ainsi on peut réécrire le modele (2.8) sous
la forme suivante

O(L) Xt = ¢, (2.9)
avec ®(L) =1—¢1L—---—¢,LP = 1= ¢;L/ ouVj <p, d; €R, g =1
et ¢, € R* avec ¢ un bruit blanc, ® = (¢, ¢1,...,¢,)" les coefficients du
modele (2.9). Une étude détaillée de ces processus est développée dans [3],

ils sont utilisés dans d’autres disciplines ; notamment les tests épidémiques
[30] et I’étude du cancer [31].
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2.5 Inversion d’un processus autorégressif d’ordre fini

L’inverse d’un processus autorégressif d’ordre p est une représentation
en moyenne mobile d’ordre infini, notée M A(c0). Le probleme d’inversion

revient a écrire ﬁ sous forme d’une série formelle, c’est a dire

(D(lz) = e, (2.10)

J=0

En général, une formule explicite pour les 7; est difficile a trouver [3]. Pour

I'instant, on se satisfait de la récurrence donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.1. On a

J
o — 1 et T = Zﬁbkﬂj—k; j 2 1.
k=1

Preuve. Depuis la relation:

1=®(2) Z mizl.

>0

alors 1 = (ijo bjzj) <ijo szj)7
avec by =1,...,0, = —¢p, et bj =0 pour j > p+1.
Grice au produit de Cauchy on obtient: mp =1 et mj = 1 ¢pmj—p; j > 1.

Par contre on n’a pas les formules exactes pour calculer la fonction d’au-
tocovariance et la fonction d’aoutocorrélation.
Une autre maniere pour calculer la valeur de m; en fonction des dérivées

successives est donnée par

) e

()
Mais la difficulté recontrée réside dans la formule générale du <q)(12)> :
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2.6 Procesus autorégressif d’ordre deux

Dans le cas p = 2, le polynome caractéristique est ®9(2) = 1 — 12 — 922

La récurrence donnée dans la proposition précédente devient

m=1, m =¢1et T =11+ Qomj2, § = 2.
Soient a; et ao les inverses des racines &1,& du polynome caractéristique
®4(2), on peut alors écrire

(I)Q(L> = (1 — CLlL) (1 — CLQL) .

En utilisant la somme d’une série géométrique ——= = > ;a’ L7, le théoreme

suivant donne la formule explicite de ;.
Théoreme 2.2. [6]
b’ - 687
7Tj = ;
&1 — &

Avec & = a' et & = ay ! les racines du polynome ®o(z).

(2.12)

Preuve. On a

1
Xt = €t.
®o(L)
Comme ﬁ est la somme d’une suite géométrique d’ordre infinie, c’est a
. i 1 , .
dire ;- o(ar L)) = =7, alors on peut écrire
1 1
X, =

1— alL'l — CLQLEt

= (Z a{[ﬂ) (Z a‘;Lj> €t
>0 >0

En utilisant le produit de Cauchy, on obtient:

J
Xi = Z <Z a]fagk> Le;

>0 \ k=0

= > m(X)e,

Jj=0
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avec

Par conséquent

j+1
- (8)
m(X) = e

as
j+1 j+1
Ay — a3

as — aq

En remplacant les valeurs de ay et as on obtient le résultat. [

2.6.1 Les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

D’apres la définition, la fonction d’autocovariance est donnée par

Wh) =Y mimen. (2.13)

j=0

Ainsi, pour calculer y(h), on doit évaluer m;7,4;. Pour cela on a besoin de

lemme technique suivant.

Lemme 2.1. [36/ Vh € N

(5—15)2 G&YT g - (a8) T (G &)
1 — Q2

T Tj+h =
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Preuve. En utilisant l'identité (2.12) du théoréme 2.2 on aura

TiTivh = 667 — &7\ (&g — g
iTj+h s o

— (& 152) [51 T BT — (&) T G - (5152)_j+1§1_h)]
= & 152) g ga Y - (e 7 (G M) O

L’expression de la fonction d’autocovariance de {X;, ¢t € Z} a un retard

h € N en fonction des racines du polynome ®5(z) est donnée par le théoreme

suivant:
Théoreme 2.3. [6]

§16)
(6162 = 1)(&2 — &1)
Preuve. On a yx(h) = )50 mj(X)7j40(X)
En effet a partir du lemme 2.1

v(h) =

(E-'g" - @ -’ (214)

Z TjTj+h = (& 2 Z [5152 hgg s 5251 h§1 & (fi_hfz + fgl_h&) (5162)_31

Jj=0

_ && [ &" i &" B E"+& ]
G —-&)?2E-1 -1 &&-1

— 5%5% [é—l—h (51 - 'SQ) + fl_h (52 - €I:|
(G& —1)(& - &)X (& -1) ENGEEE

d’ou

v(h) =

313 S
(162 — 1)(& — &) [5% -1 &- J '
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Corollaire 2.1. L’expression de px(h) en fonction des racines est donnée

par
p(h) = TS ) SN S} (2.15)
(& -1 - &(E-1)

Preuve. Le résultat est immédiat du fait que px(h) = %;—)((h); ot vx = vx(0).

g _ gt

_ g1 g1

P = g a

g-1 -1

G- -6 (& -
&8 —1) = &&= 1)

Exemple 2.1. On considere le processus autorégressif d’ordre 2:

5% 1
X, =-X;_ 1 —=-X,_ )
t G t—1 G t—2 1+ €

=1— 2L+ ¢L? qui admet 2 et 3

Son polynome caractéristique est Po(L) c

comme racines. Les expressions de m;, vy, et py sont

3 2

=3 T3

3 lodh a2—h
et

1
oy = ?( 4—h 327}1) )

L’expression de la fonction d’autocovariance d'un AR(2) en fonction des
coefficients ¢ et ¢ est donnée dans [22].

En effet a partir de I’équation (2.8), on peut écrire

Xt = ;1 X1 + G2 X0 + €, (2.16)
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en multipliant les deux membres de ’équation (2.16) par X, et en prenant
I’epérance, on obtient

v(h) = ¢1ry(h—1)+doy(h—2), h>1
p(h) = ¢1pn—1+ d2pn—2, h > 1.

En particulier pour h =1

p1 = P1po+ P2p1
o1

1— ¢y

Et pour h = 2

p2 = ¢1p1+ P2 (2.17)

La variance d’un modele AR(2) est obtenue en multipliant les deux membres

de 'équation (2.16) par X; et en prenant I'epérance,

7(0) = o1v(1) + ¢2v(2) + 1
= ¢1p17(0) + Papoy(0) + 1,

finalement on obtient
1—¢
7(0) = -

(L4 d2)[(1 — 2)? — @3]

(2.18)

2.7 Processus ARMA(p, q)

Les processus autorégressifs moyennes mobiles (Auto-Regressive Moving
Average) sont largement étudiés dans la littérature. Ils constituent une par-
tie importante dans les séries temporelles et offrent une bonne approche
de l'analyse des données pour certains aspects, mais aussi pour certains

phénomenes de la vie courante.

Définition 2.7. [6] {X;, t € Z} est un processus ARM A(p,q) s’il est

stationnaire et si pour tout ¢,

Xi =1 Xp 1 — = Xs =+ 0161+ + 0461, (2.19)
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ou € un bruit blanc, et les polynomes caractéristiques 1 — ¢12 — - -+ — ¢p2P

et 1 +60,z+---4 6,27 n’ont aucune racine commune.

En utilisant 'opérateur retard, on peut réécrire le modele (2.19) sous la

forme suivante:
O(L)X; = O(L)e, (2.20)

avec ®(L)=1—pL—---— [P et O(L) =146, L +---+0,L".
Deux cas particuliers sont définis a partir de I’équation (2.20) donnés par:
— Si ¢ =0, le modele ARM A(p,0) est un processus autorégressif d’ordre
p ou AR(p).
— Si p = 0, le modele ARMA(0,q) est un processus moyenne mobile
d’ordre ¢ ou M A(q).
Un processus ARMA est stationnaire si le polynome ® a toutes ses racines a
I'extérieur du disque unité et inversible si toutes les racines du polynome O
sont a l'extérieur du disque unité. En conséquence, si ® et © ont leurs racines
a extérieur du disque unité, on peut écrire un processus ARM A(p, q) :

— Soit sous la forme AR(oc0):

O(L)
- Uy
€t o(L) t
= DX,
=0
avec les conditions Y %, aj| < oo et ay = 1. Pour calculer

récursivement «;, on utilise la relation
oo
O(z) E ;2 = ®(z),
j=0

pour obtenir

J
¢; = Z 0 k0.
k=0
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Alors

j—1
oy = ¢j - Z Qj_k()ék, (2.21)
k=0

sachant que 0; = 0, pour j > g+ 1 et ¢; = 0, pour j > p + 1. Cette
remarque nous permet d’écrire

j—1
aj ==Y Oy,
k=0

pour j > p+ 1.
— Soit sous la forme M A(o0):

_ o)
Xt = (I)(L)Et

6.9]
= Z Bi€i—j,
j=0

avec les conditions » 2% [8j| < oo et #y = 1. De la méme maniere le

calcul des coefficient [3; se fait a I'aide de la relation

®(2) ) B2 =6(2)
=0
Ainsi on obtient .
j
0= di_rb
k=0
Finalement on aura -
i
Bi=0;—Y ¢i1Br.
k=0

2.7.1 La fonction d’autocovariance

Soit {X;, t € Z} un processus stationnaire. La fonction d’autocova-
riance y(h) = Cov(Xy, X¢4p) peut étre obtenue en utilisant les coefficients
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du modele ARM A, en multipliant les deux membres de 1’égalité suivante

— 1 Xi1— = Op Xy = €+ 01601+ - -+ 0,6, Par Xyqp, et en prenant
I’espérance. On obtient alors :
E(X,X111) — GE(X 1 Xin) — - — $E(X,,X10p)

= E(e:Xegn) + 0iE(ei-1 X4n) + -+ + 0gE(e— g Xi1n),

et comme ¢; est un bruit blanc, c’est a dire non corrélé avec le passé du X,
(E(€:Xt4n) # 0, Vh # 0), on obtient:

Z diy(h — 1) + E(e;Xpan) + Z 0 E(er_i Xesn), (2.22)

7=1
2.7.2 La fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation du modele ARM A(p, ¢) en fonction de ses

coefficients est

_
p(h) T 7(0)
= Z dip(h — 1) + ﬁ E(e: Xiyn) + Z 0;E(er—j Xern)

Processus autorégressif moyenne mobile ARM A(2,q)

Définition 2.8. {X;, t € Z} est un processus ARM A(2, q) si il est station-
naire et si pour tout ¢,

— 01 X1 — 0 X2 =€ + g1 + -+ 046, (2.23)
ol € est un bruit blanc, et les polyndomes 1— ¢z — @922 et 14612+ - - +6,21
n’ont aucune racine commune.

En utilisant 'opérateur retard, on peut réécrire le modele (2.23) sous la

forme suivante:
O(L)X; = O(L)e, (2.24)
avec ®(L) =1—¢1L — ¢ L? et O(L) =1+ 61 L +--- +0,L9.
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La fonction d’autocovariance
A partir de ’équation (2.23), on peut écrire:
X =01 X1+ 0 Xy o+ e+ g1+ -+ 06

La fonction d’autocovariance «(h) est calculée en utilisant a la fois les coef-
ficients du processus autorégressif AR(2) et du processus moyenne mobile
M A(q). Donc a partir de I’équation (2.22)

quz )+ EE@Xn) + > 0E(e Xim), (2.25)

|| MQ

la foction d’autocorrélation est donnée par

2 q
= Z dip(h — 1) + ﬁ E(e: Xiin) + Z 0,E(er i Xiin)
i=1

j=1
2.8 Processus ARMA(2,1)

Définition 2.9. {X;, t € Z} est un processus ARM A(2,1) si il est station-

naire et si pour tout ¢,
— 01 X1 — 02 Xi9 = € + 1. (2.26)

ol € est un bruit blanc, et les polynomes 1 — ¢12 — ¢22° et 1 + 6,2z n’ont

aucune racine commune.

En utilisant 'opérateur retard, on peut réécrire le modele (2.26) sous la

forme suivante:

avec ®(L) = 1—¢1 L—¢oL? et O(L) = 1+6, L. D’autres aspects d'un ARM A
sont étudiés dans [1, 4, 25, 26]. Le procédé d’inversion d'un ARM A(2,1)

est tiré de l'inversion d'un AR(2). On pose

®(L) .
=X, =Y NLX,
Et o(L)"! = 7
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Les coefficients \; sont calculés de la relation

1 — g1z — o2? :
= iz,
1+ 64z Z i
7=>0

Comme on a

1 .
:§ _ J )
1+(912 ( 01)Z7

Jj=0

alors
1 —¢12— ¢222
14 (912

= (1 - 1z — $227) Z(—Ql)jzj-

Jj=0

Ce qui nous permet d’obtenir A\g = 1, Ay = —¢1 — 61 et pour j > 2 on a

Aj = (=01)7 — 1 (=01 — go(—01) 2.

Et 'écriture

permet d’obtenir la formule

Sachant que

I 1 s’ -6y
®(Z)—1—¢1Z—¢222_Z 1 — & -

J=0

Alors

O(z) 687 — 687
w@‘“+&”%% -6

Ce qui nous permet d’obtenir A\ = 1 et pour j > 1;
LG8’ =687, 667 687
&1 — & &1 — &

A partir de ’équation (2.26), on peut écrire:

Aj

Xi =01 Xe1 + 9o Xo o+ + 1641,
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A partir de I’équation (2.22), v(h) peut étre obtenue en utilisant les coeffi-
cients du modele ¢1, @9 et 6. Et en remplacant p et ¢ par leurs valeurs, on
obtient

v(h) = ¢1y(h = 1) + ¢2v(h — 2) + E(&:Xp4n) + i E(6-1X11).
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Application des polynémes de Bell
aux modeles AR(2)

3.1 Introduction

Cette partie est consacrée aux processus autorégressifs d’ordre deux;
AR(2) et au processus autorégressif moyenne mobile ARM A(2,1). Dans le
cas de stationnarité, nous revisitons les formules explicites des parametres
du processus AR(2) données dans [22] et nous établissons le lien nécessaire
entre AR(2) et ARMA(2,1). Les formules obtenues améliorent certains
résultats dans la littérature, notamment ceux déja établis dans [6]. La plu-
part des résultats obtenus sont expliqués par un calcul numérique avec des

exemples déja étudiés.

3.2 Evaluation de différents parametres du modele

AR(2)

Dans cette section, nous calculons les prametres m;(X), yx(h) et px(h)
en fonction des coefficients ¢; et ¢ du modele AR(2), sans l'utilisation
des racines du polynome caractéristique, pour terminer avec une nouvelle

preuve de I’équation de Yule-Walker.

37
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3.2.1 Calcul des coefficients T

Les coeflicients 7;(X) satisfont la relation de récurrences a trois termes

suivante:
Ti+2(X) = g1mj11(X) + ¢om;(X), (3.1)

avec les premiers termes 7y(X) = 1 et m(X) = ¢.

Ce résultat découle de I'application de [17, Theorem 2.1] pour la fonction

génératrice rationnelle

1
I—pr2—p2?"
En effet, on a

1 .
— o)
g e T 2

Jj=0
qui permet d’écrire

1 = (1 — P12 — gbgz2) Z szj

J=0

- (jﬁ;bjzﬂ) (jzgwjzj),

avec by = 1, by = —¢1 et by = —¢@o. Le produit de Cauchy permet d’écrire

min{2,5} -
= (X ) @
>0 k=0
Par identification on aura:
1 si j=0
m(X)=1 & st j=1

Q171 + Pamj_o Vi > 2
Par ailleurs, la formule explicite des coefficients 7; en fonction des pa-

rametres ¢ et ¢9 est donnée par le théoreme suivant:

Théoreme 3.1. 4
E1
J—k\ i_
m =3 (77 el ek (3.2)

k=0



Chapitre 3.Application des polynomes de Bell aux processus autorégressifs d’ordre deux 39

3.2.2 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

La fonction d’autocovariance en fonction des parametres ¢; et ¢o s’écrit

00
h): E T 5T +h-
j=0

A Tlaide des produits G;G7, on peut calculer la formule explicite de v(h).

sous la forme

Cash=0et h=1
Pour ces deux valeurs, on a le théoreme suivant:

Théoreme 3.2. [36, 22] Les expressions de vx et yx(1) en fonction de ¢
et @9 sont respectivement

B 1 — ¢
e (P2 +1) (o — 1 — 1) (p2+ 1 — 1)’ (3:3)
et
(1) = o (3.4)

(P2 +1) (2 — 1 — 1) (P2 +¢1 — 1)
Preuve. Soient (p,q) = (¢1, ¢2).

La comparaison entre les nombres m;(X) et G; conduit a Gj = 7;j(X) pour

(a,b) = (1,¢1) et Gjp1 = mj31(X) pour (¢, V) = (¢1, 07 + ¢2) .

A partir des fonctions génératrices de G;G 41 et G? on a

ZW )i (X)) = o1+ P1022
Jj=0 : ! 1— Qb%z — 209 (Cb% + qbg) 22 — (¢1¢2)2Z3 + ¢421Z47

et

(X = %
2 = s o) — e T

Jj=0
La décomposition polynomiale de 1—¢3z—2¢s (¢7 + o) 22— (p162)? 2% + 32"
est (P22 + 1) (1 - (Qb% + ¢9)z — ¢2(¢% + ¢2)z2 + (bgz?’) Pour cela

- b1
;m )mip1(X)2! = Y PR B v s (3.5)
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et
D v e e o D
En posant z = 1 dans les identités (3.5) et (3.6), on obtient:
_ 1=,
T T (Rt ) — @+ ) +
_ 1— ¢,
(¢2+1) (2 — 1 —1) (d2+ 1 — 1)
et
(1) = &
1= (¢ + ¢2) — P2(dF + ¢2) + &3
1

(P2 +1) (P2 — 1 — 1) (P2 + 1 — 1)

Quelques exemples étudié dans [6] sont synthétisés dans le tableau 3.1.

(¢1, P2) Vx yx (1)

(%, %0) 2.55682 | 1.98864

(1—707 —lio) 1.69753 | 1.08025
(g, —29—0) 18.5008 | 17.8628
(—%, 29—0) 2.66183 | —1.93587
(%, —19—6) 1.9008 | 0.912385

TAB. 3.1 — Quelques valeurs de vx et yx (1) obtenues par (3.3) et (3.4)
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Cas général

Avant de donner la formule générale de yx(h), on a besoin des deux lemmes

suivants.

Lemme 3.1. La fonction génératrice de mj ,(X) est

S ()s = T eoma ()2 (3.7)

o — o2
>0 L —¢12 — @9z

Preuve. On a

Z Tin(X)2 = %ij(X)zj,

720 j>h
alors on a
. 1 Rt .
D_mn(X)2 = 5 (Z m(X)2 — ij<x>zf)
Jj=0 j>0 j=0
1
B <1¢1Z¢222 Zﬂj )
Et comme
h—1 . h—1 . h
(1= 12— ¢22®) Y m(X)2 = ij(X)z] — Z o1 (X)2
j=0 j=0 j=1
h
— qugﬂ'j_g(X Z]
j=1
alors

- (1 — Q12 — ¢222) Z;L;é Wj(X)Zj _ Lk (7rh + ¢27Th712)
1 — g1z — 22 T 1= iz — a2

et le résultat découle. ]

Lemme 3.2. Pour (j,h) € N? on a

7Tj+h(X) = 7Th(X)7Tj(X) + QSQWh_l(X)TFj_l(X). (38)
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Preuve. On peut écrire la fonction génératrice (3.7) sous la forme suivante:

> mien(X)2 = [ma(X) + gamna (X)z] Y mi(X)2

720 >0
Alors
Z [ (X) = mp(X) 75 (X) = domp 1 (X)mj 1 (X)) 2/ =0,
j>1
d’ou on obtient le résultat. ]

L’utilisation de Lemme 3.1 et Lemme 3.2 conduit au théoréme suivant:

Théoréme 3.3. Pour h € N on a
(1 = ¢2) Th(X) + P1omy—1(X)

[l R P P P — (39)
et
vx(h) P12
px(h) = o m(X) + T ¢27Th_1(X). (3.10)

Preuve. A partir de la définition de yx(h) et lidentité (3.8) on peut déduire

que yx (h) = ymn(X) + Gamn-1(X) D550 7 (X) 541 (X).
Alors

Yx(h) = yxmn(X) + d2yx (1) 71 (X).

Et pour obtenir l'identité (3.9), il suffit de remplacer vx et vx (1) par leurs
valeurs (3.3) et (3.4). L’identité (3.10) est immédiate. O

Remarque 3.1. On voit bien que le résultat du Théoreme 3.3 est valable
si et seulement si ¢ # —1, o — P1 # 1 et ¢y + ¢ # 1 (garantissent que le
processus est stationnaire). Et cela respecte la condition sur les coefficients

¢1 et ¢g qui appartienent a la région triangulaire des coefficients [37].

En utilisant 'identité (3.10), on peut trouver les formules combinatoires

[ 2h—k ¢y \ (2h—k =1\ opmr)
= ¢ +k:0 (2h—2k 1_¢2> < o )¢1 @5, (3.11)

suivantes:
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et

h
2h —k+1 ®2 2h — k\ 2(h—k)+1
o%h+1) = (312
px(2h+1) ;<2h_2k+1+1_¢2)( N >¢1 . (3.12)

Ces formules sont utiles pour le calcul numérique. Une illustration est

donnée dans le tableau 3.2.

(¢1, P2) px(50) px(51)
(15:16) 0.0000518722 0.0000426233
(£, —L) | 1.2918958832001824 x 10715 | 6.459479416000911 x 10~'¢
(2, —5) 0.00599793 0.00539814
2 9
(—2,35) 0.00451792 —0.00406613
(3,—23) | —2.0387579631369753 x 1077 | —4.247412423202032 x 10~7

TAB. 3.2 — Quelques valeurs de p,(50) et p,(51) obtenues par (3.11) et (3.12).

Le Théoreme 3.3 donne une autre preuve de 1’équation de Yule-Walker.
Théoreme 3.4.
px(h) = ¢rpx(h —1) + d2px (h — 2). (3.13)

Preuve. En effet, nous avons

pX(h—l) = 7Th_1(X)+

et

P1px(h —1) 4+ g2px(h —2) = ¢r1mp_1(X) + Pamp_a(X)

1¢1¢; (o175 —2(X) + amp—3(X)]
— ¢9
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En utilisant le systeme d’équation de Yule- Walker
(PX(O) pX(U) (¢1> _ <PX(1))
px(1) px(0)) \¢2 px(2))’

AW @)
k(1) -1~

on obtient

3.3 Le lien entre les ARMA(p, q) et AR(2)

La famille des processus autorégressifs moyennes mobiles joue un role
important dans la modélisation des séries temporelles. Dans cette partie,
nous expliquons comment un modele ARM A(2, q) est associé a un modele
AR(2) afin de donner sa représentation moyenne mobile M A(oco) et d’établir
les relations entre leurs parametres dans certains cas particuliers. Rappelons

qu’un processus stationnaire Y; est un ARM A(p, q) si pour tout ¢,
Yi—o1Yin— =Yy =€+ 011+ -+ 046, (3.14)

ou ®p(z) =1—¢rz—---— 2 et ©y(2) =1+6,2+---+6,2¢ n’ont aucune
racine commune. En 2006 Kizilkaya et Kayran [28] ont étudié les modeles
ARMA qui sont équivalents aux modeles M A(oco). Sur cette base, nous
pouvons écrire ) l
H(z) = Z;Lelz_k =5 de (3.15)
k=0 PkZ >0
ou d,, sont les parametres du modele moyenne mobile équivalent (EM A).

IIs les ont mis en relation avec les coefficients spectraux [38] ¢; ;

L 00
In (Z dmzm> = Z ciz ", (3.16)
m=0 )

=1
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par la relation

m—1

1
dm — m - ) de_l7 d — 17 1 S S L. 3.17
Cm + - ; ic 0 m (3.17)

Pour calculer ¢;, les auteurs se référent a la formule ¢; = F~! (ln S’x (ej”)).
dans le travail (cf. [25]), qui est obtenu en utilisant la transformation de
Fourier inverse F~!. Une amélioration de ce résultat est donnée dans le

théoreme suivant:

Théoreme 3.5. La valeur de ¢; en fonction des parametres dy,dso, ... est

donnée par [’expression suivante.

1L

=~ -1y %Bm,i(dl,dg, ). (3.18)

m=1

Preuve. En utilisant le dévloppement en séries de Taylor on aura

In (1 + dezm> _ Z (—:li)i_l (Z dmzm> :

i>0
et .
L v il ; n
—-m Ty —N
Sy :§:§:<i i)H@z.
m=1 n=1 i1+-+in=i L YIS e q
Z?:l rip=n
On obtient alors le résultat. (]

Pour les coefficients d,,, on peut facilement montrer que

Op — b g e sk < g

dj, = (3.19)
— Zﬁfik’p} Omy—m si k> q.

En effet, on a

q -1
H(z) = i tF dez—m,

P -k
4
k=0 ¢k m>0
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alors

lzq(;ﬁlzl = (zp: ¢kzk> (Z dmzm)

par identification

min{k,p}
ek = Z ¢m dkfm
m=0

min{k,p}

= ¢Odk+ Z gbmdk—ma
m=1

en remplacant ¢y = 1, on aura: dy = 0 — anlﬁi’“’p} O —m.
Finalement
O — St gy stk < g
d;, = (3.20)
_yomintknd g A sik > g

Dans ce qui suit, nous limiterons notre étude au processus ARM A(2, q)
Yi —01Yi1 — Yo =€+ 011+ - + 046 (3.21)

La stationnarité est assurée par la zone triangulaire ¢o+|¢1]| < 1 et |¢o] < 1.

3.3.1 Evaluation des coefficients 7;(Y)

Soit la représentation M A(co) de Y; donnée par:
Y= m(Ye,
720
Dans cette partie, nous calculons 7;(Y’) et nous étudions un cas particulier
de ARM A(2,1), puis expliquons le lien entre les différents parametres de Y;
et X;. Les coefficients de la représentation M A(co) de Y; sont calculés par

le théoreme suivant.
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Théoreme 3.6. L’expression de m;j(Y) en fonction de m;j(X) est établie

dans la relation sutvante:

(V)= Y Oemi(X), (3.22)

ol 90: 1.

Preuve. Soit {Y;, t € Z} un processus qui satisfait une représentation
ARMA(2,q) définie par:

1l est clair que:

Oy(2) - j . j
o) (Zsz> (ZWJ(X)Z ) :

J=0 Jj=0
En appliquant le produit de Cauchy des fonctions génératrices (voir [19])
on aura

@ min{j,q}

S EY 2 OimiulX

J=0 k=
d’ou le résultat. []

Par conséquent, 1'idéntité suivante est vraie.

e (ﬂ L (3.23)
k=0

J
2

=0
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Corollaire 3.1. Pour g =1, on obtient mo(X) =1 et pour j > 1;
m; (V) = mj(X) 4 bhmj 1 (X).

Il s’ensuit que:

|55

2

4]
m(Y) = ( >¢J ok +

k=0

[E—

(j e 1>el¢{‘2k‘1¢’5. (3.24)

k=0

Explicitement, les expressions de my;(Y') et ma;41(Y") sont respectivement:

j—1 S
mi(Y) =)+ > (2‘7 : 1) <22]] ; ¢1+91) amEkmlgh o (3.25)

k=0

et
j :
25 — 2] —k+1 3
wnt) =30 (%) (g ) 4 e
k=0

En utilisant les identités (3.25) et (3.26), les valeurs de m350(Y) et m5(Y),

obtenues pour quelques valeurs (¢1, ¢, 01) sont listées dans le tableau 3.3.

(¢1, d2,01) m50(Y) 751 (Y)
(&, +,1) 0.000105056 0.0000863245
(&, —%,2) | 7.401486830834376 x 1071 | 3.700743415417188 x 1077
I, —2,3 0.0502493 0.0452244
—0.0114119 0.0102707

3.7754777095129174 x 1076 | —4.247412423202032 x 10~7

Sle
ot

—~ —~ —~
|
(1)
glo
IS
~— ~ ~—

NS
|

TAB. 3.3 — Quelques valeurs calculées de 75 (Y") et 751 (Y) calculées par les équations (3.25)
et (3.26).
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Dans le cas particulier du processus ARM A(2,1), on constate que:

Yi— 1Y — Yo =6+

Et on a

@Q(L)Yt = @1( )et,ou @1( ) =1+

Nous essayons de faire le lien entre 7;(X) et 7;(Y"). Pour le faire, nous avons

besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3. On a

X)2 L+ g 3.27

Jj=0

Preuve. On a Gj = p;(X) pourp=¢1, q=¢2, a=1etb= ¢1+%'

Awvec la fonction génératrice (1.32), nous obtenons le résultat souhaité. [

Ce résultat entralne que

1 — ¢+ @102
1—9751 P2) (1 — ¢o)

lim p;(X) =0 et Zp]

—00
J 7>0

7;(X) est une combinaison linéaire de 7;(Y’) comme on le montre dans le

théoreme suivant:

Théoreme 3.7. On am;(Y) = px(j) et

mi(X) = ki% ( £1f21>j_k (V). (3.28)

Preuve. A partir de leurs fonctions génératrices wj(Y) est égal a px(j).

Puisque

L P102 1 B oo\
ij(Y)zj—( T o >Z7T] X)2 et—1+f1_§2222<¢2—1) 2,

Jj=0 >0 >0
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(Z(E2) ) (go0e) - Eoeo-

Le résultat découle du produit de Cauchy et de la comparaison entre les

alors

coefficients respectifs des deux séries. ]

Pour établir le lien entre v, (Y") et v,(X), nous démontrons d’abord le lemme
sulvant.

Lemme 3.4. On a

2
i = 1+ (22 ) ] W)+ (b= 1) 4 (4 1), (329
2 P2
et )
_ P12 P12
w= |1+ (1_¢2) ’7X+21_¢2’VX(1)' (3.30)

Preuve. Comme la fonction d’autocovariance de Y est

E T (V) mjn(Y

720
on peut donc écrire
o102 \*
(V) mn(Y) = m(X)mjn(X) + 1 — & =1 (X)Tjn—1(X)
22 [ (X010 + (X1 (X))

Ainsi
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¢1¢2) ’YX(h)+ ¢1¢2 [fyX(h—l)‘f"YX(h—Fl)]'

1= ¢
Pour obtenir la deuziéme relation, nous utilisons l’égalité yx(—1) = vx(1).

[]

Corollaire 3.2. (Des exemples numériques sont donnés dans le tableau

3.4) La fonction d’autocovariance de Y est donnée par la relation
1 — 2¢y + ¢35 + $1¢3 + 2070

(1—¢3) (g2 — 1 —1) (2 + 1 — 1)

VW= (3.31)

(¢1, 9252) 0%

(L, &) | 2.88163

o

(15: —15) | 1.56692
(£,—55) | 64711
(—2,55) | 4.21405
(3,—3%) | 1.54668

TAB. 3.4 — Quelques valeurs de vy obtenues par I’équation (3.31) avec #; = f’ 1‘222

Théoreme 3.8. Pour h>2 on a

o1 — P12 + ¢§’¢2 - ¢1¢§ + ¢1¢§1

Y) = mh_1(X)(3.32
) (o + 1) (g2 — b1 — 1) (h2 + ¢1 — 1) (1 — ¢)* p-1(XN3-32)
e ks Tk ke MNP
(1—¢2)(¢2 ¢1—1)(¢2+¢1—1) ’
et
oy(h) = P1 — P102 + Pihs — P19 + Pr16H3 (X)) (3.33)

(1= 62) (L =20y + 63 + G103 +20300)
P2 — 205 + 5 + 26105 + 9752?252 —2(X).

T2t %+ 500) + 2000m "
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Preuve. A partir de l’équation de Yule-Walker, nous avons:

Yx(h+1) = ¢17x(h) + d2yx(h — 1).

Alors

ml¥) = 1 — ¢ 1 — ¢ 1 — ¢

2
1+ i + ( $192 ) ] Y (X) + P12(l ¥ ¢2)'Yh1(X)>

et

7Th(‘X) - ¢17Th—1(X)+¢27Th_2(X)

i) = 7 (X0 + 2%, 0)).

Par conséquent, on pourra écrire

2) 2
w0 = |15 (25) | (o 726 ma0 e mato s
+ ¢1¢i(_1;2¢2) (Wh—l(X) + 1¢i¢;27rh—2(X)> VX
et
(=248l [ oo T\ b1 i (14 6)
)= < e (25) ) T—6 " 14 |0
42 212 2
e fbﬂfl% (142 %)(1%2) ]WH(X).

On écrit finalement

3 42
(1= o) m(Y) = [cbl + digr + ﬁiﬁ; - ¢1¢§] YxTh—1(X)

+ [(¢2— 93 + ¢7¢3) (1 — d2) + (14 2¢2) (#765) ] vxmn—2(X),

et le résultat souhaité est obtenu. ]
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3.4 Cas particulier ¢y = —¢?

Avant d’entamer ce cas, on donne un rappel sur 'arithmétique. Soient a,
b et ¢ trois entier, on dit que a est un diviseur commun de b et ¢ si a | b et
a | c. Le plus grand diviseur commun de b et ¢ est noté (b, ¢). Il est clair que

(b,c) = (¢,b), (b,c) > 1et (b,0) =b. En fait on a la caractérisation suivante
(b,c) =min ({bx +cy :z,y € Z} NN).

Les entiers b et ¢ sont premiers entre eux si on a (b,¢) = 1. Ainsi si a est

premier avec ¢ et b premier avec ¢, alors ab est premier avec ¢, on écrit :
(a,c) =1et (b,c) =1= (ab,c) = 1.
On a aussi I'implication suivante
albcet (b,c)=1 =alc

La division euclidienne de b sur a > 0 est b = qga+r avec 0 <r < a — 1,
q est la partie entiere de b/a. Ainsi on peut construire 'anneau Z/aZ =
{0,1,---,a—1} avec

m-+n=m-+n et mn=mn,

m désigne la classe de tous les nombres ayant pour reste m une fois divisé
par a.
Soit le cas particulier d'un modele AR(2) défini par

Xy — 91Xy + ¢%Xt—2 = €.

Le calcul des 7;(X) implique une congruence de ’anneau Z/6Z,(pour plus
d’informations sur les congruences, voir [2, §5]). Il est évident que

OIS,
—

B0 = (73, (3.34)

k=0
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Pour simplifier cette expression, il est si difficile d’évaluer la somme partielle.

Pour y faire face, nous utilisons le critere d’égalité des fonctions génératrices:
Zajzj = ijzj & aj; = bj, pour tous 7 > 0.
Jj=0 J=0
Théoreme 3.9. Pour j >0 on a
gb{' sij=0,1 (mod 6)
m(X)=4 —¢] sij=3,4 (mod6) (3.35)
0 SInon.

Preuve. On considére

¢/ sij=0,1 (mod 6)
ci=4{ —¢] sij=3,4 (mod 6)
0 $IN0N.

T; = ¢; st et seulement si cj et w; ont la méme fonction génératrice. Nous

avons:
5
27 =2 ) ¥ = Y (14617 =6l — 612" (012)"
Jj=0 >0 k=0 >0
1+ g1z — ¢}2° — g2
= gt

Et comme 1 —¢$25 = (1 — P12+ @iz ) (1 + g1z — ¢33 — ¢tz ) , on obtient:

- 1
> o# = 2

J=0
E : o
= izl

j=0

Corollaire 3.3. Pour tout nombre entier positif 7 on a:

. 1 sij=0,1 (mod 6)
(—1)k<] N k) ~{ 1 szj =34 (mod 6) (3.36)

0 S1N0N.
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Comme nous avons:
3
¢2

px(h) = m(X) — ——=m1(X),

alors le théoreme suivant est immeédiat.

Théoreme 3.10. Pour h >0 on a

(— h)£¢h sih=0,3 (mod 6)

px(h) = (Hd)g ol sih=1,4 (mod 6) (3.37)

(H;f #2  sih=25 (mod 6).

Il est évident que px (65 +5) = px(6j + 7), px(6j +2) = px(65 +4) et
p(h) < 0 pour h =2,3,4 (mod 6). D’apres le reste r modulo 6 I'expression
de 744, (X) comme une combinaison linéaire de px(6g + k), 0 <k < r est
établie dans le théoreme suivant:

Théoreme 3.11. En langage arithmétique, nous avons:

B r ¢3 r—k
w6q+r<x>k§;(¢%—;l) ox(6g + k). (3.39)

Preuve. Soit h=6q+ 1 avec 0 <r <5, et

q—1 5 r
Togr(X) = D AN pe(61+ k)A™F +> " px(6g + k)A™F,
1=0 k=0 k=0

ou A = ¢2+1 Si g = 0, la premieére somme est vide. Le résultat découle de

la remarque suivante:

5
> px(Bl+k)A™ =0.
k=0

Par conséquent, les cing cas sont donnés dans le corollaire suivant:
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Corollaire 3.4. On a:

Tee(X) = px(6q)

¢3
Tq+1(X) = FZil jr 1PX(6(J) + px(6g +1)
o\ i
X) = 1 2
Teq+2(X) <¢%+1) PX(6Q)+(¢%+1> px(6q+1) + px (6 + 2)
o\’ o\
X) = (22— 6¢) + | —5—— 6g + 1
Teq-+3(X) <¢%+1) px(6q) (¢%+1> px(6g+1)
it
— 2
+ ¢%+1px(6q+ ) + px(6q + 3)
o\ %\’
X) = | —— 6 —_ 6 1
i) = (575) pxtoa)+ (57 ) xtoa+ 1)
o\ o}
+ 6g + 2) + 6g + 3) + 6 k
(57) exl60+2)+ 5260 +3) + px(6 + )
et
oY o\ o\
Tog+5(X) = <¢%+1) px(6q) + (¢%+1> px(6qg + 1) + <¢%+1> px(6q +2)
6\ o}
—_ —_ 4 :

+ <¢%+1) pX(6q+3)+¢%+1pX(6q+ )+ px(6g +5)
Exemple 3.1. PourY, = 2Y;,_; — %Yi—z%—et, lexpression de p(h) = px(h)
est

(:}})ﬁé%)h sih=0,3 (mod 6)
px(h) = (_:%51 (2)" sih=1,4 (mod 6) (3.39)
CE3)2 sih=2,5 (mod 6).

Le tableau 3.5 donne les valeurs de p(h) jusqu’a h = 30.
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h p(h) h p(h) h p(h)

1 0.48 11| 0.0152046 | 21 | -0.00237841
2 | -0.2025 | 12| 0.0316764 || 22| -0.00114164
37| -0.421875 || 13| 0.0152046 || 23 | 0.000481628
4| -02025 || 14 | -0.00641446 || 24 | 0.00100339
5 | 0.0854297 || 15 | -0.0133635 || 25 | 0.000481628
6 | 0.177979 || 16 | -0.00641446 || 26 | -0.000203187
7 | 0.0854297 || 17 | 0.0027061 | 27 | -0.000423306
8 | -0.0360406 || 18 | 0.00563771 || 28 | -0.000203187
9 | -0.0750847 || 19 | 0.0027061 || 29 | 0.0000857194
10 | -0.0360406 || 20 | -0.00114164 || 30 | 0.000178582

TAB. 3.5 — Valeurs calculés de p(h), 1 < h < 30 , par I’équation (3.39).

Le graphe de p(h) sur lintervalle de nombres entiers [0, 30] est représenté

sur la figure 3.1. Il s’agit d’une extension de [6, Figure 3-4, p.82]

3.5 Conclusion

Ce chapitre a mis 'accent sur 1'utilisation des polynomes exponentiels
partiels de Bell afin d’évaluer les coefficients de la représentation du modele
moyenne mobile M A(oco) d'un autorégressif d’ordre deux. Nous avons réussi
a calculer la fonction d’autocovariance et la fonction d’autocorrélation,
ainssi qu’'une nouvelle preuve de l'identité de Yule-Walker. La technique
utilisée est basée sur les fonctions génératrices de nombres définis par des re-

lations de récurrence d’ordre deux, et le produit de Cauchy de ces dernieres.
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F1G. 3.1 — Fonction d’autocorrélation dans l'intervalle [0, 30].



Conclusion

Ce travail de these est porté sur les processus autorégressif d’ordre 2
et les processus autorégressif moyenne mobile de type (2,1). Dans un pre-
mier temps nous avons rappelé quelques notions de base sur les fonctions
génératrices et les polynomes partiels de Bell et le produit de Cauchy. Au
lieu de calculer les dérivées successives et les relations de récurrence; ces
outils nous ont servi a revisiter les processus AR(2) et ARMA(2,1) avec
un nouveau look. Dans la littérature la plupart des travaux existants ex-
priment les M A(c0), les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation en
fonction des racines du polynome caractéristique. Pour ce qui nous concerne
on a remplacé la condition sur les racines pour qu’ils soient a I’éxterieur du
cercle unité par la condition triangulaire sur les coefficients. Ainsi on a
trouvé 'analogue des formules existantes en fonction des coefficients du po-
lynome caractéristique. On a aussi calculé explicitement la fonction d’auto-
covariance et la fonction d’autocorrélation de n’importe quel ARM A(2,1).
Le cas spécial d'un processus autoregressif d’ordre 2 ; ot ¢y = —¢7 est étudié
en détail. L’utilisation de la division euclidienne nous a permis de donner
des formule explicites de 7;, v(h) et p(h). Pour s’assurer des calcul on a
repris ’exemple du Brockwell et Davis [6] ou ¢; = 3/4 et ¢ = —9/16.
Le diagramme obtenu est identique & celui établit dans [6, p.82]. Il reste a
signaler que le cas général d’un processus autoregressif d’ordre p > 3 est
difficile a étudier en fonction des racines ou des coefficients du polynome
caractérisitique. Dans le travail déja publier récemment avec Aumorassi et
Goubi [3], on a réussit a trouver des formules et des relations de recurrences

pour le modele moyenne mobile M A(o0) et les fonctions d’autocovariance et

29
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d’autocorrélation. Comme perspective a ce travail, nous comptons étudier
les processus autoregressifs de n’importe quel ordre et voir leur impact sur

les problemes pratiques de la statistique.
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Abstract

In the studies of autoregressive processes of finite order, we are interested in
the associated characteristic polynomial of degree two. Usually most works
in the literature use the roots to compute the parameters of the infinite-order
moving average process, the autocovariance function and the autocorrela-
tion function. In this work, using generating functions, the Cauchy product
of formal sequences and exponential Bell polynomials, we have succeeded
in finding these parameters, depending only on the coefficients of the cha-
racteristic polynomial. A new proof of the Yule-Walker equation has thus
been established.

Keywords : Generating functions, Cauchy product, Bell polynomial, time

series, autocovariance function, autocorrelation function.
Résumé

Dans I'étude des processus autorégressifs d’ordre fini, on s’intéresse au po-
lynome caractéristique de degré deux associé. En général, la plupart des
travaux dans la littérature utilisent les racines pour calculer les parametres
de processus moyenne mobile d’ordre infini, la fonction d’autocovariance, la
fonction d’autocorélation. Dans ce travail a 1’aide des fonctions génératrices,
le produit de Cauchy des séries formelles et les polynomes de Bell expo-
nentiels, on a réussi a trouver ces parametres, en fonction seulement des
coefficients du polynome caractéristique. Ainsi qu’on a établi une nouvelle
preuve de I’équation de Yule-Walker.

Mots clés : Les fonctions génératrices, le produit de Cauchy, polynome
de Bell, série temporelle, la fonction d’autocovariance, la fonction d’auto-

corrélation.



