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Introduction générale

La modélisation et la simulation pour I'automaticgent tres spécifiques au besoin de
commander un systeme. Il s‘agit de simplifier e¢éxdfaire les mécanismes d’interaction
principaux intervenant dans I'évolution d’'un promes, pour faciliter la conception de
stratégies d’actions efficaces. A lissue de |'éape modélisation, une description
mathématique désignée par le modéle est établla, suite duquel se fait le choix des

approches d’analyse, d’étude et de commande.

Les systemes dynamiques sont de loin les plus pppso pour décrire le
comportement réel des systemes physiques. La jmeaies modeles descriptifs obtenus
dépend de ce que le ‘designer’ prend en consid@rdties progrés et les développements de
la technologie font que les procédés soient de gtuplus complexes. Par ailleurs, devenant
de plus en plus performants, les outils de mod@isgpermettent de construire des modeles
plus fideles néanmoins plus complexes.

Cette complexité, dans la plus part des cas, adtite par des systémes de grande dimension
et/ou structures complexes. En effet, les modéssltants sont souvent de nature distribuée,
régis par des équations aux dérivées partielle®jE€aractérisés par des dimensions infinies.

Ces dernieres, en vue d’une discrétisation au mdgsrdifférences finies ou autres approches

similaires, ménent a des systemes de tres grantendion, qui sont difficiles a manipuler.

Ces systemes de grande dimension, se rencontrearthment, dans I'étude des systémes a

retards, des lignes de transmission, des procélé&sldnnes de distillation, des échangeurs

de chaleur, des réacteurs chimiques et nucléairesncore des microsystemes, qui sont des

exemples parmi tant d’autres.

La simulation, l'analyse et I'élaboration de loie dommande pour des systemes
complexes (de grande dimension) avec les outilwargionnels atteignent rapidement les
limites et peuvent s’avérer étre des défis numeésgie taille en moyens et en colts. En effet,
de tels modeles engendrent un volume de calcuss itnportant au quel s’ajoutent des
difficultés numeériques considérables rencontréesde I'évaluation. La manipulation de tels
systemes est alors délicate, voire dans certainspratiquement impossible, et nombre de
problemes restent ouverts. L’ingénieur doit, pdteais, s’intéresser a cette notion de
systemes complexes, car de nos jours, pour de momlsystemes, la connaissance que I'on
réussit a avoir ne permet plus de prédire le cotepmnt de ces derniers. Néanmoins, les

approches analytiques ne permettent pas dacquére vision suffisante de leurs
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fonctionnements. Aussi, il est d’'un intérét indéteapour I'ingénieur d’avoir des modéles

simplifiés.

La complexité croissante des processus dans tosisddgnaines des sciences
appliguées au cours de ces dernieres années, aitcanohe persistante demande de méthodes
de simplification. De maniére générale, ces méthode simplification consistent en la
linéarisation des systemes a structures non lie€an négligence de certains effets physiques
jugés insignifiants. Toutefois, ces modeles singdifne représentent pas fidélement le
comportement réel du systéme original. Ceci estrégellement du au fait de ne considérer
gu’une représentation simpliste. Cela, met en éxdda relation inversement proportionnelle

entre la précision d’'un modéle et sa complexitéafa objet d’'un compromis.

Toutes ces raisons, ont fait de la résolution dmgromis précision/complexité un
sujet d’'intenses investigations. Cet objectif a @&térigine de la problématique posée dans
les années 1960. Celle-ci portait sur la possbile déterminer une méthodologie
systématique, qui dans un cadre mathématique l@fm,dpermet d’approcher un modele par
un autre de complexité inférieure tout en présdrMas propriétés essentielles et le
comportement du modéle original. Cette thématigtebtd'objet de 'émersion de la théorie
de la réduction des systemes. La réduction des lemd®nsiste a trouver un modéle qui
approche l'original en étant moins complexe, méttan jeu peu de variables pour sa
description, tout en préservant l'essentiel de pespriétés ainsi qu’'une fidélité de
représentation.

Il y a différents critéres sur lesquels on peutejuta qualité de I'approximation. Le plus

souvent, c’est la relation entrée/sortie qui esepen considération, tel qu’on ait les mémes
sorties aux mémes entrées. Dans certains casydpyation basée sur les états du modele
original est aussi utilisée ou encore les tracésBdde ou de Nyquist des réponses en

fréquences ou fonctions de transfert.

Les approches de réduction des systemes permdtemieux représenter la réalité via des
modeles représentatifs pour mieux résoudre legsaabsignées, contrairement aux méthodes

de simplification classiques, ou il est questionnthsquer des effets souvent significatifs.

Une abondante bibliographie des méthodes de rédudé I'ordre des modéles existe,

particulierement dans le cas des systemes linédieesoncept général des méthodes de
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réduction linéaires consiste en la projection duéh® de I'espace de grande dimension, dans
un autre espace de dimension inférieure, et calaes bases de projection. Les plus utilisées
d’entre elles sont les méthodes des sous espaed§yhbv, adéquates pour des systemes de
tres grande dimension, et celles des réalisatigudglildrées. D’autres approches ont pour

principe de réduction la séparation des dynamigessysteme, comme les approches
d’agrégation d’Aoki et les perturbations singulgre

Le choix de la méthode de réduction est basé sbjektif visé. En effet, la meilleure des

approches peut varier selon que I'on s’'intéredaecammande, I'analyse ou la conception.

Dans le contexte des systemes non linéaires, lelggne de réduction est beaucoup
plus difficile et se voit dépourvu de méthodes éduction systématiques, ce qui est du a la
nature complexe de ces systemes. Une grande gesgtiapproches de réduction des systemes
linéaires a fait 'objet d’extension au cas norééire, aprés linéarisation, bilinéarisation ou
autres approches de simplification de I'opératearr linéaire. On distingue celles utilisant le
concept des perturbations singuliéres et les sspece de Krylov.

Par cette facon de procéder, les modéles réduienod ne sont pas précis, etant au préalable
une représentation simplifiée, ils sont validesquement localement et pour des systémes

faiblement non linéaires.

Dans ce mémoire, le probleme de la réduction degemyes non linéaires via une
approche non linéaire est posé, qui est la méthimke multi linéarisations pondérées,
communément appelée Trajectory Piece-Wise LineBW(IL). L'objectif est de fournir une
stratégie de réduction de la dimension des modéféisace et applicable a des systémes
fortement non linéaires et qui ne peuvent pas foetdg étre traité par les approches
existantes, citées précédemment. Le développemam diratégie de réduction non linéaire
associée aux Systemes Micro Electro-Mecaniques réMiglectro-Mechanical System :
MEMS) constitue le contexte général dans le qudlitse notre travail. En effet, tel qu’il est
indiqué par son intitulé, ce mémoire porte surdduction des systemes non linaires et
application aux MEMS.

Pour mener a bien notre travail, nous avons orgdaimmémoire comme suit :

Au chapitre 1, aprés une introduction au themeade2tluction des systemes, nous
avons procédé a la formulation du probleme de témluainsi que son principe, avant

d’entamer une étude bibliographiqgue des méthodesédaction existantes des systemes
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linéaires et non linéaires. Les stratégies de témudes plus utilisées dans les deux cas, ont
été illustrées, en citant les avantages et incaaménde chacune d’elles. Les applications
numériques effectuées permettent une meilleureysmaét appréhension de la théorie
développée. Nous nous sommes focalisés notammetd puocédure de simplification des

systemes non linéaires, qui consiste géenéralenmelat @éveloppement en série de Taylor des
non linéarités (linéarisation), pour pouvoir y anper les procédures de réduction linéaires.
D’autant que cette derniere approche constitueintneduction a la théorie de I'approche

développée au chapitre suivant.

Au chapitre 2, nous avons présenté la techniqu&diection proposée— la Trajectory
PieceWise Linéaire, dont le choix est motivé pamienque de méthodes systématiques de
réduction des systemes non linéaires. Son princgpesiste a considérer un ensemble de
modeles linéaires réduits pondérés le long dedgdioire d’état du systéme non linéaire
original, et de réduire ensuite chaque modéele iliaépar les méthodes de réduction des
systemes linéaires. Nous proposons également, gawantage de précision, différents
algorithmes de réduction associés a la méme appretsant plus de précision du modéle

réduit.

Au chapitre 3, nous avons entamé une discussioappe des MEMS. La technologie
MEMS étant en essor et en constant progres, trappkcation dans bon nombre de domaines
(ingénierie, industrie de 'automobile, aéronaudigmédecine...). Les dispositifs MEMS sont
un cas de systémes fortement non linéaires, dgaitdes modeles complexes et d’ordre trés
élevé, ce qui est du en partie a leurs dimensioigsométriques. Ensuite, afin de valider
'approche de réduction proposée, des simulatians effectuées sur des exemples de
systemes non linéaires a savoir des dispositifs EMNn circuit de micro lignes de
transmission et un micro switch. Au final, les ésg des simulations ainsi qu’'une analyse
des performances de la stratégie de réduction d@muutés, ainsi que les difficultés

rencontrées lors de I'élaboration des modeéles t&dui

Et finalement, nous terminons par une conclusitndes perspectives pour

d’éventuelles améliorations.
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Chapitrel Réduction des modéles

1.1 Introduction

Parvenir a construire des modeéles fideles poursystemes physiques complexes
constitue un objectif d’'une grande importance eoraatique.
Face a la complexité croissante des modeéles issgysiemes dynamiques, la manipulation
de ces derniers devient une tache ardue. La néxeksisimplifier des modeles complexes
devient alors une étape inévitable avant toute démavisant la simulation, I'analyse ou la
synthése de lois de commande.
Ceci, justifie le recours a des méthodes de réolugiermettant d’approximer ces modeles
par d’autres de dimensions inferieures, reprodtigaméme comportement entrée / sortie et
préservant I'essentiel des propriétés du modetgnaii. Dés lors, de nombreuses méthodes y
ont été élaborees.

Le choix d’'une méthode est tout d’abord dicté Ijxajectif visé par le concepteur,
selon que I'on s’intéresse a la simulation ou @dl@mande.
Dans ce qui suit, nous aborderons le principe gérdir la réduction des modeles et tout
particulierement leurs ordres (dimension). Apres étude bibliographique des méthodes de
réduction des modéles, nous nous intéresseromsaines des stratégies de réduction les plus

utilisées dans le cas des systemes linéaires din&aires.

1.2 Formulation du probléme de réduction des modéles

L’'approximation des modeles complexes par d’'autptus simples ayant une
dimension inferieure, constitue un vrai challengergifique. L’objectif étant d’extraire la
partie la plus significative d’'un modele, de tetlaniere a préserver le comportement original
et les propriétés importantes telles la stabiligassivité, la commandabilité, I'observabilité,
...etc.

La réduction se fait sur la base de différentezg, selon I'objectif visé ainsi que la
représentation et la nature initiale du modele.itdabement, il est désiré de reproduire le
comportement entrée/sortie du modele original. Daedains cas, on se base sur la
comparaison des trajectoires des états des deugleso@briginal et réduit) ou encore sur les
tracés de Bode ou de Nyquist.

Le plus souvent, c’'est le premier aspect qui e @n considération, a savoir la
fidélité de reproduction du comportement entéeiksoeu quel on s’intéressera également
dans cette étude.

Le probleme de la réduction de I'ordre des modpéag étre formulé comme suit:
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Etant donné un modele d'un systen® de grande dimensiom, on cherche une
approximationé de dimensiong, g << n, tel que I'écart entre les sorties des deux madéle

(en réponse a la méme entrée) soit le plus petdiple, voir figurel.l.

Sortiey

A 4

Systéme original Erreur

&(t)

Entrée

u(t)

A 4

Systeme réduit

Sortiey;

Figurel.l: Schématisation du principe de la réduction de f@ks modeles.

Le probleme de la réduction peut également étreiraepmathématiquement de différentes

maniéres, notamment sous la forme d’un problémptiigsation :
min,[y($)-y(9)| (1.1)

Le modele réduit ainsi obtenu doit :
- utiliser un nombre significativement réduit de abtes, comparé au modéle original.
- Etre relativement peu couteux a simuler et a apalys

- Avoir la complexité de calculs d’évaluation asseaiettement inferieure.

Dans la définition la plus courante du terme réiductil s’agit simplement de
diminuer I'ordre du modele d’'un systeme dynamidgBeaucoup de systemes dynamiques
sont décrits par un modele non linéaire représsois la forme suivante :

{ﬂo=um+mmww (1.2)

y(®) =h(x,u)

Ou x=x(t) est le vecteur des états évoluant avec le tenip®" - R" est la fonction

vecteur-valeurs non linéaireg, est le vecteur entrée gtest la sortie du systéme.
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La premiére équation est dite d’état et la secat@lsortie. En général, les états contenus
dans le vecteut(t) ont un sens physique.

D’autres représentations sont également utilisés pécrire des systemes non linéaires.
Dans ce mémoire, nous considérons les systemesnitunes non linéaires décrits par des

équations différentielles ordinaires (ODE) du premardre représentés sous la forme :

{)‘((t) =f(x) +Bu(t) (1.3)

y(®)=Cx(t)

Ou x(t) et f sont définis comme ci-dessuB. est la matrice d’entréemxm, C est la

matrice d’observatiompxn, y [ORP est la sortie eh est I'ordre du systéme.

Cette représentation de systemes non linéaire$ péssl’'unique qui soit et encore moins la
plus générale. Néanmoins, elle regroupe une granajierité de systemes en ingénierie. Pour
cela, nous formulerons a travers cette étude, edmigues de réduction pour des modeles
dynamiques sous la forme (1.3). Par ailleurs, Us plart des représentations de systemes non
linéaires peuvent étre ramenée a la forme (1.83sh il n'y a pas de perte de généralités a
restreindre notre étude a cette catégorie de ragste

1.3 Principe général de la réduction des modeles
La pratique commune aux approches de réductiom’appliquer des bases de réduction
(matrices de projection) au modéle original de m@nia le projeter de I'espace de grande

dimension, dans un autre de dimension inferieurrserauit :
WTx(t) =WT f (VT x(t)) +WTBu(t) (1.4)
y(t)=CV  Xx(t) '

OuV etW sont les bases de réduction de dimensismy, g étant I'ordre de réduction. Les
bases de réduction sont construites au moyen dérafifes méthodes et de différentes
manieres, qui seront discutées par la suite.

La représentation (1.4) est équivalente au mo@gleit suivant :

{xr (t) = f, (% (©) + B, u(t)
Y ) =C, % ()
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Ou x, est le vecteur d’état réduit tel queJRY.

Le méme principe est utilisé dans le cas de laat@mludes systemes linéaires. En effet, soit

un systeme linéaire décrit comme suit :

1.6
y(®) =Cx() (-0

Ou xOR"est le vecteur d’étata est la matrice d’étahxn, Best la matrice de commande

{)‘((t) = Ax(t) + Bu(t)

nxm, C estla matrice d’observatignx n, u(t)est I'entrée du systeme gft) la sortie.

Apres application des matrices de projection, ralaienons le modeéle réduit suivant :

{VTX(t) =WTAV x(t) +WTBu(t) w7
y(t) =CV x(t)
Qui est équivalent au modele réduit suivant :
. (1) = B
{xr ) Afr (t) + Byu(t) 1.8)
Y, © =C,x (1)

Ou x, ORY%est le vecteur d'état rédui), est la matrice d’'état réduitgx q, B, la matrice
commandegxm et C, la matrice de sortiggxq.
Une fois la projection effectuée (donc le modeldui¢ obtenu), la mesure de la qualité

d’approximation est faite via l'erreur entre lesrt@s des deux modeles. Le but étant

d’obtenir un écart minimum possible ainsi que k&sprvation des propriétés essentielles.

Les méthodes de réduction de I'ordre des modelgd.kR ont été appliqguées dans
plusieurs disciplines de I'ingénierie pour réddaecomplexité des modeles (dimension et/ou
structure) et le temps de simulation associé. lgctif qui fut a I'origine de la problématique
établie sur la théorie de la réduction il y a pés demi siecle, est la résolution du dilemme
précision/complexité était et est encore un sujeictdalité, visant a déterminer une

méthodologie de réduction de systemes de plus ea pbmplexes, en garantissant la
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précision sous entendue par la qualité de fidéigéeprésentation ainsi que la préservation
des caractéristiques essentielles.

En ingénierie électrique, les techniques de ROMébatdéveloppées en premier pour
les simulations de circuits de réseaux électriqleg, 3, 4, 5]. Ces techniques ont été ensuite
étendues aux systemes électroniques distribués etla amodélisation d’ondes
électromagnétiques de différentes structures [6aifi$i qu’aux circuits d’électronique de
puissance [8].

L’intégration des systémes micro électromécaniqsMS) sur une méme puce,
crée le besoin de développer des modeles précigjucengendre des complexités. La
réduction se trouve alors étre une étape importdates le processus de fabrication des
dispositifs MEMS. Pour cela, de nombreuses tectasiqie réduction ont été développées
pour les MEMS [9, 10, 11, 12, 13, 14].

La réduction s’avere également utile pour la cotioapde lois de commande et de
contrbleurs [15]. Aussi, dans ce domaine, I'appr@ation de systémes non linéaires par des
modeles mathématiques simples est une pratique aompour I'élaboration de systemes de
commande [16, 17].

Il est aussi d'autres disciplines de l'ingénieriede la science ou la réduction est
appliguée. Nous citons parmi tant d’exemples, l@an&ue des fluides et la modélisation
des turbo machines [18, 19], la modélisation destesyes biologiques [20, 21, 22] et
chimiques [23], problemes thermiques [24] et mé&paes [25, 26].

En traitement d’images également, la réduction albndamment exploitée,
notamment pour la réduction des données et compnegdmages tout en préservant la
méme qualité de netteté [27, 28].

En turbulences aussi, la réduction se trouve &b utile pour leurs modélisations,
qui consiste précisément a remplacer les équatiendavier-Stockes par des modeles plus

simples a résoudre [29, 30].

D’autres secteurs bénéficient autant des approcties réduction pour les
manipulations et simulations des systémes correlspircomme la modélisation des données
atmosphériqgues en météorologie, la caractérisat@m données astronomiques [31], les

simulations biologiques en médecine [20]...etc.

10
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De l'intérét croissant de l'utilisation et applicais de la ROM dans divers domaines,
un progres dans le développement de différentebadés et approches de réduction a été
constaté. Afin de diminuer le colt des simulationsnériques des modéles de grande
dimension, de nombreuses méthodes ont été propoSépsndant, ces méthodes restent
insuffisantes et mal adaptées aux problemes désnsgs dynamiques non linéaires.

Le seul choix qui s'offre généralement au conceptest de simplifier le modéle par
linéarisation ou autre procédure similaire, pounvmor utiliser les approches de réduction
élaborées pour les systemes linéaires. Dés logusapart des techniques de réduction qui

existent ont été développées pour les systemesrase

Dans ce qui suit, nous établirons une recherchiofibphique des méthodes de
réduction des modeles. Par souci de cheminementées, nous aborderons tout d’abord le
theme de la réduction des systémes linéaires aVantamer le cas des systémes non

linéaires.

1.4 Recherche bibliographique

Il existe une littérature abondante sur le problé&ada réduction des modéles. On
dispose a cet effet d'un arsenal d’approches dectiéh particulierement riche dans le cas
des systemes linéaires.

Les ingénieurs et chercheurs de I'époque, déjaraotds aux systemes complexes,
envisageaient des approches de simplifications [32]
Dans les années 1960, Davison [33], suggere qystérme de grande dimensionpeut étre

réduit & un systéme plus simple en ne considérant’ gffet desq plus dominantes valeurs
propres € etant la dimension du systeme simplifié). Le gpecest de négliger les valeurs

propres du systeme qui se trouvent loin de l'oggiet d’en retenir uniquement celles
dominantes dans le modele réduit [33, 34].
Au manque de précision statique et de stabiliténdwaléle réduit obtenu par I'approche de
Davison, Chidambara [35] propose une approche olesées réponses transitoires des états
a gauche sont a ignorer. La contribution stableate états est alors prise en compte pour
annuler I'erreur observée avec la technique de tdag2avison [36].

Une des plus importantes techniques de réducesnsgstemes de grande dimension
est celle de I'agrégation. Introduite par Aoki [3f contrdle des systemes, elle consiste a

remplacer le systeme de grande dimension par unélmodgrégé ou ses structures

11
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dynamiques sont choisies pour refléter la part ikogive des dynamiques du modéle
original. En d’autres termes, I'ensemble des matlesiodele réduit est inclus dans celui des
modes du systeme original. Dans ce contexte, nousgns faire référence aux travaux de
Davison basés sur la décomposition modale [33]eak a’Aoki [38, 39]. Néanmoins, la
possibilité d’instabilité du modele réduit ainsiteitu est un inconvénient de taille [40]. De
plus, I'application est restreinte a une classeri&e de systemes [15].

Un grand intérét a ensuite été porté aux méthateséduction optimales. Ces
méthodes ont pour objectif de déterminer un modétkiit en minimisant une norme de
lerreur (entre les deux modeles) [41]. Exploitges Wilson [42], ces méthodes de
réduction dites optimales, ont fait I'objet de namix travaux dont ceux de Glover [17, 43],
de Bernstein [44] et de Bettayeb [45] pour n’derogue quelques uns.

Plusieurs techniques de réduction optimales ontétBorées telles que la réductidp,
H et 'approximation optimale de la norme de HanRkél|[

L’inconvénient connu aux méthodes de réductionnogiies présentées ci-dessus est la non
conservation dans le modéle réduit ni du sens phgsies états, ni d’'un certain nombre de
modes du modele initial [15]. Par ailleurs, ellagomosent des méthodes de résolution
numeriques complexes qui entrainent des coutsldels&leves [46].

Pour pallier aux insuffisances des méthodes dectiésh temporelles citées, jusque la
incapables de garantir des modeles réduits pretables ou encore dont I'élaboration serait
moins couteuse, d’autres pistes ont été explorées.

Initiées par Hutton et Friedland [47], les méthodegéduction fréquentielles se sont avérées
étre un outil de réduction puissant, notamment peurs simplicité et efficacité [48]. L'idée
de base de ces méthodes est I'approximation dmtdion de transfert d'un systeme d’ordre
élevé par une autre d'ordre inferieur en utilisantcertain développement, tel que les deux
fonctions de transfert aient un comportement idgml$ autant que possible en basses
frequences [47]. On distingue dans ce contextené&hode d’approximation de Routh,
'approximation Padé et I'approche des équationstdbilité [49] qui sont les méthodes fars
de la catégorie d’approches de réduction fréquitagie

La méthode d’approximation de Routh est basée suwtéweloppement qui utilise la
table de Routh de la fonction de transfert origgnal’ou son appellation [50]. De cette
maniere, le modeéle réduit obtenu est garanti d'&table pourvu que le modele original le

soit. L'inconvénient majeur connu a cette approesieson application limitée aux systemes
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dont les fonctions de transfert ont une différemerdre entre le numérateur et le

dénominateur égale a 1 [51].

L’approche Padé découle de la théorie de Padé [BRisée par la suite pour la
réduction des systemes de grande dimension [58]p8ocipe est d’approcher la fonction de
transfert du systéme original par une autre qiti drdre inferieur en faisant correspondre
certains moments qui sont les approximants de Padéinal, cela permet de décrire le
systeme initial par un autre qui est une approxonat travers une certaine bande de
frequences [52]. Toutefois, la possibilité d’insliéd du modéle réduit obtenu via cette
approche ainsi que le manque de fiabilité des aqpations des systemes de trés grandes
dimensions dans certains cas, restreint son uidisa&t souligne ses inconvénients majeurs
[40].

La réduction via I'approche des équations de dbikte est 'une des techniques les
plus populaires parmi les techniques disponibleslitérature. Le dénominateur de la
fonction de transfert obtenu est élaboré en ufitiaan certain critere de stabilité, ce qui
assure la stabilité du modéle réduit [49]. Néanmola subsistance d’'une erreur statique

entre le modéle réduit et le modéle original smdig’'inconvénient de cette technique [54].

Pour remédier aux manques des méthodes jusquiés,cnotamment de précision,
laspect dynamique des systemes a été exploité.s D@ contexte I'approche des
perturbations singulieres initialement développée Kokotovic [55], a pour principe de
capturer I'effet des phénomenes dominants d’'un meodgnamique, dicté par la séparation
des échelles de temps [56]. Basée sur la sépam¢i®mdynamiques (rapide et lente), cette
approche tend a tronquer la partie rapide d'utésys, préalablement bruité [57]. Plusieurs
techniques ont ainsi été élaborées sur ce pringg® 59], voir également [56].
Particuliéerement, I'utilisation du principe de lfache des perturbations singuliéres dans le
cas ou le vecteur d’état est simplement partiticeméne partie qu’on désire conserver et une
autre partie a tronquer, sans distinction partralides dynamiques, est dite résidualisation
[15]. Aussi, cette approche présente l'avantage pdéserver la structure physique,
contrairement aux autres méthodes précédemmeas cigéstabilité ainsi que I'annulation de
I'écart statique [15, 60]. Néanmoins, le partitiemrent des dynamiques du modéle peut dans
certains cas étre délicat pour l'approche des gmtions singulieres comme pour la
résidualisation. En effet, la séparation des dygaes peut poser probleme particulierement

si le systéme initial ne possede pas de dynamigadaitement distinctes [60]. Aussi, la
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résidualisation, en son principe peut induire aslgpression de modes qui influencent
fortement le comportement du systeme original cé peut mener a une mauvaise
approximation réduite [60]. Cela souligne les ingaments majeurs de ces approches.

Au début des années 1980, une nouvelle approchédietion émerge, qui est la
réalisation équilibrée tronquée (TBR : TruncatedaBeed Realization). Développée par la
communauté automaticienne, initialement proposééMumre dans le contexte de la théorie
de réalisation [61], cette approche tient compte gtepriétés des variables du point de vue
commande (propriétés d'observabilité et de commiaifitlg. L’idée est de supprimer les
états du modele original (sous forme de reprédental’état) qui ne contribuent pas
significativement au comportement entrée/sortiesgisteme [62, 63]. Cette contribution est
guantifiée par les gramians de commandabilité ebskrvabilité qui dépendent de la base
dans la quelle ils sont exprimés [60, 64]. Le systeest alors mis sous forme équilibrée de
facon a ne privilégier ni les états commandabldesnétats observables. De cette maniére, les
gramians sont égaux a la matrice diagonale cogstitles valeurs singulieres du systeme
ordonnées [65]. Une fois le systeme mis sous fasmelibrée, une troncation est effectuée,
en supprimant les états correspondants a de farblesrs singulieres, qui sont les mesures
de la commandabilité et d’observabilité.

La TBR a l'avantage de préserver la stabilité aetrsle modéle réduit [62] et posséde une
borne d’erreur d’estimation a priori [65, 66]. Leprésentation sous forme équilibrée fait
gu’elle ne préserve apres réduction que la paigeificative du modéle original, remédiant
ainsi aux mangues des approches citées précédemnuaimment la réduction via les
perturbations singulieres [15]. Parfaitement ad@gmuaour des systemes de moyenne
dimension (quelques centaines de variables) la Mgk inapplicable pour des systémes de
tres grande dimension. En effet, les techniquesalieuls utilisées durant la procédure de
réduction (transformation d’équilibre, calcul degamians solutions des équations
matricielles de Lyapunov, opérations d’inversiondet factorisation...etc.) nécessitant des
opérations de complexi®(n®) (nétant la dimension du systéme original) constitisemt
inconvénient majeur [46]. Par ailleurs, la préstorade la passivité n’est pas toujours
garantie, ce qui peut engendrer des comportemamspimysiques via les modeles réduits
obtenus [7, 15]. Néanmoins, la réduction par trtonaéquilibrée reste la méthode la plus
utilisée en réduction des modéeles, particulieremeour la précision supérieure dont sont
caractérisés les modeéles réduits ainsi obtenustf4,Diverses variantes de cette approche
ont été présentées durant les deux dernieres déseiyant pour objectif de diminuer les
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colts d’extraction des modéles réduits par la TBRiajue la préservation de la passivité
[17], voir également [7, 8, 19].

Le concept de réduction optimale a été ensuitégejans le contexte de la réalisation
equilibrée, désignée par la méthode des approxsrtHankel optimale. Elaborée a I'issue
de la théorie développée par Nehari, Arov-AdamjaeuiKet Glover [65], cette approche est
'une des rares méthodes d’approximation qui prodies modeles approximatifs optimaux
selon un critere bien défini [67]. Etablie pour dsgstémes LTI stables [43, 68], la
décomposition en valeurs singuliéres est opérétasuatrice de Hankel du systeme, a partir
de la quelle 'ordre du modéle réduit peut étré &n utilisant les valeurs singuliéres de
Hankel, tout en minimisant la norme de Hankel dgréur entre le modele original et le
modéle réduit [69, 70]. Attractive dans le sensetié constitue un moyen simple d’obtenir
un modele réduit, possédant une borne d’erreulueplgs est donnée par une réalisation
equilibrée. Son inconvénient majeur réside dansdenbre tres élevé des paramétres

nécessaires a la construction de I'operateur dééla les calculs matriciels associés [46].

Autre approche permettant d’obtenir des modéldsit® de systemes initialement de
grande dimension, est la Décomposition Orthogoritepre (POD: Proper Orthogonal
Decomposition). La POD a été jusque la présentéguement comme une technique
particuliere d’analyse de données [70]. Cependdlat,peut étre également vue comme une
meéthode efficace de construction de modeles dynassiggduits.

Essentiellement linéaire, cette procédure consistieterminer une base de modes propres
orthogonaux représentatifs par définition des sééibns les plus probables. Historiquement,
la POD a été introduite en turbulence par Lumely].[Au dela du domaine historique
d’application lié a la turbulence, la POD couvreuaste domaine d’utilisations regroupant
toutes sortes de disciplines. On la retrouve notamindans les applications au traitement
d’'images [72], en analyse de signal [73], en cosgion de données [74] et plus récemment
en control optimal [75]. Le point central de toutess applications est I'extraction des
caractéres dominants d’'un ensemble de donnéesgtftanind’accéder ainsi a une réduction
de modéle.

Or, la POD est essentiellement une méthode de @ssipn de données, qui au besoin,
élimine les redondances contenues dans une bakmdées. Par conséquent, une base issue
de la décomposition orthogonale propre ne peutésgmter une information qui n'est pas

initialement contenue dans I'ensemble de donnéesdéjmart. Aussi, le choix de la
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représentation de la réalisation est crucial. @ecgnstitue un de ses inconvénients majeurs
[27].

Parallelement a toutes ces méthodes aux quelles anans fait référence, d’autres
pistes ont été explorées, en vue de déterminetrdmalternatives de réduction des systéemes
linéaires. Résultat de nombreux travaux de reclestdies approches dites des sous espaces
de Krylov émergent au début des années 1990. Saleerméthodes itératives qui peuvent
étre appliquées a des systemes de tres grandessiiime notamment les circuits R-L-C et
les systemes micro électro-mécaniques (MEMS), pesrquels elles ont été beaucoup
utilisées [76, 77, 78, 79]. De nos jours, les mé@dsobasees sur les sous espaces de Krylov
sont probablement I'un des meilleurs choix d’appescde réduction pour des systemes de
tres grande dimension [46, 76]. Ces approchessenililes sous espaces de Krylov pour
construire des bases de projection, les quellengigent de projeter le systeme de I'espace
de grande dimension, dans un autre de dimensiaiteédécrivant ainsi un systéme d’ordre
réduit [80]. Elles sont basées sur le principe ddtion des moments de la fonction de
transfert du systéme original, qui consiste a ddtesr une autre fonction de transfert de

dimension réduiteq, tel que lesq premiers moments des deux fonctions de transfert

correspondent. Ces moments ne sont autres queddficients du développent en série de
Taylor de la fonction de transfert au tour sle0. La caractéristique itérative des approches
des sous espaces de Krylov vient du fait qu’elldbsent des processus itératifs dits

algorithmes d’Arnoldi ou de Lanczos pour constrigebases de projection.

De nombreuses méthodes de réduction de l'ordresyltemes basées sur le principe
des sous espaces de Krylov ont été développée818@2] et [83, 84, 85, 86]. Autre que
leur applicabilité & des systémes de trés granderbion, ces approches se révelent étre
d’'une précision supérieure et sont numériqguemedmnigies et relativement peu couteuses, ce
qui leur a permis d’acquérir une popularité consitie particulierement dans le domaine de
lingénierie électrique [46, 84]. L'inconvénient a@es méthodes, est lié essentiellement au
fait qu’'elles ne garantissent pas la stabilité apahssivité d’'un modele réduit en plus de
'erreur d’approximation qui n’est pas bornée [48fanmoins, il a été démontré que si le
systeme original possédait une structure désieestdbilité et la passivité sont préservées
avec le modele réduit, en exploitant le fait quettansformations de congruence préservent
la définition des matrices [87]. Aussi, certaingvaux ont récemment fait I'objet de
développement d’erreur d’estimation pour les mesl@ééduits issus des approches des sous

espaces de Krylov [88].
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Récemment, les approches LMI (Linear Matrix Inedugplont suscité beaucoup

d’intérét pour la résolution des problemes, [89]. Or, la réduction des dimensions des
systemes pouvant étre assimilée a un cas spéca@mbeptionH ., , il est tout a fait naturel

de penser a adopter les approches LMI pour la tiatuc
Le probleme d’approximation d’'un systeme d’ordrevél par un autre d’ordre inferieur est
traité par les approches LMI en deux étapes ité@atien vue d’améliorer I'erreur du modeéle

H,, comparé a la réduction par la norme de Hankel 92D Cependant, la complexité des

calculs connue aux approches LMI augmente aveonebre de variables et 'amélioration

de I'erreur en utilisant ces procédures n’est pasissignificatives [15, 40].

De nombreuses méthodes combinant les principedifiésentes approches citées ont
ete établies. Elles combinent les avantages deunbad’elles afin d’obtenir des modéles
réduits plus précis et plus performants. Parmictambinaisons les plus populaires, on cite,
les méthodes des sous espaces de Krylov entre asgogiées aux méthodes basées sur la
décomposition orthogonale propre [19, 46], lesraximations Padé [92, 93] ou encore la

réalisation tronquée équilibrée [59, 63, 84].

Si la réduction de l'ordre des systémes linéaistsua domaine dont les approches
sont bien établies, développer des stratégies digctién effectives et efficaces pour des
systemes non linéaires reste un probléme relativemevert et sujet aux ameéliorations.

Par ailleurs, due a beaucoup d’applications néeegsiexactitude de la modélisation des
procédés qui aboutissent trées souvent a des syst&ime linéaires, la réduction des
dimensions des systemes non linéaires constituedbmaine d’intenses investigations.

En effet, ce domaine se voit pratiquement dépodesméthodes systématiques, qui assurent
la préservation des propriétés essentielles tplle la stabilité. Aussi, la réduction, de
modéles, indirecte est utilisée et améliorée dans tes travaux de modélisation quand la
complexité est de rigueur. Il y a trois fagons cames dites méthodes Ad-Hoc, pour réduire

la complexité, souvent liée aux dimensions [94]:

- La suppression des effets qui ont un impact rkedatent faible sur les
dynamiques, et cela, par expérience ou intuition.
- La séparation et remplacement des dynamiques sapateun gain statique.

- Ou encore, moyenner des effets en un seul pseteto ef
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Toutes ces trois approches nécessitent une gramalgaissance et intuition du systéme
modélisé. La seconde mentionnée, est plus formehémppelée méthode des perturbations
singuliéres (citée au par avant dans le cas liegair

Beaucoup des approches mises au point pour lesnsgst linéaires, citées
précédemment, ont fait I'objet d’extensions audes systemes non linéaires.
Les plus simples des approches utilisées, sonescdlasées sur la linéarisation ou le
développement polynomial (en série de Taylor) deslméarités du systeme, et I'application
ultérieure des méthodes de projection des sousespie Krylov [1, 2, 20, 95, 96]. La
bilinéarisation [97, 98], aussi bien que le dévpkpent en série de Volterra [11, 21] des non
linéarités, suivies de projections adéquates, &xmiit aux mémes résultats.
L’inconvénient principal de ces approches de radaoctest qu’elles générent des modeles
approchés valides uniquement localement autouraiit ple linéarisation du systéme non
linéaire. Ce qui est une conséquence directe datlare locale de I'approximation des non
linéarités par des polynédmes ou séries de fongtietnde ce fait limitent leurs applications a
des systemes faiblement non linéaires [96, 99,.100]
Autre difficulté qui survient lors de [utilisationde tels moyens de réduction par
approximation polynomiale de l'opérateur non liméaiest 'augmentation exponentielle
rapide de la complexité des calculs, car plus femu développement est élevé, plus précise
est l'approximation, ce qui restreint l'implémembat pratique a des développements

qguadratiques [1, 101].

Des technigues de MOR basées sur la décomposititrogonale propre dite
décomposition de Karhunen-Lceuve (dans le cas ma@aite), ont été largement utilisées
pour la réduction des systémes non linéaires [1B2§entiellement, la décomposition de
Karhunen-Lceuve consiste a chercher un sous espatiengnsion inférieure, qui contient la
majeure partie des dynamiques [16]. Une fois trouné projection de Galerkin [27] est
appliguée afin de projeter les dynamiques dedarisgue le grand systeme initial soit
approché par un nombre réduit d’équations difféedlas ordinaires (ODE).

La projection de Galerkin a été intensivement sé#i notamment pour la construction de
solutions numériques d’équations aux dérivées gisi ainsi qu'a la construction de
modéles mathématiques d’ordre inférieur pour detegyes dynamiques donnés [103].

Par conséquent, de nombreuses procédures de mgddes systémes non linéaires ont pour

principe la décomposition de Karhunen-Lceuve [105].1
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L’extension au cas non linéaire du concept d’'esphétat a permit de développer la
théorie de balancing’ & partir des modéles linéaires a une certainsselale systemes non
linéaires. Introduite par Scherpen pour la premiéig [106], la théorie debalancing’ non
linéaire (TBR-NL) met en jeu les fonctions de comhabilité et d’observabilité ou
d’énergie, qui sont les solutions des équations Im@aires de Lyapunov et de Hamilton-
Jacobi, respectivement. Ces fonctions d’énergig¢ soe généralisation des gramians de
commandabilité et d’observabilité de la théorigdime, permettant de mesurer le degré de
commandabilité et d’'observabilité simultanémentisables d’état du systeme non linéaire
considérée. Cette mesure est quantifiée par ce cluerfgen a défini comme étant les fonctions
valeurs singulieres, les quelles ne sont autrergugénéralisation des valeurs singulieres de
Hankel définies dans le cas linéaire. La réducterfait alors par le méme principe, aprées
avoir mis le systeme sous forme équilibrée, a salisuppression des variables d’état
possédant de faibles fonctions valeurs singuligr@s].

Cette procédure est confrontée a plusieurs cotealiges essentiellement a la résolution des
éguations non linéaires de Lyapunov et de Hamilimeobi nécessaires pour la détermination
des fonctions d’énergie et l'absence d'une méthagiel pour la conception de la

transformation d’équilibre, car seule I'existeneeagtte derniere est garantie [106].

Une approximation de la TBR-NL a été introduite pm suite via le concept des
gramians empiriques pour contourner les difficultedatives a la résolution des équations
non linaires de Lyapunov et de Hamilton-Jacobi [l@3]. Ces gramians, €galement appelés
matrices de covariance de commandabilité et d'ebbdité, sont calculés a partir de
certaines données recueillies de maniére expéraieermtu par simulation. Une fois ces
gramians obtenus, la transformation d’équilibreéaborée de la méme maniére que dans le
cas linéaire, par ailleurs, cette procédure comedexactement a la TBR standard si elle est
appliguée a un systéme linéaire [16, 46, 109]. chatribution des variables d’état dans le
comportement entrée/sortie est mesurée par leargasengulieres. Des lors, la réduction est
effectuée par la troncation des états corresposdan faibles valeurs singulieres. Toutefois,
cette procédure est réservée aux systemes norirdiséfines par rapport aux entrées et
requiere des modifications pour des systemes qoilg d’équilibre est autre que l'origine
[56].

Par ailleurs, I'inconvénient principal de cette aqmhe (gramians empiriques) et celle de
‘balancing’ non linéaire, est leur complexité de calculsceia méme pour des systemes de

petite dimension.
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D’autres méthodes de réduction des systemes néailes ont été proposées. On cite
celles basées sur le principe des gramians empgigexploitant les approches de la POD
[23, 25, 110], qui cependant adressent inadéquatelaeprobléme de représentation de la
non linéarité. Egalement, la réduction par optitisades matrices du systéme non linéaire
qui est tres efficace quand les non linéarités dontinantes ou encore la détermination des
variables d’état dominantes [111]. Toutes ces pho@s sont spécifigues a une certaine
classe de systéemes non linéaires, de plus, le rmo@€rique de I'élaboration des modeéles

réduits est assez élevé, et de ce fait ne convie¢pas aux systemes de grande dimension.

On remarque que, le volume de recherches expldaasiructure non linéaire dans le
contexte de la réduction est relativement faibl@garé au cas linéaire. De plus, les quelques
meéthodes de réduction développées sont souvergingss a une certaine classe de systemes

non linéaires.

1.5 Réduction des systemes linéaires
Nous présenterons dans ce qui suit quelques mé&thdeleréduction propres aux
systemes linéaires.

Considérons le systeme linéaire décrit en (1.6) :

{)‘((t) = AXx(t) + Bu(t)
y(t) =C x(t)

1.5.1 Reéduction par les sous espaces de Krylov

L’idée principale de ces approches est d'utilises dases de projection afin de
projeter le systeme de I'espace de grande dimerddos un autre de dimension inferieure
via les sous espaces de Krylov.

Le sous espace de Krylov est défini comme suit :
Krylov, (ﬂ, I§)=span{l§, AB, ...,;\q'lé} (1.9)

OU A est une matrice constantexn, B est un vecteur constamix1 et g est un entier

positif. Les vecteurss, AB, ..., A%'B construisant le sous espace sont les vecteuraste b
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Avec cette définition, les deux matrices de pragecdéterminant le modéle réduit en (1.7)

sont choisies tel que :

V est une base du sous espace de Kridopov,, (A, B,) = span{Bl, AlBl,...,Aiql_lBl}

W est une base du sous espace de Kritoylov,, (A,,B,) = span{B2 : Asz,...,AquBz}

AvecA =A™ B =AT'B, A, :(A‘l)T, B, :(A‘l)TC et g;,g, sont les rangs des sous
espaces en entrée et en sortie respectivemenmjieel et W soient de rangy ('ordre de

réduction). Avec ce choix, la méthode de réducéisindite bilatérale. Si uniquement une des
matrices de projection est construite et l'autre @wisie arbitrairement, le plus souvent

W=V, la méthode est dite unilatérale.

Le choix deV et W est simple, néanmoins, les calculs numériques @ssaax produits
matrice — vecteur impliqués dans les sous espac&sylbv peuvent tendre vers l'instabilité.
Pour contourner cela, des algorithmes ont été dppék pour le calcul d¢ et W, tel que
I'algorithme unilatéral de Arnoldi et le bilatérdé¢ Lanczos [80, 81, 112].

Avec ce choix des matrices de réduction, certaies parameétres de la relation
entrée / sortie du modéele original et du modeélaiitécbrrespondent, qui sont appelés les
moments adaptatifs [77, 83]. Ces moments, nobtéssont les coefficients (négatifs) du
développement en série de Taylor de la fonctiotratesfert (1.10) correspondant au systeme

original au tours de=0.

G(s)=C'(s1-A)*'B (1.10)
Dont le développement est :
— T A1 T -1 -1 T -1 i A1 i
G(s)=-C"AB-cT(AM)A B s—--.—CT(A ) AIBS! (1.11)
m0 mil mi

| étant la matrice identité.

En utilisant les méthodes bilatérales, &g premiers moments de la fonction de transfert

originale et de celle du modele réduit correspahdgar contre, avec les méthodes

unilatérales, il N’y a que leg premiers moments qui correspondent [77], voitZ}.
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G(S):—mo -ms—-m, 32 —— .. ...—mq_l Sq_l— mq sl — Ll :Zrni Si
i=0
Correspondent (1.12)
(o]
Gq(s):—mo—mls -m, 32— ......... —mq_lsq_l— r’ﬁq sl —. il :Zfﬁi Si

Nous avons opte, afin de calculer les matricespagections, pour I'algorithme
unilatéral d’Arnoldi essentiellement pour sa méthlodie robuste pour la génération des
vecteurs constituant les matrices de réductiomstlnumériguement plus robuste et délivre
des approximations plus précises et souvent staidegparé a l'algorithme bilatéral de
Lanczos [80, 83].

Algorithme d’Arnoldi [80] :
Soit le sous-espace de Krylov suivant
Krylovg, (A, B,) = span{B,, AB,,..., A"'B,}

B:
\BiB:

2. Calculer le vecteur suivant Av,_, .

l.y= ou B, est le vecteur de départ.

3. Orthogonalisation des vecteurs

pourj =1 a {-1) faire:

4. Normalisation

Si le vecteur, est égal a zéro, arréter la boucle, sinon

La ™ colonne de la matricd est :

A~

Vv, =——
AT ~
Vi Vi

5. Sii = q arréter, sinon reprendre en 2.

Dans plusieurs applications, il est désiré de eoumne base orthogonale afin d’éviter
des difficultés numériques. Cet algorithme, troumeensemble de vecteurs orthonormés qui

sont une base du sous espace donné, comme il @dt dedessus. En chaque étape, un
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vecteur de plus orthogonal par rapport aux préusddest construit et normalisé. Il est
supposé aussi, gu'a chaque étape un vecteur orthbgexiste, dans le cas contraire,
I'algorithme s’arréte et I'ordre q doit étre réduit

V et W sont choisies tel qu&/ =V ouW =V . Ce dernier choix est celui pour le quel nous
opterons, de sorte que la matrice d’état réduiterfddéle réduit) soit non singuliére.

Une fois ces matrices calculées, on les appliqugysieme (1.6) de maniere a avoir le
systeme réduit (1.7) :

VTx(t) =WT AV x(t) +W T Bu(t)
y(t) =CV x(t)

Qui est équivalent & (1.8) :

{xr (t) = A X, (t) + B,u(t)
Y, ) =C, % ()

Exemple 2.1

Soit le systéeme (1.6) décrit par les paramétressts :

[-106L1 4404 0 0 0 0O 0O O o© 0

4404 -8829 4425 0 0 0O 0 O o© 0
0 4425 -7507 3082 0 0O O O ©O 0
0 0 3082 -17@B3 13%1 0 O0 O O 0

As 0 0 0 13%1 -185B14197 0 O O 0 et

0 0 0 0 -1848 -2 1 0 O 0
0 0 0 0 1 1 -2 1 O 0
0 0 0 0 0 0O 1 -2 1 0
0 0 0 0 0 0O 0 1 -2 1

. 0 0 0 0 0 0 0 0 4092 -4092

Bzt 110011111 e C=10000O00O0O0GO0O0. Le

systeme est d’ordre=10.
En utilisant l'algorithme d’Arnoldi décrit ci-dessu nous obtenons un modéle réduit

d’ordreq=3. Les moments adaptatifs qui correspondent somtoatbre de3, I'algorithme

étant un unilatéral.
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G(s)=0 -0s —(-0,002 s - (0043 s -(-107.10%) s* - (268 10")s°
G5(s)=0 -0's —(-0,002s? - (49 10%)s® —(-01554. 10") s* - (6068110 )s°

Pour évaluer la précision du modele réduit obterau oette méthode, nous tracons les
réponses indicielle et impulsionnelle du modeélegioal et du modele réduit, voir figure
(1.2).

Step Response Impulse Response

— modeéle original n=10
— modeéle réduit g=3

15

Amplitude
Amplitude

05 — modeéle original n=10

—— modeéle réduit g=3

0 50 100 150 0 1 2 3 4 5
Time (sec) Time (sec)

Figure 1.2: Comparaison des réponses indicielle et impulsidamids modeéles original et

réduit par les sous espaces de Krylov (Arnoldi).

Nous remarquons que le modéle réduit d'ordie obtenu reproduit fidélement le
comportement entrée / sortie du modele originaloetigne une grande précision en réponse
a une entrée échelon comme I'entrée impulsion, wieegt essentiellement du au fait de

correspondre lesy premiers moments et de préserver le comportentatige (basses

fréquences), d’'ou le manque de précision que préskrnréponse impulsionnelleta 0.

1.5.2 Reéduction par la réalisation tronquée équilibrée TBR)

Comme décrite précédemment, cette approche est Basde concept de réalisation
équilibrée, dans la quelle les variables d’étatt ssdonnées selon leur contribution dans le
comportement entrée / sortie du systéme via uneceate transformatiom [61, 62]. Cette
contribution est quantifiée par les valeurs sirgnel$ de Hankel, qui mesurent le degré avec
le quel les variables d’état sont simultanémentroamdables et observables.

Considérons le systeme (1.6)
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{)‘((t) = AXx(t) + Bu(t)
y(t) =C x(t)

Les gramians de commandabilit€ et d’observabilitéVo sont définis respectivement par :
We = J- BB eMdt et Wo= JeATtCTC e™ dt
0 0

Qui sont solutions des équations de Lyapunov stiganespectivement :

AWc+Wc AT +BB' =0
ATWo+WoA+CTC=0

13)
Considérons également la transformation d’équilibre tel que z=T x. Sous cette
transformation, le systeme (1.6) est equilibréestieht :

{z(t) = A, z(t) + By u(t) 12)

y(t) =Cp (1)

Avec A, =TAT !, B, =TB etC, =CT ..

Les gramians de commandabilité et d’'observabisbaiés au systeme équilibré (1.14) sont :

Web=TWcT"
Wob=(T )T woT™

13)
De plus, Web Wob = T (WcWo)T ™1, par conséquent, les valeurs propres du produit
(WcWo) sont invariantes et ne dépendent donc pas du aesxcoordonnées de l'espace

d’état ((Wcb Wob) et WcWo) sont semblables).
Définition 1.1

Soit une réalisation minimale et stablgé\, B,C). Cette réalisation est dite équilibrée

(balanced) si et seulement si, les solutions du systemeudiggns de Lyapunov veérifient :
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We =Wo =5 =diag(c; )

Ou o; sont les valeurs singuliéres de Hankel de ce#iiesedion données par :

Le théoréme suivant assure I'existence d'une téldisation et en donne une caractérisation.

Théoréme 1.1
Soit (A, B,C) une réalisation. Il existe une transformatidrelle que(TAT 1 1B, CT ‘1) soit
équilibrée. De plus, cette réalisation est équékibsi et seulement si, il existe une matrice

diagonalez définie positive telle que :

As+> AT +BB" =0
ATs+sA+CcT C=0

0 ) : N
etz= , ou o; 20;,,, etdans ce ca¥fc=Wo=%.
0 0 O,

Une partition quelconque de cette réalisation dapéié est toujours stable, c’est ce qui rend

cette approche attractive pour la réduction de hesde

L’interprétation des solutions des équations dapiyov en termes de minimisation
des énergies de commandabilité et d’observabildémpt de justifier qu'une réalisation
équilibrée présente un intérét indéniable pouéthuction.

Pour cela, soit les fonctions de commandabilitél’ebservabilité (fonctions d’énergies de

commandabilité et d’observabilité) définies commi, sespectivement [106] :

0
: 1 2
Ec(o) = oy Tl [yt (1.16)

X(-9=0x(0)=x =

et

100
Ec(Xg) = EJ‘HV('[)HZdt, X(0) = Xg, u(t)=0, 0<t<oc (2.17)
0
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La fonction de commandabilité est considérée corétaet la quantité minimale d’énergie

de commande nécessaire au transfert de I'état dteérag de l'origine & un état final.

Similairement, la fonction d'observabilité est défi comme I'énergie générée par

I'observation dex,, quand I'entrée est considérée nulle.

Dans le cas des systemes de la forme (1.6), ledidos d’énergie de commandabilité et

d’observabilité sont quadratiques, et sont donoéesme suit [109] :
Ec(Xo) =% Xo! W™ x,

18)

Eo(X,) =% Xo! WO X,

Pour un systeme (1.6) mis sous forme eéquilibrée un@ matrice de transformation

d’équilibre z=T x, les fonctions d’énergies deviennent, respectiveéme

Ec(z)=E z' 571z
21 (1.19)
Eo(z):E 2’5z

Dela, nous constatons que, pour une petite valewgulere o;, la quantité d’énergie

nécessaire pour atteindre un certainest importante. Parallélement, la quantité d’éeerg
générée en sortie par ce méme état est tres falmlequalifie cet état d'étre faiblement
commandable et faiblement observable. La contobuti’'un tel état dans le comportement
entrée / sortie est faible et ne 'affecte pariggpsession [60].

La suppression des états faiblement commandablesinailtanément faiblement
observables correspondants aux faibles valeursulgéngs, compléte la procédure de
réduction via la réalisation équilibrée.

Cette procedure de réduction peut étre réesuméssoints suivant:

Algorithme de la TBRde Laub[60, 61, 113]

1. Calculer les matrices gramians de commandabilittoktservabilité solution de

AWc+Wc AT +BB' =0
ATWo+WoA+CTC=0

2. Effectuer une factorisation de Choleskywo=R" R
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3. Calculer la matriceN , N = RWc R"
4. Effectuer une décomposition en valeurs singulideesl : N=Uz2UT,UT U =|

5. CalculerT la matrice de transformatiorm:=x Y2y T R,
Une fois T calculée et le systeme (1.6) équilibré, la troocaest effectuée, en supprimant

les états correspondants aux faibles valeurs sargs| afin d’obtenir le modele réduit.
Si on considere le systeme équilibré (1.14), demdrtionnement est :

] A ] o]
Zp | A1 P22 || Zo2 ] [ B

(1.20)
Zyn
yb:[Cbl CbZ]
2o
Les deux sous systémes correspondent aux vecteﬂfg[zb1 zqu et
Zy = \Zpqe anr- Une troncation directe des états faiblement condables et

observables permet d’obtenir un modéle d’ordre itéghy; ;, B,;,Cyy ).

La réduction via la TBR possede I'avantage dequues I'essentiel des propriétés du
modele original dans le modele réduit, a savoirstibilité et la minimalité [62, 63]. Par
ailleurs, le théoréme de Glover garantie la dispitité d’'une borne supérieure de I'erreur de
réduction (d’approximation) [17] :

n
|-G, <[c 64| =2 20
i=q+1

G et G, étant respectivement les fonctions de transferhddele original et réduit.

Exemple 1.2
Reprenons le méme exemple précédent. Le systénséabte et commandable. En utilisant
l'algorithme de la TBR décrit ci-dessus, et enisaiht la matrice de transformation obtenue,

les valeurs singulieéres du systeme équilibré sont

(01,04,03,04.05,06,07,04,04,01,) = (1,364 00127 0,0068 0.0005 0.0002 00001 0 O 0O 0)
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Suivant ces valeurs, la troncation des sept demigriables peut étre envisagée. Dés lors, le
modéle réduit obtenu est d’ordee= 3.
Les réponses indicielle et impulsionnelle des meslékiginal et réduit sont représentées par

la figure 1.3 ci-dessous :

Step Response Impulse Response
3 1.5

— modele original n=10
— - - modeéle reduit TBR q=3

Amplitude
Amplitude

0.5

— modele original n=10 | g
— — - modéle reduit TBR q=3
0 o . . \ ! n

0 50 100 150 0 5 10 15 20 25 30
Time (sec) Time (sec)

Figure 1.3 :Comparaison des réponses indicielle et impulsidamgs modeles original et

réduit par la Réalisation Equilibrée Tronquée R)B

Nous notons également la méme précision et la septation fidele du comportement
entrée / sortie du modele original par le modetitépour les différentes entrées. Ceci est
essentiellement d0 au fait de supprimer les étatsespondants aux faibles valeurs
singulieres et constitue donc une bonne approxamatu modele original.

La borne d’erreur est de,0015, ce qui correspond parfaitement a la borne d’'erpeévue

n
par le théoréme de Glover qui est@e016 : Q\G —GqHH = 0.0015)s [2 o = o.oom}.
i=q+1

1.5.3 Méthode de réduction par agrégation
Cette méthode de réduction consiste a passer tknsy$1.6) au systeme (1.8)

{xr (®) = A x (1) + Byu(t)
Y ) =Cx (1)

En utilisant une matrice d’agrégatiof, telle que x, =K x, ce qui donne les conditions

suivantes, en se référant a la définition d’Aoki,[38]:
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Définition 1.2
Le systeme (1.6) est agrégeable a (1.8) s'il exisematriceK de dimensiormgxn tel que
X, =K x et vérifiant

A K=K A
B, =K B (1.21)
C=C, K

Ou x, est de dimensionmx1. Les matricesA,, B, et C, sont de dimensions appropriées,

gu'’il s'agira de déterminer.

Ou K vérifie K K”=1. Cette matricek ” n’est pas unique, mais on prend souvirit (la
pseudo-inverse) d&
K =Kk™ (KK )* (1.22)

Qui vérifie bienK K™ =1,

Ce qui implique quey, =y, c'est-a-dire que les deux systemes aient les méme
comportements entrée / sortie.

On remarque que le calcul d& et B, par (1.21) nécessite la connaissance de la matrice
d’agrégation K. Quant a la matrice de sorii2, elle n’intervient pas directement dans les

conditions d’agrégation. Toutefois, il y a plusiemnéthodes permettant sa détermination.

L’'une de ces approches permettant de déterr@jneonsiste a considérer qug 0OC x d’ou
est déduitC=C, K, et une premiére solution apparait qui est :

C, =CK" (1.23)
Cette approximation est toutefois peu satisfaisacae elle induit souvent a des résultats
imprécis [60].
Une autre maniere de calculef consiste a imposer I'égalité des gains statiquesydteme

original (1.6) et du systeme d’ordre réduit (1@Bgst-a-dire :

C,A'B =CA™'B

d'ou : C, :(c AT B) (Ar . )+ (1.24)
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Cela est évidemment possible si le systéme inigapossede pas d’intégrateurs, tel que la
matrice A soit inversible. Cependant, lorsquéeest singuliére, une autre expression peut étre
obtenue en utilisant la matrice adjointe, qui déeale la formule classique du calcul d'un

inverse matriciel [60] :

C, =— 1 Cadi(A)Badgi(A )8, ]*

ou adj(A) désigne l'adjointe den.

Le tout de cette approche de réduction par agayatist de déterminer la matrice

d’agrégationK . Plusieurs procédures sont disponibles et adoptéeseffet.

L'une d’elles, consiste en I'utilisation de la med¢rde commandabilité.
Soit ¢ =[B AB - A”‘lBJ la matrice de commandabilité associée au systdnég. (On a
alors :
Kw=|KB KAB - KA B|
et en utilisant (1.21) :
Ky=|B, AKB- A" KB

(¢ étant de rang, on obtient :
K :[Br A B - Arn_:L BrJl/l+ (1-25)

tel quey ™ =y’ (wz//T)_l. W* étant la pseudo inverse dé.
Une autre procédure de calcul simple définit larioatd’agrégation comme suit [15, 60]:

K=M [al a, - aq]T

ol lesa; sont les vecteurs propres d€ associée aux; premiéres valeurs propres)
étant une matrice carrée quelcondueq), inversible. Dans le cas particulier ol toutes le
valeurs propres d@ sont distinctes, la matrice d’agrégation est aéiege par [15]:

K= [Iq ; oq,n_q] =
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F étant la matrice modale da. I, et 0,,, sont les matrices identité et nulle,

respectivement.

Exemple 1.3
Nous utilisons le méme systeme que précédemmendaliustrer I'approche de réduction

par agrégation. La matrice d’agrégation obtentie@sme suit:

00038 -0018 0091 -0694 0713 -0002 O 0 0
0621 -0676 0385 -0017 -0087 Q0006 O 0 0
0658 0184 -0677 0145 0229 -00025 O 0 0
-0242 -0503 -0596 -0445 -0365 0029 -0002300002 O 0
| 0048 0113 0168 0229 0237 0244 -0582 0576 -0230 -025]

o O O

et

A
1

vérifie bien que K K™ =1 .

Step Response Impulse Response
8 250

— modeéle original n=10

6 b 200 —— modeéle reduit agrégé g=5

4 B 150

100

Amplitude

50

Amplitude

-4 — modeéle original n=10 b -50

— modeéle reduit agrégé g=5

I _100 L L L L
0 50 100 150 0 20 40 60 80

Time (sec) Time (sec)

Figure 1.4.a :Comparaison des réponses indicielle et impulsidamigs modeles original et

réduit par agrégation.

L’agrégation effectuée a considérablement modi&&omportement du modele original. Le
choix de la procédure d'agrégation n'est pas appFoploutefois, d’autres facons de
procéder peuvent étre utilisées, comme la matteeommandabilité (1.25). En utilisant

cette derniéere, on obtient le modeéle réduit d’orgre5 illustré par la figure 1.4.b.

Le comportement entrée/sortie du modele réduierabten réponse a un échelon,
garde le méme aspect de comportement général weniemt au modéle précédent,

néanmoins, le résultat n’approche pas parfaiterteemhodéle initial. Pour y remédier, il
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faudrait inclure plus de modes dans le modéle a&ge€glonc d’augmenter I'ordre du modéle

réduit.

Step Response

— modele original n=10
— modele reduit agrégé g=5

Amplitude

0 50 100 150
Time (sec)

Figure 1.4.b :Comparaison des réponses indicielle et impulsidamigs modeles original et

réduit en utilisant I'agrégation (matrice de conmatabilité).

1.5.4 Méthode des perturbations singulieres (P.S.)

L’approche des perturbations singulieres a étéldppée pour des systéemes qui possedent
simultanément des modes lents et rapides. Ces nledisssont dominants tandis que les
modes rapides peuvent étre négligés. Cette apppmieet d’identifier ces modes rapides et
de les éliminer pour obtenir le modele d’ordre &fha6].

Cette approche est basée sur le principe de sipades dynamiques, dont le principe est

comme suit :
Soit le systéme linéaire (1.6) qui peut étre dépat :

S L
Xo | [Ao1 Ao X2 [Bo (1.26)

y= [Cl Cz]{:j +Du(t)

ol x, ORY et x,O0R"4,
Dans le cas o, décrirait les modes rapides et stables, ce syspaueétre approché en

posantx, =0. Ceci méne au systeme suivant :

X1 =A%t A X + By U
0=Ay X + Ay, X, +B,y U (1.27)
y=C; X +Cy, X, +Du
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Et x, peut étre représenté pa,, =— A,, (A, X, + B, u). Del, le systéme (1.27) devient :

X :( 1~ A Azz_l Ay )Xl t (Bl - A Azz_l Bz)u (1.28)
yz(cl —Cy Ay A21J)X1 +(D ~Cy Ayt Bz)u

qui décrit le modele réduit.

Cette approche est relativement simple, pourvu deesysteme présente des dynamiques
lentes et rapides afin d’effectuer la suppression.

L’'une des propriétés du modele réduit via cetigraghe est le fait qu’il n’'y ait pas d’erreur
statigue comparé au modele original, car les &atrés, méme s’ils ne contribuent pas a la

dynamique du systeme réduit, ils contribuent néansnéd son état statique [40, 114].

Exemple 1.4

On considére le systeme précédent, qui est stdblg, la dynamique présente des modes
lents et des modes rapides.

% =[x, %, %, %4, %] © Le vecteur représentant les modes rapides

X, =[ X, %7, X5, X9, %0] : L€ Vecteur représentant les modes lents

En utilisant (1.28) on obtient le modele réduit dees réponses a un échelon et a une
impulsion simultanément pour le modeéle originaleetnodéle réduit sont représentées par la

figure 1.5.

Step Response Impulse Response

— modeéle original n=10
— modeéle reduit P.S. g=5

0.8

0.6

0.4

Amplitude
Amplitude

0.2

0.5 —— modeéle original n=10
— modéle reduit P.S. q=5
0 ‘ ‘ 0 ‘
0 50 100 150 0 50 100 150
Time (sec) Time (sec)

Figure 1.5 :Comparaison des réponses indicielle et impulsidamis modeles original et

réduit par l'approche des perturbations singetiéP.S.).
On note que le modele réduit obtenu via I'approdbs perturbations singulieres est une
bonne approximation du modele original. Le faitcdasidérer I'effet des dynamiques rapides

contribue a annuler I'erreur statique en régimeéeléta
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Exemple 1.5
Considérons le systeme masse-ressort représentéa gayure 1.6 ci-suit, qui peut étre
modélisé par la fonction de transfert d’ordre 6 suivante [15] :

G(9)= -s*-008s®-16s® - 048s- 48
s® +01s° +20s* + 096s® + 965 + 096564

Ou ses poles sont :

s,= -0.0325 + 3.6037i,s, = -0.0325 - 3.6037i,s;, = -0.0020 + 0.8901i,
s, =-0.0020 - 0.8901i,s,= -0.0155 + 2.4939i,s,=-0.0155 - 2.4939i.

C1 k1l

m3 lq3

Figure 1.6 : Systéme masse-ressort

Nous tracons la sortie (positi@gB de la massen )3en réponse a un signal d’entrée échelon.

a- Réduction par les sous espaces de Krylov
Les moments adaptatifs du systéme original sont :
m, = 0.750, m,=-0.003, my;= -0.875, m,=0.0087, mg=1.093, mg=-0.016
Les moments adaptatifs du modele réduit a 'omglre sot :

i, = 0.750, f, = -0.003, ;= -0.875, M,= 0.0087, = 1.0937, M, = -0.015
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La qualité du modele obtenu est illustrée danglaé 1.7.

Step Response

0.5 T T T
—  modéle original n=6
— - — modéle réduit q=4

Amplitude

Time (sec)

Figure 1.7 : Comparaison des réponses indicielles des modétgnairet réduit par

I'approche des sous espaces de Krylov.

On note que le modele réduit obtenu apres projectianque de précision, néanmoins, son
comportement ne s’éloigne pas tellement de celuindhgele original (en réponse a un
échelon). Ceci peut étre expliqué par I'effet déep qui constituent le modele, qui sont de

nature complexe, de plus ils sont rapprochés.

b- Réduction par la TBR
Le modéle étant commandable, observable et stidggroche TBR peut étre utilisée. En
utilisant l'algorithme cité en § 1.5.2, on obtielat matrice de transformation équilibrée

suivante :
[-0,0002 -0,0003 -0,0004 -0,0002 -0,0003 -0,0004]
0,0002  0,0003 0,0004 -0,0002 -0,0003 - 0,0004
_| 0,048 0,022 - 0,038 0,122 0,052 - 0,096
T= 0,049 0,021 -0039 -0121 -0,055 0,098
-1,009 1,222 -0529 -3562 4,495 - 2,020
| - 0,994 1,273 - 0,581 3,663 - 4,505 1,982 |

Les valeurs singuliéres sont :
(0,,0,,0,,0,,0,,0,)= (5958 5906 0,0051 0.0050 0.0001 0.0003)

Aprés troncation des états qui contribuent le maans comportement entrée-sortie du
systeme, nous obtenons le modele réduit d’oepret .

La réponse du modéle a une entrée échelon edtékudans la figure 1.8.
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Le modele réduit obtenu affiche une grande precigiont le comportement est tres proche
du comportement du modéle original. Le problémepddss complexes ne se pose pas dans

ce cas, puisque la troncation élimine les variables moins susceptibles d’influencer le

comportement original.

Step Response
05 . .
— modele original n=6
— — — modéle reduit TBR q=4

Amplitude

Time (sec)

Figure 1.8 :Comparaison des réponses indicielles des modétgaairet reduit par la TBR.

c- Réduction par agrégation
En utilisant la procédure décrite ultérieurement (a25), en construisant la matrice de

commandabilité, on obtient la matrice d’agrégasaivante :

0 0 0 1 -0025 -701
K = 0 0 1 -0035 -701 0441

0 1 -0035 -701 0441 44217

1 -0035 -701 0441 44217 -412

Les réponses impulsionnelle des modeéles réduttiginal sont représentées par la figure qui

Suit :

Step Response

Amplitude

— modeéle original n=6

— — modele reduit agrégé q=4

15 ! ! ! ! ! |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (sec)

Figure 1.9 :Comparaison des réponses indicielles des modétgnairet réduit par

I'approche de I'agrégation.
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L’agrégation effectuée a modifié le comportemensystéme original, et de ce fait le modéle
réduit ne correspond plus au modeéle initial, leixhd®e suppression des modes les plus a

gauche n’est pas approprié.

d- Réduction par les perturbations singulieres

Le vecteurX, :[xz,xs, Xy, Xs x6] représente la partie dominante du systéme. LadigjuL0

représente les réponses indicielles des modeled etdnitial.

Step Response
0.5 . .
— modeéle original n=6
—— modeéle reduit P.S. g=5

Amplitude

Time (sec)

Figure 1.10 :Comparaison des réponses indicielles des modétgeairet réduit par

I'approche des perturbations singulieres (PS).

Le modéele réduit obtenu n'approche pas parfaitefeeniodele initial. La nature complexe
des modes influence la qualité de réduction, coetreent au cas de I'exemple 1.4.

La figure ci-dessous, représente les différentggonges indicielles correspondant aux
différents modeles réduits, obtenus par les diffties méthodes citées, afin de juger de leurs

précisions et de comparer leurs performances.

Step Response
1 T

05 - -

0 \7\ S
-0.5 -
e —— modele original n=10 ||
— modeéle réduit par Krylov q=4
— — modéle reduit TBR g=4 |l

-1.5+-
— modéle agrégé q=4
modele reduit P.S. g=5

Amplitude

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (sec)

Figure 1.11 :Comparaison des différentes réponses indiciellenallele original et des

différents modeles réduits par les différentgzraghes.
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Nous remarquons que, les modeles réduits obtemu®mpparoche des sous espaces de
Krylov, de la troncation équilibrée et des perttidyzs singulieres ont un comportement plus
ou moins proche de celui du systéme original, reinement au modele agrégé. Ces
premieres approches, ont pour principe de projstaus espaces de Krylov) ou de négliger
I'effet de certaines variables du systeme orig{fiaB.R. et P.S.), ou l'influence de la partie
éliminée y contribue par la suite (en dynamiquéicgia). Contrairement au modele obtenu
par agrégation, la suppression des modes choistifimconsidérablement le modéle réduit.

Les tracés de Bode obtenus pour les différents legdéduits comparés au trace de
Bode du modele original sont représentés par ladid.12 .
Ces traceés refletent mieux les modifications supasles modeles réduits via les approches

de réduction sur le modele initial. Il apparait dgienodele agrégé soit le plus modifié.

Bode Diagram

50 — 7

/

-100 [~ ~_ T . —

Magnitude (dB)

-150 - ) — ]

_250 I | Ll . | R
180

| — modeéle original n=10

| — modeéle réduit par Krylov q=4
| — - modeéle reduit TBR q=4

-180 |- L‘i: ——— modéle agrégé q=4

modele reduit P.S. q=5

Phase (deg)

-360 | (. | | |
10" 10° 10" 10° 10° 10"

Frequency (rad/sec)

Figure 1.12 :Tracés de Bode du modele original et des différertdeles réduits.

1.6 Réduction des systemes non linéaires
Dans le cas linéaire, réduire un systeme impliqueraatiquement la réduction du
colt numérique associé a I'évaluation, a la comf#lest simulation du modéle réduit. Ce qui

satisfait immédiatement I'objectif principal dereduction des modéles.
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A la différence, dans le cas non linéaire, la rédac n'implique pas forcement la
simplification du modele réduit et encore moinsrdduction du colt d’évaluation ou de

simulation.

1.6.1 Application de I'approche des sous espaces de Kryleet de la TBR au modele
linéarisé
La plus simple des facons de réduire un systémedinéaire, est de le lineariser au
tour de son point d’équilibre, et d'utiliser ertsules méthodes de réduction des systéemes
linéaires. La procédure peut étre résumeée equeEgues points :

Soit un systeme non linéaire tel qu’il est décait (1.3)

{X(t) = f(x)+Bu(t)
y(t) =C x(t)

1. Lineariser le systéme non linéaire au tour depsmnt d’équilibre
2. Calculer a l'aide de l'algorithme de Arnoldi / Laubs matrices de projection
associées et la matrice de transformation équdibre

3. Effectuer la projection pour obtenir le modeéle riédu
Dans un certain voisinage du point d’équilibrdteeprocédure est convenable.

Exemple 1.6
Soit le systéme non linéaire suivant [109] :

X; =Xy = X X, —3X, X5 = X X,
X, = 05X X, + X3 + 05X, X5 + X; X,
X; =X, + 05%x, X, + 0,5%,X; — 025x, X,
X, ==X —3X, =5X; — 7X, —3X X, + 01X, X, + 03X, X, + U

L’origine est un point d’équilibre de ce systeme. modele linéarisé au tour de l'origine

obtenu est stable, commandable et observable ebeshe suit :
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0O 1 0 0]|/x 0

10 0 1 O0/|x1 1|0

X= + _(uety=x/(t)
0O 0O O 1|/x| |0
-1 -3 -5 -7|x 1

4
Une troncation équilibrée peut donc étre envisagée.
Les réponses indicielles des deux systemes (ofigimsarisé et réduit) sont représentées

dans la figure 1.13 suivante.

Réponses indicielles des modeéles original et réduits

1.4
1.2+ ]
1 L
€ ost 1
Q
g 0.6 ]
0.4 }
modele original n=4
0.2+ —— — modeéle reduit TBR g=3
0 w ‘ — = — modéele reduit Krylovg=3 ||
(0] 5 10 15 20 25 30 35

Temps (s)
Figure 1.13 :Comparaison des réponses a un échelon des modgiealdinéarisé et
réduits par I'approche des sous espaces de KejlavTBR.

Nous confirmons qu’au voisinage de l'origine, I'apgmation envisagée du modéle non

linéaire par un modele linéaire d’ordge=3 est convenable.

En appliquant la matrice de projection directensmtle systéme non linéaire on a:

X, =WT f(x,)+WT Bu(t)

1)30
Y, =CV X, D

avecx=V X, .

Nous tragons également la réponse indicielle cpamdant au systeme original et réduit. Le

résultat est représenté par la figure 1.14.
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Réponse indicielle du modele original et réduit

-0.5+ modeéle original n=4 i
****** modéle reduit Krylov g=3

-1 1 I
0 5 10 15

temps (s)

Figure 1.14 :Comparaison des réponses a un échelon des modejesicet réduit par la

méthode des sous espaces de Krylov.

L’application des matrices de projection issuesl'digorithme d’Arnoldi directement au
systeme non linéaire n’est pas une approche ap@eopour la réduction des systéemes non

linéaires.

Considérons le colt d’évaluation du terié f (x,) dans le modéle réduit (1.30) dont

la procédure de calcul s’effectue selon les étapesntes :

Premierement, on calcul#x, ensuite on évalue la fonction non linéaire d’erétevé (du
systéme original), et enfin, on évalueg' f(x, ).

Cette procédure de trois étapes de calcul néce&gité + 2ng) opérations est en fait plus
colteuse que I'évaluation dé(x)[46]. Par conséquent, le colt de simulation du reodé
réduit (1.30) en utilisant directement des basegédieiction est typiguement dominé par
I'évaluation du terme non linéail " f (x,) . Contrairement au cas linéaire, la simulation du

modele réduit dépend de la dimensiordu systeme non linéaire, qui en affecte les rawult
et les performances.

Cette bréve analyse montre, la différence flagrantee la réduction des systémes linéaires et
non linéaires, qui découle quelque peu d’'une oldienv générale, qui est que, I'ordre du
modéle n'est pas une mesure exacte de la comphlixisysteme non linéaire, a juger par le
modele réduit (1.30). Par conséquent, afin d’olotdes modeles réduits des systemes non

linéaires, simples, efficaces et a colt basui fa
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1) Construire des bases de projection d’ordre inférieuet W, qui approchent les
parties importantes de I'espace d’état.
2) Et, appliquer des représentations approchées aelnéarités du systeme avec un

co(t d’évaluation relativement bas.

1.6.2 Méthode des gramians empiriques

C’est I'une des plus récentes approches de réductes systémes non linéaires
développées. Elle consiste en la réalisation dgé@d utilisant une généralisation des
gramians, qui sont les gramians empiriques [16].108tte approche applique I'idée de la
TBR a un systeme non linéaire. La difference résidas la facon d’élaboration des
gramians. En effet, les matrices gramians sonttagites a partir de données empiriques
issues de simulation. Une fois établis, ces grasniitnempiriques, sont équilibrés en utilisant
la théorie linéaire, voir 81.5.2. Les étapes deicédn via cette approche sont résumeées ci
suit [16] :

Soit le systéme non linéaire décrit par (1.3)

Définissons les ensembles suivants, dont le clsiidiscuté dans [108]:
r" ={r1,---,rr;ri OR™ T, =1,i :l...,r} . Un ensemble arbitraire deg matrices
orthogonales.

M :{cl,---,cs;ci OR,c > 0i :],...,s} : Un ensemble de constantes positives.

0"={x,...., x,} : Des vecteurs unitaires standards dRfis

Définition 1.2:
Soient I'P,0° et M les ensembles donnés comme définis ci-dessuséfinitde gramian
empirique de commandabilité pour le systeme (2\tg par :
r S p 1 © im
Wee=) > > Zj @™ (1) dt (1.31)

1=t m=1 =1 'SC, 7§

Ou ¢'"M(t)OR est donnée pad'm(t)::(x”m(t) —X””‘) (x”m(t) —Y”m)m.
x"™(t) est I'état du systtme (1.3) correspondant & unéréenimpulsionnelle

u(t)=c.l x; o(t) (voir [16]).

43



Chapitrel Réduction des modéles

De méme, pour le gramian empirique d’observabilitge, on définit les ensemblds",0"

et M (comme précédemment) :

Woe=Y" 1 zTrlzp'm(t)I’lmdt (1.32)
0

=1 m=l SCp,

ou ¢™@)OR™ est donnée par:zpij'm(t)::(z”m(t)—Z”m)D(z”m(t)—Z”m). Avec
Z'(t) est la sortie du systéme (1.3) correspphda la condition initiale

Xo=cy I Xi, et

o_ LN A A . .
X=N D x") est la moyenne des donnéss,étant le nombre de données collectées.

Lemme 1.1

Pour tous ensembldsP et M non vides, le gramian empirique de commandabilité du

systeme linéaire (2.4) est égal au gramian de cordatalité usueW\c.

De méme, pour tous ensemble§ et M non vides, le gramian empirique d’observabilité
Woe du systeme linéaire (2.4) est égal au gramiansg##ntabilité usueWo . Pour la preuve,
voir [16].

Remarque 1.1

Pour des commodités de calculs durant I'applicatie cette approche de réduction,
une approximation de ces gramians peut étre cérémd Elle consiste a remplacer
l'intégrale par une somme, sur le nombre de palatdonnées collectées [16].

Puisque les gramians empiriqgues sont exactemsngrimians usuels dans le cas
linéaire, cette approche est exactement la TBR djele est appliqguée a un systéeme
linéaire. Quand elle est appliquée a un systémelinéaire, elle nécessite uniquement le
calcul de matrices gramians empiriques. Soitine matrice de changement de coordonnées
tel que le systéme soit équilibré :

TWeT =T *WoT *=% 33)

Ou X est la matrice diagonale des valeurs singulieess gfamians. Aussi, en appliquant

cette analyse au systeme (1.3), elle méne au mdubbire réduit suivant :
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x(t)=PT (T *Px(t))+T 1 Bu(t) (1.34)

Ou P est une matrice de projectiogxn, et q étant la dimension du modele réduit. Quant

a la troncation, elle peut étre effectuée par dhfié&s moyens. Le plus souvent, ce sont la
projection de Galerkin ou la décomposition de Sajwirsont utilisées [16, 115]. Pour notre
application, on a opté pour la constructionnd'u base de réduction via I'algorithme
d’Arnoldi.

1.6.3 Procédure par simplification de la non linéarité

Pour extraire des modeles réduits efficaces d&gses non linéaires, on a besoin de

trouver une représentation pow' f()] qui permettrait une évaluation approchée de

W' f(x,) a des colts significativement bas (inférieutoén) ol n est la dimension du
systeme non linéaire a réduire).

L’approche la plus simple est basée sur le dévelmgnt polynomial de la non linéarité ou
plus précisément développement en série de Taylotoar d’'un certain point, qui est
généralement un point d’équilibre du systéryje

On développé selon [96] comme suit:
F(X)=f(x)+ A (X—X%,) +%W0(x— Xo) O (X=X%,) +... (1.35)

Ou A,et W, sont les Jacobienne et Hessienne i évaluées a I'état initia,

respectivement [116]. Ainsi on obtient une appradion linéaire de la non linéarité au tour

du point x,. D’ordinaire on s’arréte a I'approximation d’ordre pour simplifier la

représentation, car plus l'ordre du développemargmeente plus I'expression devient

complexe.
f(X) = (%) + Ag(X=Xp) (1.36)

Par conséquent, en remplacant ce développement’'dgoation (1.30), le terma™ f(x, )

devient plus facile a évaluer et ne nécessite pasad’opérations que précédemment ([96]
et [99]).
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(1.37)
y(t) = CVx(t)

{WTX(t) =W f(x,) +WTAV(X~-X,) +WTBu(t)
Il est a noter que les matricedg et W, sont typiquement denses.
Aussi, si on considere le développement quadratidpief on obtient le modéle réduit

suivant:

WTX() =WT f(x,) +W" AV (X-X,) +%V W, (V OV)(x0O x) +WT Bu(t)
y(t) = CVx(t)

(1.38)

Ou W, est la Hessienne qui est une matriceq®[116].
Ce qui peut mener a une forme plus complexe pounddéle réduit. Le codt de calcul du

terme W' f (x )dans (1.37) ainsi que des matrics et W,est de O(q®) [46]. Pour le

modéle quadratique, cela s'éléve(g®) .

Le codt de simulation des modeles (1.37) et (1e38)de ce fait indépendant deet il est a
noter queq est relativement bas, de I'ordre tie@ voire moins, ce qui est considérable pour
des systemes dont I'ordre était initialement dedfe du millier.

Par ailleurs, les calculs liés aux modéles basgédesudéveloppements en série de Taylor
augmentent exponentiellement avec le nombre destermon linéaires inclus. Egalement, la

construction de la Hessienne d’ordre réduit petg difficile, voire impossible pour de

grandes valeurs de, ce qui est essentiellement di au colt d’évalnasiimé d(n®) .

Dans de tels cas, des représentatiopicites ou des approches numériques de la
Hessienne doivent étre envisagées [2]. Ce qui dgomld’avantage le but de réduction des
calculs, du temps de simulation et efforts liéeka.cPar conséquent, bien que cette méthode
de réduction de l'ordre des modeles peut étre éteraddes ordres plus élevés (ordre du

développement), en pratique elle est limitée afercubique. Si on prend a titre d’exemple
un développement d’ordee-10, la mémoire de stockage nécessaire dépdssel00000
éléments, de plus les colts de calculs et d'évaluatiu terme W' f(vx) restent

excessivement élevés.
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D’un autre coté, utiliser uniguemenaxieu trois termes du développement de Taylor
est insuffisant pour représenter la non linéarité systeme donné adéquatement, avec
précision. Aussi, des développements tels que @@ des approximations appropriées de

f (x) uniguement localement, au voisinage d'un certamtpd’équilibrex,. De ce fait,

approcher un systeme non linéaire original au tbhwm point d’équilibre ne tient pas compte
du comportement global de ce dernier, et si le tpaile fonctionnement varie
significativement de ce point d’équilibre, la reggétation en utilisant cette approximation
serait imprécise. De ce fait, l'application de léduction des modeles basée sur le
développement en série de Taylor de la non lirgauit tour d’un seul point est limitée aux

systemes faiblement non linéaires [96].

Autre que les approches de développement en @gérieaylor pour I'approximation
des non linéarités des systemes non linéairesa lleg techniques basées sur les approches de
bilinéarisation [97], qui sont aussi tres utiliséd¥our d’avantage de description des
procédures de bilinéarisation des systemes normitg® ainsi que la réduction des

réalisations bilinéaires, voir [5, 19, 97, 98].

Un grand nombre de méthodes de réduction de Eodilrs modeéles utilisant ces
procédures de représentation des systémes noirdmédéveloppement en séries de Taylor
ou bilinéarisation) ont été développées [1, 96, Bé&s lors, une fois le systeme linéarisé, les
techniques de réduction appliquées aux systemeailes peuvent étre utilisées.

Néanmoins, les techniques de bilinéarisation ont@nmun les mémes inconvénients que
ceux des approches de développements en sérieaytiw, Ta savoir, le caractére local de
'approximation, I'inexactitude de la représentatiet la limitation aux systemes faiblement

non linéaires de I'application.

Exemple 1.7

Pour illustrer ces approches de réduacfla linéarisation du modele non linéaire et
'approche des gramians empiriques), nous propostndes appliquer sur un exemple
numérique d’'un systeme non linéaire, et d’évalusuée la qualité des modéles réduits ainsi

obtenus, a titre comparatif. Soit le systéme iogsire décrit par:
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X3
Xz +U
X, + X3+ X,
-8x, —12x, ~11x5 - 001x,> +2u

X(t) =

(2. 26)
y(t) =% (t)

Pour notre application, nous avons linéarisé letésys (2.26) au tour de [lorigine
x© :[O 00 O]T. Nous avons réduit a 'ordrg=2 a l'aide d’'une base de projection issue
du processus itératif d’Arnoldi (§1.5.1).

Pour la méthode des gramians empiriques, noussavamstruit les approximations
des gramians de commandabilité et d’'observabdiiéyme indiqué en (2.18) et (2.19) [16].
Pour des commodités de calculs, nous avons opté Ipochoix suivant des parametres
(rappelons que le but est d’appliquer cette ap@a@chn systéme non linéaire est de juger de
sa commodité dimplémentation)r=s=p=c= ,1IN=200et X=0(la moyenne des
données). Une fois ces gramians établis, la thdimdaire est utilisée pour les équilibrer,
afin de calculer la matrice de transformation qquikbre le systéme non linéaire (81.5.2), a
la suite de quoi, nous avons appligué une baseédaction (2.21) (calculée avec le
processus itératif d’Arnoldi) pour obtenir le moglééduit d'ordreq= 2
La figure 1.15 représente les réponses du systé@meliméaire ainsi que celle des deux
modéles réduits par linéarisation au tour de lioeget par I'approche des gramians

empiriques (TBR non linéaire).

Réponse a un échelon des modeles original et réduits

200
modele original n=4
****** modele linearise reduit q=2
1507 —— — modele empirique g=2 8

100 -

50

sortie (y(t))

0] 1 2 3 4 5 6 7
temps( s)

Figure 1.15:Comparaison des réponses indicielles du modéléatigon linéaire d’ordre
n=4 et des modéles réduits d’ordye= , far linéarisation au tour de l'origine et

'approche des gramians empiriques.
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Nous remarquons que le modeéle réduit issu de laédwoe des gramians empiriques
approche mieux le modéle original que le modé&iédrisé. Ce dernier n’étant valide qu’au
voisinage du point de linéarisation, n’est pas &fisace pour approcher le systeme initial.
Le modele réduit obtenu par la TBR non linéairentreune certaine fidélité a reproduire le
comportement du systeme original. Toutefois, I'€ctaservé peut étre di au choix effectue
sur les parameétres nécessaires au calcul des giamiaencore de la base de réduction

utilisée.

Il est a noter qu’il n'est pas nécessaire de coprpbes temps de simulation des
modéles réduits avec l'original, car le systéemdidhipris en considération pour nos
applications n’est pas de trés grande dimensioaniéins, on note gu’avec la méthode des
gramians empiriques, le temps de construction duéheo réduit est beaucoup plus
significatif que le temps d’élaboration du modetearisé réduit, cependant, ce dernier est

beaucoup moins précis et surtout n’est validetoar du point de développement.

1.7 Conclusion

En résumé, un bon nombre de problémes de rédudeésnmodeles non linéaires
restent irrésolus et relativement ouverts.
D’une part, il y a la contrainte des faibles norédrités a surmonter et le caractere local de
leur approximation, qui limitent séverement leseahifs d’applications de la réduction.
D’autre part, il y a le rapport colt - efficacit@ ¢b représentation des non linéarités du
systeme ainsi que le colt de génération des modidegts. Autre que les colts d’évaluation
et de représentation, il y a I'exigence de la gié@ade préservation des propriétés du systeme

original telles que la stabilité et passivité dateyne original.

Aussi, de nombreuses méthodes de réduction entdifitation de modeles ont été
présentées, chacune avec ses avantages et inamgéni'utilisation d’'une technigue sera
tout d’abord dictée par I'objectif visé par le cepteur. La meilleure méthode peut en effet
varier selon que I'on s’intéresse a la simulatiareda commande.

Une fois ces objectifs fixés, la nature physiquesiaque la structure du systeme peuvent

servir de guide au choix de la méthode de réductppropriée.
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D’autres criteres, d’ordres purement numériques)t seEgalement a prendre en
considération car ils sont susceptibles de pqgwé telle ou telle procédure suivant la

complexité du probleme et donc influer sur 'optabéfinitive pour une méthode donnée.

Dans ce qui suit, nous discuterons d’'une appragheéduction des systemes non
linéaires adéquate pour réduire des systemes dgoamiortement non linéaires de grandes
dimensions qui permet de pallier aux inconvéniéigtsaux approches de développement de

Taylor ou de bilinéarisation.
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Chapitre2 Réduction de I'ordre des modeles par I'approthe/L

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons cité argapeelques méthodes de réduction
les principaux défis et inconvénients associés rédaction des systemes non linaires. Nous
nous sommes focalisé en particulier sur le probldmeeprésentation des non linéarités, qui
influence de ce fait les performances des modélmsiré réduit. Dans ce contexte, on a
brievement exposé la méthode des développemensgras de Taylor de la non linéarité
comme étant la plus simple des représentations @ombmplexité des modéles réduits
obtenus ne dépend pas de la dimension du systéegieabn, mais seulement de la dimension

du modéle d’ordre réduit. Cependant, cette approche souligne certains wécoents. D’'une

part, les modeles d’ordre réduit basés sur lesldgpgements en séries de Taylor deviennent
excessivement colteux pour des séries d’ordre éthvéait que la complexité des calculs
associés a ces modéles augmentent exponentiell@vent’'ordre du développement qui est
par ailleurs exigé pour la précision de la reprégen. D’autre part, des modeles réduits
obtenus par simple linéarisation du modéle nonalme¢ bien que la procédure soit peu
colteuse, elle ne peut étre appliquée qu'aux systdaiblement non linéaires [96, 99], ce qui
est une conséquence du fait que la linéarisatiggroape le systeme non linéaire donné

uniquement localement, au tour du point de dévedopmt.

Ce qui nous améne a proposer une représentatiomoddméarités du systéme et une
approche de réduction des modeéles basée sur umiglesele linéarisations du systeme

original autour de différents points choisis adéeomeent [46] et [100].

Dans ce chapitre, nous décrivons en premier upgesentation d’'un systeme non
linéaire sous forme de combinaison pondérée de le®diméarisés a partir de différents
points de développement, une procédure de ponderaitnsi que la fagcon dont les méthodes
des sous espaces de Krylov (81.5.1) peuvent étpogées dans ce cas, pour obtenir des
modeles d’ordre réduit efficaces a codts réduits.

Dés lors, une méthode de génération des modelesLT@Wchoisissant des points de

linéarisation a partir de la trajectoire d’espatgad du systeme non linéaire dynamique est
présentée. Ensuite, nous présentons une procédiypergnet de générer une trajectoire d'état
approchée pour approcher la simulation du systeomelinéaire original et par conséquent,

réduire significativement le co(t d’extraction aesdéles d’ordre réduit.

Pour finir, nous examinons les propriétés esséesielu modele réduit, tel que la stabilite, la

passivité ainsi que I'estimation de I'erreur d’amgmation.
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2.2 Lareprésentation sous forme piece-wise linea

Nous se proposons d’approcher le systéme dynanmquelinéaire (1.3) par une
combinaison de modeles linéaires obtenus par Iseteon a partir de différents points de
linéarisation, adéquatement choisis dans I'espaatdLe principe de cette approche, est de
considérer de multiples linéarisations au tourat®tu systéme sélectionnés, au lieu de tenir
compte uniquement d’un seul point de linéarisation.
Soit le systeme donné en (1.3), et supposons gaibménérés points de linéarisation

X0, %+, Xy (Via une procedure qui sera présentée par la s@tepbtient alors, au tour de

chaque point un modele linéaire
% (t)= f(x)+A(x=x)+But ) (2.1)

Ou x, est I'état initial du systéme & la Jacobinne dée (évaluée au poink; .

Chacun de ces modéles approche de facon apprderistéeme original (1.3) au voisinage

de son point de développementvoir figure 2.2.

En reconstruisant le systeme dynamique qui englobs les modeles linéaires au moyen
d’'une pondération, on obtient un modele qui appeaaiequatement le systeme non linéaire a

travers une large région de I'espace d'état
s-1
%(1)=> w, ([ f (%) + A (x=x)]+ Bu(t) (2.2)
i=0

Ou w(X) OR" sont les poids, qui sont supposés non-négatifsat$faire la condition de
s-1

normalisation tel qu:{“wi (x)=1 pour toutx, ce qui signifie que dans (2.2), on considére une
i=0

combinaison convexe des modeles linéaires, assderte fait une bonne fidélité de la

représentation.

Avant d’entamer une discussion a propos de la pweéde pondération et la stratégie de

génération des points de linéarisatipnon considere le probleme de construction d'un

modele d’ordre réduit a partir du systeme (2.2urReela, supposons qu’on ait généré une

base de réductiovt par le processus itératif d’Arnoldi [80]. Appliquég2.2) on obtient :
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s-1

VT x(t) :[Z‘Wi (VTX)[VT f(x)+VTA(Vx-x )]J +V T Bu(t) 2.3)
; y(t) =CVx(t)

Notons que le processus de réduction de (2.3) siéeernoins deO(n) opérations ce qui est

largement moins que I'évaluation de la réductiorsgstéme non linéaire (1.3). Aussk<n

et donc I'estimation de (2.3) est peu colteuse.
D’un autre coté, au lieu de considérer les poiid) qui dépendent du vecteur d’états non
réduit, on peut utiliser un nouvel ensemble de tions de pondérationn (z) tel que

z=V'x ORY et par conséquent, réduire significativement lét cbévaluation des poids de
O(n) & O(q) opérations.

En remplagcant dans (2.3), on obtient le modéle pondéré rédivast :

2(t) :@)w, (z)[\/T f(x)+VTAMz-x )]] +VTBu(t) (2.4)
yt)=CV z(t)

Avec z[OR%et V est une matricenxq. V étant une base orthonormée issue de I'algorithme

d’Arnoldi [80].

Contrairement au modéle réduit (2.3), le colt abéra ne dépend pas de la dimension initiale
n du systéme non linéaire original, une amélioragartemps de calculs peut étre atteinte en
utilisant le systeme réduit (2.4) ci-dessus. Cagiiie que, ce systeme est caractérisé par un
ordre ainsi qu’'une complexité réduits, comparé ymiesne non linéaire original et de ce fait,
présente un moyen attractif et avantageux pourtaores des modeles d’ordre réduit des
systemes non linéaires dynamiques de grande diorenSiette facon de procéder est dite
approche des multi linéarisations pondérées ou plumue sous l'appellation ‘Trajectory
Piece-Wise Linear : TPWL.

L’approche TPWL proposée dans ce mémoire est sigtifement différente des approches
TPWL présentées en [117] et [118], ou l'approximatiPiece-Wise linéaire de chaque
élément (non linéaire) est considérée, conduisamgi & un grand nombre de modeéles

linéarisés a utiliser.
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Développée en premier par Rewiensky [46], les @lgmes de I'approche TPWL présentés,
s’appliquent a la trajectoire du systéeme non lir@entiere, par conséquent, le nombre de
modeles peut étre petit et donc considérablemeénitrpar rapport aux anciennes versions de
la méme approche.

Pour atteindre les performances concernant le raa@eluit (2.4) via cette approche, il y a

trois principaux points a considérer :

1. Le calcul des poidsv (2)

2. Le choix de la base de projectign

3. Le choix des points de linéarisatiof

2.2.1 Procédure de pondération
Généralement, les poidsw (2) sont calculés en utilisant les informations sug le

distances entre I'état courant et le point de liisétion (ou sa projection).
W =w (V2= x| V2= x| V2= x,) (2.5)

L'objectif est de trouver une procédure de calcuhd distribution de poids, tel que les non
linéarités du systéme soient adéquatement appregaFda combinaison convexe résultante
des modéeles linéaires au voisinage de certaingspdm linéarisation (dont nous discuterons
dans ce qui suit). De plus, le calcul de ces pduls étre peu codteux, en particulier, il est
imposé que la complexité de calcul de 'ensembkepigds pour le modele réduit, n'excéde
pas O(sq) opérations [95].

Cependant, I'évaluation de ces poids nécessitalteilcdeVz qui implique O(ng) opérations,

et de ce fait est tres colteuse. Pour amoindricoid, on peut considérer a la place des

distancefvz- z||, les distancefz - z|| entre I'état courant réduit et les projectiansdes x;

tel que

[Zo’21""7Zs—1]:b/TXo’VTxl""’VTXs—l (2.6)

Ou V est une base orthonormée (obtenue par le prociéésats d’Arnoldi §1.5.1).
Lors du passage de I'espace d’état original dedgralimension a I'espace d’état réduit, les

relations géométriques peuvent étre déformées stretats, en particulier les distances [95].
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Pour éviter cet inconvénient, on doit s’assurer tues les points de linéarisation soient

représentés exactement dans I'espace d’état rédulonc, pour tout on ait [46] :
1/2 1/2
Vz- x|, =|Vz-Vvz], = ((Vz -Vz)' (Vz-Vz )) = ((z— z)'V'V(z-z )) =|z-z|, (2.7)
Avec V'V = l,, I €tant une matrice identit¢xq. Cela signifie que les distances entre les
points de linéarisatiorx, et x sont préservées apres la projection orthonorneéee x =Vvz

pour un certairz).

Iy a difféerentes procédures de pondération basées l'information entre les

i -z|.. u A i-aprés u Adu Ui préti/é i u
distance z|, Nous présentons ci-apres une procédure rét&vée efficace pour

les exemples d’applications considérés (voir [45,190, 119]).

Procédure de pondératiofi119]:

Soit sle nombre de points de linéarisation générés.

1. Pouri=0,...,(s-1) calculer:
d; =|z-z],

2. m=min{d, :i =0,...,(s-1)}

3. Pour=0,...,(s-1 calculer

ay =(e4'™#

s=1
b)S=> W,

i=0
cw, =W /S

Ou B est une constante positive. Dans notre implémientde 'algorithme on preng =25

[95]. La procédure de pondération ainsi présergéanet d’obtenir une distribution tel que
les poids varient assez rapidement que I'état couraévolue dans I'espace d’état, mettant de

la sorte un seul modele linéarisé dominant poundgeur partie de I'espace d’état, quand

devient le point le plus proche de Notons que dans la procédure présentée ci-ddgsus,

poids calculés peuvent aussi étre nateg) .

Ceci, permet de considérer le modele (2.4) tel odéte piece-wise’ du systeme non linéaire

(1.3). La procédure de génération des poids citdedsurnit un seul choix possible. D’autres
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options sont disponibles, néanmoins en générals skkmblent déterminer la quelle produira
'approximation la plus adéquate pour une largesgade systemes non linéaires. Pour assurer
un changement doux d’une région a l'autre (régamséinéarisations), on utilise des modeéles
linéaires pondérés. Il y a un choix considérablefatetions satisfaisant ces critéeres [95].

!

Dans l'algorithme précédent, il est question d'doection Gaussiennew, :e_ﬂd "selon

[100]. Dans [46], une procédure de pondérationlairei est présentée, permettant de calculer
des poids-fonctions non linéaires. Ces poids sestfadnctions non linéaires, dont la valeur de
la fonction poids doit étre proche delorsque I'état courant est trés proche du point de

linéarisationz =V, x,, est doit tendre verg aussi rapidement que s’en éloigne.

Autre question spécifique, concerne le paramgtrdans la procédure de pondération
précédente. SB a une grande valeur, les poids varieront relater@mapidement, autrement,
ils auraient une pente légére [46]. Pour éclatein, considérons le cas d’'une non linéarité
quadratique, ol des valeurs gesemblent étre adéquates. Soit ddr{g) =ax* + bx+c qu’on

approche par une combinaison de deux modeles fasea partir de deux points de

linéarisation x, et x, :
(%) = Wy (X)(C + bx + 2ax,X — ax,) + W, (X)(C + bx + 2ax,x — ax,?) (2.8)
Avec w,(x) +w, (x) =1 pour toutx. L'erreur entref et f estalors:
e(x)= F(X) = (%) = aw, (X)(X— Xo)? +aw, (X)(X = X,)° (2.9)

Deux choix de poids peuvent étre considérés, Imiered’entre eux est :

+
1 XD[XO,M}

W, (X) = 2 etw, () =1-w,(x), et le second w,(x)=—2 2 et
Xo % X, — X
0 xO T,xl 1 70
W, (X) = X__XO , voir figure 2.1.
1 0
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X 3
. . a -
En calculanthJ'e(x) dx on obtient dans le premier C&M et dans le second
X
a(x; = Xp)°

casE=- . Cela indique que, utiliser des poids variant dapient, dans ce cas,

réduit I'erreur d’approximation, ce qui s’avere atageux pour le cas des systémes a non
linéarités quadratiques. Manifestement, pour bfiés types de non linéarités, la situation

peut étre différente [46].

Distribution de poids pour x0=1 et x1=3
1 ‘

I T T T T
e — W1 l 1‘ ‘
| I |
o LT WOP 1
| | ‘
|
| |
0.6 : ; | i
: |
0.4 | i \ |
l | ‘
| | |
0.2+ | ! ‘ .
| | ‘
| |
0 | I | I | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figure 2.1: Forme des fonctions poids, pour une simple distidnude deux points de

linéarisationx, =1et x, =3 (le premier cas).

Dans la procédure de pondération présentée préoéeleinl’approximation de la fonction
non linéaire f (x) est sous formequasi piece-wise'. En effet, le systeme (2.4) consiste en des
éguations différentielles, qui nécessitent la nétsmh d'un systéeme d’équations en chaque
étape a I'aide des méthodes de Newton ou d’Euler.

Au lieu de procéder de cette fagcon, une méthodg gilaple peut étre utilisée. L'idée est de
calculer d’abord la distribution pour une estintsz, calculée a un état spécifique, de la
remplacer dans (2.4) et de résoudre ensuite uarsgdinéaire (pour plus de détails, voir [46,
120]).

2.2.2 Geénération des points de linéarisation
Le point le plus crucial lors de I'extraction d’vmodéle d’ordre réduit sous la forme
(2.4) et de l'approche TPWL en général, est le xxhde I'ensemble des points de

linéarisatiorx; .

57



Chapitre2 Réduction de I'ordre des modeles par I'approthe/L

En se basant sur le fait que la linéarisation fdeau tour d’un certain poinf, est une

approximation exacte de la fonction non linéaingioale a un certain point, tel que xsoit

assez proche de,|x-x]||<¢. En d'autres termesx est associé a une balle de rayon
centrée erx, . Le cercle correspondant a chaguedémarque la région de I'espace d’état dans

la quelle le modele linéaire approche de facon aakegle systeme non linéaire original,
figure (2.2). Il est évidemment désirable de recmues n états de I'espace d’état par de
telles balles (cercles) et d’obtenir une bonne @dpration globale du systéme non linéaire,
ce qui assurerait que chaque état est a un certaliun certain point de linéarisation ainsi
gu’'un certain modele linéarisé. Le probleme, est tp1 nombre de ces balles augmente
exponentiellement avec I'ordme de I'espace d’état. A titre d’exemple, le nombeeballes de
rayon 01 nécessaires pour couvrir un espace détat de dimenn=1000sera
approximativement de I'ordre de'°°. Générer, stocker et calculer un tel nombre dedtesd

peut étre inefficace si ce n’est impossible.

b %
L
.
%) X3

x

. . 4
3
e
Mg
.
Figure2.2: Collection de points de linéarisatior, , X, ,:-- , X dans un espace a 2D. Pour

chaque, le cercle correspondant, démarque la régionedpdice d’état ou le modele linéaire

(a partir dex;) approche le modéle non linéaire original [95].

Puisqu’il est infaisable (pour des raisons de coditde de calculs) de représenter
entierement I'espace d’état de dimensionpar des modeles linéaires, dans [46] I'auteur
propose de générer une collection de modeles tedame trajectoire unique fixe du systéeme
non linéaire, correspondant & une certaine enti@e ‘tdajectoire de formation’t{aining
trajectory).

Pour obtenir cette trajectoire de formation (ou approximation), il faut simuler le

systeme non linéaire entier (1.3), car pour chdésirpoints de linéarisation, on doit explorer
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'espace d’état. La simulation du systéme non iieéantier est a cet effet assez délicate pour
acquérir des informations précises. Une bonne entlé formation (dont latraining
trajectory’ en est la réponse) doit étre assez robuste gunoiuire le systéme a atteindre les
bornes supérieures de I'espace d’état (englober lesuétats). Elle doit aussi varier de facon
relativement rapide pour exercer toutes les dynaesqon linéaires du systeme original non

linéaire.
Dans ce cas, comment choisir les points de lingtgois ?

Soit donné une entrégt) , un état initiak,, et un nombre fini de modéles linéaires a générer
s (s>1). L’algorithme qui permet de sélectionner I'enseentdé points de linéarisations peut

étre résume en les étapes suivantes.

Procédure de génération des poinks [46] :

1. Geénérer un modéle linéaire a partir de I'étatahij, et mettrei =0.

2. Simuler le systeme non linéaire tant tgLan<i ”X”_ TH
sisi - [x,

J<5, pour un certaig, tant

que I'état courantx est assez proche de n’'importe quel point de lisééon
précédent.

3. Geénérer un nouveau modele linéarisé a partix, ge= x, et mettrei ;=i +1.

4. Sii<(s-1), retourner a I'étape 2.

Dans cet algorithme, I'approximation TPWL s’appkga la trajectoire du systéme non

linéaire entier, et de ce fait, le nombre de lirssion s peut étre pris petit. Toutefois, il est

€galement possible de générer ces points en uatiliga systeme réduit (comme pour la
procédure de calcul des poids) en considéraati lieu dex.

Apres sélection des points a partir de la trajeetde formation, et génération des modéles
linéarisés correspondants, on obtient un modéded® réduit sous forme de ‘piece-wise

linear (TPWL) (aprés pondération), qui consiste en linéarisations, o8<<n.

Habituellements =g, par conséquent, le colt de simulation et d'éveloadu modéle (2.4)

est considérablement inférieur a celui du systéin®).
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Autre point important concernant cet algorithmeumpta réduction TPWL, afin de
garantir une fidélité du comportement du systemeadyque, les points de linéarisation
doivent varier assez fréquemment durant la sinaflatCela est déterminé par le parameire
Une procédure simple est présentée dans [100]de&iarminer la valeur appropriée de En
effet, afin d’assurer une approximation précise fdainsi que la capacité de reproduire les
effets non linéaires dans le comportement du systgynamique, les points de linéarisation

doivent changer assez frequemment durant la sironlptece-wise linéaire proposée.

D’un autre coté, au lieu d'utiliser I'algorithmeimple’ cité pour la sélection des
points, basé sur un critere géométrique (associ@stances entre les points), qui est que, si
I'état courant s’éloigne assez du point de lingdias, il devient le suivant. Au lieu de cela,
une mesure basée sur I'estimée de I'erreur (eatneddéle original et le modele TPWL) peut
étre envisageée, qui exploite l'information du systenon linéaire et qui offre de ce fait une

approche plus fondée a ce probleme (cette idétiszsttée en détails dans [46]).

2.2.3 Procédure de réduction
Autre que les procédures de pondération et detgsedes points, il y a la nécessité
de générer des bases de réduction pour compléenstruction de modeles TPWL réduits.

2.2.3.1 Construction d'une base de réduction
La plus simple des fagons pour construire une lbsere réduitV est d'utiliser

l'algorithme de projection des sous espaces deokrgecrits en (81.5.1) pour les systemes
linéaires. Cet algorithme peut aussi étre utiliaésdle cas de la réduction des systemes non
linéaires, apres linéarisation au tour d’'un certpoint. Afin d’'inclure dans la base de
réduction le point d’équilibre du systeme, la siatign doit commencer a partir de ce point.
Autrement, si on linéarise (ou commence la simoigta partir d’'un point autre que le point
d’équilibre, deux termes de l'entrée opéreront (@w d'un seul, si la simulation ou

linéarisation débutait erx,, le point d’équilibre du systéme) I'un associétarme Bu(t) et
lautre au termd(x)+A(X—-% ,) Xétant le point de linéarisation [100]. L'une des

approches les plus couramment utilisées est célletd dans ce qui suit. On génére une base
de réductiorV selon le processus itératif d’Arnoldi corresportdanmodele linéarisé a partir
de x, I'état d’équilibre du systemné (x,) =0). Ensuite, on a choisi de possr=V . Pour cela,

on procéde comme suit [100] :
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1. Générer un modéle linéaire du systéme dynamiqudinéaire (1.3) a partir de I'état

d'équilibre x, :

{X(t) = Ag(X—Xo) + Bu(t) 2.10)

y(t) =C x(t)
Ou A, est la Jacobienne dig(x) a x=x,.

2. Construire une base orthogonale [vl,m,qu correspondant au sous espace de

Krylov d’ordre q
Krylov, (A, A, " B) = span{A, B, -, (A, ™) A, B} (2.11)

En utilisant I'algorithme d’Arnoldi [0

Ce choix de base garantie ggemoments de la fonction de transfert du modeleitédu
linéarisé correspondront@ moments du modele linéaire original (non rédudg. plus, cette
procédure de construction de la base de réduclissyre que le terme correspondant aux
conditions initiales dans la fonction de transfdutmodéle linéaire (entier) va correspondre
exactement au terme respectif de la fonction desteat du modele réduit. Cette approche est
la moins colteuse des approches pour la construddamodéles réduits via une projection.
Cependant, dans le contexte non linéaire, son iregoant majeur est l'unique linéarisation
au tour de l'étatx,. En effet, la considération d'une seule base deatéon a l'origine, a
appliguer pour réduire les différents modeles uerfice significativement la qualité du modele
réduit TPWL obtenu en précision, et force a augerehbrdre de réductiom (dans le but

d’améliorer la précision de la représentation).

2.2.3.2 Construction de différentes bases de rédian
L’algorithme précédent permet de construire une lslesréduction d’ordreg a partir
d’'un modele linéarisé au tour du point d’équililoke systéme non linéaire original, basée sur
les approches des sous espaces de Krylov (procadiaéerale). Le fait de ne considérer que
la matrice de réduction correspondant au point d’équilibre, ne permetgmsenir compte
des autres modéles linéarisés au tour de diffépaitds le long de la trajectoire de formation

lors du processus de réduction [120].

61



Chapitre2 Réduction de I'ordre des modeles par I'approthe/L

Néanmoins, il peut étre amélioré afin d’inclure degres points de linéarisation (situés
sur la trajectoire de formation). Ceci est motieag |@ fait suivant. Comme c¢a été mentionné
au par avant (voir 81.5.1 ), si on utilise une bss#ordre r qui ‘span’ le sous espace de
Krylov pour construire un modéle linéaire réddity & r moments de la fonction de transfert
de ce modele linéaire réduit qui correspondront emoments de celle du modele linéaire
original [83]. Par conséquent, d’importantes préj@s dynamiques sont préservées par le
modéele linéaire réduit. Puisque dans I'approche TRW considére un ensemble de modéles
linéaires, considérer différentes bases de rédudiigartir des différents sous espaces de
Krylov correspondants aux différents modéles liré&gi garantira que pour chaque modele
linéaire réduit résultant, moments de sa fonction de transfert correspondnaxt moments
du modéle linéaire correspondantétant I'ordre de chaque base). Ainsi, d'importantes
propriétés dynamiques peuvent étre préservées gimoun des modeles linéaires apres la
projection.

Nous considérons a cet effet que I'état initiallésat d’équilibre du systéeme non linéaire. En
se basant sur les motifs précédents, on utiliselgorithme amélioré pour générer des bases
de projection, dont les étapes sont résuméestdus€]i

1. PoserV,, :[ ] i1=0;

2. Simuler le systeme a une entrée de formation plotanar la trajectoire de formation

a. considérer la linéarisation du systeme dynamiqus) @n x,

{X(t) = £(%)+ A (x= %)+ Bu(t)

2.12
y(®) =C x(t) (212

OuA est la Jacobienne dieévaluée & , et construire une base orthogonale

V, d’'ordre g, correspondant a chaque sous espace de Krylov :

Krylovy (A™, A™'B) = spsan(A 'B,---,(A )" *A'B) (2.13)

en utilisant I'algorithme d’Artul.

b. Prendrev=|V, x|

C. Vagg = b/agg VJ :
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3. Orthogonaliser les colonnes de I'union des baggsen utilisant la décomposition en

valeurs singuliéres et construire la base de rémludinale V qui sera constituée des

colonnes orthogonalisées dg,, correspondant aux valeurs singulieres de valeurs

plus grande qu’un certasy 0.

La dimension finale d& estq, qui est I'ordre de réduction (tous les modélesrgeréduits a

cette dimension).

On peut remarquer que cette facon de procédereastcbup plus colteuse que la précédente,
car elle génére une base de réduction a chaquelentéaire. Par ailleurs, puisqu’on
construit une base de projection plus riche (emeetle points de linéarisation considéres), on
peut s’attendre a ce que I'approximation du modélginal soit meilleure et plus adéquate.
Dans le cas ou le point d’équilibre du systeme limodaire est différent du point initial, dans

l'algorithme ci-dessus, on aurait généré deux bdegsrojectionV, et V,,en chaque point de

bY

linéarisation. Cela contribuerait a la dynamique slysteme via les terme®u(t) et
(f(x)+A(X—x))qui peut étre associé a une entrée additionnekte Qorocédure est

encore plus colteuse que la précédente.
La seule différence avec le précédent algorithrsielaeconstruction de deux bases en chaque

point de linéarisation.

2.2.3.3 Construction de bases de réduction pproche améliorée

Afin de réduire d’avantage les codts et le tempsidailation, tout en préservant la
précision, nous proposons une alternative de rémudurant le processus de construction des
bases de réduction. Le but étant de réduire la i@ ainsi que le colt d’extraction des
modéles réduits en garantissant de bonnes perfeeraatapproximation.

Pour cela, sous le méme principe de réduction TP&\Lieu de réduire les modéles
linéarisés avec une base de projection issue dagrégation d’'un ensemble de bases
correspondant a chacun des modeles linéariségdaoit chaque modeles linéaire avec la base
de réduction lui correspondant. On obtient alors dedeles réduits, sur les quels sera
effectuée la pondération, de facon a avoir ungteoceduit pondéré, comme précédemment.
On peut prédire que cette fagcon de procéder araéida précision et la réduction du fait que

chaque modele linéaire est réduit par une base rdgcpion lui correspondant, par
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conséquent, la réduction locale permet de tmmpte des parties les plus importantes de
chacun d’eux.

Cependant, en procédant de la sorte, il est néoesiaréduire chacun des modeles
linéaires au méme ordre, c’est-a-dire que toutssbkses de réduction doivent étre de la
méme dimension, contrairement a I'approche propasékessus, ou toutes les bases de
réduction de différents ordres étaient agrégéesipadécomposition en valeurs singuliéres a
la suite de la quelle on obtenait la matrice deicédn. Néanmoins, au final tous les modéles
sont réduits par une base de méme dimension, daas Ides deux approches.

De méme, l'algorithme qui suit décrit les étapassiiare:

1. Simuler le systeme a une entrée de formation pbtenir la trajectoire de
formation

2. considérer la linéarisation du systeme dynamiqug) @n x;

{xa) = £(%)+ A (x=x) + Bu(t)
y(©)=C x(t)

OUA est la Jacobienne deévaluée &, , et construire les bases orthogonales

V, d’ordre g correspondant aux sous espaces de Krylov :

Krylov, (A™, A™'B) =spsan(A 'B,--,(A™)**A™'B) (2. 14)

en utilisant I'algorithme d’Arlul.

3. réduire chacun des modeles linéaires

{VTX(t):VT f(x)+VTA (Vx-x)+VTBu(t)

(2.15)
y(t) =CVx(t)

4. Pondérer I'ensemble suivant (2.4), comme précédenme
La dimension finale du modéle réduit obtenu gstqui est I'ordre de toutes les bases de
réduction.

Dans la procédure de réduction présentée dans swineepour la construction des

modeles réduits, nous avons utilisé I'approchesies espaces de Krylov, via I'algorithme

64



Chapitre2 Réduction de I'ordre des modeles par I'approthe/L

d’Arnoldi dans sa version unilatérale. Ces méthateainent le domaine de la réduction des
systemes linéaires en ingénierie, essentiellemenmtr pleurs implémentation facile,

'applicabilité a de grands systémes (de grandesedsions) ainsi que la précision des
résultats obtenus [77, 80]. Dans l'approche Pieisew.inear, le caractere local de la
réduction par les méthodes des sous espaces davkast annulé grace a la linéarisation en
de multiples points. Cependant, d’autres méthodas/gnt étre utilisées (a la place des

approches des sous espaces de Krylov).

Des méthodes basées sur la réalisation équilibodguée (TBR), ou encore celles
basées sur la réduction polynomiale ont été récemhotdisées combinées au principe de la
TPWL, donnent des résultats satisfaisants [59, 109, 121], garantissant I'existence de
bornes d’erreurs ainsi que la préservation de dpnEté de stabilité des modeles d’ordre
réduits (particulierement pour la TBR).

L’'approche la plus simple utilise I'algorithme da& TBR pour obtenir une représentation

équilibrée du systeme a I'état initiad, (via une matrice de transformation, §1.5.2) avant

d’'opérer une troncation au moyen de valeurs siggesi ou en construisant une matrice de
projection (comme dans le cas des sous espacesryevK[59]. Dans une approche
améliorée, on inclue les matrices de projectiorsiague les représentations équilibrées
correspondantes aux différents points de linéaoisake long de la trajectoire de formation du
systeme non linéaire original [94]. Ou la matrice jprojection finale est une union des
différentes matrices générées, en utilisant unrilfigoe d’orthonormalisation [77]. De cette
facon, il est clair qu’'on obtient une base de réducplus riche, qui comprend les parts les
plus commandables et les plus observables de Eesgpétat, pour un ensemble de modéles
linéarisés réduits qui forment le modele TPWL.
Cependant, a cause de sa complexité de calcuhataenment au probleme de résolution des
éguations de Lyapunov en plusieurs points, I'athane de la TBR est assez codteux, par
conséquent, les méthodes basées sur cette apBRg sont limitées en pratique a des
systemes de dimensions moyennement grandes a sgmMbijues centaines d’inconnues (ce
qui est peu comparé aux systemes de grande dimexgid'ordre de plusieurs milliers).

D’un autre coté, pour obtenir une réduction efiextt efficace de systémes de grande
dimension, on peut utiliser une réduction hybrida feux étapes) [121]. Cette facon de
réduire utilise en premier lieu la méthode des smmces, bien adaptée aux grands systemes,

pour réduire a une dimension moyenne (d’oeg¥@00), et d’appliquer ensuite la TBR. Une

65



Chapitre2 Réduction de I'ordre des modeles par I'approthe/L

description détaillée de la TBR dans le context®VILPest présentée dans [59, 121]. Les
résultats obtenus dans ces articles indiquent gpileser la projection issue de I'approche

hybride, méne a des modéles d’'une grande précistmnparé aux modeles réduits par simple
projection obtenu via les méthodes des sous espadésylov.

De la méme facon, l'idée de la réduction polynomiest d’abord de développer la
fonction non linéaire du systéme (1.3), au tour pdemts de linéarisation en des modeles
guadratiques, qui sont réduits par la suite a daitk matrices de projection, suivant le
principe de la TPWL [101]. Cette approche combieebdnnes propriétés d’approximation
locale et globale grace a l'approximation polyndmi&iece-Wise, au tour des points
sélectionnés le long de la trajectoire de formati@anmoins, les colts d’évaluations sont
plus considérable<hapitrel).

2.3 Simulation approchée (algorithme)

La génération de modeles TPWL pour un systéme dignemécessite la simulation
du systéeme non linéaire original (1.3), qui peut &tes colteuse en raison de la dimension
du systéme en question. Pour diminuer I'effort diewd associé a la construction d’'un modéle
réduit, il est a noter qu’il n’est pas nécessaeesitnuler la trajectoire exacte en réponse a une
entrée de formation. En fait, il suffit de calculere trajectoire approchée et de sélectionner
des points de linéarisation, a partir de cetteettajre. Pour que I'ensemble de modéles
linéarisés correspondants aux points choisis ar phatla trajectoire approchée, couvrent des
régions appropriées de I'espace d’état originatrdpectoire approchée doit étre proche de la
trajectoire exacte [100]. Pour trouver une trajeetcapprochée du systéme dynamique
original (1.3), une simulation approchée plus rap&st nécessaire. Dans [46], I'auteur
propose d’utiliser un modele linéarisé réduit place du systéeme non linéaire entier, pour
améliorer la simulation. Pour cela, en un pointlidéarisation donné, un systeme linéarisé
réduit est génére et simulé afin d’atteindre lenpdie linéarisation suivant. La procédure est

résumeée par les étapes de I'algorithme suivant:[46]

1. poseri=0et soitx, I'état initial

2. tant quei<s
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a. Utiliser une base de projection pour construire un modéle d’ordre réduit du
systeme (1.3) linéarisé au tour ge
VIX) =V f(x)+VTA KXV -x)+V Bu(t)

y(©)=CV x(1)
Cette étape nécessite le calcul de la Jacobienfe dans I'espace non-reduit

b. Simuler le modele linéaire réduit (ci-dessus), wi@licx(t) =Vz(t), a un

tempg =t;, tant que l'état Vz(t;) est assez proche de I'état inifgl# ,0)

Z(t.)— X%
quandW<5, ou J est une constante adéquatement choisie (discutée
i

précédemment).

c. Prendre le point de linéarisation suivant, =Vz(t;)eti:=i+1.

Dans cet algorithme, la matrice de projectigrest évaluée a partir de l'état initiad,

correspondant au modéle linéaire. Aussi, altereatent, en chaque point de linéarisation, on
peut générer une base de projection, corresporalantmodéles linéaires. Cette seconde
facon de calculer 'approximation de la trajectpireénera a une simulation plus précise,

néanmoins, a un codt plus éleve.

2.4 Geénération des modeles TPWL
Maintenant, nous avons tous les outils pour coirstte modéle réduit via la TPWL,

dont la procédure peut étre en résumeée trois étapes

1. Il faut simuler le systeme non linéaire pour pouveélectionner les points de

linéarisation le long de la trajectoire de formatio

2. Construire les différents modeéles linéaires au tms points sélectionnés au préalable.

Réduire chacun d’eux via avec les différents athores présentés ci-dessus.
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3. Effectuer la pondération de 'ensemble des modéatéaires réduits, pour obtenir au
final, le modéle réduit TPWL.

Nous avons présenté jusque la, le principe desoabps TPWL. L’évaluation de
modeles linéarisés, a partir de différents poirisisis le long d’'une trajectoire spécifique,
permet de tenir compte de 'aspect global et lak dynamiques du systeme non linéaire
original. Des algorithmes liés a la simplificatide simulation et de sélection des points de
linéarisation ont été également introduits. Dares qui suit, nous discuterons des

performances et qualités des approximations TPW.L.

2.5 Etude et analyse des performances des modeld®WL
Dans ce qu’on vient de voir, nous avons présemgptocheTrajectory Piece-Wise
Linear pour la réduction des systemes non linéaires. e abjectifs des techniques de
réductions de I'ordre des modéles (MOR) est d’aobten modele d’ordre réduit de qualité,
gu'on juge notamment par l'erreur entre les modéabeiginal et réduit ainsi que la
préservation de certaines propriétés telle quealailgé et la passivité. Dans ce qui vient, nous
proposons dans un premier temps, d’analyser lggriptés de stabilité et de passivité des
modeles réduits TPWL, ensuite, d'approcher le gnolgl d'analyse de I'erreur qui survient en

comparant les modéles (original et réduit).

2.5.1 Stabilité et passivité des modeéles rétirPWL

La propriété de préservation de la stabilité etadpassivité par le modele réduit est
tres importante, en particulier dans le contexttad®mmmande ou encore dans le cas ou une
substitution est utilisée comme étant une part diamd systeme. Par exemple, si I'on devait
remplacer une part d’'un modele original donné,rjest pas garantie stable, la simulation du
systeme entier (avec le modele réduit en questien) conduire a une solution non physique
et de ce fait compromettre les résultats. Ausgieilt arriver qu’'un modele réduit devienne un
élément actif qui agirait comme une source d’émergg qui est commun lorsque des boucles
de retour existent dans les systemes modélisés Ganui suit, nous analysons si ou sous
guelles conditions les modeles réduits TPWL présggrya stabilité et/ou la passivité du

systeme non linéaire original.
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2.5.1.1 Analyse de la stabilité
Dans cette section, nous considérons dans un préenips, le probleme de stabilité
des modeles réduits TPWL. Pour cela, on rappeievément la théorie de stabilité des
systemes linéaires. Par la suite, on décrit somemaint le probleme de préservation de la
stabilité pour les systemes linéaires, pour engriteamer le cas des systemes non linéaires et
des modeles réduits TPWL. Pour finir, on préseeteabnditions suffisantes pour assurer une

stabilite L, (stabilit¢ entrée/sortie) des modeles TPWL. Pounroencer, on rappelle les
definitions des stabilités asymptotique, expondetiet L  (entrée/sortie) ainsi que certains

faits basiques de la théorie de stabilité.

Pour cela, considérons un systeme autonontes Edrée) atemps invariant stable

x=f(X) (2.16)

Ou f:R" - R"est une fonction continue Lipschitz [122]. Nous [sogpns aussi le long de

cette section, que le systeme représenté en (pds€Hede un point d’équilibre a=0tel

quef (0)=0, (qu’il est a noté que cette hypothese n’induit arcun cas une perte de
généralités). Par ailleurs, dans le cax,060, on procéde seulement a un changement de
variable = x - x,, afin d’analyser le systéme équivalent f(X) (avec f(X) = f(X) pour

toutx), qui a un point d’équilibre a I'origine [100].

a- Stabilité asymptotique[123]
On dit que le systeme (2.16) posséde un pointuilibce stable asymptotiquement a
x=0 Si:
1. Pour chaque>0,ilyaund >0 tel que, pour n'importe quelle condition initialg si
[xo| < & alors|x(t)|<& pour chaque-t,, ou x(t)est la solution de (2.16) avec une
condition initialex(t,) = x,, et

2. lim,_, x(t)=0.

b- Stabilité exponentielld123]
Le systéme (2.16) possede un point d’équilibre egptiellement stable globalement

enx=0, si il existe une constantk>0ety>0, tel que pour n'importe quelle condition

initiale x,,
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[x@] < Ko €™

Oux(t) est la solution de (2.16) avec une conditiottiaile x(t,) = x, .

Aussi, si x=0est un point d’équilibre globalement stable expdieiament, il est aussi
globalement stable asymptotiquement, pour le sysi@116). Egalement, dans le cas linéaire,
sif(x)=Ax, la stabilit¢ asymptotigue implique la stabilit&penentielle. Aussi, plus

généralement, on a:
Stabilité exponentielle= La stabilité asymptotique

Afin de definir la stabilité entrée/sorlig, on considere un systeme non autonome (force)

comme suit :

{X: Foxu) (2.17)

y =h(x,u)

Ou f(.,.)est une fonction Lipschitz continue [122],t€t,.) est continue. On définit 'espace

L,comme suit ;

L, ={v:||v||Lp <oo} (2.18)

Ou v:[t,, [ ~ R" est le vecteur-valeurs du signal tempotgst I'instant initial et

MW{J ||v<t>||"dt] 219

Ou [[{lest une certaine norme dafs Un espace élardi,, est définie comme suit :

Lpe ={v:vr DLpe,Drzto}

Ou v, est une troncation de:

v(t) t,<t<r
v _(t) = 0
T() { 0 t>r1
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c- La stabilité L, [46]
Le systeme (2.17) eis} stable pour un certapr] [J, oo[, s’il existe des constantes non-

negativesy et btel que pour tout signal d’entréeet pour toutr >t,, siuCL, ona:

< +
el <A, o
p p

Ou y est le signal de sortie du systeme (2.17) corredgoat au signal d’entrée.

Afin de lier les stabilite exponentielle dt,, on se rapporte au fait suivant, présente

initialement dans [123] :

Théoréme2. 146]: supposons qué est différentiable continue, les Jacobien@s} et
X

B—f} bornées eh(x,u) satisfont la condition
u

0, u, [A(x, )] < 74 + 7, vl

Pour certaines constantgs etr,. Si x=0est un point d’équilibre exponentiellement stable

globalement du systeme autonoxsef (x,0), le systeme (2.17) est, stable quelque soit les

conditions initialesx, et pour toutpO[1, oo .

En résumé, sif et h satisfont certaines conditions de continuité deebda stabilité
exponentielle globale de I'origine du systeme aatoe implique la stabilitd., du systeme

non-autonome correspondant. Par conséquent, onspefaicaliser a trouver des conditions
sous les quelles l'origine du systéme autonome TRAatLexponentiellement stable, ce qui

garantirait la stabilité. ,du systeme non-autonome TPWL.

Autre théoréme utile, permettant d’étudier la di#bexponentielle est le suivant (qui est une

version du théoréme classique de Lyapunov) :

Théoreme2.2[46] : Soit x=0un point d’équilibre du systeme (2.16). S’il existee fonction

différentiable continue.:R" - R et des constantdg, k,,k; et c tel que :
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" < L9 < ke 4

L(x) = {%} [F (x) < —ks[¥|°

Pour toutx, x=0 est alors un point d’équilibre exponentiellemeabke globalement pour le

systeme (2.16). Pour la preuve voir [123].

2.5.1.2 Stabilité des systemes linéaires
Avant de considérer le probleme de préservatioradstabilité des systemes non

linéaires, examinons le cas des systemes linéaitesomes sous la forme :
X(t) = AX(t) (2.20)

Ou A est une matricenxn non singuliere (avec des éléments réets)0 est alors un point
d’équilibre unique, isolé pour ce systeme. Ce pest asymptotiguement stable globalement

si et seulement siA est une matrice Hurwitz, c'est-a-dire, les valguopresA, de A sont a
parties réelles négativeRé¢(4,) <0).

Considérons maintenant le systeme linéaire d’orellait obtenu a partir de (2.20) en utilisant

une projection via une base orthonormée
z=VTAVz (2.21)

Ou V est une matrice réelle orthonorméeq, gétant son rang. Le systeme (2.21) aura
également un point d’équilibre stable asymptotigeehenx=0 si et seulement si la matrice
(VT AV) est une matrice Hurwitz.

Par conséquent, il est fondamental de trouver desdittons sous les quelles la
matrice(V " AV) va étre Hurwitz. Puisque toutes les valeurs pode#\ sont a parties réelles

négatives,A ne peut étre positive définie, et de ce fait, neens deux cas :

1. A est négative définie, c'est-a-dire que pourxew, on ax”)" Ax<0, ce qui signifie

que toutes les valeurs proprespdent réelles négatives. En plus claife] AV) est aussi
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négative définie, puisqu’elle est obtenupaitir de la matricéd par transformation de
congruences [87], ce qui préserve lanitédn des matrices. Pour tomt 0, on peut

prendrex=Vz, dés lors, puisque est négative définie, on a:

(Z)TVTAV z=(x")T Ax<0

Ceci implique qu® est un point d’équilibre asymptotiquement kaiour le systéme
(2.21). Dans ce cas, pour toute base dgegionV supposée réelle et pleine rang, le
systéme d’'ordre réduit correspondant (R2@Eserve la stabilité du systeme original
(2.20).

2. A est indéfinie, ce qui implique qu’elle esbn-symeétrique, puisque toute matrice
symétrique Hurwitz est négative définie. Da@saas, on ne peut pas garantir que

pour toute matrice réelle pleine ravigla matrice(v " AV) sera Hurwitz.

En résumé, si on considere en général, une bas@édietion vV, on peut garantir que
x=0sera un point d’équilibre asymptotiguement staloler pe systéme (2.21) si et seulement
si A est négative définie. Autrement, la stabilité eeaspréservée que pour certains choix
spécifiques de .

Considérons maintenant le systeme non linéairenauie (2.16)

= f(X)

Rappelons que dans le cas linéaire, le systemere’'oéduit préserve la stabilité du systeme
original (2.20) pour toute matrice de projectiigui produirait une matrice systéme néegative

définie. Dans le cas non linéaire, une conditioal@gue est introduite suf a propos de la
définition négative [46]:

0A,0x: X" f(X) < -Ax"x 22)
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Et si f est une fonction Lipschitz, cela veut dire queriécédente condition est équivalente
au fait que la solution du probleme de Caueghyf (x) pour des conditions initialegt,) = x,,

satisfait I'inégalité suivante pour-0 :
X, < [xto)] & @)2

Pour un certaim -~ 0( A étant le méme que dans (2.22)). Pour la preuve[44).

En utilisant le fait précédent, on conclut quedadition (2.22) implique que I'origine est un
point d’équilibre exponentiellement stable pousysteme (2.16). Tel qué(0)=0 et f est
Lipschitz. Egalement, il est clair que la fonctioprojetée (via une base de
projection)?([ﬂ:VTf(\/m satisfait la condition (2.22), avec le mémesi V est orthonormée

[95], puisque pour tout on a:
T (2=ZVTiIV)=(V2) f(V))<-12'VVz=-17"2

Par conséquent, le systéme projetédv/ " f (Vz) a aussi un point d’équilibre exponentiellement

stable a I'origine [95].

2.5.1.3 Stabilité des systemes TPWL
Considérons maintenant, un systeme TPWL autonomelr@’ réduit, correspondant
au systeme (2.16) :
s—1
2= W@V TH(x)+VTAVZ-VT A X (2.24)
i=0

o) et x, sont les points de linéarisation. Nous supposgagéent, dans ce qui

Ou A
suit, que le premier point de linéarisation egt=0, c'est-a-dire que l'un des modeles
linéarisés est généré au point d’équilibre du systériginal.

Avant de discuter de comment assurer la stabilitésysteme (2.24), ou plus précisément,
comment la condition de définition négative (2.2®8ut étre exploitée, il est intéressant
d’aborder les problemes qui surviennent en gené@ralde I'utilisation d’une linéarisation ou
ensemble de linéarisations pour approcher un system linéaire.

Considérons en premier, les propriétés d’'une dmdarisation de (2.16) au point d’équilibre

x=0 :
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%(t) = AyX (2.25)

Ou A,est la Jacobienne dé a l'origine. En général, si l'origine est un poiditquilibre
asymptotiquement stable globalement pour le sys{@mé), on ne peut pas garantir qu’il soit
aussi asymptotiquement stable globalement pouyd&me (2.25). Il est alors essentiel de
poser une hypothése largement suffisante au systéménéaire original afin de garantir que
I'origine soit un point d’équilibre exponentiellemte(asymptotiquement) stable globalement
pour le systeme linéarisé (2.25) [123]. Cependanstabilité exponentielle de 'origine du
systeme non linéaire (2.16) n'implique pas la défin négative deA, et par conséquent, ne

garantit pas la stabilité du systéme linéariséitédu

2(t) =V AV z(t) (2.26)

Néanmoins, si on suppose guesatisfait la condition (2.22), l'origine va étre yioint

d’équilibre asymptotiquement stable pour le syst¢th26), ce qui découle du fait suivant,
ainsi que de la préservation de la définition denkgtrice par transformation de congruence
[87] :

Si f:R" - R" satisfait la condition (2.22)

OA,0x: x" f(X)<-Ax"x
Et quef (0) =0, alors :
X" AX< -AX" X

Pour toutx, avec A, étant la Jacobienne dieax=0.

Preuve([46] :
Puisquef (x) =[f,(X),..., f,(x)]" alors

X" Ax=x"[0, f,(0),...,0,f, O]

Ou O, f, (0) estla dérivee dé selon la directiom, évaluée a. Aussi, puisque

fO+en =60 _ | filex)

+ & +
-0

0,f0) = lim
-0
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Et en satisfaisant (2.22): ex" f(ex)s-A1e2Xx"x

Alors

XTon= lim XT|: f,(&X) fo(&X) }:
ot

lim izng f (&) < lim L (AT
. £ £ 0

+ & N
-0 €

=-Ax"x .
Si on considere maintenant le modele TPWL (2.24palyse de la stabilité devient plus
difficile du fait que I'on considére un ensemblerdedéles linéarisés a partir de (2.16) en des
points qui ne sont pas des points d’équilibre, ptée@our I'originex, et qu’on prenne une
combinaison convexe de ces modeles.
Si I'on linéarise autour d’'un point différent duipbd’équilibre du systéme, le probléme
d’équilibre artificiel apparait. En effet, supposogue pour upof1,...,s-1}, il existe un

ensemble non vid® dans I'espace d’état défini tel que :
D ={2D R%:w;(2) =1}
SizOD, le systéme (2.24) est alors réduit a un seul tedoarisé :
2=V 1(x)+VTA (VZ-X,)

Soit a considérer

Z=(VTAV) (VT A X -VT (X))

Qu'il est évident que seID, alors Z va étre un point d’équilibre pour le systeme (2.24
(qu’il n'est pas nécessaire de vérifier, néanmagnusir les étapes de l'illustration voir [95]).
En dautres termes, cela veut dire que les mod&RW/L peuvent introduire des états
d’équilibre additionnels qui sont en général indddes. Si de tels équilibres artificiels
existent, le modéle TPWL n'aura pas de point d'Ho@ asymptotiquement stable
globalement en x=0[46]. Par ailleurs, comme il a été montré dans ,[2&fec un choix

approprié des poidg, cet équilibre artificiel peut étre éliminé. L'aatinconvénient qui

survient, est le fait que sans une hypothése veymeér sur I'opérateur non linéafre on a
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seulement l'information quej, :aa—IO) est une matrice Hurwitz, et aucune a propos des
X

propriétés des autres Jacobienkesi =1,...,(s-1) . De plus, méme si on savait que toutes les
matrices A sont Hurwitz, une combinaison convexe de ces da¥gine sera pas forcement
Hurwitz [95]. Egalement, méme si la condition (9.2%t satisfaite pdr, aucune des
Jacobienneg\ n’est garantie d’étre négative définie, exceptérpg.
Ce probléme indigue que, en général les modeles LTR&V/préservent pas la stabilité du
systeme original, et cela mémefsest négative définie. Ce qu’il faudrait, c’est dmuver des
conditions que le modele TPWL satisferait et quosesuffisantes pour garantir sa stabilité.
Comme cela été mentionné au par avantf iest négative définiey ™ f (V) I'est

aussi, impliquant la stabilité exponentielle deriome du systéme d’ordre réduit
correspondant. Dela donc, une analogie de cettditamm peut étre considérée pour un
systeme TPWL tel que :

ZT[SZ_iwi (Z)B/T f(x)+VTA (Vz—xi)]Js—kngz (2.27)
i=0

Ou k;est une certaine constante positive. A partir dets fprécedents, cette condition
implique la stabilité exponentielle de l'origine dysteme (2.16), qui peut étre dérivée du
théoreme de Lyapunov (Théoreme 2.2) [95]. Le th@erdtipule que l'origine est garantie
d’étre un point d’équilibre exponentiellement staglobalement pour le systeme (2.24), tel

gue I'on puisse trouver une fonction de Lyapundy) satisfaisant les conditions du théoréme

s-1

2.2,avec f= Zwi (z)b/T f(x)+V'ANVz-x )].

i=0

La fonction la plus simple qu’'on puisse considésrune fonction quadratiquéz) =%2Tz.

Il est clair que pour cette fonction, la premieoadition du théoreme2.2 est automatiquement
satisfaite, a savoir que :

kX|° < L) ko X puisquéa%z Z", et que la condition (2.27) découle directement d

la seconde condition du théoreme 2.2 [46].
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La question importante qui se pose est: est-ijotos possible de construire un modele

TPWL tel que la condition (2.27) soit satisfaitd@rement dit, pourx, et A donnés, est-il
possible de trouver des poids(z) tel que l'inégalité (2.27) soit vérifiée pour toutet une
certaine constantk; -0 ?
Le fait suivant, donne une réponse positive, darab ouA, est négative définie, pow et
A donnés, owx, =0, on peut trouver des poidg (z) tel que (2.27) soit vérifiée pour taut
Pour la preuve, voir [95].

Par conséquent, avek, négative définie, il est toujours possible de veywine procédure de

pondération qui assure que le systtme TPWL ait aint g’équilibre exponentiellement
stable a l'origine. A partir de |a, une telle prdaée de pondération générera-t-elle un modeéle
TPWL réalisable ?

Le plus mauvais cas de figure serait que, dansitleld préserver la stabilité, la procédure de
pondération impliquerait l'utilisation d’'un seul e linéarisé a l'origine. Dans ce cas, le
modele TPWL ne sera pas plus précis qu’un simpléatedinéarisé d’ordre réduit.

Alors, est-il possible de générer une distributaen poids tel que pour tort la condition
(2.27) soit satisfaite et pour tout il existe ung,, tel que pour tout qui appartient a une
balle de rayore; centrée erg;, ou z =V X; (la projection du point de linéarisatiof) pour

un certaini =0,...,(s-1), quandw.(z) =1 ? En d'autres termes, y a t-il une procédure de

pondération qui préserve la stabilité ?
Comme cela été prouvé dans [95], la réponse a gettstion est positive, pourvu que la

condition (2.22) soit satisfaite par la fonctiomriméaire f du systeme (2.16).

Théoréme2.3[46]

Soit f:R" - R" une fonction Lipschitz continu¢(0)=0 qui satisfait (2.22). Supposons
aussi que tous les points de linéarisatippeuvent étre exactement représentés dans une base
orthonorméeV tel que x =Vz pour i =0,...,(s—1). L'origine est alors un point
d’équilibre exponentiellement stable pour le sysemPWL (2.24) si, pour tout
i=1...,(s-1, w (2 =0 pour zO(R" \Bfi (z)), ou

A2 2A A
£ S{\/WJrW”X‘ I, _WJ (2.28)
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] étant une constante positive tel que A, W =sup, |[W(x)|, ouW(x)est la Hessienne de
f évaluée &, ethi (z) :{zD RY:|z-z]< £i}, voir figure 2.3. Pour la preuve, se référer a

[31].

Il est & noter que ce théoreme fournit un certmmlre de directives pour la sélection des
éventuels points de linéarisation, ou encore plus précisement, des balles de rayon
centrées enx;, qui sont des régions admissibles pour les paidscorrespondant [95].
Remarquons que, si les distances entrexjedeviennent assez larges, ces régions peuvent

devenir disjointes, voir figure 2.3 [46]. Ceci éaccurrence, affecte la précision du modeéle
TPWL donné. Cela dit, pour éviter une telle sitomtion peut sélectionner les points de

linéarisation de facon a ce que pour to46]:

”Xi—l =X ”2 < (&4 &)

Figure2.3: Distribution de poids admissibles [46].

Calcul des poids pour la préservation de la stabi[46]:
Le théoreme2.3 nous permet, quahdatisfait la condition (2.22), de sélectionner un

modele linéarisé optimal de facon a avoir I'étatiramt z du modele TPWL assez proche

d’'un certain point de linéarisation, satisfaisant la condition (2.28) pour un certéin

puisque cette condition est suffisante et signifieanent vigoureuse que la condition (2.27),

avec x, =Vz,. Par conséquent, en pratique, il est possiblelider la condition (2.27) au lieu

de (2.28), dans le but de calculer les poids quargessent la préservation de la stabilité [95].
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Dans [46], une procédure de pondération est présgbasée sur la condition (2.27) ainsi que
'information sur les distances des états courams,garantie que l'origine restera un point

d’équilibre exponentiellement stable pour le mode®&VL réduit.

2514 StabilitéLpdes modeéles TPWL

Considérons maintenant le systeme non autonomarguiv

s-1
5 — T T _\yT T
Z_iZO:W‘(Z)[V f(x)+V AVz-V Axi]+V Bu (2.29)
y=CV z
En utilisant le Théoreme2.1, qui lie la stabilitgpenentielle a la stabilité , (entrée/sortie), et

le

Théoreme?2.3, le corollaire suivant est formulé :

Corollaire 2.1 [100]:
Soit f :R" - R" une fonction Lipschitz continue et différentiakii¢)) =0 satisfait (2.22)

0A,0x: x" f(X)<-Ax"x

Supposons aussi que tous les points de linéanisatpeuvent étre exactement représentés
dans une base orthonorméetel quex, =Vz pouri=0,...,(s-1) . Le systeme (2.29) est alors

L,stable pour toute condition initialg, si, pour touti=1...,(s-1), w(2=0 pour

zO(RY\B, (7)), ou

222 A
& = W+W||X‘||2_W

et 1 est une certaine constante positive tel que A, W =sup, [W(x)|, ou W(x)est la
Hessienne de évaluée &, ethi (z) :{ZD RY:|z-z]< gi}.

Ce corollaire découle directement du Théoreme2.ldwetThéoreme2.3. Cela nécessite

seulement que les hypotheses du Théoréme2.1 s@idgfites (pour la preuve, voir [100]).
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2.5.2 Analyse de la passivité

Nous présentons dans ce qui suit, des résultaigueassur la passivité des modeéles
TPWL d’ordre réduit, qui en résulte de I'analysel@estabilité de ces derniers, citée au par
avant.

Afin de prévenir le comportement ou le modele réduin systeme stable passif se
comporte de fagcon non physique (instabilité ou cgtign d’énergie), de nombreuses
approches ont été élaborées pour extraire des esdBbrdre réduit stables et passifs,
généralement dans le contexte des circuits etugsgactriques [7, 124], voir également [82,
112, 125]. L'une des idées les plus utilisées, @igs notamment dans des algorithmes tels
gue le PRIMA sont les transformations de congruef8g€], qui préservent la définition des
matrices. Par conséquent, étant donné une classgstiames linéaires dynamiques stables,
avec des matrices systeme définies négatives, telmoéduit correspondant au systeme
considéré, obtenu par les transformations de cengmj a aussi des matrices systeme
définies négatives, est de ce fait stable [46].D@nqui suit, on établit une analogie entre les
systemes dynamiques linéaires définis négatifsgest systémes non linéaires avec non
linéarités satisfaisant la condition de définitioégative. L'utilisation de cette analogie est
alors exploitée, pour assurer la stabilité et pagsiles modeles réduits TPWL.

Définissons en premier, la passivité des systemeandiques non linéaires :

Définition 3.1 :
Le systeme (2.17) est passif, s'il existe une foncsemi-définie positive , continlment

différentiable F:R" - R tel que :
DxDR”,DuDRm:uTyz‘;—Ff(x,u)+5yTy (2.30)
X

Pour un certaia>0. Sid -0, on dit que la sortie du systeme (2.17) est siment passive.

Théoréme2.4[95] :

Supposons que I'on considere le systeme non lm€hiB) suivant :

x(t) = f (x) + Bu(t)
y(t) =Cx

Ce systeme a une sortie strictement passive atemmdueC =B, et

OA>0,0x: x" f(x)<-Ax"x
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Preuve([46] :
On considére pour cela, une simple fonction quagraE(x)=x"x. Il est clair que cette

fonction est semi-définie positive. On calcule slor
uTy—(;—F(f(x) +Bu)=yu-x" f(X)-x'Bu=y'u-x"f(x)-x"Cu=-x" f(X)=2Ax"x=0
X

Cela veut dire que (2.30) est passif. De plus,qués
y'y= xTCCszHCCTHZXTx

On obtient avec ce qui précéde :

uTyza—F(f(x)+ Bu)+)|xsza—F(f(x)+ Bu)+LyTy
ox ox

Jec7],

Par conséquent, la sortie du systéeme (2.30) estestient passilik

Ce théoréme implique immédiatement le corollaiigast :

Corollaire 2.2 [46]:
Supposons qué :R" - R" est une fonction Lipschitz continue et différebl& f (0) =0 et

f satisfait la condition (2.22). Le systéeme (2.29)stsctement passif &=C .

Preuve|[46]:
Les hypothéses du corollaire étant vérifiées, ladidmn (2.27) est satisfaite (voir preuve du

théoreme 2.3). Cela veut dire que les hypothésdlsétweéme2.4 sont vérifiées pofi=g

00 =3 w @Vt (x)+VTAVZ-VT Ax]

A partir dela, il découle du théoréme 2.4, queddis du systeme (2.29) est strictement

passiveg .
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2.5.3 Analyse et estimation de I'erreur des modeles TPWL estimation de I'erreur a
posteriori
L’estimation de l'erreur & posteriori tend a obteone borne d’erreur pour une
solution calculée avec le modeéle approché. En Bauiermes, I'objectif est de calculer la
borne entre la solution obtenue via le modéle dagmation et le modele original, a partir

d’'un temps initialt,jusqu'a un temps . Dans ce qui suit, on présente une méthode qui
permet d’estimer de facon & posteriori I'erreurutiésite de la résolution de (1.3) avec le
modeéle TPWL (2.4), qui est une formule itérativeipone borne d’erreur cﬂx(t) —Vz(t)||2, ou

X(t) est la solution de (1.3), avex<t<T et z(t) la solution de (2.4) au méme temps,
correspondant aux mémes conditions initiales easid’'entréeu(t) .

La méthode de dérivation de la borne d’erreur asebé sur I'hnypothése que la fonction non

linéaire originalef soit négative monotone, qui découle a partir dmtadition (2.22) [100] :

0A, 0% y: (x=y)" (f () = F(y)=-A(x-y)" (x—y) (2.31)

Qui est satisfaite par de nombreux systemes naailes, y compris certaines classes de

circuits analogues non linéaires [100]. Il est &raussi que, st est négative monotone, le

systeme (1.3) est alots, stable pour toup admissible [95].
On cherche une estimée fiex(t)|, avec:

IX(t) = x(t) = K(t) = X(t) —Vz(t)
Ou x(t) et z(t) sont les solutions de (1.3) et (2.4) respectivamimpartir de (1.3) et de (2.4)

nous avons .
x=f(x)+ Bu

s—1

=3 W (@MW T (x) +WT AV(z-2)]+W T BU

i=0

Avecx=x(t), z=2z(t) etu=u(t). De ce qui précéde, on obtient :

ox=f(x) - f(X)+h(z2)+( -WT)Bu (2.32)
Oou
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s-1

h(2) = f(v2) - 3 w (AW () +WTAV(z-2,)

s-1
PuisqueZwi (2) =1 pour toutz, on peut écrire [100] :
i=0

s-1 1
f(\/z)=zvvi(z){[f<xi)+A(Vz—xi)]+[j(1—s)W(a (s,2))dsVz—x) [ wz—xi)}}
Ou 8(s,2=x +s(Vz-x), W() est la Hessienne def tel que W(Lﬂ:[wij"]D R™MN

2
etw," _0h@ h(z) devient alors [100] :
0x;0X;

0

h(2) =§vw(z>{[(l SWTYAVZ+ () W AVZ - Ax |+ [ Q- 9W(E ()dsvz-x%) O (vVz-x >}}

(2.33)

En multipliant (2.32) a gauche pax', et en appliquant (2.31) ainsi que linégalité de
Schwartz [122], on obtient :

S84, = -A18, + |4, |n@) + (1 -w By (2.34)

Considérons maintenant un intervalle de teﬁmpﬁl]. On suppose qu'on (:onn|i|a§1x(ti )||2. En

appliquant alors une Lemme de comparaison [13Agdalité différentielle (2.34) méne a:

lox, S;1su|4(h(z(r)) +(1 =W T)BU()|, - exptA(t-t,)
T
+ o x(t; )||2 expCA(t —t,)) (2.35)
pour touttO [t;,t,,,] et U t; ,t,.,].

Cette précédente inégalité nous mene a propogeodessus itératif suivant, pour le calcul de

I'estimée de I'erreur(t;) de [0 x(t;)| aux tempst,t,,... [46]:
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1. Alinstant initial t,poser
elto) =1 -W T ol

X, étant une condition initiale connue.

2. Pouri=12,... calculer de facon itérative
eft;) =§supﬂh(z(r)) +(1 =WT)BU()|, - expCAt —t)) +eltiy) expEAt-1))  (2.36)
T

ou Ut t,].

En plus claire, ||5x(to)||2=H(l —WT)xouzse(to)et de plus, il s'en suit de (2.35) que
e(t)2[ox(t)|, pour t,t,,...donne une borne derreur désirée [46]. Le supremen
I'expression précédente est remplacé en pratiqguéepaaximum sur un intervalle de temps

discret entret,, et t;, correspondant & un certain temps d’intégratiomérique. Les

principales difficultés associées a l'utilisation ld méthode précédente sont :

1) Le fait de trouverd, comparé a (2.31) qui doit étre aussi précis qssiple, car la
gualité de l'estimée de l'erreur dépend de ce patan Il est donc intéressant de
considérer l'utilisation de différentd en différentes régions de I'espace d’état, si
c’est toutefois possible et faisable.

2) Aussi, trouver I'estimée dgh(z)|,donnée par (2.33), qui nécessite spécifiquement

I'estimation defw(z)|, la norme de la Hessienne tle

De plus, il est a noter qu’en général, le colt diéation deh(z) peut étre aussi élevé que le

colt d’évaluation du systeme non linéaire originad, qui peut rendre cette procédure
d’estimation d’erreur impraticable. Cependant, dalusieurs cas, il est possible de calculer
ces estimées a un co(t significativement bas. &, efi on applique I'agrégation des bases

d’ordre réduitVv, décrite en (82.2.3.2), on remarque facilement 4rie- x,. Egalement, si
(f(x) - Ax) estincluse dans la base de réductionalorswW ' (f(x)-Ax)=(f(x)-Ax)

et [h(2)|, peut étre estimée comme suit [100]:
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s-1 1
Ih), < Z:;Wi (z)[ESlirh\N(X)IIZIIZ— z],> +|a-wT )AaVHZHZ”z}

et donc on peut remplacer (2.36) par

T i=0

eft;) =%supsz_: w(z(r))hlsupﬂvv(x)||2||z(r) — 3,2 +|0 WAV |z, +[0 —WT)BH2||u(r)||2}
X

[@-expEA(t —ti—))) +e(tiy) expCA(t —ti)) (2.37)

Puisque les valeurs des nornﬂels—WT)AV“2 et H(I —WT)BH2 peuvent &tre calculées durant

la construction du modele réduit, le colt d’évatvaide (2.37) est seulement@@qg) . Cela

veut dire que I'erreur d’estimation peut étre aoréé durant la simulation du modele d’ordre
réduit, sans pour autant augmenter la complexité.

Cette méthode de I'estimation de I'erreur proposét illustrée en détail dans [100] et [46].

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une appaehe&duction de l'ordre des
modeles pour les systemes non linéaires, baséé stombinaison pondérée de modeles
linéarisés autour de différents points de linédnsaadéquatement choisis. Une analyse
théorique est ensuite effectuée pour I'étude deprj@tés de stabilité, de passivité ainsi que
'estimation de I'erreur liée a I'approximation dysteme non linéaire original par un autre
systeme d’ordre réduit via I'approche proposée.
Afin d’appliquer l'approche de réduction développédans le chapitre suivant, nous
proposons de présenter une catégorie de systargramdes dimensions sur les quels seront
effectuées les simulations et illustrations de Kthade de réduction discutée, a savoir les
MEMS (Micro Electro-Mechanical Systems).
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Chapitre 3 Application de I'approche TPWIuxaMEMS

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présentéappmche de réduction des
systemes non linéaires, basée sur le concept déémion d'un ensemble de modeles
linéaires en différents points de linéarisationuBl@vons également abordé le probleme de
préservation de la stabilité et de la passivité dexliéles réduits obtenus ainsi qu’une
estimation de 'erreur due a I'approximation dutéyse original.

Nous proposons dans ce qui suit, afin de validite @pproche de ‘multi-linéarisations
pondérées’ de présenter des systemes dont lesesai@it d’ordres tres élevés et a caracteres
fortement non linéaire, sur les quels nous appimue 'approche développée dans ce
mémoire. Nous nous intéresserons essentiellementr@sultats de simulation dans le
domaine temporel des exemples considérés. L'obgtetint de vérifier si en effet, on génére
réellement des modeles d’ordre réduit efficaceslari@PWL. Nous vérifierons aussi si le
modele réduit qui approche le systeme non linédorene des résultats identiques (en termes
de précision) non seulement pour I'entrée avepile il a été générée (entrée de formation)
mais également pour d’'autres entrées différentesitie-ci.

Pour cela, nous présentons dans ce qui suit, dimpeecu sur la catégorie de systemes
considéres, sur les quels seront effectuées les tesavoir lesnicrosystemesdont I'enjeu

technologique est de taille et les applications In@uses.

3.2 Introduction au domaine de la micro technolog

La technologie des microsystemes est une diseiplimgénierie qui est engagée dans
la production et caractérisation des dispositifsitimphysiques avec des dimensions
micrométriques [127, 128 129]. Ces dispositifs sgahéralement reportés en tant que
systemes micro électro-mécaniquificfo Electro Mechanical SystefMEMS) bien qu'ils
aient d’autres composants caractéristiques dajops (MOEMS) ou de biologie
(BioMEMS), ...etc.

Plusieurs définitions sont utilisées pour desigees systemes fabriqués a I'échelle
microscopique. Les microsystemes sont au sens défilstion la plus courante (notamment
Européenne), des systemes miniaturisés intelliggois combinent des capteurs et des
actionneurs a des fonctions de traitement du sighdk l'information. Ce terme laisse donc
apparaitre la notion de multidisciplinarité progrees systémes. En effet, ces signaux sont
aussi bien mécaniques, électroniques qu’optiguelemmiques ...etc.

Le probléeme des micros dispositifs a été choisi memexemple test pour les

algorithmes de la réduction de I'ordre des modpteposés dans ce mémoire pour un certain
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nombre de facteurs. En premier lieu, essentielléraazause de la structure complexe de la
non linéarité et le nombre relativement élevé dpgmtions (décrivant le systeme en question)
a résoudre (apres discrétisation des équationsdatixées partielles). En second lieu, la

capacité a modéliser les dynamiques, qui sont actezre fortement non linéaire est d’'un

intérét particulier pour les ingénieurs. Pour filiexemple des microsystemes se révele étre
un challenge pour les approches de réduction deglemexistantes [46, 95, 100].

En effet, les techniques de réduction développéas Ips systemes non linéaires n’atteignent
pas leurs objectifs quant a la génération de med€tedre réduit précis du systeme original.

En somme, plusieurs problemes de la réduction dedrk des modéles non linéaires

apparaissent clairement lors de l'utilisation de $ystemes (microsystemes).

Un microsystéme est donc avant tout un systemeestl micro par dimension
technologique. Il est congcu pour assurer un certmimbre de fonctions telles que la
perception de I'environnement (capteur), analydeaiement de données recueillies, prise de
décision, communication avec le monde extérieuraotion sur le monde extérieur ou
I'environnement.

Nous considérons dans ce mémoire, pour nos sirongtie cas des MEMS.

Jusque la, nous avons présenté des généralitésshagpropos des microsystemes, et
I'on pourrait se demander ce qu’est exactement BEVE ?

Définition 3.1

Les MEMS sont des systemes comprenant un ou phss@éments mécaniques, en vue de
réaliser une fonction de capteur et/ou d'actionnearterme MEMS s'applique lorsque le
systeme possede au moins une structure présemslirdensions micrométriques, et que la
fonction du systeme est en partie assurée parneefde cette structure, voir figure 3.1. Issus
de la technologie de la microélectronique, ils fappel pour leurs fabrications aux micro
technologies, qui permettent une production a graédhelle, dont les avantages de la
miniaturisation des systemes consistent en la Ipitigsid’intégrer plusieurs dispositifs de
différentes technologies dans un espace relativepedit (de I'ordre du micron) ainsi qu’'une

moindre consommation d’énerggéde concevoir ainsi des dispositifs trés perfortsa

88



Chapitre 3 Application de I'approche TPWIUXaMEMS

b- Comparaison des dimensions entre un MEMS etariem

Figure 3.1: Exemple de dispositifs MEMS

3.2.1 Applications des microsystémes

Pour ces systemes micrométriques a peine visiblecedl nu, d’innombrables
applications sont imaginées.

L’enjeu technologique des microsystéemes en gérestatie taille et sont de plus en
plus présents et indispensables au quotidien. teh, €es microsystémes couvrent plusieurs
branches d’applications de la science et de I'ifegén

! http://www.memx.com/technology.htm
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L’'une des applications les plus courantes des MHE¥giSsans doute au profit de I'industrie
automobile. lls sont a cet effet intégrés dansdiesags et les dispositifs de détection de
crevaison, de pression d’injection et anti-patinaigsi que dans les systemes de climatisation
et antivols, ...etc. visant a améliorer les perforosn

Le secteur médical aussi bénéficie de I'essor dagres de la micro technologie. Notamment,
pour I'administration de substances, la conceptiatcélérometres pour pacemakers, les
analyses biologiques ainsi que les chirurgies asions minimales.

La branche de l'aéronautique et de la défensehafjme pas a la déferlance des MEMS,
particulierement pour la conception de gyrométtesltenetres précis et performants. Aussi,
les systemes de guidage, de missiles et de musitiervoient améliorés par I'intégration de
ces microsystemes a leurs conceptions.

Les domaines d’étude de I'environnement et de ligide utilisent aussi la technologie
MEMS pour la conception de capteurs physico-chimsqentre autre, pour le control des
eaux ainsi que les mesures de grandeurs physitjossrgenances préventives.

Destinés a des domaines divers, on peut citer eneomonde du jeu vidéo, comme la

nouvelle manette a détection de mouvements deslesnde jeux.

3.2.2 Fabrication et challenges liés aux microsystemes

Le processus de développement des microsystemaesnpeé certaines difficultés
fondamentales, comparé au domaine du macro. Les &M des dimensions de I'ordre du
micron et sont habituellement fabriqués par desgmsus de fabrication en masse, avec un
colt initial élevé. Les prototypes sont par cons@djicolteux a concevoir en moyen et en
temps (le temps de production d’'un prototype ekttivement lent). Tres souvent, il est
impossible d’opérer des changements des micros;mrte n'est en recommencant le cycle
complet de production. Aussi, l'analyse et I'examdms prototypes nécessitent des
microscopes performants ainsi que des moyens deligation a haute résolution, si toute
fois des mesures sont possibles. Par ailleurscdeséquences d’'une conception erronée
peuvent étre désastreuses [127, 130]. Ceci, saulignportance de la modélisation et de la
simulation pour une conception compléte et fialdl80], ainsi le comportement final du
dispositif est alors accessible a la simulations [@és, la fiabilité, I'estimation de la durée du
dispositif et la détection de défauts peuvent étemtifiés. L'optimisation peut également
aider a trouver les meilleurs parameétres du systéme

Cependant, méme les simulations ont leurs limdasglles sont toujours basées sur le

modele [127]. La qualité de détails, le nombre fé®sf physiques impliqués (pris en
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considération lors de la modélisation), la validdés hypotheses et des simplifications
détermine la précision de tels modeles. Aussi, fesdeles représentatifs des MEMS
(microsystémes en général) sont tres complexest @le d’'une part, a la multidisciplinarité
des technologies de ces dispositifs ainsi qu’a iaiaturisation, qui impliquent des effets
d’interaction a prendre en considération (pour mmoelélisation précise). D’autre part, c’'est
dd au nombre élevé d’équations, habituellement @ggrivées partielles, nécessaires a une
modélisation exacte représentant fidélement leegsystoriginal réel, en tenant compte de tous
ses phénomenes physiques, ce qui méene a des systlemgrandes dimensions, car les
éguations aux dérivées partielles descriptives de systemes menent a un nombre
considérablement élevé d’équations différentiedipes discrétisation, par les techniques des
différences ou éléments finis [131].

De ce fait, la simulation de tels modeéles (qui tstesen la résolution des équations
décrivant le comportement du systeme en questiomoasidérant tous les détails, dépend
essentiellement de la vitesse d'implémentation agils de simulation. Par ailleurs, les
simulations ne doivent pas remplacer les expériatems mais les compléter et les

accompagner.

3.2.3 Neécessité et utilité de la réduction

La simulation des systemes de grandes dimensiteisitaacilement les limites des
outils de simulation conventionnels et il deviemdispensable d’en introduire de nouveaux.
Dans ce contexte, les techniques de réductionatdré des modeles (ROM) peuvent étre
considérées comme des outils permettant de gémesetdescriptions unifiées (par rapport a la
présence des équations différentielles ordinaitesie dérivées partielles ou algébriques) et
simplifiées de systémes initialement complexesatices tres éleveés.

L’objectif des approches de réduction est de reogple modele original par un autre
qui soit d’ordre beaucoup plus inférieur mais pé&cis, afin de pouvoir le substituer lors des

simulations du modele complexe.

3.3 Exemples de micro systemes

Afin de valider I'approche de réduction des systermpeoposée au chapitre 2, nous
présentons dans ce qui suit des exemples de nysténses du domaine de I'ingénierie. Ces
modeles serviront a mettre en évidence, notamnesntHallenges associés a la réduction de
'ordre des modéles non linéaires, essentiellenderst a leur comportement fortement non

linéaire.
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3.3.1 Circuit de micro lignes de transmissn (Micro ruban)

Nous considérons pour les simulations a effeafiard’illustrer I'approche des multi
linéarisations pondérées, le systeme de micro digihe transmission (Micro ruban), voir
figure 3.2, dont on considéere le circuit équivalentré par la figure 3.3.

Nous avons choisi cet exemple, particulierement gon implémentation facile et qui peut
étre décrit par le systeme d’équations (1.3). AuBsest caractérisé par de fortes non
linéarités, dont la modélisation mene a de grangdemes. Ce type de systéeme a été
largement utilisé par les chercheurs pour valiger dlifférentes approches de réduction

élaborées, ce qui fournirait un moyen de companagstectif [2, 46, 95].

Echantillon Substrat

-~ Plan de

masse

Figure 3.2: Micro ruban (micro lignes de transmissian)

b b b b b b
g | e | g |Teg e |8
a
N .
NP I o — € -4 -- 4 41 1 1
=u(t) :]\ g% ~A~C ~C C ~~C 1C  mC . C
b

L

Figure3.3: Schéma du circuit équivalent du systéme de ntign@s de transmission [2].

3.3.1.1 Description du systéeme

Le systéme de micro lignes de transmission déextle circuit de la figure 3.3,
consiste en une suite consécutive de cellulestibodss de différents éléments électroniques.
Dans ce type de systeme, les non linéarités stwoduntes par différents éléments tel que les

transistors, diodes ou encore des résistancesmaaires.

2 http://www.univbrest.fr/ lest/caracterisation/pages/pages_francais/stubmtzaa.php
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Dans le but de valider la technique de réductianrdedéles proposée précedemment,
nous avons choisi la structure suivante du circkguivalent des micros lignes de
transmission, représentée par la figure 3.3, otélgistances sont des éléments non linéaires.

Pour des raisons de commaodité et de simplicit&omsidere que toutes les résistances

ont la méme impédance, donné par une certaineidorgt tel que quand la difféerence de
potentiel entre les points et b (figure 3.3) est, le courant qui y circule est=g(v). Il n’y
a qu’une seule source de coutignti(t , qli circule a travers la premiére cellule. Nctogtie

est la tension aux bornes de la celldleou les variables d’état sont les potentiels aux

cellulesl,---,n. En représentant le courant en chaque cellulepeut écrire I'ensemble

d’équations suivant [2] :

dv,
U(t) = Cd_tl + g(Vl _Vz) + g(Vl)

dv.
g(Vl _Vz) :Cd_'[2 + g(Vz _Vs)

d 3.1
vk
(Vi — Vi) :Cd_ + (Vi = Vi)
at
dv
V., -V )=c—"
g( n-1 n) dt
Ou la fonction de la résistance non linéaire estsié telle que :
g(v) =exp@Ov) +v-1 (3.2

Dans le cas ou, la résistance non linéaire quieopans la figure 3.3 consisterait en un

dianode de fonctiog, =exp@0v) — .1 en parallele avec une résistance ordinaire de

profil g, (v) =v, voir figure 3.4, le circuit complet correspontlast illustré par la figure 3.5

™~J
L1

EaVAVA S VAVA
g : r

Figure 3.4: Equivalence de la résistance non linéaire [2]
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— DT D DD
1 VWA —— -'—\N‘-"-\f‘u"‘-"-\f“‘.f‘-"-v\f\-\_
2 3 N-3 N2 N-1 1
i=u(t) @\) %} AC C C ~C C C C
Figure3.5 : Le circuit non linéaire équivalent [2].
Le systeme d’équations (3.1) peut étre alors aédaognme suit :
g(Vl _Vz) + g(Vl)
g(Vl _Vz)_g(vz _V3) 1
: 0
cgl: +| . |u(t) (3.3)

dt g(vk—l - Vk) - g(Vk - Vk+1)

g (Vn—l - Vn )

Egalement, pour des raisons de simplicité pourglémentation, les capacités sont supposées

avoir des valeurs unitaires €1). Le systeme d’équations (3.3) devient alors :

g(Vl _Vz) + g(Vl)
g(Vl _Vz)_ g(Vz _Vs) 1
dv :

: 0
dt g(Vk—l_Vk)_g(Vk _Vk+1) HH 5.4

g(Vn—l - Vn)

Ce qui correspond en effet a la structure du systedécrit par (1.3), avec

g(v) =exp@0v) +v -1, dont la sortie esy(t) = v, (t) correspondant §(t) = x, (t) .
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3.3.2 Micro interrupteur (Micro switch)
Un autre systéme qui peut étre modélisé parétpsations (1.3) d’'un systeme
dynamique non linéaire est le micro interrupteuic(mswitch) montré par la figure 3.6.

3.3.2.1 Description du systéme
Le micro interrupteur considéré consiste en unerpowen poly-silicium suspendu a

travers un substrat de silicium. La poutréedn) a une longueut =610um, une largeur
w =40umet une épaisseur (hautebs) 22um, voir la figure 3.7.

Quand une tension est appliquée entre la poutte stibstrat (voir figure 3.6), la poutre
fléchit vers le substrat en silicium. Il est & motgie la couche d’air entre la poutre et le
substrat joue un important roéle dans le comporténten ce micro dispositif, en tant
gu’amortisseur (damper) de la poutre fléchissal. [4

Puisquel =~ w, il est supposé que la déflection de la poutraupdbrme a travers sa
largeur. Par conséquent, selon [128], le componmérdgnamique du systéme discuté peut
étre modélisé par les deux équations suivantes:

Switch Membrane

Dielectric Laver
Silicon Substrate
Post

Figure 3.6: Schema d'un MEMS switch [132].

2 um of poly Si y(t) — center point
z / 0.5 um of poly Si deflection

0.5 um SiN 2.3 um gap
filled with air

Figure 3.7:Micro interrupteur [46].
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a%u

a%u  _a%u K
Felec"'j(P_Pa) dy_pat_z (3-5)
0

rdY_gdu.
ox*  ox?

0(Pu)

OH(L+6K)uPOP) =1:zuT

(B.6
Dont la premiere d’entre elles est I'équation di#ude la poutre et la seconde, I'équation de
Reynolds dite Squeeze film dampihdOu les coordonnées y et zsont représentés dans la
figure 3.7.E est le module de Young, le moment d’inertie de la poutr§, est le coefficient
de stress,o la densité,Pa la pression ambiante, u la viscosité de I'&r,le nombre de
Knudsen,u est la longueur de la poutre au dessus du sultriat est la distribution de

pression dans l'air en dessous de la poutre. Laeef@lectrostatique est approchée par

goW12

Fejec =~ , ouv est la tension appliqguée. Pour 'exemple consjdénésemble suivant

2u

des paramétres a éteé utilisé (selon [46]) :
E =14%pa, (S/hw) =-3.7Mpa, (p/hw) =233Kg/ m?3, Pa=1.013010° pa,
W= 182010 °Kg/(ms), A =0.064um.

Les conditions initiales suivantes ont été égal@énsensidérées (pour les équations (3.5) et

(3.6)):
u(x0)=u, et P(x,y0)=Pa

Pour toutx0[0,1] et yO[o,w], ol u, = 23um est la longueur du gap entre le substrat et la

poutre fléchie.

La représentation d’état suivante a été choisie:

3
X =U, xzza(u), X3 =P (3.7)
ot
Pour les conditions aux limites suivantes [46]:
u(©,t) =u(,t)=uy, PO y.1 Ea(l,y,t) =0, P(x,0,t) = P(x,w,t) =Pa (3.8)

O0X 0X

Pour toutx0[0,1], yO[o,w] ett>0.

En utilisant les variables d'états précédentesedpmtions (3.5) et (3.6) peuvent étre

réécrites comme Ssuit:
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O _ Xy (3.9)
ot 3)(12
2 2 |w 2 4
3¢
aXZ =2X2 +3X1 j(xs—Pa)dy+Sa Xl—El a Xl _ OW[/2 (3.10)
ot 3x° P |3 x> ax* 2p
aX3 X2X3 1 GA 3
=- + O] @+—) % X3 O x 3.11
e e 0t (311)
Ces équations peuvent étre écrites sous la form@acte suivante:
%=N(x)+5u2 (3.12)

Ou N est un opérateur integabfférentiel non linéaire, eB est le vecteur d’entrée constante.
Il est a noter que le choix des vecteurs d’étaf)(8st parmi I'un des choix possibles qui

menent a la forme particuliere (3.12) est qui gpond a la forme (1.3).

La forme (3.12) est utilisée pour I'approche deuddn proposée. Afin de résoudre le
systeme (3.12), une discrétisation spatiale (sdoteaine de calcul) est utilisée [46].

En appliquant une technique de différences fintesidard aux équations (3.9), (3.10) et
(3.11), cela méne a un systeme dynamique non tanélei grande dimension sous la forme
(2.3) d'ordren=2k+km (pour la formulation détaillée du systeme digsé se référer a
'annexe B).

Pour nos simulations, on a pks=4 et m=3, ce qui méne a un systeme d’orare 20. Pour
'exemple considéré, la sortie est considérée corétast la hauteur du centre de la poutre
fléchie, voir annexe B.

Le probleme du micro switch a été choisi pour te$tpproche de réduction de
I'ordre des modeles proposée dans ce mémoire naatracause de sa structure non linéaire
complexe (voir annexe B), ainsi que du nombre iredaient élevé d’équations a résoudre
(apres discrétisation). Par ailleurs, la capacitédéliser les dynamiques d’un tel systéme est
d’un intérét particulier pour lI'ingénieur, d’autagtie la plus part des méthodes de réduction

existantes ne fournissent pas une approximatiariggrélu modéle original.
3.4  Simulation, validation et interprétation des résultats

Dans cette partie, nous nous s’intéressanx résultats de simulations effectuées sur

les modéles de micro systemes (MEMS) cités ci-degisul’approche TPWL de réduction de
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I'ordre des modeles développée au chapitre 2.

Rappelons que le modéle réduit TPWL consiste eensemble pondéré de modeles linéaires
au tour de différents points de linéarisation, sladéquatement le long de la trajectoire de
formation du systeme original. L'objectif étant deérifier si, en effet cette approche génére

des modeles d’ordres réduits efficaces.

Les résultats des simulations présentées, mettenévidence également certaines des

difficultés liées a la réduction des systemes nioéaires, comme la représentation des non
linéarités et les insuffisances associées aux appsode réduction basées sur de simples

modeles linéaires au tour d’un seul point.

a- Sélection des points de linéarisation
Pour construire un modele TPWL réduit, il est impot de choisir des points de
linéarisation au tour des quels seront constregsnhodeles linéaires. Pour cela, nous avons
utilisé I'algorithme cité en §2.2.2, dont le pripeipeut étre résumé comme suit: A partir d’'un
systeme original (non linéaire), on effectue uneédrisation a l'origine. On simule
simultanément la trajectoire du systeme non lieeair celle du modele linéarisé. Dela, au

point ou les deux trajectoires commencent a diverge construit un autre modele linéaire

| o x=x| . |
(au tour de ce point), ce qui est évalué au moyela duantit <&, voir lillustration
Pl
par la figure 3.8.
Réponses du systeme original et linéarisé
5 T T
Systéme original
SA N EETTPTEPTee systeme linéarisé 7
3 [ -
Amplitude
2L i
1k Q\ ------------ |
O _—/K/ 7
-1k -
_2 1 1 1 L
0 5 10 15 20 25

Temps(s)

Figure 3. 8:Schéma du principe de sélection des points derigzden.
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b- Construction d’'une distribution de poids
Une fois les points de linéarisation sélectionnésst nécessaire de construire une
distribution de poids pour effectuer la pondératites modeéles linéaires et d’en assurer la

convexité de I'ensemble. Pour cela, la procédugegntée en §2.2.1. est utilisée.

c- Construction des bases de réduction
La réduction par la TPWL consiste a utiliser lepraphes développées dans le cas
linéaire. Comme cela été mentionné au par avanis agons opté pour la méthode des sous
espaces de Krylov via I'algorithme d’Arnoldi unigaél. Au chapitre 2, différents algorithmes
permettant de construire des bases de réductioatémrésentés, et que nous allons utiliser
dans ce qui suit.

3.5 Extraction de modeéles d’ordre réduit via la TPWL
Pour mettre en évidence les performances de lalLTiR@Us considérons le modéle du
systeme représenté par la figure 3.5, d’ondre50, pour le quel on génére un modeéle réduit

TPWL d’ordre q=8, en utilisant une entrée de formation échelonaineitretardé de deux
unités de temps$(t) =u(t — 2)Nous considérons a cet effet, points de linéarisations, le

modele réduit est de ce fait, constitué 4lenodeles linéaires (en incluant celui développé a
I'origine). Nous examinons la tension aux bornedadpremiére cellule, qui est la sortie du
systeme considéré. Pour toutes les simulationstafes dans ce qui suit, nous avons utilisé
la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 [126]. Le meddlordre réduit est testé pour
différentes entrées y compris I'entrée échelon deequelle il a été généré (I'entrée de

formation).

L’entrée échelon est 'une des sources les plusacoment utilisée pour ce type de
simulation, pour étudier le comportement et perimoes des systemes original et approché.
Son principal avantage, entre autre, est qu’eltenpede juger de la précision avec la quelle

un modele d’approximation approche le modéle oalin
Les résultats de simulations obtenus montrent guaddele réduit par la technique

TPWL (généré par une entrée de formation échelomgponse a un échelon, approche avec

précision le modéle original non linéaire que ledele réduit linéaire, obtenu par réduction
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du modeéle linéaire a l'origine avec les techniqdes sous espaces de Krylov (processus
itératif d’Arnoldi).

Réponse du systéme a une entrée echelon i(t)=u(t-2)
0.018 ‘ ‘ ‘ ‘

0.016 | |
aarevem

0.014 | T ]

0.012] i |

0.01} |

0.008 - B

Tension (V)

0.006 - E

0.004 -

Modele non lineaire n=50 | -
————— Modele lineaire reduit q=8
0.002 | i |

------------ Modele TPWL reduit g=8

0 I I Il
(0] 2 4 6 8 10

Temps (s)
Figure3.9 : Comparaison des sorties du systéme non linéairmadiele linéaire réduit et du
modeéle TPWL d’ordre réduit=8, en réponse a un échel@) =u(t - .2)

De méme, les figures 3.10 et 3.11, montrent leslteds de simulation du modéle d’ordre

réduit obtenu, en réponse a une entrée sinusatalee entrée exponentielle, respectivement.

Répphse du systéme a une entrée sinusoidale i(t)=0.1sin(t)

Tension (v)

Modele NL n=50
I Modele lineaire reduit =8 ||
----------- Modele TPWL reduit g=8

0 2 4 6 8 10
Temps (s)

N
0

Figure3.10 :Comparaison des sorties du systeme non linéairsatléle linéaire réduit et du
modeéle TPWL d’ordre réduij = ,8&n réponse a un échelgi) = 0.1sintt . )
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x Rgponse du systéme a une entrée empirique i(t)=exp(-t)

Modele NL n=50
Modele lineaire reduit q=8
Modele TPWL reduit g=8 .

a
S ——

0 2 4 6 8 10
Temps (s)

Figure3.11 :Comparaison des sorties du systeme non linéainmadi¢le linéaire réduit et du
modele TPWL d’ordre réduit=8, en réponse a une source empiritje= exp-t . )

Dans les deux cas, les tensions de sortie obteaness le modéle TPWL approchent avec
précision la tension de référence (tension du systariginal).

Ces figures permettent également d’établir une @waipon entre le modele réduit par
'approche proposée avec le modele réduit liné&e.observe que, le modele réduit TPWL
aboutit a des résultats significativement plus isr§oe le modeéle linéarisé réduit (en réponse
a l'entrée sinusoidale comme a l'entrée exponda}jeét cela, méme si les modeéles sont

réduits au méme ordrg= . &ela est dQ, a la nature de la représentatiomaledinéarités du

systeme, qui sont beaucoup mieux approchées gmrdéiehe proposée, contrairement a une

approximation locale qui ne tient pas compte demdyques en d’autres points.

Ces résultats nous renseignent aussi sur la rasestdes modeles réduits TPWL, qui
approchent de facon adéquate le systeme origihatela méme pour des entrées tres
différentes de I'entrée avec la quelle ils ont gé@érés, a savoir dans ce cas, une entrée de

formation échelon.

Afin de mettre en évidence les performances dedanique de réduction proposée,
nous discuterons dans ce qui vient de I'efficadi#é modeles réduits TPWL extraits. Nous
comparerons aussi la précision de ces modelesitsédonstruits avec différentes bases de

réduction générées avec les algorithmes présent82.2.3.1 et §2.2.3.2.
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3.5.1 Comparaison de modeles réduits via différentes appches de réduction

Nous considérons, afin d'effectuer une comparaisttn, méme systéme que
précédemmentn(=50). Nous générons a cet effet des modéles rédiatdavTPWL et
'approche TBR (réalisation équilibrée tronquéea)saique le modéle linéaire réduit par le
processus itératif d’Arnoldi a I'origine, réduitsgp=8 et s= 4 (s étant le nombre de points
de linéarisation). Les résultats de simulatiorenbs en réponse a un échelon sont représentés

par la figure 3.12. Les résultats montrent que deuméme ordre de réduction,= , &

modéle réduit généré par I'approche TPWL offre piiesprécision comparé aux modéles
réduits linéaires généreés par la TBR ou encord’ggorithme d’Arnoldi (réduits a I'origine).
Ceci est essentiellement di au caractere glodaktat de I'approximation TPWL grace aux
multiples linéarisations en différents points cimisle facon appropriée le long de la
trajectoire de formation du systeme original. Efietefd’'une part, au tour de chaque point de
linéarisation, I'aspect local de la représentatsh souligné, et d’autre part, la multitude de

modeles (linéaires) constitue I'aspect global.

Réponse du systéme a une entrée echelon
0.018 . ! ! :

0.016 | .

0.014 - f e
et

0.012} -

0.01 | : y

0.008 ~ B

Tersion (V)

0.006 Modele NL n=50 |

0.004 - —————— Modele lineaire reduit q=8 g
------ Modele TBR reduit q=8

0.002- 1| e Modele TPWL g=8 h

o

o 2 4 6 8 10

Temps (s)
Figure3.12 :Comparaison des sorties du systeme non linéaiee, lag sorties des modeéles
linéaire réduit (par I'algorithme d’Arnoldi), du rdele linéaire réduit par TBR et du modele

TPWL d’ordre réduij= 8en réponse a une entrée echgigru(t- . 2)

Ce qui permet d’obtenir une approximation plus adég et plus vigoureuse du systeme non
linéaire (fortement) et par conséquent un meilleodele réduit, plus précis et plus efficace.
Ce qui est illustré par les courbes d’erreurs el@mmodéle original et chacun des modéles

réduits, voir figure 3.13uivante.
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0.025
m————— ecart avec le modele lineaire
------ ecart avec le modele TBR
0.02 1| weeeeenneen ecart avec le modele TPWL -
0.015 |- P et .
I' ——————————————————————————————————
0.01} !' |
i
0.005 + i |
1
0 ¢ | | |
© 2 4 6 8 10
Temps (s)

Figure3.13 :Comparaison des erreqrys— y,| entre la sortie du modéle non linéaire, avec les

sorties des modeles linéaire réduit (par I'aldonié d’Arnoldi), du modeéle linéaire réduit par
TBR et du modéle TPWL d’ordre rédgit 8, en réponse a une entrée échgigru(t—- . 2)

L'un des objectifs des approches de la réductiantre que I'obtention de
représentations simplifiées de modéles initialentembplexes, est la réduction du temps de
simulation. Nous avons réalisé pour cela des tistsmulation sur le méme circuit de micro
lignes de transmission, dans le but d’évaluer tepte nécessaire a I'extraction du modele
réduit ainsi que pour sa simulation. Nous avonsoifié a cet effet, une comparaison entre un
modele réduit par la TPWL et un modele linéaireurédar I'approche des sous espaces de
Krylov via I'algorithme d’Arnoldi. La table 3.1 mare une comparaison entre les temps

d’exécution pour I'extraction des deux modeéles isdronsidérés.

Modele Temps d’extraction  Temps de $ation
[s] [s]

Linéaire 13.02 01.983

TPWL 130.31 11.83

Table3.1: Comparaison des temps de simulation entre le ragd#i linéaire original du
systeme de micro lignes de transmission et les lesdia@éaires et TPWL réduitsg= . 8

Il est a noter que, tous les algorithmes d’extoectet de simulation ont été implémentés

sous Matlaly.0 avec une machine Pentium 4, sous Windows XP.
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A partir de la table nous remarquons que, I'exibacdu modeéle réduit TPWL est plus
colteuse que la simulation du modéle linéaire té@gci est dO au fait que la construction du
modéele TPWL nécessite le calcul d’'une combinaisondgrée des Jacobéennes en chaque
temps ainsi que les différentes bases de réductimespondant a chaque modéle linéaire en
chaque point. Néanmoins, le modele issu de I'ap@rates multi linéarisations pondérées est
beaucoup plus précis (voir figure 3.9), comme lentreles résultats des simulations obtenus
ci-dessus. Par ailleurs, il est a noter également lgueemps de simulation est beaucoup
moins lent que le temps de simulation correspondargysteme non linéaire original, qui est
de 19205 s.

3.5.2 Comparaison des performances des algorithmes de g@ation des bases de
réductions et modéles réduits associes

Dans ce paragraphe, nous présentons les résudtatsmparaison de deux algorithmes
pour la génération des bases de réduction. L'unt &anple, présenté en 8§2.2.3.1, qui
considére une base de réduction correspondant ealenlinéaire a I'origine par le processus
itératif d’Arnoldi, et l'autre, considére une agadign des différentes bases de réduction
correspondant a chacun des modéles linéaires adesuifférents points de linéarisation. La
figure 3.11montre la sortie du systéme réduit en utilisasitdeux différents algorithmes.

Les deux modeéles réduits sont générés par uneeetidrédormation échelon avet
points de linéarisation. Pour l'algorithme simpl®rdre de réduction esig=13, pour
l'algorithme amélioré (82.2.3.2), une base de ré&docd’ordre 8 est construite en chaque
point, correspondant a chaque modéle. La dimend®ola base de réduction (d’agrégation)

V., €st deq= 8(en utilisant un algorithme de la SVD [28, 68]jowé observons que le

modele réduit d'ordre 8 genéré avag,, (algorithme amelioré) donne des résultats
significativement plus précis que le modele TPWIirak avec la base simple. En effet,
puisque nous construisons plusieurs bases de rédueh réduisant chaque modéle linéaire
avec la base d’agrégation (aprés réduction) letiepaessentielles de chacun d’eux sont
préservées, car le principe des moments adaptesifsrépété par chaque base et par
conséquent, il y a plus de moments qui correspdndeec le modele réduit par la base

d'agrégation. Notons que, l'ordre de la base diucton V,, peut étre choisi petit,

puisqu’on génére des bases en chaque point deifiatan.
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Réponse du systéme a une entrée echelon i(t)=u(t-2)
0.018 . ! ! :

0.016 - Tt Titr e SR ]
0.014 rr 7
0.012 7

0.01 7

0.008 B

Tersion (V)

0.006 B

0.004 - Modele non lineaire n=50
0.002 - ———— Modele TPWL avec une base simple q=13
------------ Modele TPWL base d'agregation q=8

O | L 1 1
(0] 2 4 6 8 10

Temps (s)

Figure3.14: Comparaison de la sortie du systeme non linéaoele n =50, avec les sorties
des modéles réduits TPWL générés avec deux bdfa=dies, la base d’agrégation (utilisée

précédemment) et la base construite a I'origine.

Par ailleurs, pour obtenir la méme précision aleenodéle généré par I'algorithme simple,
I'ordre de réduction doit étre augmenté.

3.5.3 Erreur entre les modeles réduits par les différente bases de réduction et le
modele original

Afin de mieux comparer la précision relative desdgles TPWL construits avec les

algorithmes simple (§2.2.3.1) et amélioré (§2.9,%nBus examinons l'errelly -y, |, entre

le modele non linéaire original et les modeles &den utilisant les deux algorithmes pour la
construction des bases, quest la sortie de référence (du modele originaly,eta sortie du

modéle réduit. Les résultats obtenus sont représgrar la figure 3.15.

Nous observons clairement que, l'algorithme améligénéré avec une base de
réduction plus riche meéne a un modéle d’ordre tquus précis.
Des simulations similaires ont été effectuées ¢ddket [100] sur le méme systéme de lignes
de transmission. Pour d’avantage de comparaisdiexctitude relative des modeles TPWL
extraits avec des bases simples et amélioréesgpmmdant aux algorithmes), I'erreur entre
ces modéles réduits et le modele original est exémpour différents ordres de réduction.
Les résultats obtenus indiquent qu’en effet, lesebale réduction construites par I'algorithme
amélioré donnent des modeles réduits TPWL plusipr@our plus de détails se référer a
[46]).
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0.01
0.008 - !-" -
1
!
0.006 ! A
1
R i
2 i
0.004 | —.ce-.-. écart avec le modele TPWL de base simple
----------- écart avec le modele TPWL de base d'agrégation
0.002 . .
]
1
(o) - 1
o 2 4 6 8 10
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Figure3.15 :Comparaison des erreqrys— y,| entre la sortie du modéle non linéaire, avec les

sorties des modéles TPWL réduits avec une bdeegirie d’ordreq =13, et le modéle
TPWL réduit avec une base d’agrégation d’orgre , el8réponse a une entrée

échelon(t) =u(t - 2)

3.5.4 Comparaison des modeles réduits obtenus avec la agl’agrégation et la
pondération de I'ensemble des modéles linéaires néits
Afin de fournir d’avantage de validation, nous prepns d’effectuer des tests de
comparaison entre le modéle réduit obtenu par dgafion de bases de projection et le
modéle de pondération des différents modéles liegaiéduits chacun par une base lui

correspondant, proposée en 82.2.3.3.

Pour cela, nous choisissons les mémes parametrsgndéation a savoim=50, s=4 et

I'ordre de réduction estj= @our le modele réduit obtenu via la base d’agiégaChacun
des modeles linéaires est réduit par une base rdgrd5. Les résultats obtenus sont

représentés par la figure 3.16.

En effet, nous observons que le modeéle réduit ebfgr réduction de chacun des
modeles linéaires par une base de projectiondtriespondant est aussi efficace bien que
I'ordre de réduction soit inférieur comparé a lagadure de réduction par une agrégation de

bases, ce que confirme les courbes d’erreur dgueef3.17qui suit.
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Réponses a un echelon des systémes non lineaire et reduits
0.018

0.016 B
0.014 f' B
0.012 b

0.01+ B

0.008 - B

Tension (V)

0.006 Modele non lineaire n=50 ]

o.oo4+ | Trmms Modele TPWL g=5 J

........... Modele TPWL g=8
0.002 | |

0 I I Il
(0] 2 4 6 8 10

Temps (s)
Figure3.16: Comparaison des réponses du systeme non linéaaelles des modéles réduits

TPWL d’ordre g =8 et du modéle TPWL réduit d'ordig= (6lont chaque modéle linéaire

est réduit avec une base lui est correspondant).

Cela est dU essentiellement au fait que chacumaegles linéaires est réduit par une base de
réduction lui correspondant, ce qui permet d’extrdes parties les plus importantes de

chacun d’eux, a la suite de quoi une pondérativefésctuée. Cette fagcon de procéder donne
de meilleurs résultats en qualité de simpliaitél{e de réduction) et de précision.

Par rapport aux temps d’extraction et de simulatoemparé a la méthode précédente utilisée
au par avant, on obtient les mémes résultats, peisg effectue la réduction de la méme

maniére. L’amélioration réside par conséquent dmssnplification du modéle réduit, qui est

I'un des objectifs des approches de réduction.

Egafpentre le modele NL et les modeles reduits d'ordre 5 et 8.
1.8

1.6+ P T Tt Lkl - L1 i eI
P L T T Ll
P

1.4

1.2+

l,

Iy-yr

0.8

0.6 -

o

0.4+ —-—————— Ecart avec le modele reduit d'ordre q=5
------------ Ecart avec le modele reduit d'ordre q=8

0.2

_! L L L
(6] 2 4 6 8 10
Temps (s)

(0]

Figure 3.17:Ecarts obtenus entre le modeéle original non liméeides modeéles TPWL

d'ordreq=8etq= 5.
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3.6  Construction de modeles réduits via la TPWL pour lamicro switch
Le modéle du micro switch est beaucoup plus coneptpie le modéle du systeme des
micros lignes de transmission (voir annexe B). Mdéains nous y effectuons quelques

simulations, afin de valider I'approche des mulftébrisations pondérees.

Considérons un modele du micro switch d’'ordre 20 (aprés discrétisation aux
différences finies). Nous sélectionnons égalentepbints de linéarisation avec une entrée de

formation échelon unitaire. Nous construisons ledéf® réduit d’ordreq=6 en utilisant

I'algorithme cité en §2.2.3.2. La figure suivantentre les résultats obtenus.

Sortie du MEMS d'ordre n=20
35 :

Sortie du MEMS

30

25 =

20 =

Gertre du poirt de deflection (Lm)

25 30

Temps (s)

Figure 3.18 :Comportement (sortie considérée) du modéle du MEM&ire n =20

Nous remarquons que le comportement (la sortiesidéréee) du MEMS est trés
complexe et qu'il est difficile de représenter @h comportement en procédant par simple
linéarisation au tour d’'un seul point (et de réduensuite), voir figure 3.18. On note
également que lI'approche proposée dans ce ménitaist &on objectif quant a la génération
de modeles réduits précis reproduisant avec unnmimi d’écart le comportement original,

voir figure 3.19a.

Toutefois, pour plus de précision d’observationusi@avons restreint le domaine
temporel &0<t <10s, voir figure 3.19-b.
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Réponses du micro switch a une entrée échelon

14
12 L Modeéele NL n=20
S ------------- Modele TPWL reduit =6
10
g .
E 6
ﬁ 4
2
g o
-2
-4 1 1 1 1 1
o 5 10 15 20 25 30
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Figure 3.19-a :Comparaison des sorties des modeles original tLT&ordreq=6.

Modeles du MEMS original et réduit

Gatredudrt cedHfledian (U
J //

(0] 2 4 6 8 10
Temps (s)

Figure 3.19-b :Comparaison des sorties des modeéles original @fLT&ordreq=6.

Réponses du micro switch a une entrée échelon

15
Modéle NL n=20
10 - Modéle lineaire reduit =6
----- = Modeéele TPWL reduit =6

Crtreduiport cedHletion@m

Temps (s)
Figure 3.20:Comparaison des sorties du modéle original d’ordre20 et des modeles

linéaire et TPWL réduits d’ordreg=6.
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Nous comparons également les résultats obtenustiksant différents algorithmes de
construction de bases de réduction (cités au akap)jt L'un utilisant une agrégation de bases
pour réduire tous les modeéles linéaires (82.2.822)autre procédant par réduction de chaque
modele linéaire par la base de réduction lui gmoedant avant d’effectuer la pondération
(82.2.3.3).

En utilisantles mémes parameétres quedessus, a savoir, un modéle non linéaire d’ordre
n=20, nous sélectionnons points de linéarisation. On construit deux modeateduits
correspondant aux deux algorithmes de réductia¥s.cRour le premier on réduit a I'ordre
g=6 pourle second, a l'ordrg=5. La figure suivante montre les résultats obtenus.

Nous remarquons que pour différents ordres de ti&hjmous obtenons la méme précision.
Comme dans le cas du systeme de micro lignes aentiasion, cela est du au fait que chaque
modele linéaire est réduit avec sa propre baseoluespondant, ce qui assure plus de fidélité
de préservation du comportement original. Les cesidierreurs confirment cela, et montrent

que l'erreur entre les deux modeles réduits etddéte initial est quasiment la méme.

Réponses du micro switch & une entrée échelon

Modéle NL n=20 o
107 Modele TPWL réduit par différentes bases q=5 |
Modele TPWL réduit g=6

5 |- -
O W
_5 Il Il Il Il
0 2 4 Temps (§) 8 10
Ecarts entre le modéle du MEMS et les modéles 1%
2 : : : :
———— Ecart entre le modeéle réduit de différentes bases
R Ecart avec le modéle TPWL i
(0] S S PIPER, :':"_";'_'::::::;‘.M:'\":...........:.:--"?""‘- _*
0 2 4 6 8 10

Figure 3.21:Comparaison des sorties du modele original d’ordre20 et des modéles

TPWL réduits a I'ordreq =5 et q=6 par différents algorithmes de réduction ainsi lgse

écarts entre les sorties.
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Comme dans le cas du systeme de micro lignes dentiasion, on procede a
l'estimation des temps d’extraction et de simulatafin d’évaluer les performances de
'approche des multi linéarisations pondérées susyisteme du micro interrupteur. Nous
avons évalué pour cela le temps de simulatioesorodéle du micro interrupteur considérée
(d’ordre n=20). Nous avons effectué a cet effet, une comparastre un modele réduit par
la TPWL et un modele linéaire réduit par l'approcties sous espaces de Krylov via
l'algorithme d’Arnoldi (résultats de la figure 3)20.a table 3.2 montre une comparaison

entre les temps d’exécution pour I'extraction desxdmodeles réduits considéres.

Modéle Temps d’extraction  Tendpssimulation
[s] [s]
Linéaire 07.29 01.32
TPWL 60.62 08.04

Table3.2: Comparaison des temps de simulation entre le raga#i linéaire original du
micro switch et les modeles linéaires et TPWL rédaig = 8.

A partir de la table nous remarquons que, le tedpstraction du modele réduit TPWL est
plus conséquent que celui du linéaire réduit (denengue dans le cas du systeme de micro
lignes de transmission). Ceci est d0 au fait queolastruction du modele TPWL nécessite
beaucoup de calculs (Jacobiennes, différentes blasexiuction...etc.), de plus, le modéle du
micro switch est particulierement complexe, ce upfiuence les parametres du temps de
simulation. Toutefois, le modele issu de I'approdes multi linéarisations pondérées est
beaucoup plus précis (voir figure 3.20), comme lentre les résultats des simulations
obtenus.

Par ailleurs, il est a noter également que, le sedgsimulation est beaucoup moins lent que

le temps de simulation correspondant au systéeméim@aire original, qui est d&€13 64.

3.7 Analyse de la stabilité et de la passivité des melés réduits TPWL

Pour finir cette étude des systemes réduits papitache TPWL, nous procédons a
'analyse de la stabilité et de la passivité dedmsiers.
Pour cela, on considére le systeme de micro ligleesransmission a l'ordre =5, qu’on

réduit a 'ordreq =3 (de méme que dans le cas des simulations effectirdessus) :
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exp@O(Xy = X)) + (X —X) —1+exp@Ox,) + X, +1
exp@o(x; —Xz)) + (X = Xz) —1-exp@0(x; — X3)) = (X, —X3) +1
X(t) =| exp@0(x; = X3)) + (X2 = X3) ~1-exp@0(X3 = X,)) = (X3 = X4) +1 |+
exp@o(Xz =X4)) + (X3 = X4) —1-exp@O(x4 = X5)) = (X4 —X5) +1
exp@o(x, —Xs)) + (X4 —X5) —1

u(t) (3.13)

O O O O -

ety)=[L 0 0 0 0]x(t).

exp@0o(x, —X;)) + (X —X) —1+exp@0x,) +x; +1

exp@O(Xy = X)) + (X = Xz) ~1-expl@O(x; = X3)) = (Xz —X3) +1
Avec f(x) =| exp@0(X, —X3)) + (X, —X3) —1-exp@0(X3 —X4)) — (X3 —X,)+1| et f(0)=0.

eXp@O(x3 = X4)) + (X3 = X4) —1-exp@0(X, = X5)) = (X4 = X5) +1
expéO(x, —Xs)) +(Xg = x5) -1

f étant Lipchitzienne et satisfaisant (2.22) (vomnexe Al), le systeme autonome

correspondant a (3.13) posséde un point d’équiekponentiellement stable a l'origine.

En supposant certaines conditions duret que le systéme posseéde un point d’équilibre
exponentiellement stable a l'origine, en vertu dwedreme2.1, le systeme (2.14) ésf

stable.

En utilisant le théoréme2.4, le systeme sm@aré est strictement passif en

sortie carC=B=[1 0 0 0 0" et (2.22) est satisfaite.

Nous avonsf (0)=0, d’ou l'origine est un point d’équilibre du systen(3.13). Nous avons
choisi les points de linéarisation suivants :

x°=[o 0 0 0 0, x! =[0.0144 00104 00111 00115 0.0123" et

x2=[0.0135 0.0126 0.0117 00133 0.0127".

Les modeéles linéaires obtenus sont:

-82x — 41x,
41 —82%, + 41xg
f(X°) + Ay(x— x°) + Bu(t) =| 41x, —82x; +41x, |+
A1xg —82x, + 41X
41x, - 41xg

u(t)

1
o O O O B
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-0.9708-12009x, +4794x ,
0.205+ 47 94x, —87 83, +39.89x,
f(x') + A (x—x1) + Bu(t) =| —0.012+39.89x, —8026x, +4036x, |+
0.016+ 4036x5 —80.105x,, +39.74x;
~0.032+3974x, —39.74xs

u(t)

'c o o o -

~0.767-112106x, + 4246 ,
42 46x, —8493x, +42 46,
f(x?)+ A, (x—x%)+Bu(t)=| 0.101+4246x, —8098x; +3852x, |+
—0.088+3852x; —8049x, +4197x;
0.0249+ 4197x, —4197xs

u(t)

T 1
OO O O O B+

Les poids utilisés pour la procédure de pondéraan :
W, = 04999, w; = 0.4999et w, =1.269.10™* = 0.000127, OU Wy +w; +w, =1.
La matrice de réduction utilisée est la suivante :

0447 0738 0476 |
0.447 0.246 -0.581
V =(.0447 -0.123 -0.449| calculée a l'origine par I'algorithme d’Arnoldi 18&.1). Etant
0447 -0.369 0.0793
10447 -0.492 0476 |

orthonormée\ 'V = 1), elle assure de ce fait que tous les poiatg seront représentés.

En utilisant le théoréme2.3, on étudie la stabiléeponentielle du systeme TPWL

correspondant au systeme (3.13) considéré.

f :R®> > R® est une fonction Lipschitz et satisfaisant la é¢od (2.22) pourA=10. Le
théoréme stipule que powr; (z) =0 z0OJ ={ RY \B, (%).B, (2).B, (2) }. Dans notre

cas, nous avons tous les(z) #0. Dela, le systeme TPWL (autonome) possede unt poi

d’équilibre exponentiellement stable a l'origine.

Pour la stabilitép, on utilise le corollaire 2.1 qui exploite le théme2.3 et le
théoréme2.1 liant la stabilité exponentielleLpt

Ses hypothéses étant vérifiées (les mémes quelpaas de la stabilité exponentielle de
I'origine) nous concluons, en vertu de ce coradlague le systeme TPWL correspondant au

systeme (3.13) edtp stable.
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Nous considérons également le méme systeme panalyse de la passivité des
systemes TPWL. En utilisant le théoreme2.4, Ee&ge considéré est strictement passif

en sortie car :

C=B'= [1 0 0O O] et (2.22) est satisfaite. De plus, selon le coir@lld.2, le systeme

est strictement passif en sortie quand les hypethés corrolairel sont satisfaites@t = B,

qui est le cas.

D’aprés les résultats obtenus, le systeme TPWLsydteme (3.13) considéré est stable et
passif et de ce fait, préserve les propriétéstaleiléé et de passivité du systéme original

considére, ce qui est confirmé (pour la stabilis) les résultats de simulations effectuées. En
effet, nous remarquons que pour une entrée boer@eéé échelon unitaire) nous obtenons

dans tous les cas une sortie bornée, qui est dmitidé générale de la stabilitgp, de plus,

A, est négative définie.

3.8 Discussion: Avantages et inconvénients

La méthode de réduction des systemes non linégirésentée dans ce mémoire
permet d’obtenir des modéles réduits précis degyess initialement complexes et de grandes
dimensions, comme nous avons pu le constater paéseltas de simulations effectuées.
Contrairement aux méthodes de réduction existaaliesconvient parfaitement aux systemes
non linéaires, et particulierement au défi que pokes MEMS quand d’autres échouent (voir
chapitrel). La théorie permettant d’étudier la #itabet la passivité des systemes réduits
obtenus, initialement développée dans [46], gagatdi préservation de caractéristiques

essentielles lors de la réduction, qui est 'ursele objectifs.

La précision des modeéles réduits obtenus par egipeoche est conditionnée par différents
éléments, notamment, le choix des bases de réduct&s points de linéarisation ou encore

des poids ou du choix de la trajectoire de fornmatio
Cependant, méme si les résultats obtenus sontuzoris| le temps d’élaboration des

modeles réduits est relativement élevé, et augntatgant que le systeme est complexe ou

d’ordre tres élevé. Aussi, les calculs sont assesels, notamment pour I'étape du choix des

114



Chapitre 3 Application de I'approche TPWIuxaMEMS

points de linéarisation et les calculs nécessairefanalyse de la stabilité (Matrice

Hessienne,...etc.).

En somme, 'approche TPWL assure de bonnes perfa@saen précision, fidélité de
reproduction du comportement original et préseovatile la stabilité et de la passivité.
Néanmoins, elle est contrainte par I'élaborationtdedes modéles réduits et les calculs

denses.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté dans ungeremips, une bréve introduction a
la micro technologie ainsi que les avantages, méoients et enjeux technologiques qui y
sont liés. Les MEMS et microsystemes sont en généraeas de systemes complexes dont les
modeles représentatifs sont de grandes dimendimege fait, dans un second temps, nous
avons choisi d'effectuer des tests de simulatidin, de valider I'approche de réduction des
multi linéarisations pondérées proposée au chapjtser les modeles de MEMS (micro ruban
et micro switch).

Les résultats obtenus sont assez concluants, idertlbien la théorie présentée au

chapitre2.
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Les systéemes non linéaires décrivent mathématigoeone large et importante classe
de dispositifs et de phénoménes dans toutes lexchma de I'ingénierie. Aussi, dans ce
mémoire nous avons étudié le probléme de construcke modéles d’ordre réduit pour des

systemes dynamiques non linéaires de grandes dionens

La principale motivation de ce choix, est le mandaenéthodes de réduction de I'ordre des
modeles (ROM) qui approchent adéquatement ce tgpgydtemes fortement non linéaires.
En effet, la majorité des techniques de ROM soséésa sur les développements polynomiaux
au tour d’'un seul point (état) du systéme donhéeece fait ne peuvent étre appliquées qu’a
des systemes faiblement non linéaires. Cela, matgreuisement, limite considérablement
I'objectif de I'application de ces méthodes. Egadain la plus part des stratégies de réduction
existantes, négligent le souci de colt et de coxitpleles calculs associés a I'extraction de
modeles d’ordre réduit. Car, contrairement au aasalre, la réduction d'un systéme non
linéaire n'implique pas toujours une réduction de8ts numériques associés a la résolution et
I'évaluation de ce dernier. Aussi pour finir, cémes des méthodes de ROM sont caractérisées
par un colt d’extraction élevé du modele réduitqueles élimine d’emblée d’étre utilisées

pour des systemes dynamiques de grande dimension.

Afin de pouvoir prendre en considération les sffitrtement non linéaires dans le
modele réduit, I'idée des multiples linéarisatioreaus a mené a proposer une stratégie de
réduction pour des systemes dynamiques non lirealoant le principe est de considérer une
combinaison pondérée de modeles linéaires corstwittour de points sélectionnés le long
de la trajectoire d’état du systéme non linéairigioal, a savoir I'approche des multi-
linearisations pondérées connue sous |'appelldfloajectory Piece-Wise Linear’ (TPWL),

et qui a pour objectif de :

- Proposer une approximation simple capable d’englthdes les non linéarités du
systeme en utilisant une combinaison pondérée dhsemble petit de modeles
linéarisés.

- Deévelopper des procédures pour générer des baspmojeetion d’ordre réduit,
exploitant les approches des sous espaces de Krylov

- Elaborer des algorithmes pour la sélection destpala linéarisation (au tour des
quels sont construits les modeles linéaires) et plesls nécessaires a la

pondération.
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Les propriétés de I'approche TPWL proposée aing gon applicabilité ont éte
discutées au chapitre 2. Aussi, des tests numérique été effectués afin de valider
'approche développée pour extraire des modeélesitseedpour un exemple de systeme
composé d’éléments fortement non linéaires et tpit au par avant considéré comme un
challenge pour les approches de réduction existahts exemples consistent en un systeme
de micro lignes de transmissiomi¢rostrip) dont on considere le circuit équivalent et un
micro interrupteur (micro switch). Ce type de sys8& a largement été utilisé par les
chercheurs pour tester les différentes méthod&Qid.

En effet, comme cela été rapporté au chapitreslimiedeles réduits générés par les méthodes
existantes, sont incapables de capturer les dffgment non linéaires de tels systemes. Les
tests numériques présentés au chapitre 3, montpemtl’'approche TPWL améliore les
résultats obtenus par rapport aux algorithmes dect®n basés sur les développements
polynomiaux au tour d'un seul point. En effet, lewdeles d’ordre réduit issus des
algorithmes TPWL sont caractérisés par de bonnderpgeances ainsi qu’'une complexité de
calculs inférieure, comparés au modele originajrdade dimension.

Un autre aspect de la ROM qui est également irapgrtout particulierement si le
modele réduit est utilisé pour remplacer un sostesye (dans des réseaux de systemes), est
la propriété de préservation de la stabilité efadeassivité. Au chapitre 2, nous avons discuté
de cette propriété, en se focalisant sur de simgeslitions qui garantissent la stabilité et
passivité des modeles réduits TPWL.

Afin de garantir également une correspondance démtneodele réduit et le systeme original
correspondant et d’en juger la qualité d'approxiomgt nous avons abordé le probléme
d’estimation de 'erreur a posteriori. Pour celagprocédure de calcul de bornes d’erreur a

été présentée.

En résumé, les résultats de simulation indiquert qtiliser un modeéle d’ordre réduit
TPWL réduit le temps de calcul et de simulationpetnécessite pas autant de ressources de
calculs que le systéeme original. Cela confirme dmestratégie des multi-linearisations
pondérées atteint I'objectif de la réduction destéaspes. Néanmoins, cette approche est assez

couteuse (en temps et calculs) comparée aux anéwdes de réduction

Par ailleurs, il est a noter que, durant les sitiaria d’extraction de modeles réduits

avec la TPWL pour I'exemple d’application donnégslmulation du systéme original entier
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afin d’obtenir la trajectoire de formation pose lggane, et cela, méme si une simulation
approchée peut étre utilisée. La préservation dgsrigtés de stabilité et de passivité dans le
cas ou les conditions de définition négative enmotonie négative ne sont pas vérifiées,
pose également probléeme, et il faudrait d’évendisedluggestions qui peuvent faire I'objet de

nouvelles investigations, voir méme de nouvelldsmesions de la TPWL telles que :

- Geénération de modéles en utilisant de multiplgedtaires de formation
- Optimisation du choix des points de linéarisation

- Généralisation de I'approche TPWL aux systemesedond ordre
Ce qui promet d’avantage de développement d’alymés de réduction basés sur le concept

des multi linéarisations pondérées pour I'approtiomsimplifiée et précise des systéemes

dynamiques non linéaires de grandes dimensions.
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