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Notations

NOTATIONS

R, R™*™ Respectivement, ensemble des réels et ensemble des matrices de dimensions m X n

a coefficients dans R.

s lavariable de laplace

IG(s)llo Norme H., d'une fonction de transfert G(s)
|G (s)]l, Norme H, d’une fonction de transfert G(s)
M" Transposée de M

|, Matrice identité de dimensionr

p (M) Rayon spectral de M .

o;(M) i*™ valeur singuliére de M.

g et ¢ Respectivement, valeur singuliere maximale et minimale.

S, et T, Respectivement, fonctions de sensibilité et de sensibilité complémentaire en sortie

S, € T,, Respectivement, fonctions de sensibilité et de sensibilité complémentaire en entrée

A|B

c 1D Matrice systéme associée & la matrice de transfert G(s) = C(sl - A* B+D..

F,(P,K) Transformation Linéaire Fractionnaire I nférieure.

W(s) Filtre de pondération.

LPV Systéme Linéaire a paramétres variants.
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Notations

LTI Systeme Linéaire invariant dans le temps.

SISO Systéme monovariable.

MIMO Systéeme multivariable.

LMI Inégalité matricielle linéaire.

BMI Inégalité matricielle bilinéaire.
NLMI Inégalité matricielle non linéaire
BRL Lemme borné réel.

ARE Equations Algébriques de Riccati
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Introduction générale

La synthése d'une loi de commande d'un systéme se fait sur un modéle qui est une

traduction mathématique d’ une réalité physique, établie dans le but de :
@ Transcrire le plus exactement possible la réalité observée du systeme.
@ Prédire le comportement du systeme vis-&vis des situations pas forcément connues.

La modélisation se fait en considérant le systéme comme : - boite noire, quand on n’a
aucune notion sur ce dernier. -boite blanche, quand on le connait parfaitement. - boite grise
quand le systéme est partiellement connu. A partir de 1a, on peut distinguer deux types de
modéle : Les modéeles de connaissances qui contiennent toutes les informations utiles sur le
processus étudié; et les modéles de représentations qui sont constitués d’ un ensemble de
relations mathématiques qui relient les différentes variables du processus.

La réalité dynamique d’'un processus ne peut ére qu’ imparfaitement traduite par des
relations mathématiques, ceci sousentend que le modéle d’un systeme est loin de représenter
sa réalité, d'ou les incertitudes. Lors de la modélisation, les incertitudes peuvent étre
volontaires (Parfois les modéles trés précis sont trés complexes, d' ou la nécessité de faire des
hypothéses de linéarisation, de la réduction de modéle, des approximations numériques, de
négliger des dynamiques...) ou involontaires, elles sont dus aux erreurs d identification des
parametres, aux erreurs de mesure, et aux perturbations externes.

Donc un modéle, aussi parfait soit il, n"est qu’une approximation de la réalité. Or la
commande recherchée doit assurer des performances, telles que stabilité, précision, rapidité,
atténuation des effets des perturbations et des bruits, . . ., pour le modéle ; mais surtout pour le
processus qu'il représente, c'est ainsi que s'introduit I'idée de robustesse qui est définie
comme la propriété qui traduit I’invariance d’ un comportement en présence des incertitudes.

La premiére question de I'analyse de la robustesse concerne la stabilité. L'analyse de la
robustesse en stabilité consiste a confirmer si le systéme demeure stable malgré les
incertitudes. On peut aussi souhaiter que le systéme maintient certaines performances.
L'analyse de la robustesse en performance nous informe si le systéme maintient les
performances prévues en présence des incertitudes.

Avant l'analyse de la robustesse, cest-adire I'étude des modifications du
comportement du systéme en présence des incertitudes, il convient de connaitre son
fonctionnement nominal. La premiére question est celle de la stabilité nominale, la seconde
est celle des performances nominales. Une étude de robustesse en stabilité et en performance
n'ade sens que si la stabilité nominale et les performances nominales sont assureées.

e
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Introduction générale

Les commandes qui garantissent la robustesse des systémes sont dites: Commandes
robustes. Ces commandes ont éé mises en cauvre, pour les objectifs suivants:
@ Suivre lesvariations de la consigne
@ Atténuer les effets des perturbations et bruit
@ Garantir la robustesse en stahilité et en performance
Parmi ces commandes ils y’a celles qui sont actives donc fournissent de I’ énergie, et
celle qui sont passives, dissipent ou stockent I'énergie. Les méthodes de synthése de
commande robuste les plus connues sont :

@ La méthode de synthése robuste QFT (Quantitative Feedback Theory) initialement
développée par le professeur Isaac Horowitz dans les années 1970. Cette approche
fréquentielle permet de prendre en compte I'incertitude portant sur le procédé par des
domaines d’ incertitudes fréguentiels nommeés « gabarits » et construits pour un ensemble
de fréquences sur le diagramme de Black-Nichols. Cette modélisation totalement
structurée de I’incertitude permet d’obtenir des commandes a la fois robustes et aussi
performantes que possible.

@ La méhode de synthese multi-objectifs qui permet de prendre en compte plusieurs
criteres de synthese (de type H., Hy) sans introduire de couplage artificiel entre les
contraintes, ceci est possible grace aux propriétés de la paramétrisation de Youla et
I’ utilisation de changements de variables numériquement bien posés. Ces propriétés
permettent de considérer les objectifs indépendamment les uns des autres en utilisant des
fonctions de Lyapunov différentes pour chagque critére

@ Lacommande prédictive, quant aelle, fait intervenir deux blocs de calcul : le prédicteur,
dont la structure est déterminée a partir du modéle du systéme a commander, effectue le
calcul de la prédiction de la sortie sur un horizon de prédiction, et I’optimiseur qui
détermine la commande de fagon a optimiser un critere de performance tout en tenant
compte des contraintes sur les signaux d’entrée/sortie. Le principe de la commande
prédictive robuste (RMPC) consiste a prendre en compte les incertitudes de modéle au
niveau de la synthese de la loi de commande, et ensuite introduit sous la forme d’'un
probleme d’optimisation min-max, visant & minimiser par rapport a la commande, le
maximum du critéere vis-avis de I'ensemble des modeles compatibles avec les
incertitudes paramétriques.

@ Lacommande H., est une commande optimale. Il sagit essentiellement d'une méthode
d'optimisation, qui prend en compte une définition mathématique des restrictions du
comportement attendu en boucle fermée. La commande H.. a pour principal avantage la

.
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Introduction générale

capacité dinclure dans un méme effort de synthétisation, les concepts liés a la
commande classique et ala commande robuste. le mot "optimal" est utilisé dans son sens
strictement mathématique car la commande H,, minimisera |'effet des entrées/sorties du
systeme. Le "infini" dans Hinfini signifie que ce type de commande est congu pour
imposer des restrictions de type minimax (minimiser la perte maximale possible) dans le
domaine fréquentiel. La norme H., d'un systéme dynamique est I'amplification maximale
que le systéeme peut exercer sur I'énergie du signal d'entrée. Dans le cas d'un systéme
MIMO, ceci équivaut a la valeur singuliere maximale du systeme, ce qui, dans le cas
SISO, setraduit par la valeur maximale de I'amplitude de sa réponse fréquentielle.

Notre travail porte sur la commande H., des systemes linéaires et non linéaires. Cette
commande est le résultat d’un grand nombre de travaux qui s attachérent a préciser la nature
mathématique du probléme de robustesse. L’intérét et I'importance de la commande H.. dans
le cadre de la commande des systemes linéaires, résident dans le fait qu’ elle repose avant tout
sur les idées classiques développées par Black, Bode et Horowitz. Et qu’ elle raméne tout les
problemes de robustesse sous une forme simple, appelé forme standard, regroupant toutes les
incertitudes possibles.

La question qui se pose, est ce que I’on peut formuler un probléme de commande non
linéaire en des termes semblables ou, de fagon plus directe, si I’on peut étendre I approche H.,
au contexte non linéaire.

Ce probleme n’a jamais éé réellement posé dans la littérature: Les articles se
rapportant a « La commande H.. non linéaire » s'intéressent au probléme de la minimisation
par bouclage du gain L, (La norme H,, non linéaire), sans réellement discuter I'intérét d' une
telle minimisation.

Notre travail consiste & développer des algorithmes d optimisation H,, dans le cas des
systémes linéaires et non linéaires, et les appliquées par simulation a des systémes non
linéaires afin de valider la robustesse de cette commande.

Ce mémoire S articule autour de quatre chapitres:

Le premier chapitre est consacré a I'étude de la commande robuste, en termes
d acquisition des outils de base, la représentation des incertitudes (Structurées et non
structurées) et des quatre axes de robustesse (voir stabilité et performance nominale et
stabilité et performance robuste).

Le deuxiéme chapitre consiste a présenter la théorie de la commande H.., des systemes
linéaires, voir le probleme H,, standard et sarésolution par la méthode basée sur les équations

.
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de Riccati. Dans ce chapitre deux applications seront effectuées, pour mettre en évidence la
robustesse d’une telle commande, I’une sur un modéle de pendule inverse, et I'autre sur un
systéme de machine synchrone a aimant permanent.

Le troisieme chapitre regroupe la recherche bibliographique sur la commande H., des
systemes non linéaires, en termes de choix de la méthode, ainsi que le contexte de son
application. Des simulations sur les deux systemes, étudiées dans le deuxieme chapitre, seront
effectuées en utilisant la méthode des approximations successives.

Le dernier chapitre présente les méthodes de résolution basées sur les inégalités
matricielles dans le cas linéaire et non linéaires. Ces méthodes sont appliquées aux exemples
précédents. Les résultats de simulation sont comparés et interprétés.

Ce mémoire est cl6turé par une conclusion générale sur ce qui a été fait et des
perspectives de continuation de ce travail.

K
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Chapitre 1 La commande robuste

Introduction

L’étude et la commande d’'un processus s effectuent a partir d’un modele. 1l existe
plusieurs types de modeles, principalement les modeles de connaissance d'une part et les
modeles de représentation d’ autre part.

Les modéles de connaissances sont des modéles qui mettent en cauvre les lois de la
physique, de la chimie, de la biologie, ... 1ls contiennent toutes les informations utiles sur le
processus étudié (boite blanche). Les variables d’un tel modele ont alors une interprétation
physique (pression, courant, température, force accélérations,...).

Les modéles de représentations, quant a eux ne permettent pas I’interprétation
physique des phénoménes étudiés. Ils sont congtitués d'un ensemble de relations
mathématiques qui relient les différentes variables du processus pris comme boite grise ou
boite noire.

|-1- Etat del’art

La robustesse est, depuis longtemps, reconnue comme une propriété fondamentale, et
c'est bien la recherche des systémes robustes qui a motivé I’ utilisation des boucles de contre
réaction. A cette fin furent développées a partir des années 30, des méthodes fréquentielles
dites «classiques». On peut citer les travaux de Black [Bla34], Nyquist [Nyg32], Bode
[Bod45], qui permettent, grace notamment aux notions de marges de gain et de phase, de
quantifier la robustesse d’ un systéme monovariable.

Historiguement, |’approche entrée/sortie fit développée durant les années 60, par
Sandberg et Zames [SanZam 66], et se révéla fructueuse puisqu’elle conduit au célébre
théoreme du faible gain et ses nombreux corollaires. Au méme temps, I'utilisation de la
norme H, a des fins de performance, est apparue avec la théorie de la commande linéaire
Quadratique (LQ) et la théorie de la commande linéaire Quadratique Gaussienne (LQG). La
Commande linéaire quadratique est une commande optimale par retour d'état au sens de la
minimisation d'un critére quadratique, elle est calculée sur un modéle non bruité. La
commande linéaire Quadratique Gaussienne (LQG) quant a elle est adaptée lorsque I’ état du
systéme n'est pas entiérement mesurable ou que les mesures sont affectées par le bruit. La
commande LQG réunit un contréleur LQ (Linear Quadratic) et un estimateur de Kalman.

Lathéorie de la robustesse des systémes linéaires stationnaires est évoquée par Zames
en 1966 [Zam66], “ One of the broader implications of the theory here concerns the use of
functional analysis for the study of poorly defined systems. It seems possible, from only coarse

.
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Chapitre 1 La commande robuste

information about a system, and perhaps even without knowing details of internal structure,
to make useful assessments of quantitative behavior.” (cité par Safonov [Saf80]). Mais il
faudra attendre la fin des années 70 et le début des années 80 pour que cette idée soit
véritablement exploitée [Saf80]. L’accent est alors mis sur I’analyse de la robustesse des
systémes linéaires stationnaires multivariables [Zam81] [Doy81] [Saf81] donnant naissance a
la p-analyse [Doy82]. Ce qui est remarquable, c'est qu'au-dela de la formulation des
spécifications de robustesse, ce cadre propose aussi une formalisation pertinente des
spécifications de performance proposée par Zames [Zam81], formalisation respectant les
concepts de base de I’ automatique fréquentielles classique.

Devant le succes a la fois sur les aspects théoriques et pratiques de la commande
robuste, une extension aux systemes non linéaires a éé proposée [Fro95] [Fro 99] [Fro 01].
La démarche adoptée est tres similaire a celle de la commande robuste linéaire.

La vé&rification de la robustesse d’un systéme commandé présente de hombreuses
difficultés. La premiére est liée a la modélisation mathématique du processus physique. En
effet, la robustesse d’une loi de commande ne peut ére garantie que sous | hypothése de
I appartenance effective du processus réel a I’ensemble des modéles mathématiques choisie
pour le présenter. Par ailleurs, I'idée selon laguelle on peut représenter le systéme réel, de
fagon parfaite, par un unique opérateur, est bien évidemment illusoire [Doy 81]. Ces
considérations menent a introduire la notion de famille de modéles. La description
mathématique de telles familles de modéles a donné lieu a de nombreux travaux qui précisent
la nature mathématique du probleme de la robustesse ([Saf 80], [Doy 81], [Zam 81]).

Voici quelques contributions qui semblent avoir tout particulierement influencé
I’ approche actuelle du probléme de la robustesse des systémes linéaires.

Dans [DoSt81], Doyle et Stein généralisent au contexte multivariable les travaux de
Bode ([BOD 45]) et Horowitz, atravers I'introduction de la notion d’ incertitudes non
structurées de modeéle, et I’ utilisation des valeurs singulieres. Le probleme de stabilité
est étudié a I’ aide du critere de Nyquist multivariable [Do79]. Ceci conduit & vérifier
la non singularité d’'une infinité de matrices complexes. Doyle et Stein posent le
probleme de la synthese de correcteurs robuste e performant en termes de
recouvrement de transfert souhaités a priori.

Dans[Zam 81], Zames S intéresse au probléme de la synthése de correcteurs robustes
et performants. Les incertitudes de modéle sont maintenant représentées par une

.
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norme induite pondérée. La robustesse du systéme est prouvée al’ aide du théoréme du

faible gain. Par ailleurs, il montre que les objectifs de désensibilisation peuvent étre

traités, eux aussi, en termes de norme induite pondérée.

Doyle ([Doy82]) e Safonov ([Saf82]), de facon paralléle, généralisent et

systématisent la description des incertitudes de modéle non structurées. Ils introduisent

les valeurs singuliéres structurées (U analyse).
Ces travaux et bien d'autres permirent de préciser la nature mathématique du probléme de
robustesse et mirent en lumiére I’'importance de I’ approche entrée/ sortie et le réle central joué
par les normes induites pondérées. En effet, les normes induites fournissent des outils
permettant non seulement de prendre en compte le probléme de la robustesse mais aussi de
traiter le probleme de la stabilité.

Les commandes robustes ont pour objectifs de suivre les variations de la consigne, de
rejeter les perturbations et le bruit, et de garantir des marges de robustesse. Quelque unes des
méthodes de commande robuste font la synthése a partir d’un modéle nominal du systéme sur
la base de critéres de stabilité et de performance, par contre il y a des méthodes qui prennent
en compte dans la synthése des critéres explicites de robustesse vis a vis des incertitudes.

Plusieurs méthodes de commande robuste existent dans la littérature, nous citons :
» Commande LQG/LTR (Linéaire Quadratique Gaussienne avec recouvrement de transfert de
boucle)
» Commande prédictive (GPC, MPC)
» Approche QFT (Quantitative Feedback Theory)
* Placement de pole robuste
» Commande CRONE (Commande Robuste d’ Ordre Non Entier)
» Commande H..

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

Chapitre 1 La commande robuste

|-2- Principe de la commande robuste

Bruits Perturbations
- )
\- 'L,;:.f.;, Partosbatioms
\“x i Bruits
= -

- : Entrees
Blodelization

__.-'1____-"'" - Sipieaus conboles

Comrmreardes; “u

Figurel.l: Modédisation d' un systeme réel

En réalité, le modele d'un systéme n’'est qu’ une approximation de ce dernier voir la
figure de ci-dessus. En effet, passer d’un systéme réel a un modéle de connaissance ou de
représentation suppose de négliger certaines lois, et certaines principes internes au systeme.

Le probléme de commande robuste consiste a concevoir un correcteur K qui garantie
des propriétés de robustesse et de stabilité a un systeme G. La théorie de commande robuste
repose, le plus souvent, sur la structure a contre réaction ; comme le montre I’ asservissement

suivant.

igne Erreur Commande u Sorties
Con&’@_’ Correcteur K Systeme G >

M %ureT

A

Capteur

Figurel.2 : Schéma bloc d’un probléme de commande robuste

Suivant la forme du systeme G (avec ou sans les incertitudes «voir la figure ci-
dessous »), deux problemes de commande peuvent se poser :
@ Probleme nominal : (sans incertitudes)

@ Problemeréel : (avec les incertitudes)

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 1 La commande robuste
Abdtrait Realité _
Perturbation
a
./‘ bruit
Entrées Modéle Sorties Entrées Modéle Mesures
» Mathématique —> ™ mathématiquet —>
incertitudes
Systeme réel

Systeme nominal

Figurel.3: Systéme nominal et systéme réel

[.2.1. Asservissement nominal

Le probléme nominal consiste a trouver un contréleur K qui garantie la stabilité et

certaines performances au systeme nominal, tout en ignorant les incertitudes.

Commande u

»

i Erreur
Cowe»@—r Correcteur K

M%ureT

Sorties

Modéle nominal

Figurel.4 : schémabloc d’ un asservissement nominal

|.2.1.1.L es obj ectifs nominaux

La premiére propriété a assurer au modele nominal, est la stabilité nominale.

[.2.1.1.1. Stabilité nominale

La stabilité est une exigence critique dans la conception d’un asservissement. On

trouve dans [Rey 98], la définition suivante de la stabilité.

Aptitude d’'un éément quantifié a retrouver une valeur donnée lorsgu’il en est

accidentellement écarté.

o
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Deux facons de comprendre la stabilité se regroupent dans cette définition. La
premiére est celle qui S'intéresse a la convergence de I’ état du systeme (élément quantifié)
vers des points d'équilibre (une valeur donnée), elle est appelée la stabilité au sens de
Lyapunov. La seconde fagcon de comprendre la stabilité, est de placer le systéme dans son
environnement (accidentellement écarté), on définit alors la stabilité externe au sens
entrée/sortie:

Un systeme est stable au sens entrée/sortie s la sortie du systeme en réponse a une
entrée d énergiefinie, est elle méme a énergiefinie.

Dans cette optique, de nombreux travaux ont été effectués,[Dosoer 75], [Kailath 80]
et [Vidyasagar 78].
Lastabilité interne, par contre, se définit par :

Un systéme interconnecté est stable de maniere interne si tout signal borné injecté en
n’importe quel point de la boucle génere une réponse bornée en tout autre point.

La stabilité des systéemes interconnectés est une notion importante en automatique. Les
travaux de [Zam66], [Desoer 75] ou plus récemment [Goh 95] et [Iwasaki 98] en témoignent.
En plus toutes ces notions sont cohérentes entre elles. [Vidyasagar 78] et [Kailath 80] ont
fait le lien entre la stabilité au sens de Lyapunov et la stabilité entrée/sortie.

La stabilité simple signifie que si I’ é&at est dans un certain voisinage de I’ équilibre, il
demeure par la suite dans le voisinage de I’ équilibre. La stabilité asymptotique indique que si
I’ état est dans un certain voisinage de I’ équilibre alors il converge vers I’ équilibre. La stabilité
asymptotique globale signifie qu’'a partir de n’importe quelle condition initiale sur I’ état, le
systéme rejoint nécessairement |’ équilibre.

Nous nos intéresserons a la stabilité asymptotique du systéme, puisque un systeme
simplement stable est a la limite de I’ instabilité, propriétés inverse de la stabilité qui implique

que I’ état s éloigne de I’ équilibre.

Plusieurs théoremes ont été développés pour I’ étude de la stabilité. Le théoreme du
faible gain, proposé au milieu des années 60 dans [Zam66], [Wil69], [DoGlo] et [Des79],
permet de verifier la stabilité interne du systeme bouclé.

o
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@ Théoreme du faible gain

Soit G(s) lafonction de transfert du systeme et K (s) celle du correcteur aors, s tous
les pbles deK (s) et G(s)sont a partie réelle négative, le systeme bouclé de transmittance en

boucle ouverte Q(s) = G(s) K(s) est stable de maniere interne si
[Q, P10 " wi As (Q(jw) p1 (-1)

ou [Q], est lanorme » de Q(s) et s (Q(jw)) est laplus grande valeur singuliére.

Le probleme de stabilité est résolu aussi al’ aide du critére de Nyquist multivariable [Do79].

@ Criterede Nyquist multivariable:

Le systéme de transmittance en boucle ouverte Q(s)est stable si et seulement si
I'image du contour de Nyquist par la transformeé det(l, +Q(s)) entour I’origine dans le sens

trigonométrique un nombre de fois égal au nombre de pbles de Q(s) a partie réelle positive.

Etant les modéles linéaires a temps invariants (LTI) sont des objets mathématiques
simple a utilisés ; nous nous limitons dans ce mémoire a |’ é&ude des systémes écrient sous la

formeLTI.

1.2.1.1.2. Performances nominales

En plus de la stabilité, la commande doit assurer des propriétés de précision et
de rapidité pour le systeme nominal. Un asservissement est performant s'il réagit rapidement,
rejette les perturbations et suit avec précision la consigne. En plus de toutes ces exigences il
faut se soucier de la limitation de I'énergie de commande, pour éviter la fatigue des

actionneurs.
@ Réponsestemporelles

La stabilité impose aux systémes de converger vers un équilibre, et les performances
temporelles sont étudiées dans le régime transitoire, qui caractérise la facon dont évolue le
systeme entre les conditions initiales et I’ équilibre.

o
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Le régime transitoire des systémes LTI est caractérisé entre autre, par des poles. Une
fagon de spécifier le comportement temporel est localiser les pbles dans le plan complexe et
ainsi donner des indications sur les oscillations, la rapidité, I’amortissement ...Les premiers
travaux sur ces problémes remontent a la fin des années 1960 [K alman 69a], [L ancaster 69)],
[Gutman 79], [Gutman 81], [Furuta 98], [Haddad 92] et [Bachelier 98].

@ Reet desperturbations

Le systéme soumis a son environnement doit pouvoir sacquitter de la téche
demandée, du moins & une certaine tolérance prés. L’ action de I’ environnement est modélisée
sous forme de signaux perturbateurs w, leur influence sur le systéme est évaluée sur des
signaux de sortie z al’ aide des normes H; et H...

La norme H, d'un transfert w, ® z, est une mesure précise de la puissance du signal
de sortie z, pour un bruit blanc unitaire w,en entrée. Il s'agit d'un critére qui mesure la

performance d’ atténuation de la puissance des perturbations.

Définition1

Pour un systeme LTI certain, dont le transfert w, ® z, est décrit par la matrice de

transfert T, :
! X(t) - AX(t)+ BZWZ(t) Tz(s) = C2(5| B A)_le +D,, (1-2)
t Zz(t) = sz(t)"' D22W2(t)
x(t) est le vecteur d état
la norme H, d’un systeme stable est définie par :
1 - .
G :||T2(s)||2 = \/EQ‘trace[Tz (jW)TZ(jW)]dW (1-3)

Un autre critere permet d évaluer le rejet de perturbation est de considérer la norme
H... Pour un systéme LTI certain stable, la norme H.. d'un transfert w, ® z, indique la plus
grande amplification sur toutes les fréguences pour une entrée sinusoidale. Le colt H.,
caractérise la plus grande puissance qui est susceptible d’'étre transmise par le systéme pour

n’importe quel signal d’entrée.

B
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Définition2
Pour un systeme LTI certain dont le transfert w, ® z est décrit par la matrice de

transfert T, :
L)=m)Bul)  1(9=cs - A)'B+D, ”
1 Zi(t) = Clx(t)+ D11W1(t)
x(t) est le vecteur d état
Lanorme H., d’'un systéeme stable est définie par :
G = ||T1(SX|¥ = S‘\;vas male(jW) (1-5)

ou s . est lavaleur singuliére structurée maximale.

De nombreux travaux portent sur les criteres de performance H;, et H.,, en particulier
[Lublin 96] et [Paganini 99].

Définissant les fonctions de sensibilités suivantes qui hous permettent de quantifier les

performances nominales

@ Fonction de sensibilité

Considérons I’ asservissement de la figure 1.5.

(p" Q) q p) d(a” 1)
r(q” 1)+ e K@ |UP D] Gy | y(q" 1)
\ +
P+ w(q' 1)

Figurel.5: Schéma bloc d'un systéme bouclé perturbé

r est la consigne, u est lacommande, d est la perturbation, y est la sortie, w est le bruit, € est
I’écart d'asservissement, G(s) est la fonction de transfert du systeme et K(s) celle du

correcteur.

-
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a) Fonction de sensibilité en sortie

Soit la matrice de sensibilité en sortie Sy =(Iq+GK)™* (1-6)
et la matrice de sensibilité complémentaire Ty = (Ig+GK) *GK (1-7)
avec Sy+Ty=1Iq (1-8)
alors y=Tyr+Syd-Tyw (1-9)
e=Sr-Sd+Tyw (1-10)
u=K Sy(r-d-w) (1-11)

D’ou I'interprétation suivante des fonctions de sensibilité :

Sy : - représente I'influence des perturbations sur la sortie et I erreur.

- représente le transfert entre laréférence et I erreur.

Ty :- représente I’ influence des bruits de mesures sur la sortie et I erreur.

- représente le transfert entre laréférence et la sortie.

L es performances nominales que doit satisfaire le controleur K (s) sont alors:

- Avoir Sy leplusfaible possible.

- AvoirTy leplusfaible possible.
D'aprés la relation Sy+Ty=Iq : ceci conduit & un compromis. Mais puisque les
perturbations et la consigne sont, en générale, des signaux de basses fréquences, et le bruit de
mesure est un signal de haute fréguence, on peut donc se contenté d’avoir Sy faible en basse
fréquence et Ty faible en haute fréguence.

Le méme résonnement pour le cas de sensibilité en entrée.
b) Fonctionsde sensibilité en entrée

Le produit matriciel n'éant pas commutatif, on peut, en permutant G et K dans les
expressions ci-dessus, définir deux autres fonctions de sensibilité.

U=(Ip+KG)* fonction de sensibilité en entrée. (1-12)

Tu=(Ip+KG)*KG  fonction de sensibilité complémentaire. (1-13)

.
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Ces deux fonctions vérifient également Su+Tu = Ip (1-14)

On peut par dualité donner & Quet Tu une interprétation comparable a celle de Syet Ty. En

effet, le schémade lafigure 1 est équivalent a celui de la figure suivante, en posant :
w=Gwt¢ d=Gdt r=Grt¢et y=G y¢

dd
AN G K [U—
A +
+ + \Nq

Figurel.6 : Schémabloc d’'un systeme bouclé perturbé

Les atténuations souhaitées pour les fonctions de sensibilités sont exprimées au moyen des
fonctions de pondération ajoutées au modéle du systeme.

L’ approche par loop-shaping [MCF], [ALA] consiste a régler, avant le calcul du
correcteur, les performances en modelant la boucle ouverte, par I'gjout des fonctions de

pondération, suivant les principes de I’ automatique classique.
@ Loop-shaping

La minimisation de I'erreur statique et le rejet des perturbations dans le systeme
demandent a la matrice de transfert en boucle ouverte un gain élevé en basses fréquences (les
entrées et les perturbations sont des signaux lentement variables dans le temps, donc de basses
fréquences). Par contre |'atténuation des bruits dans la chaine impose un gain élevé de la
matrice de transfert en boucle ouverte en hautes fréguences (les bruits sont généralement des
signaux de hautes fréquences).

Partant de ces principes, nous définissons les trois matrices de pondération suivantes :

U une matrice W, (s) tel que W;(s) = w,(s)I,, ol w;(s) est une fonction de transfert
scalaire du type passe-bas avec un gain élevé en basses frégquences

U une matrice W, (s) tel que W,(s) = w,(s)I,,, ou w,(s) est une fonction de transfert
scalaire du type passe-haut avec un gain élevé en hautes fréguences, choisie en accord

avec la norme des incertitudes additives.

.
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0 Une matrice W3 (s) tel que W5(s) = w3 (s)I,, ol w;(s) est une fonction de transfert
scalaire du type passe-haut avec un gain élevé en hautes fréguences, choisie en accord
avec la norme des incertitudes multiplicatives.

Lesfonctionsw, (s), w,(s) et w;(s) sont dites fonctions de pondération.

Lestrois objectifs précédents se traduisent alors par les trois inégalités suivantes :

a [wsll, <1eveer &(s,(w) < g (1.15)
0 [woks,||, <1eveer &(KGw)s, (o))< oo (1.16)
0 [wnll, <1eveer &(T(w) <o (1.17)

@ Interprétation desfonctions de sensibilité

* Atténuation des perturbations en sortie : Atténuer les perturbations en sortie revient a
minimiser la fonction de sensibilité Sy, ceci revient a choisir sa norme o la plus faible
possible.

* Poursuite du signal de référence : La poursuite idéale de laréférence par la sortie signifie

gque E(Sy) est minimale. Cette condition rejoint celle du rejet des perturbations en sortie.
* Rejet des bruits de mesure : Pour réduire I’ effet des bruits de mesure, il faut choisir la valeur

singuliére &(T;,) laplus faible possible.
|.2.2. Asservissement reel

Le probléme réel de la commande robuste consiste a trouver un contrleur K qui
garantie la stabilité et certaines performances au systéme nominal additionné aux incertitudes.

Sortie

i Erreur Commande u N ;
Con_ﬂsgne: )—> Correcteur K > Mode_le nor_nmal
+ les incertitudes

M%ureT

A

Capteur

Figurel.7 : schémabloc d’un asservissement réel

.
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La réalité physique des processus n'est pas complétement perceptible par
I’ observateur, d’ou les modeles incertains (systéme réel) qui permettent de prendre en compte
la méconnaissance des parametres régissant les dynamiques internes, par des lois
mathématiques d appartenance a des ensembles, et c'est visavis de ces ensembles
d’incertitudes que la robustesse est mesurée.

Lors de la modélisation, les sources d'incertitudes sont: les approximations
numériques, les erreurs d’identification des parametres, les diverses hypotheses de
linéarisation, laréduction de modele, les dynamiques négligées et les erreurs de mesure. ..

Toutes les incertitudes sont regroupées dans la fonction D qui est soit paramétrique
(nommées Incertitudes structurées), soit non paramétrique (appelé Incertitudes non
structurées). Dans le premier cas, I'incertitude, le plus souvent réel, modélise la
méconnaissance des valeurs numériques du modele. Dans le second cas, I’incertitude ne vient
pas des paramétres du systéme mais des dynamiques négligées ou des effets de la
linéarisation.

|.2.2.1. Représentation desincertitudes

a) Incertitudes non structurées: Dans ce cas I’ erreur est caractérisée globalement par
une matrice de transfert, sans préuger de la fagon dont les différentes sources d erreurs
interviennent dans le modéle. Cette incertitude peut étre représentée sous différentes formes a
partir de la matrice de transfert du modele nominal.

La représentation des incertitudes non structurées refléte notre connaissance des
phénomenes physiques qui les causent et notre capacité a les représenter sous forme simple et
facile a manipuler. Le tableau suivant regroupe les incertitudes les plus courantes [Doyle 81],

[Doyle 82a].
Type Systeme Structure Naturede
I"erreur
Forme A Incertitudes
additive | &(s)=6(s)+ Da(s) S paramétriques
+ K(s i G(s) Aéj:_;
| * S
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Forme Actionneurs
multiplicative | G(s)= 6(s)+6(s) De(s) incertains
directeen | =G0+ 0cls) "?—v K
entrée
Forme Capteurs
multiplicative | &(s)=c(s)+bs(s)o(s)|  + incertains
directeen | =la+oss)e() %(%—' K(s
sortie
Forme _ ﬂ Actionneurs
multiplicative | gg-ggip+o,(g* 0 A‘ incertains
inverseen B (o B ')__0 G(s)
entrée ? + ...... S A— j
Forme R TR n Capteurs
multiplicative | &)-ra+oi(1's6)| g D'S(S)—i incertains
inverseen "_?*Elb G(s) | E
sortie — + ________ q

Nous considérons G(s) comme la fonction de transfert du systéme nominal et K(s) celle
du correcteur. A représente les incertitudes, et G(s) représente la fonction de transfert du

systéme réel incertain.

@ Les incertitudes additives: représentent, en générale, des incertitudes absolues par
rapport au modele nominal. Cette représentation est souvent utilisée pour modélisée des
dynamiques ou des non linéarités négligées [Duc 93], [Doy 90].

@ Lesincertitudes multiplicatives : permettent de définir les écarts en terme de variation
par rapport au modele nominal. Elles peuvent étre introduites sous forme multiplicative en
entrée ou en sortie. Elles peuvent étre prises en considération sous forme directe ou inverse.

s
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Les formes multiplicatives en entrée sont généralement utilisées pour prendre en compte les
erreurs de modélisation des actionneurs. Par contre, les incertitudes multiplicatives en sortie

modélisent généralement les défauts des capteurs de mesure [Duc 93], [Doy 90].

b) Incertitudesstructurées
Contrairement aux incertitudes non structurées, confinées toutes dans un seul bloc, les
incertitudes structurées permettent de tenir compte de chaque type d’ incertitude, paramétrique
ou autre, aux différents points de notre systéeme.
Le schéma général des incertitudes structurées représente un cas particulier du schéma
général des incertitudes non structurées, dans lequel la matrice traduisant les incertitudes a

une structure bloc diagonal.

éDL 0 L Ou
€0 D2 o ol
D=6 u (1.18)
€0 0 O u
é 1
g0 0 L Dqj D
| D) | A
D(s) |4 5 — )
Vg, :
Vv z vl i Da(s) "—E‘}Zq
| M(s) > M(s) —
a)lncertitudes non structurées b) Incertitudes structurées

Figurel.8: représentation des incertitudes

Avec le systeme réel, il ya pas question des objectifs nominaux, mais des objectifs
robustes.

1.2.2.2. Les objectifsrobustes

Le contrOleur doit assurer la stabilité et des performances pas pour le modéle

uniguement, mais aussi pour le systeme réel qu'’il représente (avec les incertitudes).

N
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[.2.2.2.1. Stabilité robuste

A la différence des systemes certains, les systémes incertains, en général, sont définis

par une loi dynamigue x(t) = f (x(t),D(t)), (ot x(t)est le vecteur d état, et D(t) représente les
incertitudes) et leur stabilité est conditionnée par la stabilité des incertitudes.

Un systéme est robustement stable s pour chaque incertitudeD(t), le systéme

x(t) = f (x(t), D{t)) est stable.
L’ étude de la stabilité robuste peut se faire par plusieurs Approches:
@ Approche algébrique

Cette approche principalement fondée sur les travaux de K haritonov [K haritonov 78],
envisage la stabilité par I’ éude des polyndbmes caractéristiques des systemes. Elle éend les
critéres de Routh_Hurwitz au cas de polynémes incertains. Dans cette approche, les systémes
sont modeélisés par les polyndmes du numérateur et dénominateur des fonctions de transfert.

Les difficultés freinant I'applicabilité des méthodes de |'approche algébrique sont
principalement liées a ce que les coefficients du polyndme caractéristique sont couplés entre
eux. L’ approche algébrique prend difficilement en compte le couplage des coefficients quand
ils dépendent des mémes parameétres incertains et quand ils sont couplés par les coefficients
du modéle d’un éventuel correcteur.

@ Approchetemporelle

La stabilité dans cette approche est étudiée sur la base de la théorie de Lyapunov. Le
probléme exact de stabilité robuste revient a chercher une matrice de Lyapunov « P » qui
vérifie pour le systéeme x = A(A) x + B u; I'inégalité suivante :

x| A" (D)P(D)+ P(D)A(D)jx<0, "x* 0 (1.19)
ou x est le vecteur d'état et u le vecteur de commande.

Une condition suffisante est la recherche d’'une fonction de Lyapunov unique pour
toutes les incertitudes tel que :

x'|AT(D)P+P A(D)lx<0, "x0 (1.20)

.
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Ce probleme est connu dans la littérature sous I’ appellation stabilité quadratique.
La stabilité quadratique est une condition suffisante de la stabilité robuste

La stabilité quadratiqgue donnée dans [Hollot 80], a été la base de trés nombreux
travaux, comme les résultats importants en stabilisation de, [Bernussou 89], [K hagonekar
90], [Haddad 91], [Geromel 91], [Garcia 95a], [El Ghaoui 96b], [Shim 96b] et [Peaucelle
97]. Saplace dans la littérature tient a ce que cette condition soit une condition suffisante de
la stabilité robuste pour tout type d’ incertitudes. L e pessimisme de la stabilité quadratique vis-
&vis du probleme de sabilité robuste dans le cas d'incertitudes constantes reste
problématique, méme si pour un nombre non négligeable de problémes, I'approche est
concluante. Les applications dans [Garcia 97], [Magni 97] &t [El Ghaoui 00] en témoignent.

Pour aler au-dela du pessimisme de la stabilité quadratique est apparue les FLDP
(Fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres), ces FLDP sont des fonctions quadratique
dont la matrice P(D) dépend des paramétres. L’utilisation de FLDP est récente dans la

littérature ou I’on peut trouver les références [Feron 96], [Fu 99], [Fu 00], [Gahinet 96],
[Helmerson 99], [Iwasaki 99], [Peaucelle 00b] et [Arzelier 00b].

@ Approchefréquentielle

Cette approche repose sur une représentation fréquentielle des incertitudes. Les
premiéres études marquantes portent sur la synthése LQG/LTR (Linear quadrique gaussian/
Loop transfert Recovery ). Elles se basent sur la constatation que I’ étape d’ estimation de I’ état
nécessaire aux régulateurs LQG, peut rendre peu robuste la boucle fermée. Sur ce theme, on
peut citer lestravaux de [Doyle 81], [L ehtomaki 81] et [K azerooni 86].

Dans le domaine fréquentiel, les modeles incertains peuvent étre de type additif ou
multiplicatif. Une forme plus générale est maintenant adoptée [Zhou 96], c'est laforme LTI
de lafigure suivante

B
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—] Dl |
G(S) <

Figurel.9: représentation d'un systeme incertain

Sur la base de cette modélisation, les travaux de [Zames 81] sont a I’ origine de la
commande H., qui suppose que I’ opérateur D(s) non structuré complexe et borné (au sens de

la norme H.,). Cette commande H., fera |’ objet des prochains chapitres.
1.2.2.2.2. Performances Robustes

Dans le cadre de la modélisation incertaine, les performances du systeme sont valides
dans la mesure ou I’ ensemble des réalisations incertaines satisfont simultanément les mémes
performances. On dit qu'un systéme incertain satisfait une performance robuste si et
seulement si I'ensemble des systémes LTI qui le constituent satisfont cette méme
performance.

Chague incertitude admissible définit un transfert w. ® z noté T (D,s). Le colt H.,

de ce transfert dépend nécessairement de I’ incertitude :

G |T(Ds), (1.22)

Fixer un objectif de performance robuste pour un systéme incertain revient a imposer
une borne supérieure a I’ ensemble des colts G (D) . Cette spécification permet de garantir une

borne maximum sur toutes les incertitudes de I’amplification des perturbations, en termes de
colt H..

Les différentes méthodes pour résoudre ce probléme ce comparent entre elles suivant
que le colt est minimum. La problématique des performances de colt robuste est aors
d’ approcher au mieux le co(t dans la pire des cas.

La fonction de sensibilité Sy définie précédemment, traduit parfaitement les

performances, puisgu’ elle représente le transfert entre la référence et I'erreur, et intervient

=
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également dans le transfert entre la perturbation et I’ erreur. On peut donc imposer un gabarit a

cette fonction, si elle peut s écrire comme suit :

1
W1 (jw)l

Vo,5 (S,(jw)) < = [mGo)s,|| <1 (1.22)

Avec le méme résonnement, la condition de robustesse en performance s’ écrit donc :
Wi, <1 avec 5, =(1+GK)" (1.23)

G(s) estlafonction detransfert du systéme réel (avec les incertitudes).
Conclusion

Dans le cadre d’une meilleure approche dans la conception d’ une commande robuste,
ce chapitre nous a permis de définir les notions relatives a la robustesse et aux incertitudes,
ainsi que les principales directions de la robustesse d’'un systeme bouclé, voir stabilité
nominale, performance nominale, robustesse en performance et robustesse en stabilite.

Ce qui nous renvoie atrouver une commande robuste adéquate qui tiendrait compte de
larobustesse ainsi que les performances désirées en boucle fermée.

L’une des meilleures commandes robustes, qui est née d’essais de prise en compte a
priori d’ objectifs de robustesse lors d’ une synthese, est lacommande H., qui fera |’ objectif des

chapitres suivants.
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Chapitre 2 Commande H., des systémes linéaires

Introduction

Les années quatre-vingt ont é&é marquées par I’ émergence de la notion de robustesse
dans de multiples domaines tels que la synthese et I'analyse de lois de commande. De
nouvelles méthodes de commande sont ainsi apparues, et en particulier la commande H.,
initiée par Zames [Zam8l] et développée entre autre par Doyle, Glover, Khargonekar et
Francis [ DoGIKhFr89], qui proposent une méthode désormais classique de résolution du
probléme en variables d’ état.

Si I'on peut considérer dans un premier temps la commande H, comme une
procédure de stabilisation robuste face a une perturbation non structurée de modele, on peut
également, dans un deuxiéme temps, la considérer plutét comme une méthode permettant de
modeler les matrices de transfert de la boucle fermé et d’intégrer ainsi différents objectifs de
performance et de robustesse dans la procédure de synthese du correcteur.

Face a la commande H.. standard, se développa également la commande H. par
facteurs premiers [GIM cF89, M cF192], qui reprend I'idée de Doyle et Stein [DoSt81] de
modeler les valeurs singulieres de la boucle ouverte (« Loop shaping ») et y associe une
procédure de sabilisation robuste face a des perturbations sur les facteurs premiers du
processus.

Dans ce chapitre, nous étudierons les notions générales sur la commande H., linéaire,
et sa résolution. Puis nous appliquerons cette commande a deux systémes. Le premier et le
pendule inverse. Le second est la machine synchrone a aimant permanent. Ces deux

correcteurs seront calculés moyennant la méthode basée sur les éguations de Riccati.
I1.1. Principe de la commande H.,

Le probleme H., consiste a concevoir un correcteur K donné par (I1.1) assurant la
stabilité asymptotique du systeme bouclé ainsi qu’ un certain taux d’atténuation de I’ influence
des entrées exogenes sur les sorties du systéme.

K- {xc = Agx. + By

W= Coy (I1-1)

x. est le vecteur d' éat du correcteur, y représente le vecteur sortie du systeme a

commandé et u le vecteur de commande.

B
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Les entrées sont constituées des signaux de consignes et éventuellement des

perturbations liées a I’ environnement du systeme, comme le montre la figure suivante :

Perturbation

/
r K | G |
4 h + .
Consigne Commande /Brwt
+

Figurell.l: asservissement en boucle fermée

[1.2. Probléeme standard

Afin d’apporter une facilité méthodologique a la résolution des problémes H.,, une
représentation connue sous la dénomination « forme standard » a éé introduite, elle est
donnée par lafigurell.2.

La notion de probleme standard représenté par la figure I1.2, consiste a chercher un correcteur
qui permet de borner ou de minimiser lanorme H., (voir I'annexe A) de la matrice de transfert

P(s) qui modélise les interactions dynamiques entre les deux ensemblesd entrées w et u et

les deux ensembles de sorties e et y .

P(s) |

K(s)

Figurell.2: Probléme H,, standard

-W : représente les entrées extérieurs, telles que les signaux de référence, les perturbations et
les bruits

- U : représente les commandes élaborées par le correcteur K (s)

-e : représente le vecteur des erreurs que I'on veut maintenir a 0, ou du moins minimiser (l1

est choisie pour caractériser le bon fonctionnement de I’ asservissement).

=)
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-y : représente les mesures disponibles pour éaborer lacommande.

La matrice de transfert P(s) peut étre partitionnée comme suit :

/e\ 7, AY éP S P S l\J/ AY
g E: P(S)gNE:é 1 (8) Pa( )QgNE (1-2)
&y gug épu(s) Pu(9)peug

donc
e=B,w+B,u
11 12 (I |_3)
y=P,w+k,u
avecu=Ky
En éliminant uet y de ces éguations, nous obtenons :
&s) = (R, + R, K (I - P, K) ' By) W(s) (11-4)
Si nous considérons  F,(P,K)=P,+PR, K(I - P, K)'P, (11-5)
aors,
&(s) = F,(P, K) w(s) (11-6)

F, (P, K) est une transformation linéaire fractionnaire de P(s) et K(s) [SP96], c'est adire une

fonction K dont les coefficients sont les différents blocs de P . L’indice b (bas) indique que
K est appliqué a la partie inférieure deP .

I1.2.1. La problématique de la commande H.,

D’une maniére générale, le calcul d'un correcteur H,, de la forme standard peut se
ramener d'une part a un probleme de stabilisation du systeme bouclé et de rejet de

perturbations, d autre part a un probléme de minimisation.

Lasynthése H,, du correcteur et définie par le probléme suivant :
P(s) et g étant données, trouver K (s) qui :
- stabilise de maniere interne le systeme bouclé de lafigure I1.2

- assure||F,(P(9), K(9)), P Q.

=
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Les correcteurs satisfaisant ces deux conditions sont dits sous optimaux. Et le
probléme H,, dit optimal consiste finalement a synthétiser une loi de commande u=K vy,
qui, parmi I’ensemble des correcteurs K stabilisant le systéme, minimise la norme H., du

transfert F, (P, K) entre les entrées exogenes et les sorties régulées, ce qui peut étre réécrit

comme suit :

Probléme H., standard optimal : P(s) étant donné, trouver K (s) qui :
- stabilise de maniere interne le systeme bouclé de lafigure I1.2

- minimise|[R, (P(s), K(9))| -

[1.2.2. Introduction des fonctions de pondération

Pour ateindre les objectifs de stabilité et de performance, des fonctions dites de
pondération sont introduites sur les différents signaux ; sous forme de filtres permettant,
suivant le signal auquel elles sappliquent, de privilégier un domaine de fréguences
particulier.

Nous considérons a cette fin |le schéma de la figure suivante, dans lequel I erreur est

pondérée par le filtre W;(s), la commande u par W,(s), et I'entrée de perturbation par

Ws(s).
z2
z1 o W2(s)
W, (s) —» Perturbation
d
Ws(s) le—
/Sortie
K(s) .F o Ge |7
4 + .
Consigne Commande »/Brwt
+

C+W

Figurell.3: Introduction des fonctions de pondérations

Lessignaux r et d sont les entrées et z1, z2 sont les sorties objectives ; nous avons

donc le transfert suivant :

o
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[21(5)]_[ W, (s)Sy(s) W, (s)Sy(s)G(s)Ws(s) Hr(S)] (11-7)
z2(s)l W, ()K(s)Sy(s) W,(s)K(s)Sy(s)G(s)Wz(s) ld(s)

Avec Sy = (I + GK)~! et lafonction de sensibilité en sortie.

Le probleme H., de ce transfert est le suivant :

Déterminer un nombre y > 0 et un correcteur K(s) stabilisant le systéme bouclé et

L’avantage de considérer ce probleme plutét que le probleme précédent, est que les
filtres W, (s), W,(s) et W;s(s) permettent de modeler les différents transferts
"Sy KSy SyG KSyG "

assurant :

W, Sy W, SyGWs

W,KSy W,KSyGW, (1-8)

o]

Si I"éguation (11-8) est vérifiée alors les propriétés suivantes le sont aussi ;

. V4 _
WiSylle <y & V@ € RISy(jw)l < 1=-= (11-93)
IW,KSyllw <y © VY € RIK(jw)Sy(jw)| < —- (11-9b)
W2 (jw)|
. . Y )
Wi W3SyGlle <y & V@ €RI[Sy(jw)G(jw)| < s (11-9c)
W, W3KSyGlle <y © Vo € RIK(jw)Sy(jw)G (jw)| < ———— (11-9d)

W2 (jw)Ws (jw)|

On voit donc que la réponse fréquentielle de chacune des fonctions Sy KSy SyG KSyG
est contrainte par un gabarit qui dépend des filtres choisis.

Choix desfonctions de pondération
Nous rappelons briévement les critéres qui déterminent le choix les fonctions de

pondération :

P 1 s+wb M.
* W; est en général sous laforme: W; = — SS::V—b:
S

Pour respecter les hypothéses restrictives de résolution du probléme H.., ¢ est fixé, en général,
aune valeur faible mais non nulle. Ce choix donne naissance a une action presgue intégrale au
sein du correcteur assurant ainsi un gain élevé en basses fréquences, ce qui implique une
minimisation de la fonction de sensibilité Sy dans cette bande donc une bonne précision en

régime permanent.

=)
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La pulsation wb sera choisie proche de la bande passante minimale souhaitée pour le
systéme corrigé en boucle ouverte.

Lavaleur de Mg limite le maximum de o (Sy (jo)) en hautes fréquences.

1 s+wh/ My
&y Stwh/ey

» W, s écrit souslaforme: W, =
Le choix de g, faible, nous assure I’ atténuation de KS aux hautes fréquences et par suite le
rejet des erreurs de mesure et la limitation de I’ énergie de commande.

La pulsation wh limite la plage d amplification des bruits de mesure. Cette pulsation doit é&re
choisie suffisamment éloignée de la pulsation propre désirée pour I’ asservissement en boucle
fermée.

Lavaleur de M,, limite le maximum de ¢ (KSy (jo))

» W5 spécifie le type de perturbation et du bruit arejeter.

Les fonctions de pondération ne sont pas nécessairement des fonctions du premier
ordre. Elles peuvent étre constantes, ou d’ ordre supérieur, suivant les contraintes du cahier de
charges et les besoins du concepteur pour la réalisation du correcteur. Le choix de ces
fonctions n'est pas implicite et il est sujet de quelques tatonnements pour arriver aux «

meilleures » fonctions de pondération.
11.2.3. Probléme de sensibilité mixte

Nous avons déja vu dans le chapitre précédent que, pour Sy = (I + GK)~! fonction de
sensibilité en sortie:
@ L’objectif de performance nominale est atteint S :
IW;Sylle, <1 (11-10)

@ L’ objectif de larobustesse en stabilité vis-a-vis d’ incertitudes de modele représentées
sous la forme additive non structurée est atteint s :
IW,KSyllo < 1 (11-12)

@ L’ objectif de larobustesse en stabilité vis-a-vis d’ incertitudes de modele représentées
sous la forme multiplicative directe non structurée est ateint si :
IWsTlle, <1 (11-12)

T est lafonction de sensibilité complémentaire

2
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Tout en assurant la stabilité du systeme bouclé. Les pondérations W, (s), W, (s) & Ws(s) ne
peuvent étre choisies arbitrairement. En particulier, du fait que :

Sy +T, =1 (11-13)
W, (s) = wy(s)I,, ou w;(s) est une fonction de transfert scalaire du type passe-bas avec un

gain éleveé en basses fréguences.

W,(s) = wy(s)I,,, ou w,(s) est une fonction de transfert scalaire du type passe-haut avec un
gain élevé en hautes fréquences, choisie en accord avec la norme des incertitudes additives
que le systeme doit tolérer.

W3 (s) = ws(s)I,, ou ws(s) est unefonction de transfert scalaire du type passe-haut avec un
gain important en hautes fréquences, choisie en accord avec la norme des incertitudes
multiplicatives que le systeme doit tolérer.

Les trois objectifs recherchés peuvent se résumer en un probléme unique :

W, Sy
W,KSyl| <1 (11-14)
WsT,

KS, et T, jouent des roles semblables; donc il suffit de résoudre I'un des 2 problémes

Ces deux problemes sont désignés dans la littérature sous le nom de probleme de sensibilité

suivant :

W, Sy
WsT,

WSy
W, KSy

<1 ou |

” <1 (11-15)

(o]

mixte. Dans notre mémoire, nous résoudrons uniquement le probleme |

W, Sy
WZKSy”m <L

La commande H., a connu des applications multiples dans des domaines tres variés.
Elle est devenue ces dernieres années une des meilleures méthodes de la « commande
robuste ». Sa présentation théorique est donnée dans de nombreux ouvrages [BGF94]
[ZDG95] [GL95] [SP96] [Lar96] [T0i98] [DF99] [CASOL].

-
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Différentes méthodes peuvent étre envisagées pour résoudre le probléme H., standard
[GD88], [DGK +89], [Gah92], [ZDG95]. Nous présenterons ici I’ approche par éguation de
Riccati [DGK +89] (Dans laguelle la valeur optimale de g est recherchée par dichotomie),

I1.3. Calcul de la commande H., par la méthode basée sur les équations de Riccati

L’analyse et la synthése sont des problématiques qui pour ére résolues, nécessitent
des calculs mathématiques. Pour un systeme donné, un certain nombre de calculs sont
nécessaires avant, par exemple, de conclure a la stabilité en exhibant une fonction de
Lyapunov ou de conclure a la localisation des poles en exhibant un correcteur. On a
longtemps recherché des méthodes fournissant des solutions exactes. Un exemple bien connu
est celui du probleme LQG dont la solution exacte repose sur la résolution de deux équations
algébriques de Riccati (ARE).

Les propriétés mathématiques des éguations de Riccati sont étudiées en détail dans
[Zhou 96]. Une de leur caractéristique principale est que larésolution d une ARE passe par le
calcul d’une décomposition de Schur, ce qui est une opération numériquement stable linéaire
[Golub 96]. Un probléme formulé sous forme d’ARE se résout par des manipulations
algébriques et exhibe une solution exacte unique. Au cours de ce mémoire, une partie des
travaux ont été formulés a I'aide des équations de Riccati, [Arzelier 00a], [Arzelier 98b],
[Peaucelle 97], Puisque, la méthode basée sur les équations de Riccati, fondée sur une
approche d' état, aussi connue sous le nom d’ algorithme de Golver-Doyle [DGK +89], et la
méthode de résolution la plus utilisée.

Cette méthode utilise une représentation d état de la matrice d’interconnexion P(s),

gue nous écrivons sous la forme suivante :
A
(), €A B, B, tx(t)u

&elt)u=gC, D, queW(t (11-16)
S0 & 0. DL

avec xI R" levecteur d'état, wi R™ le vecteur des entrées exogénes, ul R™ est le vecteur
de commande, el R™le vecteur deserreurs, eyl R™ le vecteur de sorties

Larésolution du probléme H., dit sous optimal, via les éguations de Riccati, consiste a

trouver, pour un réel positif g donné, un correcteur K(s) stabilisant le systéme et vérifiant :

=
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|F(P(s),K(9)], P9 (11-17)
g est calculé par dichotomie donné plus loin

La résolution du probleme, par la méthode basée sur les équations de Riccati n'est

possible que sous les quatre hypotheses suivantes :

11.3.1. Hypotheses de résolution du probleme H., via la méthode basée sur les équations

de Riccati

H1) (A B,)est stabilisable et (C , A)est détectable. Cela garantit I'existence d'une loi de

commande K qui stabilise le systéme en boucle fermé.

H2) rang (D,)=nuet rang (D) =ny. Ce sont des conditions suffisantes pour assurer que

laloi de commande K soit propre.

- éA- jwl, B, u
H3) "wl R ranga D g=n+nu. Garantit que le transfert B, n'apas de zé&o
é e eul
sur I’ axe imaginaire.
- éA- jwl, B,
H4) "wl R ranga c D = n+ny. Garantit que le transfert P, n'a pas de zéro
é w(

sur I’ axe imaginaire.
11.3.2. Description de la solution

Pour simplifier le calcul de la solution du probléme de commande H.. par la méthode
basée sur les éguations de Riccati, les hypotheses suivantes sont considérées
D, =0 D, =0
Do[C. Du]=[0 I,] (11-18)
éB,u_, _¢e0u
D -
eD U w el u
e-w( e

Contrairement aux hypothéses présentées précédemment. Ces relations ne sont pas

nécessaires a larésolution du probléme.

Les deux théorémes suivants permettent de décrire les solutions du probléeme standard.

=)
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Théoreme1:
Sous les hypothéses H1 a H4 et les conditions (11-18). 1l existe un correcteur K(s) qui

stabilise le systéme de maniere interne et assure I'inégalité (11-17) si et seulement s :

: : € A g°B,B,-BBU ,
i) la matrice H, =g . jn'a pas de valeur propre sur I'axe
é- Ce Ce - A 0
imaginaire.
i) Il existe une matrice symétrique X, 3 O solution de I'éguation de Riccati
Xy A+AT X, +X, (972 B, B} - B, B]) X, +C]C,=0 (11-19a)

_ é A “’clc.-Cclc.u
iii) la matrice Y, =@ 9 Setem by Yan'a pas de valeur propre sur I'axe

& C.C., -A
imaginaire.
iv) Il existe une matrice symétrique Y, 3 0 solution de I'éguation de Riccati
Y, AT+AY, +Y, (g7°CIC,- C] C,)Y, +B, B =0 (11-19b)
vioor (X, Y%)pg’ (11-190)

ou r () désigne le module de la plus grande valeur propre.
La recherche du g optimal est effectuée par dichotomie en testant, a chaque itération,
I’existence d'une solution K(s) pour le g défini. Les algorithmes couramment implantés

fournissent une solution appelée « correcteur central ». Cependant, il existe une infinité de

solutions au probleme sous optimal, pour un g fixé. [NOS95].

Théoreme 2 [NOS+95]:
Sous les conditions du théorémel, les correcteurs K (s)stabilisant le systéme et

satisfaisant |F, (P(s),K(s))||, p g sont données par :

K(s) =F, (K.(s).f () (11-20)
ou f (s)T AH, est une matrice de transfert arbitraire de dimension nu” ny de norme H.,
inférieur a g ([f ()|, Pg), e K,(s) est décrit par lareprésentation d' état suivante::

~

%4 (1) Aw  ZoYoC)  ZoBy|[x,(t)

u(t) | = |-Bf 0 L |1 ¥® (11-21)
Uy (t) —C, Iny 0 ||ya(®)
Ka(s)

-
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A, =A+g?B, B, X, - B, B] X,-Z, Y, C/C, (11-22)
z,=(1,-92%X, )" (11-23)
X € Y, sont les solutions des deux équations de Riccati (11-19a) et (11-19b)

W e
P(s)

»

Ka(s)

f(s)

y

Ky (9)

Figure 4 : Paramétrisation de la solution du probléme sous optimal

Parmi tous les contréleurs, on peut distinguer celui correspondant af (s) =0, appelé

correcteur central défini par
[xc(t)] _ [Aoo ZooYooCyTl [xc(t)]
u(t) —B] 0 y(t)
Ko(s)

La mise en cauvre de cette solution consiste a utiliser, tout d’abord, les résultats du

(11-24)

théoréme 1, pour approcher la valeur optimale de g par dichotomie (appelée aussi «y-

itération »), calculer, ensuite, le correcteur central en appliquant le théoréme 2.
11.3.3. y-itération

y-itération est un algorithme permettant d’ approcher par dichotomie la valeur optimale deg ,
en suivant les étapes suivantes :

@ Choisir 2 valeurs g€t g, € une toléranceh . g, doit ére tel que I'une des

conditions du théoréme 1 ne soit pas vérifiées, alors gu’ elles doivent toutes I’ ére pour

gsup'
» O tOsp o B .
@ Tester les conditions pourg = Si elles sont verifiées, poser g =g, sinon
POSserg = Gy -

)
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@ s ladifférence entre les 2 dernieres valeurs de g est supérieur a h , retourner a la

deuxieme étape.

@ Calculer le correcteur central pour laderniére valeur de g vérifiant les conditions.

I1.4. Application dela commandeH., linéaire

Pour tester la robustesse de cette commande, deux applications seront effectuées. L’une

sur un modele de pendule inversé et I'autre sur le modele d’une machine synchrone a aimant

permanen.

I1.4.1. Application de la commande H., linéaire sur un modele de pendule inversé

Nous considérons un systeme de pendule inversé décrit dans |'annexe B, dont la

dynamique est donnée par.

¢ x weée 0
- a é G
(=8 0 Gy 6 1 iy
é X, ua é 0 a
é su é >u
£4.1314x, - 4.0219x}F & 2.4606+1.2303x2 ¢
25)
y= (::'f u_ gl 00 OHX
@y & 0 1 0f

Nous rappelons que les états du systeme sont

X, = est |le déplacement
X, =1 est lavitesse linéaire
X, = est|'angle (déplacement angulaire)

X, =q estlavitesseangulaire

Le déplacement est en métre (m), et I’angle est en (rad).

(Il-

(11-26)

Notre objectif est de stabiliser le systéme et de le maintenir a la position verticale, tout

en assurant une bonne rejection des perturbations et une bonne atténuation des bruits.

s
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Pour calculer un correcteur H,, il faut tout d'abord déterminer des gabarits qui
permettent de définir des spécifications (temps de réponse en boucle fermée, erreur
statique...). Dans notre cas, les spécifications a respecter sont les suivantes:

Bon suivi de la consigne avec une erreur d’ordre 10° sur la deuxiéme et la derniére
sortie.
Rejection de toutes les perturbations et tous les bruits.

Minimisation de I’ effort de commande.

Pour se faire, nous introduisons les fonctions de pondérations suivantes ;
W, sur I’ erreur de poursuite
W,, sur lacommande pour la contrainte sur les actionneurs.

W, et W, sur les entrées exogenes (perturbations et bruits respectivement).

Notre systeme devient alors sous la forme suivante:

Perturbation
o W, (s) |32 q
Wd(s) Zq
Consigne W, (s) —»
. : _
r, | Controleur [ o1 - f(x)+ g(x)u o Co
y Commande
. Bruit
SOI"[I + \
Figurell.5: Schéma du systéme pondéré

W, (s) |«

Les fonctions de pondérations qui répondent au cahier de charge et vérifient les

contraintes (11-9), sont les suivantes
1 0 0 O

10 0 0

1 0

0 107°

W, = Wy =1, Wy=LetW, =1 (11-27)

0 10°
0 o0
0 o0
Dans notre cas tous les gabarits ont une forme diagonale, ce qui permet de spécifier des
performances pour chaque variable du systéme MIMO (Multi Inputs Multi Outputs).

=
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Les figures suivantes illustrent les gabarits sur la fonction de sensibilite S, et le

transfert KS,,, respectivement. Ou W, = W, W, = W,, W, et W, sont regroupes dans W,

le gabarit sur la fonction de sensibilité le gabarit sur K*S

R R R R R AR R i A At 20
| i | o

-20F — -
Singular Values 1| |
RN

|
ingulay| Values (dB) ' ||
RN

|
T |
|

80 -

|
|
T
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
| |
IS HIHIE =+

|
|
|
L
|
|
|
|
-
|
|
|
1

|
|
|
- p
3 2 0 2 3 S
10 10 10 10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)

En introduisant toutes ces fonctions de pondérations, la représentation d’ état du pendule inversé devient :

é X, o é 0 0
. @ 0 u é 1 4
x=¢ Ut e A +[w, Ow
e X, u e 0 u
é 0 @ .0
£24.1314x, - 4.0219x3 ] & 2.4606 +1.2303x2 § 128
€ Xz u e 0 u € 000 Ou
e u e u u
¢ 0 0. s 1 G.& 100 0
€ X4 u é 0 g & 010 00
£24.1314x, - 4.0219x3 ] & 2.4606+1.2303x’ & 0 0 1 0
55 & 0 0 Of
y:grgzc;:-l @ +0 wlw (11-29)
@t & 0 1 0f
ézu_éwi 60U
Z=a 06 “X+a qu (11-30)

La premiére étape est de linéariser le systéme. En linéarisant ce systéme, nous
aboutirons au systeme linéaire suivant
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i é 1 0 Ou ¢ 0 u é 0 0 0 Ou
. G € g 0 ¢ G
i@ 0 0 05 1 L;HSO 100 0y
i@ 0 0 10 &€ 0 U &€ 01 0 0u
D 0 241314 0 & 246065 @ 0 0 1 Of
ly_él 00 Oux+é0 0 01 ouW
V- 4 -
(7 @ 0107 & 0001 (11-32)
: € 0 0 0u
i 9 10°0 oY%
i éAn ¢ U éoy
z=g =@ 0 1 0 Ux+gau
! SZZH é -Gl.] g'Lu
: §D 0O O 10 G
i @ 0 0 O0H
Letransfert du systéme nominal est le suivant
B 1/s?
Gnom = 2.461/s% — 24.13 (1-32)
Et celui du systéme réel (avec les incertitudes) est le suivant
Greel=
/s 1/s2 0 0
0 10M-6/s 0 0
0 0 s/ s"2+8.882¢10"- 16s- 2413 1/s"2+8.882*10™ 16s- 2413
0 0 241310M-5/M2+8882¢ 10™- 16s- 2413 10M-65s/s*2+8.882¢10"- 16s- 24.13
0 0 0 0
1/s $'2+1/s"2 0 0
0 0 Sh2+s- 2413/ H2+8.882¢10"- 16s- 24.13 1/s"2+8.882*10™ 16s- 2413
0 1/s2
0 s+10™-6/s
0 - 2461/ s"2+8.88210™ 16s- 2413
0 -246110"-6s/s'2+8882*10"- 16s- 2413
0 0
(11-33)
0 1/s"2
0 - 2461/ s"2+8.882 10 16s- 2413
38
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Alors les incertitudes sont non structurées et elles interviennent sous la forme multiplicative

en entrées.

La commande H., calculée par la méthode basée sur les équations de Riccati S écrit en

fonction de la solution de I’ équation de Riccati associé a ce systéme.

La solution de I’ équation de Riccati ainsi que le gamma optimal sont calculés par Matlab et
leurs valeurs sont :

€.8258 16660 53303 1.0859
_EL6660 24959 86347 1.7594

, 11-34

¥ T &.3303 86347 60.6382 14.1508( (11-39
§.0859 1.7594 14.1508 2.8797

g =55 (11-35)

Nous appliquons la commande H., calculée par la méthode basée sur les équations de
Riccati, par smulation, sur ce systeme, pour différentes conditions initiales et perturbations.et

celadans le but de tester la robustesse de cette commande.

L’ étude fréquentielle

Pour que la stabilité d'un systeme soit assurée en toutes circonstances (perturbations
comprises), il faut que sa courbe de réponse harmonique en BO passe suffisasmment loin du
point critique. On quantifie le degré de stabilité d'un systéme linéaire au moyen de la marge
de gain et la marge de phase. La marge de gain est le nombre de dB dont le gain doit étre
augmenté pour atteindre le point critique. La marge de phase est le déphasage supplémentaire

qui permet d'atteindre le point critique.

Systeme nominal Systeme incertain
Marge de gain 30dB 24dB
Marge de phase 55° 62°

-
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Les figures suivantes montrent les allures de la fonction de sensibilité

Sy = (Iq+GK) *et lafonction de sensibilité complémentaire Ty = (Iq+GK) *GK

u —— T

le tracé de bode de la fonction de sensibilité
Systent@m: In(1) From: In(2)
/O: In(1) to Out(1) ‘
Frequency (rad/sec): 0.00778
Magnitude (dB): -68.7 |

|
|
|
L

200
g
A
o —
-200
— 180
g 2
T 5
o O Op-—
e
- -180 b
o
=)
8 g
5
Systet: S

VO: In@) to Out(2)

Frequency (rad/sec): 0.131

Magnitude (dB): -54.3

g |
g -180F----------------- L N ——
o] |
o 360 P e
Mqt- B B R E———————————,
10 10
Frequency (rad/sec)
le tracé de bode dela fonction de sensibilité complémentaire
System T From: In(1) - In{2)
. : SYSBT
2 YO In(1) to Out(1) ‘ ‘ vg- In(2) to Out(1)
o Frequency (rad/sec): 2.56 ! ! : )
T Magnitude (dB): -28.3 | | RSB ((ERISCER S
8 o | o Magnitude (dB): -75.8
o |
}_
-200
0
S O -180
4 p
e -360
% 200
€58 0
g o
S -
-200
180
g
3 0
5
}_
-180

0 2 -2 2
10 10 10 10 10
Frequency (rad/sec)
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La fonction de sensibilité en sortie montre un gain tres faible en basse fréquence (-68.7dB a
0.0077rad/s et -54.3dB a 0.131rad/s) ce qui implique une erreur statique trés faible et une bonne
rejection des perturbations.

La fonction de sensibilité complémentaire montre un gain trés faible en haute fréquences
(-28.3dB a 2.56 rad/s et -75.8dB a 562 rad/s) ce qui nous assure une trés bonne atténuation des

bruits.

L’ étude temporelle
En appliquant la commande H. linéaire calculée par la méthode basée sur les

équations de Riccati sur le pendule inverse, nous aboutissons aux résultats de smulation suivants :

Pour les conditions initiles [0 0 0.2 O]'et pour une entrée exogéne nulle

édu T , . .
W=a Q:O* [1 111 1] , Nous avons les résultats des figures suivantes :
eng
Le déplacement et I'angle miset Lawtessehneawgetlavﬂe&e
rad/s angulaire
T T 0.8 T T T T T
. el ST SR S T
1 1 o | | o L'étatx2 | |
L'état x1 VT B L'étatxd | |
L'état x3 0.21 rooToo T s T ‘
*********** : |
77777777777777777777777777 S AN T T T —
o f T
| 06 |- - A A S — |
””””” | S O A N
*************** B SR S
| 12 1 l 1 1 1 |
6 0 1 2 3 4 5 6
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

La commande

N : :

| | | |

| | | |
7777777 L

| | | |

| | | |
,,,,,,, e Ll ____a4______4

| | | |

| | | |

| I L |

[ | [ [

| | | |

| | | |

| T T T

| | | |

| | | |
******* (e e e |

| | | |

| | | |

T T

| | | |

| | | |
——————— |—— = ——— k- ————— - ———— - - - - — - —

| | | |

| | | |

I L L I
3 4 5 6 7

Temps (Seconde)

La commande représente la force qu’il faut appliquée pour maintenir le pendule a la position

verticale.
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Sans perturbations, et pour une valeur initiale X, =q = 0.2 rad, le systéme commandé

se stabilise a la position verticale aprés 6 secondes. Ayant une erreur maximale de 0.22 m sur

r et une erreur maximale de 0.1 rad dans le sens négatif de q .

Pour les mémes conditions initiales, nous ajoutons une perturbation al’instant t =2s ( a

éu T .
t <2sw=0), dont la valeur est de w=g ;=0.03* [1 111 1] , Nous aboutissons aux
eny
résultats suivants
Lavitesselinéaire et la vitesse
Le déplacement e I’angle m/s et i
metrgg  -Cdeplacement & Fangle radls.. angulaire
A T SR
l l — L'état x3 Létatx2 ||
0.15) e 04 L'état x4 i————
1 VO S SO UL U S
0 eioooioo o
0.05 i T e e il el st B A |
L AN ‘ R
‘ | o I e
R B A et Rk B I R St S
| | | | | | 081 e
B T T S S 1 )
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

I I I

I I I

tom - e —m— temmm -
I I I

| | |

Toom oo TTo T T
I I I

| | |

TTTTT o TTT T TTTT T
I I I

| | |

T T T

I I I

' | |

T T T

I I I

| ! !

T i i

I I I

Lo~ 1 IR —
] ] ]

I I I

L Il I

a 5 6

7
Temps (Seconde)

La commande stabilise le systeme a la position verticale aprés 8 secondes. Les erreurs

maximales sur r et 8 sont respectivement : 0.22 met 0.1 rad.

Nous changeons, maintenant, les conditions initiales [O 0 05 O]T I'entrée exogene est

s édu o .

égale a w= gnlj: 0.03* [1 111 1]T, elle est appliguée a t=0s, Les résultats sont, alors,
!

donnés par les figures suivantes :

2
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Lavitesselinéaire et la vitesse

Temps (Seconde)

Chapitre 2

m/s et

Le déplacement et I'angle

rad/s ,

m et rad

temps (Seconde)

ook - - oL

Le systeme commandé se stabilise a la position verticale apres

du déplacement est 0.22 m et L’ erreur maximale de I’angle est de 0.1 rad.

étant égale

bY

7

ée exogene

La valeur de I'entr

nous avons les résultats de ssmulations suivants :

o vy
®© ﬂ
£ 2
, i , i , , , , ° % 0 ~
| | | | | | | | m w I | | | | | i i i
L | | | | ! ! =}
8 = 8 I ] R o
I S (S T S N P} 5 op IR N A IS £ IS I I
B ® 1 | 1 ! | ! £ w —_— I | | | | | 8 8| |
o ! | ! ! ! ! 2 o m | I I I I I B @ I
== o)) = I S A N el I
I - & A S s ISR | I Eaa
[ T 1 - .mu. Ala 1 | | | | | | |
| | | ¢ o | i |
! ! ! ! I f I I I 7) - n.rv - - + - e —— -~
” (N | A T T 3 = = w1 | |
2 — S8
T | S i oo 9 o — §=3 | | | |
” ” ” ” | | | | | % % ,n D L | L S I G A HE B T o
\\\\\\\\\\\\\ r——————-|--—-q° 1 | | | !
| N I : - =8 | |
; I\ ! A g — m Lol N L] .
! ! ! | | | | | | ! ! ! !
| o | [RRR R SR S ’ — 2 ] 0 , |
; . i o o PR S , ] -
o sa Sl - = S |
” | , , ” ! ” ClL______J n L | x | | i | | |
i | | | | | T © ! ! ! ! E I I ! ! ! ! ,. | _
T - = 5 = — v = m m | | | | . " it - 3 < 3 = 3 o S «
E o ° ’ B ' ai £ ! ! ! ! o w.w n ' ' '
o]
©
- T

Le déplacement et I'angle

Temps (Seconde)
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N La commande
30

7
Temps (Seconde)

La commande stabilise le systéme a la position verticale apres 6 secondes. L’ erreur maximale
surr est de 0.85 met celledel’angle 6 est de 0.7 rad.

Avec les perturbations, la commande appliquée raméne tous les états a 0, mais le temps de
réponse varie selon les conditions initiales, la valeur des incertitudes et le moment de leur
application.

Pour les différentes valeurs des perturbations, et peu importe a quel instant les
perturbations sont introduites, le pendule est maintenu ala position verticale.

D’apres les résultats de simulation de cette application, la commande H., linéaire,
calculée par la méthode basée sur les équations de Riccati, atteint les objectifs de stabilité et
atténuation de I’ effet des perturbations puisqu’ elle maintient, toujours le pendule a la position

verticale, malgreé les perturbations.

I1.4.2. Application de la commande H., linéaire sur une machine synchrone a aimant
permanents
Nous considérons la dynamique des erreurs d'un moteur synchrone a aimant

permanent (voir |I’annexe C):

|
T
:z agoxeo (11-36)
iT&u g
1y=Cyx,
ou Xq =(V W, g |de)T ,u :(uq ud)T
(11-37)
avec

"
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ek 1 0 069 a® 00
C_ i} + C + .
Ab:(; 1 k, ay OiBo:QO O_ Ozﬂ 00 02
€0 -a, -k, 0% ° ¢l 0* %0 0 0 15
S0 0 0 -ky 1,
39)
| 3
Wz?ﬂv a, a; a, 38y a5va a5vf1 as\/id W W, V\ﬁé
39)
tel que
W :alvfl_' aZVVf' Cy» Wi :|1' a3vfli- a4v\./f'*'a5vI 2
10 10
Wi, :a5v| 3° a3vidr
40)
a
0 X (x) SEX(x) 0
(; a'10
a
O X, (%) 22x,(x) 0
(; a'10
QO 0 -Xl(XE) _ide
go 0 X, (x,) 0
0 0 Xs(%.) X4 (%)
R LIRS
9 o 0 P x,(x,
g a'503'10 2( )
0 0 -Px(x) 0
(; a'50
o 1 0 0
%0 o 1 0
éo 0 0 1
Avec
45
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o<

e

X, ( )
10
XZ(Xe) = klve - W,

X, (%) = aV, +auw, +85I +X,(%)-

):iv - iwe-}-iqe
a'10

5
(azk +a - asoaz) alog (”'42)
10

aso ealo alO (%]

50 € ay dt ﬂ
T=014s k, =k, =250, et k,=k, =300 (11-43)

Les valeurs nominales des parametres sont

R, =0.6W, J, =0.0011Kgn?, L, =0.0014H,

(11-44)
f, =0.0014 Nms, p = 4,km, = 0.48Wb
Nous supposons que les parametres de cette machine varient de la maniére suivante
C =C,+0.1C_, sin%t
1=3,8+06sn2 0
P g
f = f,(1+0.5sin50wt) (11-45)

R= Ro (1+e-t/0.1)

L=L0§[+O.353in%tg

Nous imposons une trajectoire angulaire de référence

-
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1(35R? - 84R° +70R° - 20R')V,, if tpt,,
)

v, ittl g, t)
|
V. (t) = L(10R: - 15R! +6R:)w,  iftT @, t,,) (11-46)
i t
I Wy - §+Vr¥ iftft,
|

avec R =—,R, =— fa . =0.6sV, =-20rad,w, =250rad/s , t;, =0.25,t,, =0.75

fl f2

Latrajectoire angulaire de référence est donc donnée par la figure suivante

La trajectoire angulaire de référence Vr

140 T T
| |
| |
120k ———————————————_ i e
| |
| |
| |
100F - ——————————————— B e — -
| |
| |
| |
L i e
| |
| |
60—————————————————:—————————————————:— —————————————————
| |
| |
A0F-—"—"—"—"—"—"—"—"————— — — F-—-——-—— - - — = — = — =
| |
| |
| |
20p---——— - e B T -
| |
| |
! Ll ________________]
o N I I |
| |
| |
-20 - L
o 0.5 1 15

Temps (Seconde)

L’ objectif de lacommande H., est de suivre la trajectoire angulaire de référence V. ,
et d'avoir une meilleure atténuation des variations des parametres.
Dans cette application nous avons considérer le probleme de commande H.. non pondéré.

Pour calculer lacommande H., linéaire, nous commencons par linéariser le systéme

Xe = Agxg + Bou + kw
h P _ (Cox
systéme linéaire : § z = (“0¥) (11-47)
y = (X

ek 1 0O 0696 a® Ot‘)
.1 -k o> ¢ 0 0 O
A =6 2 A Osp 00, 3 % ¢c,=(1 00 0 (I1-
O -a, -k 0% 91 0+° & 0 0 1y
S0 0 0 -kgy & 15
48)

-
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0 00O O O0OOTOTOTOTO O
k=00000000100
0 00O 0O O0OO0OO0OTO0OT1TSFPO
0 00 0O 0O O0OOTO0OTUO0OTO0T1

(11-49)

Avec Matlab on trouve le g optimal est égalea g =3.3310°

Lasolution de I’ équation de Riccati utilisé pour le calcul du correcteur est égale a

€2,0010° 2.3610° 1.8710°° 0O u
€. -6 -9 -9 u
y = €23610° 40710° 30810 0 (150)
€1.8710° 3.0810° 4.4810° 0o Uu
(5] u
e O 0 0  3.3310°%;

L’ étude fréquentielle

Pour notre systeme, les marges de gain et de phase sont données par le tableaux

suivant :
Systeme nominal Systeme incertain
Marge de gain 26dB 24dB
Marge de phase 70.6° 49.5°

Les deux figures suivantes montrent I’ allure de la fonction de sensibilité et celle de la
fonction de sensibilité complémentaire.

-
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x 10 2 le tracé de bode de la fonction de sensibilité
4
| | | 1
| | |
2-------+ R i : T 7\’ ”””””” : ”””” 1
| |
| |
L e B I~ System: S —

| Frequency (rad/sec): 100

Frequency (rad/sec)

le tracé de bode de la fonction de sensibilité complémentaire

-200 :
| | Systent T

250F——-—-—-—--=- T e T K,,, Frequency (rad/sec): 1.47e+
1 Maanitude (dB): -292

System: T
Frequency (rad/sec): 1.01e+004
Magnitude (dB): -359

SB00 -

LS le | ——————————

Megrituoe (B

B T e Y-~ _—_.© - ..

-450

-90

-180

Frese (ceg)

-270

-360

Frequency (rad/sec)

La fonction de sensibilité a un gain tres faible ( -2.79*10"-12 dB a 100rad/s) donc
I’erreur statique est faible. La fonction de sensibilité complémentaire montre un gain trés
faible en hautes fréguence (-292dB a 1.47*10"3rad/s et -359 dB a 11000rad/s) donc bonne
atténuation des perturbations.

L’ étude temporelle
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Chapitre 2 Commande H., des systémes linéaires

Les résultats de simulation de I’ application de la commande H., linéaire basée sur les
équations de Riccati sur une machine synchrone sont comme sulit:

Nous considérons, dans un premier temps, que les variations des paramétres
commencent al’instant t=0.07s, les simulations nous donnent les résultats suivants

r ! it i Rad/s
a . L'erreur sur la position anguiaire L'erreur sur la vitesse angulaire we

|

|

|

l

15 |
15 0 05 1 15
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

L'erreur sur le courant "ige" L'erreur sur le courant "ide"

|

|

|

l

L
15 0 05 1 15
Temps (Seconde) Temps (Seconde)
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m La commande (Tension uq (V)) La commande (Tension ud (V)
| | . : :
I I I I
100F - [--------- e FO Rreqm oo T 1Tt
| | l |
| | T e e B
o et | :
I I sF-4-- - - - - -- 1 - S |
I I I I
I I I I
e R . - - R
I I I I
I I I I
L e e -q-------- P Ao
I I I I
| | S N L
0F---------- b = o | |
I I I I
I I L L
I I I I
HA I I I I
0‘\ T T | |
| | 2 T iy
I I I I
I I I I
2 0s 1 15 “ 0 1 5
Temps (Seconde) ’ Temps (Secondejj'

L’erreur sur la trgjectoire est de 0.22rad mais cette erreur devient 0.015rad apres 1seconde.
Tout les autres éatstendent vers 0 al’ instant t=0.4s.

Maintenant les parametres varient at=0.6s, les résultants de simulation sont comme suit.

rad L'erreur sur la position angulaire Ve Rad/ Lerreur sur la vitesse angulaire we
0.3 7 !

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

0.0

0.1

0.15

s,r-- - TrC- T T TN T T T T T TTT T T

0.2
0

Temps (Seconde) . Temps (Seconde)

L'erreur sur le courant "ige"

5 15
Temps (Secondes Temps (Seconde)
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La commande (Tension ug (V)) La commande (Tension ud (V))

120 { ; 14 T T
l l oo O S L]

e N T l l
l l o aef e —

R EETT R R EEEEE l l
| | R R - R
B0 - - - - - - - R RREEEEE qm oo K B o]
) Y R Al EEEEEEEEE b
l l . R e —

R e RERRERREEEEEEEEEEEEE | |

l l 0 ; ;

. | | | |
| | I i AR o

2 1 1 4 l :
0 05 1 15 0 05 1 15
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

L’ erreur sur latrgjectoire a un maximum de 0.3rad mais aprés 0.4 seconde de I’ application de
la perturbation, I’ erreur devient 0.02rad. Dans ce cas aussi, les autres états sont ramenés a 0.

D’ apres les résultats de simulation, I’erreur sur la trgjectoire angulaire est de 0.25m
pour des variations des parametres a t=0.07s et de 0.3m pour des variations a t=0.6s. La
machine a donc suivis la trajectoire imposée, et la commande a pu ramener tout les états, qui
sont les erreurs sur latrgjectoire angulaire, la vitesse angulaire et les courants des deux axes, a

0 et ceci avec une rapidité remarquable.

A partir de ces résultats, nous concluons que I’ objectif de la commande H.. linéaire,
qui est d’avoir une meilleure atténuation des variations des parametres est atteint.

A partir des deux applications, la robustesse de la commande H., linéaire est mise en
évidence, et cela pour des objectifs de stabilité, de rejet de perturbation et I’ atténuation des
effets des variations des parametres

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté la problématique de la commande H., linéaire
ainsi que la méthode de résolution basée sur les équations de Riccati. Une autre méthode plus
récente et plus efficace pour le calcul de la commande H., est |'approche par les inégalités
matricielles linéaires (LMI) qui sera exposée en détail dans le chapitre 4.

Etant la majorité des systemes réels sont non linéaires, il est nécessaire de présenter la
commande H.. des systémes non linéaires, qui fera |’ objet du prochain chapitre.

=
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COMMANDE H_, DES SYSTEMES
NON LINEAIRES
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

Introduction

Du fait de I’augmentation constante des exigences de qualité et de performance des
systémes asservis et I'exigence de plus en plus forte du « meilleur compromis », les cahiers
des charges d’ asservissement industriels sont de plus en plus complexes et serrés. Tout cela a
pour conségquence d'invalider | hypothése de linéarité : les effets non linéaires des systémes
ne sont plus négligeables, ou méme s'ils le sont, des correcteurs non linéaires sont souvent
nécessaires pour satisfaire les exigences de performance. La question majeure dans ce
contexte est de trouver un cadre théorique capable de formuler la vérification des
performances recherchées par la caractérisation de propriétés mathématiques du modéle non
linéaire. C'est I’ensemble de ces points qui ont conduit certains auteurs a S intéresser aux
problemes de commande non linéaire, notamment I’ extension de I’ approche H,, dans le cadre
non linéaire. [BaHe 89], [BasBer 90] et [VDS 91] ont é&é les premiers travaux, concluants,
effectués sur la commande H., des systémes non linéaires.

Nous citons, ici, quelques travaux qui ont contribués, de maniere particuliere, a la

résolution du probleme de commande H., non linéaire.

@ Ball et Halton dans[BaHe88], ont développé la théorie de la commande H., des systémes
non linéaires, en faisant la liaison avec la théorie des systémes différentiels.

@ Dans[VDS91] et [VDS92], Van der Schaft donne la définition de la norme H.. dansle
cas non linéaire « gain L, », et montre que la solution du probléeme de commande H.. non
linéaire est calculée a partir de la solution de I’ équation de Hamilton Jacobi, qui et la
version non linéaire de I’ équation de Riccati du probleme de commande H., linéaire, et
fait ainsi, la relation entre la commande H., des systémes non linéaires et la commande
H.. des systémes linéarisés.

@ ldsdori et Astolfi ont développé une condition suffisante pour I'existence de la
commande H., non linéaire, et démontrent la stabilité asymptotique d'un systéme gréce
au principe d’invariance de Salle [1SAs92].

@ Lu et Doyle généralisent la solution standard dans I'espace d’état du probleme de
commande H.. linéaire, et paramétrisent le contréleur H,, en utilisant des transformations
fractionnaires non linéaires [LuD095)].

@ Isidori en 1992, décrit une solution du probléme de commande H., non linéaire, sous
I” hypothése de I existence d’ une solution de I’ équation de Hamilton Jacobi [1s 92].

o
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@ En 1994, Astolfi applique, sur un modéle d’'un robot, la méthode donnée par Isidori [As
o].

@ Les auteurs de [VDS 92] et [ISAs 92] montrent que le probleme de commande H., non
linéaire est dérivé de I’ analyse du gain L, basé sur le concept de la dissipation d’ énergie.
Ils donnent alors, une solution approximeée de I’ équation de Hamilton Jacobi.

[11.1. La problématique de la commande H., non linéaire

Le probleme de commande H.. non linéaire consiste a concevoir un controleur

dynamique de modele d’ état non linéaire, sous la forme

kX = Ak)+ By (11-1)
qui assure

@ Lastabilité asymptotique du systeme non linéaire en boucle fermée.
@ L’atténuation des effets des entrées exogenes.

{ est le vecteur d' état du correcteur, y est le vecteur de sortie du systéme et u la commande.

La structure du contrdleur non linéaire (111-1) est linéaire. Ce contrbleur est composeé d’un

observateur non linéaire (observateur de ¢) et d’ une action de control.

Le probléme d’atténuation des entrées exogenes par retour d’ éat d’'un systeme non

linéaire est équivalent atrouver une commande qui rend ce systéme dissipatif.

Avant de définir un systéme dissipatif, nous allons parler de la norme H, non
linéaire :

La norme H., linéaire est définie comme une norme sur les matrices de transfert, et
ne se généralise pas directement aux systémes non linéaires. Cependant, dans le domaine de

temps, lanorme H,, n'est rien d'autre que la norme induite par la norme £, sur ses signaux ;

c'est adire pour un systéeme X de vecteur d’entrée u, et vecteur de sortie y :

_ lyllz ]

-
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Cette derniere norme convient également aux Systémes non linéaires, et elle est

appelée « gain L, » d’un systeme non linéaire [VDS92].
111.1.1. Gain L, : [VDS92]

Nous considérons la forme générale d'un systéme non linéaire :

:":X=F(x,w,u)
(11-3)

ou xI R" est le vecteur d’état, ul R™ est la commande, yi RPest la sortie de mesure,

z1 R°est lasortie objectiveet wi R" est I'entrée exogene.

Legain L, d'untel systéme est définie par

Euz(t)ﬂzdt

gain L,=2——— (I11-4)

Chwlt )"t

T est I'horizon
Un systéme non linéaire avec I’ éat initial x(O):O aungain L, inférieur ou égale ag (g £ 0)

s pourtout T3 0 e w(t) € L,[0, T] (L’ espace L, est défini dans|’annexe A)

Jt) dt £ g gw(t)] "ot (111-5)
0 0

[11.1.2. Définition d’un systeme dissipatif : [IsKa95]

Un systéme non linéaire de la forme générale (111-3) est dissipatif s'il existe une fonction
V (x) non négative telle que V(0) =0 et

2 - o7l £v(0)- V()€ - V() 1

Cette derniere inégalité signifie que la norme H, du systéme, pour T ® ¥, est
inférieure ou égale a g [HuChaog].

-
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Pour g =1, cette inégalité signifie que I’ énergie en entrée est plus grande ou égale a
I’énergie de la sortie. En d’autre terme, |’ énergie a été dissipée d’ ou le nom systéme dissipatif
[HuCha9s].

[11.1.3. Probléme de commande H., non linéaire

Le probléme de commande H., non linéaire est équivalant a trouver un correcteur K de la
forme (111-1) qui :
@ stabilise le systéme (111-3)

az(t)ﬂzdt

@ minimise +—— (111-7)

Gt)["ct

I11.2. Hypothéses d’ existence de la commande H., non linéaire

La résolution du probléme de commande H., non linéaire n’est possible que sous les

hypothéses suivantes [| sK a95]:

@ Hypothese 1

Il existe des fonctions uniques w. (X, p)et u.(x, p) définies au voisinage de (0, 0) qui

satisfaient
T (x P (x p).u (1. p) ) =0
111_2'(x, p.w (% p),u (% p) ) =0 (111-8)
W (0,0)=0 u(0,0)=0
tel que

H (x, p,w,u. (X, p)) £H (x, p,w. (%, p),u. (X, p))

H (x, p.w. (x p),u) (-9

ou H est la fonction Hamiltonienne définie par

-
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H(x, p,w,u) = pTF(x,W,u)+||z(x,u)||2 - g?|w’ (11-10)
et pT =V, =V (11-11)
X
@ Hypothése 2

Chague trajectoire x(t) du systéme x(t) = F(x(t), 0,u(t)) satisfait Z(x(t),u(t)) = 0
pour tout t 3 Otel que !!@rg x(t)=0

Cette derniere hypothése est la version non linéaire qu’ un systéeme linéaire ayant une entrée u

et une sortie z (w=0) n'apas de zéros sur I’ axe imaginaire.

Dans la littérature, le probleme de commande H., non linéaire est traité pour une

classe particuliére des systemes non linéaires. Cette classe est donnée par :

x = f(x) + g1 (x)w + g, (x)u
z=hy(x)+ K ;()w+ K;,(x)u (111-12)
y = hy(x) + Ky 0w + Ky, (x)u

ou xI R" est le vecteur d’état, ul R™ est la commande, yi RPest la sortie de mesure,

z1 R°est lasortie objectiveet wi R" est I'entrée exogene.

Les systémes non linéaires, qui s écrivent de cette maniere, sont appelés systémes

non linéaires affins aux entrées.

Dans le but de simplifier I’analyse de la commande H.. non linéaire, les hypotheses

suivantes ont été considérées.

@ Hypotheses smplificatrices [ChDaSe98]

@ Ky(x)=0etK,(x)=0 (111-133)
3 Ky(x) gh(x) Ky(x)g=[0 1] (111-13b)
€g,(x) U r .y 00 :

%) gK21(X)HK21(X)_g|H (||| 13C)

-
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@  gh(x) f(x)pest détectableal état nul (11-13d)

@ Lesystémenominal est atteignable al’ origine

Sous ces hypothéses, le systéme donné par I’ équation (I11-12) peut S écrire sous cette forme :

x = f(x) + g1 (0w + g, (x)u
z=h{(x)+ K,(x)u (11-14)
y = hy(x) + Ky (x)w

I11.3. Solution du probléme H.. des systemesnon linéaires

La solution du probléeme de commande H,, non linéaire est donnée moyennant le

théoreme suivant

Théoreme: [IsKa95] [HUCH98] [ChDaSe9g]:
Sous les hypothéses précédentes, s'il existe une fonction positive définie « V » au
voisinage de x=0tel que V(0) =0, qui satisfait I'inégalité (111-6) ; alorslaloi de commande

1 povT
u=—zngE=—g2TX (|||-15)

résout le probleme de commande H. non linéaire (stabilité interne et atténuation des

perturbations). Et le contrdleur H,, non linéaire est donné par :

1z ‘é:(((()) +BQy (111-16)
ou
A = f() + 1 291D g1 (DX + g2(DC(§) — Br(Hh () (11-17)
Ce(Q) = =95 (X() (111-18)
et B, ({) satisfait I’équation suivante
[Y(x) = X(x)]"B({) = y*h3({) (111-19)

{ est le vecteur d' état du correcteur, et y et le vecteur de sortie du systéme.

X({) et Y({) sont les solutions de deux équations dites équations de Hamilton Jacobi,
données par (111-20a) et (111-20b).

-

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

av 1oV VT
Hp(V, %) = o= f + 25 (79191 — 9292) 5~ + hihy = 0 (111-20a)
U 19U ouT
Hec(U,x) = af +y~2hThy — h3h, + Z@glg{W =0 (111-20b)
y v _ U _ ]
ou P 2X & Pl 2Y (111-20c)

Ces deux équations sont la version non linéaire des deux équations de Riccati.
L’ équation (111-20a) est dite defiltrage, et I’ équation (111-20b) est dite de contrble.

I11.4. Reésolution du probléme de commande H. non linéaire via la méhode des
approximations successives [HuyaJuOQ]

La théorie de commande H., des systemes non linéaires a été développée de I’ analyse
du gain L, basé sur le concept de la dissipation d’ énergie. Ses applications ne sont pas faciles
a cause des équations (inégalités) de Hamilton Jacobi, dont la solution exacte est inexistante
ou impossible a calculer. Deux approches ont été particulierement utilisées dans la littérature
pour résoudre ce probléme. La premiére est I'approche utilisant un algorithme des
approximations successives pour le calcul de la solution approximée de I’'équation de
Hamilton Jacobi [HuYaCh99] [HuyaJuOQ], qui sera exposée dans la partie suivante. La
seconde est |'approche basee sur les inégalités matricielles non linéaires (NLM 1) [YiPa99]
[Asep03] et [Naj00], qui feral’ objet du prochain chapitre.

Pour trouver un contréleur H., du théoréme précédent, nous avons besoin de résoudre
I’ équation de Hamilton Jacobi (111-20a), dont la solution est inconnue ou difficile a calculer.
Une approximation de la solution de I’ équation de Hamilton Jacobi peut étre calculée par la
méthode des approximations successives que nous présenterons dans cette partie.

Cette méthode est le résultat de I’ extension, au cas non linéaire, de la méthode basée
sur les éguations de Riccati dans le cas de commande H., linéaire. Le principe de cette
méthode repose sur une discrétisation spatiale dont la mise en cauvre nécessite la linéarisation
du systéme non linéaire.

La premiére étape est donc, de considérer le modéle linéarise de (111-14) autour du
point (0, 0):

-
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:': x= AX+ B w+B,u
i z=Cx+Dpu (11-21)
-TI- y= C2X+ D21W

s _T1(x) _ _ _Th(x)
Ou A_ ﬂ X x=0 Bl B gl (0) BZ B gz (O) Cl - ﬂ X x=0
_Th(x)
Cz - ﬂX - D12 K12 (O) D21 K21 (O)

La solution approximée de I’ équation de Hamilton-Jacobi est, alors calculée a partir
de cette égalité.

(k) k-1 qry /(M) k-1 (km+2 (M k-2k-n qq\ y(k-n-m+2) (m)
VAP AL 1Y &'nv L5V F{ﬂv i)

x m2 X ma X x n=1 m=2 x

ou k3 3est unentier.

avec
F.=A+R X
ou X est lasolution de I’ équation de Riccati suivante

AT X +XA+X(g?BB - BB} )X +C/C, =0 (11-23)
R=g°BB -BB (11-24)

fn, Ry, € Qy, sont calculées a partir des équations suivantes :
fx) = Ax + fr(x) (111-25)
—(V 29, () g1 (x) — g2 (x) g5 (x)) ——(y‘zBlBl — B,BI) + R, (x) (111-26)
hT(x)h,(x) = xTCICix + Qy (111-27)
f, () :O(xz) R.(x)=0(x) Q,(x) :O(x3) (111-28)

O(x) est le symbole de Landau généralisé d'ordre 1.
0(x?) est le symbole de Landau généralisé d' ordre 2.
0(x?) est le symbole de Landau généralisé d' ordre 3.
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En effet, on peut établir une série d’ équations linéaires en comparant les coefficients

des deux nombres de I'égalité (111-22). V) est la solution unique de toutes ces équations
linéaires.
Pour chaque étape k
k k
V()= VIV (x) =x" X x+§ V" (x) (111-29)
m=2 m=3

(- )(k) est unterme d’ ordre k

(- )[k] est unterme d ordre k accumulé incluant x*

(K] K (m)
v :2ﬂx+éﬂv (111-30)
ﬂX m=3 T[X
ﬂV(m)
est dordre m- 1
9 x
Finalement la solution approximeée de I’ équation de Hamilton Jacobi et :
T[4 k qT\/(K)
X[k'll(x):iﬂv :XX+£éﬂV
2 1x 2ms X
o (111-31)
— X[k-z] (X)+Eﬂ \
2 X

@ Algorithme des approximations successives

Etape1: Initialisation

@ Linéarisation du modéle du systeme non linéaire autour de I’ origine.
@ Cacul de X, la solution de I'éguation de Riccati (111-23), et de y optimal (voir

chapitre 2).
@ Initialisation de la solution de I’ équation de Hamilton-Jacobi
V(Z)
V= 2X' X
ix

@ Fixer: -Levecteur tolérance ¢

-Lenombre d'itération N

-
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Etape 2 : Calcul des approximations

@ Calcul des approximations successives, en comparant les coefficients de I’ équation

suivante
(k) K-1 (m) k-1 (k- m+2) Tyv/(M  k-2k-n (k- n- m+2) Tyv/(m)
v ch=é 1w fh(k-m+l)+é 1w ERS'H \% +éé'ﬂV Rgn)'ﬂV +Qi£k)
ﬂX m=2 ﬂX m=3 ﬂX 4 ﬂX n=1 m=2 ﬂX ﬂX

@ Calcul de la solution approximé de I’ équation de Hamilton Jacobi

Ty/[ k qTy\/(K)
X[k'll(x):iﬂv :XX+EéﬂV
2 Tx 2= Tx

Ty/(k)

x4 LTV

2 x

Etape 3: Vérification

s XFi(x)- x(x)£e

Calculer lacommande u=-gj (x) x"*(x)
Sinon  k=k+1

S kEN+3

Recommencer I’ étape 2

Sinon calculer lacommande  u=- g; () NGE (x)
Fin
Fin

Une fois la solution approximée de I’ inégalité de Hamilton- Jacobi est calculée, on la
remplace par sa valeur dans les équations (111-17) et (111-18), pour calculer les matrices A;, et
C,. Par contre B, fait intervenir dans son expression la solution de la deuxieme inégalité de
Hamilton-Jacobi (I11-20b), dont la solution est inconnue. Lu et Chang, dans leurs travaux,

proposent de considérer B, égale a son équivalent dans le cas du correcteur linéaire.

o
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I11.5. Application dela commande H., non linéaire

Pour mettre en évidence la théorie de la commande H., non linéaire, par simulation,

deux applications ont été effectuées sur les deux exemples traités dans le chapitre précédent.

[11.5.1. Application dela commande H.. non linéaire sur le modéle du penduleinversé

Reprenons le modele non linéaire du pendule inversé du chapitre 2.

€ X u e 0 u ¢ 00 0 0d
e a é G G
é X, Qe 0 ("% 010 o
©4.1314x, - 40219 & 2.4606+1.2303x25 & 0 0 1 0f
y—(::'rg—‘:é1 00 OEx+[0 W]W
=@ 0= ¢ g
&u & 01 0 (111-32)
Z_‘?ZiU_?ngXJ,‘?OUU
= 0=
éZZH SOU euH

Nous rappelons que notre objectif est de stabiliser le systéme et de le maintenir a la
position verticale, tout en assurant une bonne rejection des perturbations et une bonne
atténuation des bruits.

Pour concevoir la commande H., non linéaire, il y a lieu, dans un premier temps, de

linéariser le systeme autour de I’ origine.

i @1 0 0y é6 0 o 6 00 0 Oy
- 0 é 0 & G
IX;oo 0 05, 1 L}nglOOOL)W
i@ 0 0 10 6 0 U & 0 1 0 0d
L9 0 241314 of & 246068 D 00 1 Of
i _é 0001 @ 0010
Y 8 01 o8 0 0 0 1f
) z N

gk 0 0 O0u
i ; , (111-33)
[ €0 10° 0 04 o0
l72=870=0 0 1 0 ix+g
2 a &l
i 0 0 0 10°
! @ 0 0 0§

-
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

En utilisant Matlab, on trouve la valeur optimale deg est égale a 53.966015. Et pour nos
simulations, nous considérons g =55
lasolution de I’ éguation de Riccati (111-23) ext égde a

68258 1.6660 53303 1.0859(
« _gl6660 24959 86347 17594
€5.3303 8.6347 69.6382 14.1508(

: i (111-34)
al.0859 1.7594 14.1508 2.8797
La premiére solution approximative est donnée par
XH(x)= X x (111-35)
Nousavons £ (x) = R (x) = Q¥ (x) = 0 donc
xZ(x)= x¥(x)= X x (111-36)
Lasolution d’ ordre 3 est donnée par
XBE(x) = X x+ X©(x) (111-37)
ou
Ox)=[x® x& xP x| (111-38)

X
et
X ¥ (x) = 0.1730 x,x2 + 0.1300 x, X2 + 2.3450 x: + 0.6160 X, X
X (x) = 0.1250 x,x2 + 0.2100 x, X2 + 3.9340 xZ +1.0068 x,, X
X

B)(x) = 0.250x,x, X, +11.8000x, + 0.2050%,x2 +98.5000x: + 7.0349x,x +1.2260x, X,X,
+37.5500%, X2 + 2.0140X,X;X, + 3.9021x,%; + 0.0800x,%. + 0.1000x.

X ¥)(x) = 0.6173 x,x2 +1.0000 x, X2 +12.5340 X2 + 3.606 X, x> + 0.2858 X, X2
+0.0509 x,X,X,

Nous avons

w0 =RY@ =0 (0 =0

donc X [(x)= xB(x)= X x+ X ®(x) (11-39)

Nous remplacons la solution approximée de I’ équation de Hamilton-Jacobi dans les éguations

(111-17) et (111-18), pour calculer les matrices A, , C;, €t B; du contrdleur non linéaire.

=
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires
Pour les premiéres simulations, nous considérons, les conditions initiales

[0 0 02 0] et une entrée exogéne nulle w=g ;=0*[1 1 1 1 1"( dreprésente les

g
o

Q

perturbations et n les bruits) les résultats sont, alor

(7]

onnés par les figures suivantes:

Lavitesselinéaire e la vitesse
Le déplacement et I'angle angulaire

m et rad m/set o6
02 ; rad/s

f
|

L'état x2 -
L'état x4

0.4

0.2

-0.2

07 s B

Y e

08Hf - e e

6
(Seconde) Temps (Seconde)

7]

Temp:

La commande

12

La commande H., non linéaire, calculée par la méhode des approximations

successives, pour une perturbation nulle, et pour une valeur initialex; =q =0.2rad, stabilise

le systéme aprés 6 secondes, puisqu’elle le maintient a la position verticale avec une erreur

maximale de 0.22 m sur r et une erreur maximale de 0.1 rad dans le sens négatif des q

Pour les conditions initiales [O 0 05 O]Tet pour une entrée exogene

w=003*[1 1 1 1 1|, introduite at=0s nous aboutissons aux résultats suivants:
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Chapitre 3

Lavitesselinéaire et la vitesse
angulaire

L'état x2
L'état x4

Le déplacement et I'angle

m et rad

L'état x1

0.5

6

5
Temps (Seconde)

4

La commande

25l - - o L L Ll L _L____lL____L___

0 e e

B e e il e e i e e e

B T el el el e

8 9

7
Temps (Seconde)

3s, avec une

"instant t

s al

L’ effet des perturbations est atténuée et le systéme s'est stabili

erreur maximale de 0.46m sur I' é&at x1, et une erreur de 0.22 rad sur | état x3.

bY

ée exogene

7

Pour les mémes conditions initiales [O 0 05 O]Tet pour une entr

Itats de simulation sont

ésu

2s, lesr

t

, a

003*[1 1 1 1 1", introduite, cette fois ci

W=

donnés par les figures suivantes :

Lavitesselinéaire et la vitesse

m/s et

Le déplacement et I'angle

angulaire

7

6
Temps (Seconde)

5

rad/s; 5

05t - 4--+---—-+-——— - - - - ———

6

Tesmps (Seconde)
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La commande

Chapitre 3

2 s
2 2 B T
1 g 3 .
= E S
& % ) m R T e | R S ©
z e g £ 2 &
m ) d V o ,..nlb. ,..nl.b \\,\\\\,\ \\,\\\\,\\\\, \\\\\ -
= & % - S R e e |
@ o 5 o I | I
WW m m .mw 7 7 T T N
T T T T T 7 e — =] ! ! ! ! !
A - ol S8 | F S 1 S S S S P
“““ SRRNR TR T B N I 1 s 8 =& AR I A A
o | 0 ) g8 o m R N
o] o Q 5 g TN U
| 2 5 T = s L o
| | | | | | 1) | c 0 i I Y S S N ] -
S | O T g 3 AT Qi
“““ s 8o 3 B .
| | | | | 1 [ ! ! ,v ! ! o
o ] 8 - 3 = s = - g ° g = &7 =
e = 4 08 _
S 39 ©° I B
o £ s o
“““ R T m = = 5
AR T > =
I g 2 2% 3
A - 3B S 2
| | | | = S m ..m m
“““ & £ = S
I I I I n 2 - m
AR 2 o © =
| | | | = o o)
S ® S m — =
o AN
m q W R S m — Ml_..w
o & 8 = ,.m.
g o i ©
g5 g8 o
= o Il
3 2 i =i==N
5 E B o
g B I 2
a o = o)

m et rad

Temps (Seconde)

temps(Seconde)
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La commande

Chapitre 3
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

N La commande
30

25 -

20f -

15f -

104----------

1

7

(@]
< |
|
|
|
|
|
|
n

o
) ——
PNy

-5

T

[¢)

mps (Seconde)

Dans ce cas la le systeme bouclé prend 9 secondes pour ramener et maintenir les étatsa0.

La commande H. non linéaire, calculée par la méthode des approximations
successives stabilise le systeme du pendule inversé et aténue I'effet des perturbations
puisgu’elle maintient toujours, le pendule a la position verticale, et ceci pour différentes
valeurs de perturbations et différentes valeurs initiales.

La seconde application est effectuée sur le modele non linéaire de la machine synchrone a
aimant permanent du chapitre 2.

111.5.2. Application dela commande H.. non linéaire sur la machine synchrone

Nous reprenons le modele non linéaire de la dynamique des erreurs de la machine
synchrone du chapitre 2.

z= -
& U g (111-40)

Nous rappelons que I’ objectif de la commande H.., non linéaire, ¢'est d’ avoir, tout en
imposant une trgjectoire angulaire de référence 1. (donnée dans le chapitre 2), une meilleure
atténuation des variations des paramétres(donnée dans le chapitre 2), et une bonne poursuite

de la trgjectoire imposée. Ceci sera réalisé si tous les états de la dynamique des erreurs (ces

o
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

états représentent les erreurs dus aux perturbations et aux variations des parametres) sont
ramenés a 0.
L’origine X, = 0 est un point d’ équilibre stable lorsque w = 0

Nous linéarisons d'abord le systeme non linéaire autour de I’ origine :

)'Ce = ono + Bou + kW

systéme linéaire: § z = (“0¥) (111-41)
y = Cx,
&k 1 0 056 ® 06
A):g-l -k, a, O :go 0. _a 00 08 C,=(1 0 0 0)
go -a,, -k Oj’Ogloj(Jgooo:ng
e0 0 0 -kg &0 1y
000 O0O0O0UO0OO OO 0O
k|00 0000000100
00 0O0O0O0O0OGOOT10
000O0O0O0O0GOT OO0 1

Grace au Toolbox control de Matlab, Nous trouvons::
Le g optimal est g =3.3310°
Lasolution de I’ éguation de Riccati (111-23) est égale &

€2.0010° 2.3610° 1.8710° 0 u
. €23610° 40710° 30810° 0
€1.8710° 3.0810° 4.4810° o Uu (11-42)
(5] u
& O 0 0 333107

L’ objectif est la poursuite de la trajectoire imposée, et I’ atténuation des effets des variations

des paramétres (Donnée dans le chapitre 2) appliquées a des moments différents.

Les résultats de simulation de I’ application de la commande H., non linéaire calculée
par I’ algorithme des approximations successives, sur la dynamique des erreurs de la machine

synchrone sont donnés par les figures suivantes :

Pour des paramétres qui varient at=0.07s, nous avons les résultats suivants

-
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Temps (Seconde)

Commande H., des systémes non linéaires

L'erreur sur la vitesse angulaire we

2

Rad/s

15

0.08rad mais cette erreur devient 0.005rad aprés 0.5

pY

érieure a

7

0.38 seconde.

L'erreur sur la position angulaire Ve

i i i i i i i
i T T
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Chapitre 3

rad

L’ erreur sur la trajectoire est inf

seconde. Tout les autres états tendent vers 0 al’ instant t

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

Pour des paramétres qui varient at=0.6s, nous avons les résultats suivants

Rad/s, L'erreur sur la vitesse angulaire we

25

2

15

1

05 — == ===~~~ — 1=

R S

f

| O5F--------------
-z.5~——————————%———————————‘ —————————— -
o O - T . o
I % 7777777777 4: 7777777777 i
“ 015 :1 15 )
) Temps (Seconde) Temps (Seconde)
La commande (tension uq (V)) La commande (tension ud (V))
120 . ‘ 14, . .
| | 7 R ]
e N T | |
| | T % S i 7777777777777
Q== N T | |
| | I R I T
A= mmmeees T Ao [ ]
S 3 b o —
| | b [ ]
R . A | |
| | : 3l 1
: i\ r : |
| | oo I T
R 0:5 :1 15 * 0:5 :1 5
’ Temps (Seconde) ’ Temps (Seconde)1

L’erreur sur la trajectoire & un maximum de 0.076 rad a t=0.6 seconde. Cette erreur

devient 0.005rad at=0.87. Dans ce cas aussi, les autres éats sont ramenés a 0.
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

A partir de ces résultats, nous concluons que I'objectif de la commande H., non
linéaire, qui é&é davoir, tout en imposant une trgjectoire angulaire de référence V., une
meilleure atténuation des variations des paramétres est atteint. Ainsi qu’une bonne poursuite

de latrgjectoire imposée.

A partir des résultats de simulation des deux applications, la robustesse de la
commande H,, non linéaire est mise en lumiére, et cela pour des objectifs de stabilité, de rejet

de perturbation et I’ atténuation des effets des variations des paramétres.
111.5.3. Comparaison des deux commandes H., linéaire et non linéaire

Dans le but de comparer la robustesse des 2 commandes H., linéaire et non linéaire,

nous les appliquons au modele du pendule inversé et ceci pour les conditions initiales
T , . édu T o
[0 0 05 0 etuneentreeexogenewzgn q=015*[1 1 1 1 1, introduite 2t=2s, les
el

résultats de simulation des deux commandes H.. linéaire et non linéaire sont, alors donnés par

les figures suivantes

Commande linéaire Commande non linéaire

Les deux commandes H., linéaire et non linéaire nous donnent les méme résultats pour les
états x1 et x3, mais lacommande H.. non linéaire donne de meilleurs résultats pour I éat x4.
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Toujours dans le but de comparer les deux commandes H., linéaire et non linéaire,
nous effectuons des simulations sur le modele de la machine synchrone, pour des paramétres
qui varient at=0.6s. Les résultats de smulation sont donnés par les figures suivantes.

rad L'erreur sur la position angulaire Ve Rad/s L'erreur sur la vitesse angulaire we
0.3 T

| = Commande linéaire
025~ — - o _—

|
o 1

l ——commande non linéaire B L
| T |
|
|
|

—— commande non linéaire ||

’ —— commande linéaire

0.2

Temps (Seconde) o 05 L Temps (Seconde)*®
L'erreur sur le courant "ige" A L'erreur sur le courant "ide"

[

i

I
I

- + -] ‘ !
I

) } _157””””””1” |~ Commande linéaire ||
| — | —— Commande non linéaire

. | —— Commande linéaire ) | '

B === ==+ -~ - - o, H B e +-—-f - e |
i —— Commande non linéaire ! !
I

I | 3
I I | I
I I | I

Bl N . - oo T T
I I | I
I I | I

6 L I 35 L i

0 0.5 1 15 0 05 1 15
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

Les résultats de la commande H., non linéaire sont remarquablement meilleurs que
ceux de lacommande H., linéaire : I’ erreur sur la trajectoire angulaire du cas non linéaire est
de 0.07 rad pour une erreur de 0.3rad pour le cas linéaire. L’ erreur sur la vitesse angulaire est
de 2.8 rad/s dans le cas non linéaire. Cette valeur dépasse 7 rad/s dans le cas linéaire. Les
erreurs sur les courants des deux axes sont clairement plus petites dans le cas non linéaire.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes intéresses a I’ aspect théorique de la commande
H.. non linéaire, et nous avons présenté la méhode des approximations successives, qui
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Chapitre 3 Commande H., des systémes non linéaires

permet de donner une solution approximée de |'équation de Hamilton Jacobi. Deux
applications ont été effectuées, et des tests de robustesse en été faits. Ainsi I’ é&ude effectuée
ici nous a permis de mettre en évidence I'intérét et la robustesse de la commande H.. non
linéaire. L’ éude comparative des deux commandes H., linéaire et non linéaire, permet de dire
gue lacommande H., non linéaire est plus robuste que la commande H., linéaire.

L’ algorithme des approximations successives n'est pas la seule méthode de calcul de
la commande H., non linéaire. Dans le chapitre qui suit nous proposons |’ éude d'une autre
méthode de calcul de la commande H.. non linéaire beaucoup plus récente, basée sur les
Inégalités Matricielles Non Linéaires (NLMI).

-
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CHAPITRE 4
*kkkk*k
RESOLUTION DU PROBLEME DE
COMMANDE H_ PAR LES
INEGALITES MATRICIELLES
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Chapitre 4 Résolution du probléme de commande H.. par lesInégalités Matricielles

Introduction

Les problemes de commande, d’identification, d’ analyse robuste, et de synthése par
retour d'éa peuvent ére réduits, a des problemes standards de corps convexe ou
quasiconvexe impliquant un outil appelé inégalités matricielles linéaires (LMI).

L'histoire des inégalités matricielles linéaires dans I'analyse des systémes dynamiques
a commence depuis plus de 100 ans, lorsgue Lyapunov a introduit son fameux travail que
nous appelons maintenant «théorie de Lyapunov » [Lya47]. |l démontre que I'équation
différentielle,

= x(t) = Ax(t) (IV-1)
est gable si et seulement si, il existe une matrice définie positive P tel que :
ATP+PA<O (1IV-2)

La condition P >0, ATP + PA < 0 est appelée L’inégalité de Lyapunov, qui est une forme
particuliere des inégalités matricielles linéaires LM s.

Le prochain développement majore était dans les années 1940, dans I'Union
Soviétique, lorsque Lur’e et Postnikov appliquent la méthode de Lyapunov a des problémes
pratiques d’ingénieur, particulierement, Probléme de stabilité d’ un systéme de commande non
linéaire [Lur’e 57]. Bien qu'ils n'aient pas parlé explicitement des inégalités matricielles
linéaires, leurs criteres de stabilité sont sous laforme des LMls.

Puis, Dans les années 60, Yakubovich, Popov, Kalman [Yak67], et d autres
chercheurs se succedent pour réduire la résolution des LMIs, qui asurgi dans le probléme de
Lur'e, en des criteres graphiques simples; en se basant sur le lemme de Kalman-
Y okubovich-Popov (KY P lemma).

Jusqu’a 1971, les chercheurs ont développés plusieurs méthodes pour résoudre les
LMI tel : La méhode graphique et les méthodes basées sur la résolution des équations de
Ricatti et de Lyapunov [Will 71].

Au début des années 90, L’ optimisation convexe notamment, I’ optimisation convexe
sous contraintes LMI, sest fortement développée du fait de I'intérét de ces problémes

d optimisation en automatique [Boy94], des forts progrés au niveau de leur résolution
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[NES93] et de la puissance de calcul de plus en plus importante pour un cout de plus en plus
faible.

Le premier apport important de I'informatique a I’ automatique fréquentielle a été la
possibilité d’ obtenir rapidement des tracés graphiques. Avec |’ optimisation convexe, apparait
le second progres important : synthése rapide de lois de commande en mettant a profit la

puissance de calcul disponible.
V.1 Définition desInégalité Matricielle Linéaire « LMI »
@ InégalitésMatriciellesLinéaires

Une inégalité matricielle linéaire est une inégalité de laforme
D 3
F(X):F0+a xF £0 (v-3)
i=1
ou xI R'est la variable, etF, =F"1T R"",i=0,L,n. L'ensemble{x/ F(x)f0} est
convexe (la définition de la convexité est données dans I’ annexe D).

@ Systemed’InégalitésMatricielles Linéaires

Un systéeme d'Inégalités Matricielles Linéaires est un ensemble fini d'inégalités
matricielles linéaires.
F(x)FO,L, et F (x)FO (IV-4)

Un systéme de LMI s peut ére écrit sous une seule LMI comme suit

gFl(x) 0O L O 3
S0 F(x) L o0°;
T 2 u -
F(x): & . o qfo (IV-5)
§0 0 L F(xg

Si les matrices F, sont diagonales, la LMI F(x)fOest un ensemble d'inégalités

linéaires
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[V.2.Problemes sousformeLMI

Comme I'ont montré de trés nombreux travaux, [Bambang 94], [Chilali 96d],
[Geromel 98], [Gupta 96], [M asubuchi 95], et [Boyd 94], ou encore I’ ouvrage didactique
[El Ghaoui 00], la plupart des problemes d’analyse pour les systémes linéaires peuvent étre
formulés de fagon a faire intervenir les LMIs.

Les deux principaux probléemes d’ optimisation convexe que I’on va rencontrer dans ce
mémoire sont le probléme de faisabilité et le probleme de minimisation d une fonction

linéaire sous contraintes LMI :
[V.2.1. Lafaisabilité:

Le test d’existence d'une solution x telle que F(x)FO est appelé le probléme de

faisabilité. L’ensemble des variables x satisfaisant une inégalité matricielle s appelle
I’ensemble faisable. Suivant que cet ensemble est vide ou non, I'inégalité est dite non faisable
ou faisable.

1V.2.2. L’ optimisation :

wit F:s® R, ou s={x/F(x)f0}, & R L’ensemble des réels Le probléme de
déterminer
V

opt

=inf F(x) (IV-6)

Xl 's

est appelé le probleme d’ optimisation ayant une contrainte LMI.

Les problemes d optimisation convexe sous des contraintes LMI ne sont résolus
numériquement de facon efficace que depuis le début des années 90 [NES94, Van96]. Ceci
est le résultat d’ une progression en optimisation convexe vers la fin des années quatre vingt.
Des boites a outils ont été développées dans des logiciels généraux de calcul scientifique (voir
par exemple sous SCILAB [NIK95] et sous MATLAB [EL95, Gah 95 Lab 02]) pour traiter

cette classe de probléme d’ optimisation.
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IV.3. Toolbox LM| deMATLAB

Il existe en effet des algorithmes numériques efficaces de résolution de cette classe de
problemes d’ optimisation fondés sur les méthodes de point intérieur, [Boyd 94], [Nesterov
94]. Dans cette optique, résoudre en pratique un probléme ne consiste pas a produire une
formule analytique, mais a formuler un probléme d’ optimisation convexe en utilisant le
formalisme LMI. Dans ce cas, la solution optimale est globale et peut étre obtenue en temps
polynomial en utilisant les différentes boites a outils proposées dont certaines offrent des
interfaces conviviales avec MATLAB, [Alizadeh 97], [El Ghaoui 95], [Gahinet 95],
[Vandenberghe 94], [Wu 96]. Ces outils reposent essentiellement sur la notion d’Inégalités
Matricielles Linéaires (LMI) ont permis de généraliser les outils les plus récents de
programmation linéaire sur le cone des matrices définies positives.

Gréce au toolbox LMI de MATLAB, les solutions des deux problemes de LMI sont
calculées de maniere facile et efficace.

IV.3.1. Spécification desLMIs

Dans MATLAB, une LMI est représentée dans un seul vecteur, comprenant la
structure et la dimension de laLMI. Le MATLAB-lab touche a tous les systémes de LMI qui
prennent la forme

NTL(X, L, X, )NpMTR(X,, L, X, M (IV-7)
oules X; sont lesvariables, N et M sont des matrices carrées de méme dimension, et L()

et R( ) sont des matrices symétriques ayant la méme structure.

Une LMI de ce type est spécifiée, dans MATLAB, al’aide des commandes suivantes:

@ Imiedit: qui fait appel a une interface graphique qui facilite I'implémentation de la
LMI.

Imivar : pour spécifier les variables inconnues et leurs structures.

Imiterm : pour spécifier lestermes d’une LMI.

setlmis: pour initialiser une LMI.

Q 8 Q. W\

getimis: permet d avoir une représentation interne d’une LMI.
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La spécification d’'une LMI doit ére initiée par la commande setimis et terminée par la

commande getlmis
1V.3.2. Résolution d’'uneL M|

Les commandes qui nous permettent de résoudre les LMIs sont :
@ feasp : permet de calculer une solution du probleme de faisabilité.
@ mincx : permet de calculer une solution du probléme d’ optimisation.,
@ gevp : permet de calculer une solution du probléme de valeur propre généralisée.

V.4, Utilisation des LM Isdanslescommandes H., linéaire et non linéaire

Alors que les méthodes basées sur les éguations de Riccati supposent le calcul
analytique d’ une solution, I’émergence des LMIs modifie la fagon de présenter et de résoudre
les problemes en Automatique. Une grande variété des problémes est envisagée sur cette base
de réflexion. Certains résultats ont donné lieu aux publications [Arzelier 00b], [Arzelier 99],
[Peaucelle 99¢], [Peaucelle 98a].

IV.4.1. Résolution du probléme H. standard par les Inégalités Matricielles Linéaires
(LMI)

Apparue plus récemment [Gah94] [GAY4] [G194], la synthése par LMI fourni une
autre fagon de résoudre le probléme standard. Elle est plus générale, dans la mesure ou elle ne
nécessite que la seule hypothese H1 (parmi les hypothéses de la méthode basée sur les

équations de Riccati du chapitre 2). Nous limiterons au cas ou la condition D, =0est

vérifiée. Dans le cas contraire, on résout tout d’ abord le probléme en considérant des mesures
fictives y correspondant a ce cas, et on modifie a posteriori le correcteur obtenu en effectuant
le changement de variable y = 9 — D, u dans ses équations d' état.

Nous tenons a signaler, qu’a ce jour, les formulations en équation de Riccati ne nous
ont pas permis de pousser les résultats aussi loin qu'avec les méthodes LMI. Cependant, les
formulations en équation de Riccati nous semblent utiles en tant que méthodes alternatives
aux LMI et par leur proximité avec la théorie LQG qui donne un sens physique a un certain

nombre de résolutions.

-,
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Considérons un systéeme donné par la représentation d’ état suivante

&MU ea B, B, wext)a
ge(t)ﬂ— *C. D, D, “‘%N(t (IV-8)
gy(t)ﬁl g:y Dy Dyuldgu()

avecx(t)le vecteur d’éa du systéme, eft)le vecteur d’erreur, y(t)le vecteur de sortie du

systéme, w(t)le vecteur des entrées exogeénes et u(t)le vecteur des entrées de commande du

systeme.

Larésolution du probléme, par la méthode basée sur les LMIs n’est possible que sous
I” hypothése suivante :

H1) (A B,)est stahilisable et (C,, A)est détectable. Cela garantit I'existence d’une loi de

commande K qui stabilise le systéme en boucle fermé.

Larésolution du probléme H., utilisant les LMIs s effectue en deux étapes. En premier
lieu, la faisabilité du correcteur est testée par le lemme borné réel (connu sous son appellation
anglaise : Bounded Real Lemma (BRL)). En deuxiéme lieu, le correcteur est calculé.

@ Lemmebornéréel (BRL) [Lar09] :

éA Bu
Pour un systéme linéaire G = SC Ies conditions suivantes sont équivalentes :

i) [D+C(9 - A)‘lB||¥ pg « Ae(l (A)pO (IV-9)
i) il existe une solution X ¥ 0 del’inégalité matricielle linéaire (LMI)

EA'X+XA XB C'u
B'X  -gl DTupO (IV-10)
C D -gl{

D> (D> D>
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1V.4.1.1. Lafaisabilité [GAY]
La faisabilité d’un systeme de laforme (1V-8) est testée en utilisant le résultat suivant :

Théoréme: faisabilité [GA94] :
Sous I'hypothese H1 et la conditionD,, =0, le probleme H, standard a une solution

s et seulement si deus matrices symétriques Ret Sexistent, vérifiant les trois inégalités

matricielles suivantes

N od éAR+RA" RC, B, U 0%
e R u e u? R l:l
é 0 | Q é Ce R -g Ine Da/v [:Ie 0 I up 0 (IV'lla)
e nw U g BT DT _gl He nw U

o fEAS*SA SB, Clu
9 S lﬁl e T T U? s l:l
ég , Uée BS  -9ln Dagey | PO (IV-11b)
e neU A 1€ ne U

8 Ce DGN _g IneH

R 16
& o0 (IV-11c)
= sH
€'n u

ol N et Ny constituent une base des noyaux de (B] D[ )et (C, D, ) respectivement.

Dans cette approche il est possible de calculer leg minimum directement. En effet, au
lieu de réduire itérativement la borne supérieure de g, on peut rechercher directement la
valeur optimale deg, en résolvant le probleme suivant qui est un probleme d’ optimisation

convexe.

min g souslescontraintes des LMIs (1V-11) (IvV-12)

R=R",S=S
1V.4.1.2. Réalisation du correcteur

Le correcteur recherché a la forme particuliére suivante :

———

Xe =A, %, + B, () (IV-13)
fu)=C,(0)

Avec x 1T R" le vecteur d'état du correcteur, y(t) la sortie du systéme, et u(t) le vecteur de

commande.
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La fonction de transfert en boucle fermé F, (P, K) du systéme (IV-8) a pour représentation

d’ état:

ou

é A BuCc w N
F,(P.K): 88 0% | %l IV-14
(P.K):&C, A BCDW”—SC = (1V-14)
@Ce DeuCc cl cIU
N
k-S| B (IV-15)
- . Ou

désigne lareprésentation d’ état du correcteur a synthétiser.

Afin de séparer les matrices du systéme de celles du correcteur, regroupons ces

derniéres dans une nouvelle matrice :

&cl

éA. B.u
1V-16
SH AT (IV-16)
Lareprésentation d’ état du systéme bouclé devient alors,
Bcu eA Bu EB
| & p.d uQ[c: D]
cIU . euu
< N (IV-17)
A0 ng €0 Bl o 1,1 04
"g0 0 0g*g, 0Q o |p U
&C. 0l Dag & Dgg ¢ u

La relation (1V-17) montre que les matrices de la boucle fermée dépendent de fagon

affine de la variable du correcteurQ. Toutes les autres matrices ne comportent que les

données du systéeme.

Comme conseéquence du BRL, La stabilité de F (P,K) et la contrainte de la norme

H, peuvent se résumer al’inégalité matricielle suivante :

e'A\:I)< +X AI:I X Bcl CT l\:l

B! g D§ PO (1V-18)
8Ccl Dcl - g le

ot XT A () renrésente la matrice de Lyapunov définie positive X F0. Les matrices

inconnues de I'inégalité (1V-18) sont X et les matrices du correcteur. Par conséquent, (1V-18)

n’'est pas une LMI, a cause du produit entre les deux variables inconnues. Une telle inégalité

=)
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est une « Inégalité Matricielle Bilinéaire », plus connue par son appellation anglaise « Bilinear
Matrix Inequality BMI ». Les BMI sont des inégalités difficiles arésoudre [Lar02].

L’inégalité (1V-18) peut éretransformée en une LMI en suivant les étapes suivantes :

@ Une matrice X qui convient peut étre obtenue en effectuant une décomposition en
valeurs singulieres de | - RS, d'ou on déduit deux matrices M,N € R™" de rang
plein vérifiant :

M N =I_-RS (IV-19)
Qui permettent de déterminer la matrice
- §NST - MI:IR N§ (1V-20)
Ou M " désigne lapseudo inversedeM (M ™M =1).
@ Enremplagant X par savaleur dans|’inégalité (1V-18) alors cette derniére devient une

LMl enA, B,,C_, D,_, dont larésolution fournit donc le correcteur.

1V.4.1.3. Synthese avec contrainte sur I’ordre du correcteur

La méthode de résolution exposée dans cette partie conduit a des correcteurs d ordre
égal acelui de lamatrice P(s), qui comprend le modéle du systéme a régler augmenté par les
filtres exprimant les objectifs de synthése. Or, on congoit aisément que cet ordre, qui peut étre
tres élevé n' est pas forcement nécessaire pour obtenir une commande satisfaisante.

La formulation par LMI permet d’ envisager la synthese H., avec une contrainte sur
I’ordre du correcteur. Soit rpn I'ordre du correcteur recherché. 1l faut déterminer des

matrices Ret S solutionsdes LMI (1V-11) et satisfaisant également la contrainte

AR | U .
rangg §§£n+ru rang(l,- RS)Er (1V-21)

La recherche de correcteur d’ ordre réduit solution du probléme standard pour une

valeur donnée de g améne a considérer le probléme suivant :

min_rang(l, - RS) sous LesLMIs(IV-11) (IV-22)

R=R,S=S'
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Le probleme de synthése avec réduction d’ordre est non convexe a cause du produit

desdeux variables Ret S qui intervient dans la derniére contrainte.

Dans la partie qui suit, nous allons présenter une autre méthode de calcul de la
commande H., non linéaire, plus récente, qui est la méthode des Inégalités Matricielles Non
Linéaires (NLMI)

[11.4.2. Résolution du probléme de commande H. non linéaire via les Inégalités

Matricielles Non Linéaires

Devant le succes a la fois sur les aspects théoriques et pratiques de la méhode des
LMI pour le calcul de la commande H.,, une extension aux systémes non linéaires a été
proposee par [YiPa99] et é&té développée par [Asep03].

Les inégalités matricielles non linéaires sont des inégalités matricielles dont les

€léments qui la constituent sont non linéaires.
[11.4.2.1. M éhode desinégalités matricielles non linéairesNLM | [YiPa99] [Asep03]

Cette méthode est plus récente, elle est basée sur des Inégalités Matricielles Non
Linéaires. Elle est développée pour une classe particuliere des systemes non linéaires,
appelée systeme non linéaire a parametres variants (LPV'S Linear Parameter variable system),
qui s écrivent sous laforme::

{ x =Ax)x + B, (x)w

z = C,(x)x + Dy; ()W (1V-23)

x est le vecteur d éat du systeme, z et le vecteur de sortie du systeme, w est le vecteur des

entrées exogenes. Lavariable « temps » a été 6tée dans le but de simplifier I’ écriture.

Avant de parler des résultats sur les NLMI, nous allons parler du Complément de Schur, qui

est un résultat primordial pour larésolution des NLMIs.

@ Complément de Schur

Soit F une fonction telle que F(x):%: () F (IV-24)
21 22
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ol Fy,(x) est carrée. Alors F(x) F 0 s et seulement si

—

, Fll(X) f O (IV'25)
Fzz (X) - F12 Flll F21 fo

—_—

Tout comme pour le cas linéaire, le probleme de commande H., non linéaire n’est

soluble que si les conditions de solubilité données dans la partie suivante sont vérifiées.

1V.4.2.2. Conditions de solubilité du probleme de commande H,, non linéaire [YiPa99]

[Asep03]

La commande H,, non linéaire est soluble S'ils existent deux fonctions matricielles

continues positives définis Y et Zavec Y,Z : X - R™" tel que

AY +YAT YCT B,

Ny 01" Ny 0
[OB 1] vy =yl Dyl s 1]<0 (IV-263)
B1T D1Tl -y
ATZ+7ZA ZB, (T
T 1 1
N
[Aéc (1)] Bz —y1 DL || (I)]<0 (1V-26b)
Gy Dy, —vi
YD
g 33 0 (I'vV-260)
él  Zy

ou N et N, sont des matrices dont les colonnes forment des bases d’ espaces nulles de B, (x)

et C; (x) respectivement.

Le théoreme suivant permet de conclure vis a vis de la faisabilité d’un probleme de

commande H., non linéaire

Théoreme [Asep 03]

Le probleme de commande H.. d' un systéme non linéaire et faisable si le probléme

H.. linéaire du méme systéme linéarisé a I’ origine est faisable.

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Chapitre 4 Résolution du probléme de commande H.. par lesInégalités Matricielles

Les résultats suivants nous donnent les conditions de stabilité d’un systéme non
linéaire (IV-27), sousforme d’'inégalité matricielle non linéaire.

{x = f(x) + glow
z=h(x) + K(x)w

x est le vecteur d éat du systeme, z et le vecteur de sortie du systeme, w est le vecteur des

(IV-27)

entrées exogenes.

Proposition [Asep03] :
Le systéme donné par (1V-27) est asymptotiquement stable et aun gain L, £g s'il existe une

fonction positive définieV: X — R* telle que

ZO 00 +y TR 372 g(0) + v T (GOK (1)
) Ve ) <0 (1V-28)
597 () — =+ 7' KT (0)h(x) Yy IKT(0)K(x) —yI

L’inégalité (1V-28) prend laforme suivante, pour les systemes de la forme (1V-23)

A

& (A'P+PA+g'C'C)x x (PB+g'C'D)u

¢ Up 0 (IV-29)
¢ (B'P+g'D'C)x g'D'D-gl
y AP T x
o)y ﬂ—(x) =2x'P(x) eP(x)=PT(x):X > R™V" (1V-30)
X

Cette derniere inégalité matricielle non linéaire n’ est satisfaite que si I’inégalité ci dessous est
satisfaite
éA'P+PA+g'C'C PB+g'C'DuU

e

0 IV-31
$ B'P+g'D'C  g'D'D-gl o (1V-3h)

pour tout X

Théoréme [Asep03] [Naj00]
Nous considérons le systéme donné par |’ équation (1V-23)
Pour P(x) = PT(x) : X » R™" lesdeux points suivants sont équivalents

i) P(x)satisfait (1V-31)

A" (x)P(x) +P(x) A(x) P(x)B(x) C"(x)u
i) P(x)satisfait g BT (x)P(x) gl D'(x)gp0 (IV-32)
g c(x) D(x)  -gl {
=)
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pour tout x

et sl existe une fonction V telle que jT—V(x):ZxTP(x) aorslesystémeaungain L,pg et
X

il est asymptotiquement stable.
A partir de ce résultat I’ équation (1V-28) peut étre écrite comme suiit:

é 1vV(x) 11V (x) T U
A f(x = x) h{x) 1
e PRGSO RO
& T v
S1 v V() T
gig(x) 0 -gl K (x) 3 (1V-33)
g h(x) K(x) -gl 3
é U
e u

Contrairement aux cas linéaires, ce probléme n’est pas de dimension fini, cependant
s les matrices qui forment cette NLMI sont bornées, alors on n'a qu’a résoudre un nombre
fini des LMls.

En effet si f(x), g(x), h(x) e K(x) sont bornées, alors il suffit de considérer des x;
dans I'intervalle de bornéture et on résout des LMIs qui correspondent aux f(x; ), g(x; ),
h(x;) et K(x; ), pour lesx; considérées.

Lasolution de la NLMI est la solution commune de touteles LM s.

Ainsi lacommande H,, basée sur lesNLMI est la suivante

T
w=_lgr2” (IV-34)

2 dx

1V.4.3. Applicationsdela commande H., basée sur lesLM| et NLMI

Dans le but de tester la robustesse des commandes H.. linéaire et non linéaire,
calculées par les méthodes basées sur les LMIs et NLMIs, nous effectuons les deux
applications des chapitres précédents.
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1V.4.3.1. Applications de la commande H,, basée sur les LMI et NLMI sur un modéle

non linéaire d’un penduleinversé

Nous reprenons le modele du pendule inverse des chapitres précédents.

é X, u é 0 u € 0 0 0 Ou

e a é a é a

o6 0 0s6 1 Ga@ 10005

& X, 0 é 0 G & 01 0 00

€4.1314x, - 402198 & 24606+1.2303¢8 D 0 0 1 of
00 O

—erﬂ & u [O W]W (IV-35)

&9°% o0 1 o

eziu éw,u e0u

+I\
eZZU go UX SNUH

Notre objectif est de stabiliser le systeme de pendule inverse et de le maintenir a la

Z=

position verticale. Pour se faire nous appliquons les commandes H,, calculées par les
méthodes des LMIs et NLMIs respectivement, par simulation, sur le systeme de ci dessus,
pour différentes conditions initiales et perturbations et cela dans le but de tester la robustesse
de ces commandes.

Nous commengons par le calcul de la commande H., linéaire viales LMIs; pour cela

nous linéarisons le systéme autour de I’ origine.

i @1 0 0y é 0 u é 00 0 0y
i 8 a é G é (
IX:;oo 0 o+§1%+501000%
i@ 0 0 10 & 0 G é 01 0 od
L% 0 241314 o §o4606) D 00 1 of
P _é 000y 0010y
7o o1 of"% 0001 (IV-36)
! € 0 0 0u
i 2 10°0 oY
i _éau ¢ U ey

z=g =90 0 1 0O ux+gu
PToE2n e S0 8Ll
i O 0 0 10°
% @ 0 0 0}

Avec la commande hinflmi , la faisabilité du probléme est vérifiée, et le contrdleur
central H,, est directement donné.
Lacommande est alors u =14.6506 x1-0.3407 x2+1.7661 x3-245.6366 x4

=)
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Pour le calcul de lacommande H., non linéaire viales NLMIs, nous commengons par
congtruire laNLMI (1V-33) qui permet de résoudre ce probleme.

Les fonctions f(x), g(x), h(x) e K(x) du pendule inversé, sont bornées, alors il

suffit de considérer un intervalle de bornéture pour les 6. Soit 8; € [~ 7] cette intervalle

de bornéture ; nous considérons quelques valeurs deso : Soit
i={—E,—E,—E,—E,O,E,E,E,E} et nous construirons les LMIs en fonction des
2 3 4 5 5473 2

f(6,),9(6;),h(6;) et K(6; ), qui correspondent aux 8; considérées.
La solution commune de toutes ces LMIs est la solution de laNLMI que nous utiliserons pour
calculer le controleur en laremplagant dans (1V-34) .

L’ application, des deux commandes H., linéaire et non linéaire calculées, sur le
modéle du pendule inversé pour les conditions initiales [0 0 0.2 0] et pour une entrée

exogene nulle, aboutie aux résultats suivants :

Le déplacement et I’angle dans le cas Le déplacement et I'angle dans le cas de
commande non linéaire (viaNLMI)

de commande linéaire (via LMI)
f f f f f f

L'état x1
,,,,, - L'état x3

m etorgd m et rad 0.25

0.2

I I
I I
1 a
I I
I I
I I
+ -
I I
I I
I I
+ -
I I
I I
I I
T hl
I I
I

] |

B H i A T it CTT | | | J: |
2155 1 2 3 i s 6 7 o185 . : 5 i 5 s
Temps (Seconde) Temps (Seconde)
Lavitesselinéaire & la vitesse Lavitesselinéaire et la vitesse
angulaire dans |e cas de commande angulaire dans |e cas de commande
linéaire (via LMI) miset non linéaire (viaNLMI)
m/s et | j j j \’ w’ rad/s °° ] ] i
' Léaxe | oaff N oo ! L'étatx2 |
! Létatxd |- | | L'état x4
‘ R —
| . N - =
,,,,,,,,,, I P B St
,,,,, o
,,,,,,,,,,
777777777777777 o] o A
l 1 l l l l l
6 7 [o} 1 2 3 4 5 6
Temps (Seconde) Temps (Seconde)
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Chapitre 4 Résolution du probleme de commande H., par lesInégalités Matricielles

La commande représente la force qu’il faut appliquée pour maintenir le pendule a la position
verticale. Elle est donnée par la figure suivante

N La commande calculée par la methode des LMls
12 T T T T T
I I I I I
I I I I I
I I I I I
10 Lo Lo Ao 4 [
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
8 === o= T == === 4= ===
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
LSl e Aty Rt B
I I I I I
I I I I I
I I I I I
4 Lo Lo Ao 4 [
I I I I I
I I I I I
I I I I I
I I I I I
2 === o= T == === 4= ===
I I I I I
I I I I I
I I I I I
| | | | |
or [ [ [ [ [
I I I I I
I I I I I
I I I I I
2 L L L I L
2 3 4 5 6 7
Temps(Seconde)

Les deux commandes, aboutissent aux mémes résultats pour les états x1 et x3.
Effectivement la valeur maximale du déplacement est de 0.22m pour les deux commandes. Et
la valeur maximale de I'angle est de 0.1 rad aussi pour les deux commandes. Mais pour les
états x2 et x4, la commande non linéaire abouti a de meilleurs résultats que la commande
linéaire : pour I &at x2 : 0.68 nVs cas linéaire »0.58 m/s cas non linéaire

pour |’ éat x4 : 0.99 rad/s cas linéaire »0. 81 rad/s cas non linéaire

Pour les conditions initiles [0 0 05 O]'et pour une entrée exogéne

éu L L
w=g 3=003*[1 1 1 1 1]', L’application des deux commandes H.. linéaire et non
ena
linéaire donne les résultats suivants :
Le déplacement et I"angle dans |e cas Le déplacement et I'angle dans le cas
de commande linéaire (via LMI) de commande non linéaire (via
metrlad m et rad
T T 1 T T
IS N SO SRS S SO ) I D S B B L]
— L'étatx1 — L'étatx1
— L'étatx3 |-+ 06 — Létatx3 | _ ]
] N .
N R S 71 SO W S S IR
- a -
,,,,, L] 02 A T S IO S I
' 5 6 5 6 7
temps (Secorc) Temps (Seconde)
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Temps (Seconde)
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Temps

Nous avons les valeurs maximales dans le cas de commande linéaire sont égales aux valeurs

K < c
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suivants :

de commande non linéaire (via
NLMI)

Le déplacement et I’angle dans |e cas

0.7

m et rad

Le déplacement et I’angle dans | e cas

m et rad de commande linéaire (viaLMI)

)

Temps (Seconde

Temps (Seconde)

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com


http://www.pdffactory.com

Chapitre 4 Résolution du probléme de commande H.. par lesInégalités Matricielles

La vitesse linéaire et la vitesse Lavitesselinéaire e la vitesse
angulaire dans |e cas de commande e angulaire danslecas de commande
miset, Ilnealre(waLMI) rad's | nonllnealre(waNLMI)
ds [0 L L
1A= -t i P T ——Létatx2 [~ . — Létatx2 |~
R S T S N e S ——Leaxt |
A ] 15O S S S S
o g e
asf - N KNSR S ! I O i S S S N
A SN TN S S DR TS NS RS S
R e e IR ¢ S S S S T
A S SO AU N B S A A SO SO S
255 I : ; y ; ; 7 ;
Temps (Seconde) Temps (Seconde)
La commande non linéaire aboutie a de meilleurs résultats que ceux de la commande
linéaire :

Nous avons : pour le déplacement : 0.88m (cas linéaire) et 0.67 m (cas non linéaire)

Pour I'angle : 0.7rad (cas linéaire) et 0.21 rad (cas non linéaire)

Pour lavitesse linéaire : 1.8 m/s (cas linéaire) et 1.5 m/s (cas non linéaire)

Pour la vitesse angulaire : 2.2 rad/s (cas linéaire) 2.2 rad/s (cas non linéaire)

D’aprés les résultats de simulation de cette application, les deux commandes H.,

linéaire et non linéaire, calculées par les méhodes basées sur les LMI et NLMI
respectivement ; stabilisent le systéme et atténuent |'effet des perturbations puisqu’elles
maintiennent toujours, le pendule a la position verticale. La commande H, non linéaire

aboutie a deux meilleurs résultats que la commande H., linéaire.
1V.4.3.2. Application sur un moteur synchrone

Nous reprenons le modele non linéaire de la machine synchrone du chapitre 2.

| Xe = A, + Bu+ k(x,)w
&oX, 0 (IV-37)

_8ug
y C,X%

Nous rappelons que I’ objectif est d’avoir, tout en imposant une trajectoire angulaire

—— — —— — —

de référence V., une bonne poursuite de celle-ci et une meilleure atténuation des variations

des paramétres. Ceci sera réalise si tous les états de la dynamique des erreurs (ces états

-,
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Chapitre 4 Résolution du probléme de commande H.. par lesInégalités Matricielles

représentent les erreurs dus aux perturbations et aux variations des parametres) sont ramenés a
0.

Nous commengcons par le calcul de la commande H., linéaire via les LMIs; pour cela

nous linéarisons le systéme autour de I’ origine.

)'Ce = ono + Bou + kW

systéme linéaire : § z = (“0¥) (IV-38)
y = Cyx,
2k 1 0 06 & 06
1 -k a, 0. _ % o 0 0 06
A = 2 “w * B, =€ TcozaEl ®c,=(1 00 0
0 -a, -k, 0+ ° ¢l 0+ ° & 0 0 1p
§0 0 0 -kg & 1g
0 000O0O0TOGOT OO OO
k=0 0000000100
0 000O0O0TO0GOTO0T10
0 000O0GO0G OGO OO0 1

Avec la commande hinflmi , la faisabilité du probléme est vérifiée, et le contrdleur
central H,, est directement donné.

ud

LacommandeH, et u = [ ] ou
uq

ud = -1.8752e-006 x1-3.0829e-009 x2-4.4843e-009 x3+1.9676e-019 x4,
uqg = 2.7339e-020 x1+2.5102e-019 x2+1.9676e-019 x3 -0.0031 e-006 x4;

Pour le calcul de la commande H., non linéaire viales NLMIs, nous commengons par
considérer un intervalle de bornéture pour les V,. Soit V,; € [-0.1 0.1] cette intervalle de
bornéture ; nous considérons quelques valeurs des V,; et pour chagu'une de ces valeurs,
nous construisons les LMIs qui correspondes. La solution commune de toutes ces LMIs nous

permit de calculer le contrbleur en laremplagant dans (1V-34) .

Les résultats de simulation de I’ application des deux commandes H., linéaire et non
linéaire sur la dynamique des erreurs de la machine synchrone pour des paramétres qui varient
at=0.07s, sont donnés par les figures suivantes :
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Chapitre 4 Résolution du probleme de commande H., par lesInégalités Matricielles

La tension "ug"

120 . . La tension "ud"
I | 14 T T
| | |
T e e oo 2F-4-------- e mm—————— == |
I I I I
| | oo R Lo
e e R oo | |
| | e el Tl ittt
e R EEEEEEEE T e | |
| | L i e e
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24 075 ‘1 15 4 n‘.s ; 15
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0. T T | |
| | | r | :
I I [| | I
04 -4--------~ T i ﬂ o.o*w ,,,,,,,,, e
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L'erreur sur le courant 'ige' cas linéaire (via
LMI)

A I [

15
Temps (Seconde)

L'erreur sur la courant 'ide' cas linéaire
(via LMI)

L'erreur sur le courant 'ige'
cas non linéaire (via NLMI)
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Temps (Seconde)

L'erreur sur le courant "ide'
A cas non linéaire(via NLMI)

0 0.5 1 15
Temps (Seconde)

1.5
Temps (Seconde)

Tous les états sont amenés a zé&ro. L’ erreur sur la trgjectoire angulaire est d ordre 0.3

rad, dans le cas linéaire, et d’'ordre 0.073 rad, dans le cas non linéaire, ce qui signifie que la

trajectoire imposée est suivit dans les deux cas.

Pour des parametres qui commencent a varier a t=0.6s, L’ application des deux commandes

H.. linéaire et non linéaire donne les résultats suivants :
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Chapitre 4 Résolution du probleme de commande H., par lesInégalités Matricielles

L'erreur sur la position angulaire Ve
Cas non linéaire (via NLMI)

L'erreur sur la position angulaire cas linéaire
(via LMI)

rad

| |
| |
1 1
0 05 1 15

. . 1.5
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L'erreur sur le courant "ide" cas linéaire L'erreur sur le courant "ide

A (via LMI) Ao cas Pon linéaire (via NLMI)
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L’erreur sur latrajectoire angulaire est d’ordre 0.6 rad, dans le cas linéaire, et d’ ordre
0.073 rad, dans le cas non linéaire, ce qui signifie que latrajectoire imposée est suivit dans les

deux cas. Tous les états sont amenés a zéro al’ instant t=0.87 seconde.

A partir des résultats de simulation des deux commandes, la robustesse des
commandes H.. linéaire et non linéaire, calculéesvialesLMI et NLMI, est mise en lumiére, et
cela pour des objectifs de stabilité, de rejet de perturbation et I’ atténuation des effets des
variations des paramétres. Les résultats de la commande H,, non linéaire sont visiblement

meilleurs que ceux de lacommande H., linéaire.

1V.4.3.3. Etude comparative

Dans cette partie, nous comparons les résultats de simulation de I’ application de la
commande H,, linéaire calculée par les deux méthodes présentées dans ce mémoire, ainsi que
les résultats de simulation de I’ application de la commande H., non linéaire calculée par les
deux méthodes suivantes : I'algorithme des approximations successives et la méthode basée
sur lesNLMI.

La premiere chose a remarquer, c'est que la méthode basée sur les LMI est plus
générale, dans la mesure ou elle ne nécessite que |” hypothése qui garantit |’ existence d’ une loi
de commande qui stabilise le systéme en boucle fermé.

-,
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Chapitre 4 Résolution du probleme de commande H., par lesInégalités Matricielles

@ Caslinéaire

Nous commengons par le cas linéaire. Pour

une entrée exogene nulle, les résultats de simulation de I'application des commandes H.,
linéaires calculées par les méthodes basées sur les équations de Riccati et LMI,
respectivement, sur le modéle du pendule inversé ; sont donnés par les figures suivantes :

Le déplacement et |'angle (M é&hode
des LMI)

m et rad

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

-0.05

-0.1

Temps (Seconde)

Lavitesselinéaire et la vitesse

les conditions initiales [0 0 0.2 0] et

Le déplacement et |'angle (M éhode

basée sur |es équations de Riccati)

L'état x1
L'état x3

-0.15
0

6
Temps (Seconde)

Les deux vitesses linéaire et angulaire

angulaire (M é&hode des LMI) m/iset (Méthode basée sur les équations de

m/s et

rad/s
rad/s 08

T
I
|

' - 06
L'état x2

L'étatxd |-~ 04

0.2

ol

-0.2|

L'état x2
L'état x4

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Temps (Seconde)

Les résultats de simulation de I’ application des commandes H., linéaires calculées par
les méthodes basées sur les éguations de Riccati et LMI, respectivement, sur le modéle du

pendule inversé, pour les conditions initiales [0 0 05 O]Tet pour I'entrée exogene

W=

g
oo

=0.03*[1 1 1 1 1", sont donnés par les figures suivantes :
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Le déplacement et |'angle (M é&hode Le déplacement et |'angle (M é&hode
des LMI) basée sur les équations de Riccati)
m et rad
1 , mety ; ‘
08--———————————-—~———~—T-———-—p~-——-—~— : ****** 08F —————l- === = —lm ===~~~ — 4‘ ***** *‘ ******
L'état x1 L'état x1
0.6 L'état x3 - 06 L'étatx3 - -
04—~~~ -~~~ -~ -7 -----f----- i ****** 04 a: fffff T: ffffff
[ it e e e : —————— 02 4‘ ————— 4‘ 777777
: : ; —
B N e e e : —————— 0.2 ﬂ‘ fffff T‘ ffffff
- ! i 5 5
temps (Seconde) temps (Seconde)
_ o _ L es deux vitesses linéaire et angulaire
Lavitesselinéaire et la vitesse (Méthode basée sur les équations de
MSet angulaire (Méthode des LMI) m/s e Riccati
rad/s? T T rad/s 2 T T ! T I) T T
—létatx2 |7 i i i 1T "”L’,é’tét‘;z" o
—létatxd || R R O J— L | ——Létatxd | __|
B — 3 A U I R R
S S R S oS
s - -\ T T R
R e | S [ S N oo E——
B - ash - I L - N R
S U S R S S S S S S
5 5 7 255 1 2 3 i 5 6
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

Les deux commandes aboutissent aux mémes résultats, avec une légére différence pour
I’état x4 qui représente la vitesse angulaire (-1rad/s dans le cas de la méthode des LMI et -
1.07rad/s dans le cas de la méthode basée sur les équations de Riccati, pour la premiéere
simulation. -2.25rad/s dans le cas de la méthode des LMI et -2.5rad/s dans le cas de la
méthode basée sur les équations de Riccati, pour la deuxiéme simulation)

Les résultats de simulation de I’ application de la commande H., linéaire calculée par
la méthode basée sur les éguations de Riccati et la méthode des LMI, pour les objectifs cités
plus haut, sur une machine synchrone, dont les parametres varient, a I’'instant t=0.07s, de la

maniére suivante

100
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Zy

C =C,+0.1C_,, sin—t
+0.65n 9

» g
f = f,(1+0.5sin50wt)

R= Ro (1+ e—t/O.l)

J=J0§[

L= Logi+o.35sinﬂt9

PO g
ont comme suit:

L'erreur sur la position angulaire (méthode

L'erreur sur la position angulaire . . : \ :
b 9 basée sur les équations de Riccati)

(Méthode des LMI)

rad
raj 0.5 ; ‘ 0.2! ‘ ‘
od | L I | S S O — .
[ I . R B 015 ﬂ 777777777 i 77777777777 % ,,,,,,,,,, ]
O ,,,,,,,,,, | o.lﬁ 777777777 ,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,, 4
| S e P 4 008 - Hi- - - - - e R .
| HM ‘ ‘ *M 1 1
( 11/Pve I N PR . | I N N . -~ — .
i e e
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o.-W 777777777 O i YS S S -
03 - J 777777777 i ,,,,,,,,,,, L ,,,,,,,,,, , U S . A -
03 05 T 15 15 05 1 15
Temps (Seconde) Temps (Seconde)
. . . . L'erreur sur la vitesse angulaire we (méthode
L'erreur sur la vitesse angulaire we (méthode basée sur les équations de Riccati)
basée sur les LMI
Rad/§ ) Rag/s

15
Temps (Seconde)
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L'erreur sur le courant ige' (Méthode L'erreur sur le courant "ige" (méthode
A basée sur les LMI A basée sur les équations de Riccati)
3,
| |
O e . A 1
| |
| |
- - - - . A 1
| |
| |
| |
0
| |
| |
| |
A - R RE - e e
| |
| | |
| | |
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| | |
I I D e I 4
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| | |
| | |
] IR oo | |
I | 4
| | | |
| | | |
L. N oo | | |
| | | |
| | | |
| | L 1
& 0‘_5 ‘1 is 0 0.5 1 T s 1.5 q
Temps (Seconde) emps (Seconde)
L'erreur sur la courant ‘ide' (Méthode Lsrreyr sur :e cgurartl_t |ded (I\él;_athot(_ie
A basée sur les LMI A asée sur les équations de Riccati
1,
0.5 -

|

|

|
5 1
0 0.5 1 1.5 . 15
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

La différence des résultats de simulation de I’ application des deux commandes H.,
linéaires calculées par la méthode basée sur les équations de Riccati et la méthode des LMI
est frappante. Mais on ne peut pas conclure vis-a-vis de la meilleur méthode puisgue des fois
c'est la méhode des LMI qui donne de meilleurs résultats, et des fois ¢'est la commande
basée sur les équations de Riccati qui donne de meilleurs résultats. Mais au moins les deux
commandes H,, linéaires atteignent les objectifs visés.

@ Casnon linéaire

Nous passons maintenant au cas non linéaire. Pour les conditions initiales
[O 0 02 O]Tet une entrée exogene nulle, les résultats de simulation des commandes H.,

non linéaires calculées par I’ algorithme des approximations successives et la méthode basée
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sur lesNLMI ; respectivement, appliquées sur le modéle du pendule inversé, sont données par

les figures suivantes :
Le déplacement et |'angle (M é&hode Le déplacement et |'angle (M é&hode
des NLMI) des approximations successives)
metrad m et rad
WAV [ —rema | |
L I R v il ----| ——L'étatx3 [ -

T
|
+
|
|
|
005HF - —-—"4 - - ——+-————I-———— t--—---- -
|
|
|
|
|

! ! | J: | o1 I [ T

o1 1 1 l l 1 ot l 1 l 1 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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. oL Les deux vitesses linéaire et

Les deux vitesses linéaire et angulaire (M éhode des
angulaire (M éhode des NLMI) guiare )

m/s m/s approximations Successives)

rads *° ! ! 1 ! ! rad/s ‘ ! l |
0.4ff - --- N % ————— i L'étatx2 |- L'état x2 -1

| | L'état x4 L'état x4
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o I -
AN . S R . ]
Y| N o n e dmmmee R . .
e N - JRE— i B ——
oM ] ool

1 l l 1 l l 1 l
0 1 2 3 4 5 6 4 5 6
Temps (Seconde) Temps (Seconde)

Les résultats de simulation de I’ application de la commande H,, non linéaire calculées
par I'algorithme des approximations successives et la méthode basée sur les NLMI ;
respectivement, appliquées sur une machine synchrone, dont les paramétres varient, a
I’instant t=0.07s, sont donnés par les figures suivantes :
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Chapitre 4 Résolution du probleme de commande H., par lesInégalités Matricielles

. . . L'erreur sur | ition angulaire Ve
L'erreur sur la position angulaire EITeur sur ia position angulaire

(Méthode des NLMI) (Méthode des approximations successives)
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Chapitre 4 Résolution du probleme de commande H., par lesInégalités Matricielles

L'erreur sur le courant "ide" L'erreur sur le courant "ide" (Méthode
A (Méthode des NLMI) des approximations successives)
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Les deux commandes H.. non linéaires calculées par I algorithme des approximations
successives et la méthode basée sur les NLMI, aboutissent presque aux mémes resultats. Et
ceci pour les deux exemples d’ applications.

A partir des résultats de simulation, des trois derniers chapitres, la robustesse de la
commande H., linéaire et non linéaire est mise en évidence, et cela pour des objectifs de
stabilité, de rejet de perturbation et I atténuation des effets des variations des parametres. Mais
bien s0r, lacommande H.. non linéaire aboutie a de meilleurs résultats que la commande H.,
linéaire. Puisqu’elle ne néglige pas les non linéarités du systéme.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle vision de la résolution du
probléme de commande H., par l'intermédiaire des LMI. Ainsi qu’une autre méthode plus
récente qui est I’ approche des Inégalités Matricielles Non Linéaires appliquée pour calculer
la commande H, non linéaire. Ces deux méthodes proposées ont é&é appliquées pour
concevoir des commandes linéaire et non linéaire d’'un pendule inversé et d une machine
synchrone a aimant permanant. Des tests de robustesse ont été faits, et ils confirment la

robustesse des deux commandes H.,, linéaire et non linéaire.
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Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire concerne I’ é&tude de la commande H.. linéaire et
non linéaire. Nous avons expose les notions générales sur la commande robuste, la commande
H.. linéaire et non linéaire, et les approches les plus utilisées pour la résolution des problémes
de commande H... Nous avons aussi, présenté, dans ce mémoire un outil de résolution des
problemes de commande H., non linéaire, développé récemment par [YiPa99] [Asep03], qui

est I’approche par les Inégalités Matricielles Non Linéaires (NLMI).

Le premier chapitre a été consacré, a |’éude de la commande robuste, en termes
d acquisition des outils de base, & son éat de I'art, a la représentation des incertitudes
(Structurées et non structurées) et des quatre axes de robustesse (voir stabilité et performance
nominale et sabilité et performance robuste).

Dans le deuxieme chapitre, nous avons présenté la théorie de la commande H., des
systémes linéaires, voir le probléme H., standard et sarésolution par la méthode basée sur les
équations de Riccati. Nous avons montré par les deux applications qui ont éé effectuées,
I’une sur un modéle de pendule inversé, et I'autre sur un systeme de machine synchrone a
aimant permanent, que lacommande H., linéaire est robuste.

Dans le chapitre trois, nous avons fait la recherche bibliographique sur la commande
H.. des systémes non linéaires, en termes de choix de la méthode, ainsi que le contexte de
son application. Ceci nous a amenés a dresser un état de I'art des méthodes de commande H.,
dans le contexte non linéaire, et faire de la simulation de la méthode choisie sur un systeme de
pendule inversé et sur un modele de machine synchrone a aimant permanant. Des simulations
sur les deux systémes, étudiées dans le deuxiéme chapitre, ont été effectuées en utilisant la
méthode des approximations successives, et des teste de robustesse en été effectuées, ce qui

nous a confirmer la robustesse de cette commande.

Le dernier chapitre a été consacré a I éude de la méthode des Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI) utiliste dans la commande H. linéaire et la méthode des Inégalités
Matricielles Non Linéaires (NLMI) dans le cas de la commande H., non linéaires. Nous les
avons appliqué aux exemples traités dans les deux chapitres 2, 3 afin de comparer les
résultats, ici aussi des tests de robustesse ont été faits.
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Conclusion générale

Les résultats de simulation de ce mémoire, confirment la robustesse de la commande
H.. linéaire et non linéaire. La commande H.. non linéaire abouti a de meilleurs résultats que
la commande H., linéaire puisgu’elle considére les non linéarités des systémes. Une autre
conclusion trés importante, ¢’ est que la méthode des LMI dans le cas linéaire, réciproguement
la méthode des NLMI dans le cas non linéaire donne de trés bons résultats.

L es perspectives de ce travail

Notretravail peut S étendre et se généraliser atousles systémes non linaires.
développer un algorithme qui résout directement les NLMI.

Etendre I’éétude de la commande H. non linéaire par les NLMI aux systemes non
linéaires plus générauix

Des techniques d'intelligences artificielles peuvent étre appliquées pour la résolution

du probléme de commande H., non linéaire.
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Annexe A Lesnormes
Annexe A

A.l.Lesnormesdesignal L;et £,

A.1.1. Lanorme £;

Pour un signal scalaire v(t) défini pour tout ¢ > 0, la norme £, est définie comme la

racine carrée de l'intégral de v(t)?,
© 1
lwll, = (f," v(©)?dt) " (A.2)
L'interprétation physique de cette norme revient a dire que, s v(t) est un signal de

courant ou de tension, ||v||3 est proportionnel a I'énergie totale associée a ce signal. Dans le

casou lesignal v(t) est unvecteur (t) = [v,(t) ... v,(t)]T,lanorme L, devient égale a

1 . 1
Il = Rl Yz = ([ SRy w02 de) 2 = ([ v v() de) 2 (A2)
Rappelons en outre, que la transformée de Laplace du signal v(t) est égale a:
V(s) = [ v(t)e™t dt (A.3)

ou s est la variable complexe de Laplace. Par analogie avec (A.1), on définit la norme £, pour

cette transformeée de Laplace sur I’ axe imaginaire par

Wil = (& 17 Gl do) (A4

D'aprés le théoréme de Parseval, les normes £, dans le domaine temporel et fréquentiel sont

égales:

lvllz = VI, (A.5)
Dans le cas d'un signal vectoriel v(t) = [v,(t) .. v,(¢)]T, lanorme £, de latransformée
de LaplaceV(t) =[Vi(t) .. V,(t)]T decesignal devient:
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1

w /
VIl = SRV Y2 = (L[ SR V(o) 2dw) =

© 1 o ) Y
(15 Zm vi—joVi(o)do) = (=[5, I, V(—jo) 'V (jo)do) (A.6)
A.l.2.LanormeL,
Lanorme £, d'unsignal v(t) est définie par :
V|l = max,|v(t)| (A7)

en supposant que le maximum de ce signal existe. Comme ceci n'est pas garanti dans le cas
général, lanorme L. est définie, de fagon plus correcte, par la plus petite borne supérieure de
la valeur absolue du signal :

Ivlles = sup,|v(®)] (A.8)

A.2. Lesnormesde systémeH; et H.,

A.2.1. LanormeH;
Pour un systéme multivariable stable ayant pour matrice de transfert G(s) = [gij )]

la définition de lanorme H, est :

Yy o . Y
IGIl, = (Zij”gij”z) 2 _ (%f_oo ?i1|9ij(]w)|2dw) 2 _

1

(%f_oooo ?i19ij(—]'w)gij(jw)dw)1/2 = (ifff,oZ?;l G(—jw)TG(jw)dw) /2 (A.9)

Il est facile d'interpréter la norme H, d'un systéme de matrice de transfert G a partir
des normes £, de ses signaux d'entrée et de sortie. En effet, en considérant les entrées du
systéme I'une apreés l'autre égales a I'impulsion de Dirac d'amplitude unité, les autres entrées
étant nulles, ce qui correspond a une transformée de Laplace du vecteur d'entrée V(s) = e, =
[0,...,0,1,0,...0]7 dansle cas d'une k™ entrée mise a 1, la sortie du systéme

Z(s) = G(s)ey (A.10)

correspondra au carré de la norme £, suivant:
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1 oo
1215 = Gells = o | erlef6(=jo) G GaDerldo

1 [o/0)
= ﬂj trlG(w)eel G(—jw)T]dw

Dans le cas d'un systéme monovariable, de fonction de transfert G(s) , la norme £, de sa

sortie, en réponse a une impulsion de Dirac unité appliquée a son entrée, est donnée par :

1

1/ /
1 . . 2 1 poo . 2
1zll, = (5 2, erllG (=) 6 (o)l dw) * = (- [ 16()Pdw) * = lIGl, (A1)
expression similaire a (A.4). ||G||, peut donc étre interprété ici comme le gain du systéme,
moyenneé sur toutes les fréquences.

Donc la norme H; est I'énergie en sortie du systéme lorsgqu’ on injecte une impulsion
de Dirac en entrée, ou plus généralement un bruit blanc de densité spectrale uniforme.

A.2.2.LanormeH,
Considérons d'abord le cas d'un systeme monovariable, de fonction de transfert G(s) .
Contrairement a la norme H, qui fournit le gain moyen du systéeme, la norme H., est définie

par :
Gl = max,|G(jw)l (A.12)
ou encore, dans le cas ou le maximum n'existe pas,
Gl = supy G (w) (A.13)
La norme H,, est donc simplement le plus grand facteur par lequel le systéme amplifie tout
signal sinusoidal appliqué a son entrée.
Une relation entre la norme H,, et les normes £, des signaux d'entrée-sortie du systeme
peut ére trouvée. Considérons pour cela un signal v(t) de transformée de Laplace V (s) ayant

une norme £, bornée. La sortie du systéme Z(s) = G(s) V(s) possede une norme £, bornée

par [|Gllo IVl parce que:
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16Vl = (2 17, erll6Gov Gl do) * = (& [716Ga PV Go)Pdo) * <

o /
sup, |G ()l (5= [ IV G Pdw) * = Gl IV, (A.14)

Par conséquent, pour tout v # 0,

IGV1l2

> :
Gl =7 (A.15)
On montre en fait que la norme H., peut ére caractérisée par :
_ 6Vl
161l = sup { T2y 0} (A.16)

La norme H,, fournit donc le facteur maximum dont le systéme amplifie la norme £, de tout

signal d'entrée. C'est pourquoi ||G |, est aussi appelé « gain » du systéme.

Dans le cas dun systeme multivariable, la norme H. est définie dune maniéere
analogue.
Pour une matrice de transfert G(s) on définit :

1G]l = supe, 1G ()l (A.17)

La norme matricielle ||G (jw)|| est égale a la valeur singuliére maximale (G (jw)) de la
matrice
G(jw).D'ou:
161l = sup, 3(G(jw)) (A.18)
Cette norme est interprétée physiqguement de la maniere suivante. On sait que si I’on
applique a I’entrée du systéme G un signal sinusoidal vectoriel, composé de sinusoides de
méme pulsation mais d’amplitudes et de phases différentes, sa sortie est un signal sinusoidal
vectoriel de méme pulsation, mais dont les composantes ont des amplitudes et des phases
modifiées par G. La norme H,, est donc le facteur maximum dont le systeme amplifie toute

entrée sinusoidale vectorielle.
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Dans le cas d'un signal d'entrée d'énergie L, bornée, par analogie au cas d'un systeme

monovariable la norme H,, est donnée par:

1G]l o =sup{%:v¢0} (A.19

Enfin, notons que dans le domaine temporel, si la sortie du systeémeest Z(t),

|Gl =sup{@°v #O} (A.20)

vil
La norme H., est, donc, la norme matricielle induite par la norme des fonctions H,. Dans le
cas linéaire SISO, elle mesure le gain maximal de la réponse fréguentielle.

A.3. Interprétations:

La minimisation d’ une norme H., correspond a la minimisation du plus grand pic de la
valeur singuliére, tandis que celle d’ une norme H, minimise la somme des carrés de toutes les
valeurs singuliéres pour toutes les fréquences possibles. C'est en partie la raison pour laquelle
la norme H,, intervient en commande robuste, outre le fait qu'elle est un outil pratique pour la
représentation des incertitudes du modele et qu'elle satisfait la propriété multiplicative. Cette
derniére propriété, en revanche, n'est pas vérifiée par la norme H,. Cependant, la norme H,
reste un outil mathématique offrant de nombreuses utilités et trouve des applications
intéressantes dans le domaine de l'ingénierie.

A.4 PropriétésdelanormeH.,

Considérons le cas d'un systéme LTI tel que:
Y(s) = G(s)U(s) (A.21)

ou Y,U sont respectivement I'entrée et la sortie du systeme et G(s) est sa matrice de transfert.
Lanorme H., de ce systéme est définie par I'équation (A.19).

La norme H., posséde deux propriétés :
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la norme H,, de la mise en série de deux systemes, représentés respectivement par les
matrices de transfert G(s) et H(s) , c'est-a-dire la norme H. du produit des deux
matrices de transfert, est inférieure ou égale au produit de leurs deux normes H., :

IG($IH(S) oo < 11G () leolH ()l oo (A.22)
la norme H., de la matrice de transfert de la mise en parallele de deux systémes G(s)

et H(s) avec soit une entrée commune, soit une sortie commune, est supérieure ou

égale a la plus grande des normes H., de ces deux systémes :

|G| = sptiG@ )1 (A23
166 HEo = sup(I6E) o IHEL0) (n.2)

Dans le cas d'une synthése H,, on déduit des deux dernieres inégalités que, si la
norme H, de la matrice de transfert en boucle fermée T,,(s) satisfait I'inégalité
1Tz, ()]l <y, cette inégalité et également satisfaite par toutes les sous-matrices

éventuelles de cette matrice de transfert.
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Annexe B

B.1.Modéle d’un penduleinversé

Un pendule inversé est un systeme qui présente des caractéristiques intéressantes
permettant d'illustrer quelques problémes type. |l sagit d’ un systeme instable parfaitement
décrit par un modele non linéaire obtenu en appliquant les lois de la physique. L’ objectif de
cette étude et d'illustrer la commande des systéemes non linéaires. Le schéma de principe du

systéme est donné sur la figure suivante

i—H: ) \

Le systéme est congtitué d'un chariot de masse M solidaire d’une courroie qui peut étre
entrainée horizontalement a I’aide d’un moteur a courant continu et d’un systéme a poulies.
Une tige d’aluminium avec a son bout une masse (pendule) est reliée au chariot et peut
pivoter dans le plan vertical (voir figure). Soit L la distance entre I’ axe de rotation de latige
et le centre de gravité du pendule et mla masse du pendule, on appelle g I’angle entre le
pendule et la verticale et r la position du chariot par rapport a |’ origine qui sera prise entre les
deux poulies.

B.2.M odéle mathématique: M odéle dans |’ espace d’ état

Nous considérons un systeme de pendule inversé décrit par la dynamique suivante
[HuCha9s].

(J +mL2)q - mgLsing +mLcosqr =0 (B.1)
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2

(M +m)r- mLq sing +mLgcosg = f (B.2)
u=r (B.3)
J= %mLZ (B.4)
d:%sinq- 4—?;_cosq>u (B.5)
f= (M +m- O.75mcoszq)u- qu.2 sing +0.75mg cosq sing (B.6)

M =0.455kg est lamasse du chariot
m=0.21kg est lamassedelabarre

L =0.3048m estlalongueur delabarre

g= 9'807%@2 est I’ accélération gravitationnelle

J :% mL? est le moment d’inertie

En définissant le vecteur d’ état suivant

.
T_E€ u
x=py % % x]'=g 1 aq (B.7)
H
ou X, =r est le déplacement
X, =1 est lavitesse lingaire
X, = est|'angle (déplacement angulaire)
X, :q est lavitesse angulaire
lareprésentation d’ état non linéaire du systeme de pendule inversé est la suivante :
& u é&n € r u
etu g a
&,U_é&u_¢% u u
& u=g (=@ u (B.8)
ésa da ¢ u
g( U &4 @—gsinq - icosq uY
“u e4L 4L u
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En remplacant les paramétres par leurs valeurs nous aboutissonsa :

¢ %, ué¢ 0 0
e u e u
- X 0 = 1 p
x=¢€ ute W (B.9)
e X, u e 0 u
é U é ,u
£24.1314x, - 402197 & 2.4606 +1.2303x%;
éru éL 0 0 Oy
_gu_e A B.10
V=40 % 0 1 of (810
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Annexe C

C.1. Modée de la machine synchrone a aimant per manents
Le modele de la machine synchrone étudiée dans ce mémoire satisfait les hypotheses

simplificatrices suivantes

@ Leshypothéses smplificatrices
Les phénomenes physiques inhérents au fonctionnement du systeme peuvent étre

partiellement ou totalement pris en compte dans un modéle.

Plus le nombre d’ hypotheéses est grand, plus simple sera le modéle. Cela permet une
étude et une exploitation plus aisées. Ces simplifications proviennent des propriétés des
machines a courant alternatif [ Stru2000] [Bas2001].

Dans ce but, on adopte les suppositions suivantes :
> |a saturation est négligée, il en résulte que les inductances propres et mutuelles sont
indépendantes des courants qui circulent dans les différents enroulements;
> Les f.m.m. sont réparties sinusoidalement dans I'entrefer de la machine, il y a une
symétrie par rapport al’ axe magnétique des enroulements ;
> |’effet d encochage est négligé ;
2 On ne tient pas compte de I’ hystérésis et des courants de Foucault dans les parties

magnétiques ;

@ Modélede PARK
La mise en équation des moteurs synchrones triphasés aboutit & des équations
différentielles a coefficients variables. On utilise alors la transformation de Park, qui permet
d'un coté, de décrire le comportement du moteur a I'aide d'éguations différentielles a
coefficients constants, et de réduire le nombre de variables, en passant d'un repére a trois
dimensions (a b c) qui est fixé par rapport au rotor, & un repére a deux dimensions (d  q)

qui tourne, de I’ autre coté.
A un systeme triphasé quelconque (&, b, c), on associe un systéme biphasé (d, g, 0)
donnant le méme champ tournant, les aimants sont représentés par un inducteur au rotor

alimenté par une source de courant continu parfaite, comme le montre la figure suivante :
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Annexe C Modele d’un moteur synchrone a aimant permanent

D’ aprés le schéma de cette figure on donne les équations de la machine synchrone relatives au

stator et rotor.
%:-—id+pwi +1v =-al, + pwi, +a.v,
dt L q L d 3'd q 5%
%:-Bi - pwi -ﬁw+1v
dt L ¢ oL L
=-aglg- PWig - a,wtagy (C.)
W:ﬁi -iw-&:ai -a,w-c
Je g g e TR
V=w
Avec:

J estle moment d'inertie du moteur ;

R est larésistance ;

L est I'inductance ;

V est laposition angulaire ;

w est la vitesse angulaire mécanique du rotor ;

f est lecoefficient de frottement visqueux ;
k., est le couple électromagnétique délivré par le moteur ;

C, C'est le couple résistant, ou de charge ;
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Annexe C Modele d’un moteur synchrone a aimant permanent

On peut remarquer que les éguations s expriment en fonction de deux courants I’ un est
statorique et I’ autre est rotorique ; ce qui implique un couplage entre les grandeurs du stator et

du rotor. Ce couplage est a la base des non linéarités du moteur synchrone.
C.2. Description du systéme étudie

Dans cette partie, nous considérons le modele de Park d’une machine synchrone a
aimant permanant qui est soumis a des erreurs de la maniére suivante :

OnposeV, =V -V, I'erreur sur latragectoire;

et on défini w. =V, - k\V, =-kV +§€/r +kV, g comme laréférence angulaire ;
sachant que I’ erreur sur w est donnée par w, =w- w,, aors:

Ves=- kV,+w, et

We =@ i, - @ ,W+Cy - Wr+a

lviq -a,W- C,
_ . aea, a, . 0 1 -
__Ve_ kZWe+a10|qe+alv Ve_ We+|qei+a2v(klve_ We)+alvfl - anVr' C,
10 a9 1] 10
- R . _Y
avecf)=Co+Vita,Ve, i Zig- iy & g Ta,
10

Lavaleur désirée de I’ accélération angulaire est donnéepar y =a, i, =aV, - a,w, +f,
~ — 12 —
ou a1_k1 - k1azo':|-et & _k1+k2' -
Nous supposons |" erreur suivantely, =14 - Iy, sur le courant i, , nous obtenons alors

la dynamique des erreurs suivante :

%= Ax, +Bu+k(x)w

[, = 3x0 (C.2)
T Eu g
1y=Cx,

Ol] Xe = (Ve We iqe ide)T y U= (uq ud )T (C-3)
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Annexe C Modele d’un moteur synchrone a aimant permanent

ek 1 0 06 & 0o
1 -k, a, 0. _QO 0: C_ﬁ 0 0 06
¢l 0+ 7% 0 0 1y

0 0 - 4; go 15

C,=(1 0 0 0)

T

W=, 2, A, 8, AV afi A W W whotelque

1 : 1 :

W :alvfl_' a2va' G, W = I 1° asvfl_' a4va+a5vI 2
10 10

Wi, :a5v| 3™ Agly

FY Y Y PR PR PR PR PR PR CY R B P B o:_'

vO
o
o
o

“Q
o
=
o

Q.'..'. £ ESY PR PR Y PR B

Avec
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Annexe C Modele d’un moteur synchrone a aimant permanent

— lae 1l 0
&3:—9 _(a1k1 A3, - az) a ok, +
A5 e Ay (4]
- le 1 o
a“__(} _(azk +ta, - asoaz) "8+
A5 e Ay (%]
- 1
a5__( k3 a2+a30)
aq
e L -0
| :iqif +a —f1+ erIdr+a40Vr+
a5 ey 49 a
1 e . - di
2 = —CAgxlg - PVr f + dr :
asoga Ay dt ﬂ
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Annexe D Convexité

Annexe D

D. Convexité

La convexité est une notion a la fois ensembliste et fonctionnelle, voici les définitions dans
chacun des cas.

D.1. Ensemble convexe

Un ensemble E est dit convexe si et seulement si pour tout couple de points (x, y ), le segment
qui lesrelie appartient aussi a lI’ensemble E

x€EE
yeE}=/1x+(1—/1)yeE v e [0,1] (D.1)

Ensemble convexe Ensemble non convexe

D.2. fonction convexe
Lafonction f est dite convexe si et seulement si
vAe[0,1], V(x1,x2) f(Ax1+ (1 —-1Dx2) < Af(x1D)+ 1A —-Df(x2) (D.2)

c'est - & dire si le segment passe au dessus de la courbe

M)+ (- :-Ly(xg[ ............. —

fOx,+(1- :-h;u:g_____.r.'._. ....... _

TR
: 1+ }‘Iz

Un probléme d’ optimisation convexe s énonce donc comme sulit :

minyeg f(x) (D.3)
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Annexe D Convexité

ou E est un ensemble convexe et f est une fonction convexe.
De méme, une contrainte f;(x) < 0 est dite convexe si la fonction f; est convexe. Un

des avantages de la convexité est que toute optimisation d’une fonction convexe définie sur
un ensemble convexe peut setraiter localement car toute solution locale devient globale.
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