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Introduction générale

Les systèmes à événements discrets sont des systèmes qui évoluent dans le temps par

occurrence d’événements. La modélisation est la première étape à franchir lors de l’étude

du comportement d’un système à événements discret. Deux types d’approches sont dis-

ponibles pour effectuer cette étude du comportement : la simulation et l’analyse par des

outils de modélisation mathématique tel que : les files d’attente, les chaînes de Markov, les

automates et les réseaux de Petri. Chacun de ces outils vise un problème donné si ce n’est

pas une taille de système donné. Nous nous intéressons dans cette thèse à l’outil réseau de

Petri. Les réseaux de Petri sont utilisés pour modéliser le comportement dynamique des

systèmes à événements discrets. Ils permettent de modéliser les relations de précédences et

les interactions structurelles d’événements stochastiques, concurrents, et asynchrones. De

plus, leur nature graphique permet une meilleure visualisation des systèmes complexes. Ils

sont de nos jours largement utilisés dans la modélisation, l’évaluation des performances

et la commande des systèmes à événements discrets à contraintes de temps [1, 2, 3, 4, 5].

Les réseaux de Petri représentent un outil de modélisation hiérarchisé avec un support

mathématique bien développé. Ils permettent d’entreprendre l’analyse et la conception de

systèmes complexes.

Les systèmes à contraintes de temps de séjour sont très fréquents dans l’industrie [6, 7, 8]et

dans les systèmes de transports (Ateliers de galvanoplasties, Systèmes ferroviaires)[9, 10].

Pour cette classe de systèmes, le facteur temps est une composante primordiale. Il affecte

les performances et la validité fonctionnelle du système. Le procédé peut se retrouver dans

un état interdit si une opération donnée est produite plus tard que prévue. Il est donc
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nécessaire de disposer de techniques de vérifications pour assurer un bon fonctionnement

et garantir le respect de ces contraintes de temps. Pour répondre à ces besoins, Khansa

[11] a introduit les réseaux de Petri P-temporels où un intervalle de temps est associé

aux places avec les concepts de mort de marque et de fonctionnement admissible. Les

questions de vérification ces propriétés temporelles ont été traitées par plusieurs auteurs

qui ont abouti à des résultats importants [12]. Dans notre cas, nous formulons la question

en terme d’un problème de commande. En d’autres termes, nous cherchons à calculer des

commandes qui permettent de garantir le bon fonctionnement du système.

Nous nous intéressons dans cette thèse à une classe particulière de réseaux de Petri P-

temporels à savoir : les graphes d’événements P-temporels. Pour cette classe de systèmes,

plusieurs modèles algébriques ont été développés dans la littérature que ce soit dans

l’algèbre des dioïdes (max,+) ou (min+) [13] ou dans l’algèbre standard [14, 15]. Dans

ce travail, nous avons utilisé le modèle algébrique proposé par Kara [15] dans l’algèbre

standard pour modéliser le comportement des graphes d’événements P-temporels. Sous

certaines hypothèses, ce modèle devient linéaire invariant discret ce qui permet d’utiliser

les concepts très utilisés dans la commande de systèmes linéaires continus.

L’objectif du présent travail est de synthétiser des lois de commande prédictive pour

commander une classe des systèmes à événements discrets modélisés par des modèles im-

plicites dans l’algèbre standard.

La commande prédictive fait partie des techniques de commande très avancée dans le do-

maine industriel [16, 17, 18, 20]. C’est une méthodologie basée sur l’optimisation à chaque

pas de calcul sur un horizon glissant d’un certain critère de coût. Une fois le problème

d’optimisation est résolu, seule le premier élément de la séquence calculée est appliqué au

système [21, 22, 23]. Récemment cette commande a été étendue à la classe des systèmes

à événements discrets [24, 25, 26] vu sa simplicité de mise en oeuvre et sa capacité de

s’adapter à plusieurs modèles.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à calculer une commande en boucle
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ouverte sur un horizon de prédiction fini. Cette commande permet de suivre un compor-

tement 1-périodique tout en respectant les temps de séjour des marques dans les places

des graphes d’événements P-temporels. Pour garantir la robustesse et la stabilité de tels

systèmes, on s’est penché sur le calcul de commandes en boucle fermée sur des horizons

infinis [27]. Sans s’éloigner de principe de la commande prédictive, l’approche proposée

par Kothare [28] consiste à minimiser une borne supérieure d’une fonction objective sur

un horizon infini. Cette formulation conduit à la résolution d’un problème d’optimisation

convexe à base d’inégalités linéaires matricielles (LMIs). L’approche est choisie vu ses

avantages en robustesse et en stabilités du fait de l’existence d’une fonction de Lyapunov

comme fonction objective et le concept d’invariance positive. Dans un second temps, le

travail a été étendu à la commande prédictive explicite. Cette technique permet de calcu-

ler des lois de commande de type affine par morceaux (PWA) sur un horizon de prédiction

fini [29].

La thèse est structurée en trois chapitres :

• Dans le premier chapitre, nous présentons les rappels nécessaires qui concernent l’outil

réseaux de Petri ainsi que leurs propriétés et leur principe de fonctionnement. Des modèles

algébriques des graphes d’événements P-temporisés et P-temporels sont présentés. On dis-

tingue les modèles obtenus dans l’algèbre (max,+) (resp. (min,+)) basés sur les fonctions

dateurs (resp. compteurs), des modèles écrits dans l’algèbre standard et qui s’appuie sur

les mêmes fonctions.

• Dans le deuxième chapitre, des rappels sur la commande prédictive, les ensembles

polyédraux et les ensembles ellipsoïdaux sont présentés. Ce chapitre est consacré à la

commande de systèmes à événements discrets modélisés par des graphes d’événements

P-temporels en utilisant l’approche commande prédictive. Une commande prédictive en

boucle ouverte est calculée sur un horizon fini, puis des gains de retour d’état sont ob-

tenus sur un horizon infini par la résolution d’un problème d’optimisation convexe sous

contraintes LMIs. Ces gains permettent de suivre un comportement 1-périodique en ga-
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rantissant le respect des contraintes sur la variable de commande. Nous avons montré que

le respect des contraintes est assuré par l’inclusion de l’ellipsoïde défini par la fonction

de Lyapunov dans le polyèdre des contraintes. Cette inclusion est vérifiée par le calcul

de la distance entre les hyperplans qui forment ce polyèdre et l’ellipsoïde en question.

L’approche est illustrée sur un système de transport vu comme une classe de systèmes à

événements discrets.

• Le troisième chapitre est consacré à la commande des graphes d’événements P-temporels

en utilisant la commande prédictive multiparamétrique. Nous avons montré qu’en utilisant

le concept d’(A,B)-invariance, la commande prédictive en boucle ouverte sur un horizon

fini peut être reformulée sous forme d’une programmation multiparamétrique dont la so-

lution est donnée par des fonctions affines par morceaux (PWA). Les gains de commande

calculés permettent de suivre une trajectoire désirée avec respect de contraintes sur la

variable de commande et la variable d’état. Cette approche est appliquée à un système

de transport en commun.



Chapitre 1

Modèles algébriques des graphes

d’événements temporisés et temporels

1.1 Introduction

Les réseaux de Petri (RdPs) sont des modèles très utilisés pour la modélisation, l’ana-

lyse et la commande des systèmes à événements discrets. Ils sont de nos jours utilisés dans

divers domaines de l’industrie manufacturière, du transport en commun et des réseaux de

télécommunications.

Afin de prendre en considération le facteur temps dans la modélisation des SEDs, différents

types de modèles ont été introduits dans la littérature. Les RdPs T-temporisés introduits

par Ramchandani [30] permettent de prendre en considération les temporisations au ni-

veau des transitions de réseau de Petri. Le concept a été élargi aux places de RdP par

Sifakis [31, 32, 33], on parle ainsi des réseaux de Petri P-temporisés. Les réseaux de Petri

P-temporels sont une sous classe des RdPs P-temporisés qui permettent de prendre en

considération la contrainte de temps de séjour que l’on rencontre souvent dans l’industrie

électrochimique. Ce formalisme a été introduit par Khansa [11, 34]. Il s’agit d’associer

des intervalles de temps aux places de réseau de Petri afin de prendre en considération la

contrainte temporelle du temps de séjour des marques dans ces places.

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps quelques définitions et forma-
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lismes concernant les réseaux de Petri. Ensuite, nous discutons de deux classes impor-

tantes des réseaux de Petri qui sont les graphes d’événements P-temporisés et les graphes

d’événements P-temporels ainsi que leur représentation dans l’algèbre des dioïdes et dans

l’algèbre standard.

1.2 Réseaux de Petri

Un réseau de Petri comporte deux type de noeuds, les places et les transitions. Une

place est représentée par un cercle et une transition par un rectangle. Les places et les

transitions sont reliées par des arcs. Un arc est orienté, il relie soit une transition à une

place ou une place à une transition. On associe à chaque arc un entier positif nommé poids.

Dans cette partie, nous rappelons quelques concepts de base concernant les réseaux de

Petri qui seront utilisés toute au long de ce travail. Pour plus de détail sur les RdPs voir

[35, 36, 37, 38].

Définition 1 (Un réseau de Petri)

Formellement un RdP est un quadruplet R = (P, T, ε, w), où :

• P={p1, p2, ..., pm} est un ensemble fini de m places.

• T={t1, t2, ..., tn} est un ensemble fini de n transitions.

• ε ⊂ (P × T ) ∪ (T × P ) est un ensemble fini d’arcs.

• w : ε→ N+ est la fonction de poids associée aux arcs.

Quand les poids associés aux arcs sont unitaire le réseau de Petri est ordinaire

• w−ij est associé au poids de l’arc qui relie la place pi à la transition tj.

• w+
ji est associé au poids de l’arc qui relie la transition tj à la place pi.

Une place pi est dite en amont (en entrée) d’une transition tj s’il existe un arc orienté de

la place pi vers la transition tj. Une place pi est dite en aval (en sortie) d’une transition

tj s’il existe un arc orienté de la transition tj vers la place pi.

Dans tout ce travail, l’ensemble des places d’entrées (respectivement de sorties) d’une

transition tj est noté otj (respectivement toj). L’ensemble des transitions d’entrées (respec-

tivement de sorties) d’une place pi est noté opi (respectivement poi ).
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Une transition (respectivement une place) sans places (respectivement transitions) d’en-

trées est appelée transition (respectivement place) source. Une transition (respectivement

une place) sans places (respectivement transitions) de sorties est appelée transition (res-

pectivement une place) puits.

Définition 2 (RdP marqué)

Un réseau de Petri est dit marqué si chaque place contient un nombre positif ou nul de

marque (jeton) représentée par un point noir dans cette place.

D’une façon formelle, un RdP marqué est représenté par un couple (R,M) où :

• R : est un réseau de Petri.
• M : P → N

pi 7−→M(pi)

M(pi) est la fonction de marquage associée au nombre de marques contenues dans la place

pi à un instant donné. Le nombre de marques contenues initialement dans la place pi est

noté M0(pi).

Exemple 1 Soit le réseau de Petri marqué donné par la Figure 1.1.

Figure 1.1: Exemple d’un réseau de Petri marqué.

Le graphe de la figure 1.1 est composé des éléments suivants :

• P={p1, p2, p3} l’ensemble des places.

• T={t1, t2, t3} l’ensemble des transitions.

• M0(p1) = M0(p3) = 1, M0(p2) = 0.

M0 = (1, 0, 1)T est le vecteur de marquage initial.
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• w+
11(t1, p1) = w+

22(t2, p2) = w+
33(t3, p3) = 1.

• w−12(p1, t2) = w−23(p2, t3) = w−32(p3, t2) = 1.

1.2.1 Franchissement des transitions

Une transition tj est dite franchissable ou tirable si chaque place d’entrée de la tran-

sition tj contient un nombre de marques au moins égal au poids associé à l’arc qui relie

cette place à la transition tj.

Autrement dit, tj est franchissable si,

∀ pi ∈ otj, M(pi) ≥ w−ij (1.1)

Le franchissement d’une transition consiste à retirer un nombre de marques égal à w−ij de

chaque place d’entrée de la transition tj et d’ajouter un nombre de marques égal à w+
ji à

chaque place de sortie de la transition tj.

Après chaque franchissement d’une transition, un nouveau marquage est obtenu.

soitMk(pi) le marquage d’un réseau à un instant donné, le franchissement d’une transition

tj conduit à un nouveau marquage noté Mk+1(pi) tel que :

Mk+1(pi) = Mk(pi) + w+(tj, pi)− w−(pi, tj). (1.2)

Séquence de franchissement σ

une séquence de franchissement σ est une suite de transitions t1t2 · · · tn qui peuvent

être franchies successivement à partir d’un marquage donné.

Vecteur caractéristique S

Soit σ une séquence de franchissement réalisable à partir d’un marquageMi, le vecteur

caractéristique S est le vecteur de dimension n (nombre de transitions du RdP) dont

chaque élément i correspond au nombre de franchissements de la transition tj dans la

séquence σ.
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Matrice d’incidence W

Pour un RdP de n transitions et dem places. La matrice d’incidenceW est une matrice

de (m× n) définie comme suit :

W = W+ −W−, (1.3)

•W− = [w−ij ], avec [w−ij ] = w−(pi, tj) est la matrice d’incidence avant, chaque élément

de cette matrice correspond au nombre de jetons à enlever de la place pi en franchissant

la transition tj.

• W+ = [w+
ji], avec [w+

ji] = w+(tj, pi) est la matrice d’incidence arrière, chaque

élément de cette matrice correspond au nombre de jetons à rajouter à la place pi en fran-

chissant la transition tj.

La connaissance de la matrice d’incidence et du vecteur caractéristique S, pour une sé-

quence de franchissement réalisable à partir d’un marquage initialM0, permet de détermi-

ner l’évolution du vecteur de marquage Mk dont l’équation fondamentale est la suivante :

Mk = M0 +W · S (1.4)

Reprenons l’exemple de la Figure 1.1. L’évolution du vecteur de marquage est la suivante,


M0

1

0

1

franchissement de t2−→


M1

0

1

0

franchissement de t3−→


M2

0

0

1

,
on dit que, M2 = (0, 0, 1)T est obtenu par le franchissement de la séquence σ = t2t3 à

partir de marquage initial M0 = (1, 0, 1)T ,

M2 = M0 +W · S,
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avec,

W+ =


t1 t2 t3

p1 1 0 0

p2 0 1 0

p3 0 0 1

, W− =


t1 t2 t3

p1 0 1 0

p2 0 0 1

p3 0 1 0

, W =


1 −1 0

0 1 −1

0 −1 1



et S =


0

1

1


1.2.2 Principales propriétés

Les principales propriétés des réseaux de Petri peuvent être classées en deux catégories.

Les propriétés dynamiques qui dépendent du marquage initial et sont liées à l’évolution

du réseau (borné, vivant, réinitialisable,..). Les propriétés structurelles ne dépendent pas

du marquage initial et sont liées à la structure du réseau.

Définition 3 Bornitude une place pi d’un réseau de Petri est dite k-bornée pour un

marquage initial M0 s’il existe un entier positif k tel que, pour tout marquage accessible à

partir de marquage M0, le nombre de marques dans la place pi reste inférieur ou égal à k.

Un réseau de Petri marqué est dit k-borné, si toutes les places de ce réseau sont k-bornées.

Lorsqu’un réseau est 1-borné, le réseau est dit sauf.

Définition 4 Accessibilité la vérification de l’accessibilité d’un réseau de Petri marqué

consiste à savoir si on peut atteindre un marquage Mk à partir d’un marquage M0. Le

marquage Mk est accessible à partir de M0 s’il existe une séquence de franchissement qui

mène du marquage M0 à un marquage Mk.

Définition 5 Vivacité une transition tj est dite vivante, si quel que soit le marquage

atteignable on peut construire une séquence de franchissement qui contient la transition

tj. Un RdP est dit vivant si toutes ses transitions sont vivantes.

Définition 6 Blocage un blocage dans un RdP est un marquage pour lequel aucune tran-

sition n’est franchissable.
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1.2.3 Les sous classes des réseaux de Petri

Les sous classes présentées dans ce travail permettent de prendre en considération les

phénomènes de synchronisation, de parallélisme et de concurrence.

Graphes d’états

Un graphe d’état est un réseau de Petri ordinaire marqué où chaque transition a exac-

tement une place d’entrée et une place de sortie.

Cette classe permet de modéliser les phénomènes de concurrence et de partage de res-

sources mais pas les phénomènes de synchronisation et de parallélisme.

Exemple 2 La Figure 1.2 est une partie d’un graphe d’état qui modélise un phénomène

de partage de ressource.

Figure 1.2: Phénomène du partage de ressource dans un graphe d’état.

La marque présentée dans la place p1 représente une ressource mise en commun entre l’uti-

lisateur 1 et l’utilisateur 2. Le franchissement de la transition t2 entraîne la consommation

de la marque de la place p1, ce qui rend le franchissement de la transition t4, associée à

l’utilisateur 2, impossible. Alors le franchissement de la transition t4 doit attendre une

marque qui entre dans la place p1 par le franchissement de la transition t1 de l’utilisateur

1.
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Graphes d’événements GE

Un graphe d’événements est un réseau de Petri ordinaire où chaque place a exactement

une transition d’entrée et une transition de sortie.

Cette classe permet de modéliser les phénomènes de synchronisation et de parallélisme

mais pas les phénomènes de concurrence ou de partage de ressources.

Exemple 3 Le graphe de la Figure 1.3 est un graphe d’événements qui modélise un phé-

nomène de parallélisme et de synchronisation.

Figure 1.3: Exemple d’un graphe d’événements.

Après le franchissement de la transition t2 qui rajoute une marque à la place p2 et une

autre marque à la place p4, les transitions t3 et t4 peuvent être franchies en parallèle.

Les opérations des deux processus sont aussi en synchronisation. Le franchissement de la

transition t5 ne peut se faire que si la place p3 de processus 1 et la place p5 de processus

2 contiennent chacune au moins une marque.

1.3 Les graphes d’événements P-temporisés

Les systèmes à événements discrets sont généralement des systèmes où l’évolution

est soumise à des contraintes de temps. L’introduction de ce paramètre dans la modé-
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lisation de tels systèmes a donné naissance aux réseaux de Petri temporisés. Un graphe

d’événements est dit temporisé si des temporisations sont associées aux places et/ou tran-

sitions. Quand la temporisation est associée aux places, le graphe d’événements est dit

P-temporisé. Quand la temporisation est associée aux transitions, le graphe d’événements

est dit T-temporisé.

Définition 7 Graphe d’événements P-temporisé

Un graphe d’événements P-temporisé est représenté par le doublet (R, di) tel que :

• R est un graphe d’événements marqué.

• di : P → Q+ est la temporisation associée à la place pi, elle représente la durée d’indis-

ponibilité d’une marque après son arrivée dans la place pi. Autrement dit, di est le temps

de séjour minimum d’un jeton dans la place pi avant qu’il participe au franchissement de

la transition située en aval.

Dans un graphe d’événements P-temporisé, il n’y a pas de conditions temporelles maxi-

mum sur le temps de séjour d’un jeton dans une place.

1.3.1 Fonctionnement au plus tôt

Le fonctionnement au plus tôt d’un graphe d’événements temporisé se base sur le

principe que toutes les transitions sont franchies dès que possible. Une transition tj est

validée s’il y a au moins un jeton disponible dans chacune des places en aval. Un jeton

dans une place pi peut participer au franchissement d’une transition tj située en aval dès

que le temps de séjour minimum se termine.

1.4 Modélisation des graphes d’événements P-temporisés

Le comportement d’un graphe d’événements P-temporisé peut être décrit par un mo-

dèle linéaire dans l’algèbre (max,+) ou (min, +) en fonction de dateurs ou de compteurs.

Une autre manière de modéliser a été introduite dans [14]. Il s’agit de modéliser le compor-

tement d’un graphe d’événements P-temporisé par un système d’inéquations dans l’algèbre

standard.
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1.4.1 Modèle dateur dans l’algèbre (max,+)

Un dateur est une application croissante de Z dans Z∪(−∞,+∞) qui associe à chaque

transition tj une fonction θj(k) qui désigne la date à laquelle le kième franchissement de

la transition tj se produit.

La mise en équations d’un graphe d’événements temporisé en utilisant les inégalités en

dateur décrit le comportement du système par un modèle linéaire dans l’algèbre (max,+).

Nous présentons ce modèle au travers d’un exemple.

Exemple 4 Soit le graphe d’événements P-temporisé donné par la Figure 1.4

Figure 1.4: Exemple d’un GE P-temporisé.

Le graphe de la Figure 1.4 est composé d’une transition source u1, de deux transitions

internes t1 et t2 et de quatre places p1, p2, p3 et p4 temporisées avec d1 = 1, d2 = 4, d3 = 2

et d4 = 1 (respectivement).

Dans la mise en équations, nous suivons les règles générales des conditions initiales. Les

jetons situés dans chaque place pi à k = 1 sont disponibles depuis −∞, c’est à dire

∀k ≤ 0 , θi(k) = −∞, ils peuvent contribuer immédiatement aux franchissements des

transitions.

Dans cet exemple, aucun jeton n’est présent dans la place p4 et un seul jeton est présent

dans la place p1. Selon le fonctionnement au plus tôt, une transition est franchie dès qu’elle

est franchissable. La date de la kième activation de la transition t1 est conditionnée par

la date de la (k − 1)ième activation de la transition u1 (un jeton est présent dans la place
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p1) et la date de la kième activation de la transition t2 (aucun jeton n’est présent dans la

place p4). Nous obtenons les équations suivantes :

θ1(k) ≥ 1 + u1(k − 1),

θ1(k) ≥ 1 + θ2(k),

θ2(k) ≥ 4 + θ1(k − 2),

θ2(k) ≥ 2 + θ1(k − 1).

Les inéquations peuvent être réécrites comme suit : θ1(k) ≥ max(1 + u1(k − 1), 1 + θ2(k))

θ2(k) ≥ max(4 + θ1(k − 2), 2 + θ1(k − 1)).

Dans les dioïdes Zmax = (Z∪{−∞,+∞}, (max,+)) où a⊕b = max(a, b) et a⊗b = (a+b),

ε = −∞ et e = 0, ces équations sont réécrites comme suit : θ1(k) ≥ 1⊗ u1(k − 1)⊕ 1⊗ θ2(k)

θ2(k) ≥ 4⊗ θ1(k − 2)⊕ 2⊗ θ1(k − 1).

Sous forme matricielle, nous obtenons : θ1(k)

θ2(k)

 ≥
 ε 1

ε ε

 θ1(k)

θ2(k)

⊕
 ε ε

2 ε

 θ1(k − 1)

θ2(k − 1)

⊕
 ε ε

4 ε

 θ1(k − 2)

θ2(k − 2)

⊕
 ε

ε

u(k)⊕

 1

ε

u(k − 1)

θ(k) ≥ A0 ⊗ θ(k)⊕ A1 ⊗ θ(k − 1)⊕ A2 ⊗ θ(k − 2)⊕ B ⊗ u(k)⊕ B2 ⊗ u(k − 1)

avec,

A0 =

 ε 1

ε ε

, A1 =

 ε ε

2 ε

, A2 =

 ε ε

4 ε

, B1 =

 ε

ε

 et B2 =

 1

ε

.

D’une manière générale le système d’inéquations en dateur dans l’algèbre (max,+) s’écrit

comme suit :

θ(k) ≥
L⊕
i=0

Aiθ(k − i)⊕
L⊕
j=0

Bju(k − j), (1.5)

avec, L = max(M0) le plus grand marquage initial des places du GE P-temporisé. M0 est

le vecteur de marquage initial des places. L’équation (1.5) est appelée forme implicite en
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dateur dans l’algèbre (max,+).

La forme explicite est donnée par l’équation suivante :

θ(k) ≥
L⊕
i=1

A∗0Aiθ(k − i)⊕
L⊕
j=0

A∗0Bju(k − j). (1.6)

Avec A∗0 est l’étoile de Kleene de la matrice A0.

1.4.2 Modèle compteur dans l’algèbre (min,+)

Un compteur est une application croissante de Z dans Z ∪ (−∞,+∞) qui associe à

chaque transition une fonction θ(t) qui indique le nombre de franchissement des transitions

jusqu’à l’instant considéré. Le comportement d’un graphe d’événements temporisé peut

être aussi représenté par des équations en compteurs dans l’algèbre (min,+).

Nous présentons ce modèle au travers de l’exemple de la Figure (1.4). En considérant les

fonctions compteurs dans l’algèbre (min,+), nous obtenons les inéquations suivantes :

θ1(k) ≤ 1 + u1(t− 1),

θ1(k) ≤ θ2(t− 1),

θ2(k) ≤ 2 + θ1(t− 4),

θ2(k) ≤ 1 + θ1(t− 2).

Le système d’inéquations s’écrit comme suit : θ1(k) ≤ min(1 + u1(t− 1), θ2(t− 1)),

θ2(k) ≤ min(2 + θ1(t− 4), 1 + θ1(t− 2)).

Dans l’algèbre (min,+) où a ⊕ b = min(a, b), a ⊗ b = a + b, ces équations sont réécrites

comme suit :  θ1(k) ≤ 1u1(t− 1)⊕ θ2(t− 1),

θ2(k) ≤ 2θ1(t− 4)⊕ 1θ1(t− 2).

Sous forme matricielle, nous obtenons : θ1(t)

θ2(t)

 ≤
 ε ε

ε ε

 θ1(t)

θ2(t)

⊕
 ε e

ε ε

 θ1(t− 1)

θ2(t− 1)

⊕
 ε ε

1 ε

 θ1(t− 2)

θ2(t− 2)

⊕
 ε ε

ε ε

 θ1(t− 3)

θ2(t− 3)

⊕
 ε ε

2 ε

 θ1(t− 4)

θ2(t− 4)

⊕
 ε

ε

u(t)⊕

 1

ε

u(t− 1)

θ(t) ≤ A0⊗θ(t)⊕A1⊗θ(t−1)⊕A2⊗θ(t−2)⊕A3⊗θ(t−3)⊕A4⊗θ(t−4)⊕B⊗u(t)⊕B2⊗u(t−1)
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avec,

A0 =

 ε ε

ε ε

, A1 =

 ε e

ε ε

, A2 =

 ε ε

1 ε

, A3 =

 ε ε

ε ε

,A4 =

 ε ε

2 ε

,

B1 =

 ε

ε

 et B2 =

 1

ε

.

D’une manière générale le système d’équations en compteur dans l’algèbre (min,+) s’écrit

comme suit :

θ(t) ≤
T⊕
i=0

Aiθ(t− i)⊕
T⊕
j=0

Bju(t− j), (1.7)

avec,

T = max(di) est la plus grande temporisation des places du GE P-temporisé. L’équation

1.7 est appelée forme implicite en compteur dans l’algèbre (min,+).

L’équation explicite est donnée sous cette forme :

θ(t) ≤
T⊕
i=1

A∗0Aiθ(t− i)⊕
T⊕
j=0

A∗0Bju(t− j). (1.8)

Avec A∗0 est l’étoile de Kleene de la matrice A0.

1.4.3 Modèle dateur d’un GE P-temporisé dans l’algèbre stan-

dard [14]

La forme générale d’une représentation polyédrique dans l’algèbre standard est la

suivante :

G ·


θ(k −M)

...

θ(k − 1)

θ(k)


≤ −d . (1.9)

Où,

• θj(k) est la date de kième franchissement de la transition tj.

• M est la plus grande composante de vecteur M0.

• d est le vecteur des temporisations.

• G = (GMGM−1 · · · G1G0) contient les poids des arcs entrants et sortants relativement
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à chaque place pi.

• La matrice G = (GMGM−1 · · · G1) contient les poids des arcs entrants dans chaque

place pi avec le signe plus.

• La matrice G = G0 contient les poids des arcs sortant dans chaque place pi avec le signe

moins.

D’une manière générale la matrice G est représentée comme suit :

G =



θ(k −m) θ(k)

t1 t2 · · · · · · tm t1 t2 · · · · · · tm

p1 0 0 · · · · · · 1 0 −1 · · · · · · · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 1

...
...

...
...

...
... −1

...

pn 0 · · · · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · · · ·


,

La matrice G d’un graphe d’événements représente les relations des poids des arcs.

D’où nous pouvons déduire la relation avec la matrice d’incidence W

W =
M∑
i=0

Gi

Exemple 5 Soit le graphe d’événements P-temporisé donné par la Figure 1.5

Figure 1.5: Exemple d’un GE P-temporisé.

Les équations en dateurs associées au graphe de la Figure 1.5 sont données comme suit :
θ2(k) ≥ θ1(t− 1) + 4,

θ3(k) ≥ θ2(t− 1) + 1,

θ1(k) ≥ θ3(k) + 2,
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Ces équations sont équivalentes aux :
θ1(t− 1)− θ2(k) ≤ −4,

θ2(t− 1)− θ3(k) ≤ −1,

θ3(k)− θ1(k) ≤ −2,

Sous forme matricielle, nous obtenons :


1 0 0 0 −1 0

0 1 0 0 0 −1

0 0 0 −1 0 1





θ1(k − 1)

θ2(k − 1)

θ3(k − 1)

θ1(k)

θ2(k)

θ3(k)


≤ −


4

1

2



Toutes les places de GE P-temporisé ont au plus un jeton. d’où la plus grande composante

de vecteur M0 est 1. Le modèle algébrique est donné sous la forme suivante :

G ·

 θ(k − 1)

θ(k)

 ≤ −d
avec,

G1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , G0 =


0 1 0

0 0 −1

−1 0 1

 , G =


t1 t2 t3 t1 t2 t3

p1 1 0 0 0 1 0

p2 0 1 0 0 0 −1

p3 0 0 0 −1 0 1

,

1.4.4 Modèle compteur d’un GE P-temporisé dans l’algèbre stan-

dard [14]

La forme générale d’une représentation polyédrique en compteur dans l’algèbre stan-

dard est donnée sous la forme suivante :

F ·


θ(t− d)

...

θ(t− 1)

θ(t)


≤M0. (1.10)
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Où,

• θj(t) est le nombre de franchissement de la transition tj.

• M0 est le vecteur de marquage initial des places.

• d est la plus grande composante de vecteur des temporisations des places du GE P-

temporisé.

• F = (FTFT−1 · · · F1F0).

1.5 Les graphes d’événements P-temporels

Les graphes d’événements P-temporels sont une classe des réseaux de Petri P-temporels

introduite par Khansa [11] pour modéliser des systèmes à événements discrets dont la

contrainte de temps associée aux places appartient à un intervalle de temps bien déterminé.

Définition 8 Un graphe d’événements P-temporel est représenté par le doublet (R, IS)

avec :

• R : est un graphe d’événements marqué.

• IS : P → Q+ × (Q+ ∪∞)

ISi=[ai, bi] avec,

0 ≤ ai ≤ bi

ISi est l’intervalle de temps de séjour d’une marque dans une place pi.

Le jeton qui arrive dans une place pi ne peut participer au franchissement de ses transitions

de sortie qu’après avoir séjourné un temps ai qui correspond à la borne minimale de

l’intervalle de temps. Le jeton reste disponible durant bi − ai unité de temps. Après un

séjour bi correspond à la borne maximale de l’intervalle de temps, le jeton doit quitter la

place pi. Sinon, le jeton se retrouve dans un état de mort, ce qui peut entraîner un blocage

de réseau.



1.5 Les graphes d’événements P-temporels 21

1.5.1 Fonctionnement au plus tôt

Le franchissement d’une transition dans un graphe d’événements P-temporel suit les

règles suivantes :

• Toutes les places d’entrées de la transition à franchir doivent contenir au moins un jeton

disponible ayant séjourné au minimum ai unités de temps.

• Le jeton dans la place d’entrée de la transition ne doit pas avoir séjourné plus de bi

unités de temps.

Dans le fonctionnement au plus tôt d’un graphe d’événements P-temporel, une transition

est franchie dès que les jetons dans les places en amont sont disponibles.

Exemple 6 Soit le graphe d’événements P-temporel donné par la Figure 1.6

Figure 1.6: Exemple d’un graphe d’événements P-temporel.

Soit θ1(k) (respectivement θ2(k)) la date de franchissement de la transition t1 (respec-

tivement t2). La date de franchissement de la transition t3 doit respecter les conditions

suivantes : 

θ3(k) ≥ θ1(k − 1) + a1,

θ3(k) ≥ θ2(k − 1) + a2,

θ3(k) ≤ θ1(k − 1) + b1,

θ3(k) ≤ θ2(k − 1) + b2.

max((θ1(k−1)+a1), (θ2(k−1)+a2)) ≤ θ3(k) ≤ min((θ1(k−1)+b1), (θ2(k−1)+b2)) (1.11)
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1.6 Modélisation des graphes d’événements P-temporels

Pour modéliser le comportement dynamique d’un graphe d’événements P-temporel,

différents modèles ont été introduits dans la littérature que ce soit dans l’algèbre (max,+)

ou (min,+) [13] ou dans l’algèbre standard [14] [15].

1.6.1 Modèle des graphes d’événements P-temporels dans l’al-

gèbre des dioïdes

Pour obtenir le modèle des graphes d’événements P-temporels dans l’algèbre des

dioïdes, nous adoptons les mêmes notations utilisées pour la modélisation des graphes

d’événements temporisés. Dans les dioïdes Zmax = (Z∪{−∞,+∞}, (max,+)) où a⊕ b =

max(a, b) et a⊗ b = a+ b), ε = −∞ et e = 0.

On suppose que les transitions sont franchissables dès qu’elles sont validées. Le fonction-

nement est dit au plus tôt. Nous reprenons l’équation (1.11) tirée à partir de graphe de

la Figure 1.6,

max((θ1(k−1)+a1), (θ2(k−1)+a2)) ≤ θ3(k) ≤ min((θ1(k−1)+b1), (θ2(k−1)+b2)) (1.12)

A partir de cette équation, nous pouvons écrire une représentation générale pour les GE

P-temporels dans l’algèbre des dioïdes en considérant les équations en dateurs comme

suit :

n⊕
i=1

ai ⊗ θj(k −mi) ≤ θi(k) ≤
n∧
i=1

bi ⊗ θj(k −mi), (θ2(k − 1) + b2)) (1.13)
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1.6.2 Modèle des graphes d’événements P-temporels dans l’al-

gèbre standard [14]

La forme générale d’une représentation polyédrique d’un graphe d’événements P-

temporel dans l’algèbre standard est la suivante :

 G−

G+

 ·


θ(k −M)

...

θ(k − 1)

θ(k)


≤

 −a
b

 . (1.14)

Où,

• θj(k) est la date de kième franchissement de la transition tj.

• M est la plus grande composante du vecteur de marquage initial M0.

• a est le vecteur des bornes minimales, b est le vecteur des bornes maximales.

• G− = (G−MG−M−1 · · · G
−
1 G−0 ) contient les poids des arcs entrants et sortants relative-

ment à chaque place pi.

• G+ = (G+
MG+

M−1 · · · G
+
1 G+

0 )

Cette représentation est illustrée sur l’exemple de la Figure 1.7

Figure 1.7: Exemple d’un graphe d’événements P-temporel.
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Sous l’hypothèse d’un fonctionnement admissible, nous obtenons les équations suivantes :



θ2(k)− θ1(k − 1) ≥ a1,

θ2(k)− θ1(k − 1) ≤ b1,

θ3(k)− θ2(k) ≥ a2,

θ3(k)− θ2(k) ≤ b2,

θ2(k)− θ3(k) ≥ a3,

θ2(k)− θ3(k) ≤ b3,

Ces équations sont équivalentes au système d’inégalités suivant :



θ1(k − 1)− θ2(k) ≤ −a1,

θ2(k)− θ3(k) ≤ −a2,

θ3(k)− θ2(k) ≤ −a3,

θ2(k)− θ1(k − 1) ≤ b1,

θ3(k)− θ2(k) ≤ b2,

θ2(k)− θ3(k) ≤ b3,

Sous forme matricielle, nous obtenons :



1 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 −1 1

−1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1 1

0 0 0 0 1 −1


·



θ1(k − 1)

θ2(k − 1)

θ3(k − 1)

θ1(k)

θ2(k)

θ3(k)


≤



−a1

−a2

−a3

b1

b2

b3


avec,

G−1 =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

,G−0 =


1 −1 0

0 1 −1

0 −1 1

,G+
1 =


−1 0 0

0 0 0

0 0 0

,G+
0 =


0 1 0

0 −1 1

0 1 −1

,
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1.6.3 Modèle implicite des graphes d’événements P-temporels dans

l’algèbre standard [15]

Le comportement dynamique des graphes d’événements P-temporels peut être décrit

sous forme d’une représentation implicite dans l’algèbre standard tel qu’il est proposé par

Kara [15] dans le théorème suivant :

Théorème 1 [15, 39] Le comportement dynamique des graphes d’événements P-temporels

correspond au vecteur θ(k) qui satisfait l’équation suivante :

E · θ(k) =
τ=l∑
τ=1

Aτ · θ(k − τ) + q(k) + G.u(k), (1.15)

a ≤ q(k) ≤ b,

avec : E ∈ Zm×(n−n̄), Aτ ∈ Zm×(n−n̄), G ∈ Rm×n̄ (où n̄ est le nombre de transition source),

q ∈ Rm
+ , l = max(M0) et θj(k) = θj(0) ∀ k ≤ 0,

θj(k) est la date de kième franchissement de la transition tj,

uj(k) est la date kième franchissement de la transition source uj,

M0 est le vecteur de marquage initial de la place pi,

qi(k) est le temps de séjour d’une marque dans la place pi pour le kième franchissement.

Démonstration

Nous considérons une partie d’un graphe d’événements P-temporel donnée par la Fi-

gure 1.8

Figure 1.8: Une partie d’un graphe d’événements P-temporel

Soit θj(k) la date de kième franchissement de la transition tj. L’activation de la transition
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tj dépend du nombre de jetons initialement présents dans la place pi. Le franchissement

numéro k de la transition tj est engendré par le franchissement numéro k −M0i de la

transition ti qui dépend aussi de l’intervalle du temps de séjour de la place pi. Selon le

fonctionnement au plus tôt, la transition doit être franchie dès qu’elle est franchissable,

les équations suivantes sont obtenues : θj(k) ≥ θi(k −M0i) + ai,

θj(k) ≤ θi(k −M0i) + bi,
(1.16)

avec ai et bi sont les bornes minimales et maximales respectivement de l’intervalle de

temps de séjour des marques dans la place pi. les inéquations données par l’équation

(1.16), peuvent être réécrites comme suit :

θj(k) = θi(k −M0i) + qi, (1.17)

avec qi est le temps de séjour d’une marque dans la place pi,

ai ≤ qi ≤ bi.

Pour obtenir une représentation d’état implicite, on met dans chaque place au maximum

une seule marque. Pour ce faire les places comportant plus d’une marque doivent être

décomposées aux places ayant une seule marque. Chaque place contenant M0 jeton, la

décomposition se fera M0 fois pour avoir M0 places dans le modèle équivalent du graphe

d’événements. Cette transformation est illustrée sur la Figure 1.9.

Le franchissement des transitions d’un graphe d’événements P-temporel dépend de l’inter-

valle de temps associé aux places, pour que le modèle équivalent préserve les performances

du système original, des intervalles de temps nuls sont associés aux places supplémentaires

du graphe considéré.
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Figure 1.9: Décomposition d’une place d’un graphe d’événements P-temporel.

Exemple 7 Nous considérons le graphe d’événements P-temporel donné par la Figure

1.10

Figure 1.10: Exemple d’un graphe d’événements P-temporel avec décomposition d’une

place.

La mise en équations dans l’algèbre standard est faite sur le modèle équivalent donné par

la Figure 1.10 .(b) dont les équations suivantes sont obtenues :
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

θ1(k) = q1(k) + u1(k),

θ2(k)− θ1(k) = q2(k),

θ3(k)− θ2(k) = q3(k),

θ1(k) = θ4(k − 1) + q4(k),

θ4(k) = θ3(k − 1) + q5(k),

soumis à



0 ≤ q1(k) ≤ 2,

1 ≤ q2(k) ≤ 4,

2 ≤ q3(k) ≤ 4,

0 ≤ q4(k) ≤ 20,

0 ≤ q5(k) ≤ 0,

le modèle implicite est obtenu comme suit :

E · θ(k) = A · θ(k − 1) + q(k) + G.u(k),

avec,

a ≤ q(k) ≤ b,

E =



1 0 0 0

−1 1 0 0

0 −1 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1


, A =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


, G =



1

0

0

0

0


, a =



0

1

2

0

0



et b =



2

4

4

20

0


.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, après un rappel de quelques définitions et concepts de base des

réseaux de Petri, nous avons présenté deux classes importantes des réseaux de Petri qui

sont les graphes d’événements P-temporisés et les graphes d’événements P-temporels.

Nous avons montré, comment nous obtenons la représentation linéaire de système que ce

soit dans l’algèbre standard ou dans l’algèbre des dioïdes.

Le chapitre suivant sera consacré à la commande des systèmes à événements discrets
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modélisés par des graphes d’événements P-temporels dont le comportement est représenté

par des modèles linéaires explicites.





Chapitre 2

Commande prédictive des GE

P-temporels

2.1 Introduction

La commande prédictive est largement reconnue comme l’une des méthodologies de

contrôle les plus puissantes dans l’industrie [16, 17, 19, 20]. Récemment la commande pré-

dictive a été adaptée aux cas des systèmes à événements discrets dans plusieurs travaux.

Dans [25], une loi de commande optimale est calculée sur un horizon de prédiction fini

pour des SEDs modélisés dans l’algèbre des dioïdes. Puis l’approche a été étendue aux cas

des systèmes max-plus linéaires soumis à des perturbations [40] et aux cas de commande

pour de tels systèmes sans contraintes [41, 42]. Dans ce dernier, les auteurs ont supposé

des conditions suffisantes pour garantir la stabilité en boucle fermée sur un horizon de

prédiction fini. L’un des avantages de la commande prédictive est l’utilisation de plusieurs

types de modèles, ce qui a permet d’élargir son application dans le domaine des SEDs.

Dans [14, 26], l’approche est appliquée sur des SEDs représentés par des réseaux de Pe-

tri continus où le modèle est linéaire affine par morceaux. Dans les travaux de Declerck

[43, 44], une commande en boucle ouverte est calculée pour stabiliser des SEDs modélisés

dans l’algèbre standard.
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Dans ce chapitre, nous adaptons ces stratégies aux cas des GE P-temporels modélisés

dans l’algèbre standard par des modèles implicites [15]. Dans un premier temps, nous

calculons une loi de commande optimale en boucle ouverte sur un horizon de prédiction

fini dont l’objectif est de suivre un fonctionnement 1-périodique avec respect de contraintes

sur les temps de séjour des jetons dans les places d’un graphe d’événements P-temporel.

Puis, nous synthétisons des gains de retour d’état sur un horizon de prédiction infini en

utilisant l’approche proposée par Kothare [28]. Dans ce dernier, les auteurs ont développé

cette stratégie sur des systèmes incertains soumis à des contraintes symétriques de façon

à garantir une stabilité asymptotique avec respect de contraintes. Dans ce chapitre, nous

montrerons comment un ensemble de contraintes non-symétriques peut être formulé en

termes de contraintes LMIs dans un problème d’optimisation convexe [27]. Les stratégies

présentées dans ce chapitre sont illustrées sur un réseau de transport vu comme une classe

de systèmes à événements discrets.

2.2 Commande prédictive

La commande prédictive ou commande prédictive à base de modèle "Model Predictive

Control" (MPC) est une technique de commande avancée très utilisée dans l’industrie en

raison de ses avantages, en particulier sa capacité à traiter les systèmes multi-variables en

tenant compte des contraintes sur les variables de commande et/ou les variables d’état.

Dans le cas où le modèle utilisé est linéaire, cette stratégie de commande est dite com-

mande prédictive linéaire.

2.2.1 Principe de base

La technique de commande prédictive consiste à utiliser un modèle pour prédire le

comportement dynamique du système à commander. En effet, à chaque pas de calcul

un retour de l’information est appliqué au système, ce retour est la première commande

parmi une séquence de commandes calculées par la résolution d’un problème de commande

optimale en boucle ouverte sur un horizon fini. La structure d’une commande prédictive
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est basée sur les étapes suivantes :

• Utilisation d’un modèle pour construire les prédictions des états futurs.

• Connaissance de la trajectoire à suivre sur un horizon déterminé.

• Minimisation d’un critère de performance.

• Utilisation d’un algorithme de résolution pour déterminer une séquence optimale de

commande.

• Application du premier élément de la séquence de la commande calculée.

• Répétition de la procédure à chaque pas de calcul, selon le principe de l’horizon

fuyant.

2.3 Ensemble convexe

Dans cette section, nous définissons les ensembles convexes utilisés tout au long de ce

travail tel que hyperplan, polyèdre et ellipsoïde. Ces définitions sont reprises de [45, 46].

Définition 9 Ensemble convexe

Un ensemble S ⊂ Rn est dit convexe si pour tous points x1 ∈ S et x2 ∈ S, la condition

suivante est vérifiée :

α · x1 + (1− α)x2 ∈ S, ∀α ∈ [0, 1].

L’intersection des ensembles convexes est un ensemble convexe. Étant donné S1 et S2 deux

ensembles convexes alors S1 ∩ S2 est également un ensemble convexe.

Définition 10 Hyperplan

Un ensemble H(F , c) ⊂ Rn est un hyperplan défini par :

H(F , c) = {x ∈ Rn,F · x = c}, (2.1)

où F ∈ R1×n, c ∈ R, n ∈ N∗

D’un point de vue analytique la signification d’un hyperplan est donnée par la solution

de l’équation linéaire F · x = c.
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Définition 11 Polyèdre

Un polyèdre P(G , g) ⊂ Rn est défini comme l’intersection d’un nombre fini q de demi-

plans :

P(G , g) = {x ∈ Rn,G · x ≤ g} , (2.2)

où G ∈ Rq×n, g ∈ Rq, q, n ∈ N∗.

Définition 12 Matrice définie positive

Une matrice P ∈ Rn×n est définie positive et notée P > 0 si pour tout vecteur x ∈ Rn,

xTPx > 0. De plus, si l’inégalité n’est pas stricte x ∈ Rn, xTPx ≥ 0, la matrice P est

semi-définie positive et notée P ≥ 0

Définition 13 Ellipsoïde

Un ensemble ellipsoïdal ou ellipsoïde est défini par :

ε(P , v) = {x ∈ Rn, (x− v)TP(x− v) ≤ 1},

où, P = PT > 0, P ∈ Rn×n est une matrice symétrique et définie positive. Le vecteur

v ∈ Rn est le centre de l’ellipsoïde.

L’ellipsoïde centré à l’origine est défini pour v = 0 par :

ε(P ) = {x ∈ Rn, xTPx ≤ 1,P = PT}. (2.3)

Définition 14 Distance d’un ellipsoïde à un hyperplan :

La distance algébrique de l’ellipsoïde ε(P , v) à l’hyperplan H(F , c) est définie par :

dist(ε(P , v),H(F , c)) =
|c− F · v| −

√
FP−1F T

FF T
. (2.4)

Si dist(ε(P , v),H(F , c)) > 0, l’ellipsoïde ε(P , v) et l’hyperplan H(F , c) n’ont aucun point

commun.

Si dist(ε(P , v),H(F , c)) < 0, l’ellipsoïde ε(P , v) et l’hyperplan H(F , c) se croisent. Leur

intersection est un ellipsoïde.

Si dist(ε(P , v),H(F , c)) = 0, l’hyperplan H(F , c) est tangent à l’ellipsoïde ε(P , v).

Pour l’ellipsoïde ε(P) centré à l’origine et pour l’hyperplan H(F , 1) avec c = 1, la relation

donnée par l’équation (2.4) devient :

dist(ε(P),H(F )) =
1−
√
FP−1F T

FF T
. (2.5)
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2.4 La fonction de Lyapunov et les inégalités linéaires

matricielles

2.4.1 Fonction de Lyapunov

Définition 15 Fonction de Lyapunov

Une fonction continue V (e(k)) : Rn −→ Rn est une fonction de Lyapunov du système

donné par l’équation (3.12), si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. V (e(k)) est définie positive.

2. V (e(k + 1))− V (e(k)) ≤ 0, ∀ k ∈ N.

Si une telle fonction existe alors le système est stable. De plus si V (e(k+1))−V (e(k)) < 0,

le système est asymptotiquement stable.

Définition 16 Domaine positivement invariant

Un domaine non vide fermé Ω ⊂ Rn est un domaine positivement invariant du système

(3.12) si pour tout état initial e0 ∈ Ω, la trajectoire du vecteur de variables d’état reste

dans Ω. L’invariance positive de Ω est équivalente à la condition suivante :

e(k) ∈ Ω, ∀k ∈ N, ∀e0 ∈ Ω

Le domaine Ω pouvant être un polyèdre, un cône ou un ellipsoïde.

Pour toute fonction de Lyapunov V associée au système de l’équation (3.12), on peut faire

correspondre un ensemble positivement invariant défini par :

Ω(V, γ) = {e ∈ Rn, V (e(k)) ≤ γ}, ∀ γ > 0

Les domaines positivement invariants associés aux fonctions de Lyapunov quadratiques

sont de types ellipsoïdaux définis par :

Ω(V, γ) = {e(k) ∈ Rn, e(k)TPe(k) ≤ 1}
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2.4.2 Les inégalités linéaires matricielles LMIs

Définition 17 Les inégalités linéaires matricielles LMIs :

Étant donné les matrices symétriques F0 et Fi ∈ Rn×n, i = 1, · · · ,m et un vecteur

x = (x1, · · · , xm)T ∈ Rm.

Une LMI s’écrit comme suit :

F (x) = F0 +
m∑
i=0

xiFi > 0

Un ensemble de plusieurs LMIs F 1(x) > 0, F 2(x) > 0, F l(x) > 0 peut être exprimé

comme étant une seule LMI formée par une matrice diagonale diag(F 1(x) > 0, F 2(x) >

0, F l(x)) > 0.

Pour la transformation des contraintes non linéaires issues des techniques de Lyapunov à

des contraintes linéaires LMIs l’une des méthodes les plus utilisées, vu sa simplicité, est

le complément de Schur.

Lemme 1 Soient trois matrices Q(x) = Q(x)T , R(x) = R(x)T et S(x) = S(x)T symé-

triques et définies positives. La LMI donnée par l’équation (2.6), Q(x) S(x)

S(x)T R(x)

 ≥ 0, (2.6)

est équivalente à l’inégalité matricielle suivante

R(x) > 0, Q(x)− S(x)R(x)−1S(x)T ≥ 0,

ou équivalente à

Q(x) > 0, R(x)− S(x)TQ(x)−1S(x) ≥ 0.

2.5 Commande prédictive en boucle ouverte à horizon

fini des graphes d’événements P-temporels

2.5.1 La construction du modèle

La synthèse d’une loi de commande prédictive se base sur l’existence de modèle du

système à commander. Plusieurs structures du modèle existent dans la littérature selon
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le type du système à contrôler. Dans ce travail, nous nous limitons au modèle algébrique

proposé par Kara [15] décrit dans le chapitre précédent, pour les systèmes à événements

discrets modélisés par des graphes d’événements P-temporels dans l’algèbre standard. La

forme implicite du modèle est donnée par l’équation suivante :

E · θ(k) = A · θ(k − 1) + q(k) + G.u(k), (2.7)

avec,

a ≤ q(k) ≤ b,

θ(k) = θ(0) ∀ k ≤ 0.

• θ(k) : est le vecteur associé aux dates du kième franchissement des transitions.

• u(k) : est le vecteur associé aux dates du kième franchissement des transitions source.

• q(k) : est le vecteur des temps de séjour des marques dans les places pour le kième

franchissement.

• a et b : sont respectivement les vecteurs des valeurs minimales et maximales des

temps de séjour des marques dans les places.

Le modèle donné par l’équation (2.7) est appelé modèle linéaire implicite à événements

discret.

Si la matrice E est du rang plein par les colonnes, le système donné par l’équation (2.7)

possède une unique solution donnée sous la forme explicite suivante :

θ(k + 1) = ELA · θ(k) + EL · q(k + 1) + ELG · u(k + 1), (2.8)

avec EL est une inverse à gauche de la matrice E .

Le modèle du l’équation (2.8) est appelé modèle linéaire explicite à événements discret.

Où : θ(k) est la variable d’état, q(k) et u(k) sont les variables de commande.

2.5.2 La trajectoire du référence

Dans ce travail, nous désirons suivre une trajectoire décrite par un comportement

périodique. Selon les travaux de [14, 47, 48, 49], tout graphe d’événements fortement
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connexe en fonctionnement au plus tôt possède un comportement périodique donné par

l’équation suivante :

θ(k + c) = θ(k) + λ · c, (2.9)

où :

• c : est la cyclicité.

• λ : est le temps du cycle.

Pour chaque transition du graphe d’événements considéré, les événements successifs sont

séparés de même intervalle du temps λ.

Pour c = 1 et pour une condition initiale θ(0) connue, le comportement est appelé 1-

périodique donné par l’équation suivante :

θz(k + 1) = θz(k) + λ · µ, (2.10)

uz(k + 1) = uz(k) + λ · µ. (2.11)

• λ est le temps de cycle. C’est le temps séparant deux franchissements successifs

d’une transition.

• µ est un vecteur unité de dimension appropriée.

Remarque 1 Dans tout ce travail, la notation θz(k) est assignée à la variable d’état du

modèle décrivant la trajectoire désirée.

Calcul du temps du cycle λ [39]

La trajectoire désirée peut être représentée sous forme de modèle implicite décrivant

le comportement du système donné par l’équation (2.7) comme suit :

E · θz(k + 1) = A · θz(k) + qz(k + 1) + G.uz(k + 1), (2.12)

avec :

• θz(k) est le vecteur des dates désirées de kième franchissement de toute transition

associée à θz à l’événement k.

• qz est le vecteur associé au temps de séjour désiré des marques dans les places pi.
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• uz est le vecteur associé aux dates désirées de kième franchissement de toute transi-

tion source associe à uz à l’événement k.

La forme implicite donnée par l’équation (2.12) est réécrite du façon à remplacer le terme

θz(k+ 1) par son équivalent, tel qui est donnée par l’équation (2.10). L’équation suivante

est obtenue :

(E − A) · θz(k) + E · λ · µ− qz(k)−G.uz(k + 1) = 0. (2.13)

En utilisant l’approche de la programmation linéaire, nous déterminons les inconnues de

l’équation (2.13) qui sont : le temps du cycle λ, les dates de franchissement des transitions

θj(k) et les temps de séjour des marques dans les places qi(k). Le programme linéaire est

formulé comme suit :

minimiser (maximiser) λ

soumis à



(
(E − A) −In −G +E · µ

)
·


θz

qz

uz

λ


= 0,

θz ≥ 0,

a ≤ qz ≤ b,

0 ≤ uz ≤ λ · µ,

λ ≥ 0,

(2.14)

2.5.3 Formulation du problème de commande

Le modèle explicite décrivant le comportement du système est donné par l’équation

suivante :

θ(k + 1) = ELA · θ(k) + EL · q(k + 1) + ELG · u(k + 1). (2.15)

La trajectoire désirée qui satisfait l’équation (2.15) est donnée sous la forme suivante :

θz(k + 1) = ELA · θz(k) + EL · qz(k + 1) + ELG · uz(k + 1). (2.16)
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Par la soustraction des équations (2.15) et (2.16), le modèle d’erreur entre le modèle du

système et celui de la trajectoire désirée est obtenu comme suit :

e(k+ 1) = ELA · e(k) +EL · (q(k+ 1)− qz(k+ 1)) +ELG · (u(k+ 1)− uz(k+ 1)). (2.17)

L’équation (2.17) est réécrite comme suit :

e(k + 1) = A · e(k) + B1 · (q(k + 1)− qz(k + 1)) + B2 · (u(k + 1)− uz(k + 1)), (2.18)

avec :  a− qz ≤ (q(k + 1)− qz) ≤ b− qz,

0n̄ ≤ (u(k + 1)− uz(k + 1)) ≤ λ · µn̄,
(2.19)

• e(k) = θ(k) − θz(k) est la variable d’état du système d’erreur entre la trajectoire

décrivant le comportement réel du système et celui de la trajectoire de désiré.

• (q(k + 1)− qz(k + 1)) et (u(k + 1)− uz(k + 1)) sont les variables de commande.

• A = ELA.

• B1 = EL.

• B2 = ELG.

La forme explicite linéaire de modèle de l’équation (2.18) est la suivante :

e(k + 1) = A · e(k) + B · uc(k + 1), (2.20)

soumis aux contraintes sur la variable de commande données par l’équation suivante :

Umin ≤ uc(k + 1) ≤ Umax, (2.21)

avec :

uc(k + 1) =

 q(k + 1)− qz

u(k + 1)− uz(k + 1)

 , Umin =

 a− qz

0n̄

 , Umax =

 b− qz

λ · µn̄


Calcul des prédictions :

La prédiction de l’évolution future du système d’erreur entre la trajectoire réelle et

celle désirée est calculée en développant les équations du modèle d’état de l’équation (2.20)

comme suit :
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e(k + 1) = A · e(k) + B · uc(k + 1),

e(k + 2) = A · e(k + 1) + B · uc(k + 2),

e(k + 2) = A2 · e(k) + A · B · uc(k + 1) + B · uc(k + 2),

...

e(k +Np) = ANp · e(k) + (ANp−1 · B + · · ·+ B) · uc(k +Nc),

Np et Nc sont les horizons de prédiction et de commande respectivement.

Sous forme matricielle, nous obtenons l’équation suivante :

e(Np) = ANp · e(0) +

Np∑
i=1

ANp−i · B · uc(i). (2.22)

Pour k allant de 0 à Np, l’équation (2.22) est équivalente à :

E = S · U + A · e(0), (2.23)

avec :

E = ((e(1), e(2), · · · , e(Np))
T ,

U = ((uc(1), uc(2), · · · , uc(Np − 1))T ,

A = (A, A2, · · · , ANp)T ,

S=


B 0(n−n̄)×(m+n̄) · · · · · · 0(n−n̄)×(m+n̄)

A.B B 0(n−n̄)×(m+n̄) · · · 0(n−n̄)×(m+n̄)

...
...

...
...

...

ANp−1 · B ANp−2 · B · · · A · B B


.

Calcul de la séquence de commande

La commande prédictive peut être vue comme un problème d’optimisation générale

où l’on cherche la minimisation du critère de performance sur un horizon de prédiction

fini.

minuc(k+i),i=0,1..Nc JNp(k), (2.24)

Vu la diversité d’algorithmes de commande prédictive, différentes fonctions de coût ont été

proposées pour obtenir une loi de commande. L’objectif principal consiste à faire en sorte

que la trajectoire future pour l’horizon de prédiction considéré s’approche de la meilleure
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façon possible de celle de référence. Dans ce travail, le critère de performance considéré

JNp(k) est une fonction quadratique donnée sous la forme suivante :

JNp(k) =
∑Np

i=1 e(k + i)TQce(k + i) +
∑Nc

i=1 uc(k + i)TRuc(k + i), (2.25)

avec Qc et R sont des matrices de pondération symétriques et définies positives.

Les horizons de prédiction Np et Nc définissent l’intervalle de temps où l’on désire que la

trajectoire se rapproche de la référence.

Sous forme matricielle, en replaçant l’équation (2.23) dans le critère donné par l’équation

(2.25), nous obtenons un critère qui dépend seulement de la séquence de commande donnée

par l’équation suivante :

J =
1

2
U THU + fTU , (2.26)

avec,

H = STQmS + Rm,

fT = e(0)T ·AT ·Qm · S ,

Qm = diag(Qc,Qc, · · · ,Qc),

Rm = diag(R,R, · · · ,R).

Prise en compte des contraintes

La commande prédictive cherche à déterminer une séquence de commande future

qui permet de minimiser le critère de performance tout en assurant la vérification des

contraintes. Différents types de contraintes sont couramment rencontrés dans l’industrie.

Dans ce travail, il s’agit de respecter les temps de séjour minimal et maximal des jetons

dans les places de graphe d’événements P-temporel. Les temps de séjour des marques

sont inclus dans des intervalles de temps bien déterminés. Mathématiquement, ce type

de contraintes sont représentés par un polyèdre ou elles sont appelées aussi contraintes

polyédriques.

L’avantage d’utiliser les polyèdres dans la théorie du contrôle est de fait que les polyèdres

sont des ensembles convexes qui permettent de formaliser les contraintes linéaires. Une

famille d’ensembles polyédraux constitue aussi un ensemble polyédral.

Les contraintes données par l’équation (2.21) sont réécrites sous la forme polyédrique
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suivante,

P(G , g) =
{
uc(k) ∈ R(m+n̄),G · uc(k) ≤ g

}
, (2.27)

avec, G =

 Im+n̄

−Im+n̄

 et g =

 Umax

−Umin

.

Le problème de commande prédictive est formulé en terme de programmation linéaire

quadratique donnée par l’équation suivante :

minimiser JNp(k)

soumis à G · uc(k) ≤ g,
(2.28)

Les contraintes à respecter sont formulées en fonction de la séquence de commande sous

la forme matricielle suivante :

G · U ≤ g, (2.29)

avecU = ((u(1), u(2), · · · , u(Np−1))T est la séquence de commande,G = diag(G ,G , · · · ,G)

et g=(g, g, · · · , g)T .

La séquence de commande est obtenue en minimisant le critère donné par l’équation

(2.26) soumis aux contraintes polyédrales données par l’équation (2.29). Le problème de

commande optimale est reformulé comme suit :

minimiser J =
1

2
U THU + fTU ,

soumis à G · U ≤ g,
(2.30)

Le problème d’optimisation de l’équation (2.30) est résolu efficacement en utilisant des

Toolbox d’optimisation spécifiques de Matlab.

2.6 Commande prédictive à horizon infini des GE P-

temporels en utilisant l’approche LMI

La synthèse d’une loi de commande consiste à trouver des entrées de commande satis-

faisant au mieux le cahier des charges selon l’objectif à atteindre. La garantie de stabilité

en boucle fermée est l’un des objectifs principaux de commande en automatique.
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La commande prédictive consiste à calculer une séquence de commande tout en mini-

misant un critère de performance sur un horizon fini. La garantie de la stabilité d’une

loi de commande calculée par la programmation d’un problème d’optimisation n’est pas

toujours triviale. L’une des directions les plus utilisées pour garantir la stabilité d’une

commande prédictive est l’utilisation des ensembles invariants. La preuve de stabilité est

donnée par le fait que le concept d’invariance positive est lié à l’existence d’une fonction

de Lyapunov.

Sans s’éloigner du principe de la commande prédictive, le principe résumé par Kothare

[28] consiste à minimiser une borne supérieure de la fonction objective sur un horizon

infini avec des restrictions sur l’entrée et la sortie. La formulation ne conduit plus à la

résolution d’un problème de programmation quadratique mais se réduit à la résolution

d’un problème d’optimisation convexe à base d’inégalités linéaires matricielles.

Les avantages de la méthode sont liés à :

• L’utilisation des horizons infinis de prédictions.

• La simplicité de traitement des systèmes multivariables.

• L’utilisation de programmation convexe où chaque optimum trouvé est un optimum

global et unique.

• La garantie de la stabilité du fait de l’existence de la fonction de Lyapunov.

2.6.1 Principe de l’approche

Le principe résumé par Kothare [?] est illustré par le théorème suivant

Théorème 2 Étant donné un système discret à temps invariant donné par sa représen-

tation d’état,

x(k + 1) = A · x(k) +B · u(k). (2.31)

Une loi de commande stabilisante linéaire donnée par u(k) = F · x(k) avec F = Y · Q−1

est obtenue comme solution du problème LMI suivant,

minγ,Q,Y γ (2.32)

γ ≥ 0
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soumis à  1 x(k)T

x(k) Q

 ≥ 0, (2.33)

et 
Q QAT + Y TBT QQ

1/2
c Y TR1/2

AQ + BY Q 0 0

Q
1/2
c Q 0 γI 0

R1/2Y 0 0 γI


≥ 0. (2.34)

La loi de commande obtenue permet de stabiliser le système en boucle fermée sans prendre

en compte les contraintes.

2.6.2 Formulation du problème de commande

L’objectif de cette section est d’appliquer l’approche proposée par Kothare [28] pour

des systèmes incertains à un système à événements discret dont le modèle est décrit par

des équations en dateurs dans l’algèbre standard.

Nous rappelons le modèle défini précédemment dans l’équation (2.18),

e(k + 1) = A · e(k) + B1 · (q(k + 1)− qz(k + 1)) + B2 · (u(k + 1)− uz(k + 1)), (2.35)

avec,  a− qz ≤ (q(k + 1)− qz) ≤ b− qz,

0n̄ ≤ (u(k + 1)− uz(k + 1)) ≤ λ · µn̄,
(2.36)

L’équation (2.35) est réécrite comme suit :

e(k + 1) = A · e(k) + B1 · uc1(k + 1) + B2 · uc2(k + 1), (2.37)

avec,  uc1min ≤ uc1(k + 1) ≤ uc1max,

uc2min ≤ uc2(k + 1) ≤ uc2max,
(2.38)

et



uc1(k + 1) = q(k + 1)− qz

uc2(k + 1) = u(k + 1)− uz(k + 1)

uc1min = a− qz, uc1max = b− qz,

uc2min = 0n̄, uc2max = µn̄.



46 Commande prédictive des GE P-temporels

La procédure se base sur la minimisation d’un critère de performance quadratique sur

un horizon infini donné par l’équation suivante :

J∞(k) =
∞∑
i=1

(e(k+i|k)TQce(k+i|k)+uc1(k+i|k)TR1uc1(k+i|k)+uc2(k+i|k)TR2uc2(k+i|k)),

(2.39)

avec Qc > 0, R1 ≥ 0 et R2 ≥ 0 sont des matrices de pondération symétriques et définies

positives.

Soit une fonction quadratique de Lyapunov donnée par l’équation suivante :

V(e(k|k)) = e(k|k)TPe(k|k), (2.40)

avec P > 0, P = γ ·Q−1 est supposée vérifier l’inégalité suivante

V(e(k + i+ 1|k))− V(e(k + i|k)) ≤ −(
∑∞

i=1(e(k + i|k)TQce(k + i|k)

+uc1(k + i|k)TR1uc1(k + i|k) + uc2(k + i|k)TR2uc2(k + i|k)).
(2.41)

Pour tout k ≥ 0, nous sommons l’inégalité donnée par l’équation (2.41) de i = 0 à i =∞

avec e(∞) = 0, nous obtenons :

− V(e(k|k)) ≤ −J∞(k|k). (2.42)

Dans [28], les auteurs ont démontré que la condition donnée par l’équation (2.41) est

une limite supérieure de la fonction du coût donnée par l’équation (2.39). Cette limite

supérieure peut être minimisée en appliquant une loi de commande en boucle fermée

donnée par uc(k + i + 1|k) = Fe(k + i|k). Dans ce travail, nous cherchons des gains de

commande stabilisants F1 et F2 tel que :

F1 = Y 1 ·Q−1,

F2 = Y 2 ·Q−1,
(2.43)

avec, F = (F1 F2)T et Y = (Y 1 Y 2)T .

En se basant sur le théorème de Kothare [28], l’approche est résumée en trois étapes

essentielles données comme suit

1. Supposer un ellipsoïde invariant comme étant un ensemble objectif et vérifier l’in-

clusion de l’état initial du système dans cet ellipsoïde.
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2. Vérifier la contrainte donnée par l’inégalité (2.41) en terme de LMI.

3. Vérifier le respect des contraintes sur les entrées de commande par l’inclusion de cet

ellipsoïde dans le polyèdre des contraintes.

1. Nous cherchons un ensemble invariant ellipsoïdal donné par

ε(e(k)) = {e(k) ∈ R(n−n̄), e(k)TPe(k) ≤ γ}, ou encore équivalent à,

ε(e(k)) = {e(k) ∈ Rn−n̄, e(k)TQ−1e(k) ≤ 1}, (2.44)

avec P = γ ·Q−1

La contrainte LMI qui vérifiée l’inclusion de l’état initial e(k0) dans l’ellipsoïde

ε(e(k)) est donnée par la condition suivante,

e(k0) est inclus dans ε(e(k)) si e(k0) ∈ ε(e(k)). Cela revient à vérifier cette inégalité :

e(k0)TQ−1e(k0) ≤ 1 ou d’une manière équivalente à vérifier,

1− e(k0)TQ−1e(k0) ≥ 0. (2.45)

En appliquant le lemme de Schur à l’équation (2.45), nous obtenons la LMI suivante, 1 e(k0)T

e(k0) Q

 ≥ 0, (2.46)

2. Dans cette étape, nous formulons l’équation donnée par (2.41) sous forme d’une

inégalité linéaire matricielle qui va être résolue en terme de contrainte LMI dans le

problème d’optimisation convexe. Pour simplifier l’écriture, nous réécrivons l’équa-

tion (2.41) comme suit,

V(e(k + 1))− V(e(k)) ≤ −(
∑∞

i=1(e(k)TQce(k) + uc1(k)TR1uc1(k) + uc2(k)TR2uc2(k)),

(2.47)

avec,


e(k + 1) = A · e(k) + B1 · uc1(k + 1) + B2 · uc2(k + 1),

uc1(k) = F1 · e(k),

uc2(k) = F2 · e(k),

En développant l’équation donnée par (2.47) nous obtenons :

(AQ + B1F1 + B2F2)TP(AQ + B1F1 + B2F2)− P + Qc + F T
1 R1F1 + F T

2 R2F2 ≤ 0,

(2.48)
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En multipliant à droite et à gauche par la matrice Q avec Q est supposée symétrique

(Q = QT = Q−1) et avec les notations Y1 = F1Q , Y2 = F2Q et P = γQ−1, nous

obtenons l’équation suivante,

(AQ + B1F1 + B2F2)TQ−1(AQ + B1F1 + B2F2)−Q + γQTQcQ + γY T
1 R1Y1+

γY T
2 R2Y2 ≤ 0,

(2.49)

En multipliant cette équation par (−1), nous obtenons :

Q − [(AQ + B1F1 + B2F2)TQ−1(AQ + B1F1 + B2F2) + γQTQcQ + γY T
1 R1Y1+

γY T
2 R2Y2] ≥ 0,

(2.50)

sous forme matricielle, nous obtenons l’équation suivante :

Q −
[

(AQ + B1F1 + B2F2) Q
1/2
c Q R

1/2
1 Y1 R

1/2
2 Y2

]T
·


Q 0 0 0

0 γI 0 0

0 0 γI 0

0 0 0γI



−1

·


(AQ + B1F1 + B2F2)

Q
1/2
c Q

R
1/2
1 Y1

R
1/2
2 Y2


(2.51)

En appliquant le lemme de Schur à l’inégalité (2.51), nous obtenons la forme LMI

suivante :

Q QAT + Y 1TB1T + Y 2TB2T QQ
1/2
c Y 1TR11/2 Y 2TR21/2

AQ + B1Y 1 + B2Y 2 Q 0 0 0

Q
1/2
c Q 0 γI 0 0

R11/2Y 1 0 0 γI 0

R21/2Y 2 0 0 0 γI


≥ 0.

(2.52)

Le problème d’optimisation sans contraintes est formulé comme suit,

minγ,Q,Y1,Y2 γ (2.53)
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γ ≥ 0

soumis à  1 e(k)T

e(k) Q

 ≥ 0, (2.54)

et



Q QAT + Y 1TB1T + Y 2TB2T QQ
1/2
c Y 1TR11/2 Y 2TR21/2

AQ + B1Y 1 + B2Y 2 Q 0 0 0

Q
1/2
c Q 0 γI 0 0

R11/2Y 1 0 0 γI 0

R21/2Y 2 0 0 0 γI


≥ 0.

(2.55)

3. Vérification du respect des contraintes sur les entrées de commande

Dans l’approche proposée dans [28], la vérification des contraintes sur les entrées de

commande se fait par l’inclusion de l’ellipsoïde dans le polyèdre caractérisant ces

contraintes qui sont symétriques et données sous la forme d’une norme euclidienne.

Dans ce travail les contraintes supposées sont des temps de séjour des marques dans

les places des graphes d’événements P-temporels donnés par un intervalle du temps

qui est positif et non symétrique. Dans cette section, nous allons démontré comment

garantir le respect de cette classe de contraintes dans un problème d’optimisation

convexe sous contraintes LMIs [27].

Nous désirons calculer des gains stabilisants F1 et F2 en appliquant des lois de

commande en boucle fermée uc1(k) = F1 · e(k) et uc2(k) = F2 · e(k).

avec,



uc1min ≤ F1 · e(k) ≤ uc1max

uc2min ≤ F2 · e(k) ≤ uc2max

uc1min = a− qz, uc1max = b− qz,

uc2min = 0n̄, uc2max = µn̄,
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Ces équations sont équivalentes aux inégalités suivantes,

F1 · e(k) ≤ uc1max,

−F1 · e(k) ≤ −uc1min,

F2 · e(k) ≤ uc2max,

−F2 · e(k) ≤ −uc2min,

(2.56)

Les inégalités données par l’équation (2.56) déterminent un ensemble convexe donné

par

P(G , ρ) =
{
e(k) ∈ R(n−n̄),G · e(k) ≤ ρ

}
, (2.57)

avec, G =


F1

−F1

F2

−F2


et ρ =


uc1max

−uc1max

uc2max

−uc2max


La vérification de la condition d’inclusion d’ellipsoïde donné par e(k)T ·Q−1 ·e(k) ≤ 1

dans le polyèdre donné à l’équation (2.57) revient à calculer la distance entre cet

ellipsoïde et les hyperplans qui forment le polyèdre (2.57). Si cette distance est

positive, alors l’ellipsoïde est inclus dans le polyèdre.

• Dans un premier temps, nous reformulons les contraintes données par le polyèdre

(2.57) sous forme d’un ensemble d’hyperplans comme suit

(F1)i · e(k) = (uc1max)i,

−(F1)i · e(k) = −(uc1max)i,

(F2)i · e(k) = (uc2max)i,

−(F2)i · e(k) = −(uc2max)i,

(2.58)

avec i est l’indice de la iième ligne des matrices F1, F2, u1max, u1min, u2max et u2min

respectivement.

• La distance d’un ellipsoïde à un hyperplan est donnée par l’équation (2.4), pour

un ellipsoïde centré à l’origine v = 0 et des hyperplans dont ci = (uc1max)i,

ci = −(uc1min)i, ci = (uc2max)i et ci = −(uc2min)i, nous obtenons l’ensemble
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d’inégalités suivantes

(uc1max)i −
√

(F T
1 )iQ−1(F1)i ≥ 0,

(−uc1min)i −
√

(−(F T
1 )i)Q−1(−F1)i ≥ 0,

(uc2max)i −
√

(F T
2 )iQ−1(F2)i ≥ 0,

(−uc2min)i −
√

(−(F T
2 )i)Q−1(−F2)i ≥ 0.

(2.59)

L’équation (2.59) est équivalente à,

(uc1max)i ≥
√

(F T
1 )iQ−1(F1)i,

(−uc1min)i ≥
√

(−(F T
1 )i)Q−1(−F1)i,

(uc2max)i ≥
√

(F T
2 )iQ−1(F2)i,

(−uc2min)i ≥
√

(−(F T
2 )i)Q−1(−F2)i.

(2.60)

Dans ce travail, nous avons uc1max ≥ 0, (−uc1min) ≥ 0, uc2max ≥ 0 et (−uc2min) ≥ 0

ce qui nous permet de réécrire l’équation (2.60) comme suit,

(uc1max)
2
i ≥ (F T

1 )iQ
−1(F1)i,

(−uc1min)2
i ≥ (F T

1 )iQ
−1(F1)i,

(uc2max)
2
i ≥ (F T

2 )iQ
−1(F2)i,

(−uc2min)2
i ≥ (F T

2 )iQ
−1(F2)i,

(2.61)

Cette équation est équivalente à,

(uc1max)
2
i − (Y T

1 )iQ
−1(Y1)i ≥ 0,

(−uc1min)2
i − (Y T

1 )iQ
−1(Y1)i ≥ 0,

(uc2max)
2
i − (Y T

2 )iQ
−1(Y2)i ≥ 0,

(−uc2min)2
i − (Y T

2 )iQ
−1(Y2)i ≥ 0,

(2.62)

avec F1 = Q−1Y1 et F2 = Q−1Y2 En appliquant le lemme de Schur dans l’équation

(2.62), nous obtenons les contraintes LMIs suivantes : (b− qz)2
i (Y T

1 )i

(Y1)i Q

 ≥ 0, (2.63)

 (qz − a)2
i (Y T

1 )i

(Y1)i Q

 ≥ 0, (2.64)
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 (λ · µn̄)2
i (Y T

2 )i

(Y2)i Q

 ≥ 0, (2.65)

 (0n̄)i (Y T
2 )i

(Y2)i Q

 ≥ 0, (2.66)

Le problème de commande prédictive à horizon infini en boucle fermé soumis à des

contraintes sur les entrées de commande revient à trouver les matrices Y1, Y2 et Q qui

sont solution du problème d’optimisation convexe formulé comme suit

minγ,Q,Y1,Y2 γ (2.67)

γ ≥ 0

soumis à  1 e(k)T

e(k) Q

 ≥ 0, (2.68)



Q QAT + Y 1TB1T + Y 2TB2T QQ
1/2
c Y 1TR11/2 Y 2TR21/2

AQ + B1Y 1 + B2Y 2 Q 0 0 0

Q
1/2
c Q 0 γI 0 0

R11/2Y 1 0 0 γI 0

R21/2Y 2 0 0 0 γI


≥ 0.

(2.69) (b− qz)2
i (Y T

1 )i

(Y1)i Q

 ≥ 0, (2.70)

 (qz − a)2
i (Y T

1 )i

(Y1)i Q

 ≥ 0, (2.71)

 (λ · µn̄)2
i (Y T

2 )i

(Y2)i Q

 ≥ 0, (2.72)

 (0n̄)i (Y T
2 )i

(Y2)i Q

 ≥ 0, (2.73)



2.7 Application à un réseau du transport 53

2.7 Application à un réseau du transport

Les réseaux de transport sont soumis à des phénomènes de synchronisation, de corres-

pondance et de l’occurrence, pour cela ces systèmes peuvent être vus comme une classe

des SEDs [50, 51, 52, 53, 54, 55, 56] dont l’évolution est dépendante de l’occurrence

d’événements comme par exemple départ ou arrivée d’un bus dans un arrêt .

2.7.1 Généralités

Dans cette partie, nous rappelons quelques généralités sur les systèmes de transport

et les principaux éléments qui les décomposent en se limitant sur les éléments physiques

cités au cours de ce travail qui sont l’infrastructure et les entités de transport. Cette partie

est inspirée des travaux de Nait-Sidi Moh [57].

1. L’infrastructure : L’infrastructure d’un réseau de transport décrit le réseau routier

physique dont les éléments principaux sont

• Arrêt : un espace ou endroit où les véhicules s’arrêtent pendant un certain temps

fini. Ce temps peut être assigné soit au temps permettant aux passagers de descendre

ou de monter, soit au temps permettant aux véhicules de faire un demi-tour ou au

temps de repos des véhicules. Selon ces objectifs opérationnels, il existe plusieurs

types d’arrêts.

– Un Arrêt simple : où les passagers montent ou descend.

– Un Arrêt de correspondance ou point d’échange : s’effectue au moins entre

deux lignes, où les passagers font un échange de bus d’une ligne à une autre ligne

différente.

– Un Arrêt de retournement : ce sont en général les arrêts de départ ou d’arrivée

des lignes où les véhicules y font demi-tour.

• Tronçons : ou un trajet est la distance séparant deux arrêts. Un tronçon se

caractérise par sa longueur et la vitesse de déplacement des véhicules.

• Une ligne : une ligne est composée d’un ensemble fini d’arrêts et de tronçons,

elle peut être plus ou moins complexe selon le type d’arrêt qui la composent, elle se
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caractérise par le temps entre ces arrêts.

• Un itinéraire : un itinéraire d’un passager est le trajet qu’il suit de son point

de départ à son point de destination. Ce trajet est une suite alternée d’arrêts et de

tronçons d’une ligne ou de plusieurs lignes.

2. Les entités de transport : les entités de transport sont les éléments physiques

permettant de réaliser la tâche de transport comme les bus, tramway, trains, les

personnes qui conduisent et les passagers. La qualité de transport se caractérise

selon le type de ces entités.

Dans ce travail, nous présentons un réseau composé de deux lignes, un arrêt de corres-

pondance, deux arrêts de retournement et quatre tronçons. L’objectif est de minimiser le

temps d’attente des passagers dans l’arrêt de correspondance et le temps de voyage d’un

passager qui suit un itinéraire partant de l’arrêt de départ de la ligne 1 à l’arrêt d’arrivée

de la ligne 2. Ce réseau est illustré par la Figure 2.1 ,

Figure 2.1: Un système de transport avec deux lignes

2.7.2 Modélisation du réseau

Le réseau de transport est modélisé par un graphe d’événements P-temporel donné

par la Figure 2.2,
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Figure 2.2: Graphe d’événements P-temporel de système du transport

Interprétation du graphe

La modélisation du système de transport est faite de la manière suivante

• u1, p1, t1, p2, t2, p3, t3 et p4 : se sont les éléments de la ligne 1.

• u2, p5, t4, p6, t5, p7, t6 et p8 : se sont les éléments de la ligne 2.

• u1 (respectivement u2) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-

ment linge 2).

• p1 (respectivement p5) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-

ment linge 2) en attente d’exécution.

• t1 (respectivement t4) : représente le départ des bus de leurs arrêts de retournement.

• p2 (respectivement p6) : représente le tronçon entre l’arrêt de départ de ligne 1 (respec-

tivement ligne 2) et l’arrêt de correspondance.

• t2 : représente l’arrivée de bus de la ligne 1 à l’arrêt de correspondance.

• t5 : représente le départ de bus de ligne 2 de l’arrêt de correspondance.

• p9 : représente la correspondance entre les deux lignes.

• p3 (respectivement p7) : représente le tronçons effectuer par le bus de la ligne 1 (respec-
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tivement linge 2) de l’arrêt de correspondance à l’arrêt de retournement.

• t3 (respectivement t6) : représente l’arrivée de bus de la ligne 1 (respectivement de la

ligne 2) à l’arrêt de retournement.

• p4 (respectivement p8) : représente les bus dans leurs arrêts de retournement en attente

pour effectuer une nouvelle tournée.

• Les jetons dans les places présentent soit un ordre de départ en attente d’exécution, soit

un bus effectuant une tournée, soit des passagers en correspondance.

• les intervalles de temps sont désignés selon le rôle de la place auquel sont associés. un

intervalle de temps associé à une place représente soit le temps d’exécution d’un ordre de

départ, soit le temps d’un trajet, soit le temps d’effectuer une correspondance.

Initialement les bus sont du retour vers leurs arrêts de départ et se sont représentés par

un jeton dans la place p3 pour le bus de la ligne 1 et un jeton dans la place p7 pour

le bus de la ligne 2. Le franchissement de la transition u1 (respectivement u2) rajoute

un jeton à la place p1 (respectivement p5). Ce jeton est associé à un ordre de départ en

attente d’exécution. Le franchissement de la transition t1 (respectivement t4) enlève un

jeton de la place p1 (respectivement p5), un jeton de la place p4 (respectivement p8), ce

qui veut dire que l’ordre de départ de bus de la ligne 1 (respectivement de la ligne 2)

est exécuté dès que le bus est prêt pour effectuer une tournée et rajoute un jeton à la

place p2 (respectivement p6), ce jeton est associé au bus allant de la station de départ

vers la station de correspondance. Le franchissement de la transition t2 enlève un jeton

de la place p2 donc le bus de la ligne 1 est arrivé à la station de correspondance, rajoute

un jeton à la place p3 qui représente le bus en retour vers sa station de retournement, ce

qui veut dire que ce bus quitte cet arrêt dès qu’il dépose les passagers et rajoute un jeton

à la place p9 qui représente les passagers effectuant une correspondance. Le franchissent

de la transition t5 enlève un jeton de la place p6 donc le bus de la ligne 2 est arrivé à

la station de correspondance, enlève un jeton de la place p9 donc le bus a récupéré les

passagers déposés par le bus de la ligne 1. Cette synchronisation veut dire que le départ

de bus de ligne 2 de la station de correspondance est conditionné par l’arrivée de bus de

la ligne 1, le franchissent de la transition t5 ajoute un jeton à la place p7 qui représente
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le bus en retour vers sa station de retournement. Le franchissement de la transition t3

(respectivement t6) enlève un jeton de la place p3 (respectivement p7) donc, le bus de

la ligne 1 (respectivement ligne 2) est arrivé à sa station de retournement et ajoute un

jeton à la place p4 (respectivement p8) qui représente le bus en attente pour effectuer une

nouvelle tournée.

En modélisant le graphe d’événements par des équations en dateur écrites dans l’algèbre

standard, nous obtenons les équations suivantes :

θ1(k + 1) = q1(k + 1) + u1(k + 1),

θ2(k + 1)− θ1(k + 1) = q2(k + 1),

θ3(k + 1) = θ2(k) + q3(k + 1),

θ1(k + 1)− θ3(k + 1) = q4(k + 1),

θ4(k + 1) = q5(k + 1) + u2(k + 1),

θ5(k + 1)− θ4(k + 1) = q6(k + 1),

θ6(k + 1) = θ5(k) + q7(k + 1),

θ4(k + 1)− θ6(k + 1) = q8(k + 1),

θ5(k + 1)− θ2(k + 1) = q9(k + 1).

Sous forme matricielle, nous obtenons le modèle implicite suivant :

E · θ(k + 1) = A · θ(k) + q(k + 1) + G · u(k + 1),

avec, E =



1 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 −1 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 −1

0 −1 0 0 1 0



, A =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



,
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et



0

33

27

0

0

30

37

0

0



≤



q1(k + 1)

q2(k + 1)

q3(k + 1)

q4(k + 1)

q5(k + 1)

q6(k + 1)

q7(k + 1)

q8(k + 1)

q9(k + 1)



≤



2

40

30

10

2

40

40

10

5



.

La trajectoire désirée est donnée par :

E · θz(k + 1) = A · θz(k) + qz + uz(k + 1),

avec, qz =



1.3393

33

28.8249

6.9145

2

31.7393

37

0

0



et θz(0) =



0

33

61.8249

1.2607

33

70


.

Le modèle d’erreur est donné par e(k) = θ(k)− θz(k),

e(k + 1) = A · e(k) + B · uc(k + 1),

avec,



A = EL · A,

B = (EL EL ·G),

0n̄ ≤ u(k + 1)− uz ≤ λ · µn̄., uc(k + 1) =

 q(k + 1)− qz

u(k + 1)− uz

 .

2.7.3 Commande prédictive à horizon fini

La séquence de commande optimale qui permet de stabiliser le système en boucle

ouverte avec respect de contraintes est calculée en minimisant le critère quadratique donné
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par

minimiser
1

2
e(k + 1)TQce(k + 1) + uc(k + 1)TRuc(k + 1),

soumis à G · uc(k + 1) ≤ g,

avec Np = 6 est l’horizon de prédiction et Nc = 4 est l’horizon de commande. Qc = I6 et

R = I11 sont les matrices de pondérations. G =

 I11

−I11

 et g =


b− qz

λ · µn̄

qz − a

0n̄


sont les

matrices des contraintes. λ = 68 est le temps de cycle. n̄ = 2 est le nombre des transitions

sources.

Sous forme matricielle le problème d’optimisation est reformulé comme suit,

minimiser
1

2
U THU + fTU ,

soumis à G · U ≤ g,

avec, H = STQmS + Rm, Qm = I36, Rm = I44, fT = e(0)T ·AT ·QmS ,

U = (uc(1), uc(2), uc(3), uc(4))T ,

e(0) = (−z0), A = (A, A2, · · · , A6)T ,

S=


B 0 0 0

A · B B 0 0

...
...

...
...

A5 · B A4 · B A3 · B (A2 · B + A · B + B)


, G=


G 0 0 0

0 G 0 0

0 0 G 0

0 0 0 G


,

et g=(g, g, g, g)T .
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Les résultats de simulation sont illustrés dans les Figures 2.3 et 2.4 ,

Figure 2.3: La variation de l’erreur en fonction de nombre de franchissements des tran-

sitions

La Figure 2.3 représente la variation de l’erreur en fonction de nombre de franchissement

des transitions, nous remarquons que chaque erreur de date de franchissement tend vers

zéro, ce qui veut dire que les dates de franchissement des transitions du système sont

celles qui sont désirées. Cette figure montre que la séquence de commande calculée assure

le suivi de trajectoire du système considéré.
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Figure 2.4: Évolution des temps de séjour des marques dans les places en fonction de

nombre de franchissement

La Figure 2.4 représente l’évolution des temps de séjour des marques dans les places en

fonction de nombre de franchissements des transitions, nous remarquons que pour chaque

place le temps de séjour de la marque reste dans l’intervalle de temps associé à cette place

et se stabilise à la valeur de temps de séjour désirée. Cette figure montre que la séquence

de commande calculée assure le respect des contraintes sur les entrées de commande.

2.7.4 Commande prédictive en utilisant l’approche LMI

Des gains de commande en boucle fermée ont été synthétisés en résolvant un problème

d’optimisation convexe donné par l’équation (2.67) soumis à des contraintes LMIs don-

nées par les équations (2.46), (2.52), (2.70), (2.71), (2.72) et (2.73). Pour la résolution
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de tels problèmes, plusieurs outils existent dont nous citons par exemple YALMIP [58],

CVX [46] et LMI Matlab toolbox [59]. Dans ce travail, nous avons utilisé le toolbox CVX,

un outil pour la résolution des problèmes d’optimisations convexes [60] [61]. Les résultats

numériques de cette optimisation sont donnés par les matrices F et Q suivantes,

F =



−0.0006 −0.0020 −0.0062 −0.0008 −0.0020 −0.0067

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

−0.0004 −0.0013 −0.0039 −0.0005 −0.0013 −0.0042

0.0007 −0.0040 −0.0214 0.0029 −0.0032 −0.0208

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

−0.0007 −0.0023 −0.0071 −0.0009 −0.0023 −0.0076

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000



,

Q =



1.8808 0.0317 0.0073 0.0012 −0.0024 −0.0127

0.0317 1.8244 0.0122 0.0064 −0.0026 0.0119

0.0073 0.0122 1.2741 −0.0163 0.0216 −0.2887

0.0012 0.0064 −0.0163 1.8816 0.0264 0.0089

−0.0024 −0.0026 0.0216 0.0264 1.8484 −0.0030

−0.0127 0.0119 −0.2887 0.0089 −0.0030 1.2741


· 104,

La simulation des gains de commande calculés nous a permet de visualiser la Figure

2.5 et la Figure 2.6,
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Figure 2.5: La variation de l’erreur en fonction de nombre de franchissement des transi-

tions

La Figure 2.5 représente la variation de l’erreur en fonction de nombre de franchissements

des transitions, les gains de commande synthétisés en utilisant l’approche LMI assurent

la stabilité asymptotique du système et le suivi de comportement 1-périodique considéré.
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Figure 2.6: Évolution des temps de séjour des marques dans les places en fonction de

nombre de franchissements des transitions

La Figure 2.6 représente l’évolution des temps de séjour des marques dans les places

en fonction de nombre de franchissements des transitions. Cette figure montre que les

gains de commande synthétisés assurent le respect des contraintes des temps de séjour de

graphe d’événements P-temporel.
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2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, deux stratégies de commande prédictive ont été adaptées pour le

calcul des lois de commande stabilisantes pour un système à événements discret modélisé

par des graphes d’événements P-temporels dans l’algèbre standard en garantissant le

respect des contraintes sur les entrées de commande. Une séquence de commande optimale

sur un horizon de prédiction fini est calculée, cette loi de commande assure le suivi d’une

trajectoire désirée avec respect de contraintes sur les temps de séjour des marques dans les

places du graphe d’événements P-temporel. Puis des gains de retour d’état sont synthétisés

sur un horizon de prédiction infini en utilisant l’approche LMI de façon à garantir une

stabilité asymptotique avec respect de contraintes. Ce problème est résolu en terme d’une

optimisation convexe. Une application de ces stratégies de commande est illustrée sur un

réseau de transport.





Chapitre 3

Commande prédictive

multiparamétrique des GE P-temporels

3.1 Introduction

La commande prédictive explicite est une approche géométrique basée sur la program-

mation quadratique multiparamétrique (MPQP). Il s’agit d’un développement relative-

ment récent qui représente un domaine de recherche actif [62, 63]. C’est une technique

d’optimisation qui permet de déterminer la solution optimale d’un problème d’optimisa-

tion comme étant une fonction explicite de certains paramètres variables. La solution d’un

problème de commande prédictive explicite est une loi de commande en boucle fermée

affine par morceau PWA [64, 65] synthétisée en utilisant l’approche des polyèdres para-

métrés [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72]. La commande prédictive a été récemment utilisée pour

la synthèse de contrôleur pour les SEDs que se soit dans l’algèbre standard [27] ou dans

le formalisme max-plus [25, 40, 41]. Une loi de commande optimale est calculée sur un

horizon de prédiction fini pour les systèmes max-plus linéaires. Declerck [43, 44] propose

une technique pour modifier la commande de telle sorte que la contrainte de causalité soit

satisfaite. La commande prédictive a été aussi utilisée pour commander des SEDs modé-

lisés par des réseaux de Petri continus [25, 26, 73]. L’avantage d’introduire la commande

prédictive explicite dans le cadre des SEDs, c’est le fait d’avoir une formulation explicite
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de la loi de commande en fonction des variables d’états.

L’objectif de cette section est de synthétiser une loi de commande optimale pour une classe

des SEDs en utilisant l’approche géométrique de la commande prédictive sur un horizon

de prédiction fini [29]. Considérant un graphe d’événements P-temporel où la dynamique

est décrite par des équations en dateur dans l’algèbre standard, l’utilisation du concept

d’(A,B)-invariance nous a permet de formuler les contraintes paramétriques. Cette ap-

proche conduit à une programmation quadratique multiparamétrique qui est résolue en

utilisant le toolbox MPT de Matlab.

Nous commençons ce chapitre par un rappel des notions de base de la programmation

quadratique multiparamétrique et le concept d’(A,B)-invariance. Dans un second temps,

nous formulons le problème du suivi de trajectoire par une commande prédictive en terme

de programmation quadratique multiparamétrique. Nous terminons la section par une

application sur un réseau du transport.

3.2 Commande prédictive et optimisation paramétrique

La commande prédictive consiste à résoudre un problème d’optimisation où une sé-

quence de commande optimale est calculée en ligne à chaque pas de calcul. En utilisant

l’approche multiparamétrique, la loi de commande est calculée hors ligne. Elle est dite

commande prédictive explicite où l’entrée de commande est la variable d’optimisation. La

variable d’état est définie comme étant un vecteur de paramètres.

L’objectif d’une optimisation paramétrique est de trouver la meilleure solution et les pa-

ramètres qui lui sont associés au sens d’un certain critère. Un problème d’optimisation

paramétrique est généralement résolu en terme de programmation linéaire ou quadra-

tique multiparamétrique. Quand la programmation dépend d’un seul paramètre, la pro-

grammation est dite paramétrique et quand elle dépend d’un vecteur de paramètres, la

programmation est dite multiparamétrique.
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3.2.1 Programmation quadratique multiparamétrique MPQP

La programmation quadratique multiparamétrique consiste à minimiser un critère qua-

dratique en fonction d’un certain paramètre variable sur un domaine fermé. La formulation

générale d’un MPQP est donnée par :

minimiser
1

2
zT ·H · z

soumis à G · z ≤ W + S · x,
(3.1)

avec z ∈ Rs est une variable d’optimisation, x ∈ Rn est la vecteur des paramètres.

H ∈ Rs×s, W ∈ Rm, S ∈ Rm×n.

3.2.2 Commande prédictive explicite résolue en terme d’un MPQP

La commande optimale sous contraintes peut être reformuler comme un problème de

programmation multiparamétrique. En partant du principe de la commande prédictive,

une séquence de commande optimale est calculée hors ligne sur un horizon de prédic-

tion fini en minimisant un critère quadratique soumis aux contraintes paramétriques. Un

problème de commande prédictive explicite est formulé généralement comme suit :

minimiser
∑Np

i=1 x(k + i|k)TQx(k + i|k) +
∑Nc

i=1 u(k + i|k)TRu(k + i|k),

soumis à D · x(k) + L · u(k) ≤M,
(3.2)

avec Np est l’horizon de prédiction et Nc est l’horizon de commande.

Ce problème peut être reformulé sous forme paramétrique comme suit :

minimiser
1

2
U THU + x0(k)T · FU ,

soumis à G · U ≤ W + S · x0(k),
(3.3)

avec U est la séquence de commande, H = H T > 0 est une matrice symétrique définie

positive, x0(k) est le vecteur des paramètres.

En appliquant la transformation

z = U +H−1 · F T · x0(k).

Le problème donné par (3.3) s’écrit comme suit :

minimiser
1

2
zTHz,

soumis à G · z ≤ W + S · x0(k),
(3.4)



70 Commande prédictive multiparamétrique des GE P-temporels

avec S = H +GH−1F T , x0(k) est le vecteur des paramètres. Le problème donné par (3.4)

est un problème de programmation quadratique multiparamétrique dont la solution est

une fonction affine par morceau u(k+ 1) = Kix(k) +ki définie sur un ensemble de régions

polyédrique CRi(H, h) = {x(k) ∈ Rm, H · x(k) ≤ h} tel que pour chaque région une loi

de commande par retour d’état est calculée [74].

La première méthode pour résoudre un problème de programmation multiparamétrique

est proposée par Bemporad [64, 65], la méthode proposée consiste à construire les régions

critiques autour du voisinage du paramètre considéré en utilisant les conditions d’optima-

lités de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) tel que l’espace des paramètres est exploré comme

une région, pour cette raison la méthode est dite géométrique. Dans ce travail, la résolu-

tion est faite en utilisant le toolbox MPT de Matlab.

L’implémentation en ligne de la commande prédictive explicite doit suivre les étapes sui-

vantes :

1. Mesurer le vecteur des paramètres courants x(k).

2. Recherchez dans la table des régions critiques la région contenant x(k).

3. Utiliser la loi de commande par retour d’état correspondante à cette région.

4. réitérer la procédure.

3.3 L’(A, B)-invariance

Le concept d’invariance positive joue un rôle important dans la théorie de commandes

des systèmes linéaires sous contraintes. L’invariance positive d’un domaine fermé non vide

de l’espace d’état relativement à un système dynamique linéaire implique que toutes les

trajectoires du système restent dans ce domaine quelque soit l’état initial pris dans ce

domaine. Un domaine non vide fermé de l’espace d’état relativement à un système dyna-

mique linéaire est (A, B)-invariant ou invariant contrôlé si il existe une loi de commande

qui forcent les trajectoires à rester dans ce domaine dans le future. Un domaine (A, B)-

invariant est un domaine susceptible d’être rendu positivement invariant au moyen d’une

loi de commande.
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Définition 18 [75] Un domaine non vide Ω ∈ Rn est dit (A, B)-invariant par rapport

un système linéaire donné par la représentation d’état

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k + 1),

si ∀x0 ∈ Ω, il existe une séquence de commande (u(0), u(1), · · · , u(k)), k ∈ N, tel que

les trajectoires futures du vecteur d’état restent dans Ω.

L’(A, B)-invariance de Ω est équivalente à la condition suivante :

∀x0 ∈ Ω, ∃u ∈ Rm : (A · x(k) +B · u(k)) ∈ Ω.

Définition 19 Le plus grand domaine admissible en un pas :

soit le domaine Ω donné par le polyèdre convexe suivant

Ω(G , g) = {x ∈ Rn,G · x ≤ g} , (3.5)

Pour toute instant k donnée, l’admissibilité en un pas du vecteur d’état à l’instant suivant

est caractérisée par la contrainte suivante :

G · A · x(k) + G ·B · u(k) ≤ g, (3.6)

3.4 Commande prédictive multiparamétrique d’une classe

de SEDs

Soit le modèle linéaire explicite décrivant le comportement d’un système à événements

discret modélisé par un graphe d’événements P-temporel décrit par des équations en

dateur dans l’algèbre standard donné par l’équation suivante :

θ(k + 1) = ELA · θ(k) + EL · q(k + 1) + ELG · u(k + 1). (3.7)

a ≤ q(k + 1) ≤ b

La trajectoire désirée satisfait (3.7) est donnée comme suit :

θz(k + 1) = ELA · θz(k) + EL · qz(k + 1) + ELG · uz(k + 1). (3.8)
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A partir des équations (3.7) et (3.8), nous obtenons le modèle décrivant l’erreur (θ(k) −

θz(k)) entre le modèle du système et celui de la trajectoire désirée.

Le modèle d’erreur est donné par l’équation suivante :

e(k + 1) = ELA · e(k) + EL · (q(k + 1)− qz(k + 1)) + ELG · (u(k + 1)− uz(k + 1)). (3.9)

L’équation (3.9) est réécrite sous la forme suivante :

e(k + 1) = A · e(k) + B1 · (q(k + 1)− qz(k + 1)) + B2 · (u(k + 1)− uz(k + 1)), (3.10)

avec :  a− qz ≤ (q(k + 1)− qz) ≤ b− qz,

0n̄ ≤ (u(k + 1)− uz(k + 1)) ≤ λ · µn̄,
(3.11)

• e(k) = θ(k)− θz(k) est la variable d’état du système d’erreur.

• (q(k + 1)− qz(k + 1)) et (u(k + 1)− uz(k + 1)) sont les variables de commande.

• A = ELA.

• B1 = EL.

• B2 = ELG.

La forme linéaire explicite est donnée par l’équation suivante :

e(k + 1) = A · e(k) + B · uc(k + 1). (3.12)

soumis aux contraintes sur la variable de commande et la variable d’état données par : Umin ≤ uc(k + 1) ≤ Umax,

emin ≤ e(k + 1) ≤ emax,
(3.13)

avec,

uc(k + 1) =

 q(k + 1)− qz

u(k + 1)− uz

 , Umin =

 a− qz

0n̄

 , Umax =

 b− qz

λ · µn̄

, emin = 0n−n̄

, emax = λ · µn−n̄ et B = (B1 B2).

3.4.1 Calcul de la séquence de commande

L’objectif de cette section est de trouver une séquence de commande optimale qui

permet de suivre un comportement 1-périodique toute en assurant la stabilité du système
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et le respect des contraintes sur la variable de commande et la variable d’état.

La commande prédictive consiste à déterminer une séquence de commande optimale en

minimisant une fonction objective souvent de nature quadratique sur un horizon de pré-

diction fini donné comme suit :

JNp(k) =

Np∑
i=1

e(k + i|k)TQce(k + i|k) +
Nc∑
i=1

uc(k + i|k)TRuc(k + i|k). (3.14)

Le vecteur de la variable d’état e(k) et le vecteur de la variable de commande uc(k) sont

soumis aux contraintes polyédriques données par :

P(G , g) =
{
uc(k) ∈ Rm+n̄, G · uc(k) ≤ g

}
, (3.15)

et

Ω(L, l) =
{
e(k) ∈ Rm−n̄, L · e(k) ≤ l

}
, (3.16)

où G =

 Im+n̄

−Im+n̄

 , g =

 Umax

−Umin

, L =

 In−n̄

−In−n̄

 et l =

 emax

−emin

.

Le vecteur des états prédits s’écrit en fonction des variables de commande futures comme

suit :

e(Np) = ANp · e(0) +

Np∑
i=1

ANp−i · B · uc(i), (3.17)

Sous forme matricielle l’équation (3.17) est équivalente à :

E = Sc · U + A0 · e(0), (3.18)

avec, E =



e(1)

e(2)

e(3)

...

e(Np)


, U =



uc(1)

uc(2)

uc(3)

...

uc(Nc)


, A0 =



A

A2

A3

...

ANp


,

S0=


B 0(n−n̄)×(m+n̄) · · · · · · 0(n−n̄)×(m+n̄)

A.B B 0(n−n̄)×(m+n̄) · · · 0(n−n̄)×(m+n̄)

...
...

...
...

...

ANp−1 · B ANp−2 · B · · · A · B B


.

En replaçant la formule donnée par l’équation (3.18) dans la fonction objective donnée



74 Commande prédictive multiparamétrique des GE P-temporels

par l’équation (3.14), nous obtenons un critère qui dépend uniquement de la séquence de

commande comme suit :

J =
1

2
U THU + e(0)T · FU , (3.19)

avec



H = STc QcS + Rm,

F = (AT ·Qm · S )T ,

Qm = diag(Qc,Qc, · · · ,Qc),

Rm = diag(R,R, · · · ,R).

3.4.2 Formulation des contraintes paramétriques

En utilisant le concept d’(A,B)-invariance, l’admissibilité du vecteur des contraintes

sur la variable d’état à un événement k par rapport au système donné par l’équation

(3.12), est caractérisée par l’équation suivante :

L · A · e(k) + L · B · uc(k) ≤ l. (3.20)

L’ensemble des contraintes de problème de commande est donné par l’équation suivante :
Le · e(k) + Lu · uc(k) ≤ l,

L · e(k) ≤ l,

G · uc(k) ≤ g,

(3.21)

avec  Le = L · A,

Lu = L · B.

L’ensemble des contraintes donné par l’équation (3.21) est réécrit comme suit :

Hu · uc(k) ≤ He · e(k) + h, (3.22)

avec Hu =


Lu

0n̄+m

G

, He =


−Le

−L

0n−n̄

, h =


l

l

g

.

Sur un horizon de prédiction de commande Nc, nous développons la contrainte donnée
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par l’équation (3.22). Les inégalités suivantes sont obtenues :

Hu · uc(1) ≤ He · e(1) + h,

Hu · uc(2) ≤ He · e(2) + h,

Hu · uc(2) ≤ He · (Ae(1) + Buc(1)) + h,

Hu · uc(2) ≤ HeA · e(1) + HeBuc(1) + h,

Hu · uc(3) ≤ He · e(3) + h,

Hu · uc(3) ≤ He · (Ae(2) + Buc(2)) + h,

Hu · uc(3) ≤ HeA2 · e(1) + HeABuc(1)) + HeB · uc(2) + h,

Hu · uc(Nc − 1) ≤ HeANc−1 · e(1) + · · ·+ · · ·+ +HeB · uc(Nc − 1) + h,

ces équations sont réécrite comme suit :

Hu · uc(1) ≤ He · e(1) + h,

Hu · uc(2) ≤ He · e(2) + h,

Hu · uc(2) ≤ He · (Ae(1) + Buc(1)) + h,

Hu · uc(2)− HeBuc(1) ≤ HeA · e(1) + h,

Hu · uc(3) ≤ He · e(3) + h,

Hu · uc(3) ≤ He · (Ae(2) + Buc(2)) + h,

Hu · uc(3)− HeABuc(1))− HeB · uc(2) ≤ HeA2 · e(1) + h,

Hu · uc(Nc − 1)− · · · − · · · − HeB · uc(Nc − 1) ≤ HeANc−1 · e(1) + h.

Sous forme matricielle, nous obtenons :

Gu · U ≤ ρ+ He · e(k), (3.23)

avec,

Gu=



Hu O · · · · · · O

−HeB Hu O · · · O

−HeAB −HeB Hu · · · O

...
...

...
...

...

−HeANc−1B −HeANc−2B · · · −HeB Hu


,He=


He

HeA
...

HeANc


, et ρ =


h

h

...

h


,

U = (uc(1), uc(2), uc(3), · · · , uc(Nc))
T est le vecteur de la séquence de commande à calcu-

ler. Le problème de commande prédictive sur un horizon de prédiction fini sous contraintes
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sur la variable de commande et la variable d’état est formulé sous forme d’un problème

de programmation quadratique multiparamétrique donné par :

minimiser
1

2
UTHU + e(k)T · F · U,

soumis à Gu · U ≤ ρ+ He · e(k),
(3.24)

avec e(k) est le vecteur des paramètres d’optimisation.

En appliquant la transformation

z = U +H−1 · F T · e(k),

le problème d’optimisation donné par l’équation (3.24) s’écrit comme suit :

minimiser
1

2
zTHz,

soumis à Gu · z ≤ ρ+ S · e(k).
(3.25)

Le problème optimal formulé par l’équation (3.25) est un problème de programmation

quadratique multiparamétrique avec e(k) est le vecteur de paramètres. La matrice S est

donnée par S = He+GuH
−1F T . La séquence de loi de commande obtenue par la résolution

de (3.25) est une fonction affine par morceau donnée comme suit :

uc(k + 1) = Kie(k) + ki si e(k) ∈ Ωi.

Dans ce travail, le problème de programmation quadratique multiparamétrique (3.25) est

résolu en utilisant le toolbox Matlab Multi-Parametric Toolbox (MPT) [76].

3.5 Application à un système du transport

Dans cette section, nous appliquons les résultats précédents à un réseau du transport

composé de deux lignes et un arrêt de correspondance. L’objectif est de minimiser le

temps d’attente des passagers dans l’arrêt de correspondance et le temps de voyage d’un

passager qui suit un itinéraire de l’arrêt de départ de la ligne 1 à l’arrêt d’arrivée de la

ligne 2. Le réseau est modélisé par un graphe d’événements P-temporel donné par la figure

3.1
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Figure 3.1: Le graphe d’événements P-temporel du réseau de transport

• u1, p1, t1, p2, t2 et p3 : se sont les éléments de la ligne 1.

• u2, p4, t3, p5, t2 et p6 : se sont les éléments de la ligne 2.

• u1 (respectivement u2) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-

ment linge 2).

• p1 (respectivement p4) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-

ment linge 2) en attente d’exécution.

• t1 (respectivement t3) : représente le départ des bus de leurs arrêts de retournement.

• p2 (respectivement p5) : représente le tronçon entre l’arrêt de départ de ligne 1 (respec-

tivement ligne 2) et l’arrêt de correspondance.

• t2 : représente l’arrêt de correspondance entre les deux bus.

• p3 (respectivement p6) : représente le tronçons de route du bus de la ligne 1 (respecti-

vement linge 2) de l’arrêt du correspondance à l’arrêt du retour.

• Les jetons dans les places présentent soit un ordre de départ en attente d’exécution, soit

un bus effectuant une tournée, soit des passagers en correspondance.

• Les intervalles du temps sont désignés selon le rôle de la place auxquelles elles sont

associées. Un intervalle du temps associé à une place représente soit le temps d’exécution

d’un ordre de départ, soit le temps d’un trajet, soit le temps pour effectuer une corres-
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pondance.

Initialement les bus sont de retour vers leurs arrêts de départ et sont représentés par un

jeton dans la place p3 pour le bus de la ligne 1 et un jeton dans la place p6 pour le bus

de la ligne 2. Le franchissement de la transition u1 (respectivement u2) rajoute un jeton

à la place p1 (respectivement p4). Ce jeton est associé à un ordre de départ en attente

d’exécution. Le franchissement de la transition t1 (respectivement t3) enlève un jeton de

la place p1 (respectivement p4), un jeton de la place p3 (respectivement p6) ce qui veut

dire que l’ordre de départ de bus de la ligne 1 (respectivement de la ligne 2) est exécuté

dès que le bus est prêt pour effectuer une tournée et ajoute un jeton à la place p2 (res-

pectivement p5), ce jeton est associé au bus allant de la station de départ vers la station

de correspondance. Le franchissement de la transition t2 enlève un jeton de la place p2

(respectivement p5) donc le bus de la ligne 1 et le bus de la ligne 2 sont arrivés à la station

de correspondance, rajoute un jeton à la place p3 (respectivement p6) qui représente les

bus en retour vers leurs stations de retournement après avoir effectuer la correspondance.

En modélisant le graphe d’événements par des équations en dateur dans l’algèbre stan-

dard, nous obtenons les équations suivantes



θ1(k + 1) = q1(k + 1) + u1(k + 1),

θ2(k + 1)− θ1(k + 1) = q2(k + 1),

θ1(k + 1) = θ2(k) + q3(k + 1),

θ3(k + 1) = q4(k + 1) + u2(k + 1),

θ2(k + 1)− θ3(k + 1) = q5(k + 1),

θ3(k + 1) = θ2(k) + q6(k + 1).

Sous forme matricielle, nous obtenons le modèle implicite suivant,

E · θ(k + 1) = A · θ(k) + q(k + 1) + G · u(k + 1),
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avec E =



1 0 0

−1 1 0

1 0 0

0 0 1

0 1 −1

0 0 1


, A =



0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0


et



0

33

27

0

30

37


≤



q1(k + 1)

q2(k + 1)

q3(k + 1)

q4(k + 1)

q5(k + 1)

q6(k + 1)


≤



2

40

40

2

40

50


.

La trajectoire désirée est donnée par,

E · θz(k + 1) = A · θz(k) + qz + uz(k + 1),

avec, qz =



1.34

33

35.2

2

31.54

37


, a =



0

33

27

0

30

37


, b =



2

40

40

2

40

50


et θz0 =


0

33

1.45

.

Le modèle d’erreur est donné par

e(k + 1) = A · e(k) + B · uc(k + 1),

avec A = EL ·A, B = (EL EL ·G) et e(k) = θ(k)− θz(k) est la variable d’état du modèle

d’erreur soumis aux contraintes sur la variable de commande et la variable d’état :
0n−n̄ ≤ e(k + 1) ≤ λ · µn−n̄, a− qz

0n̄

 ≤ uc(k + 1) ≤

 b− qz

λ · µn̄


La séquence de commande est obtenue en utilisant les paramètres de la commande prédic-

tive, qui sont l’horizon de prédiction Np = 7, l’horizon de commande Nc = 4, les matrices

de pondérations Qc = I7, R = I4 et le temps de cycle de la trajectoire désirée λ = 67.

Dans cet exemple, le problème MPQP est résolu en utilisant le toolbox MPT de Matlab

[?], la solution est une fonction affine par morceau PWA définissant les lois de commande

uc(k+ 1) = Kie(k) + ki sur des régions CRi(H, h) = {e(k) ∈ Rn−n̄, Hi · e(k) ≤ hi} avec

i est l’indice de la région. Pour chaque région une séquence de loi de commande en boucle
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fermée est calculée sur un horizon de prédiction. Les lois de commande obtenues pour

chaque région sont données comme suit :

RC1 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 −0.0583 0

0 0.0979 0

0 −0.0583 0

0 −0.0972 0

0 −0.0615 0

0 0.1708 0


· e(k)

ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 −0.0298 0

0 0.0143 0

0 −0.0298 0

0 −0.0391 0

0 −0.0238 0

0 0.0249 0


· e(k)

ū(2) =


0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0095 0

0 0.0023 0

0 −0.0095 0

0 −0.0118 0

0 −0.0073 0

0 0.0037 0


· e(k)

ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0015 0

0 −0.0001 0

0 −0.0015 0

0 −0.0020 0

0 0.0001 0

0 0.0002 0


· e(k)

ū(3) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



6.52

0

0

67

67

0


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RC2 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 −0.0992 0

0 −0.1182 0

0 −0.0915 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

−0.0000

0.2667

0.1369

0.1958

−0.0000


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 −0.0360 0

0 0.0143 0

0 −0.0360 0

0 −0.0463 0

0 −0.0281 0

0 0.0249 0


· e(k) +



0.0401

−0.0000

0.0401

0.0469

0.0279

0.0000


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0110 0

0 0.0023 0

0 −0.0110 0

0 −0.0135 0

0 −0.0084 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.0097

−0.0000

0.0097

0.0113

0.0070

−0.0000


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0017 0

0 −0.0001 0

0 −0.0017 0

0 −0.0022 0

0 0.0001 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0013

0.0000

0.0013

0.0016

−0.0001

−0.0000


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



6.74

0

0

67

67

−6.52


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RC3 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 −0.1334 0

0 −0.1334 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

−0.0000

0.4968

0.2393

−1.0810

−0.0000


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 −0.0549 0

0 0.0143 0

0 −0.0549 0

0 −0.0684 0

0 −0.0413 0

0 0.0249 0


· e(k) +



0.1674

−0.0000

0.1674

0.1958

0.1167

0.0000


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0156 0

0 0.0023 0

0 −0.0156 0

0 −0.0189 0

0 −0.0117 0

0 0.0037 0


· e(k) +



−0.0000

0.0404

−0.0000

0.0404

0.0473

0.0292


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0023 0

0 −0.0001 0

0 −0.0023 0

0 −0.0030 0

0 0.0002 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0053

0.0000

0.0053

0.0067

−0.0006

0.0000


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



7.3614

0

0

67.0000

67.0000

−6.7425


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RC4 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 −0.1723 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0.0000

0.7834

−2.0000

−1.0810

−0.0000


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 −0.0701 0

0 0.0143 0

0 −0.0701 0

0 −0.0862 0

0 −0.0519 0

0 0.0249 0


· e(k) +



0.2794

−0.0000

0.2794

0.3268

0.1947

0.0000


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0156 0

0 0.0023 0

0 −0.0156 0

0 −0.0189 0

0 −0.0117 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.0674

−0.0000

0.0674

0.0790

0.0488

−0.0000


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0028 0

0 −0.0001 0

0 −0.0028 0

0 −0.0036 0

0 0.0003 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0089

0.0000

0.0089

0.0113

−0.0010

−0.0000


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



18.6727

0

0

67

67

−7.3614


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RC5 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 −0.1773 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

0.8772

−2.0000

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.0867 0

0 −0.0945 0

0 −0.0641 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0.0000

0.5897

0.4826

0.4230

−0.0000


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0217 0

0 0.0023 0

0 −0.0217 0

0 −0.0261 0

0 −0.0161 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.1140

−0.0000

0.1140

0.1336

0.0825

−0.0000


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0031 0

0 −0.0001 0

0 −0.0031 0

0 −0.0040 0

0 0.0003 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0150

0

0.0150

0.0190

−0.0017

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



19.1787

0

0

67.0000

67.0000

−18.6727


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RC6 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 −0.1813 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

0.9539

−2

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.1005 0

0 −0.1005 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

0.8557

0.5982

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0295 0

0 0.0023 0

0 −0.0295 0

0 −0.0353 0

0 −0.0218 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.2641

−0.0000

0.2641

0.3096

0.1911

0.0000


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0041 0

0 −0.0001 0

0 −0.0041 0

0 −0.0053 0

0 0.0004 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0347

0

0.0347

0.0441

−0.0040

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



20.7064

0

0

67

67

−19.1787


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RC7 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 −0.1906 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

1.1464

−2

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.1158 0

0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

1.1724

−2

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0357 0

0 0.0023 0

0 −0.0357 0

0 −0.0425 0

0 −0.0262 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.3908

0

0.3908

0.4582

0.2829

0


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0049 0

0 −0.0001 0

0 −0.0049 0

0 −0.0063 0

0 0.0005 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0513

0

0.0513

0.0653

−0.0060

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



25.5293

0

0

67

67

−20.7064


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RC8 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

−8.0810

−2

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.1158 0

0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

1.9651

−2

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0443 0

0 0.0023 0

0 −0.0443 0

0 −0.0526 0

0 −0.0325 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.6124

0

0.6124

0.7179

0.4433

0


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0061 0

0 −0.0001 0

0 −0.0061 0

0 −0.0078 0

0 0.0006 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.0805

0

0.0805

0.1023

−0.0093

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



43.8471

0

0

67

67

−25.5293


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RC9 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

−8.0810

−2

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.1485 0

0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

2.0337

−2

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 −0.0497 0

0 0.0023 0

0 −0.0497 0

0 −0.0550 0

0 0.0023 0

0 0.0037 0


· e(k) +



0.8473

0

0.8473

0.8240

−1.0810

0


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0079 0

0 −0.0001 0

0 −0.0079 0

0 −0.0101 0

0 0.0008 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.1605

0

0.1605

0.2042

−0.0186

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



43.8624

0

0

67

67

−43.8471





3.5 Application à un système du transport 89

RC10 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

−8.0810

−2.0000

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.1517 0

0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

2.1759

−2

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 0.0037 0

0 0.0023 0

0 −0.0604 0

0 −0.0604 0

0 0.0023 0

0 0.0037 0


· e(k) +



−1.4943

0

1.3180

1.0605

−1.0810

0


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0091 0

0 −0.0001 0

0 −0.0091 0

0 −0.0116 0

0 0.0010 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.2118

0

0.2118

0.2695

−0.0245

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



47.7329

0

0

67

67

−43.8624


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RC11 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

−8.0810

−2

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 −0.1566 0

0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

2.4086

−2

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 0.0037 0

0 0.0023 0

0 −0.0685 0

0 0.0037 0

0 0.0023 0

0 0.0037 0


· e(k) +



−1.4943

0

1.7050

−2

−1.0810

0


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0108 0

0 −0.0001 0

0 −0.0108 0

0 −0.0138 0

0 0.0012 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.2958

0

0.2958

0.3762

−0.0343

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



57.7930

0

0

67

67

−47.7329


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RC12 =



uc(1) =



q(1) − qz =



0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0

0 0.1708 0

0 0.0979 0

0 0.1708 0


· e(k) +



−1.4943

0

−8.0810

−2

−1.0810

0


ū(1) =

 0 0.1708 0

0 0.1708 0

 · e(k)

uc(2) =



q(2) − qz =



0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0

0 0.0249 0

0 0.0143 0

0 0.0249 0


· e(k) +



−1.4943

0

−8.0810

−2

−1.0810

0


ū(2) =

 0 0.0249 0

0 0.0249 0

 · e(k)

uc(3) =



q(3) − qz =



0 0.0037 0

0 0.0023 0

0 −0.0846 0

0 0.0037 0

0 0.0023 0

0 0.0037 0


· e(k) +



−1.4943

0

2.6306

−2

−1.0810

0


ū(3) =

 0 0.0037 0

0 0.0037 0

 · e(k)

uc(4) =



q(4) − qz =



0 −0.0133 0

0 −0.0001 0

0 −0.0133 0

0 −0.0169 0

0 0.0015 0

0 0.0002 0


· e(k) +



0.4376

0

0.4376

0.5566

−0.0507

0


ū(4) =

 0 0.0002 0

0 0.0002 0

 · e(k)

si,



−1 0 0

0 0 −1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 −1 0


.e(k) ≤



0

0

67

67

67

−57.7930


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La commande par retour d’état est synthétisée sur douze régions critiques données par la

Figure 3.2

Figure 3.2: Les régions critiques de la séquence de commande PAW.
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Les résultats du simulation de problème de commande optimale sont illustrés sur la Fi-

gures 3.3 et la Figure 3.4.

Figure 3.3: La variation de l’erreur en fonction de nombre de franchissements des tran-

sitions.

La Figure 3.3 représente l’évolution de modèle d’erreur entre la trajectoire réel et celle

désirée en fonction du nombre de franchissements des transitions du graphe d’événements

P-temporel. Toutes les courbes tendent vers zéro ce qui montre que le comportement 1-

périodique est atteint.



94 Commande prédictive multiparamétrique des GE P-temporels

Figure 3.4: Évolution des temps de séjour des marques dans les places du GE P-temporel

en fonction de nombre de franchissements des transitions.

La Figure 3.4 représente l’évolution du temps de séjour des marques dans les places du

graphe d’événements P-temporel en fonction du nombre de franchissements des transi-

tions. Les contraintes sur l’état et sur les temps de séjour des places sont bien respectées

comme est montré par les Figures 3.2, 3.3 et 3.4.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche de commande prédictive géométrique est présentée et

étendue à une classe de système à événements discret modélisé dans l’algèbre standard

en utilisant les équations en dateur. Cette approche est résolue en terme de program-

mation multiparamétrique. Dans le problème d’optimisation paramétrique les contraintes

paramétriques sont construites en utilisant le concept d’(A,B)-invariance. La commande

prédictive synthétisée assure la stabilité du système du fait que la contraintes d’(A,B)-

invariance est prise en considération dans le problème d’optimisation de la commande

prédictive. L’approche est appliquée sur un réseau du transport.





Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce travail des méthodologies de commande pour une classe

de systèmes à événements discrets modélisés par des graphes d’événements P-temporels

dans l’algèbre standard toute en assurant le respect des contraintes du temps de séjour

des marques dans les places du graphe d’événements considéré.

Récemment la commande prédictive est largement utilisée dans le cadre de la commande

des systèmes à événements discrets modélisés par des modèles algébriques dans l’algèbre

(max,+). La contribution principale de ce travail est d’étendre les techniques de com-

mande prédictive appliquées pour les systèmes dynamiques continus ou discrets à des sys-

tèmes à événements discrets modélisés dans l’algèbre standard. En premier, une séquence

de commande en boucle ouverte est calculée sur un horizon fini. La commande calculée

nous a permis d’atteindre un fonctionnement 1-périodique en garantissant le respect des

contraintes sur les temps de séjour des marques dans les places du graphe d’événements

P-temporel.

La garantie de stabilité et de la robustesse d’une commande calculée en boucle ouverte

n’est pas toujours triviale. Pour cela, une des directions les plus utilisées est la défini-

tion d’ensembles invariants contractifs pour le système à travers des fonctions de Lya-

punov de type ellipsoïdales. L’approche proposée par Kothare pour la commande des

systèmes incertains est étendue à une classe de systèmes à événements discrets. Des gains

de commande en boucle fermée sont obtenus par la résolution d’un problème d’optimi-

sation convexe sous forme d’inégalités linéaires matricielles (LMIs). Les gains assurent

une stabilité asymptotique avec respect des contraintes. Nous avons montré que même les
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contraintes polyédriques non symétriques peuvent être reformulées sous forme de condi-

tions LMI dans le problème d’optimisation convexe. Finalement, la condition d’inclusion

d’un ellipsoïde dans un polyèdre est vérifiée si la distance entre cet ellipsoïde et les hy-

perplans qui forment ce polyèdre est positive.

Nous avons par la suite élargi la contribution à la commande prédictive explicite. Une

commande prédictive est calculée hors ligne sur un horizon fini. En effet, un problème

d’optimisation soumis à des contraintes sur la variable de commande et la variable d’état

peut être reformulé sous forme d’un problème d’optimisation paramétrique en utilisant

le concept d’(A,B)-invariance. Les gains de commandes obtenus sont des fonctions affines

par morceaux. Cette approche garantit la stabilité du système avec respect des contraintes

temporelles.

Les résultats des méthodologies présentés dans ce travail sont illustrés sur un système

du transport vu comme une classe de systèmes à événements discrets. L’objectif est de

minimiser le temps d’attente des passagers dans les stations de correspondance.

Les travaux présentés dans cette thèse ont comme perspective les poins suivants :

• Généralisation de l’approche commande prédictive à base des contraintes LMIs à des

systèmes à événements discrets hybrides.

• Application de cette dernière à des systèmes manufacturiers.

• Calcul de la commande prédictive multi-paramétrique sur des horizons de prédiction

infinis.

• étendre l’approche commande prédictive à des systèmes à événements discrets modélisés

en compteurs dans l’algèbre standard.
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Abstract

This work deals with the Control of Discrete Event Systems modelled by P-time Event

Graphs. First, the model is obtained by using the dater evolution model written in the

standard algebra as proposed by Kara et al. (2013). Then, for the control law, we used the

finite-horizon model predictive control. For the closed-loop control, we used the infinite-

horizon model predictive control (IH-MPC). The latter is an approach that calculates

static feedback gains which allows the stability of the closed-loop system while respec-

ting the constraints on the control vector. The problem of IH-MPC is formulated as a

linear convex programming subject to a linear matrix inequality problem. In the second

time, a geometric approach of model predictive control is extended to a class of DES.

The use of the concept of (A, B)-invariance allows us to obtain the polyhedral parametric

constraints. The constrained explicit model predictive control leads to a multiparametric

quadratic programming (MP-QP) for which the solution is a feedback Piece-Wise Affine

PWA control defined for different feasible regions. Finally, the proposed methodologies

are applied to a transportation system.

Keywords : Discrete Event Systems, P-time event graphs, model predictive control, li-

near matrix inequality (LMI), multiparametric quadratic programming (MP-QP).

Résumé : ce travail traite de la commande des systèmes à événements discrets modélisés

par des graphes d’événements P-temporels dans l’algèbre standard toute en assurant le

respect des contraintes qui sont les temps de séjour des marques dans les places du graphe

d’événements considéré. Dans un premier temps, Une commande prédictive en boucle ou-

verte est calculée sur un horizon fini, puis des gains de retour d’état sont obtenus sur
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un horizon infini par la résolution d’un problème d’optimisation convexe sous contraintes

LMIs. Ces gains permettent de suivre un comportement 1-périodique en garantissant le

respect des contraintes sur la variable de commande. Nous avons montré que le respect

des contraintes est assuré par l’inclusion de l’ellipsoïde défini par la fonction de Lyapunov

dans le polyèdre des contraintes. Cette inclusion est vérifiée par le calcul de la distance

entre les hyperplans de ce polyèdre et l’ellipsoïde en question. Dans un deuxième temps,

une approche géométrique du commande prédictive est étendue à cette classe de SED.

Nous avons montré qu’en utilisant le concept d’(A,B)-invariance, la commande prédictive

en boucle ouverte sur un horizon fini peut être reformulée sous forme d’une programma-

tion multiparamétrique dont la solution est donnée par des fonctions affines par morceaux

(PWA). Enfin, les méthodologies proposées sont appliquées à un système de transport.

Mots clés : Systèmes à événements discrets, graphes d’événements P-temporels, inéga-

lités linéaires matricielles (LMI), programmation multiparamétrique.
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