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Notations

R : Un réseau de Petri.

Di Place d'un réseau de Petri.

uj Transition source d’un réseau de Petri.

tj: Transition d’un réseau de Petri.

P L’ensemble des places d'un réseau de Petri.

T: L’ensemble des transitions d’un réseau de Petri.

m : Nombre de places d’un réseau de Petri.

n: Nombre de transitions d’un réseau de Petri.

n: Nombre de transitions source d’un réseau de Petri.
€: L’ensemble des arcs d'un réseaux de Petri.

w;; Poids de I'arc qui relie p; a t;.

w;; : Poids de I'arc qui relie ¢; a p;.

t; L’ensemble des places d’entrées d’une transition ¢;.
tg L’ensemble des places de sorties d'une transition ¢;.
p; L’ensemble des transitions d’entrées d’une place p;.
g L’ensemble des transitions de sorties d’'une place p;.
Moy(p;) : Le nombre de marques contenues initialement dans la place p;.
N : L’ensemble des nombres entiers.

My.(p:) - Marquage d’un réseau de Petri & I'événement k.
W= Matrice d’incidence avant.

|/ Matrice d’incidence arriére.

W . Matrice d’incidence.



viil Notation

o Séquence de franchissement.

d; - Temporisation dune place.

Q" : Ensembles des nombres rationnels.

R Ensembles des nombres réels.

6,(k) La date de k"™ franchissement de la transition ;.
& opérateur maximum dans I'algébre (max,+).
® : addition dans I'algébre (max,+).

A opérateur minimum dans l'algébre (min,+).
® addition dans 'algébre (min,+).

A* L’étoile de Kleene de la matrice A.

EL . L’inverse a gauche de la matrice F.

A Temps de cycle.

C: La cyclicité.

I Vecteur unité.

1, : matrice identité.

matrice nulle.
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Introduction générale

Les systémes a événements discrets sont des systémes qui évoluent dans le temps par
occurrence d’événements. La modélisation est la premiére étape a franchir lors de I’'étude
du comportement d’un systéme a événements discret. Deux types d’approches sont dis-
ponibles pour effectuer cette étude du comportement : la simulation et ’analyse par des
outils de modélisation mathématique tel que : les files d’attente, les chaines de Markov, les
automates et les réseaux de Petri. Chacun de ces outils vise un probléme donné si ce n’est
pas une taille de systéme donné. Nous nous intéressons dans cette thése a l'outil réseau de
Petri. Les réseaux de Petri sont utilisés pour modéliser le comportement dynamique des
systémes a événements discrets. Ils permettent de modéliser les relations de précédences et
les interactions structurelles d’événements stochastiques, concurrents, et asynchrones. De
plus, leur nature graphique permet une meilleure visualisation des systémes complexes. Ils
sont de nos jours largement utilisés dans la modélisation, I’évaluation des performances
et la commande des systémes a événements discrets & contraintes de temps [I], 2, 3], 4 [5].
Les réseaux de Petri représentent un outil de modélisation hiérarchisé avec un support
mathématique bien développé. Ils permettent d’entreprendre I'analyse et la conception de

systémes complexes.

Les systémes & contraintes de temps de séjour sont trés fréquents dans U'industrie [0 [7, 8| et
dans les systémes de transports (Ateliers de galvanoplasties, Systémes ferroviaires)|[9, [10].
Pour cette classe de systémes, le facteur temps est une composante primordiale. Il affecte
les performances et la validité fonctionnelle du systéme. Le procédé peut se retrouver dans

un état interdit si une opération donnée est produite plus tard que prévue. Il est donc
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nécessaire de disposer de techniques de vérifications pour assurer un bon fonctionnement
et garantir le respect de ces contraintes de temps. Pour répondre a ces besoins, Khansa
[11] a introduit les réseaux de Petri P-temporels ot un intervalle de temps est associé
aux places avec les concepts de mort de marque et de fonctionnement admissible. Les
questions de vérification ces propriétés temporelles ont été traitées par plusieurs auteurs
qui ont abouti a des résultats importants [I2]. Dans notre cas, nous formulons la question
en terme d’un probléme de commande. En d’autres termes, nous cherchons a calculer des

commandes qui permettent de garantir le bon fonctionnement du systéme.

Nous nous intéressons dans cette thése a une classe particuliere de réseaux de Petri P-
temporels a savoir : les graphes d’événements P-temporels. Pour cette classe de systémes,
plusieurs modéles algébriques ont été développés dans la littérature que ce soit dans
I'algébre des dioides (max,+) ou (min+) [I3] ou dans I'algébre standard [14) [15]. Dans
ce travail, nous avons utilisé le modeéle algébrique proposé par Kara [I5] dans 1'algébre
standard pour modéliser le comportement des graphes d’événements P-temporels. Sous
certaines hypotheéses, ce modéle devient linéaire invariant discret ce qui permet d’utiliser

les concepts tres utilisés dans la commande de systémes linéaires continus.

L’objectif du présent travail est de synthétiser des lois de commande prédictive pour

commander une classe des systémes a événements discrets modélisés par des modéles im-
plicites dans 'algebre standard.
La commande prédictive fait partie des techniques de commande trés avancée dans le do-
maine industriel [16, 17, 18], 20]. C’est une méthodologie basée sur 'optimisation a chaque
pas de calcul sur un horizon glissant d’un certain critére de cotit. Une fois le probléme
d’optimisation est résolu, seule le premier élément de la séquence calculée est appliqué au
systéme [211, 22] 23]. Récemment cette commande a été étendue a la classe des systémes
a événements discrets [24], 25, 26] vu sa simplicité de mise en oeuvre et sa capacité de
s’adapter a plusieurs modéles.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a calculer une commande en boucle



ouverte sur un horizon de prédiction fini. Cette commande permet de suivre un compor-
tement 1-périodique tout en respectant les temps de sé¢jour des marques dans les places
des graphes d’événements P-temporels. Pour garantir la robustesse et la stabilité de tels
systémes, on s’est penché sur le calcul de commandes en boucle fermée sur des horizons
infinis [27]. Sans s’éloigner de principe de la commande prédictive, ’approche proposée
par Kothare [28] consiste & minimiser une borne supérieure d’'une fonction objective sur
un horizon infini. Cette formulation conduit & la résolution d’un probléme d’optimisation
convexe a base d’inégalités linéaires matricielles (LMIs). L’approche est choisie vu ses
avantages en robustesse et en stabilités du fait de I'existence d’une fonction de Lyapunov
comme fonction objective et le concept d’invariance positive. Dans un second temps, le
travail a été étendu a la commande prédictive explicite. Cette technique permet de calcu-
ler des lois de commande de type affine par morceaux (PWA) sur un horizon de prédiction

fini [29).

La theése est structurée en trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous présentons les rappels nécessaires qui concernent 1’outil
réseaux de Petri ainsi que leurs propriétés et leur principe de fonctionnement. Des modéles
algébriques des graphes d’événements P-temporisés et P-temporels sont présentés. On dis-
tingue les modéles obtenus dans l'algébre (max,+) (resp. (min,+)) basés sur les fonctions
dateurs (resp. compteurs), des modéles écrits dans I'algébre standard et qui s’appuie sur

les mémes fonctions.

e Dans le deuxiéme chapitre, des rappels sur la commande prédictive, les ensembles
polyédraux et les ensembles ellipsoidaux sont présentés. Ce chapitre est consacré a la
commande de systémes & événements discrets modélisés par des graphes d’événements
P-temporels en utilisant ’approche commande prédictive. Une commande prédictive en
boucle ouverte est calculée sur un horizon fini, puis des gains de retour d’état sont ob-
tenus sur un horizon infini par la résolution d'un probléme d’optimisation convexe sous

contraintes LMIs. Ces gains permettent de suivre un comportement 1-périodique en ga-
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rantissant le respect des contraintes sur la variable de commande. Nous avons montré que
le respect des contraintes est assuré par l'inclusion de l'ellipsoide défini par la fonction
de Lyapunov dans le polyédre des contraintes. Cette inclusion est vérifiée par le calcul
de la distance entre les hyperplans qui forment ce polyédre et l'ellipsoide en question.
L’approche est illustrée sur un systéme de transport vu comme une classe de systémes a

événements discrets.

e Le troisiéme chapitre est consacré a la commande des graphes d’événements P-temporels
en utilisant la commande prédictive multiparamétrique. Nous avons montré qu’en utilisant
le concept d’(A,B)-invariance, la commande prédictive en boucle ouverte sur un horizon
fini peut étre reformulée sous forme d’une programmation multiparamétrique dont la so-
lution est donnée par des fonctions affines par morceaux (PWA). Les gains de commande
calculés permettent de suivre une trajectoire désirée avec respect de contraintes sur la
variable de commande et la variable d’état. Cette approche est appliquée & un systéme

de transport en commun.



Chapitre 1

Modéles algébriques des graphes

d’événements temporisés et temporels

1.1 Introduction

Les réseaux de Petri (RdPs) sont des modéles trés utilisés pour la modélisation, ’ana-

lyse et la commande des systémes & événements discrets. Ils sont de nos jours utilisés dans
divers domaines de 'industrie manufacturiére, du transport en commun et des réseaux de
télécommunications.
Afin de prendre en considération le facteur temps dans la modélisation des SEDs, différents
types de modéles ont été introduits dans la littérature. Les RdPs T-temporisés introduits
par Ramchandani [30] permettent de prendre en considération les temporisations au ni-
veau des transitions de réseau de Petri. Le concept a été élargi aux places de RAP par
Sifakis |31, [32] [33], on parle ainsi des réseaux de Petri P-temporisés. Les réseaux de Petri
P-temporels sont une sous classe des RdPs P-temporisés qui permettent de prendre en
considération la contrainte de temps de séjour que I'on rencontre souvent dans I'industrie
électrochimique. Ce formalisme a été introduit par Khansa [11], 34]. Il s’agit d’associer
des intervalles de temps aux places de réseau de Petri afin de prendre en considération la
contrainte temporelle du temps de sé¢jour des marques dans ces places.

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps quelques définitions et forma-
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lismes concernant les réseaux de Petri. Ensuite, nous discutons de deux classes impor-
tantes des réseaux de Petri qui sont les graphes d’événements P-temporisés et les graphes
d’événements P-temporels ainsi que leur représentation dans ’algébre des dioides et dans

I’algébre standard.

1.2 Réseaux de Petri

Un réseau de Petri comporte deux type de noeuds, les places et les transitions. Une
place est représentée par un cercle et une transition par un rectangle. Les places et les
transitions sont reliées par des arcs. Un arc est orienté, il relie soit une transition a une
place ou une place a une transition. On associe a chaque arc un entier positif nommé poids.
Dans cette partie, nous rappelons quelques concepts de base concernant les réseaux de
Petri qui seront utilisés toute au long de ce travail. Pour plus de détail sur les RAPs voir

135, 136, 37, 38).

Définition 1 (Un réseau de Petri)

Formellement un RdP est un quadruplet R = (P,T,e,w), ot :
o P={pi1,pa2,...,Pm} est un ensemble fini de m places.

o T={ty, ty,....t,} est un ensemble fini de n transitions.

e cC(PxT)U(T x P) est un ensemble fini d’arcs.

o w :ec— NT estla fonction de poids associée aux arcs.

Quand les poids associés aux arcs sont unitaire le réseau de Petri est ordinaire

e w, est associé au poids de 'arc qui relie la place p; a la transition ¢;.

° w;-“i est associé au poids de 'arc qui relie la transition ¢; a la place p;.

Une place p; est dite en amont (en entrée) d’une transition ¢; s’il existe un arc orienté de
la place p; vers la transition ¢;. Une place p; est dite en aval (en sortie) d’une transition
t; s’il existe un arc orienté de la transition ¢; vers la place p;.

Dans tout ce travail, 'ensemble des places d’entrées (respectivement de sorties) d’une
transition ¢; est noté °t; (respectivement ¢7). L’ensemble des transitions d’entrées (respec-

tivement de sorties) d’une place p; est noté °p; (respectivement p?).
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Une transition (respectivement une place) sans places (respectivement transitions) d’en-
trées est appelée transition (respectivement place) source. Une transition (respectivement
une place) sans places (respectivement transitions) de sorties est appelée transition (res-

pectivement une place) puits.

Définition 2 (RdP marqué)

Un réseau de Petri est dit marqué si chaque place contient un nombre positif ou nul de
marque (jeton) représentée par un point noir dans cette place.

D’une fagon formelle, un RAP marqué est représenté par un couple (R, M) ot :

o R : est un réseau de Petri.
e M : P—N

pi — M(p;)

M (p;) est la fonction de marquage associée au nombre de marques contenues dans la place
p; & un instant donné. Le nombre de marques contenues initialement dans la place p; est

noté My(p;)-

Exemple 1 Soit le réseau de Petri marqué donné par la Figure [L.1].

t i ty Pa ts
D Lo J1 ) D
N\ |T| \J

FIGURE 1.1: Exemple d'un réseau de Petri marqué.

Le graphe de la figure est composé des éléments suivants :
o P={py,p2,p3} lensemble des places.

o T'={ty,tq,t3} l'ensemble des transitions.

e Moy(p1) = Mo(ps) = 1, My(p2) = 0.

My = (1,0,1)T est le vecteur de marquage initial.
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o Wi (t1,p1) = wiy(ta, pa) = wis(ts, ps) = 1.

o wiy(p1,t2) = woz(p2,t3) = way(ps, t2) = 1.

1.2.1 Franchissement des transitions

Une transition ¢; est dite franchissable ou tirable si chaque place d’entrée de la tran-
sition ¢; contient un nombre de marques au moins égal au poids associé a 'arc qui relie
cette place a la transition ¢;.

Autrement dit, ¢; est franchissable si,
V pie %t  M(p)>w; (1.1)

ranchissement d’'une transition consiste a retirer un nombr marques € A W, -
Le franchissement d’une transition consiste a retire ombre de marques égal a w;; de

chaque place d’entrée de la transition ¢; et d’ajouter un nombre de marques égal a w;-; a
chaque place de sortie de la transition ;.

Apreés chaque franchissement d’une transition, un nouveau marquage est obtenu.

soit My (p;) le marquage d’un réseau a un instant donné, le franchissement d’une transition

t; conduit & un nouveau marquage noté My 1(p;) tel que :

Miy1(pi) = Mi(pi) +w™ (5, pi) — w™ (pi, t). (1.2)

Séquence de franchissement o

une séquence de franchissement o est une suite de transitions tqts - - - ¢, qui peuvent

étre franchies successivement a partir d’'un marquage donné.

Vecteur caractéristique S

Soit o une séquence de franchissement réalisable a partir d'un marquage M;, le vecteur
caractéristique S est le vecteur de dimension n (nombre de transitions du RdAP) dont
chaque élément ¢ correspond au nombre de franchissements de la transition ¢; dans la

séquence o.
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Matrice d’incidence W

Pour un RdP de n transitions et de m places. La matrice d’incidence W est une matrice

de (m x n) définie comme suit :
W=Ww*—Ww-, (1.3)

o W~ = [w;], avec [w;;] = w™(p;, t;) est la matrice d’incidence avant, chaque élément
de cette matrice correspond au nombre de jetons a enlever de la place p; en franchissant

la transition ¢;.

+

o Wt = [w}], avec [w]f] = w(t;,p;) est la matrice d’incidence arriére, chaque

i
élément de cette matrice correspond au nombre de jetons & rajouter a la place p; en fran-

chissant la transition ¢;.

La connaissance de la matrice d’incidence et du vecteur caractéristique S, pour une sé-
quence de franchissement réalisable a partir d’'un marquage initial M,, permet de détermi-

ner 1’évolution du vecteur de marquage M, dont ’équation fondamentale est la suivante :

Reprenons 'exemple de la Figure [I.1] L’évolution du vecteur de marquage est la suivante,

M, M, M,
1 0 0
franchissement de ta franchissement de t3
O — — 9
1 0 1

on dit que, My = (0,0,1)T est obtenu par le franchissement de la séquence o = tot3 a

partir de marquage initial My = (1,0, 1),

M2:M0+W'Sa
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avec,

ty to 13 t1 1o 13

pif1 0 O pi{0 1 0 1 -1 0

ps\0 0 1 ps\0 1 0 0 -1 1

et S = 1

1.2.2 Principales propriétés

Les principales propriétés des réseaux de Petri peuvent étre classées en deux catégories.
Les propriétés dynamiques qui dépendent du marquage initial et sont liées a 1’évolution
du réseau (borné, vivant, réinitialisable,..). Les propriétés structurelles ne dépendent pas

du marquage initial et sont liées a la structure du réseau.

Définition 3 Bornitude une place p; d’un réseau de Petri est dite k-bornée pour un
marquage initial My s’il existe un entier positif k tel que, pour tout marquage accessible a
partir de marquage My, le nombre de marques dans la place p; reste inférieur ou égal a k.
Un réseau de Petri marqué est dit k-borné, si toutes les places de ce réseau sont k-bornées.

Lorsqu’un réseau est 1-borné, le réseau est dit sauf.

Définition 4 Accessibilité la vérification de ’accessibilité d’un réseau de Petri marqué
consiste a savoir si on peut atteindre un marquage My a partir d’un marquage My. Le
marquage M, est accessible a partir de My sl existe une séquence de franchissement qui

mene du marquage My a un marquage M.

Définition 5 Vivacité une transition t; est dite vivante, si quel que soit le marquage
atteignable on peut construire une séquence de franchissement qui contient la transition

t;. Un RdP est dit vivant si toutes ses transitions sont vivantes.

Définition 6 Blocage un blocage dans un RdP est un marquage pour lequel aucune tran-

sition n’est franchissable.
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1.2.3 Les sous classes des réseaux de Petri

Les sous classes présentées dans ce travail permettent de prendre en considération les

phénomeénes de synchronisation, de parallélisme et de concurrence.

Graphes d’états

Un graphe d’état est un réseau de Petri ordinaire marqué ot chaque transition a exac-
tement une place d’entrée et une place de sortie.
Cette classe permet de modéliser les phénoménes de concurrence et de partage de res-

sources mais pas les phénomeénes de synchronisation et de parallélisme.

Exemple 2 La Figure|1.2] est une partie d’un graphe d’état qui modélise un phénomene

de partage de ressource.

(Utilisateurl) (Utilisateur?2)

FIGURE 1.2: Phénoméne du partage de ressource dans un graphe d’état.

La marque présentée dans la place pi représente une ressource mise en commun entre [’uti-
lisateur 1 et ['utilisateur 2. Le franchissement de la transition to entraine la consommation
de la marque de la place py, ce qui rend le franchissement de la transition ty, associée a
lutilisateur 2, impossible. Alors le franchissement de la transition t, doit attendre une

marque qui entre dans la place py par le franchissement de la transition ti de ['utilisateur

1.
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Graphes d’événements GE

Un graphe d’événements est un réseau de Petri ordinaire ol chaque place a exactement
une transition d’entrée et une transition de sortie.
Cette classe permet de modéliser les phénoménes de synchronisation et de parallélisme

mais pas les phénomeénes de concurrence ou de partage de ressources.

Exemple 3 Le graphe de la Figure est un graphe d’événements qui modélise un phé-

nomene de parallélisme et de synchronisation.

t1

il

(Processusl) (Processus2)

FIGURE 1.3: Exemple d’un graphe d’événements.

Apres le franchissement de la transition ty qui rajoute une marque & la place ps et une
autre marque a la place py, les transitions tz et ty peuvent étre franchies en paralléle.
Les opérations des deux processus sont aussi en synchronisation. Le franchissement de la
transition ts5 me peut se faire que si la place ps de processus 1 et la place ps de processus

2 contiennent chacune au moins une marque.

1.3 Les graphes d’événements P-temporisés

Les systéemes a événements discrets sont généralement des systémes ou l’évolution

est soumise & des contraintes de temps. L’introduction de ce paramétre dans la modé-
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lisation de tels systémes a donné naissance aux réseaux de Petri temporisés. Un graphe
d’événements est dit temporisé si des temporisations sont associées aux places et/ou tran-
sitions. Quand la temporisation est associée aux places, le graphe d’événements est dit
P-temporisé. Quand la temporisation est associée aux transitions, le graphe d’événements

est dit T-temporisé.

Définition 7 Graphe d’événements P-temporisé

Un graphe d’événements P-temporisé est représenté par le doublet (R,d;) tel que :

e R est un graphe d’événements marqué.

ed; : P — Q" est la temporisation associée a la place p;, elle représente la durée d’indis-
ponibilité d’une marque aprés son arrivée dans la place p;. Autrement dit, d; est le temps
de sé€jour minimum d’un jeton dans la place p; avant qu’il participe au franchissement de

la transition située en aval.

Dans un graphe d’événements P-temporisé, il n’y a pas de conditions temporelles maxi-

mum sur le temps de séjour d'un jeton dans une place.

1.3.1 Fonctionnement au plus tot

Le fonctionnement au plus tot d'un graphe d’événements temporisé se base sur le
principe que toutes les transitions sont franchies dés que possible. Une transition ¢; est
validée s’il y a au moins un jeton disponible dans chacune des places en aval. Un jeton
dans une place p; peut participer au franchissement d'une transition ¢; située en aval deés

que le temps de séjour minimum se termine.

1.4 Modélisation des graphes d’événements P-temporisés

Le comportement d’un graphe d’événements P-temporisé peut étre décrit par un mo-
deéle linéaire dans I’algébre (max,+) ou (min, +) en fonction de dateurs ou de compteurs.
Une autre maniére de modéliser a été introduite dans [14]. Il s’agit de modéliser le compor-
tement d’un graphe d’événements P-temporisé par un systéme d’inéquations dans 1’algébre

standard.
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1.4.1 Modéle dateur dans 'algébre (max,+)

Un dateur est une application croissante de Z dans ZU(—o00, +00) qui associe a chaque
transition ¢; une fonction 6;(k) qui désigne la date a laquelle le k"¢ franchissement de
la transition ¢; se produit.

La mise en équations d’un graphe d’événements temporisé en utilisant les inégalités en
dateur décrit le comportement du systéme par un modéle linéaire dans l’algébre (max,+).

Nous présentons ce modéle au travers d’un exemple.

Exemple 4 Soit le graphe d’événements P-temporisé donné par la Figure

P4

Uy m 1 P2 to

FIGURE 1.4: Exemple d’'un GE P-temporisé.

Le graphe de la Figure est composé d’une transition source uy, de deux transitions
internes t; et t5 et de quatre places p1, p2, p3 et py temporisées avec d; = 1, dy =4, d3 = 2
et dy = 1 (respectivement).

Dans la mise en équations, nous suivons les régles générales des conditions initiales. Les

jetons situés dans chaque place p; a k = 1 sont disponibles depuis —oo, c’est a dire
Vk <0 ,0;(k) = —o0, ils peuvent contribuer immédiatement aux franchissements des
transitions.

Dans cet exemple, aucun jeton n’est présent dans la place py et un seul jeton est présent
dans la place p;. Selon le fonctionnement au plus tot, une transition est franchie dés qu’elle
est franchissable. La date de la k%™ activation de la transition ¢; est conditionnée par

la date de la (k — 1)%™¢ activation de la transition u; (un jeton est présent dans la place
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p1) et la date de la k%™ activation de la transition ¢, (aucun jeton n’est présent dans la

place py). Nous obtenons les équations suivantes :

p

\

Les inéquations peuvent étre réécrites comme suit :

01(k) > mazx(1 4+ ui(k —1),1+ 05(k))
O2(k) > max(4+ 01(k —2),24+ 6:(k — 1)).

Dans les dioides Z,q, = (ZU{—00, +00}, (max,+)) ot a®db = max(a,b) et a®b = (a+b),

e = —o0 et e = 0, ces équations sont réécrites comme suit :

61(k) > 1@ui(k—1) & 1R 0:(k)
Or(k) >4®0,(k—2)®2x0,(k—1).

Sous forme matricielle, nous obtenons :

0, (k) N e 1 01 (k) - e € O(k—1) - e € 01(k —2) -
92(1{3) e € 92(]{7) 2 g eg(k - 1) 4 ¢ 92(1{3 - 2)
3 1

u(k) ® u(k —1)

O(k) > Ag@0(k) D Ay, @0(k—1)® Ay ®0(k —2) ® BRu(k)® By @ u(k — 1)

avec,

e 1 € € € € € 1
Ay = , Ay = , Ay = , Bi = et By =
€ € 2 ¢ 4 ¢ € €

D’une maniére générale le systéme d’inéquations en dateur dans 'algébre (max,+) s’écrit

comme suit :
L

0(k) > @ Aib(k — i) © ) Bju(k — j), (1.5)

i=0 Jj=0
avec, L = max(M,) le plus grand marquage initial des places du GE P-temporisé. M, est

le vecteur de marquage initial des places. L’équation (|1.5]) est appelée forme implicite en
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dateur dans l'algébre (max,+).

La forme explicite est donnée par I’équation suivante :
L L
k) > @D AsAib(k — i) & €D AsBju(k — j). (1.6)
i=1 j=0

Avec A} est I'étoile de Kleene de la matrice Aj.

1.4.2 Modéle compteur dans 'algébre (min,+)

Un compteur est une application croissante de Z dans Z U (—o0, +00) qui associe a
chaque transition une fonction 6(t) qui indique le nombre de franchissement des transitions
jusqu’a l'instant considéré. Le comportement d'un graphe d’événements temporisé peut
étre aussi représenté par des équations en compteurs dans 'algébre (min,+).

Nous présentons ce modéle au travers de ’exemple de la Figure . En considérant les

fonctions compteurs dans I’algébre (min,+), nous obtenons les inéquations suivantes :

(

\

Le systéeme d’inéquations s’écrit comme suit :
01(k) < min(1 4+ uq(t —1),09(t — 1)),
Os(k) <min(2+01(t —4), 1+ 0,(t — 2)).
Dans l'algébre (min,+) ot a @ b = min(a,b), a ® b = a + b, ces équations sont réécrites

comme suit :

01(k) < Tuy(t — 1) @ Ot — 1),
Os(k) < 20, (t — 4) @ 10, (t — 2).

Sous forme matricielle, nous obtenons :

01 (t) ) e oe\ [ ot— 1) e e\ [ -2

S¥) S7)
02(15) g g 92(t 1 ¢ 6’2(15 — 2)
£ € 01(t — 3) e € O,(t —4) 1
u(t) ® u(t —1)
€ € Oo(t — 3) 2 ¢ Oo(t — 4) €
0(t) < Ag@B(t)BAL@O(t—1)D AsR0/(t—2)® A3@0(1—3)D A, @0/(t—4) D Bu(t)® By@u(t—1)
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avec,
£ € € e € € € € € €
AOZ )Alz 7A2: 7A3: 7A4_ )
£ € g € 1 ¢ £ € 2 ¢
€ 1
Blz etBQZ
€ €

D’une maniére générale le systéme d’équations en compteur dans I’algébre (min,+) s’écrit

comme suit :
T

0(t) < €D Aib(t — i) & € Bju(t — j), (1.7)

i=0 Jj=0

avec,
T = max(d;) est la plus grande temporisation des places du GE P-temporisé. L’équation
est appelée forme implicite en compteur dans 1’algébre (min,+).

L’équation explicite est donnée sous cette forme :

o(t) < é ASAO(t — i) @ é Az Bjult — j). (1.8)

Avec A est I'étoile de Kleene de la matrice A,.

1.4.3 Modéle dateur d’un GE P-temporisé dans 1’algébre stan-
dard [14]

La forme générale d’une représentation polyédrique dans l'algébre standard est la

suivante :
O(k — M)
G < —d. (1 9)
ok — 1)
0(k)
O,

e 0;(k) est la date de k"™ franchissement de la transition ¢;.
e M est la plus grande composante de vecteur Mj.
e d est le vecteur des temporisations.

o G =(GyGpy_1 -+ Gi1Gy) contient les poids des arcs entrants et sortants relativement
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a chaque place p;.

e La matrice G = (GyyGpy—1 -+ Gy) contient les poids des arcs entrants dans chaque
place p; avec le signe plus.

e La matrice G = Gy contient les poids des arcs sortant dans chaque place p; avec le signe
moins.

D’une maniére générale la matrice G est représentée comme suit :

O(k —m) 0(k)
t, ty tm t ty tm
p| O 0 1 0 -1
G =
1 -1
po\ O - 0

La matrice G d’un graphe d’événements représente les relations des poids des arcs.

D’ot nous pouvons déduire la relation avec la matrice d’incidence W

M
w=> G
=0

Exemple 5 Soit le graphe d’événements P-temporisé donné par la Figure

12 2 13

t1 P
010
\ )

[ ]
—

FIGURE 1.5: Exemple d’'un GE P-temporisé.

Les équations en dateurs associées au graphe de la Figure sont données comme suit :
Oo(k) > 01(t — 1) + 4,
O3(k) > Oo(t — 1) + 1,
01(k) > 05(k) + 2,
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Ces équations sont équivalentes aux :
0u(t — 1) — (k) <
O2(t — 1) — b5(k) <
O3(k) — 01(k) < =2,

Sous forme matricielle, nous obtenons :

0,(k — 1)
Oy(k — 1)

100 0 -1 0 4
Os(k — 1)

010 O 0 -1 <—11
01 (k)

000 -1 0 1 2
02 (k)
0s(k)

Toutes les places de GE P-temporisé ont au plus un jeton. d’ou la plus grande composante

de vecteur M est 1. Le modéle algébrique est donné sous la forme suivante :

O(k —1)
G- < —d
0(k)
avec,

t1t2t3 t1t2t3
1 00 0 1 0 p{1 0 0 0 1 0
Gi=1 010/, Go=]1 0 0 -1 |, G=p,l 0 1 0 0 0 -1,
000 -1 0 1 p3\0 0 0 -1 0 1

1.4.4 Modéle compteur d’un GE P-temporisé dans I’algébre stan-
dard [14]

La forme générale d'une représentation polyédrique en compteur dans ’algébre stan-

dard est donnée sous la forme suivante :

o(t — d)

F. ' < M,. (1.10)
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O,

e 0;(t) est le nombre de franchissement de la transition ¢;.

e My est le vecteur de marquage initial des places.

e d est la plus grande composante de vecteur des temporisations des places du GE P-
temporisé.

[ ] F: (FTFTfl FlFO)-

1.5 Les graphes d’événements P-temporels

Les graphes d’événements P-temporels sont une classe des réseaux de Petri P-temporels
introduite par Khansa [I1] pour modéliser des systémes a événements discrets dont la

contrainte de temps associée aux places appartient a un intervalle de temps bien déterminé.

Définition 8 Un graphe d’événements P-temporel est représenté par le doublet (R, 1S)
avec :

o R :estun graphe d’événements marqué.

e IS:P —-Qfx(QFUoc0)

1S;=[a;, b;] avec,

1S; est lintervalle de temps de sé€jour d’une marque dans une place p;.

Le jeton qui arrive dans une place p; ne peut participer au franchissement de ses transitions
de sortie qu’aprés avoir séjourné un temps a; qui correspond a la borne minimale de
I'intervalle de temps. Le jeton reste disponible durant b; — a; unité de temps. Aprés un
séjour b; correspond & la borne maximale de l'intervalle de temps, le jeton doit quitter la
place p;. Sinon, le jeton se retrouve dans un état de mort, ce qui peut entrainer un blocage

de réseau.
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1.5.1 Fonctionnement au plus tot

Le franchissement d’une transition dans un graphe d’événements P-temporel suit les
regles suivantes :
e Toutes les places d’entrées de la transition a franchir doivent contenir au moins un jeton
disponible ayant sé¢journé au minimum a; unités de temps.
e Le jeton dans la place d’entrée de la transition ne doit pas avoir séjourné plus de b;
unités de temps.
Dans le fonctionnement au plus tot d’un graphe d’événements P-temporel, une transition

est franchie dés que les jetons dans les places en amont sont disponibles.

Exemple 6 Soit le graphe d’événements P-temporel donné par la Figure

[l’].g, bg]

FIGURE 1.6: Exemple d’un graphe d’événements P-temporel.

Soit 01(k) (respectivement 05(k)) la date de franchissement de la transition t, (respec-

tivement ty). La date de franchissement de la transition t3 doit respecter les conditions

suwvantes :
( O5(k) > 01(k — 1) + ay,
Os(k) = 02(k — 1) + as,
O5(k) < 01(k—1)+ by,
3(k) < O3k — 1) + by

\

maz (0 (k—1)+ar), (Go(k—1)+az)) < O3(k) < min((6y(k—1)+b1), (02(k—1)+b2)) (1.11)
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1.6 Modélisation des graphes d’événements P-temporels

Pour modéliser le comportement dynamique d’un graphe d’événements P-temporel,
différents modéles ont été introduits dans la littérature que ce soit dans I’algebre (max,+)

ou (min,+) [I3] ou dans l'algébre standard [14] [15].

1.6.1 Modéele des graphes d’événements P-temporels dans D’al-

gébre des dioides

Pour obtenir le modéle des graphes d’événements P-temporels dans 'algébre des
dioides, nous adoptons les mémes notations utilisées pour la modélisation des graphes
d’événements temporisés. Dans les dioides Zye = (ZU{—00, 400}, (mazx,+)) ot a®b =
maz(a,b) et a®@b=a+10b), e = —oc0 et e = 0.

On suppose que les transitions sont franchissables dés qu’elles sont validées. Le fonction-
nement est dit au plus tot. Nous reprenons I’équation tirée a partir de graphe de

la Figure [1.6]
max((61(k—1)4aq), (02(k—1)+az)) < O5(k) < min((01(k—1)+b1), (62(k—1)+bs)) (1.12)

A partir de cette équation, nous pouvons écrire une représentation générale pour les GE
P-temporels dans 'algebre des dioides en considérant les équations en dateurs comme

suit :

éai ®0;(k —m;) < 0;(k) < /"\ b; ® 0;(k—m;), (62(k — 1)+ bs)) (1.13)

i=1 i=1
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1.6.2 Modéle des graphes d’événements P-temporels dans ’al-

gébre standard [14]

La forme générale d'une représentation polyédrique d'un graphe d’événements P-

temporel dans I'algébre standard est la suivante :

o(k — M)

IN

: (1.14)
G+ 0k —1) b

O,

e 0;(k) est la date de k™ franchissement de la transition ¢;.

e M est la plus grande composante du vecteur de marquage initial M.

e ¢ est le vecteur des bornes minimales, b est le vecteur des bornes maximales.

o G~ = (G, Gy, -+ Gy Gy) contient les poids des arcs entrants et sortants relative-
ment a chaque place p;.

o GF = (G Gy - GPGY)

Cette représentation est illustrée sur I'exemple de la Figure

[a;;: b:s]

ts 1

FIGURE 1.7: Exemple d’un graphe d’événements P-temporel.
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Sous I'hypothése d’un fonctionnement admissible, nous obtenons les équations suivantes :

Or(k) — 61(k — 1) > aq,
Or(k) — 61(k — 1) < by,
O3(k) — 02(k) = as,
03(k) — b2(k) < bs,
02(k) — 05(k) = as,
0a(k) — 03(k) < bs,

([ 01(k = 1) — O(k) < —an,
02(k) — 03(k) < —as,
O5(k) — 02(k) < —as,
Os(k) — 61(k — 1) < by,
Os(k) — 02(k) < b,
| 02(k) — O3(k) < b3,
Sous forme matricielle, nous obtenons :
1 001 -1 0 O1(k—1)
0 000 1 -1 Oo(k — 1)
0 000 -1 1 O5(k — 1) _
-1 000 1 0 01 (k)
0 000 -1 1 05 (k)
0 000 1 -1 05(k)
avec,
100 1 -1 0 -1 00
Gi=looo|[.G=]l0o 1 -1[.G=] 0 00
000 0 -1 1 0 00

—ay

—ay

—as
by
by
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1.6.3 Modéle implicite des graphes d’événements P-temporels dans

l’algébre standard [15]

Le comportement dynamique des graphes d’événements P-temporels peut étre décrit
sous forme d’une représentation implicite dans l’algebre standard tel qu’il est proposé par

Kara [I5] dans le théoréme suivant :

Théoréme 1 [15,[39] Le comportement dynamique des graphes d’événements P-temporels

correspond au vecteur 0(k) qui satisfait I’équation suivante :
7=l
E-0(k) =Y A.-0(k—7)+q(k) + Gu(k), (1.15)
T=1

a < q(k) <b,
avec : B € 20 A€ 7<) G e R™T (o est le nombre de transition source),
q € R, I = max(My) et 0;(k) =6;(0) V k<0,
0;(k) est la date de k'™ franchissement de la transition t;,
u;(k) est la date k™™ franchissement de la transition source u;,
My est le vecteur de marquage initial de la place p;,

qi(k) est le temps de séjour d’une marque dans la place p; pour le k¥*™¢ franchissement.

Démonstration

Nous considérons une partie d’'un graphe d’événements P-temporel donnée par la Fi-

gure [

@

i i Lj
[(}.1‘ . IIJ'.E']

FIGURE 1.8: Une partie d'un graphe d’événements P-temporel

Soit 0;(k) la date de k%™ franchissement de la transition ¢;. L’activation de la transition
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t; dépend du nombre de jetons initialement présents dans la place p;. Le franchissement
numéro k£ de la transition ¢; est engendré par le franchissement numéro k£ — My,; de la
transition ¢; qui dépend aussi de 'intervalle du temps de séjour de la place p;. Selon le
fonctionnement au plus tot, la transition doit étre franchie dés qu’elle est franchissable,

les équations suivantes sont obtenues :

(k
(k

- Ml + ag,
o) (1.16)

> 0;
< b; My;) + by,
avec a; et b; sont les bornes minimales et maximales respectivement de l'intervalle de

temps de séjour des marques dans la place p;. les inéquations données par 1’équation

, peuvent étre réécrites comme suit :
0(k) = 0;(k — Mo:) + ai, (1.17)
avec ¢; est le temps de séjour d'une marque dans la place p;,
a; < q; < b;.

Pour obtenir une représentation d’état implicite, on met dans chaque place au maximum
une seule marque. Pour ce faire les places comportant plus d’une marque doivent étre
décomposées aux places ayant une seule marque. Chaque place contenant M, jeton, la
décomposition se fera M, fois pour avoir M, places dans le modéle équivalent du graphe

d’événements. Cette transformation est illustrée sur la Figure [1.9]

Le franchissement des transitions d’un graphe d’événements P-temporel dépend de l'inter-
valle de temps associé aux places, pour que le modéle équivalent préserve les performances
du systéme original, des intervalles de temps nuls sont associés aux places supplémentaires

du graphe considéré.
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FIGURE 1.9: Décomposition d’une place d'un graphe d’événements P-temporel.

Exemple 7 Nous considérons le graphe d’événements P-temporel donné par la Figure

1. 10

Pa (99) [0,20]

p3 () 12,4] ps (@) [0,0] p3

2, 4]

—t3 \,___ [t

(b)

FIGURE 1.10: Exemple d'un graphe d’événements P-temporel avec décomposition d’une

place.

La mise en équations dans l’algébre standard est faite sur le modeéle équivalent donné par

la Figure[1.10].(b) dont les équations suivantes sont obtenues :
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O01(k) = qu(k) + u(k), 0<q(k) <2,
Oa(k) — 01(k) = q2(k), 1 < ga(k) <4,
O5(k) — 02(k) = q3(k), soumis a § 2 < gz(k) < 4,
O1(k) = 04(k — 1) + qa(k), 0 < qa(k) < 20,
| 0a(k) = Os(k — 1) + g5 (k), | 0<¢s5(k) <0,

le modéle implicite est obtenu comme suit :

E-0k)=A-0k—1)+qk)+ G.u(k),

avec,
a < q(k) <b,

1 0 00 0000 1 0
—1 1 00 0000 0 1

E=1 0 -110|,A=[ 0000 |,G=[0],a=| 2
1 0 00 0001 0 0
0 0 01 0010 0 0
2
4

etb=1 4
20
0

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, aprés un rappel de quelques définitions et concepts de base des
réseaux de Petri, nous avons présenté deux classes importantes des réseaux de Petri qui
sont les graphes d’événements P-temporisés et les graphes d’événements P-temporels.
Nous avons montré, comment nous obtenons la représentation linéaire de systéme que ce
soit dans l'algébre standard ou dans 1’algebre des dioides.

Le chapitre suivant sera consacré a la commande des systémes a événements discrets
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modélisés par des graphes d’événements P-temporels dont le comportement est représenté

par des modéles linéaires explicites.






Chapitre 2

Commande prédictive des GE

P-temporels

2.1 Introduction

La commande prédictive est largement reconnue comme 1'une des méthodologies de
controle les plus puissantes dans l'industrie [16] 17, 19, [20]. Récemment la commande pré-
dictive a été adaptée aux cas des systémes a événements discrets dans plusieurs travaux.
Dans [25], une loi de commande optimale est calculée sur un horizon de prédiction fini
pour des SEDs modélisés dans 1’algeébre des dioides. Puis 'approche a été étendue aux cas
des systémes max-plus linéaires soumis a des perturbations [40] et aux cas de commande
pour de tels systémes sans contraintes [41], 42]. Dans ce dernier, les auteurs ont supposé
des conditions suffisantes pour garantir la stabilité en boucle fermée sur un horizon de
prédiction fini. L’un des avantages de la commande prédictive est I'utilisation de plusieurs
types de modeéles, ce qui a permet d’élargir son application dans le domaine des SEDs.
Dans [14], 26], 'approche est appliquée sur des SEDs représentés par des réseaux de Pe-
tri continus ou le modéle est linéaire affine par morceaux. Dans les travaux de Declerck
[43, 44], une commande en boucle ouverte est calculée pour stabiliser des SEDs modélisés

dans I’algébre standard.
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Dans ce chapitre, nous adaptons ces stratégies aux cas des GE P-temporels modélisés
dans 'algebre standard par des modeéles implicites [15]. Dans un premier temps, nous
calculons une loi de commande optimale en boucle ouverte sur un horizon de prédiction
fini dont I'objectif est de suivre un fonctionnement 1-périodique avec respect de contraintes
sur les temps de séjour des jetons dans les places d'un graphe d’événements P-temporel.
Puis, nous synthétisons des gains de retour d’état sur un horizon de prédiction infini en
utilisant 'approche proposée par Kothare [28]. Dans ce dernier, les auteurs ont développé
cette stratégie sur des systémes incertains soumis a des contraintes symétriques de fagon
a garantir une stabilité asymptotique avec respect de contraintes. Dans ce chapitre, nous
montrerons comment un ensemble de contraintes non-symétriques peut étre formulé en
termes de contraintes LMIs dans un probléme d’optimisation convexe [27]. Les stratégies
présentées dans ce chapitre sont illustrées sur un réseau de transport vu comme une classe

de systémes a événements discrets.

2.2 Commande prédictive

La commande prédictive ou commande prédictive a base de modéle "Model Predictive
Control" (MPC) est une technique de commande avancée trés utilisée dans 'industrie en
raison de ses avantages, en particulier sa capacité a traiter les systémes multi-variables en
tenant compte des contraintes sur les variables de commande et/ou les variables d’état.
Dans le cas ou le modéle utilisé est linéaire, cette stratégie de commande est dite com-

mande prédictive linéaire.

2.2.1 Principe de base

La technique de commande prédictive consiste a utiliser un modéle pour prédire le
comportement dynamique du systéme a commander. En effet, a chaque pas de calcul
un retour de l'information est appliqué au systéme, ce retour est la premiére commande
parmi une séquence de commandes calculées par la résolution d'un probléme de commande

optimale en boucle ouverte sur un horizon fini. La structure d’'une commande prédictive
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est basée sur les étapes suivantes :
e Utilisation d’un modéle pour construire les prédictions des états futurs.
e Connaissance de la trajectoire a suivre sur un horizon déterminé.
e Minimisation d’un critére de performance.
e Utilisation d'un algorithme de résolution pour déterminer une séquence optimale de
commande.
e Application du premier élément de la séquence de la commande calculée.
e Répétition de la procédure a chaque pas de calcul, selon le principe de 1’horizon

fuyant.

2.3 Ensemble convexe

Dans cette section, nous définissons les ensembles convexes utilisés tout au long de ce

travail tel que hyperplan, polyédre et ellipsoide. Ces définitions sont reprises de [45], [46].

Définition 9 Ensemble convexe
Un ensemble S C R™ est dit convexe si pour tous points x4 € S et v € S, la condition

suivante est vérifiée :

a- -z + (1 —a)rs € §,Va € [0,1].

L’intersection des ensembles convexes est un ensemble convexe. Etant donné S; et Sy deux

ensembles convexes alors S; NSy est également un ensemble convexe.

Définition 10 Hyperplan

Un ensemble H(F,c) C R"™ est un hyperplan défini par :

H(F,c)={x e R" F -z =c}, (2.1)

ou F € R*" cc R, necN*

D’un point de vue analytique la signification d’un hyperplan est donnée par la solution

de I'équation linéaire F - x = c.
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Définition 11 Polyédre
Un polyedre P(G,g) C R™ est défini comme lintersection d’un nombre fini q¢ de demi-
plans :

P(G,9) ={x eR", G-z < g}, (2.2)

ou G € R geRY q,ne N

Définition 12 Matrice définie positive
Une matrice P € R™" est définie positive et notée P > 0 si pour tout vecteur x € R,
2T Px > 0. De plus, si inégalité n'est pas stricte x € R", 27 Px > 0, la matrice P est

semi-définie positive et notée P > 0

Définition 13 FEllipsoide

Un ensemble ellipsoidal ou ellipsoide est défini par :
€(P,U) = {I € an (.’L‘ o U>TP($ o U) < 1}7

ou, P = PT >0, P € R™™ est une matrice symétrique et définie positive. Le vecteur
v € R™ est le centre de [ellipsoide.

L’ellipsoide centré a l'origine est défini pour v =0 par :
e(P)={z eR" 2"Pzx <1,P = PT}. (2.3)

Définition 14 Distance d’un ellipsoide a un hyperplan :

La distance algébrique de ellipsoide €(P,v) a Uhyperplan H(F', c) est définie par :

_le—=F-v| - VFP1FT
B FFT '

Si dist(e(P,v),H(F,c)) > 0, Uellipsoide (P, v) et Uhyperplan H(F',c) n'ont aucun point

dist(e(P,v),H(F,c))

(2.4)

commaun.

Si dist(e(P,v),H(F,c)) <0, Uellipsoide e(P,v) et Uhyperplan H(F,c) se croisent. Leur
intersection est un ellipsoide.

Si dist(e(P,v), H(F,c)) =0, Uhyperplan H(F,c) est tangent a Uellipsoide (P, v).

Pour Uellipsoide e(P) centré a lorigine et pour Uhyperplan H(F, 1) avec ¢ = 1, la relation

donnée par ’équation (2.4]) devient :

1—VFPFT

dist(=(P), H(F)) = —

(2.5)
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2.4 La fonction de Lyapunov et les inégalités linéaires

matricielles

2.4.1 Fonction de Lyapunov

Définition 15 Fonction de Lyapunov

Une fonction continue V(e(k)) : R® — R™ est une fonction de Lyapunov du systéme
donné par ’équation , si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. V(e(k)) est définie positive.

2. Vie(k+1))—V(e(k)) <0,V keN.

Si une telle fonction existe alors le systéme est stable. De plussi V(e(k+1))—V(e(k)) < 0,

le systéeme est asymptotiquement stable.

Définition 16 Domaine positivement invariant
Un domaine non vide fermé 0 C R™ est un domaine positivement invariant du systéme
(13.12) si pour tout état initial ey € 2, la trajectoire du vecteur de variables d’état reste

dans Q. L’invariance positive de 2 est équivalente a la condition suivante :
e(k) €Q, VkeN, Veye(

Le domaine €2 pouvant étre un polyédre, un céone ou un ellipsoide.
Pour toute fonction de Lyapunov V' associée au systéme de 1'équation (3.12]), on peut faire

correspondre un ensemble positivement invariant défini par :
QV,y) ={eeR", V(e(k)) <}, Vy>0

Les domaines positivement invariants associés aux fonctions de Lyapunov quadratiques

sont de types ellipsoidaux définis par :
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2.4.2 Les inégalités linéaires matricielles LMIs

Définition 17 Les inégalités linéaires matricielles LMIs :

Etant donné les matrices symétriques Fy et F; € R™"™ = 1,---,m et un vecteur
r= (1, ,T,)" €R™.

Une LMI s’écrit comme suit :

i=0
Un ensemble de plusieurs LMIs Fl(z) > 0, F?(z) > 0, F'(z) > 0 peut étre exprimé

comme étant une seule LMI formée par une matrice diagonale diag(F'(z) > 0, F?(x) >
0, Fl(x))=>0.

Pour la transformation des contraintes non linéaires issues des techniques de Lyapunov &
des contraintes linéaires LMIs 'une des méthodes les plus utilisées, vu sa simplicité, est

le complément de Schur.
Lemme 1 Soient trois matrices Q(x) = Q(x)T, R(z) = R(z)T et S(x) = S(z)T symeé-
triques et définies positives. La LMI donnée par ’équation ,

Q(x) S(x)
S(x)T R(x)

> 0, (2.6)

est équivalente a linégalité matricielle suivante
R(z) >0, Q(z)— S(z)R(z)"'S(z)" >0,

ou équivalente a

Q(z) >0, R(z)—S(x)'Q(x)"'S(z) > 0.

2.5 Commande prédictive en boucle ouverte a horizon

fini des graphes d’événements P-temporels

2.5.1 La construction du modéle

La synthése d’une loi de commande prédictive se base sur 'existence de modéle du

systéme & commander. Plusieurs structures du modéle existent dans la littérature selon
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le type du systéme a controler. Dans ce travail, nous nous limitons au modéle algébrique
proposé par Kara [15] décrit dans le chapitre précédent, pour les systémes a événements
discrets modélisés par des graphes d’événements P-temporels dans 1’algebre standard. La

forme implicite du modéle est donnée par I’équation suivante :
E-0k)=A-0k—1)+q(k)+ G.u(k), (2.7)

avec,

a < q(k) <b,

o O(k) : est le vecteur associé aux dates du k%™ franchissement des transitions.
o u(k) : est le vecteur associé aux dates du k%™ franchissement des transitions source.
e (k) : est le vecteur des temps de séjour des marques dans les places pour le kime
franchissement.
e a et b : sont respectivement les vecteurs des valeurs minimales et maximales des
temps de séjour des marques dans les places.
Le modéle donné par 1’équation est appelé modéle linéaire implicite & événements
discret.
Si la matrice F est du rang plein par les colonnes, le systéme donné par 1’équation

posséde une unique solution donnée sous la forme explicite suivante :
O(k+1)=E"A-0(k) + EY-q(k +1)+ E*G - u(k + 1), (2.8)

avec ET est une inverse & gauche de la matrice E.
Le modéle du 'équation (2.8]) est appelé modéle linéaire explicite & événements discret.

Ou : O(k) est la variable d’état, q(k) et u(k) sont les variables de commande.

2.5.2 La trajectoire du référence

Dans ce travail, nous désirons suivre une trajectoire décrite par un comportement

périodique. Selon les travaux de [14], [47, [48], [49], tout graphe d’événements fortement
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connexe en fonctionnement au plus tot posséde un comportement périodique donné par
I’équation suivante :

Ok +c) = 0(k) + A-c, (2.9)

ou :
e ¢ : est la cyclicité.
e )\ :est le temps du cycle.
Pour chaque transition du graphe d’événements considéré, les événements successifs sont
séparés de méme intervalle du temps .
Pour ¢ = 1 et pour une condition initiale #(0) connue, le comportement est appelé 1-

périodique donné par I’équation suivante :
0. (k+1)=0,(k)+ X pu, (2.10)

u(k+1) =u(k)+ X\ p. (2.11)

e )\ est le temps de cycle. C’est le temps séparant deux franchissements successifs
d’une transition.

e ;. est un vecteur unité de dimension appropriée.

Remarque 1 Dans tout ce travail, la notation 0,(k) est assignée a la variable d’état du

modeéle décrivant la trajectoire désirée.

Calcul du temps du cycle \ [39]

La trajectoire désirée peut étre représentée sous forme de modeéle implicite décrivant

le comportement du systéme donné par I’équation ([2.7)) comme suit :
E-0,(k+1)=A-0.(k)+q.(k+1)+Gu,(k+ 1), (2.12)

avec :
e 0.(k) est le vecteur des dates désirées de k"¢ franchissement de toute transition
associée a 0, a I’événement k.

e ¢, est le vecteur associé au temps de séjour désiré des marques dans les places p;.
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e u. est le vecteur associé aux dates désirées de k™€ franchissement de toute transi-
tion source associe a u, & ’événement k.

La forme implicite donnée par I’équation est réécrite du facon a remplacer le terme

0.(k + 1) par son équivalent, tel qui est donnée par I’équation . L’équation suivante

est obtenue :

(E—A)-0,(k)+E- X p—q.(k) —Gu.(k+1)=0. (2.13)

En utilisant ’approche de la programmation linéaire, nous déterminons les inconnues de
I’équation qui sont : le temps du cycle A, les dates de franchissement des transitions
6,(k) et les temps de séjour des marques dans les places ¢;(k). Le programme linéaire est
formulé comme suit :

minimiser (maximiser) A
(

0.
qz
(-4 -1, ¢ +B.1) 0,
UZ
Y (2.14)
soumis a
02 Z Oa
a<q <D,
0<u, <\ pu,
A>0,
\

2.5.3 Formulation du probléme de commande

Le modéle explicite décrivant le comportement du systéme est donné par 1’équation

suivante :

O(k+1)=E*A-0(k)+ E* - q(k +1) + EXG - u(k +1). (2.15)

La trajectoire désirée qui satisfait 1’équation ([2.15)) est donnée sous la forme suivante :

0.(k+1)=E"A-0.(k) + E* - q.(k+ 1) + E*G - u.(k + 1). (2.16)
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Par la soustraction des équations (2.15)) et (2.16)), le modéle d’erreur entre le modéle du

systéme et celui de la trajectoire désirée est obtenu comme suit :
e(k+1)=E"A-e(k)+ E" (q(k+1) — q.(k+ 1)) + E*G - (u(k + 1) —u,(k+1)). (2.17)
L’équation est réécrite comme suit :
e(k+1)=A-elk)+Bl-(¢k+1)—q(k+1)+B2- (u(k+1)—u,(k+1)), (2.18)

avec .
a—q. < (¢lk+1)—q)<b—ugq,

0u < (ulk+1) — ua(k + 1) < A- g,

(2.19)

o c(k) = 0(k) — 0,(k) est la variable d’état du systéme d’erreur entre la trajectoire

décrivant le comportement réel du systéme et celui de la trajectoire de désiré.

(q(k+1) —q.(k+1)) et (u(k+1) —u.(k+ 1)) sont les variables de commande.
o A=FELA

e Bl = E".

o B2 = ELG.

La forme explicite linéaire de modéle de I’équation est la suivante :
e(k+1)=A-elk)+B-u.(k+1), (2.20)
soumis aux contraintes sur la variable de commande données par 1’équation suivante :
Unin < te(k +1) < Unaa, (2.:21)

avec

k+1)— z a—(q; b— P
uc(k + 1) — q( ) I s Umzn = ! y Umax - E

u(k+1) —u(k+1) (8 A hq
Calcul des prédictions :

La prédiction de I’évolution future du systéme d’erreur entre la trajectoire réelle et
celle désirée est calculée en développant les équations du modeéle d’état de I'équation ([2.20))

comme suit :
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(

e(k+1)=A-elk)+B-u(k+1),
e(k+2)=A-e(k+1)+B-u.k+2),
e(k+2)=A%-e(k) +A-B-u(k+1)+B-u.k+2),

| e(k+ Np) =AM e(k)+ (AN B+ 4+ B) - u(k + N,),

N, et N, sont les horizons de prédiction et de commande respectivement.
Sous forme matricielle, nous obtenons 1’équation suivante :

Np

e(N,) = A - e(0) + Y AN B - u(i). (2.22)

Pour k allant de 0 a NV, I’équation ([2.22) est équivalente a :

E=S5-U+A"-¢e0), (2.23)

avec
E = ((6(1)’ 6(2)’ : ) G(Np))T’
U= ((UC(l)’ u0(2>7 ) uC(Np - 1))T7
A = (A’ AQ’ e ANP>T7

B O(n—n)x (m+n) o Op—n)x (m+n)
. AB B Om—myxm+n) = Om—n)x(m+n)

AN—1 . B AN—2 . B A-B B

Calcul de la séquence de commande

La commande prédictive peut étre vue comme un probléme d’optimisation générale

ol 'on cherche la minimisation du critére de performance sur un horizon de prédiction
fini.

Miny, (kti),i=0,1.N, I, (k) (2.24)

Vu la diversité d’algorithmes de commande prédictive, différentes fonctions de cotit ont été
proposées pour obtenir une loi de commande. L’objectif principal consiste a faire en sorte

que la trajectoire future pour I'horizon de prédiction considéré s’approche de la meilleure
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fagcon possible de celle de référence. Dans ce travail, le critére de performance considéré

Jn, (k) est une fonction quadratique donnée sous la forme suivante :

In, (k) = S50 e(k +0)T Qee(k + 1) + 0 ue(k +9)T Ru(k + 1), (2.25)

avec (). et R sont des matrices de pondération symétriques et définies positives.

Les horizons de prédiction N, et NN, définissent l'intervalle de temps ot l'on désire que la
trajectoire se rapproche de la référence.

Sous forme matricielle, en replagant I’équation dans le critére donné par 1’équation
, nous obtenons un critére qui dépend seulement de la séquence de commande donnée

par ’équation suivante :
J= % UTHU + fTU, (2.26)
avec,
H=2S570Q,5 + Ry,
fr=e(0)" AT Qn- 3,
Qm = diag(Qec, Qe, -+ , Qc),
\ R,, = diag(R,R,--- | R).

Prise en compte des contraintes

La commande prédictive cherche & déterminer une séquence de commande future
qui permet de minimiser le critére de performance tout en assurant la vérification des
contraintes. Différents types de contraintes sont couramment rencontrés dans I'industrie.
Dans ce travail, il s’agit de respecter les temps de sé¢jour minimal et maximal des jetons
dans les places de graphe d’événements P-temporel. Les temps de séjour des marques
sont inclus dans des intervalles de temps bien déterminés. Mathématiquement, ce type
de contraintes sont représentés par un polyedre ou elles sont appelées aussi contraintes
polyédriques.

L’avantage d’utiliser les polyédres dans la théorie du controle est de fait que les polyédres
sont des ensembles convexes qui permettent de formaliser les contraintes linéaires. Une
famille d’ensembles polyédraux constitue aussi un ensemble polyédral.

Les contraintes données par 'équation ([2.21)) sont réécrites sous la forme polyédrique
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suivante,
P(G,g) = {u(k) € R"™™ G (k) < g}, (2.27)
Im_l,_ﬁ Umax
avec, G = et g=
_]m+ﬁ _Umzn

Le probléme de commande prédictive est formulé en terme de programmation linéaire

quadratique donnée par I’équation suivante :

minimiser JIn, (k) (2.28)

soumis a G -u.(k) <g,

Les contraintes a respecter sont formulées en fonction de la séquence de commande sous
la forme matricielle suivante :

G- U<g, (2.29)

avec U = ((u(1), u(2), ---, u(N,—1))T est la séquence de commande, G = diag(G, G, -+ , G)

et g:(g> g, g)T

La séquence de commande est obtenue en minimisant le critére donné par l'équation
(2.26)) soumis aux contraintes polyédrales données par 'équation (2.29)). Le probléme de

commande optimale est reformulé comme suit :

1
minimiser J = -UTHU + fT'U,
2 (2.30)
soumis a G-U<g,

Le probléme d’optimisation de I’équation (2.30)) est résolu efficacement en utilisant des

Toolbox d’optimisation spécifiques de Matlab.

2.6 Commande prédictive & horizon infini des GE P-
temporels en utilisant ’approche LMI

La synthese d’une loi de commande consiste a trouver des entrées de commande satis-
faisant au mieux le cahier des charges selon 1'objectif & atteindre. La garantie de stabilité

en boucle fermée est 1'un des objectifs principaux de commande en automatique.
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La commande prédictive consiste a calculer une séquence de commande tout en mini-
misant un critére de performance sur un horizon fini. La garantie de la stabilité d'une
loi de commande calculée par la programmation d’un probléme d’optimisation n’est pas
toujours triviale. L'une des directions les plus utilisées pour garantir la stabilité d’une
commande prédictive est I'utilisation des ensembles invariants. La preuve de stabilité est
donnée par le fait que le concept d’invariance positive est lié & I'existence d’une fonction
de Lyapunov.
Sans s’éloigner du principe de la commande prédictive, le principe résumé par Kothare
[28] consiste a minimiser une borne supérieure de la fonction objective sur un horizon
infini avec des restrictions sur I’entrée et la sortie. La formulation ne conduit plus & la
résolution d’un probléme de programmation quadratique mais se réduit a la résolution
d’un probléme d’optimisation convexe & base d’inégalités linéaires matricielles.
Les avantages de la méthode sont liés a :

e [’utilisation des horizons infinis de prédictions.

e La simplicité de traitement des systémes multivariables.

e [’utilisation de programmation convexe ou chaque optimum trouvé est un optimum

global et unique.

e La garantie de la stabilité du fait de I'existence de la fonction de Lyapunov.

2.6.1 Principe de ’approche
Le principe résumé par Kothare [?] est illustré par le théoréme suivant

Théoréme 2 Etant donné un systeme discret a temps invariant donné par sa représen-
tation d’état,

r(k+1)=A-x2(k)+ B-u(k). (2.31)

Une loi de commande stabilisante linéaire donnée par u(k) = F - z(k) avec F =Y - Q!

est obtenue comme solution du probleme LMI suivant,

minv,Q,Y ol (232)

=0
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soumis a
1
>0 (2.33)
(k)
et _ -
0 QAT + YTBT Qch/z YT R1/2
AQ+BY Q 0 0
>0 (2.34)
220 0 ~I 0
RY2Y 0 0 v

La loi de commande obtenue permet de stabiliser le systéme en boucle fermée sans prendre

en compte les contraintes.

2.6.2 Formulation du probléme de commande

L’objectif de cette section est d’appliquer I'approche proposée par Kothare [28] pour

des systémes incertains a un systéme a événements discret dont le modéle est décrit par

des équations en dateurs dans l'algebre standard.

Nous rappelons le modeéle défini précédemment dans 1’équation ([2.18]),

avec,

avec,

et

a—q: < (q¢k+1)—q)<b—ugq,

Op < (u(k+1)—u(k+1)) <A g,

L’équation ([2.35]) est réécrite comme suit :

e(k+1)=A e(k) +BLl-(qlk+1) — qu(k+1)) +B2- (ulk +1) — us(k + 1)),

e(k+1)=A-e(k) +Bl -ua(k+1)+B2-uxs(k+1),

ua(k+1)=qlk+1)—q.

up(k+1) =u(k+1) —u.(k+1)

Ucimin = @ — [z, Uclmaz

:b_Qz7

Ue2min = Oﬁa Uc2maz = Hn-

Ucimin S ucl(k + 1) S Ucimaz

Uc2min S u02<k + 1) S Uc2maz

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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La procédure se base sur la minimisation d’un critére de performance quadratique sur

un horizon infini donné par I’équation suivante :

Joo(k) = Z(e(k+i|k)Tch(k+i|k)+ud(k:+i|l<;)TR1ud(l{:+z’]k)+ucg(k+i|k)TR2ucg(k+i|k)),
i=1

(2.39)

avec (). > 0, Ry > 0 et Ry > 0 sont des matrices de pondération symétriques et définies

positives.

Soit une fonction quadratique de Lyapunov donnée par ’équation suivante :
V(e(klk)) = e(k|k)T Pe(k|k), (2.40)

avec P >0, P =~ - Q! est supposée vérifier I'inégalité suivante

Vie(k +i+1[k)) = V(e(k +ilk)) < —(3Z (e(k + i[k)" Qee(k + ilk)
+uer (k + i|k)T Riue (k + k) + uea(k + i|k)T Rouc2(k + i|k)).

(2.41)

Pour tout k£ > 0, nous sommons 'inégalité donnée par I'équation (2.41)) dei =04a i = oo

avec e(0o) = 0, nous obtenons :
—V(e(klk)) < —Ju(klk). (2.42)

Dans [2§], les auteurs ont démontré que la condition donnée par ’équation est
une limite supérieure de la fonction du cotit donnée par I’équation . Cette limite
supérieure peut étre minimisée en appliquant une loi de commande en boucle fermée
donnée par u.(k + i + 1|k) = Fe(k + i|k). Dans ce travail, nous cherchons des gains de

commande stabilisants F'1 et F2 tel que :

Fl=Y1 Q7
(2.43)
F2=Y2 Q1

avec, F'= (F1 F2)T et Y =(Y1 Y2)T.
En se basant sur le théoréme de Kothare [28|, I'approche est résumée en trois étapes
essentielles données comme suit

1. Supposer un ellipsoide invariant comme étant un ensemble objectif et vérifier I'in-

clusion de I’état initial du systéme dans cet ellipsoide.
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2. Vérifier la contrainte donnée par 'inégalité (2.41]) en terme de LMI.
3. Vérifier le respect des contraintes sur les entrées de commande par 'inclusion de cet

ellipsoide dans le polyedre des contraintes.

1. Nous cherchons un ensemble invariant ellipsoidal donné par

e(e(k)) = {e(k) € R™™ e(k)T Pe(k) < 4}, ou encore équivalent a,

g(e(k)) = {e(k) € R" ™ e(k)' Qe(k) < 1}, (2.44)

avec P =~ Q!

La contrainte LMI qui vérifiée l'inclusion de 1’état initial e(ky) dans 1ellipsoide
e(e(k)) est donnée par la condition suivante,

e(ko) est inclus dans e(e(k)) si e(kqg) € e(e(k)). Cela revient a vérifier cette inégalité :

e(ko)T Q@ te(ky) < 1 ou d’une maniére équivalente & vérifier,
1 —e(ko)" Q te(ko) > 0. (2.45)

En appliquant le lemme de Schur & I’équation (2.45)), nous obtenons la LMI suivante,

1 €(k0>T
e(ko) @

>0, (2.46)

2. Dans cette étape, nous formulons I’équation donnée par (2.41)) sous forme d’une
inégalité linéaire matricielle qui va étre résolue en terme de contrainte LMI dans le

probléme d’optimisation convexe. Pour simplifier I’écriture, nous réécrivons 1’équa-

tion (2.41) comme suit,

V(e(k+1)) = V(e(k)) < —(3CZ (e(k) Qee(k) + uer (k)T Raver (k) + uea (k)" Rauea(K)),
(2.47)
e(k+1)=A-e(k)+B - ua(k+1)+Bs-ua(k+1),
avee, & uq (k) = Fy - e(k),

UCQ(k) = F2 . €<k),
En développant I’équation donnée par (2.47)) nous obtenons :

(AQ +ByFy + B Fy)"P(AQ + By Fy + BoFy) — P+ Q.+ FI R Fy + Fl Ry Fy <0,
(2.48)
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En multipliant a droite et & gauche par la matrice () avec ) est supposée symétrique

(Q = QT = Q1) et avec les notations Y] = F1Q, Yy = F,Q et P = vQ ™!, nous

obtenons I’équation suivante,

(AQ +BiFy +BoFo) " QM (AQ + By Fy + BoFy) — Q +vQ7Q.Q + v Y{ Ry Vi +

YYLIR, Y, <0,

En multipliant cette équation par (—1), nous obtenons :

(2.49)

Q—[(AQ+B1Fi + B )T Q M (AQ+B1Fy + BoFo) +vQ7TQ.Q + v Y R i+
YY) Ry Y] >0,

sous forme matricielle, nous obtenons 1’équation suivante :

Q — [ (AQ + B Fy +BQF2)

20 RPY, RY*Y

(AQ + By Fy + By Fy)

20
RV,
RY*Y,

o o o O

vI

(2.50)

0 0

0 0

~vI 0
OyI

(2.51)

En appliquant le lemme de Schur a 'inégalité (2.51]), nous obtenons la forme LMI

suivante :
[ Q QAT + Y1TB1T + v2TB2T QQ.* Y1TR1Y? Y2TR2\?
AQ+Bl1Y1+B2Y?2 Q 0 0 0
2Q 0 v 0 0
R1'72Y1 0 0 o7 0
R2'/2Y2 0 0 0 v
(2.52)

Le probléme d’optimisation sans contraintes est formulé comme suit,

My Q,Y1,Y2 g

(2.53)
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v =>0
soumis a
1 e(k)T
>0, (2.54)
e(k) @Q
et
Q QAT + Y1TB1T + Y2TB2T QQM? YI1TR1V2 y2T R2l/?
AQ+BlY1+B2Y?2 Q 0 0 0
2Q 0 VI 0 0
R1'2Y1 0 0 o7 0
R2'/2Y2 0 0 0 v
) (2.55)

3. Vérification du respect des contraintes sur les entrées de commande
Dans l'approche proposée dans [28], la vérification des contraintes sur les entrées de
commande se fait par I'inclusion de l’ellipsoide dans le polyédre caractérisant ces
contraintes qui sont symétriques et données sous la forme d’une norme euclidienne.
Dans ce travail les contraintes supposées sont des temps de séjour des marques dans
les places des graphes d’événements P-temporels donnés par un intervalle du temps
qui est positif et non symétrique. Dans cette section, nous allons démontré comment
garantir le respect de cette classe de contraintes dans un probléme d’optimisation
convexe sous contraintes LMIs [27].

Nous désirons calculer des gains stabilisants F; et F, en appliquant des lois de
comma(nde en boucle fermée u. (k) = Fy - e(k) et uen(k) = Fy - e(k).

Uctmin < F1 - €(k) < Ucimaz

Ueamin < Fa - e(k) < Uman

avec, <
Ucimin = @ — 4z, Uclmazr = b— qz,

L Uec2min = Oﬁa Ue2maz = Hns
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Ces équations sont équivalentes aux inégalités suivantes,

(

\

(2.56)

_F2 : 6(]{?) S —Uc2min,

Les inégalités données par ’équation (2.56)) déterminent un ensemble convexe donné

par
P(G,p) =
Fy
—F
avec, G = et p=
Fy
_F,

{e(k) € R G - e(k) < P}, (2.57)

Uclmazx
—Uclmaz

Ue2maz

—Uc2maz

La vérification de la condition d’inclusion d’ellipsoide donné par e(k)T-Q*-e(k) < 1

dans le polyédre donné a I’équation (2.57)) revient a calculer la distance entre cet

ellipsoide et les hyperplans qui forment le polyédre (2.57). Si cette distance est

positive, alors 'ellipsoide est inclus dans le polyedre.

e Dans un premier temps, nous reformulons les contraintes données par le polyédre

(2.57) sous forme d'un ensemble d’hyperplans comme suit

(

\ _(FQ)l - €

(Fl)z : 6(k‘) - (Uclmax)ia
—(F1); - e(k) = —(Uermaz )is (2.58)
(FQ)Z : €<k) = (uCQmax)ia

(k> - _<u02mam)i>

avec ¢ est 'indice de la ¢*“™¢ ligne des matrices F, Fo, Utmazs Uimin, U2maz € Uomin

respectivement.

e La distance d’un ellipsoide & un hyperplan est donnée par I’équation ({2.4)), pour

un ellipsoide centré a l'origine v

G = _(uclmin)i7 G =

0 et des hyperplans dont ¢; = (Uctmaz)is

(Ueomaz )i €6 ¢ = —(Ueomin)i, NOus obtenons l’ensemble
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d’inégalités suivantes

(  — (
(—Uetmin)i — \/(_(FlT)Z) Q H(—F1); >0, (2.59)
(UCQmax)i - \/(F2T>1Q71(F2)1 Z 07
| (Fteamin)i — V(D) Q(=Fy)i >0
L’équation est équivalente a
[ ()i > VEDQ (),
—Ucimin)i > \/(_ FlT)z Q H—F1)i, (2.60)

—Ueamin)i > \/( (F§):) QY (—Fy);.

\

Dans ce travail, nous avons Ucimaz Z 07 (_uclmz’n> Z 07 Uc2maz 2 0et <_uc2min) Z 0

ce qui nous permet de réécrire ’équation ([2.60) comme suit,

(uclmaw) > (F1) Q7 (Fh)i,
(—Uetmin)? > (FL): Q7 (F1)s, (2.61)
(UCQT)’LGJ?)Z jtl (FT) Qil(FZ)iv

| (=

uch'm) (FT) Q_I(F2)’ia

Cette équation est équivalente &,

(uclmax) (YT) Q (}/1) O

( Uclmm) (YT) Q (Yl) 0 (262)
(uc2max) (YT) Q (}/2> > O

| (=

Uchm) (YT) Q" (YQ) >0,

avec F; = Q7Y et F, = Q'Y; En appliquant le lemme de Schur dans 1’équation
(2.62)), nous obtenons les contraintes LMIs suivantes :

(b— Qz>z2 (YlT)i >0, (2.63)
vy Q|

w-ar 00 ], .

). Q|
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A pa)i (Y5 )i
(Ya); Q

>0

— bl

(0n)i (Y5
(Y2 @

>0

— Y

(2.65)

(2.66)

Le probléme de commande prédictive a horizon infini en boucle fermé soumis a des

contraintes sur les entrées de commande revient & trouver les matrices Y7, Y5 et () qui

sont solution du probléme d’optimisation convexe formulé comme suit

miIl%Q,YLYQ Y (267)
v >0
soumis a
1 e(k)T
>0, (2.68)
e(k) @
0 QAT + Y1TB1T + v2TB2T QQ.* Y1TR1Y? Y2TR2\?
AQ+BlY1+B2Y?2 Q 0 0 0
2Q 0 NI 0 0
R1'?2Y1 0 0 ~I 0
R212Y2 0 0 0 o7
) (2.69)
b—gq. YT,
(b—q.); (Y7) >0, (2.70)
(Y1) Q |
[ . —a)? (YD), ]
(¢: —a)i (Y7) >0, (2.71)
| (Y1) Q@ |
A-pa)? (YD)
(A pa)i (Yy) >0, (2.72)
(Y2) Q
Oﬁ 7 YT 7
(0n);  (Y3) >0, (2.73)
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2.7 Application a un réseau du transport

Les réseaux de transport sont soumis a des phénoménes de synchronisation, de corres-
pondance et de l'occurrence, pour cela ces systémes peuvent étre vus comme une classe
des SEDs [50, 61, 52, 53, B4, (5], (6] dont 'évolution est dépendante de I'occurrence

d’événements comme par exemple départ ou arrivée d’un bus dans un arrét .

2.7.1 Généralités

Dans cette partie, nous rappelons quelques généralités sur les systémes de transport
et les principaux éléments qui les décomposent en se limitant sur les éléments physiques
cités au cours de ce travail qui sont I'infrastructure et les entités de transport. Cette partie

est inspirée des travaux de Nait-Sidi Moh [57].

1. L’infrastructure : L’infrastructure d’un réseau de transport décrit le réseau routier
physique dont les éléments principaux sont

e Arrét : un espace ou endroit ot les véhicules s’arrétent pendant un certain temps

fini. Ce temps peut étre assigné soit au temps permettant aux passagers de descendre

ou de monter, soit au temps permettant aux véhicules de faire un demi-tour ou au
temps de repos des véhicules. Selon ces objectifs opérationnels, il existe plusieurs
types d’arréts.

— Un Arrét simple : ou les passagers montent ou descend.

— Un Arrét de correspondance ou point d’échange : s’effectue au moins entre
deux lignes, ol les passagers font un échange de bus d’une ligne a une autre ligne
différente.

— Un Arrét de retournement : ce sont en général les arréts de départ ou d’arrivée
des lignes ot les véhicules y font demi-tour.

e Trongons : ou un trajet est la distance séparant deux arréts. Un trongon se

caractérise par sa longueur et la vitesse de déplacement des véhicules.

e Une ligne : une ligne est composée d’un ensemble fini d’arréts et de trongons,

elle peut étre plus ou moins complexe selon le type d’arrét qui la composent, elle se
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caractérise par le temps entre ces arréts.
e Un itinéraire : un itinéraire d’'un passager est le trajet qu’il suit de son point
de départ a son point de destination. Ce trajet est une suite alternée d’arréts et de

trongons d’une ligne ou de plusieurs lignes.

2. Les entités de transport : les entités de transport sont les éléments physiques
permettant de réaliser la tache de transport comme les bus, tramway, trains, les
personnes qui conduisent et les passagers. La qualité de transport se caractérise

selon le type de ces entités.

Dans ce travail, nous présentons un réseau composé de deux lignes, un arrét de corres-
pondance, deux arréts de retournement et quatre trongons. L’objectif est de minimiser le
temps d’attente des passagers dans l'arrét de correspondance et le temps de voyage d'un
passager qui suit un itinéraire partant de 'arrét de départ de la ligne 1 a 'arrét d’arrivée

de la ligne 2. Ce réseau est illustré par la Figure [2.1],

Line2

Anexchanging bus station

FIGURE 2.1: Un systéme de transport avec deux lignes

2.7.2 Modélisation du réseau

Le réseau de transport est modélisé par un graphe d’événements P-temporel donné

par la Figure [2.2]
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FIGURE 2.2: Graphe d’événements P-temporel de systéme du transport

Interprétation du graphe

La modélisation du systéme de transport est faite de la maniére suivante

® uy, p1, t1, P2, ta, p3, t3 et py : se sont les éléments de la ligne 1.

® Uy, Ps, t4, Ds, ts, P7, te €t pg : se sont les éléments de la ligne 2.

e u; (respectivement us) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-
ment linge 2).

e p; (respectivement ps) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-
ment linge 2) en attente d’exécution.

e 1, (respectivement t,) : représente le départ des bus de leurs arréts de retournement.

e py (respectivement pg) : représente le trongon entre 'arrét de départ de ligne 1 (respec-
tivement ligne 2) et l'arrét de correspondance.

e 15 : représente l'arrivée de bus de la ligne 1 a I'arrét de correspondance.

e 15 : représente le départ de bus de ligne 2 de 'arrét de correspondance.

® g : représente la correspondance entre les deux lignes.

e p3 (respectivement p;) : représente le trongons effectuer par le bus de la ligne 1 (respec-
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tivement linge 2) de l'arrét de correspondance a 'arrét de retournement.

e {3 (respectivement tg) : représente l'arrivée de bus de la ligne 1 (respectivement de la
ligne 2) a 'arrét de retournement.

e p, (respectivement pg) : représente les bus dans leurs arréts de retournement en attente
pour effectuer une nouvelle tournée.

e Les jetons dans les places présentent soit un ordre de départ en attente d’exécution, soit
un bus effectuant une tournée, soit des passagers en correspondance.

e les intervalles de temps sont désignés selon le role de la place auquel sont associés. un
intervalle de temps associé a une place représente soit le temps d’exécution d’un ordre de
départ, soit le temps d’un trajet, soit le temps d’effectuer une correspondance.
Initialement les bus sont du retour vers leurs arréts de départ et se sont représentés par
un jeton dans la place p3 pour le bus de la ligne 1 et un jeton dans la place p; pour
le bus de la ligne 2. Le franchissement de la transition w; (respectivement wus) rajoute
un jeton a la place p; (respectivement ps). Ce jeton est associé & un ordre de départ en
attente d’exécution. Le franchissement de la transition ¢; (respectivement ¢,) enléve un
jeton de la place p; (respectivement ps), un jeton de la place py (respectivement pg), ce
qui veut dire que 'ordre de départ de bus de la ligne 1 (respectivement de la ligne 2)
est exécuté deés que le bus est prét pour effectuer une tournée et rajoute un jeton a la
place py (respectivement pg), ce jeton est associé au bus allant de la station de départ
vers la station de correspondance. Le franchissement de la transition ¢, enléve un jeton
de la place ps donc le bus de la ligne 1 est arrivé a la station de correspondance, rajoute
un jeton a la place p3 qui représente le bus en retour vers sa station de retournement, ce
qui veut dire que ce bus quitte cet arrét des qu’il dépose les passagers et rajoute un jeton
a la place pg qui représente les passagers effectuant une correspondance. Le franchissent
de la transition t5 enléve un jeton de la place pg donc le bus de la ligne 2 est arrivé a
la station de correspondance, enléve un jeton de la place pg donc le bus a récupéré les
passagers déposés par le bus de la ligne 1. Cette synchronisation veut dire que le départ
de bus de ligne 2 de la station de correspondance est conditionné par ’arrivée de bus de

la ligne 1, le franchissent de la transition t; ajoute un jeton a la place p; qui représente
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le bus en retour vers sa station de retournement. Le franchissement de la transition t3
(respectivement tg) enléve un jeton de la place p3 (respectivement p;) donc, le bus de
la ligne 1 (respectivement ligne 2) est arrivé a sa station de retournement et ajoute un
jeton & la place py (respectivement pg) qui représente le bus en attente pour effectuer une
nouvelle tournée.

En modélisant le graphe d’événements par des équations en dateur écrites dans 1’algebre

standard, nous obtenons les équations suivantes :

( h(k+1)=qk+1)+u(k+1),
Ok +1)—01(k+1) = q(k+1),
O3(k +1) = 02(k) + q3(k + 1),
O1(k+1) —03(k+1) =qu(k+ 1),
Ou(k+1) =qs(k+1) +us(k+1),
O5(k +1) — 04(k + 1) = go(k + 1),
Os(k + 1) = 05(k) + gz (k + 1),
Ou(k+1) —06(k+1) =qs(k+1),
O5(k +1) — O(k + 1) = go(k + 1).

\
Sous forme matricielle, nous obtenons le modeéle implicite suivant :

E-0(k+1)=A-0k)+qlk+1)+G - u(k + 1),

10 0 0 0 O 00 0O0O0©O0
-1 1 0O 0 0 O 00 0O0O0O0
0o o 1 0 0 O 010000
1 0 -1 0 0 O 00 0O0O0DO0
avec, B = o 0 o0 1 0 o0 [,A=1 0 00 0 0 0|,
0o 0 0 —-11 0 00 0O0O0O0
o 0O o0 0 0 1 000 O0T1OQO0
0O 0 0 1 0 —1 00 0O0O0O 0
0o -1 0 0 1 0 00 0O0O0O0
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0 a(k+1) 2
33 gk +1) 40
27 gs(k+1) 30
0 qu(k +1) 10
et 0 | =| ak+1) | =] 2
30 ge(k+1) 40
37 qr(k+1) 40
0 gs(k + 1) 10
0 qo(k + 1) 5

La trajectoire désirée est donnée par :

E-0.(k+1)=A4-0.(k) +q. +u.(k + 1),

1.3393
33
0
28.8249
33
6.9145
61.8249
avec, ¢, = 2 et 6,(0) =
1.2607
31.7393
33
37
70
0
0

Le modéle d’erreur est donné par e(k) = (k) — 0,(k),

e(k+1)=A e(k)+ B u.k+1),

A=ELF. A,
B=(E" E'-G),
avec,
k1) —q.
On < u(k+1) —us < A prpes uelk+1) = alk +1) —q
u<k+1)_uz

\

2.7.3 Commande prédictive & horizon fini

La séquence de commande optimale qui permet de stabiliser le systéme en boucle

ouverte avec respect de contraintes est calculée en minimisant le critére quadratique donné
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par
1
minimiser ie(k‘ + DT Qee(k + 1) + ue(k + 1)T Ruc(k + 1),

soumis a G-ulk+1)<g,

avec N, = 6 est I'horizon de prédiction et N, = 4 est I'horizon de commande. (), = I; et

b— qz
. o Iy A g
R = I;; sont les matrices de pondérations. G = et g =
—1I g —a
05

sont les

matrices des contraintes. A = 68 est le temps de cycle. n = 2 est le nombre des transitions

sources.

Sous forme matricielle le probléme d’optimisation est reformulé comme suit
1
minimiser 5 UTHU + fT'U,
soumis a G-U<g,
avec, H = STQmS + Rm; Qm = 1367 Rm = I447 fT - e(O)T CAT . QmS7
U= (UC(l)v UC(Q), UC(g)v u0(4))T7
6(0) = (_20)7 A= (A’ A27 T AG)Ta
B 0 0 0
A-B B 0 0

o o o Q
o o O o
o O o o

A B A*.B A* B (A?2.-B+A-B+B)
et g=(g, 9, 9. 9)".

)

Q o o o
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Les résultats de simulation sont illustrés dans les Figures [2.3] et 2.4]

T

number of firing number of firing
I I
Du} 50 ................................... E m ..................................
00 5 ? vl i ?
0 i 4 b 0 i 4 b
number of firing number of firing
al : : 100 :
g Qfi g Of ~ 5
A0 o A o
0 i 4 b 0 i 4 b
number of firing number of firing

FIGURE 2.3: La variation de 'erreur en fonction de nombre de franchissements des tran-

sitions

La Figure représente la variation de ’erreur en fonction de nombre de franchissement
des transitions, nous remarquons que chaque erreur de date de franchissement tend vers
zéro, ce qui veut dire que les dates de franchissement des transitions du systéme sont
celles qui sont désirées. Cette figure montre que la séquence de commande calculée assure

le suivi de trajectoire du systéme considéré.
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. ‘

FIGURE 2.4: Evolution des temps de séjour des marques dans les places en fonction de

nombre de franchissement

La Figure représente ’évolution des temps de séjour des marques dans les places en
fonction de nombre de franchissements des transitions, nous remarquons que pour chaque
place le temps de sé¢jour de la marque reste dans l'intervalle de temps associé a cette place
et se stabilise a la valeur de temps de séjour désirée. Cette figure montre que la séquence

de commande calculée assure le respect des contraintes sur les entrées de commande.

2.7.4 Commande prédictive en utilisant ’approche LMI

Des gains de commande en boucle fermée ont été synthétisés en résolvant un probléme

d’optimisation convexe donné par I’équation (2.67) soumis & des contraintes LMIs don-

nées par les équations (2.46), (2.52)), (2.70), (2.71), (2.72) et (2.73). Pour la résolution
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de tels problémes, plusieurs outils existent dont nous citons par exemple YALMIP [58],

CVX [46] et LMI Matlab toolbox [59]. Dans ce travail, nous avons utilisé le toolbox CVX,

un outil pour la résolution des problémes d’optimisations convexes [60] [61]. Les résultats

numériques de cette optimisation sont donnés par les matrices F' et () suivantes,

F=1 -0.0007 -0.0023 —0.0071 —0.0009 —0.0023 —0.0076 |,

1.8808  0.0317  0.0073  0.0012 —0.0024 -0.0127
0.0317  1.8244  0.0122 0.0064 —0.0026 0.0119
0.0073  0.0122 1.2741 —0.0163 0.0216 —0.2887
0.0012  0.0064 —0.0163 1.8816  0.0264  0.0089
—0.0024 —-0.0026 0.0216  0.0264 1.8484 —0.0030

—0.0127 0.0119 —0.2887 0.0089 —0.0030 1.2741

La simulation des gains de commande calculés nous a permet de

2.5 et la Figure [2.6

—0.0006 —0.0020 —0.0062 —0.0008 —0.0020 —0.0067
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
—0.0004 —0.0013 —0.0039 —0.0005 —0.0013 —0.0042
0.0007  —0.0040 —0.0214 0.0029  —0.0032 —0.0208
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

- 104,

visualiser la Figure
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i} i}
-4 :
I b 10
number of firing number of firing
m =+ .
il i}
400 5
I b 10
number of firing number of firing
Tyl
il

i 5 w0 5 10
number of firing number of firing

FIGURE 2.5: La variation de ’erreur en fonction de nombre de franchissement des transi-

tions

La Figure [2.5| représente la variation de ’erreur en fonction de nombre de franchissements
des transitions, les gains de commande synthétisés en utilisant 1’approche LMI assurent

la stabilité asymptotique du systéme et le suivi de comportement 1-périodique considéré.
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B— 10

ik -LL,_E ----- w295
1 2

I 5 10 I 5 10
number af firing number of firing number of firing

1

g 3

: Z 31 :
I b 10 I 5 10 I 5 10
number af firing number of firing number of firing
%10 %10

7

7 _LL"h I I
I g 10 I 5 10 I 5 10
number af firing number of firing number of firing

FIGURE 2.6: Evolution des temps de séjour des marques dans les places en fonction de

nombre de franchissements des transitions

La Figure représente ’évolution des temps de séjour des marques dans les places
en fonction de nombre de franchissements des transitions. Cette figure montre que les
gains de commande synthétisés assurent le respect des contraintes des temps de séjour de

graphe d’événements P-temporel.
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2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, deux stratégies de commande prédictive ont été adaptées pour le
calcul des lois de commande stabilisantes pour un systéme a événements discret modélisé
par des graphes d’événements P-temporels dans l'algébre standard en garantissant le
respect des contraintes sur les entrées de commande. Une séquence de commande optimale
sur un horizon de prédiction fini est calculée, cette loi de commande assure le suivi d’une
trajectoire désirée avec respect de contraintes sur les temps de séjour des marques dans les
places du graphe d’événements P-temporel. Puis des gains de retour d’état sont synthétisés
sur un horizon de prédiction infini en utilisant 'approche LMI de fagon & garantir une
stabilité asymptotique avec respect de contraintes. Ce probléme est résolu en terme d’une
optimisation convexe. Une application de ces stratégies de commande est illustrée sur un

réseau de transport.






Chapitre 3

Commande prédictive

multiparamétrique des GE P-temporels

3.1 Introduction

La commande prédictive explicite est une approche géométrique basée sur la program-
mation quadratique multiparamétrique (MPQP). 1l s’agit d’un développement relative-
ment récent qui représente un domaine de recherche actif [62] [63]. C’est une technique
d’optimisation qui permet de déterminer la solution optimale d’'un probléme d’optimisa-
tion comme étant une fonction explicite de certains parameétres variables. La solution d'un
probléme de commande prédictive explicite est une loi de commande en boucle fermée
affine par morceau PWA [64], [65] synthétisée en utilisant ’approche des polyédres para-
métrés [60, 67, 68, 69, [70, [71, [72]. La commande prédictive a été récemment utilisée pour
la synthése de controleur pour les SEDs que se soit dans Ialgébre standard [27] ou dans
le formalisme max-plus |25, 40, 41]. Une loi de commande optimale est calculée sur un
horizon de prédiction fini pour les systémes max-plus linéaires. Declerck [43] [44] propose
une technique pour modifier la commande de telle sorte que la contrainte de causalité soit
satisfaite. La commande prédictive a été aussi utilisée pour commander des SEDs modé-
lisés par des réseaux de Petri continus [25] 20| [73]. L’avantage d’introduire la commande

prédictive explicite dans le cadre des SEDs, c’est le fait d’avoir une formulation explicite
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de la loi de commande en fonction des variables d’états.

L’objectif de cette section est de synthétiser une loi de commande optimale pour une classe
des SEDs en utilisant ’approche géométrique de la commande prédictive sur un horizon
de prédiction fini [29]. Considérant un graphe d’événements P-temporel ou la dynamique
est décrite par des équations en dateur dans 'algébre standard, 1'utilisation du concept
d’(A,B)-invariance nous a permet de formuler les contraintes paramétriques. Cette ap-
proche conduit a une programmation quadratique multiparamétrique qui est résolue en
utilisant le toolbox MPT de Matlab.

Nous commencons ce chapitre par un rappel des notions de base de la programmation
quadratique multiparamétrique et le concept d’(A,B)-invariance. Dans un second temps,
nous formulons le probléme du suivi de trajectoire par une commande prédictive en terme
de programmation quadratique multiparamétrique. Nous terminons la section par une

application sur un réseau du transport.

3.2 Commande prédictive et optimisation paramétrique

La commande prédictive consiste a résoudre un probléme d’optimisation ol une sé-
quence de commande optimale est calculée en ligne & chaque pas de calcul. En utilisant
I’approche multiparamétrique, la loi de commande est calculée hors ligne. Elle est dite
commande prédictive explicite ot I’entrée de commande est la variable d’optimisation. La
variable d’état est définie comme étant un vecteur de parameétres.

L’objectif d'une optimisation paramétrique est de trouver la meilleure solution et les pa-
ramétres qui lui sont associés au sens d’un certain critére. Un probléme d’optimisation
paramétrique est généralement résolu en terme de programmation linéaire ou quadra-
tique multiparamétrique. Quand la programmation dépend d’un seul paramétre, la pro-
grammation est dite paramétrique et quand elle dépend d’un vecteur de paramétres, la

programmation est dite multiparamétrique.
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3.2.1 Programmation quadratique multiparamétrique MPQP

La programmation quadratique multiparamétrique consiste & minimiser un critére qua-
dratique en fonction d’un certain parameétre variable sur un domaine fermé. La formulation

générale d'un MPQP est donnée par :

minimiser —2T H .z
2 (3.1)
soumis a G-z<W+S5 -z,
avec z € R® est une variable d’optimisation, z € R" est la vecteur des paramétres.

HeR> WeR™ SeR™™

3.2.2 Commande prédictive explicite résolue en terme d’un MPQP

La commande optimale sous contraintes peut étre reformuler comme un probléme de
programmation multiparamétrique. En partant du principe de la commande prédictive,
une séquence de commande optimale est calculée hors ligne sur un horizon de prédic-
tion fini en minimisant un critére quadratique soumis aux contraintes paramétriques. Un

probléme de commande prédictive explicite est formulé généralement comme suit :

minimiser vaz”l x(k +ilk)T Qu(k + ilk) + vazcl u(k +ilk)T Ru(k + ilk),

(3.2)
soumis a D-xz(k)+ L-u(k) <M,
avec N, est I'horizon de prédiction et N, est 'horizon de commande.
Ce probléeme peut étre reformulé sous forme paramétrique comme suit :
1
minimiser = U?THU + zo(k)T - FU,
2 (3.3)

soumis a G- -U < W+ 8- z(k),
avec U est la séquence de commande, H = H? > 0 est une matrice symétrique définie
positive, xo(k) est le vecteur des parameétres.

En appliquant la transformation
z=U+H"' F' x(k).

Le probléme donné par (3.3) s’écrit comme suit :

e 1
minimiser —2THz,

2 (3.4)
soumis & G-z < W+ S5 -xq(k),
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avec S = H+GH'FT zy(k) est le vecteur des paramétres. Le probléme donné par
est un probléme de programmation quadratique multiparamétrique dont la solution est
une fonction affine par morceau u(k +1) = K;z(k) + k; définie sur un ensemble de régions
polyédrique CR;(H, h) = {xz(k) € R™, H -xz(k) < h} tel que pour chaque région une loi
de commande par retour d’état est calculée [74].

La premiére méthode pour résoudre un probléme de programmation multiparamétrique
est proposée par Bemporad [64], 65], la méthode proposée consiste a construire les régions
critiques autour du voisinage du paramétre considéré en utilisant les conditions d’optima-
lités de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) tel que l'espace des paramétres est exploré comme
une région, pour cette raison la méthode est dite géométrique. Dans ce travail, la résolu-
tion est faite en utilisant le toolbox MPT de Matlab.

L’implémentation en ligne de la commande prédictive explicite doit suivre les étapes sui-

vantes :
1. Mesurer le vecteur des parameétres courants z(k).
2. Recherchez dans la table des régions critiques la région contenant z(k).
3. Utiliser la loi de commande par retour d’état correspondante a cette région.

4. réitérer la procédure.

3.3 L’(A, B)-invariance

Le concept d’invariance positive joue un role important dans la théorie de commandes
des systémes linéaires sous contraintes. L’invariance positive d'un domaine fermé non vide
de I'espace d’état relativement a un systéme dynamique linéaire implique que toutes les
trajectoires du systéme restent dans ce domaine quelque soit ’état initial pris dans ce
domaine. Un domaine non vide fermé de ’espace d’état relativement a un systéme dyna-
mique linéaire est (A, B)-invariant ou invariant controlé si il existe une loi de commande
qui forcent les trajectoires a rester dans ce domaine dans le future. Un domaine (A, B)-
invariant est un domaine susceptible d’étre rendu positivement invariant au moyen d’une

loi de commande.
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Définition 18 [75]/ Un domaine non vide Q € R"™ est dit (A, B)-invariant par rapport

un systeme linéaire donné par la représentation d’état
x(k+1) = Az(k) + Bu(k + 1),

si Yxg € Q, il existe une séquence de commande (u(0), u(1),---,u(k)), k€ N, tel que
les trajectoires futures du vecteur d’état restent dans 2.

L’(A, B)-invariance de §) est équivalente a la condition suivante :
Vg€, JueR™: (A-x(k)+ B-u(k)) € .

Définition 19 Le plus grand domaine admissible en un pas :

soit le domaine Q0 donné par le polyédre convexe suivant
QG,9) ={xeR", G-z <g}, (3.5)

Pour toute instant k donnée, I’admissibilité en un pas du vecteur d’état a l'instant suivant

est caractérisée par la contrainte suivante :

G-A-xk)+ G-B-u(k) <y, (3.6)

3.4 Commande prédictive multiparamétrique d’une classe

de SEDs

Soit le modéle linéaire explicite décrivant le comportement d’un systéme a événements
discret modélisé par un graphe d’événements P-temporel décrit par des équations en

dateur dans ’algébre standard donné par I’équation suivante :
O(k+1)=E*A-0(k)+ E* - q(k +1) + EXG - u(k +1). (3.7)

a<qlk+1)<b

La trajectoire désirée satisfait (3.7) est donnée comme suit :

0.(k+1)=E"A-0.(k) + E¥ - q.(k+ 1) + E*G - u.(k + 1). (3.8)
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A partir des équations (3.7)) et (3.8), nous obtenons le modeéle décrivant 'erreur (6(k) —
6.(k)) entre le modeéle du systéme et celui de la trajectoire désirée.

Le modeéle d’erreur est donné par I’équation suivante :
e(k+1)=E'A-e(k)+ E* (¢l +1) —q.(k+ 1)) + E*G - (u(k + 1) — u.(k+1)). (3.9)
L’équation (3.9) est réécrite sous la forme suivante :

e(k+1)=A-e(k)+BL-(qlk+1) — q(k+1)) + B2 (uk +1) —u.(k +1)), (3.10)

avec :

a—¢ <(qk+1)—q) <b-g, (3.11)
Op < (w(k+1) —us(k+1)) <X+ pa,

o ¢(k)=0(k) — 0,(k) est la variable d’état du systéme d’erreur.

o (qk+1)—q.(k+1)) et (u(k+1) —u,(k+1)) sont les variables de commande.

o A=FELA

e B1=E".

e B2 = ELG.

La forme linéaire explicite est donnée par ’équation suivante :
e(k+1)=A-elk)+B-u(k+1). (3.12)

soumis aux contraintes sur la variable de commande et la variable d’état données par :

Umin S uc(k + 1) S Umcma
(3.13)

Emin S 6(k3 + 1) S €max;

avec,

k + 1 - {z a — z b - Yz
Uc(k’ + 1) = q< ) K , Umin - I 5 Umaa: = I y Emin = On—ﬁ

u(k+1) —u, On Ay
y Cmaz = A fn—n et B = (Bl B2).

3.4.1 Calcul de la séquence de commande

L’objectif de cette section est de trouver une séquence de commande optimale qui

permet de suivre un comportement 1-périodique toute en assurant la stabilité du systéme
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et le respect des contraintes sur la variable de commande et la variable d’état.
La commande prédictive consiste a déterminer une séquence de commande optimale en
minimisant une fonction objective souvent de nature quadratique sur un horizon de pré-

diction fini donné comme suit :

N, N,
T, (k) = ek + k)" Qee(k +ilk) + > uc(k +ilk)" Ruc(k + i[k). (3.14)
i=1 1=1

Le vecteur de la variable d’état e(k) et le vecteur de la variable de commande u.(k) sont

soumis aux contraintes polyédriques données par :

P(G, g) = {u(k) e R™", G -uc(k) < g}, (3.15)
et
QL, 1) = {e(k) e R™™, L-e(k)<l}, (3.16)
Im—l—ﬁ Umaa: ]n—'FL €max
ou G = , g = , L= et | =
_Im+ﬁ _Umin _]n—ﬁ —Cmin

Le vecteur des états prédits s’écrit en fonction des variables de commande futures comme

suit :
Np
e(Ny) = A - e(0) + ) " AN B u (i), (3.17)

i=1
Sous forme matricielle équation (3.17)) est équivalente & :

E—S,.- U+ A -e(0), (3.18)

e(1) ue(1) A

e(2) ue(2) A?
avec, E= | ¢3) [ U= w.3) |:-40=] A% [,

G(Np) UC(NC) ANP

B O(n—7)x (m-+n) O(n—) x (m-+7)
5 AB B On—r)x (m-+7) O(n—m)x (m-+7)
AMNr—1.B  AM—2.B A-B B

En replagant la formule donnée par 1’équation (3.18) dans la fonction objective donnée
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par I’équation (|3.14]), nous obtenons un critére qui dépend uniquement de la séquence de
commande comme suit :
1
J=3 UTHU + e(0)" - FU, (3.19)

(

H=S5"Q.5 + R,

F= (A" Q- 9,

Qm = diag(Qc, Qe, -+, Qc),
| R =diag(R,R,--- R).

avec

3.4.2 Formulation des contraintes paramétriques

En utilisant le concept d’(A,B)-invariance, 'admissibilité du vecteur des contraintes
sur la variable d’état & un événement k par rapport au systéme donné par I’équation

(3.12), est caractérisée par 1'équation suivante :
L-A-elk)+L-B-u.(k) <l (3.20)

L’ensemble des contraintes de probléme de commande est donné par ’équation suivante :

Le ' 6(1{') + Lu : UC(]C) S la

L-e(k) <1, (3.21)
G- uc(k) <y,
avec
Lo=L-A,
L,=L-B.

L’ensemble des contraintes donné par I’équation (3.21)) est réécrit comme suit :

H, -uc.(k) < H.-e(k) + h, (3.22)
L, —L, l
avec Hy = | Opsm |» He=1| —L ,h=11
G On—ﬁ g

Sur un horizon de prédiction de commande N, nous développons la contrainte donnée
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par I’équation (3.22)). Les inégalités suivantes sont obtenues :

(

Hy, - uc(1) < He - e(1) + h,
H, - u.(2) < H,-e(2)+h,
H, - u.(2) < H, - (Ae(1) + Bu(1)) + h,
H, - u.(2) < HA -e(l) + HBu.(1) + h,
Hy - ua(3) < H, -e(3) + h.
Hy - ue(3) < He - (Ae(2) + Buc(2)) + h,
H, - u.(3) < HA? - e(1) + HABu.(1)) + HB - u.(2) + h,
\ H, u.(N.—1) < HAY "' e(l)+ -+ ++HB-u. (N, — 1) + h,
ces équations sont réécrite comme suit :
( H, -u.(1) < H.-e(l) + h,
H, - ue(2) < He - e(2) + h,
H, - u.(2) < He - (Ae(1) + Bu(1)) + h,
H, - u.(2) — HBu.(1) < HA - e(1) + h,
H,u(3) < H,-e(3) + h,
Hy - ue(3) < He - (Ae(2) + Buc(2)) + b,
H, - u.(3) — H.ABu.(1)) — HB - u.(2) < HA%-e(1) + h,
Hy Ny —1) = — oo — HB - ug(N, — 1) < HANT . (1) + h

\

Sous forme matricielle, nous obtenons :

G, -U<p+H - ek), (3.23)
avec,
H, 0 el .o O
H, h
—H.B H, 0 e 0
HA h
Gu: —HeAB —HeB Hu A O 9 H6: . 9 et )0 -
H, AN h
—HAN'B —HANTB ... —HB H,
U = (ue(1),ue(2),ue(3), -+, uc(N:))T est le vecteur de la séquence de commande a calcu-

ler. Le probléme de commande prédictive sur un horizon de prédiction fini sous contraintes
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sur la variable de commande et la variable d’état est formulé sous forme d’un probléme

de programmation quadratique multiparamétrique donné par :

1
minimiser §UTHU +e(k)T-F-U,

(3.24)
soumis & G, -U <p+H,-e(k),
avec e(k) est le vecteur des parameétres d’optimisation.
En appliquant la transformation
z=U+H"' - F'. ek),
le probléme d’optimisation donné par 1’équation ([3.24)) s’écrit comme suit :
1
minimiser —2THz,
2 (3.25)

soumis & Gy -z <p+S5-e(k).
Le probléme optimal formulé par I’équation ((3.25) est un probléme de programmation
quadratique multiparamétrique avec e(k) est le vecteur de paramétres. La matrice S est

donnée par S = H,+G,H 'FT. La séquence de loi de commande obtenue par la résolution

de ([3.25)) est une fonction affine par morceau donnée comme suit :

uc(k+1) = Kie(k) + ki si e(k) € Q.

Dans ce travail, le probléme de programmation quadratique multiparamétrique (3.25) est

résolu en utilisant le toolbox Matlab Multi-Parametric Toolbox (MPT) [76].

3.5 Application a un systéme du transport

Dans cette section, nous appliquons les résultats précédents & un réseau du transport
composé de deux lignes et un arrét de correspondance. L’objectif est de minimiser le
temps d’attente des passagers dans I'arrét de correspondance et le temps de voyage d’'un
passager qui suit un itinéraire de l'arrét de départ de la ligne 1 a 'arrét d’arrivée de la

ligne 2. Le réseau est modélisé par un graphe d’événements P-temporel donné par la figure

B.1]
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w“ ?
p1 (P [0, 2]
g
pa 27, 30] P2 g 33, 40]
tpC1°
P6 g 37, 50] Ps O 30, 40]
i _FaJ_—Ll
Pa CB [0, 2]
s g

FIGURE 3.1: Le graphe d’événements P-temporel du réseau de transport

® uy, p1, t1, P2, to et p3 : se sont les éléments de la ligne 1.

® Uy, P4, t3, s, Lo et pg : se sont les éléments de la ligne 2.

e u; (respectivement us) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-
ment linge 2).

e p; (respectivement py) : représente un ordre de départ de bus de la ligne 1 (respective-
ment linge 2) en attente d’exécution.

e t; (respectivement t3) : représente le départ des bus de leurs arréts de retournement.

e py (respectivement ps) : représente le trongon entre l'arrét de départ de ligne 1 (respec-
tivement ligne 2) et I'arrét de correspondance.

e 1, : représente l'arrét de correspondance entre les deux bus.

e p3 (respectivement pg) : représente le trongons de route du bus de la ligne 1 (respecti-
vement linge 2) de I'arrét du correspondance a I’arrét du retour.

e Les jetons dans les places présentent soit un ordre de départ en attente d’exécution, soit
un bus effectuant une tournée, soit des passagers en correspondance.

e Les intervalles du temps sont désignés selon le role de la place auxquelles elles sont
associées. Un intervalle du temps associé a une place représente soit le temps d’exécution

d’un ordre de départ, soit le temps d’un trajet, soit le temps pour effectuer une corres-
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pondance.

Initialement les bus sont de retour vers leurs arréts de départ et sont représentés par un
jeton dans la place p3 pour le bus de la ligne 1 et un jeton dans la place pg pour le bus
de la ligne 2. Le franchissement de la transition u; (respectivement uy) rajoute un jeton
a la place p; (respectivement py). Ce jeton est associé & un ordre de départ en attente
d’exécution. Le franchissement de la transition ¢; (respectivement t3) enléve un jeton de
la place p; (respectivement p,), un jeton de la place ps (respectivement pg) ce qui veut
dire que l'ordre de départ de bus de la ligne 1 (respectivement de la ligne 2) est exécuté
deés que le bus est prét pour effectuer une tournée et ajoute un jeton a la place py (res-
pectivement ps), ce jeton est associé au bus allant de la station de départ vers la station
de correspondance. Le franchissement de la transition ¢, enléve un jeton de la place po
(respectivement ps) donc le bus de la ligne 1 et le bus de la ligne 2 sont arrivés a la station
de correspondance, rajoute un jeton a la place ps (respectivement pg) qui représente les
bus en retour vers leurs stations de retournement aprés avoir effectuer la correspondance.
En modélisant le graphe d’événements par des équations en dateur dans ’algébre stan-

dard, nous obtenons les équations suivantes

Sous forme matricielle, nous obtenons le modéle implicite suivant,

E-0(k+1)=A-0(k)+qk+1) +G-u(k + 1),
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1 0 0 00 0 0 a(k+1) 2

11 0 000 33 @(k+1) 40

1 0 0 010 27 gs(k+1) 40
avec B = , A= et < <

0 0 1 000 0 qu(k+1) 2

0 1 —1 000 30 gs(k+1) 40

0 0 1 010 37 go(k +1) 50

La trajectoire désirée est donnée par,

E-0.(k+1)=A-0.(k) 4+ q. +u(k+1),

1.34 0 2
33 33 40

0
35.2 27 40

avec, ¢, = , a4 = , b= et 0.0 = 33
2 0 2

1.45
31.54 30 40
37 37 50

Le modéle d’erreur est donné par
e(k+1)=A-ek)+B-u.(k+1),

avec A= FEL- A B=(E* EL-G) et e(k) = 0(k) —0.(k) est la variable d’état du modeéle
d’erreur soumis aux contraintes sur la variable de commande et la variable d’état :
Onn <elk+1) <X tp_n,

) cumry< | T

07 A
La séquence de commande est obtenue en utilisant les paramétres de la commande prédic-
tive, qui sont I'horizon de prédiction N, = 7, I'horizon de commande N, = 4, les matrices
de pondérations Q). = I7, R = I et le temps de cycle de la trajectoire désirée A = 67.
Dans cet exemple, le probléme MPQP est résolu en utilisant le toolbox MPT de Matlab
[?], la solution est une fonction affine par morceau PWA définissant les lois de commande
uc(k+1) = K;e(k) + k; sur des régions CR;(H, h) = {e(k) € R*™, H,;-e(k) < h;} avec

¢ est l'indice de la région. Pour chaque région une séquence de loi de commande en boucle
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fermée est calculée sur un horizon de prédiction. Les lois de commande obtenues pour

chaque région sont données comme suit :
( 0 —0.0583 0
0.0979

—0.0583
-e(k)

q(1) — qz

0 0
0 0
0 —0.0972 0
uc(l) =
0 -0.0615 O
0 0.1708 0
0.1708 0 :|

0.1708 0

£

—~

fi

—

Il
—
o o

—0.0298
0.0143

—0.0298
a(2) — q= - e(k)
—0.0391 — -
0 1 0 6.52

ue(2) = —0.0238

Il
© © © ©o o ©
© © © ©o © ©

0.0249
0.0249 0 —1
w(2)=| 0 0.0249 0 | -e(k)

[=}

RC1 = si,
—0.0095

67

0.0023

—_
o o o O
)

—0.0095

1 67

q(3) —qz = —0.0118 - e(k)

ue(3) = —0.0073

© o ©o o o o
(e

0.0037

-e(k)

e
w0
N/
Il
L — |
o o
T
© Qo
o o
S S
o @
303
o o
| S

- e(k)

0
0
0
q(4) —q- =
0
uc(4) = o
0
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RC2 =

uc(l) =

uc(2) =

uc(3) =

uc(4) =

q(1) — qz

a(2) — a=

q(3) — qz

q(4) — q=

o © © © o ©o

] - e(k)

-e(k) +

-e(k) +

ce(k) +

e(k) +

—1.4943

—0.0000
0.2667
0.1369
0.1958

—0.0000

0.0401
—0.0000
0.0401
0.0469
0.0279
0.0000

0.0097
—0.0000
0.0097
0.0113
0.0070
—0.0000

0.0013
0.0000
0.0013
0.0016
—0.0001
—0.0000

si,

o o o o

6.74

67
67
—6.52
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RC3 =

uc(l) =

uc(2) =

uc(3) =

uc(4) =

q(1) — qz

a(2) — q=

q(3) — qz

q(4) — q=

o o

(=R

o ©

o © © © o ©o

] -e(k)

—1.4943

—0.0000
0.4968
0.2393

-e(k) +

—1.0810
—0.0000

0.1674
—0.0000
0.1674

-e(k) +

0.1958
0.1167
0.0000

—0.0000
0.0404
—0.0000
0.0404

ce(k) +

0.0473
0.0292

0.0053
0.0000
0.0053

e(k) +

0.0067
—0.0006
0.0000

o o o o

7.3614
0
0
67.0000
67.0000

—6.7425 |
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RC4 =

uc(l) =

uc(2) =

uc(3) =

uc(4) =

q(1) — qz

a(2) — q=

q(3) — qz

q(4) — q=

o © © © o ©o

] -e(k)

-e(k) +

-e(k) +

ce(k) +

ce(k) +

—1.4943
0.0000
0.7834

—2.0000

—1.0810

—0.0000

0.2794
—0.0000
0.2794
0.3268
0.1947
0.0000

0.0674
—0.0000
0.0674
0.0790
0.0488
—0.0000

0.0089
0.0000
0.0089
0.0113
—0.0010
—0.0000

si,

o o o o

18.6727

67
67
—7.3614
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RCS =

uc(l) =

uc(2) =

uc(3) =

uc(4) =

q(1) — qz

a(2) — q=

q(3) — qz

q(4) — q=

o o

o ©

-e(k) +

-e(k) +

ce(k) +

e(k) +

—1.4943

0.8772
—2.0000
—1.0810

—1.4943
0.0000
0.5897
0.4826
0.4230

—0.0000

0.1140
—0.0000
0.1140
0.1336
0.0825
—0.0000

0.0150

0.0150
0.0190
—0.0017

si,

o o o o

19.1787
0
0
67.0000
67.0000

—18.6727 |
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RC6 =

uc(l) =

uc(2) =

uc(3) =

uc(4) =

q(1) — qz

a(2) — q=

q(3) — qz

q(4) — q=

(=R ]

o ©

-e(k) +

-e(k) +

ce(k) +

e(k) +

—1.4943

0.9539

—1.0810

—1.4943

0.8557
0.5982
—1.0810

0.2641
—0.0000
0.2641
0.3096
0.1911
0.0000

0.0347

0.0347
0.0441
—0.0040

si,

o o o o

20.7064
0
0
67
67

—19.1787 |
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( 0 0.1708 0 —1.4943
0 00979 0 0
0 —0.1906 0 1.1464
q(1) —qz = -e(k) +
0 01708 0 -
uc(l) =
0 00979 0 —1.0810
0 01708 0 0
- 0 0.1708 0
a(l) = (k)
0 0.1708 0
0 00249 0O —1.4943
0 00143 0 0
@) 0 —0.1158 0 ) + 1.1724 r ]
q(2) —q> = e
0 00249 O - 0 1 0
uc(2) =
0 00143 0 —1.0810
0 00249 0O 0 -1 0 0
0 0.0249 ©
u(2) = e(k)
0 0.0249 0 0 0o =1
RCT = i, e(k) <
0 —0.0357 0 0.3908 1 0 0
0 00023 0 0
0 —0.0357 0O 0.3908
a(3) —ax = e(k) + 0 0 1
0 —0.0425 0O 0.4582
uc(3) =
0 —0.0262 O 0.2829 0 -1 0
0 0.0037 0 0 L .
0 0.0037 0O
w(3) = e(k)
0 0.0037 0O
0 —0.0049 0O 0.0513
0 —0.0001 O 0
0 —0.0049 O 0.0513
q(4) — gz = e(k)
0 —0.0063 0 0.0653
uc(4) =
0  0.0005 0 —0.0060
0  0.0002 0 0
0 0.0002 0
a(4) = (k)
\ 0 0.0002 0

25.5293
0
0
67
67

—20.7064
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RCS8 =

uc(l) =

uc(2) =

uc(3) =

uc(4) =

q(1) — gz =

|
© o o o o ©

q(3) — gz =

q(4) —q= =

-e(k) +

ce(k) +

e(k) +

—1.4943

1.9651

—1.0810

0.6124

0.6124
0.7179
0.4433

0.0805

0.0805
0.1023
—0.0093

si,

o o o o

43.8471
0
0
67
67

—25.5293 |
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0 0.1708 0 —1.4943
0 0.0979 0 0
0 0.1708 0 —8.0810
q(1) — gz = e(k) +
0 0.1708 0 —2
uc(l) =
0 0.0979 0 —1.0810
0 0.1708 0 0
0 0.1708 0
a(1) = e(k)
0 0.1708 0
0 0.0249 0 —1.4943
0  0.0143 0 0
@ 0 —0.1485 0 ) + 2.0337 r 9
q(2) — gz = e
0  0.0249 0 —2 0 1 0
uc(2) =
0 0.0143 0 —1.0810
0 0.0249 0 0 -1 0 0
0 0.0249 0
a(2) = e(k)
0 0.0249 0 0 0o =1
RC9 = si, e(k) <
0 —0.0497 0 0.8473 1 0 0
0 0.0023 0 0
0 —0.0497 0 0.8473
a3) —qz = Ce(k) + 0 0 1
0 —0.0550 0 0.8240
uc(3) =
0 0.0023 0 —1.0810 0 ~1 0
0 0.0037 0 0 L .
0 0.0037 0
a(3) = e(k)
0 0.0037 0
0 —0.0079 0 0.1605
0 —0.0001 0 0
0 —0.0079 0 0.1605
q(4) — gz = e(k)
0 —0.0101 0 0.2042
uc(4) =
0 0.0008 0 —0.0186
0 0.0002 0 0
0 0.0002 0
a(4) = (k)
\ 0 0.0002 0

43.8624
0
0
67
67

—43.8471
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( 0 0.1708 0 —1.4943
0 0.0979 0 0
0 0.1708 0 —8.0810
q(1) — gz = e(k) +
0 0.1708 0 —2.0000
uc(l) =
0 0.0979 0 —1.0810
0 0.1708 0 0
0 0.1708 0
a(l) = e(k)
0 0.1708 0
0 0.0249 0 —1.4943
0 0.0143 0 0
0 —0.1517 0 2.1759 -
q(2) — gz = e(k) +
0 0.0249 0 -
uc(z) =
0 0.0143 0 —1.0810
0 0.0249 0 0
0 0.0249 0
u(2) = e(k)
0 0.0249 0
RC10 = si,
0 0.0037 0 —1.4943
0 0.0023 0 0
0 —0.0604 0 1.3180
q(3) — gz = ve(k) +
0 —0.0604 0 1.0605
uc(3) =
0 0.0023 0 —1.0810
0 0.0037 0 0 L
0 0.0037 0
a(3) = e(k)
0 0.0037 0
0 —0.0091 0 0.2118
0 —0.0001 0 0
0 —0.0091 0 0.2118
q(4) — gz = ve(k) +
0 —0.0116 0 0.2695
ue(4) =
0 0.0010 0 —0.0245
0 0.0002 0 0
0 0.0002 0
a(4) = (k)
\ 0 0.0002 0

o o o o
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( 0 0.1708 0 —1.4943
0 0.0979 0 0
0 0.1708 0 —8.0810
q(1) — gz = e(k) +
0 0.1708 0 -
uc(l) =
0 0.0979 0 —1.0810
0 0.1708 0 0
0 0.1708 0
a(l) = [ } - e(k)
0 0.1708 0
0 0.0249 0 ~1.4943
0  0.0143 0 0
© 0 —0.1566 0 (i | 080
a(2) —qz = ‘e
0 0.0249 0 - 0 1 0
uc(z) =
0  0.0143 0 ~1.0810
0 00249 0 0 -1 0 0
0 00249 0
u(2) = e(k)
{ 0 00249 0 } 0 0 =1
RC11 = si, e(k)
0 0.0037 0 —1.4943 1 O 0
0 0.0023 0 0
0 —0.0685 0 1.7050
q(3) — gz = ce(k) + 0 0 1
0 0.0037 0
uc(3) =
0  0.0023 0 —1.0810 0 —1 0
0 0.0037 0 0
0 0.0037 0
u(3) = [ } e(k)
0 0.0037 0
0 —0.0108 0 0.2958
0 —0.0001 0 0
0 —0.0108 0 0.2958
q(4) — gz = ve(k) +
0 —0.0138 0 0.3762
ue(4) =
0  0.0012 0 ~0.0343
0 0.0002 0 0
0 0.0002 0
a(4) = [ } - e(k)
\ 0 0.0002 0
57.7930
0
0
67
67
—47.7329
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( 0 0.1708 0 —1.4943
0 0.0979 0 0
0 0.1708 0 ~8.0810
q(1) — gz = ce(k) +
0 0.1708 0
uc(l) =
0 0.0979 0 ~1.0810
0 0.1708 0 0
0 0.1708 0
a(l) = { ] e(k)
0 0.1708 0
0 0.0249 0 ~1.4943
0 0.0143 0 0
@ 0 0.0249 0 (o | 0810
. = e
¢ ! 0 0.0249 0 - -1 0 0
uc(2) =
0 0.0143 0 ~1.0810
0 0.0249 0 0 0 0 -1
0 0.0249 0
w(2) = - e(k)
0 0.0249 0 1 0 0
RC12 = si, e(k) <
0 0.0037 0 —1.4943 0 1 0
0 0.0023 0 0
0 —00846 0 2.6306
a(3) —az = ce(k) + 0 0 1
0 0.0037 0 2
uc(3) =
0 0.0023 0 ~1.0810 0 —1 0
0 0.0037 0 0
0 0.0037 0
a(3) = { ] e(k)
0 0.0037 0
0 -00133 0 0.4376
0 —0.0001 O 0
0 -00133 0 0.4376
q(4) — gz = ce(k) +
0 —00169 0 0.5566
uc(4) =
0 0.0015 0 ~0.0507
0 0.0002 0 0
0 0.0002 0
u(4) = - e(k)
\ 0 0.0002 O
0
67
67
—57.7930
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La commande par retour d’état est synthétisée sur douze régions critiques données par la

Figure [3.2

FIGURE 3.2: Les régions critiques de la séquence de commande PAW.
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Les résultats du simulation de probléme de commande optimale sont illustrés sur la Fi-

gures |3.3| et la Figure |3.4]

4
oS R S
' I
{2 31 4 5 & 1 3
nurmber of firing
l . . ' ' ' '

number of fiing

FIGURE 3.3: La variation de 'erreur en fonction de nombre de franchissements des tran-

sitions.

La Figure représente 1’évolution de modéle d’erreur entre la trajectoire réel et celle
désirée en fonction du nombre de franchissements des transitions du graphe d’événements
P-temporel. Toutes les courbes tendent vers zéro ce qui montre que le comportement 1-

périodique est atteint.
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number of fiing number of firing

number of iing number of fiing

FIGURE 3.4: Evolution des temps de séjour des marques dans les places du GE P-temporel

en fonction de nombre de franchissements des transitions.

La Figure représente ’évolution du temps de séjour des marques dans les places du
graphe d’événements P-temporel en fonction du nombre de franchissements des transi-

tions. Les contraintes sur ’état et sur les temps de séjour des places sont bien respectées

comme est montré par les Figures et 3.4
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche de commande prédictive géométrique est présentée et
étendue a une classe de systéme a événements discret modélisé dans 'algébre standard
en utilisant les équations en dateur. Cette approche est résolue en terme de program-
mation multiparamétrique. Dans le probléme d’optimisation paramétrique les contraintes
paramétriques sont construites en utilisant le concept d’(A,B)-invariance. La commande
prédictive synthétisée assure la stabilité du systéme du fait que la contraintes d’(A,B)-
invariance est prise en considération dans le probléme d’optimisation de la commande

prédictive. L’approche est appliquée sur un réseau du transport.






Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce travail des méthodologies de commande pour une classe
de systémes a événements discrets modélisés par des graphes d’événements P-temporels
dans I'algebre standard toute en assurant le respect des contraintes du temps de séjour

des marques dans les places du graphe d’événements considéré.

Récemment la commande prédictive est largement utilisée dans le cadre de la commande
des systémes a événements discrets modélisés par des modéles algébriques dans 'algebre
(max,+). La contribution principale de ce travail est d’étendre les techniques de com-
mande prédictive appliquées pour les systémes dynamiques continus ou discrets a des sys-
temes a événements discrets modélisés dans 1’algébre standard. En premier, une séquence
de commande en boucle ouverte est calculée sur un horizon fini. La commande calculée
nous a permis d’atteindre un fonctionnement 1-périodique en garantissant le respect des
contraintes sur les temps de séjour des marques dans les places du graphe d’événements
P-temporel.

La garantie de stabilité et de la robustesse d’'une commande calculée en boucle ouverte
n’est pas toujours triviale. Pour cela, une des directions les plus utilisées est la défini-
tion d’ensembles invariants contractifs pour le systéme a travers des fonctions de Lya-
punov de type ellipsoidales. L’approche proposée par Kothare pour la commande des
systémes incertains est étendue a une classe de systémes a événements discrets. Des gains
de commande en boucle fermée sont obtenus par la résolution d’'un probléme d’optimi-
sation convexe sous forme d’inégalités linéaires matricielles (LMIs). Les gains assurent

une stabilité asymptotique avec respect des contraintes. Nous avons montré que méme les
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contraintes polyédriques non symétriques peuvent étre reformulées sous forme de condi-
tions LMI dans le probléme d’optimisation convexe. Finalement, la condition d’inclusion
d’un ellipsoide dans un polyédre est vérifiée si la distance entre cet ellipsoide et les hy-

perplans qui forment ce polyédre est positive.

Nous avons par la suite élargi la contribution a la commande prédictive explicite. Une
commande prédictive est calculée hors ligne sur un horizon fini. En effet, un probléme
d’optimisation soumis & des contraintes sur la variable de commande et la variable d’état
peut étre reformulé sous forme d’un probléme d’optimisation paramétrique en utilisant
le concept d’(A,B)-invariance. Les gains de commandes obtenus sont des fonctions affines
par morceaux. Cette approche garantit la stabilité du systéme avec respect des contraintes

temporelles.

Les résultats des méthodologies présentés dans ce travail sont illustrés sur un systéme
du transport vu comme une classe de systémes a événements discrets. L’objectif est de

minimiser le temps d’attente des passagers dans les stations de correspondance.

Les travaux présentés dans cette thése ont comme perspective les poins suivants :

e Généralisation de 'approche commande prédictive a base des contraintes LMIs & des
systéemes & événements discrets hybrides.

e Application de cette derniére a des systémes manufacturiers.

e Calcul de la commande prédictive multi-paramétrique sur des horizons de prédiction
infinis.

e étendre 'approche commande prédictive a des systémes & événements discrets modélisés

en compteurs dans ’algébre standard.
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Abstract

This work deals with the Control of Discrete Event Systems modelled by P-time Event
Graphs. First, the model is obtained by using the dater evolution model written in the
standard algebra as proposed by Kara et al. (2013). Then, for the control law, we used the
finite-horizon model predictive control. For the closed-loop control, we used the infinite-
horizon model predictive control (IH-MPC). The latter is an approach that calculates
static feedback gains which allows the stability of the closed-loop system while respec-
ting the constraints on the control vector. The problem of TH-MPC is formulated as a
linear convex programming subject to a linear matrix inequality problem. In the second
time, a geometric approach of model predictive control is extended to a class of DES.
The use of the concept of (A, B)-invariance allows us to obtain the polyhedral parametric
constraints. The constrained explicit model predictive control leads to a multiparametric
quadratic programming (MP-QP) for which the solution is a feedback Piece-Wise Affine
PWA control defined for different feasible regions. Finally, the proposed methodologies
are applied to a transportation system.

Keywords : Discrete Event Systems, P-time event graphs, model predictive control, li-

near matrix inequality (LMI), multiparametric quadratic programming (MP-QP).

Résumé : ce travail traite de la commande des systémes a événements discrets modélisés
par des graphes d’événements P-temporels dans ’algébre standard toute en assurant le
respect des contraintes qui sont les temps de séjour des marques dans les places du graphe
d’événements considéré. Dans un premier temps, Une commande prédictive en boucle ou-

verte est calculée sur un horizon fini, puis des gains de retour d’état sont obtenus sur
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un horizon infini par la résolution d’un probléme d’optimisation convexe sous contraintes
LMIs. Ces gains permettent de suivre un comportement 1-périodique en garantissant le
respect des contraintes sur la variable de commande. Nous avons montré que le respect
des contraintes est assuré par l'inclusion de 'ellipsoide défini par la fonction de Lyapunov
dans le polyédre des contraintes. Cette inclusion est vérifiée par le calcul de la distance
entre les hyperplans de ce polyedre et 'ellipsoide en question. Dans un deuxiéme temps,
une approche géométrique du commande prédictive est étendue a cette classe de SED.
Nous avons montré qu’en utilisant le concept d’(A,B)-invariance, la commande prédictive
en boucle ouverte sur un horizon fini peut étre reformulée sous forme d’une programma-
tion multiparamétrique dont la solution est donnée par des fonctions affines par morceaux
(PWA). Enfin, les méthodologies proposées sont appliquées & un systéme de transport.

Mots clés : Systéemes a événements discrets, graphes d’événements P-temporels, inéga-

lités linéaires matricielles (LMI), programmation multiparamétrique.
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