N°d'ordre: ........

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUP]:ZRIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
. UNIVERSITE MouLOoUD MAMMERI DE T1z1 Ouzou
%Mk FACULTE DES SCIENCES
S PV 2 DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
> - LaBorATOIRE LAROMAD

MEMOIRE DE MASTER

Filiere : Mathématiques
Spécialité : Recherche Opérationnelle

Par

BOUMRAR FATIMA
LAMRANI KENZA

LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE
MULTI-OBJECTIFS FLOUE ET STOCHASTIQUE
(PSEUDO) ET APPLICATIONS

Soutenue le 2022 devant le jury :

Pr. OUANES MOHAND UMMTO Président du jury
Dr. AICHE FARID UMMTO Examinateur

Dr. CHEBBAH MOHAMMED UMMTO Encadreur



Année Universitaire : 2021/2022



Dédicace
Louange a Dieu tout puissant, qui m’a permis de voir ce jour tant attendu.

Je dédie ce modeste travail a mes chers parents qui m’ont toujours comblée de leur
amour, leur bonté et leur grande affection. Pour tout leur soutien et les sacrifices dont
ils m’ont fait preuve a mon égard qu’Allah les proteges.

A mes chers freres MOHAMMED et MOULOUD.
A mes amies, ma bindme et sa famille.

A toute personne qui m’a aidée par un mot, une idée, ou par un encouragement.

kenza



Dédicace

Je dédie ce modeste travail : A mon cher pére Mouloud (que dieu I'accueille dans son
vaste paradis)

A ma chére mere et ma grand mére, pour tous leur tendresse et leurs nombreux
sacrifices que Dieu les gardes.

A mes chers freres Akli, Rabah, Jugurtha et Ghilas et a mes cheres sceurs Souad et
Karima pour leur encouragement et leur soutien.

Un spécial dédicace a mon cher oncle Akli Kebaili et sa famille.
A mon oncle kebaili Ali, sa femme Nadia et leur fille.

A mon fiancé Kamel pour I'encouragement et I'aide qu’il m’a toujours accordé et sa
famille.

A mes amies, ma bindme et sa famille.

je dédie ce travail a tous ceux qui ont participé a ma réussite.

Fatima



REMERCIEMENTS

f?)‘ ole )l -

N remercie dieu le tout puissant de nous avoir donné suffisamment la santé, la
O volonté et le courage afin de pouvoir accomplir ce modeste travail.

Tout d’abord, ce travail ne serait pas aussi riche et n’aurait pas pu avoir le jour
sans l'aide et I'encadrement de Mr CHEBBAH MOHAMMED, on le remercie pour
ses précieux conseils, sa rigueur et sa disponibilité durant notre préparation de ce
mémoire.

Nous remercions également les membres du jury, Mr AICHE FARID et Mr
OUANES MOHAND pour avoir accepté d’évaluer ce travail.

Un grand merci a Mr HAMIDI MAHDI, vice doyen de la faculté des sciences
UMMTO, pour ses conseils concernant le style d’écriture LATEX, il a grandement
facilité notre travail.

Nous apportons aussi nos vifs remerciements aux personnels enseignants qui, par
leur enseignement et leur aide ont contribué a notre formation durant toutes notre
étude.

Enfin nous tenons a remercier tout ceux qui nous ont apporté, de prés ou de loin,
de l'aide et des conseils pour la réalisation de ce travail.

Tizi-Ouzou, le 11 juillet 2022.



TABLE DES MATIERES

TABLE DES MATIERES

LISTE DES FIGURES

LISTE DES TABLEAUX

INTRODUCTION

1 INTRODUCTION AUX ENSEMBLES FLOUS
INTRODUCTION . . . . . . .. ... ... ... ....
1.1 DE L’ENSEMBLE CLASSIQUE A L'ENSEMBLE FLOU
1.2 ENSEMBLES FLOUS . . . . . . . . . v . v . . ..

1.2.1  Caractéristiques des ensembles flous . .
1.22 Nombreflou . ... ... ... .....
1.2.3  Opérations sur les ensembles flous . . .
1.2.4 Intervallesflous . .. ... .......
1.2.5 Comparaison d’intervalles flous . . . . .
1.2.6  Types de nombres flous . . . ... ...
CONCLUSION . . . . . v v vt e e e e e e e e e e e e

2 PROGRAMMATION LINEAIRE MONO-OBJECTIF
INTRODUCTION . . . . . . . . . ... .. .. .....
2.1 PROGRAMME LINEAIRE . . . .. ........
2.2 FORME D'UN PROGRAMME LINEAIRE . . . . .

2.2.1
2.2.2
2.2.3
2.2.4
2.2.5

Forme générale . . . . . ... ... ...
forme canonique . . . . ... ... ...
Formestandard . . . . . ... ... ...
Formemixte . .. ... ... ......
Forme matricielle . . . ... ... ...

2.3 RESULTAT D'UNE OPTIMISATION LINEAIRE . .
2.4 RESOLUTION DE PROBLEME LINEAIRE . . . . .

2.4.1
2.4.2

Méthode du Simplexe . . . . ... ...
Initialisation de la méthode du simplexe

3 PROGRAMMATION LINEAIRE MULTI-OBJECTIFS

vi

vi

viii

ix

iy

O 0N+ b~ W

10
11
12

17

18
19
20
20
20
20
20
21
21
22
22
22

29

37



II

INTRODUCTION . . . . .o e e
3.1 CONCEPTS DEBASE . . . « ¢ . v v v vt it e e et e et e e e
3.1.1 Définitions . . . . . . ... e
3.1.2  Points particuliers . . . ... ... o000 o000
3.1.3 Notion de dominance et d’efficacité . . . . . . . ... ... ... ...
3.1.4 Matricedesgains . . . . .. ... ... L oL
3.1.5 Caractérisation des solutions efficaces . . . . . . . ... ... ... ..
3.2 METHODES DE RESOLUTION D'UN PROGRAMME MULTI-OBJECTIFS . . . . . .
3.2.1  Méthode du simplexe multi-objectifs . . . . .. ... ... ... ...
3.2.2 Méthode de la somme pondérée . . . . . . ... ... ... ...,
3.2.3 La méthode epsilon-contraintes . . . . . ... ... ... .......
CONCLUSION . . . o v vttt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

PROGRAMMATION LINEAIRE FLOUE MULTI-OBJECTIFS (DE LA PROGRAM-

MATION MONO-OBJECTIF VERS LE MULTI-OB]ECTIFS)

INTRODUCTION . . . . . . . . .. e e

4.1 PROGRAMMATION FLEXIBLE . . . . . . . o v v vt vi oot e e
4.1.1  Programmation linéaire flexible . . . . . .. ... ... ... ... ..

4.2 PROGRAMMATION ROBUSTE . . . . . . v vttt it i e
4.2.1  Programmation linéaire inexacte (Solster) . . . . ... ... ... ..
4.2.2  Résolution d'un programme linéaire robuste (flou) . ... ... ...

4.3 CHANCE-CONSTRAINED PROGRAMMING WITH FUZZY COEFFICIENTS

LOGICIELS MATLAB ,VISUAL XPRESS ET APPLICATION INFOR-
MATIQUE

LOGICIEL MATLAB
5.1 DEFINITION DU LOGICIEL MATLAB . . . ... .. ...........
5.2 DESCRIPTION DE L'INTERFACE MATLAB . . .. ... ... ......
52.1  Labarredetitre . . . ... ... ... o Lo
52.2 Labarredumenu . ... .. ... .. ... ... ...
52,3 Labarredoutils . . .. ... .. ... o o000
5.2.4 Lafenétredecommande . .. .. .. ... . ... ...,
5.3 METHODE DE TRAVAIL . . . . . ... ...
5.3.1  Edition et sauvegarde des fichiers MATLAB . . . .. .. .......
53.2 Aideenligne: . ... ... ... ... .0 oo oL
5.3.3 CREATION DE FICHIERS DE COMMANDE ET DE FONCTIONS
UTILISATEUR . . . . . .. e e e e e e e e

VISUAL XPRESS
5.4 QU’EST-CE QUE VISUAL XPRESS? . . ... ................

vii

92
93



55

PRESENTATION DU LOGICIEL . . . . v v v v v e et e et e e e e

PRESENTATION DU LOGICIEL

5.6
5.7

LES ETAPES DU PROGRAMME . . + o v v v et et e e e e i e e
APPLICATION . . . v v o o e e e e e e e e e e e s e e

CONCLUSION GENERALE

BIBLIOGRAPHIE

LISTE DES FIGURES

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5
1.6

3.1
3.2
33
3-4
35
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
53
5-4
55
5.6
5.7

Ensemble classique . . . . . ... ... ... ... ... . L.
Ensembleflou . . . . ... ... ... .. ... ..
Comparaison entre un nombre flou et un nombreréel . . ... ... ..
Représentation d'un nombre floude type L-R . . . .. .. ... ... ..
Représentation d'un nombre flou triangulaire . . . ... ... ... ...
Représentation d’'un nombre flou trapézoidal . . . . . .. ... ... ...

Représentation de 1'espace de décisions et I'espace des criteres . . . . .
Ensembleconvexe . . . . . ... ... ... o
Ensemblenonconvexe . . . ... .... ... .. ... ... .. ...
Lepointidéal . ... ... ... ... .. ... ... L
Lepointantiidéal . . . . . ... ... ... ... ... L o L
Solutions efficaces . . . . . ... ... ... ... L
Front de Pareto a gauche cas max a droitecasmin. . . . . ... ... ..
Exemple (casmin) . . ... ... ... ... ... ..

Contraintes du type A; (x) <b;, i
Contraintes du type A; (x)=b;, i=T.m . . . ... ...
Contraintes du type A; (x) >b;, i

La fenétre principale du logiciel MATLAB. . . .. ... ... ......
La fenétre d’édition de fichier. . . . . . . ... ... ... ... L.
La boite de dialogue d’ouverture de fichiers . . . . . ... ... ... ..
Licone Visual Xpress . . . . . ... ... .. ... ... .. ... ... ...
Interface de Visual Xpress . . . . . ... ... ... ... ... ....
IconeFile . . ... ... ... ... ... ...
L’'espace de travail de Visual Xpress . . . . . . .. ... .. ... ... ..

viii

93
94
96
98

99

o U1 Ui

89
90



5.8 Icdne option /optimiser . . .. . ... .. ... ..o oL 95

59 Icdnesolve LP . . . . ... . ... .. 95
5.10 Icone Solve Globale . . . . . . . . .. ... 96
511 Lavaleurdex; . ... ... ... . 96
5.12 Lavaleurde xp . . . . . ... 97

LISTE DES TABLEAUX

2.1 Présentation de la forme du tableau du simplexe . . ... ... ... .. 26

3.1 Simplexe multi-objectifs . . . ... ... .o L o L oL 48

ix



INTRODUCTION GENERALE

L, OPTIMISATION |, la recherche opérationnelle et I’aide & la décision sont devenus des
atouts importants de la vie de tous les jours. Suite a la seconde guerre mondiale,
ces disciplines sont devenus populaires autant dans le monde académique que dans le
monde du travail, particulierement aupres des industries, des sociétés de transports,...,
etc. Dernierement, elle a méme commencé a influencer la vie de chaque citoyen. En
effet, que 'on s’en apergoive ou non, la recherche opérationnelle est omniprésente.
Que ce soit ’analyse de nos recherches web et le traitement de ces données afin de
promouvoir des publicités adaptées, que ce soit la recherche souvent multi-critéres
d’un itinéraire de déplacement ou la production des biens que 'on consomme, on
retrouve la recherche opérationnelle partout.

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d’un probléme d’opti-
misation qui se ramene un programme mathématique, les connaissances dont nous
disposons sur une situation quelconque sont généralement imparfaites soit parce que
nous avons un doute sur leur validité, elles sont alors incertaines, soit parce que nous
éprouvons une difficulté a les exprimer clairement, elles sont alors imprécises. C’est
ce qui a motivé I'introduction de la programmation floue.

Ces derniéres décennies, les secteurs académiques et industriels se sont intéressés
de fagon croissante a 'optimisation dite multi-criteres ou multi-objectifs. On peut
cependant se poser la question de ce qu’est I'optimisation et d’autant plus 1’optimi-
sation multi-criteres. C’est pourquoi, on a présentée 1’optimisation mono-objectif et
plus particulierement de la programmation linéaire qui est une branche mathéma-
tique appliquée et plus précisément 1'optimisation dont 'objectif est minimiser ou
maximiser une fonction numérique a plusieurs variables sachant que ces derniers
sont liées a des relations appelées contraintes. Suite a cela, nous nous intéresserons
plus particulierement a la notion de critéres multiples en présentant les problémes
multi-objectifs de programmation linéaire.

Ce mémoire est organisé comme suit :

— Dans le premier chapitre nous allons introduire la théorie des ensemble flous
( définitions, quelques caractéristiques, les opérations de bases dans les en-
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sembles, les nombres et les intervalles flous).

— Le deuxiéme chapitre traite de la méthode universelle du simplexe pour la
résolution des problemes et ses variantes (la méthode des deux phases, la
M-méthode et simplexe dual)

— Au chapitre 3, nous présentons l'optimisation multi-objectifs. Nous introdui-
sons des concepts fondamentaux tels que la formulation du probléme, le
concept de dominance, d’efficacité, point idéal, point Nadir. .. Etc. Nous décri-
vons aussi les principales approches de résolution pour ces problemes comme
la méthode du simplexe multi-objectifs, la méthode d’agrégation. .. etc

— Le quatriéme chapitre concerne la programmation mathématique floue. Les
problemes linéaires flous (flexible, robuste) ont été présentés avec des méthodes
de résolution dues a Dubois et nous avons traité quelque exemple sur la pro-
grammation linaire multi-objectifs flou.

— Le cinquiéme chapitre traite la partie implémentation et description générale
du logiciel (MATLAB) ainsi que la présentation de quelques résultats obtenus.

— Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale et la bibliogra-
phie utilisée.



INTRODUCTION AUX ENSEMBLES FLOUS 1



1.1

Chapitre 1. Introduction aux ensembles flous

INTRODUCTION

Nous vivons dans un monde ot peu de notions sont binaires. Nous cotoyons 1'im-
précision au quotidien. Par exemple, quand nous disons « Pierre a la trentaine », la
connaissance que nous apportons est imprécise. Le besoin de modéliser ce type de
connaissances s’est fait sentir et c’est ainsi que dans la seconde moitié du XXe siecle
que le professeur Lotfi Zadeh Zadeh.L [1994.] a introduit une logique permettant de
formuler de tels énoncés. Cette logique est appelée logique floue et est basée mathé-
matiquement sur la théorie des sous-ensembles flous et utilisée dans des domaines
aussi variés que l'automatisme (freins ABS), la robotique (reconnaissance de formes),
la gestion de la circulation routiére (feux rouges), le contrdle aérien, 1’environnement
(météorologie, climatologie, sismologie, analyse du cycle de vie), la médecine (aide au
diagnostic), I’assurance (sélection et prévention des risques),..ect.

DE L’ENSEMBLE CLASSIQUE A L'ENSEMBLE FLOU

La logique classique est un pan des mathématiques relativement bien connu du
public. C’est sur son principe que fonctionne les ordinateurs, calculateurs et la plupart
des machines numériques. En logique classique, les décisions sont binaires : soit
vraies, soient fausses. C’est sur ce point que la logique floue va se distinguer de la
logique classique Ferdinand.Piette. [2011.]. En logique floue, une décision peut étre a
la fois vraie et fausse en méme temps, avec un certain degré d’appartenance a chacune
de ces deux croyances. Par exemple, Christophe. MARSALA. [2003.] un patient atteint
d’hépatite présente généralement les symptdmes suivants :

— Le patient a une forte fievre.

— Sa peau présente une coloration jaune.

— 1II a des nausées.
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Avoir une forte fiévr
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FIGURE 1.1 — Ensemble classique
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FIGURE 1.2 — Ensemble flou

Si le patient a 38,9°C de température

logique classique : Le patient n'a pas de forte fievre = Le patient n’a pas d'hé-
patite

logique flou : Le patient a une forte fievre a 48% = Le patient a une hépatite a
X %.
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1.2 ENSEMBLES FLOUS

Définition 1.1 Soit X un ensemble de référence ou univers. Soit x un élément quelconque de X. On dit qu’une
partie A de l'ensemble de référence X est un ensemble flou lorsqu’elle est définie de la maniere
suivante :

A={(xps(x))/x e X}
avec, pz (x): X = [0,1].

Une partie A d'un ensemble X est usuellement associée i sa fonction d’appartenance
i (x) . Celle-ci s’applique sur les éléments x de X . Elle prend la valeur o si x n’appartient
pas a A et 1 si x appartient a A. En attribuant les éléments x de X un degré d’appartenance
1 5, on remarque les trois cas suivants :

— uj (x)= o, lorsque x n’appartient pas a A de fagon certaine;
— 0 < pg(x) <1, lorsque x appartient partiellement i A;

— iz (x) = 1, lorsque x appartient a A de facon certaine.

Remarque 1.1 On utilise souvent le terme d’ensemble flou au lieu de sous-ensemble flou ou vice versa, par
abus de langage.

1.2.1 Caractéristiques des ensembles flous

Kamingu.G [2016.],Aiche.F [2013.],ZIANE.O [2018.]

On définit completement une partie floue (sous-ensemble flou) par sa fonction
d’appartenance qu’on note y 4 (x); la valeur de cette fonction d’appartenance y 5 (x)
est appelée degré d’appartenance de 1'élément x au sous-ensemble noté A. A partir
d'une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques de 1’ensemble flou peuvent
étre élu :

— Le noyau :

le noyau d’un ensemble flou A de X, noté n (A) ou noy (A) est I'ensemble
de tous les éléments qui appartiennent totalement ou de fagon certaine a A,
c’est-a-dire dont le degré d’appartenance a A vaut 1. On a :

n(A)={xeX/uz(x)=1}

— Le point de croisement :
le point de croisement d’un ensemble flou A de X, noté C (A) est le sous-
ensemble des éléments de X pour lesquels la fonction d’appartenance prend
une valeur égale a 0,5 :

C(A) ={xe X/uz(x)=0,5}
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— Le support :
le support d’un ensemble flou de X, noté supp (A) est 'ensemble des éléments
appartenant, méme trés peu, a A c’est-a-dire dont le degré d’appartenance est
supérieur strictement a 0. On a :

supp (A) = {x € X/p4 (x) > 0}

— La hauteur:
la hauteur d’un ensemble flou A de X, noté h (A) est le plus fort degré avec
lequel un élément de x appartienta A, on a :

h(A) =sup{pz(x)/xeX}

En particulier, si & (A) = 1, on dit que le ensemble flou est normalisé.

— La cardinalité :
la cardinalité d’un ensemble flou A de X, noté | A | est le nombre d’éléments
appartenant a A pondéré par leur degré d’appartenance. On a

| A |= {ZX ex Mj(x)  Sixjestdiscret

— Une a — coupe :
Une & — coupe d’un ensemble flou A ou ensemble de niveau « de A , noté A%,
« €]0,1], est 'ensemble ordinaire des éléments qui appartiennent a A avec un
degré au moins égal a a. Il est défini par :

Ar={x e X/puz(x)>a}

— Une a — coupe stricte :
Une « — coupe stricte d’un ensemble flou A , noté A%, a €]0,1], est I'ensemble
ordinaire des éléments qui appartiennent & A avec un degré supérieur stricte-
ment a «. Il est défini par :

A¥ ={x € X/uz(x) > a}.

— Ensemble flou convexe :
Un ensemble flou A est dit convexe si :

iAxi+(1—=A)x2) >min{pz (x1), 15 (x2)},x1,x20 € X,A € [0,1];

X = {xl,X2, X3, X4, X5, Xé}
A= {(x1,05), (x2,0.1), (x3,0.8), (x4,0.2), (x5,0), (x6,1)}.

— sup (A) = {x1,x2,x3, x4, X6}
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 — h(A) =suppus(x) =1 )
A est un sous-ensemble normalisé car h(A) =1

— A% = {x1,x3,x6}
A5 = {x5, %6}
— |A] = Erexpz(x)= 2.6
— C(A) = {xi}
B ={(x1,0.6),(x2,0.1), (x3,0.4), (x4,0), (x5,0.8), (x6,0.9) }
— sup (B)= {x1,x2,x3,x,, %6}
— h(A) =supug =09
— B n’est pas un sous-ensemble normalisé car h(B)# 1
— B%= {x1, x3, x5, %6}
— B% = {xq, x5, %6}
— | B|= Zpexpp(x) = 2.8
1.2.2 Nombre flou

Aiche.F [2013.]&Teghem.] [1996.]

Définition 1.2 Un nombre flou est un sous-ensemble flou A, convexe et normalisé sur un référentiel
X(X =R)

L J

T 42 A5 50 45
Nombre flou Nombre réel

F1IGURE 1.3 — Comparaison entre un nombre flou et un nombre réel
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1.2.3 Opérations sur les ensembles flous

Ambapour.S [2009.]&Meguellati.B [2018.]

Comme dans la théorie des ensembles classique , en théorie des ensembles flous,
il existe un certain nombre d’opérations. On étend ces opérations aux fonctions d’ap-
partenance des ensembles flous.

1.

Egalité :
On dit que deux ensembles flous A et B de X sont égaux, si :

Vx € X pg(x) = pp (x)

Inclusion :
On dit que A est inclus dans B, qu’on note alors A C B, si :

Vx € X, pz(x) < pp(x)

. Le complémentaire :

Le complémentaire de A d’un sous-ensemble flou A dans X est défini par sa
fonction d’appartenance suivante :

VxeX/y/i(x):l—yA(x)

Union :
Union de deux sous-ensembles flous : A ou B dans X est définie par sa fonction
d’appartenance suivante :

paup () = {x € X/ max (uz (x), pp ()}

Intersection :
L'intersection de deux sous-ensembles flous : A et B dans X est définie par sa
fonction d’appartenance suivante :

wang (x) = {x € X/ min (pz (x),pp (x))}

Les propriétés suivantes sont valables pour les sous-ensembles flous.
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N® Propriété Union Intersection
1 | Commutativité AuB=BuUA AnB=BnA
2 | Associativité Au(BuQy=(AuByuc An(BnC)=({AnB)nc
3 | Idempotence Avd=4 AnA=A4
4 | Distributivité AvBndy=(AuB)n(Aud) An(Bul)=(AnB)u(Anq)
5 | Loi de DeMorgan AUB=AnE ANB=AuB
6 | Loi d'absorption Au(AnB)=4 An(BuB)=4
7 | L'élément absorbant Aux=x Anp=0
8 | L'élément neutre Aup=4 AnXx=x
Formule d'équivalence
(union)/ Formule de _ o - L R I R R
9 o L (AuB)n(AuB)=(AnB)u@AnB) | AnBu(AnB)=(AuB)n(Aul)
différence symétrique
(intersection)
10 | Cardinalité Al + B8] =|An 8| +|1AuB|

Exemple 1.2 Soit un référentiel
X ={x1,x2,x3, x4}

— B = {(x1,09), (x2,0.5), (x3,0), (x4,0.2)}
#avg(x) = {(x1,0.3),(x2,0.9), (x3,1), (x4,0.8) }

— Hang (x) = {(x1,0.1), (x2,0.5), (x3,0), (x4,0.4) }

1.2.4 Intervalles flous

Aiche.F [2013.]&Dubois.D [2012.]&Aiche.F [1995.]

Un intervalle flou A est une quantité floue dont la fonction d’appartenance est
quasi-concave, on parle alors d’ensemble flou convexe qui obéit a la contrainte :
Vi,V zelx, ], jia (2) > min(ug (x), 1z (v)) et 3x € R pg(x) = 1

I'a — coupe de A est Ap={x/p 4 (x) > a} est donc un intervalle fermé [a,, ,] et ces
intervalles sont emboités (A, C Aﬁ sia > B).

10
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1.2.5 Comparaison d’intervalles flous
Comparaison d’intervalles de nombres réels

Soient A = [a,d]et B = {Q, E] deux intervalles de nombres réels.

Donc a,a et b, b sont des nombres réel tels quea <detb< b. Pour ordonner A et
B, nous avons quatre relations >;,i = 1,2, 3,4 définies comme suit :

1. [a,d) >1|bb| < a>b(ieVx € A Vy € B,x >y)
2. [a,a] > -bJE- Sa>b(ieVxe AVyeB,x >y)
3. [a,a] >3|0,8| = a>Db(ieVre AVy€B,x>y)
4. [a,a] >4 -Q,E- sSa>b(ieVxe AVyeB,x>y)

La relation >; est la plus forte, >4 est la plus faible, >, et >3 sont les intermé-
diaires.
Comparaison d’intervalles flous

Considérons deux intervalles flou A et B dont les fonctions d’appartenance sont
respectivement y ; et up.

Dans ce qui suit les abréviations pos et nec représentent respectivement possibilité
et nécessité

— Les relations >4 et >; , c’est-a-dire pour la plus faible et la plus forte, de-
viennent respectivement la possibilit¢ de A > B, noté pos (A > B) et la
nécessité de A > B, notée nec (A > B) définies comme suit :

pos (A > B) = sup (min (pz (x), g (v)))
ol x et y sont des nombres réels tels que x > y
nec (A >B) =1—pos (A<B) =1—sup(min (s (x), 1z v)))
ol x et y sont des nombres réels tels que x < y.
— Les relations intermédiaires >; et >3 , deviennent respectivement nécessité

de A > B ,noté nec, (A > B) et la possibilité de (A > B), noté poss (A > B)
définies comme suit :
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pos3 (A > B) = sup {inf [min (4 (u),1— pg (v) /u > 0)]}

neca (A > B) = inf {sup [max (1 — piz (u), g (0) /u < v)]}

Dans le but de ramener la comparaison d’intervalles flous utilisant possi-
bilité et nécessité a celle de nombres réels, Dubois et Prade ont établi les
résultats suivants :
Proposition 1.1 Soient A et B deux intervalles flous et A® = [a®,a%], B* = [b%,b*], A17% = [a'™*, a1 "] et
Bl-o — [Ql_”‘, 51*”‘} leurs coupes de niveau.

Alorsona :
— pos (A< B) >axa* <b*

Proposition 1.2 — nec(A

1.2.6 Types de nombres flous

Parmi les différentes formes de nombre flous, on a les nombres flous de type L-R,
de type triangulaire, de type trapézoidal .

Nombre flou de type L — R
iKebbal.S [2018]& Teghem.] [1996.]

Définition 1.3 un nombre flou de type L-R s il existe deux fonctions L et R et des réels m,n, « et B tels que
la fonction d “appartenance est donnée par :

L (™) pour x < m avec a >0

ni(x) =

R (x?}m) pour x > m avec B > 0
ou :

— L et R fonctions non croissantes sur [0, +oo].

12
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— L et R fonctions symétriques : L (x) = L (—x); R(x) = R(—x) .

— Si l'on ajoute a cette définition que L (1) = R (1) = 0, le support du nombre flou est
fini. On note :
A= (mwB) g

La représentation d’un nombre flou de type L-R est donnée par (m,n,a,B)Lr ou bien
(m—a,m,n,n+B)Lr

HA A

m-a¢ m m+fp X

FIGURE 1.4 — Représentation d’un nombre flou de type L-R

Nombre flou de type triangulaire

Un nombre flou est dit de type triangulaire noté (a,, B) si sa fonction d’apparte-
nance y ; est donnée par :

sia—a<x<a avec « >0
Hi(x) = 1 six=a
—F— sias<x<a+p avec >0

13
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a+pp X
FIGURE 1.5 — Représentation d'un nombre flou triangulaire

Opérations sur les nombres flous de type triangulaire

Soient deux nombres flous de type triangulaire A = (a,a1,81) et B = (b, a2, B2) :
— A®B=(a+ba+ayp1+PB2)
— —A=-— (allxllﬁl) = (—a,[BLle)

_ A@B:(a—b,oc1+ﬂz,,31+“2)-

(Aa, Ay, AB1) siA > 0,A € R
— A®A
(Aa, —AB1, —Aaq) sih < 0,A € R

Comparaison de deux nombres flous triangulaire

Soient deux nombres flous triangulaires :
A= (a,a1,B1) et B= (b,ar, B2)
— Azgﬁa:b,fxl:(xz,ﬁl:ﬁz.

— Aﬁgﬁagb,a—txlSb—()&z,d-}-ﬁlﬁb-{—ﬁz.

14
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Nombre flou de type trapézoidal

Un nombre flou A est un nombre flou trapézoidal noté (ak,a",a, B) si sa fonction
d’appartenance est donnée par :

( .
W Siat —a < x<al
pi(x) = 1 si ak<x<al
u _
”+ﬁ’5x si a¥ <x<a%+B

FIGURE 1.6 — Représentation d'un nombre flou trapézoidal

Opérations sur les nombres flous de type trapézoidal

Soient deux nombres flous de type triangulaire A = (a,a1, 81) etB = (b,az,B2) :
— A®B=(a+ba;+ay B2+ Ba)
— —A=—(a,m,p1) = (—a,p1, )
— A6 B= (a—b,txl +,Bz,,31—|—062).
B /\®A{ (Aat, Aat, Aay, AB1) si A >0,AeR
(AaY, Aat, —ABy, —Aaq) si A <0,AeR

Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux

Soient deux nombres flous de type trapézoidal A = (at,aY, ay, B1)
et B = <bL/ bu/ X2, ,32)

|
N
I
T

L _ 1L _ _ _
Sat=b ,au—bu,ucl—ucz,ﬁ1—ﬁ2

sal <plgd <pU gu —y < bL—az,au+,B1 < bu—i—ﬁz

|
N
VAN
T
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Chapitre 1. Introduction aux ensembles flous

Un nombre flou trapézoidal A est dit négatif si et seulement si :

au+/31§0

Un nombre flou trapézoidal A est dit positif si et seulement si :

aL—oqu
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CONCLUSION

Il convient de noter que 1’approche ou1 la logique floue permet de caractériser di-
vers problemes, tant en mathématique qu’en sciences sociales, qui revétent un certain
degré d’incertitude et d’imprécision. Puisque dans la réalité, toute activité humaine
comporte soit de l'incertitude soit de I'imprécision entre autre , il s’avere donc impor-
tant pour des recherches futures, de montrer comment la théorie des ensembles flous
peut contribuer a mieux modéliser différents comportements observés dans le monde
réel. Par ailleurs, la théorie des ensembles flous a également ouvert un vaste champ de
recherche dans le domaine purement scientifique, qui sont utiles dans la formulation
de plusieurs problémes, comme les problémes de programmations mathématiques
floues, qui intéressent tant les mathématiciens que les économistes.
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Chapitre 2. Programmation linéaire mono-objectif

INTRODUCTION

La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation mathéma-
tique. Proposée par George Dantzig en 1949 dans sa contribution au projet (Computa-
tion of Optimum Program, un projet de recherche de la U.S. Air Force). C’est un outil
générique qui peut résoudre un grand nombre de problemes d’optimisation dans la
plupart des domaines, des problémes de tailles trés variées (quelques variables jusqu’a
quelques dizaines de milliers) ont été résolus par cette méthode. En effet, une fois un
probléme modélisé sous la forme d’équations linéaires, des méthodes assurent la réso-
lution du probléeme de maniere exacte. On distingue dans la programmation linéaire,
la programmation linéaire en nombres réels, pour laquelle les variables des équations
sont dans R¥et la programmation en nombres entiers, pour laquelle les variables sont
dans IN. Bien entendu, il est possible d’avoir les deux en méme temps. Cependant, la
résolution d’un probleme avec des variables entiéres est nettement plus compliquée
qu’'un probleme en nombres réels. Un probleme de la programmation linéaire mono-
objectif sous forme standard peut se formuler comme suit :

z=1z(X1,X2,...,Xn) = C1X1 +CaXo + ...+ Cjxj + ...+ cpXy —> (max/min)  (2.1)
a11xX1 + apXe + ...+ ayX; .o A1 Xy = b
A1X1 + AX2 + ...+ AgiXj + .. A2pXy = b,

s.c ' (2.2)
anXx1+apXy + ...+ a;iXj+ ...+ AinXy = b;

A1 X1 + AmaX2 + oo AgjXj ot A Xy = by

x=(x;>0;j=1,...,n)---(3) (2.3)
Oti ¢ ,j = 1..n, représentent les cofits ou profit unitaire des différents produits.
Les coefficients c; et a;;(i = 1..m, j = 1..n) sont supposés étre des nombres réels.
En plus on considére que l'entier m est inférieur ou égal a n, tous les nombres
bi,i = 1..m sont tous positifs ou nuls et le rang du systeme (2.2) est inférieur ou égal
am
— La fonction z est appelée fonction « objectif ».

— Les contraintes (2.2) sont appelées, contraintes principales,ou fonctionnelles.

— Les contraintes (2.3) sont dites contraintes de non négativité.
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2.1 PROGRAMME LINEAIRE

Un programme linéaire (PL) est un probléme d’optimisation consistant a maximi-
ser (ou minimiser) une fonction linéaire (fonction objectif, but, fonction économique,...)
de n variables de décision soumises a un ensemble de contraintes exprimées sous
forme d’équations ou d’inéquations linéaires.

2.2 FORME D'UN PROGRAMME LINEAIRE

Un programme linéaire peut étre écrit sous une :Teghem.] [1996.]

2.2.1 Forme générale

2.2.2 forme canonique

min (max) (z) = Yy ¢jx; max (min) (z) = Yiq ¢jx;
s.c 2}-1:1 aijxj < bl, i=1...m ou  s.c 2}-1:1 élinj > bl, i=1...m
ijO j=1...n xj20 j=1...n

2.2.3 Forme standard
La forme standard d’un modéle de programmation linéaire doit respecter trois
conditions :

1. Les contraintes fonctionnelles sont exprimées sous forme d’équations linéaires
(=), en ajoutant dans chaque contrainte i ayant un signe < une variable d’écart
Xn+i et soustraire dans chaque contrainte i ayant un singe > une variable d’excé-
dent x,,; .

2. Le second membre des contraintes fonctionnelles (b;) doit étre non négatif.
3. Toutes les variables doivent étre non négatives.
. e . e
max (min) z = }i'; ¢jx; max (min) z = }i'; ¢jx;
s.c 27:1 El,‘]'x]'+xn+l' = bi, i=1...m. ou s.c 27:1 AjjXj — Xpyi = bl', i=1...m.
ijO j=1...n+m. ijO j=1...n+m.
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2.2.4 Forme mixte

max (min) z = )4 ¢jx;
Z}Ll ajjX; <b;, ic {1, ...... ml}

Z?:l Ayj X >b, ke {1, ..... m2}
S.C

Z]r'l:l ArjXj = b,, r e {1, ..... TTZ3}

ijO ,jE{l...]’l}

2.2.5 Forme matricielle

!/

( .
max (min)z = ¢ x

Ax(<,=,2)b

X1 C1
avec:x=x(]) = (xj,j€]) = s le=c()=(¢.je]) = P

Xn Cn
A:A(I,]):(llijiEI,jEJ) =
Am1 -+ mn

J ={1,2,...n} :Ensemble des indices de colonne de la matrice A
I=1{1,2,...m} :Ensemble des indices de linge de la matrice A

On écrit souvent A de la maniere suivante :A = ( ay, az,... d4j ,...0n ),
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alj
112]‘

Ot a; est un vecteur colonne : a; = A (I, ]) = o
1

am]‘

Les problemes de minimisation et de maximisation sont en fait équivalents
puisque :
min (z) = —max (—z) et max (z) = —min (—z)

2.3 RESULTAT D'UNE OPTIMISATION LINEAIRE

— Une solution est une affectation de valeurs aux variables du probleme.

— Une solution est admissible si elle satisfait toutes les contraintes du probléme
(y compris les contraintes de non négativité ).

— La valeur d’une solution est la valeur de la fonction objectif en cette solution.

— Le domaine admissible D d’un (PL) est I'ensemble des solutions admissibles
du probléme, peut étre :

1. Vide : Dans un tel cas le probleme est sans solution admissible (et ne possede
évidemment pas de solution optimale).

2. Borne (et non vide) : Le probléme possede toujours au moins une solution opti-
male, quelle que soit la fonction objectif.

3. Non borne : Dans ce cas, selon la fonction objectif choisie, le probleme peut
posséder des solutions optimales; il peut exister des solutions admissibles de
valeur arbitrairement grande (ou petite). Dans un tel cas le (PL) n’admet pas de
solution optimale finie.

2.4 RESOLUTION DE PROBLEME LINEAIRE

Résoudre un programme linéaire (PL) signifie qu’il faut déterminer par exemple
les valeurs numériques que doivent prendre les variables de décision qui maximisent
ou minimisent la fonction objectif, en respectant les contraintes du probléme.

2.4.1 Méthode du Simplexe

La méthode du simplexe est une procédure itérative développée par G.Dantzig
Kebbiche.Z [2007.] pour la résolution de problemes de programmation linéaire avec
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un nombre quelconque de variables. L'idée générale de cette méthode est d’effectuer
une exploration dirigée de I'ensemble des solutions réalisables de base. L'application
de la méthode nécessite la connaissance d"une solution réalisable de base, au départ.
La méthode démarre donc d’un point (sommet de départ) et passe au sommet
voisin ce passage constitue une itération de l’algorithme du simplexe. L'optimum est
atteint lorsqu’on ne peut plus améliorer la valeur de la fonction «objectif». Soit le
probleme (PL) standard de programmation linéaire (avec maximisation) suivant :

maxz (x) = z(x1, X2, ..., Xn) = C1X1 + C2X2 + ...+ CjXj + ... + CpXp (2.4)

ainxy +apx +...+ aijx; + ...t apx, =
ar1X1 + axpxy + ...+ a2jX;j + ...+ ayx, = b

(25)
anXxi+apXy + ...+ a;ixXj+ ...+ aAinXy = b;
| am X1+ amXo + oo ApXj . A Xy = by,
x=(x;>0;j=1,...,n) (2.6)

Base et solution de base

— D = {x € R", Ax = b,x > 0} est dit ensemble des solutions réalisables.

— Tout vecteur x vérifiant les contraintes (2.5) et (2.6) est appelé solution réali-
sable (admissible) du probleme.

— Une solution réalisable x*est dite optimale si :
¢ x* = {maxc/x,Vx € D}

— Une solution réalisable x de (PL) est dite de base si (n —m) de ses compo-
santes sont nulles, et aux autres (le, Xins Xjgreeny xjm) correspondent m vecteurs
(a]-], Ajyr-- s a]-m) de la matrice de condition A linéairement indépendants.

— L'ensemble Jp = {j1,/2,...,jm} est appelé ensemble des indices de base,

Ju = ] \ Js ensemble des indices hors base.
Autrement dit : Une solution réalisable x = x (]) est solution de base si

xg = X (Jg) = 0 etdet (Ag) # 0,0u Agp = A(I,]p)

— Une solution réalisable de base x est dite non dégénérée si x; > 0,j € Jp
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Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit x une solution de base réalisable de départ et Agp = A (I, Jp) la matrice de base
associée.

Soit ¥ une autre solution réalisable telle que ¥ = x + Ax,
Az=z(%)—z(x)=ci—cx=c(x—x)=cAx
On a x et X des solutions réalisables :

Ax =10 (2.7)

Ax =D (2.8)
(2.7) — (28) = Ax—Ax=0

= A(x—x)=0
= AAx =0

= ApAxp+ AyAxy =0
—> ApAxp = —AgAxy
= Axp = —AglAHAxH
= Az = clBAxB + c}{AxH
— Az =cg(—Az'AgDxy) + cyAxy

— Az = (—cyAz AgAxy) + cyAxy

= Az = (—clBAglAH + ) Axy

On définit :
— Le vecteur m—vecteur des potentiels y = c’BAg1

. . / !/ !/
— Le vecteur n—vecteur des estimations A =y A— ¢ .
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— Az = (—y’AH —|—C/H) Axy
== Az =— (]/AH — c}{) Axy

— Az = Z A]AX]

j€IH

Algorithme de simplexe

Oukacha.B [2005.]
Soit le probleme de programmation linéaire suivant :

maxz = C,X
Ax(<,=,2>)b
X >

Supposons que nous avons obtenu une solution réalisable de base{x, Ag} , la base
correspondante , ainsi que la matrice inverse . Une itération de l'algorithme du sim-
plexe se résume alors dans les étapes suivantes :

— Ftape 1 : Calculer le vecteur des potentiels y = c/BAgl.

— FEtape 2 : Calculer le vecteur des estimations Aj =y A— C;, j € Jn-

— FEtape 3 : Si Aj > 0, alors x est une solution optimale pour le probleme ,
terminer le processus de résolution,
sinon :
Si Jjo € Ju,tq Aj, < 0 et le vecteur Aglajo < 0 ,le probléeme n’admet pas de
solution finie
Sinon

1- Calculer l'indicej, tel que : Aj; = min {A;,A; < 0,j € [y}
2- Calculer les composantes x;j,du vecteur Aglujo
0 _ . X . Xy
3- Calculer 6° = mm{f)]- = %,xﬁo >0,j€ ]B} = ﬁ =0
Xgp = Xp — 9013
4- Calculer ¥ = (xp,xp) ou X =x; =0Vj € Ju\jo
Xj, = 60

5-Poser Jg = {Jp\ i} Ujoet Ju = {Ju \ jo} Uji

— Etape 4 : Poser x = ¥ et aller a Etape 1.
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Présentation de tableau de Simplexe

Les tableaux du simplexe sont une autre facon de présenter les calculs algébriques
et les opérations que 1’on fait sur le systeme d’équations en effectuant les calculs sur
le tableau des coefficients qui porte le nom de tableau Simplexe.Oukacha.B [2005.]

c Base c1 €2 | -oo| Cn | Cna1 | Cny2 | Cut3 | -o- | Cutm
b X1 | x2 | oo | X | Xpa1 | Xug2 | Xna3 | oo | Xnam
CB XB bl = X1 an ain ce A1n 1 0 0 0 0
Cpn+1 Xn+1 b2 = X2 an an» N Aoy 0 1 0 0 0
Cp+42 Xp42 b3 = X3 asq asp ‘e a3y 0 0 1 0 0
0 0 0
Cnoim | Xnam | b = Xm | Qg1 | Gm2 | .. | Qe 0 0 0 0 1
Z Aj Aq Ay | oo | Dy | Apgr | Duyo | Duys Aptm

TABLE 2.1 — Présentation de la forme du tableau du simplexe
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Organigramme de 1’algorithme du simplexe maximisation

Oukacha.B [2005.]

| Soit {x, A} une solution réalisable de base |

|

‘ Caleuler y' = " Ag" et A=y'aj—c, [EJy |

*
O Stop, x est une
solution optimale.

Stop le maximum de la
fonction objectif tend vers
I"infini.

Déterminer

x;
Ju /8% = 8, = min [—'f‘xffa >0je IB]
ija

Caleuler
£= 2() = (20s).20))/20a) = xUa) - 0Az'a;,.
% =0.J€Ju\juk,=0"

| PoserJy = (e \ 1) Udo e = Un \ o) U 1. A = A(LE),
Dot {#, Ag} la nouvelle solution réalisable de base

Exemple 2.1 Soit le probléme linaire suivant :

max 2x1 + X
xX14+x <5
—2x1+3x, <6
2x1 — 3x2 S 6
x1,% >0 i=1,2

S.C .

— On commence par rendre le probleme (2.1) sous forme standard, on ajoutant des va-
riables d’écarts x3, x4, X5
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max 2x1 + xo

X1 +x2+x3=5
sc —2X1+3x+x4 =6
2x1 —3x2+ x5 =06
0
1
0

X1,X2,X3, X4, X5 Z 01 i= 1/ 2/ 314/5

1 1 1 0
= -2 3 0 0|, x = (0 0 5 6 6) estune solution réalisable
2 =30 1
de base,
avec
1 00
AB = (ﬂg, ay, u5) = 010 ’ ]B = {3,4,5}, ]H = {1,2} , x’B =
0 01
5
(56 6)xy=(0 0)etZ=cpxp+cyxy=cgxg=(0 0 0)| 6 | =0
6

Le premier tableau sera construit comme suit :

EX [ 21 [ % [x3 [ %[
c 2 1 o| ol o
cg |base | b | a1 | ap | a3 | a4 | as
0 as 5 1 1 i 0 o0
0 ag 6 | -2 3 o 1 o0
0 as 6 2 -3 o o0 1
z=0 Al -2]-1]o]o]o

Les composantes du vecteur des estimations sont données par : A, =c’Buj —c,j=1,...,5
Aj < 0, Le critere d’optimalité n'est pas vérifié, donc la solution de départ n’est pas
optimale.

— L'indice jo tel que Aj, = {min Ajj € ]H} = Aq et jo =1 ,x1 entre dans la base

— Le parametre 9;-)1 tel que : 9?1 = min {%,xﬁo >0,j€ ]B} = min {5,3} = 3 donc

j1 =5 ,xs5 sort de la base.

La nouvelle base est alors :( as, as, a1 ) et le nouveau tableau du simplexe est :
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IE: [ 21 [ % [x3 [ x| x5 |
2 1 ol o| o
cg |base | b | a1 | a» | az | ag | as
0 as 0 % i 0 ’71
0 a; |12 | o o o 1 1
2 a 3 | 1 _73 0o o0 %
z=6 A] O\—4\0\0\—1
Dans cette deuxieme itération on trouve : z = 6, jo = 2, donc xp entre dans la base

,j1 = 3 donc x3 sort de la base.

La nouvelle base sera alors : ( ar, as, M ) et le nouveau tableau du simplexe est :

BE: ENEAENENE
2|1 |l0]|0] o0
cg |base | b | ay | ar | az | as | as
1 m | s]o 1 2 o F
0 ag |12 0o o o0 1 1
2 m |[2]1 o 2 o %
=% BilofJof[s[o]s
Comme toutes les composantes du vecteur des estimations sont positif A; > 0 l'algorithme
%
s’arréte et la solution unique optimale est x* = (5) et la valeur de la fonction objectif est
12
0
46
5

2.4.2 Initialisation de la méthode du simplexe

Oukacha.B [2005.]

Dans les cas précédemment traités par 1’algorithme du simplexe, on a supposé
I'existence d’une solution réalisable de base initiale, ce qui n’est pas toujours le cas
dans les problémes de programmation linéaires. Nous verrons dans ce qui suit deux
méthodes permettant d’initialiser I’algorithme du simplexe.
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Méthode des deux Phases :

Comme son nom l'indique, cette méthode consiste a résoudre un probleme de
programmation linéaire en deux parties. La premiere partie, appelée phase I, consiste
a résoudre un probléme auxiliaire correspondant au probleme original en utilisant une
fonction objectif artificielle pour cela on minimise la somme des variables artificielles
sous les contraintes du programme initial ce qui correspond a :

max¥ = — Y x4
s A(xj)—i—anri:bi, i=1...m
szo,xn+i20,j:1...n

Comme les variables artificielles sont forcément positives ou nulles est atteint quand
elles sont nulles (si ce n’est pas le cas, c’est qu’il n’y a pas de solution alors le probléme
n’est pas réalisable).

La phase II consiste a remplacer la fonction objectif artificielle de la phase I par
la vraie fonction objectif & maximiser. On utilise alors la solution réalisable de base
obtenue a la fin de la phase I.

i 0;j =1...n valeur de décision.

— Xy > 0;1=1...m variable artificielles.

Exemple 2.2 Soit a résoudre le programme linéaire suivant :

maxz = —xq1 — 4xy — X3
5x1 4+ 12x7 +2x3 =9

S.c< 3x1+4xy+4x3 =11
x120,x>0,x3=>0

Phase I :

On définit le probleme auxiliaire correspondant au probleme

i
maxz = —X4 — X5

5x1 4+ 12xp +2x3+ x4 =9
s.C 3x1+4xy, +4x3+x5 =11

x120,x20,x320,x20,x5 20,
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Initialisation :

I ENENENENEN
c 0 0 o | -1| -1
CB base | b | m an as | ag | as
-1 ag 9 5 12 2 1 0
-1 as | 11 | 3 4 4 0 1

z=—20 Al -8[-16]-6] 0] 0

la variable entrante est x et la variable sortante est x4

[ x ENEAENENE
c 0 0 0 -1 -1
Cg | base | b | a1 | ap | a3 | as | as
0|lam | ]35 1 §t & o
—1[a [8] 3 0 R = 1
z= Al [ol5[5]0

la variable entrante est x3 et la variable sortante est xs

| m

| x2

(21 [x [ ] x| x5 |
c o|lo|o|-1]|-1
CB base b a1 ay | a3 ag as
0| | H|5 1 0 & o
0 Jas [F]5 0 1 3 5
z=0 AiJoJo[o] 1|1

I'algorithme s’arréte car Aj > 0

L'optimum est atteint. Une solution de base admissible est donc x* = ( 0

20 5

Phase 11 :

A partir de cette solution de base admissible, on poursuit les itérations en reprenant la fonction
objectif initiale maxz = —x1 — 4xp — X3

B ERENEN
c -1 | -4 -1
CB base | b | m a | as
—4 | w | 5] %5 1 0
-1 | a3 [2] 2 0 1

=T [A[FF[0]0

la variable entrante est x et la variable sortante est xo
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Chapitre 2. Programmation linéaire mono-objectif

x ENENEN
c —1| -4 -1
CB base | b | a1 | ar | a3

-1 | |21 2@ 0

-1 as 2 0 }8 0
z=—3 Ao 2T o0

Le critere d’optimalité étant vérifié, la solution courante est optimale pour le probleme avec
1

x* = 0 et z = —3.
2

La méthode de grand M

Cette méthode permet de tenir compte des variables artificielles. On les pénalise
en leur affectant un coefficient de valeur tres élevée dans la fonction économique (—M
pour un probléme a maximum, +M pour un probléme a minimum). Les pénalités ont
pour objet de provoquer 1’élimination des variables artificielles au fil des itérations.

Exemple 2.3  Soit le probleme suivant :

minz = 3x1 + 10x,

5x1 4+ 6x, > 10

s.cQ 2x1+7xp > 14
X1, X2 2 0

La forme standard est :

minz = 3xq1 + 10x, + Mxs + Mxg
5x1 +6x, —x3+ x5 =10
s.C 2x1+7x) — x4+ x¢ = 14
x120,x20,x3>20,x420,x52>0,x2=>0

Initialisation :
B ! Y2 [ x| x| x5 [ % |
3 10 0 0 M| M
CB base | b M a, as ag | as | ag
M as | 10 5 6 -1 0 1 0
M ag | 14 2 7 0 -1 o
z=2M A | 7TM -3 13M—10\—M\—M\ 0 \ 0

32



Chapitre 2. Programmation linéaire mono-objectif

la variable entrante est x5, la variable sortante est xs.

la nouwvelle base sera alors ( ar ,ag ) et le nouveau tableau est

B | om0 x| x| x| x5 [ x]

3 10 0 0 M| M

CB base | b a ar as ay as | ae

10 a g % 1 %1 0 % 0
M a[3] 2 o f 12

z=2M A EM-Z [0 [EM+5[-M[ Z [o

la variable entrante est x5 et la variable sortante est xe.

la nouvelle base sera alors ( a, ,a3 )

E: ENEIEIEN RN
3 |10 o0 0 M M
CB base | b | a1 | ap | a3 | au as ag
10 a, 2 % 1 0 _71 0 %
0 as 2 ’723 0o 1 %6 -1 %
=M | (A 5 0 o o0 -M[ ="

le critere d’optimalité est vérifié I’algorithme s’arréte et la solution optimale est

=
I
SO NN O

Dual de simplexe

Etant donné le probleme primal de programmation linéaire :

!/
maxXz =cXx

{Ax —b (P)

x>0 x € R"

Et son dual )
minz =by
Ay=b (D)
yeR™
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Chapitre 2. Programmation linéaire mono-objectif

Définition 2.1 De I'ensemble |, choisissons un sous ensemble Jp € | et soit Ap = (I, ]p) une sous matrice
inversible de A. En utilisant la matrice Ag , on construit le vecteur y : y' = c’BAgl.
Le vecteur y est dit plan dual basique et Ap la matrice de base si A’Hy >cy Ou Ag =

(LJu),Ju=1/]s

Définition 2.2 Un plan dual basique y est dit non dégénéré si Ay > cy. En utilisant un plan dual basique
de départ y, on construit les vecteurs suivants :

5()=Ay—c,xj = (x),,x5,) = (x8,%,), X, = x5 = Ag'b,xj, = x5 =0

Appelés Coplan et pseudo plan respectivement du probleme (P).

Remarque 2.1 Par construction § (Jg) = 0 et 6 (Jg) > 0. Si y est un plan dual basique alors &
et x sont dits basiques.

Algorithme dual du simplexe

Considérons un plan dual basique y avec sa matrice de base Ag. En utilisant Ag ,
on calcule le pseudo plan x = xp = Aglb, xyg = 0.5i xg > 0 Alors x est optimale pour
le probleme (P), et y optimal du dual (D) sinon, on calcule xj, = minx;, x; <0,j € |5,
de la I'indice jo doit sortir de la base et la colonne 4;; doit sortir de A, c’est a dire, on
change de base A — Ap.

Le changement de base entraine le changement du plan dual y (y — 7) qui entraine
aussi le changement du coplan & (§ — ). Ce changement de coplan se fera de la
maniere suivante :

5=5+As00:A5=14""1"10
0,j€Js/jo
Ot o est le pas dual positif ou nul.
Ad; = oxjj,, j € Ju ou xjj; estla 7" composante du vecteur Aglaj.
Pour que ¢ soit un coplan, il faut avoir un pas maximal
s _5i
0®:0"= min {]} _ %
Xj0/<0,]E]H xjo]' ijjl

La nouvelle base sera [g = (Jp/jo) Uj1,et Ag = A(L,]g),

la nouvelle itération débutera avec :

X = (x_B) = Zglb,X‘H =0

Remarque 2.2 Les problemes du type : /
minz =cx
Ax>b
x>0
b>0
c>0
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Chapitre 2. Programmation linéaire mono-objectif

Sont résolus dans la plupart des cas par la méthode duale du simplexe, car en ajoutant des
variables d’écart, on obtient facilement la solution de base de départ. Par contre si on utilise
la méthode du simplexe, on ajoute des variables d’écart et des variables artificielles et ceci,
augmente la dimension du probléme.

Exemple 2.4 Résoudre le probléme linéaire suivant :

minz = 3xq + 10x,

5x1 4+ 6x2 > 10

s.cQ 2x1+7xp > 14
X1, X2 2 0

Sous forme standard, on aura :

maxz = —2x1 — X3
—X1 — X2+ X3+ X4 = —5
—x1+2x) —4x3+ x5 = —8

xj>0,j=1...5

Donx=(0 ,0, 0 ,—5 ,—8 )etz(x)=0.
Soit Ag = ( as, as ), une telle matrice inversible avec Jg = (4,5) , Ju = (1,2,3).
En utilisant Ag,
on calcule le vecteur des potentiels y : ylcgAg' = (0, 0), car cg =(0 ,0),dela
yAp=(0 ,0 0)>cy=(-2 0 ,-1),
donc y est un plan dual basique, ce qui veut dire que la matrice Ap est de base.
Le coplan basique initial est donc égale 4 6 = Aly —c = —c = ( 2,0 ,1 ,0 ,0 )

IE ENERENENES
c —2| 0 |—-1|o0 ] o0
cg | base | b a1 | ap | a3 | a4 | as
0 ag 5| -1 -1 1 1
o as | -8 -1 2 —4 0 1

J; 2 0 1 0]0
o 2 0 % o | o

Les composantes du pseudo plan xp ne sont pas toutes positives ,donc le critére d’optima-
lité n’est pas vérifié .

Onaxs=—-8= miny <o jej, xj, donc as sort de la base.
— =4 _ =2 _
De plus;ﬁ T 2
— -0 _ -1 __1
(73_le3 ~ T3 %

; -1
M0y i cojery 95 = &

35



Chapitre 2. Programmation linéaire mono-objectif

Donc le vecteur az va rentrer dans la nouvelle base a la place de as et on passe a la nou-
velle itération

IE [ x1 [ x| xs [ 2] x5 |
c -2 0 |—-1]o0 0]
cg |base | b | a1 | ap | a3 | ag | as
0 ag | —7 _TS _71 0 1 %

2 |+ 21 0 F
0 | 43 1 2 )
. 7 T 1
9; 1 2 o | 0] g
o % 1 0 0] 0

donc a4 sort de la base et sera remplacé par ap , qui correspond au pas minimum o = 1

4

par suite on passe a I'autre itération :

[ x [ a1 [x] x5 [ x [ %]
c -2l o0 |-1] o 0

cg | base | b | a4 | ap | a3 | a4 | as
o | ap | 14 g 1 o -2 _71
1| a3 [9] 35 o 1 -1 F
Ji
o

On a les x; >0, donc la solution est optimale.

Dot
0
14
=19
0
0
etz(x*)=9.
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Chapitre 3. Programmation linéaire multi-objectifs

INTRODUCTION

Dans la plupart des problémes du monde réel, il ne s’agit pas d’optimiser
seulement un seul critére mais plutdét d’optimiser simultanément plusieurs criteres et
qui sont généralement conflictuels.

L'optimisation multi-objectifs consiste donc a optimiser simultanément plusieurs
fonctions. La solution d’un probleme multi- objectifs n’est pas une solution unique,
mais un ensemble de solutions connu comme 1’ensemble des solutions Pareto opti-
males par exemple. Toute solution de cet ensemble est optimale dans le sens qu’au-
cune amélioration ne peut étre faite sur une composante du vecteur sans dégradation
d’au moins une autre composante . Pour les problemes n’incluant qu’un seul objectif,
I'optimum cherché est clairement défini, celui-ci reste a formaliser pour les problemes
d’optimisation multi-objectifs. Prenons le cas d’une personne souhaitant acheter une
maison. La maison idéale est celle qui est moins chere avec beaucoup d’espace et bien
située si possible, mais cette maison idyllique n’existe pas. Notre acheteur va donc de-
voir identifier les meilleurs compromis possibles correspondants a son budget. Tradi-
tionnellement, Les problemes multi-objectifs ont été abordés comme problemes d’op-
timisation mono-objectif apres la combinaison de plusieurs critéres dans une simple
valeur scalaire. De 1’autre c6té et pendant les dernieres années, il y a eu l’apparition
d’un certain nombre de méta-heuristiques multi-objectifs dont le but est d’obtenir un
ensemble de solutions de compromis pour des problemes d’optimisation multi-objectif
dans une seule exécution et sans besoin de convertir le probleme en mono-objectif
au risque que celui-ci perd sa signification. La plupart de ces techniques ont réa-
lisé un grand succes dans l'optimisation des problemes réels multi-objectifs.Hamad.S

[2008.]&Berro.A [2001.]&Siarry.P [2002.]

CONCEPTS DE BASE

Un probléeme d’optimisation multi-objectifs (Multi objective Optimisation Pro-
bleme (MOP)) ou multi-criteres est un probleme dans lequel nous optimisons simul-
tanément plusieurs fonctions "objectifs" souvent contradictoires et il est défini comme
suit :

F(x)= (fi (x), f2 (%), fi (x)) = max

Soumise a :
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Chapitre 3. Programmation linéaire multi-objectifs

Un (MOP) peut étre formulé comme suit :

max{fi (x) = Z1 (x)}

;

(MOP) | max{f (x)' = Z (x)}

scx € D

Tel que :

I
— x = (x1,X2,...,Xn) représente l’action (ou vecteur de décision) avec x; les va-
riables du probleme et 1 le nombre de ces variables 1 <j <n.

— F(x) = (fi(x), f2(x),..., fk (x)) est le vecteur de fonctions "objectifs", avec f;
les objectifs (ou criteres de décisions) et k le nombre d’objectifs (k > 2).

— D est ’ensemble des solutions réalisables qui est formé par l'intersection des
contraintes du probleme d’optimisation (MOP).
En particulier dans le cas linéaire, le probleme d’optimisation multi-objectifs est for-
mulé comme suit :

max{ci, (x) = Zi} L1 <i<k
(MOP)
scx €D
Ou:

— ¢; estun n — vecteur contenant les coefficients de la i fonction objectif, i = 1..k.

— D = {xeR"/Ax <b, x > 0} tel que : A est une m X n matrice réelle et b est un
m — vecteur réel.

— Une solution du (MOP) optimise les composantes d'un vecteur F (x) ol x est

!

un vecteur de variables de décision x = (x1,x2,...,Xy) .
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Chapitre 3. Programmation linéaire multi-objectifs

— A noter que 'ensemble des solutions réalisables D est formé par les contraintes
en général.
(8i (x) > b;,i =1..p) et (hj (x) = ¢ (x),j = 1..4) qui doivent étre satisfaites tout
en optimisant F (x).
On se limite aux problemes de maximisation, puisque la minimisation d'une
fonction F (x) peut facilement étre transformée en un probleme de maximisa-
tion
min F (x)= —max (—F (x))

3.1.1 Définitions

Madani.Bezoui

Définition 3.1 (espace de décision) Le sous espace de R" dans lequel se situe I"ensemble des solutions réalisables
D C R" est appelé espace de décision.

Définition 3.2 (espace de critéres)
Le sous espace des critéres de R* dans lequel se situe Zp qui est I'image de D dans R¥ par
U'application F (D) il est appelé aussi espace des objectifs.

Objective spaco

fa

FIGURE 3.1 — Représentation de I'espace de décisions et I'espace des criteres

Définition 3.3 (convexité)
Un probléeme d’optimisation multi-objectifs est dit convexe si toutes les fonctions objectifs
sont convexes et I'ensemble des solutions réalisables est convexe. L'ensemble D est dit convexe
si tout segment joignant deux points quelconques de D est inclus dans D.
xeD et yeD <« [xy]CD
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FIGURE 3.2 — Ensemble convexe

FIGURE 3.3 — Ensemble non convexe

3.1.2 Points particuliers

Le point idéalle point anti-idéal, point de référence et le point nadir. Pour les
trouver il faut résoudre des problémes mono-objectif Madani.Bezoui

Point idéal :

Cest le vecteur Z = (maxZ; (x),maxZ; (x),...,max Zg (x)),x € D.Ce point est
généralement non réalisable car sinon les critéres ne seront pas contradictoires.

f2 A Point idéal

A

FIGURE 3.4 — Le point idéal
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Dans cet exemple l'intersection des droites perpendiculaire de est appelé point
idéal.
Point anti-idéal :

C’est le vecteur défini par :Z = (min Z; (x) ,min Z, (x), ..., min Z; (x)) .

Le point anti-idéal n’est pas réalisable en général Z ¢ Zp.

f2 A Point anti-idéal

A

FIGURE 3.5 — Le point anti idéal

Point nadir :

Le point Nadir est défini comme la pire solution efficace, il s’écrit comme suit :
Vj = miny, fi (x);Vi,j = 1.k tel que p est I’ensemble des solutions efficaces.

Vecteur de référence :

C’est un vecteur Z* = (Zik y L5, s Z,f) dont les coordonnées sont les valeurs sou-
haitables que I'on doit atteindre.

3.1.3 Notion de dominance et d’efficacité

On sait qu'un probléeme multi-objectifs n’admet pas de solution optimale du fait
que les criteres sont contradictoires, il faut donc redéfinir la notion d’optimalité connue
dans le mono-objectif pour qu’elle soit applicable pour le multi-objectifs .

En résolvant un (MOP) on obtient une multitude de solutions , on définit alors la
notion de dominance.

!

Définition 3.4 On dit que un vecteur X = (x1, X, ...xk), domine Y = (y1,Y2, ..., Yk) Si:

— X est au moins aussi bon dans tous les objectifs que Y.
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— X est strictement meilleur que Y en au moins un objectif .

Définition 3.5 (dominance forte)
Soient deux vecteurs X et Y . On dit que X domine fortement Y si et seulement si :

XZZ]/ZVZIW

et on note :
— X > Y Si X domine fortement Y

— X est meilleur que Y .

Définition 3.6  (dominance faible)
Soient deux vecteurs X et Y . On dit que X domine faiblement Y si et seulement si :

XZZyZVl:ﬁ

Exemple 3.1 Soient X = (4,3,2,5),Y = (4,2,2,1)
— X>Y

Soient W = (5,6,3,2),Z = (3,2,1,1)
— W>Z

Définition 3.7  (Pareto optimale)
Une solution réalisable x*€ D est dite efficace (ou Pareto optimale) si et seulement s’il
n’existe aucun point x € D telle que : Z; (x)> Z; (x*), Vi €{1..k} et Z; (x)> Z; (x*)pour
au moins un indice j €{1..k} .

Az
Solutions Pareto-Optimales

/ (efficaces)

X1

FIGURE 3.6 — Solutions efficaces

Définition 3.8  (efficacité forte )
Une solution x* € D est dite fortement efficace s'il n’existe aucun vecteur x € D tel que

x # x*et Z; (x)> Z; (x*).
Une solution est fortement efficace si son vecteur critere est fortement non dominé.
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Définition 3.9  (efficacité faible)
Une solution x* € D est dite faiblement efficace, s'il n’existe aucun vecteur x € D tel que
Z(x)> Z (x*).

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critere est faiblement dominé.

Définition 3.10 (Front de Pareto)
Le front de Pareto est I'ensemble des solutions Pareto optimales qui sont composées des points
qui ne sont pas dominés par aucun autre.
C’est I'ensemble des vecteurs de décision qui ne sont pas dominé.

Front de Pareto

| l

—
Meilleure Meilleure A
1

/i

FIGURE 3.7 — Front de Pareto a gauche cas max a droite cas min

Exemple 3.2  (dominance et d’optimalité au sens de Pareto)

2,

e s s pame.

h

Y

FIGURE 3.8 — Exemple (cas min)

On considere les six vecteurs de décisions suivants :

a=(ay,a2);b=(by,b2);c=(c1,c2);d = (d1,d2);e = (e1,e2); f = (f1, f2), tels que :

Soit la fonction objective F (x) = [f1 (x), f2 (x)]/

La représentation graphique de I'image de ces six vecteurs par la fonction F est fournie
dans la FIGURE 3.8. Dans cet exemple on peut écrire :
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— f : est dominé par tous les autres vecteurs.
— b : est dominé uniquement par c.

— d : est dominé par cete .

— a,c et e: ne sont dominés par aucun vecteur.

Par conséquent les vecteurs {a, c,e} sont Pareto optimaux .
Donc le front de Pareto est 'ensemble : {a,c,e}

3.1.4 Matrice des gains

Madani.Bezoui La matrice carrée de dimension k suivante :

Zn Zip ... Iy
Zyy 2Ly ... Zy
Zkl Zk2 oo Zkk

Ou:
Zi = MaXyep Z,‘ (X) = Zl' (X])VZ,] =1.
Avec Zi]' = Zi ()_(]) ,Vi,j = Tk

est appelée matrice des gains.

k,

3.1.5 Caractérisation des solutions efficaces

Nous présentons quelques caractéristiques qui permettent de tester l'efficacité
d"une solution réalisable :

Théoréme 3.1 (Théoreme d’Eker et Wendell)
Soit x* € D un vecteur de décision donné et & un vecteur quelconque de D
x* est efficace pour (MOP)<=> x*
est solution optimale de probleme auxiliaire

min ¥y f; (x)

Exemple 3.3  Soit le probleme suivant :

45



Chapitre 3. Programmation linéaire multi-objectifs

min (—3x1 — xp, X1 + 2x2)
3x1 — X2 < 6
X2 S 2
x1, %2 € Ry

(P)

f1 (X)S fl (f) = f1 (1,1):> —3x1—x < 4

fz (x) < fz (JZ) Zfz (1,1) =x1+2x <4

En résolvant (Pz) par la méthode du simplexe, sa solution optimale x* = (2,1)". Donc
x* est efficace pour (P)

Théoreme 3.2 (Théoréme de Benson)
Soit le probleme uni-critére suivant :

maxf = Eé‘zl €
xeD
fi(x)+e = fi(x*);Vi=1.k
€ >0,Vi=1.k

(Pe (x%))

Soit x* une solution réalisable donnée, alors :

1. x* est efficace pour le probleme (MOP) <= la valeur optimale de la fonction "objectif
" est nulle dans (P (x})).

€

2. Si 6opt # 0 pour la solution X de (Pe (x*)) : % est efficace pour (MOP)
Exemple 3.4  Soit le probleme multi-objectifs (MOP) suivant :

min (x7 — 2x2; —x1 + 4x2;2x1 + x2)
—2x1+x <0
(MOP) 0 <3
Xy <2
x1,x2 € Ry

Vérifions si la solution réalisable x* = (0;0)est efficace en utilisant le test de Benson :
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maxf = €1+ €+ €3
—2x14+x <0
x1 <3
Xy <2
filx)+er=f(x") <= x1—2x+e =0
fL(x)+e=fi(x!) <= —x;+4x+ e =0
fa(x)+es=f3(x!) <=2x1+x+e=0
X1,X2,€1,€2,€3 > 0

la solution optimale de (Pe(x*)) est x1 = 0,x2 = 0,1 = 0,&p = 0,63 = 0
=0opt =0=x! = (0,0)" est efficace pour (MOP)

3.2 METHODES DE RESOLUTION D'UN PROGRAMME MULTI-OBJECTIFS

3.2.1 Meéthode du simplexe multi-objectifs

La méthode du simplexe multicriteéres consiste a générer un premier point efficace
a partir d’une solution de base réalisable, puis a énumérer tous les autres points effi-
caces cependant cette méthode ne teste pas toutes les bases car certaines sont dominées
de maniere évidente.

Ftant donné le probleme :

;

max Z; = c'x = f (x)
max Z, = c?x = f (x)
(MOP) :
max Z; = fx = fi (x)
Ax=b,x>0

D={xeR"'Ax=b,x >0}

Le tableau du simplexe (en considérant séparément chaque objectif) est donné par
le tableau ci-dessus .

Dans ce tableau, on suppose sans perte de généralité que les m premiéres variables
sont dans la base, soient :

Js=Ensemble des indices basiques

Jg = Ensemble des indices hors base.
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ct (o [ = S o S I 7
c? CE || Ch | Claq | | CF [
ck [ i | Chen | | €F [
Cs | C5 | ¢f | c§ |base |B T Ay | My | |y [
et i | e¢f |cf | a b, 1 0 E70uu I ISP
0 0
0 0
Cr%l Cr;;L C,{:l Cr’i‘l @y bm 0 1 41 | oooeeeeees xrn.j
0 0 0 Al af
0 0 &
0 0 AR I N B
0
0 o |o FY N I Y I

TABLE 3.1 — Simplexe multi-objectifs

Zs=c"b

Z% =c"b
Zy =

ZE = c"b

Le test d’efficacité

Théoréme 3.3  Soit x € D est efficace (respectivement faiblement efficace) pour le (MOP) (linéaire).
Si et seulement s’il existe : A € A = {/\ € Rk/ 2?:1 Ai=1A > 0}

Respectivement 3 A € A = {A € Rt/ Z;-‘Zl Ai=1A > O} tel que X maximise le pro-

bleme des sommes pondérées donné par :

max A'c’x
(Py)
scx €D

Théoréme 3.4 Si D posseéde un point efficace, alors au moins un point extréme de D est efficace.
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Preuve

Soit X un point efficace de D , d’apres le théoréme 3.3 il existe A € A tel que
Nc'x =maxA'cdx ,x e D

Comme une fonction linéaire atteint son maximum en un point extréme, donc X
est extréme efficace.

Théoréme 3.5 soit x € D un point extréme associé a une base efficace B alors x est efficace .

Preuve

Puisqu’il existe un A € A pour lequel B est une base optimale par le théoréme 3.4,
x est efficace.

Théoreme 3.6  Soient B et B deux bases efficaces adjacentes obtenues a partir d'un pivot efficace, et soient x et
X les points extrémes associés a B et B respectivement.
Alors 'aréte (x, X) est efficace.

Théoreme 3.7  Soit (x,v) une aréte efficace infinie de D , alors x est un point extréme associé a une base
efficace B .
De la théorie de simplexe uni-critére on a :
1. A;: Yoreis cfxrj — c;:,j € Jy,Vi=1.ket Zé = Yrejs b, ¥r = 1.k.
Si:A}ZO,VjE]H:
alors xX° = (b,0)(b € R™",0 € R"™™) est une solution maximale pour le critere i .

2. si on introduit la j""variable dans la base nous obtenons une nouvelle solution x1 et un
nouveau vecteur Zo = Zy — GjAj ou :

S, | A || %@ ) A
0= . - . - Y .
A 'k :

z§ Z A

9] = min{f—:j/xr]- > O},Vje]H,r €Js

Remarque 3.1 1. Soit X une solution basique réalisable.
S'il existe un j € |y tel que tous les A} < 0 avec au moins une inégalité stricte et si

9j > 0, alors la solution courante X est dominée.

En effet : Si on introduit la j*" variable a la base ,on obtient un point extréme x'

adjacent pour lequel :Zy > Zo, avec au moins une inégalité stricte car : 0, <0 donc

Zo=2Z0—0,/j < Zg
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S’il existe un j € Jy tel que A;- > 0 avec au moins une inégalité stricte et si de plus
9j > 0, alors I'introduction de la j*"¢ variable de la base meéne a une solution dominée.

En effet : si on introduit la variable j a la base, on aura un nouveau point extréme
x! pour lequel
Zo=2Zy— QJA] < Zy

avec au moins une inégalité stricte.

2. soit x une solution basique réalisable s'il existe j1, jo € Ju , tel que :

0,7, < 0,Aj, avec au moins une inégalité stricte, alors l'introduction de la variable
d’indice jp dans la base conduit a une solution dominée par celle résultant de 'introduction de
la variable d’indice j;.

En effet :0;,A;, < 0),A}, avec au moins une inégalité stricte cela implique que Zy — 0;,\j, <
Zo — 0;, A\j, Avec au moins une inégalité stricte.

Résumé de la méthode

1. S'il existe un indice ie {1..k} tel que A; >0, V] € ju, alors le i critere est a son
maximum et la solution basique correspondante est non dominée a condition
qu’il n’existe pas de colonne k avec A} =0, Vk € jy

2. D’apres la remarque précédente, seules les colonnes (variables) non comparables
a zéro et les variables j, keJy tel que : ;A incomparable a 6;A; sont admissibles
pour une introduction dans la base.

Dans ce cas, on ne peut pas dire si la solution correspondante ¥ est dominée ou pas.
Pour cela, on considére le test dit de dominance énoncé par le théoreme :

Théoréme 3.8 (test de dominance)
Soit le probleme :
k
maxov = Z €
i=1

dx—6=cx
xe€D={xcR"/Ax =b,x > 0}

beR"$>0,xeD

Alors :
— X est efficace si et seulement : maxv = 0.

— X est dominée si et seulement si : maxov > 0
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Exemple 3.5 Soit le probleme :

max Z1 = 0.4x1 + 0.3x,
max Z, = x1
x1 + x2 < 400 (3.1)
2x1 + xp <500
x1 > 0;x >0

max Z1 = 0.4x1 + 0.3x,
max Zy = X1
(3.1) <= x1 + x2 + x3 = 400
2x1 + x2 + x4 = 500
xi>0;vj=1...4

x1 = (0,0,400, 500)/ est une solution de base réalisable associé a la base
Le tableau de simplexe initial est :

Ct 0.4 0.3 0] 0

C? 1 0 0] 0

CL|cC2 Base B 1 a, | asz | ag
0 0 as 400 1 1 110
0 0 ay 500 2 1 011

T—
Zy = ( é% ;g > Al | =04 | —03|0 ]| 0
A? -1 0 010

Il n'existe pas un i € {1.2} tel que o A; > 0Vj € Jg = {1.2} donc aucun objectif
n’est 4 son maximum.

Ay < __Of )s 0 = x! = (0,0,400,500) est dominé.

61 = min {0, 30} = 250( atteint pour r = 4)

0> = min {0,300} = 400 (atteint pour r = 3)

—04 ~100
6101 = 250 _
—1 —250
—03 —120
02, = 400 _
\ 0 0

Donc 6171 est incomparable a 6,0,

51



Chapitre 3. Programmation linéaire multi-objectifs

Introduisons ay dans la base a la place de ay, on aura alors le tableau suivant :

ctl o4 |03]0]O

C? 1 0 o] O

Ci |3 Base B a a, | asz | ay
0]0 as 150 | 0 1] F
04 ] 1 i 250 | 1 R

T _
Zo = < % _ ;gg ) Al | —04 | -01|0 |02
A? 0 o] 1

Il existe un i = 2 tel que tel que A; > 0 VjeJn ce qui implique que le deuxiéme critere est

4 son maximum.

Le point extréme x* =

0> = min { %, %
04 = min{%
02N>, = 300 <
0,A4 = 500 <
0r Ay < 0474

(250,0,150,0) est non dominé.
= 300 (atteint pour r = 3).

= 500 (atteint pour r = 1).

—01\ [ -30
05 |/ \ 150
02\ ( 100
05 ) \ 250

Donc ay rentre dans la base et a3 sort de la base d’apreés la remarque, dressons alors le 3™

tableau du simplexe

ct 04103| 0 0
C? 1 0 0 0

CL | CZ | Base B a1 | a | a3
03| 0 az 300 0 1 2 | -1
04| 1 ap 100 1 0 |-11]1

T—

2= (10 ) | 0| 0020
0 0 |-111

A > 0, alors le premier objectif est a son maximum et puisqu’il n’existe pas de colonne k

telle que A,l = 0 avec k € Jy alors x3 = (100, 300,0,0) est non dominée.

05 = min {3} = 150 (atteint pour r = 2).

04 = min {120} = 100 (atteint pour r = 1).
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( 2
055 = 150 0 = 30
-1 —~150
B8, — 100 0.1\ _( 10
1 100

On remarque que 03A3 est incomparable a 04A4. Puisque l'introduction de a3 dans la base
conduit a une base déja explorée, donc on introduira ay.
Dressons alors le 4°™ tableau de simplexe :

Ct 04 (03] 0 0

C? 1 0 0 0

Cy | C3 Base B a; | ay | a3 | as
03] 0 a, 400 1 1 1 0
0 0 ay 100 1 0| -1|1

T _
Zo = ( Z%%_:léo ) Al | —01] 0 03] 0
A? -1 0 0 0

Il n'existe pas un i € {1.3} tel que A; > 0 donc aucun objectif n’est a son maximum.

Aq < __Oil > < 0= x* = (0,400,0,100) est dominé.

Finalement, en considérant le probleme initial 3.1 seuls les points extrémes x> = (250,0)
et x> = (100,300) sont non dominés avec :

()i (2)

On a recensé deux solutions efficaces.

Conclusion :

La méthode du simplexe multicritéres nous apporte clarté et précision dans toutes
ses étapes donc facilite ’application, cependant en pratique, elle peut étre non efficace,
car la solution désirée peut étre sur aréte et non un point extréme efficace.

3.2.2 Méthode de la somme pondérée

C’est 'une des premiéres approches utilisées pour résoudre les problémes multi-
objectifs (MOP) . Elle consiste a transformer un probleme multi-objectifs en un pro-
bleme mono-objectif, comme étant la somme pondérée des différentes fonctions "ob-
jectif" du probléme initial. En affectant a chaque objectifs un poids qui représente 1'im-
portance relative que le décideur attribue a 1'objectif. Cette méthode est la plus simple
des méthodes d’optimisation multi-objectifs. La transformation que ’on effectue est la
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suivante : .
<PA) max Zizl )\l‘fi (x)i
x €D

— D : représente le domaine réalisable.

— N> 0i=1.k Y A =1
A; : appelé le poids, est une pondération associée au critére, cette pondération permet
d’exprimer des préférences sur les criteres de décisions.

Théoreéme 3.9 Toute solution optimale du probleme (Py) est une solution Pareto optimale pour le probleme
(MOP) si seulement si tous les A; sont strictement positifs i = 1..k .
Si le probleme (MOP) est concave (en particulier linéaire) si (x*) est solution Pareto
optimale de (MOP) alors A = (A1, A2,..., Ax) avec (A; > 0,i =1...k) chaque (x*) est
solution optimale de (Py) .

Remarque 3.2 Les résultats obtenus dans la résolution du probleme mono-objectif paramétrique (P,) dé-
pendent largement des parametres choisis pour le vecteur de poids A. Aussi, les différents poids
A; doivent étre choisis en fonction des préférences associées aux différents objectifs. Le principal
avantage de cette approche réside dans le fait qu’elle garantit I'optimalité Pareto de la solution
trouvée.

3.2.3 La méthode epsilon-contraintes

Cette méthode consiste a maximiser un objectif f; pour ie {1...k} tout en considérant
que tous les (k — 1) objectifs f; i # j doivent étre supérieurs a certaine valeur € € R,
En général, le choix de 1’objectif f; a maximiser ( décider par le décideur ) est celui
que le décideur souhaite maximiser en 1° priorité
Le probleme peut s’écrire :
max f; (x)
(P e) = xeD

fi(x) >e,Vi#jj=1k
la perturbation des valeurs seuils €; permet de générer un ensemble des solution
efficace .
Théoréme 3.10  La solution optimale pour le probleme (Pe) est Pareto optimale pour (MOP).

Théoréme 3.11  Un point x* € D est efficace pour le (MOP) si seulement si :
x* est solution optimale de (Pe) pour chaque ie {1..k} oit €; = f; (x*) .

Remarque 3.3 — Les parametres €; sont choisis par le décideur.

— En faisant varier les €; dans les deux méthodes, on peut générer un sous-ensemble de
I'ensemble Pareto du (MOP).
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Exemple 3.6  Résolution du probleme (MOP) suivant avec la méthode € — contraintes en considérant le
critere 3 comme prioritaire et € = (€1,€2) = (1,3).

min f (x) = (f1 (x) = =3x1 + x2; o (x) = x1 + 2x; f3 (x) = 2x1 + x2)
3X1 — X2 < 6
Xy <2
x = (x1,x) € RZ

(MOP)

min fi_3 (x)
(Pe) xeD

fi(x) <, ¥j#3(j =13)

min 2xq + xp
3x1 — xp
Xy <2
fi(x)<er= -3x1+x <1
fo(x) <€ = x1+2x <3
x = (x1,x) € RZ

En résolvant (Pc) par le simplexe, sa résolution optimale x* = (x1,x2) = (0, 0).
Donc d’apres le théoreme 3.10, est Pareto-optimale pour le probleme (MOP).

CONCLUSION

Dans les trente derniéres années, la plupart des travaux réalisés dans le domaine de
la recherche opérationnelle ont porté sur la programmation linéaire multi objectifs. Les
raisons principales de cet intérét sont d'une part le développement de la programma-
tion linéaire mono-objectif en recherche opérationnelle et la facilité relative de traiter
de tels problemes, et d’autre part I'abondance de cas pratiques pouvant étre formulés
sous cette forme.
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

INTRODUCTION

En programmation linéaire mono-objectif ou multi-objectifs, on peut se trouver
face a des situations ou les données sont incertaines ou imprécises de nature floue et
des cas ot les contraintes et/ou les objectifs ne sont pas des impératifs stricts. Aiche.F

[2013.]
On distingue deux cas entre autre :
— Le cas ou les inégalités (ou égalités) sont relaxées, on parlera du programme
flexible.
— Le cas ol1 les données imprécises sont représentées par des ensembles flous on
parlera de programmation robuste.Kacher.F [2006.]

4.1 PROGRAMMATION FLEXIBLE

4.1.1 Programmation linéaire flexible

Kacher.F [2006.]
Décision dans un environnement flou

La décision qui doit satisfaire 1’objectif et les m contraintes est donc représentées par
un ensemble flou, l'intersection de ces derniers et dont la fonction d’appartenance est
up telle que :

pup(x)=min (p; (x) /i = 0..m)
La meilleure décision est déterminée par la résolution du probleme suivant :

max (pp (x) /x € X) = max{min (y; (x) /i = 0.m) /x € X}.

Résolution d’un programme linéaire flexible

Aiche.F [2013.] Kebbal.S [2018] Kacher.F [2006.]
Considérons le programme linéaire flexible suivant :

maxZ = c'x
SC
~ _ .1
Apxdb;, i=T.m (4-1)

x>0
0 € {<,=,>} sont les versions flexibles de <, =, > respectivement.
La notation ~ désigne le fait que 1’objectif et les contraintes ne sont pas des impé-

ratifs stricts.
Selon Zimermann, le programme (4.1) peut s’interpréter comme suit :
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vers le multi-objectifs)

x € (RT)" telle que :

(4.2)

Zy : est une valeur fixée.

L'objectif flou et les contraintes flous peuvent étre représentés par les en-
sembles flous respectifs U et U;, i = 1..m dont les fonctions d’appartenance
sont respectivement g et y;, i = 1..m définies selon que 6 est <,=, ou >

comme suit :
— fest i :

It

( 1 SiAiSbl'

SibiSAixgbi—f—di

0 siAix>b;+d;

1i=1.m

b by+el A

FIGURE 4.1 — Contraintes du type A; (x) <b;, i = 1.m

I

— 0O est
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1 si Aix = bi

.d: L sibh; < Ajx < b+ d;
pi (x) = pi (Aix) =

_di‘ Sibi—diSAiXSbi

0 siAjx>b+d;, Aix <b;—d;
{ i=1.m

Ll Byxly

L=a
=8
o
[=n
i="

L 4
1=
=

— Best >:

1 si Aix > bl‘

1-— bi_{jll_q"x si bi — dz' < Al-x < bi

0 si Aix<b;,—d;

L i=1.m

59



Remarque 4.1

Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

Hildam)

FIGURE 4.3 — Contraintes du type A; (x) >b;, i = 1.m

La méthode flexible joue un role identique a la fonction objectif et aux contraintes,
on détermine la fonction d’appartenance de la fonction objectif de la méme maniére
que les contraintes. Il faut fixer un objectif a atteindre et le degré de satisfaction.

Méthode d’agrégation des degrés de satisfaction

Il s’est basé sur le principe d’agrégation de Bellman et Zadeh pour déduire
une fonction objectif finale a maximiser. Cette fonction exprime le degré
total de satisfaction yp (x) = min (y; (x) /i = 0..m).

Chercher la solution qui réalise le meilleur degré de satisfaction. La so-
lution optimale est alors déterminée par résolution du probleme détermi-
niste :

max (pp ()

Qui est équivalent au probleme suivant :
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vers le multi-objectifs)

Exemple 4.1

;

On considere le programme flexible suivant :

max Z = x1 + 3x
SC
2x1 —xp > — 4
(4.3)
5x, <2

X120, x>0

On détermine les fonctions d’appartenance de I'objectif et des contraintes sachant que I'objectif
n’excéde la valeur Zy = 4 et que les écarts de tolérance de I'objectif et des contraintes sont
respectivement dy =1, dy =2 dp = 3.

Selon Zimermann, le programme devient :

Transformation de I'objectif :

po (x) =

= Ho(x) =

1—

x1+3x2§4
SC
2X1—X2§—4

5XZ§2

x1 20, x>0

1 six;+3x <4
x1+3xp—4
1

sid<x1+3x <5

0 six;+3x;>5

1 si x14+3x <4
—x1—3x+5 si 4<x1+3x <5

0 si x14+3xp>5

Transformation de la 1ére contrainte :
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1 si 2x1 —xp > —4
pr(x) = 1— =22t 5 6 <2y —xp < —4
0 si 2x1 —xp < —6
1 si 2x1 —xp > —4
m (x) = w si —6<2x;—x, < —4
0 si2x1 —xp < —6

\

Transformation de la 2éme contrainte :

;

p2 (x)

p2 (x)

1 si bxy, <2
1-2-2 5 2<5x <5
0 si bxp >5
1 si bxy <2

=0t5 i 2 <Bxp <5

0 si bxp >5

Le probleme déterministe (PP) associé a (4.3) est :

¢

\

max A

SC
—x1—3x2+5
)\S 1 12

2x1—x2+6

A< =
—5xp+45

A< =2

0<A<1,x12>0, x>0
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max A
SC

A4+x1+3x+x3=>5
2V —=2x1+ x4+ x4 =16
BA+5x2+x5=5
Adxg=1

% >0,j=1.6 1>0

Résolution du probleme (PP) par la méthode du simplexe.

c O j]o0|O|O0O]|]O0O] O 110
Cp | base | B | x1 | xo | X3 | X4 | X5 | X¢ | A
0| x3 | 5 1 3/]1]0/|01] 0 1 1|5
0| x4 | 6|—-2|1]0|1 0|0 2 |3
0| xs [5]0][5]0]0]1]0]3]3
0| x¢ 1 O j]0|O0O|0]O0]1 1 |1
Ai]0O]0]0JO0O]O0O] 0|1
0| x3 | 4 1 31100 -1|0
0 x |4 =2]1]01]0][=2]0
0| xs | 2] 0 |5]0]|]0|1]-3|0
1 A 1 0O |]0|O|O0O]O0] 1 1
Ai]0OJO0OJ]0O]0O]0] 1 0

Infinité de solutions optimales d’apres I'algorithme.

4.2 PROGRAMMATION ROBUSTE
La programmation robuste couvre des problemes ot1 les coefficients des contraintes

sont des données imprécises et I'inégalité (égalité) est remplacée par inclusion C .Lu-
handjula.M.K. [2004.] Kebbal.S [2018]
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4.2.1 Programmation linéaire inexacte (Solster)

Un programme linéaire inexact est un programme de la forme :

7Z = maxc'x

(Psy) { x1K1 + x2Ka + ... + x,K,, [C] K

x]->0,j:1...n

Ou : (K]') ; ] = 1...n et K sont des ensembles convexes de R"; C est I'inclusion
entre ensemble et + représente 'addition ensembliste, elle est définie comme suit :
Soient A et B deux ensembles, alors A+ B ={a+bac A et be B}

4.2.2 Résolution d’un programme linéaire robuste (flou)

Un programme linéaire inexact est un programme de la forme

( !
maxc x

S.C
(PR)S mOAenohe.. . ex,0A,[Cb

xi>20,j=1...n

\

Ou : (Aj) , j = 1...n sont des sous-ensembles flous de R et « &» addition des
ensembles flous et [C] inclusion entre ensembles flous. On représente 1’ensemble des
contraintes de (Pg) par :

E={xeR" /xi0A80046...&x,0A,[C]b /x>0}

Théoréme 4.1 Bierlaire.M [2006.]
On dit que xo € E , est optimal pour (PRr) , si et seulement si xo € E est optimal pour le
programme suivant :

7Z = maxc'x

(PR1> xlA% + szg +...+ an% [g] b~0‘, S [O, 1]

x]-ZO,jzl...n
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(Pr,) est un programme semi-infini, c’est-a-dire un programme avec une infinité de
contraintes. En supposant que les images des fonctions d’appartenances des sous-ensembles
flous sont discrétes et finies, on obtient un programme linéaire avec un nombre fini de
contraintes comme suit :

Luhandjula. M.K. [2004.]
Si

Imij ={ay,00,...,0p} avec 0 < oy <y < ...<ap, <1, alors:

xeE={xeR" /xi0Ad0n0Ad.. . &x,0A,[C]b /x>0}
Si et seulement si

x € E' = {xj AT + 0 AJ 4 -+ 4 x, Ak C D%, k=1...p, x>0,j=1...n}

Cas des nombres flous

Aiche.F [2013.]

Si les composantes 7;; de A et b; de b sont des nombres flous dont les ensembles
de niveau respectifs sont des intervalles compacts.

Alors, le programme (Pg, ) s’écrit sous la forme suivante

4
Z = maxc'x

~0 =01 ~01 =K1 ~01 =M1 ~q; #H1

[ﬂﬁfall} X1+ [Qﬁ/ alZ} X2+ ...+ [Qliﬂaln} xn [C] [Ql by }
~X) ~X) ~Xy =K2 ~Xy =X2 C Bl’(z E“z

(Pr,) 53, @53 ) X1+ |33, ) | Xo+. .+ |82, 00, | Xn [C] |by", by

Sy =0 Sy =hp Ay = zag TP
{le,aml} x1+[am2,an2} Xo+. ..+ [amn,am”n} Xy [C] {bm,bm

xj>0,j=1...n, k=1...p
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— Ef}’“ = {x ER /pg (x) > uck}.

— EZ’“ = inf{x ER /u (x) = ak}.

=0k

— b

ij = Sup {x eR  /ug (x) = “k}-

Remarque 4.2 Kebbal.S [2018] .
Puisque d;; de et b; sont des nombres flous donc ce sont des ensembles flous convexes

normalisés de R . Les ensembles ﬁ?;" et b’ sont des convexes dans R, et par hypothese ﬁ;’}" et

bl sont compacts.

2 ~ ~ =l 7 Top T
Par conséquent : a?}k = {Qg-k,a?}k} bl = [Qik,bi }

Exemple 4.2 En posant x = 0.6 et en utilisant I'algorithme du simplexe, on trouve la solution optimale du

probleme
max Z, = 3x1 + x2

max Z, = x1 + 3x»

B1x] +@x Ch
S.C
x120,x0>0

Sachant que :
a; ={(2/0.4),(1/09),(5/0.2),(5/0.7)}.

& = {(1/03),(3/0.6),(—2/0.1),(4/0.8)}.

b=1{(5/06),(2/0.1),(4/0.2),(-3/0.7)}.

On aura :
max Z, = 3x1 + x»

max Z, = x1 + 3x»

[1,5] x1 + [3,4] xo C [-3,5]
S.C
X120, x>0
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
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max Z, = 3x1 + X7

max Zp, = x1 + 3x7
X1+ 3x, > =3

S.C 5X1 +4XZ S 5

x120,x2>0

max Z1 = 3x1 + x»

max Z, = x1 + 3x»
—X1—3x2+x3=23

S.C{5x1+4xy+x4=5

Xj > 0, ] =1...5
Initialisation :
X X1 X2 | X3 | X4
cl] 3 1 oo
C’l 2] 3]07]0
CL|C2 Base Bla | a |a3] a4
0 0 az 3 1-1|-3|11]0
0 0 ay 5 5 4 | 0|1
_( %=0 1
Zo = < Z(% _0 ) A -3 -1101]0
A —-1]-3]0T]0

Les composantes du vecteur des estimations sont données par : A]:c’Baj —c,j=1,...,5

Il n’existe pas un i € {1.2} tel que A;'- > 0Vj e Jg = {1.2} donc aucun objectif n’est a
son maximunmn.

A < :g >§ 0= x!=(0,0,3,5) est dominé.

61 = min {2 } = 1( atteint pour r = 4)

0, = min {2} = 3 (atteint pour r = 4)
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vers le multi-objectifs)

(m1(7)-(7)
ma=t( )= (5)

Donc 011 est incomparable a 6,A;

Introduisons ay dans la base a la place de ay, on aura alors le tableau suivant :

X X1 X2 X3 | X4
Clls3] 1 oo
c’l1 3 010
C}S C% Base B |ay | ap | a3 | ag
00 a3 4o =2]1]1
31 2 1]z 2 ]0]=
Zy =3 1 7 3

2 —
A0 0]

Il existe un i = 1 tel que tel que A; > 0 Vjen ce qui implique que le premier critere est d

Son maximum.

Le point extréme x*> = (1,0,4,0) est non dominé.
0 = min {2} = 2 (atteint pour r = 1).

04 = min {2,5} = (atteint pour r = 3).

pesi(5)- (4
wci(1)-(1)

Donc 0, est incomparable a 6474
Introduisons ay dans la base a la place de ay, on aura alors le tableau suivant :

|
— Ul
s

VR

U"‘
L
—_

Ull= U1f=
TSI,
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X X1 X2 | X3 | X4

cl| 3 oo

Ccl1]3]07]0

CL|C2 Base Bla |a|az]| ag
0 0 as % % o |1 %
1|3 a >l 31073
zZh =2 -7 1

Zy = < S _ 15 > AV ZFZ o |0 g

v AT Tolol] 3

4 4

Il existe un i = 2 tel que tel que A; > 0 VjeJy ce qui implique que le deuxiéme critére est
4 son maximum.

Le point extréme x> = (0, %, %, 0) est non dominé.
61 = min {27,1} = 1 (atteint pour r = 2).

0, = min {¥,5} = 5 (atteint pour r = 2).

(1))
(1) (3)

Donc 0171 < 0474

Donc ay rentre dans la base et a3 sort de la base d’apres la remarque, cella conduit a une
base déja explore I'introduction de la colonne ay en base conduit a une solution dominée

donc le processus s’arréte.

Conclusion nous avons deux solution efficaces .

NN,
—
|G o

4.3 CHANCE-CONSTRAINED PROGRAMMING WITH FUZZY COEFFICIENTS
(PSEUDO STOCHASTIQUE) :

Dubois Dubois.D [1987.] a montré que la méthode «Chance- constrained program-
ming» peut étre appliquée aux contraintes en présence d’intervalle flous. Cette der-
niere permet de transformer les contraintes floues en des contraintes déterministes

équivalentes, par exemple :
Dubois a remplacé dans « Chance-constrained programming» due a Charnes et

Cooper Coper.W [1959.], probabilité par :
— Possibilité.

— Nécessité.
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Remarque 4.3

Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

Compte tenu des relations existantes entre possibilité et nécessité (définies dans cha-
pitre 1 ) a savoir que nécessité d'un ensemble flou est inférieure a sa possibilité, il a
été déduit que les contraintes résultantes du deuxiéme cas sont plus fortes que celles
résultant du premier, donc on distingue entre les deux comme suit :

1. Contraintes faibles :
max cx

!

(Py) pos(Liy i © xj < bi)>w;,i=1.m

X]ZO,]:W

2. Contraintes fortes :

p
maxcx

(Py) nec(Z]f»l:l ajj ©xj < 51-) >, i=1.m

X]' > O, ] = W
Néanmoins, pour les deux autres possibilités notées pos3 et necy, les contraintes
suivantes sont intermédiaires :
— Avec poss :
( max cx

(PP3) POS3(Z7:1 aij © xj < Ez) >w;,i=1.m

X]' 2 0, ] =1.n
— Avec necs :
( max cx

—_

(PnZ) HECQ(Zglzl ﬁi]' © x;j < El) >ua;,i=1.m

—_

ijo,j: N

\

D’apres les préliminaires on a : soient A et B deux ensembles flous d'un méme référentiel X
quel que soit & €]0,1], on a :

— (A+B)*= A"+ B~

— (AA)" = AA~

En vertu des propriétés de pos,nec,pos3 et nec; qui consistent a transformer les
inégalités entre ensemble flous en inégalités entre nombres réels Dubois.D [1987.] les
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contraintes ci-dessus énumérées peuvent s’écrire sous formes linéaires déterministes
comme suit :

1. Cas des contraintes faibles :
max ¢’ x

" ‘ —a; ' L . B N I
(p;) Liadyy <b , i=Tam Ouay =lay,a) bt = [b,b

x]-20 , j=1l.n

2. cas de contraintes fortes :

max c¢’x
" —1—a; ~1—a; . — —n =N
P)'{ DA <Y =T ot = [al 4,
Xj > 0 , j=1n
=1—a
Tl-a _ [fl-o 7
by =1[b b ]
3. cas des contraintes intermédiaires :
- En utilisant pos3 :
max c'x
! —=1—u: =i _
(Pp3) Y dj a’xj <b , 1=1.m
x; > , 1=1.n
=0 ]
- En utilisant nec2 :
max ¢’x
" e ~l—u s E—
(P2) § Yiadix<b ™, i=1lm

Exemple 4.3 Résoudre le programme linéaire flou suivant :

max x1 + 2x»

max4x1 + xp

ixl + QXZ < 5
(4-4)

s.c{2x;+1x < 4

x120,x>0

m,m =1,2,4,5 sont des intervalles flous dont la fonction d’appartenance :
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

0 six<m-—1

x—(m—1) sixe€lm—1,m]

pim (x) =
—x+m+1 six¢€lmm+1]
0 six>m+1
On a pour
—m=1:
0 six <0
x si x €]0,1]
pi(x) =

—x+2 six€]l,2]

L0 six > 2

On trace le graphe pour obtenir 1 et 1" qvec o = 0.8 1¢= [i“ja]

) 1

1]

0.8

L J

pour déterminer 1°° on a x€]0, 1]

C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations : y = x et y = 0.8
0.8

17 =08.

. =08
pour déterminer 1 ona x€]1,2] :
C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations :
y=—x+2ety=20.8

—x+2=0.8
doncx =1.2
=0.8 ~
donl =1.2,1%=0.8,1.2]
— m=2:
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

0 six <1
x—1 six€]l,?2]

—x+3 six€]2,3]

0 six >3

\

On trace le graphe pour obtenir 3" et 3 avec o = 0.8 3%= [2“,5“}

A J

pour déterminer 3" on a x€]1,2] :
C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations y = x — let y = 0.8 qu’on
peut déterminer comme suit :

x—1=08=x=18
doit 2" =18
. =08
pour déterminer 2 ona x€]2,3] :

C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations
y=—x+3ety=0.8

doitx =22

=0.8 ~
doit2  =22et donc 198=[1.8,2.2]
— m=4

(0 six <3
x—3 six€]3,4]

—x+5 six€l4,5]

0 six>>5

On trace le graphe pour obtenir 4" et 1" qvec = 0.8 Ar= [éa,ia}
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Y

pour déterminer 3°° on a x€]3, 4]

C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations
y=x—-3ety=038

qu’on peut déterminer comme suit :

x—3=08=x=238
doin:1"° =38
. =08
pour déterminer 4 on a x€]4,5] :
C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations
y=-—x+5ety=08doux =42

=0.8 .
doind =42 et donc 4°8=[3.8,4.2]
— m=>5
(0 six <4

x—4 six€]4,5]

—x+6 six€|5,6]

0 six > 6

On trace le graphe pour obtenir 5" et 5 avec a = 0.8 5= [Sa,ga}
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v

pour déterminer 5°° on a x€l4, 5]
C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d’équations y = x —4 et y = 0.8 qu’on
peut déterminer comme suit :

x—4=08=x=438

doir: 5" = 4.8

=0.8
pour déterminer 5 on a x€]5,6] :
C’est I'abscisse du point d’intersection des droites d'équations y = —x +6 et y = 0.8 d’onr
x=>52
=08 N
d'oit5 =52 et donc 5°8=[4.8,5.2]

— Pour les contraintes fortes, en appliquant nécessité on calcule :

[l fi-a5l 4 =08

~ ~1—pn =1— ~ ~ =0.2
L= 1 =121

~ =0.2 ~

1% =02e1 =18 1°2=[02,1.8]

~ ~1—pn =1— ~ ~ =0.2
2. e =05 Y = 5108 = 302 5

~ =0.2 ~

% =12et2 =28, 2°2=12,2.8]

~ ~1—pn =1— ~ ~ =0.2
3. Al-a — [41 ""4 “] = 41-08 — [é0‘2,4 ]

~ =0.2 ~

P* =320t =48, 1°2=[32,48]

~ ~l—pn =1— - ~ =0.2
4 50 =[5 "= 5108 = 52 5]

- =202 -
592 —42et5 =58, 592=[4.2,5.]

— En appliquant possibilité, On aura le programme suivant :
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif

vers le multi-objectifs)
max xq + 2x»
max4x] + X

pos (Ix1 + 2x;

IN
(631}
SN—

> 0.8

(P)
s.c{ pos (2x1 4+ 1x, < 4) > 0.8

x1 20,0220
Qui s’écrit en utilisant les propriétés de possibilités comme suit :

max xq + 2x»
max4x; + xo

pos(1x; + sz)o's < ?18

G
8-\ pos(2x1 + ixz)o'8 <4
x1>0,x0>0
Et:

max x1 + 2xp
max4x1 + xp

0.8

B . 8
17 x + 20'8x2 <

o,

(Pr')
s.C

. s =08

383 4 1%, < 1
x1>0,x>0

En remplagant %8508 5

—0.8 =0. ) ] )
5 4 pour leurs valeurs déterminer ci-dessus, on obtient le pro-
gramme linéaire (PY) suivant :

max xq + 2xp
max4x; + xp

0.8x1 +1.8xp <5.2

s.c¢ 1.8x1 +0.8x, < 4.2

(X1 >0,x2 >0
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Pour résoudre (P{) on applique la méthode du simplexe multi objectif :
Transformons le programme sous forme standard en ajoutant les variables d’écart x3,x4

max xq + 2xp
max4xq + xo

0.8x1 +1.8x) +x3 =5.2 (Pf)

s.cq 1.8x1 +0.8xp + x4 = 4.2

x120,x2>0

On trace le 1er tableau :

X X1 X2 X3 | X4

C]13 C% Base B | a1 | ap | a3 | aa
0 0 az 52108128 1|0
0 0 ag 42118108 |0 | 1

_( % =0 1
Zo—<23:0> A -1 -2]0 | o0

A —4]-1]0]o0
Il n'existe pas un i € {1.2} tel que o A; > 0Vj € Ju = {1.2} donc aucun objectif

n’est i son maximum.

A < :1 >§ 0= x! =(0,0,5.2,4.2) est dominé.

61 = min {32, 12 }= 32 ( atteint pour r = 4)

6, = min {%, %} = % (atteint pour r = 3)
( o -1 —4.2
_ 4 _ 18
141 = 13 4 | -16.8
18

(2
ho=75 ;)= | =2
1.

Donc 6,11 est incomparable a 6,A;

Introduisons ay dans la base a la place de a4, on aura alors le tableau suivant :
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X X1 X2 X3 X4
Cl] 1 2 0 0
C?[ 4 1 0 0
CL|C2 Base Blam| ap |a3| au
0 0 as 1673 0 % 1 %{38
1 4 ay % 1 % 1%8
A
Zy = < 72 _ 16% > ALLO | | o 15
1.
Ao o] 5

Il existe un i = 1 tel que tel que A; > 0 VjeJg = {2,4} ce qui implique que le premier
critere est a son maximum.

Le point extréme x* = (13,0, {%,0) est non dominé.

0> = min { 2, 52} = £ (atteint pour r = 3)
04 = min {4.2} = 4.2 (atteint pour r = 1)
. 2.8 16.6
— 18 | — [ 4e8
282 =75 | iu | = | Zsa
26 6.76
1 42
— 8 | —( 18
010y = 4.2 4] = 168
18 18

\
Donc 6,7, est un comparable 0474

Donc ay rentre dans la base et a3 sort de la base d’apreés la remarque, dressons alors le 3™
tableau de simplexe :

X X1 | X2 | X3 X4

Ctlz]21] o 0

CZ 4] 1 0 0

CL|C2 Base B |ai|a]| a3 | a4

6 18 [ —08

1] 4 all - 168 | T | O | 26 | 168
71 =22

_ 468 1 2.8 0.36

Zy = < 72 = 328 AV 10 1o 26 | Zes

’ A2 O 0 —14 11.52

26 | 468

Il existe un i = 1 tel que tel que A; > 0 VjeJu = {3,4} ce qui implique que le premier
critére est 4 son maximum.

Le point extréme x> = (92, £,0,0) est non dominé.
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63 = min {%, b= %( atteint pour r = 2)

s (6127 _ 6.1 _
04 = min {$32} = $32 (atteint pour r = 1)
28 156
_ 6 26 _ 168
0343 = 8 —14 - -84
6 1.68
0.36 2.2032
_ 612 168 _ 15.1632
0484 = 4 11.52 - 70.5024
1.68 15,1632

Donc 0373 est un comparable 0474

Donc ay rentre dans la base et ay sort de la base , on aura alors le tableau suivant :

X X1 X2 X3 X4
C! 1 2 0 0
C? 4 1 0 0
T 2

b Cs Base 13st 1a414 % g% o
: | ] e AR RENE A
o]0 a4 324 324 O | 358 | 1

Zh = %2 1 0.36 5.2

— — 168 —0. .
Zy = 72 _ 135 A 324 O | ze8 | ©

o468 7 TT.52 76
A 3.24 0 | 468 | 0

Il n’existe pas un i € {1.2} tel que o Al > 0Vj € Jug = {1,3} donc aucun objectif n’est a

son maximum.
2.8
A < I8, )< 0= xt=(0,222,0,0532) est dominé.
42.93 6.12 }= 812 atteint pour r = 4)

61 = min { 6.73927 4.637 4.68

05 = min { 822} = BB (atteint pour r = 2)

—0.36 —2.2032
_ 612 324 _ 15.1632
014, = 68 —11.52 - —70.5024
3.24 15.1632
52 68.9
_ 1325 [ %68 _ 12.168
0345 = 553 26 | — 13.25
68 4.68

Donc 61A1 < 03A3
Donc ay rentre dans la base et a4 sort de la base, Puisque l'introduction de a; dans la base
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

conduit a une base déja explorée.

Finalement, En considérant le probleme initial seuls le point extréme x? = (%,0, %,O)

42
3 612 6 2 '8
— (6. 5 . *\
et X3 = ($45, 2%,0,0) est non dominé avec : Z (x*) =
16.8
1
27.72
168
7 (X3*)=
35.28
168

On a recensé deux solutions une solution efficace.

— En appliquant nécessité, on aura le programme suivant :
max x1 + 2x»
max4xq + xo

Un

nec (Ix1 +2x, <5) >0.8

s.c§ nec (2x1 +1x, <4) >0.8

120,020

Qui s’écrit, en utilisant les propriétés de nécessité, comme suit :

max x1 + 2xp
max4xq + xo

$2x +1xy <4

(X120, >0

et:
max x1 + 2x»

max4x1 + xp

02 ~02 0.
1 x1+2 x<5

N

s.C
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

702202 02 ~0.2 , . . .
En remplagant 1,2 57,4 pour leurs valeurs déterminer ci-dessus, on obtient le pro-
gramme linéaire :

max x1 + 2xp
max4x; + x»

1.8x1 +2.8xr < 4.2

S.c¢ 2.8x1 +1.8x, <32

(x1 =0,x2 >0

Pour résoudre (P§) on applique la méthode du simplexe multi objectif :
Transformons le programme sous forme standard en ajoutant les variables d’écart x3,x4

max x1 + 2xp
max4x; + x»

1.8X1 + 2.8x> + X3 = 4.2

5.4 2.8x1 +1.8xy +x4 = 3.2

x1>20,x0>0
— On trace le 1er tableau :
X X1 X2 X3 | X4
CT 1 2 o| o
C?| 4 1 0|0
Cé C% Base B | a1 | ap | a3 | a4
0 0 az 4211828 | 1|0
01| O as 32128180 | 1
T _

Z():(;%;g) Al 1] -=2]0 o
A —4]-1]0 o0

, . . i . o . . , N
Iln existe pas un i € {1.2} tel que 0 A; > 0Vj € Ju = {1.2} donc aucun objectif n'est 4
son maximum.

M < ;11 )S 0= x! = (0,0,4.2,3.2) est dominé.

61 = min {12, 32} = 32( atteint pour r = 4)

6> = min {%, %} = % (atteint pour r = 3)
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Chapitre 4. programmation linéaire floue multi-objectifs (de la programmation mono-objectif
vers le multi-objectifs)

o —22( L) 7
181 — 238 4 | -128
2.8
—2 -3
__ 42 _
=%\ )=\ 15

Donc 6,Ar < 01
Introduisons ap dans la base a la place de a3, on aura alors le tableau suivant :

X X1 X2 X3 X4
C! 1 2 0 0
C? 4 1 0 0
Cé C% Base B a1 | ax | asz | ag
77 [ 18 T
2 1 ar %g g 1 $8 0
010 “41 28 | 28 28 | T
Z; =3
_ 1 1] 08
Z1 = ( Z% —15 A 73 0 1 0
T =76 T
A >4 0 58 0

Il existe un i = 1 tel que tel que A; > 0 VjeJu = {1,3} ce qui implique que le premier
critere est a son maximum.

Le point extréme x* = (0, %, 0, %) est non dominé.
61 = min {%, %}: }fg( atteint pour r = 4)

03 = min {4.2} = 4.2 (atteint pour r = 2)

) ( i )
_ 12.88
—10.64
12.88
42 4.2
93A3:4.2( : ):( )
L 58 1.5

Donc 91A1 < 93A3
Donc ay rentre dans la base et a4 sort de la base , on aura alors le tableau suivant :

>
=
>
et
Il
—_
Sl
VR
| o
S5
oo‘c\oooo

82
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vers le multi-objectifs)

X X1 | X2 X3 X4

Cl] 1] 2 0 0

C?l 41 0 0

CL|C2 Base B la|a| a3 | mu
2 1 a, & 0| 1 % %6'8
1 4 ay % 1 %(;8 %
71 _ 134 I P
Zy = < Z% _ 1% > Al ol]o]| 32 | 22

3 46 Z —17 94

A o | 0| 5¢ | 7%

Il n’existe pas un i € {1.2} tel que o A; > 0Vj e Jg = {3.4} donc aucun objectif n’est a
son maximumn.

3.8
As < @ )S 0= x3= (&, %,0,0) est dominé.

26
05 = min {5 } = S ( atteint pour r = 2)

0, = min {33} = 32 (atteint pour r = 1)
38 12.16
_32( z6 | _ [ 1288
0308 =25 | Zaa | = | iaos
26 12.88

[e)

—_
—_

—0.8 —1.2

_ 42 46 _ 4.
04804 = 73 94 R S U5
4.6 .6

Donc 0373 est un comparable 0474
Introduisons a3 dans la base a la place de ay, on aura alors le tableau suivant :

X X1 X2 X3 X4

Cl] 1 2 0 0

C? [ 4 1 0 0

C}S C% Base B |lai | a | a3 | aa

0 0 as % 0 % %88

1] 4 1 21 ] 73 o] 5
Zy =32

MR NINCE IR

* 8 2 11 !

A 0 73 0 58

. Il existe un i = 2 tel que tel que A; > 0 VjeJy = {2,4} ce qui implique que le deuxieme
critere est 4 son maximum.

32 0 32

52,0,52,0) est non dominé.

Le point extréme x* = (
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6, = min {&, 321= %( atteint pour r = 3)

04 = min {3.2} = 3.2 (atteint pour r = 1)

—3. —19
28 46

w
o]

= N
H~ Qo
N O\

INd
™

1 52

— 2.8 — 2.8
0u0, =32 2 | = 2%
2.8 2.8

Donc 6,y < 0474

Donc ay rentre dans la base et a3 sort de la base , Puisque I'introduction de ap dans la base

conduit a une base déja explorée.

Finalement, En considérant le probleme initial (4.4) seuls les points extrémes

x2=1(0,3,0,3) et x* = (%,O, %,0) sont non dominés avec :

= (2 )enr=(§)

On a recensé deux solutions efficaces.
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Premiere partie

LOGICIEL MATLAB
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5.1

5.2

5.2.1

INTRODUCTION

La programmation informatique est un ensemble d’outils et de techniques permet-
tant de résoudre des problemes mathématiques par ordinateurs par exemple, elle sert
a trouver une solution optimale de n'importe quel type de probleme. Le processus de
résolution d’un probleme mathématique exige un grand nombre de calculs donc il est
mieux de 1’exécuter par machine. Pour cela on a choisi le logiciel MATLAB qui four-
nit environnement de calcul matriciel simple, efficace, interactif permettant la mise en
ceuvre des algorithmes.

DEFINITION DU LOGICIEL MATLAB

Le logiciel MATLAB (MATrix LABoratory) est spécialisé dans le domaine du cal-
cul matriciel numérique. Tous les objets définis dans MATLAB les sont donc au moyen
de vecteurs et de matrices/tableaux de nombres entre autre. Un ensemble important
d’opérateurs et de fonctions de MATLAB de base facilitent leur manipulation et des
opérations comme par exemple le produit et l'inversion matricielles (inv), la trans-

osition (') ou encore le calcul des valeurs propres, font partie de la bibliotheque
P prop p q

standard. D’autres fonctions servant a la création et a la manipulation de matrices et
de tableaux (diag, rand, ones, zeros, linspace) sont également disponibles en nombre.

L'environnement MATLAB se présente sous la forme d'un espace de travail
(Workspace), ou un interpréteur de commandes exécute des opérations et des fonc-
tions de MATLAB. Les sources de celles-ci sont disponibles, écrites en “ langage ”
MATLAB, voir en C ou en Fortran. L'utilisateur peut les modifier, mais en s’inspi-
rant, il peut surtout créer et rajouter ses propres fonctions. Le “langage” MATLAB
contient un minimum de structures de programmation (structure itérative, structure
conditionnelle, sous-routine) mais reste trés rudimentaire. L'avantage est qu'il est tres
simple et treés rapide a programmer, offrant une grande tolérance (syntaxe simple, pas
de définition des types, etc.), ce qui permet un gain appréciable en temps de mise au
point. L'ingénieur peut par ce moyen étre plus efficace dans ’analyse d"un probleme,
en concentrant ses efforts sur celui-ci et non pas sur 'outil servant a le résoudre.

DESCRIPTION DE L'INTERFACE MATLAB

La barre de titre

La fenétre MATLAB est surmontée par une barre de titre, contenant a

sa gauche une icone et a sa droit les trois boutons << mise en icone>>,
<<minimisation/maximisation>> et <<fermeture>>.
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5.2.2 La barre du menu
Contient 5 fenétres (en général) :

— File (fichier) permet d’obtenir 1’éditeur de programme;

— Edit (Edition) permet de couper / coller dans la ligne de commande et autre;
— Debug permet 1’'exécution d’un programme et autres;

— Window (fenétre) permet le passage aux différentes rubrique du logiciel;

— Help (aide) accede au menu d’aide.

5.2.3 La barre d’outils

La barre d’outils qui est souvent des raccourcis de fonctions contenues dans
les menus. De gauche a droite (entre autre) :

— Ouvrir un nouveau fichier dans 1’éditeur;
— Rappeler un ancien fichier dans I'éditeur; -
— Couper;

— Copier;

— Coller; -

— Annuler;

— Appeler l'aide.

5.2.4 La fenétre de commande

Elles se divisent en deux zones :

— La zone historique : qui ne peut étre modifiée, mais dont on peut copier des
parties;

— La zone de commande éditable : La zone de commande permet (comme son
nom l'indique) de taper une commande qui sera accepté a 1’aide de la touche
<return> ou <entrée>.
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Barre de titre Barre de menu  Barre d’outils fermeture

- ]

t Debug Paallel Desop Window Help

18 M@ 9 0 o | @ CunentFolder: C:\Program Files\ MATLAB D1 2a\bin = |[] 1)
Shortcuts #] Howto Add #] What's New
B s

4 Start ey

T

Barre d’état

FIGURE 5.1 — La fenétre principale du logiciel MATLAB.

5.3 METHODE DE TRAVAIL

5.3.1 Edition et sauvegarde des fichiers MATLAB

Dans un premier temps, on peut se contenter d’introduire ses commandes une a
une au niveau de l'espace de travail ou elles sont interprétées directement. Cepen-
dant, par la suite, il est beaucoup plus pratique d “écrire sa séquence de commandes
complétée au moyen d’un éditeur, puis de sauvegarder le tout dans un fichier avec 1’ex-
tension <.m>>. Cette séquence pourra alors étre exécutée dans MATLAB par simple
introduction du nom du fichier.

5.3.2 Aide en ligne :

En plus de I'aide de Window, une aide en ligne est disponible pour chaque com-
mande de MATLAB. 11 suffit d'introduire : <help nom de commande>>.
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5.3.3 CREATION DE FICHIERS DE COMMANDE ET DE FONCTIONS UTILI-
SATEUR

Fichiers de commande (”script files”)

Un fichier de commande (script file) est un fichier ASCII d’extension <.m>> conte-
nant une suite de commandes MATLAB. Il étre exécuté directement en tapant simple-
ment son nom dans l'espace de travail MATLAB.

Fonctions

De nouvelles fonctions peuvent étre ajoutées 8 MATLAB par 'utilisateur. Il suffit de
créer un fichier de nom «nom_ de_ function.m» contenant les commandes a exécuter
et dont 'entéte a le format :

function [liste des arguments de sortie] = nom de fonction (liste des
arguments d’entrée).

Contrairement aux fichiers de commande, les variables intervenant dans les fonctions
sont locales. Les commentaires documentant les fonctions peuvent étre insérés en les
faisant précéder du symbole %.

| File Edit Debuc Paralie Desktop

T eS| X Wm0 = [ 2 | e CrUzers\poiDocurmeantz\MATLAE - | [ee] 1D
Shortcuts (8] How to Add 2] What's Mew
Commarnc 1 Window - @ n

R0

{

Warkspace  Command Window

Command Hizston,
- start|

FIGURE 5.2 — La fenétre d’édition de fichier.

90



4\ Open o c— —— -—
Regarderdans | J, MATLAB =~ ~®&cE-
@.} Nom Modifié le
e, ] antrax 09/05/2013 14:11
o £ benin 03/09/2003 23:10
) exemchebah 07/09/2003 21:20
. ] exernchebaharezki 08/09/2003 12:27
Bureau £ exempled2 04/09/2003 00:34
e ) exemple2kar 07/09/2003 20:08
j é ) gradieny 06/09/2003 09:47
| Bbiothaques ] hessienmex 06/09/2003 00:03
| ) hessiennyy 06/09/2003 00:03
ﬂ' ] hessienxx 05/09/2003 17:53
) hessienxy 05/09/2003 17:56
S ] hessienyy 05/09/2003 18:02
F
G q = 0?4!9@3 207
Réseau Nom du fichier - I'waaenym' “hesserroom” 'heﬂern_"] Ouwvr |
Typesdefichiers:  |MATLAB files

~| Anruder Al

FIGURE 5.3 — La boite de dialogue d’ouverture de fichiers
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Deuxieme partie

VISUAL XPRESS
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QU’EST-CE QUE VISUAL XPRESS?

C’est un logiciel simple a utiliser qui comporte un langage de modélisation qui
permet d’écrire les programmes linéaires sous une forme symbolique proche de 1’écri-
ture mathématique, permet ainsi de modifier les données, enlever ou rajouter des
contraintes, comparer deux modeles similaires, analyser la sensibilité des solutions
par rapport aux données.

PRESENTATION DU LOGICIEL

Pour commencer, il est conseillé d’installer le logiciel Visual Xpress. Pour démarrer
il faut double cliquer sur l'icone ( figure5.4), I'espace de travail Standard apparait 5.5

Visual Xpress.Ink

FIGURE 5.4 — L'icone Visual Xpress

T E1] o prachasn bt fourst. Susben Eclion

FIGURE 5.5 — Interface de Visual Xpress

Nous cliquons sur l'icone file et on aura l'interface suivante :
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W0 purchate matiisabon found Studsol Ecdion

FIGURE 5.6 — Icone File

puis nous cliquons sur new et 'écran de 1’espace de travail s’ouvre et on aura
l'interface suivante :

l41
bt Cramased AR Lo, o1

FIGURE 5.7 — L’espace de travail de Visual Xpress

5.6 LES ETAPES DU PROGRAMME

On saisit notre programme dans 'espace de travail et I'exécution se fera comme
suit :

avant d’exécuter un probléme chargé dans I'éditeur, il faut désigner le sens de
I'optimisation (MAX ou MIN) dans option /optimiser
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I visuat KPRESS - [chiew Ml 1 .
o5 File Ede [Options | Run Window _Help MO

Dc| @  Modeber. &l7| =@ Hopuchsen sbaisaion furd SheerdEdion

Optimiser.

FIGURE 5.8 — IcOne option /optimiser

On va résoudre le probléme linéaire continu avec l'icone Solve LP dans le menu
Run/ Solve LP.

[T . S e A
5 s Ede Optons [Wam] Wendow Heln oo

T

st st hon ourd. Stsdent Ecin

FIGURE 5.9 — Icone solve LP

Si le probleme linéaire est en nombre entiers, il faut utiliser la commande Run/
Solve Globale
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Ellilmgl o o e

View Model Log

SohvelP
Sahe Global

Fived Format;

fixed foemat)

[purchasn sutosisation o Shuenn Ecion

FIGURE 5.10 — Icdne Solve Globale

5.7 APPLICATION

Résolution de 1’exemple 3.6

MP\VISUAL\examplesexemple1.mod]

‘ Visua

8 File Edit Options Run Window Help

MODEL TT

VARIABLES
X1
X2
X3
X4
Xs
X6

CONSTRAINTS

PROFIT: 2* X1 + X2 $

TR2: X2 + X4

TR3: (-1)*3*X1 + X2 + X5 = 1
TR4: X1l + 2* X2 + X6 = 3

BOUNDS

D& & ¢ =R v @ Z| 15| ®|Bl| B Nopuchase authorisation found. Student Edition

TR11: 3*X1 - X2 + X3 =

View Results
Problem Statistics: ~ Rows: 5 Columns: 6 Non-Zeroes: 13
Global Statistics:  Entities: 0 Sets: 0 Set Members: 0
I Solution Summary: | By Ve,  — O %

I Status: LP Optimal | 59 0

TR2
TR3
TR4

Daouble-click a list item to display the result...

Copy Results
to Clipboard
Close

END
L g
| LP Optimal [MIN_[Ln 32, Col 120 4

I*]

FIGURE 5.11 — La valeur de xq
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W Visual XPRESS - [CAXPRESSMP\VISUAL\examples\exemplel.mod
5% File Edit Options Run Window Help

N B|& »|=@ o~ &2 15|@| 8| 8| Nopuchase sutharisation found Studert Ediion

MODEL TT

VARIABLES
X1
X2
X3
X4
X5
X6

CONSTRAINTS

PROFIT: 2* X1 + X2 $
TR11: 3*X1 - X2 + X3
TR2: X2 + X4 =2

TR3: (-1)*3*X1 + X2 + X5 = 1
TR4: X1l + 2% X2 + X6 = 3

BOUNDS

FIGURE 5.12 — La valeur de x;

o

View Results
Problem Statistics:  Rows: § Columns: & NonZeroes: 13
Global Statistics: ~ Enfities: 0 Sets: 0 Set Members: 0
I Solution Summary: I g o O x

Status: LP Optimal | 5. 0

Display
fehies Pimal  C ReducedCosts | ——

x4
x5

Double-click a list item to display the result.
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CONCLUSION GENERALE

Les probléemes imprécis de nature flou sont considérés difficiles a résoudre,
mais apres l'apparition des méthodes de résolution, ces problemes sont devenus
faciles a résoudre et cela, en transforment ces problemes flous en problemes déter-
ministes. La théorie des ensembles flous apparait comme un outil bien adapté pour
modéliser un concept vague.

Dans ce travail, nous avons abordé les notions de base de la théorie des
ensembles flous.

Ensuite, nous avons abordé des programmes linéaires dont la résolution s’est
faite par la méthode du simplexe, la méthode duale du simplexe, la méthode des deux
phases et la M-méthode.

Puis on a introduit les notions de base concernant l'optimisation multi-
objectifs comme la dominance, l'efficacité, les points particuliers. Nous avons étudié
trois méthodes de résolution de tels problémes, la méthode du simplexe multi-critéres,
la méthode d’agrégation et la méthode epsilon contraintes .

Apres avoir rappelé les concepts de base sur la théorie des ensembles flous et
les concepts de base sur I'optimisation linéaire multi-objectifs . Nous nous sommes in-
téressées a la résolution d"un probleme linéaire (Fuzzy Linear Programming Problem).
Nous avons proposé pour résoudre un programme linéaire flou, deux méthodes :
Flexible (fonction caractéristique) et Robuste, et cela en transformant ce programme
en un programme linéaire déterministe qui sera résolu par la méthode du simplexe.
Puis on a résolu quelques exercices via 'optimisation linéaire multi-objectifs floues,et
nous avons terminé avec des applications informatiques sur Visual express.

Notre travail est achevé mais reste ouvert a toute amélioration future tant dans
le domaine théorique qu’au domaine pratique.
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Résumé

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a résoudre des problemes mono-
objectif et multi-objectifs flous. En premier lieu nous avons présenté la théorie des
ensembles flous, puis on a introduit les notions et les méthodes de programma-
tion linéaire mono-objectif et multi-objectifs. Ensuite nous nous sommes intéressées
a résoudre des problemes linéaires flous puis on a généralisé la méthode Chance-
constrained programming with fuzzy coefficients pour résoudre des problemes li-
néaires multi-objectifs flous qui permet de transformer les contraintes floues en des
contraintes déterministes équivalentes ensuite les résoudre avec 'algorithme de sim-
plexe multi-objectifs.

Abstract

In this work we are interested in solving fuzzy single-objective and multi-
objective problems. first we presented the theory of fuzzy sets, then we introduced
the concepts and methods of mono-objective and multi-objective linear program-
ming. Then we were interested in solving fuzzy linear problems then generalized
the Chance-constrained programming with fuzzy coefficients method to solve fuzzy
multi-objective linear problems which makes it possible to transform the fuzzy con-
straints into equivalent deterministic constraints then solve it with the algorithm multi-
objective simplex.
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