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Introduction

Les problemes que rencontrent les gestionnaires des plus hauts niveaux jusqu’aux pe-
tites entreprises, se présentent sous forme de données, de contraintes, dont on doit tenir

compte et d'un objectif ou plusieurs objectifs a atteindre.

On doit commencer par interpréter tous les parametres et les transformer sous des formes

qu’on peut gérer, en cherchant des approches mathématique pour les résoudre.

L’optimisation est un outil mathématique tres puissant pour résoudre les problemes d’aide
a la décision. Au début, le modele mono-critere a été utilisé de maniere intense . Ce der-
nier revient a représenter le probleme d’aide a la décision sous la forme d'un probleme de
minimisation d’une seule fonction objectif, vu que les problemes réels de décision ont un
caractere multi-critere et il est souvent difficile de construire une fonction unique qui puisse
représenter fidelement des préférences du décideur sur I’ensemble des décisions. Ainsi, dans

les années 70, pour mieux représenter la réalité, I’approche multi-critere a était adopté.

Dans les problemes d’optimisation multi-critere, en général, les criteres ou une partie de ces
criteres sont contradictoires, par conséquent dans ce type de probleme, on parle de solution
de compromis plutot que de solution optimale car il est rare de trouver une décision qui

satisfait tout les criteres en méme temps.

Les problemes d’optimisation se présentent sous forme de données, de contraintes dont
on doit tenir compte et un ou plusieurs objectifs a atteindre selon la nature de la fonction
économique, on distingue deux classes de problemes: les problemes d’optimisation linéaire

dont on dispose d'un arsenal de méthodes de résolution et programmation non linéaire.

La programmation non-linéaire regroupe un ensemble de sujets dans 1’étude de problemes
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d’optimisation. Une fonction objectif, parfois nommée critere, est donnée, et le probleme
consiste a trouver (caractériser) et calculer un point minimisant (ou maximisant) cette
fonction. Parfois, tous les points de R™ sont candidats, parfois, des contraintes limitent le

domaine de recherche.

Les fonctions utilisées (fonction objectif, contraintes) sont continues, méme diférentiables.
On utilise des résultats d’analyse mathématique pour caractériser les points candidats ; un
premier pas consiste donc a obtenir des conditions véritables satisfaites par les minima
ou maxima recherchés. Lorsquun point ne satisfait pas a ces conditions d’optimalité, on
en déduit une maniere de calculer un point meilleur, et génalement un algorithme itératif

réduisant (pour la minimisation) progressivement la fonction objectif.

Dans ce présent document, nous allons nous intéressé a 1’étude de problemes d’optimi-
sation mono-critére et multi-critere non linéaire , pour ce faire, nous avons opté pour le

plan du travail suivant:

— Le premier chapitre consiste en un rappels et quelques définitions sur la convexité.

— Le deuxieme chapitre est consacré a l'optimisation mono-critere et méthodes de

résolution.
— Le troisieme chapitre présente I’optimisation multi-objectif et méthodes de résolutions.

En fin, nous terminons notre travail par une conclusion générale et la bibliographie utilisée.
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Chapitre 1

Rappels et quelques définitions:

1.1 Convexité:

Pour étudier les problemes d’optimisation, il est nécessaire de recourir a des outils scien-
tifiques dont I’'étude est basée sur I'analyse convexe. En effet, I’hypothese de convexité va
jouer un role tres important pour la plupart des algorithmes que nous décrirons, la conver-
gence vers I'optimum ne pourra étre démontrée qu’avec cette hypothese.

Nous allons ici rappeler quelques notions de convexité importantes auxquelles nous ferons

appel par la suite, ainsi que quelques propriétés.

1.1.1 Ensemble convexe:

Un ensemble A C R” est dit convexe si pour tous points = et y de A, le segment [z,y]

est inclus dans A,
VeeA Vye A, VAel0l] /, e+ (1-Nye A

Autrement dit, un ensemble convexe contient toujours le segment [x,y] joignant deux de

9

ces points x et y , une interprétation ” optique” consiste a dire dans une piece convexe,

deux personnes peuvent toujours s’apercevoir.
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Axt (1-Ly

le+ (1- Ny

f convexe f non convexe

Fic. 1.1 — Interprétation géométrique d’ensembles convere et non convexe

— Propriété des ensembles convexes:

1. Soit X;, Xo, . . ,X,, C R", m ensembles convexes alors on a Y = (", X; est

un ensemble convexe.
2. La réunion d’ensembles convexes n’est pas forcement convexe.

3. Soit X, Xy, . . , X, CR" m ensembles convexes, V(A1, Ao, . ., Ap) € R,
Y = Z:il )\zXz = { Zzﬂil )\Z'.’L'i, x; € Xz; 7 :L_m }
1.1.2 Combinaison convexe:

On appelle combinaison convexe de n points x1, x2, . . ,T,, tout point obtenu par la

formule:
Y = Zzz? /\il’i7 avec ZZi? /\7, =1

Théoréme 1.[10]:
Un ensemble A est conveze si et seulement si toute combinaison convexe des points de A

appartient a A.

Enveloppe convexe:

L’enveloppe convexe d’un sous ensemble A C X quelconque est le plus petit convexe

contenant A, elle est notée conv(A).
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Fonction convexe:

On dit qu'une fonction f : R™ — R est convexe, si elle vérifie Vo € R™, VA € [0,1],

fz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)

x [ est concave si —f est convexe.

f6 fix?
f convexe f concave
— Propriété des fonctions convexes:
1. Soit f: X — R™ avec X un ensemble convexe.
Si f est une fonction convexe,alors:
FOXT Niw) < 2000 A f(wi)
avec \; > 0, Zi? N=1 z,€X, i=1n.
2. Soit fi, fo, . . . ,fn n fonctions convexes définies sur un ensemble convexe X,
alors:
flx)= =" N fi(z) est une fonction convexe sur X, avec \; > 0 i = 1n.

En d’autres termes, une combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions

convexes est une fonction convexe.
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1.1.3 probléme convexe:

Soit (P) le probleme définit par:

(P) { Z’Lz'eng?liserf(x)

On dit que (P) est un probleme convexe si X est convexe et f(x) est une fonction convexe
sur X.

Propriétés:
1. Si (P) est convexe alors toute solution locale de ce probleme est une solution globale,

c’est-a-dire les notions d’optimums global et local coincident.

2. Dans les problemes convexes certaines conditions nécessaires d’optimalités deviennent

des conditions suffisantes.

Remarque 1:

— La convexité d’une fonction est une caractéristique tres importante en optimisa-
tion, en effet, lorsque la fonction n’est pas convexe, il est pratiquement impossible
d’identifier un optimum global pour un probleme d’optimisation. L'importance de la
convexité est liée aux probléemes de minimisation .

Lorsqu’on étudie les problemes de maximisation , on utilise la notion de concavité.

— Notons que les notions de convexité et concavité ne sont pas des propriétés complémentaires.

Une fonction peut n’étre ni convexe ni concave.

1.2 Continuité:

1.2.1 Fonction continue en un point:

Définition 1:
On dit qu’'une fonction f est continue en z = a, si les trois conditions suivantes sont
satisfaites:

— f(a) existe dans R .

— les limites a gauche et a droite existent dans R et sont égales.
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— les limites a gauche et a droite sont égales a f(a).

Autrement dit:

f est continue en a si lim,_, f(z) = f(a).

1.2.2 Fonction continue sur un intervalle:

Définition 2:
On dit qu’une fonction est continue sur un intervalle si elle est continue en tout point de

I'intervalle.

1.3 Deérivabilité:

Définition 3:
Soient zp € Q et f: 2 CR — R .On dit que f est d’érivable en x; si et seulement si:

i @) = S o)

T—g T — To

existe

Dans ce cas, la limite est appelée dérivée de f en xg, elle est notée f'(x).

1.4 Les dérivées partielles:

1.4.1 Dérivées partielles d’ordre 1

Définition 4:
On définit la dérivée partielle par rapport a z; de la fonction f au point X = (xy,..,x,) par

la limite:
hm f(xl7..7Ii_17xi+h’xi+1”"x”) B f(‘rla"?xn)
h—0 h

quand elle existe et elle est notée: %(m)
Remarque 2:
Pour calculer la dérivée partielle par rapport a x; de f on dérive f par rapport a z; en

supposant les autres variables constantes.
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1.4.2 Dérivées partielles d’ordre supérieure a 1

Définition 5:
Soit f: D CR" — R
Si les dérivées partielles de f existent et sont dérivables sur D, leurs dérivées partielles sont

pour f les dérivées partielles secondes et on écrit:

dérivée mixte:

o of o2 f
525 = G @

dérivée secondes:

o of . 0f

1.5 Le gradient:

Définition 5:
On définit le gradient de f par:

of
O,

of

V) = ( 5

(), . o=(2))

1.6 La différentiabilité:

Définition 6:

On dit que f est différentiable en 20 si:

o J@) = @)~ V)@ -2

z—sx0 ||J] —ZL'OH

Remarque 3:

Si f est différentiable en chaque point de D, on dit qu’elle est différentiable sur D.

Définition 7 :
Si les dérivées partielles de f sont continues, on dit que f est contintiment différentiable

ou bien de classe C!
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Chapitre 2

optimisation mono-critere non
linéaire

Introduction:
Dans cette partie, notre objectif est de présenter les définitions et les étapes nécessaires
a la formulation et la résolution d’'un probleme d’optimisation non linéaire avec ou sans
contraintes. Nous nous intéressons qu’au cas de la minimisation , ceci n’est pas restrictif
dans la mesure ou la recherche du maximum d’une fonction f se ramene immédiatement

au probleme de la minimisation de la fonction g = —f.

Définition 1:

Le probleme d’optimisation non linéaire est donné sous la forme suivante:

Minimiser f(x)
Sous les contraintes
re X, avec, X CR"
ou f(z) est appelé fonction objectif ou fonction économique définie par:
f: X—R
z— f(z)
X est appelé ensemble des solutions réalisable ou admissible, il est appelé aussi ensemble

des décisions.
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2.0.1 Différents types de probleme d’optimisation:

Donnons quelques types de problemes d’optimisation les plus étudiées:

1. Probleme d’optimisation avec contraintes:

On définit ce type de probleme comme suit:

Minimiser f(x)

Sous les contraintes

reX, XCR" et X #R"
Définition 2:

Un probleme de programmation mathématique se formule de la maniere suivante:

Minimiser f(x)
Sous les contraintes
x € X tels que X ={x € R", tels que g;(z) <0, pour i=1,..m}

oung,:R" — R, i=1,..m.

2. Probleme d’optimisation sans contraintes:
Définition 3:

Ce type de programme est définit comme suit:

avec r € R"

{ Minimiser f(x)

f(z) peut étre une fonction non linéaire.

3. Probleme quadratique:
Définition 4:
La fonction objectif a minimiser est une fonction quadratique de type:
F(z) =2'Ax + bz + ¢
avec
A: une matrice définie positive

b e R" ¢ e R avec des contraintes linéaires, le probleme s’écrit sous la forme
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MinimiserF(z)
Sous les contraintes
Dxzx<d

avec D une matrice m x n, x et d sont deux vecteurs de R”

2.0.2 Définition des solutions:

Dans un probleme d’optimisation non linéaire on distingue deux types de solutions:
le minimum local et le minimum global.
Soient I’ensemble S € R" et une fonction f : S — R, les minima locaux et globaux de f

sur S sont définis de la miniere suivante:

— Minimum local: Intuitivement, un vecteur z* € S est un minimum local de f sur
S ¢’il a un cott plus faible que celui de ses voisins. Formellement, * est un minimum
local de f sur S si:

3 € >0 tels que: f(z*) < f(x); VxeS, avec||r —z*|| <e.
ou || . || désigne la norme.

Le minimum local est stricte si: f(z*) < f(z), Vr €S, avec |z — ¥ <e.

— Minimum global: Un vecteur z* € S est un minimum global de f sur S s’il a un
cotut plus faible que celui de tous les autres vecteurs dans S. Formellement , x* est

un minimum global de f sur S si:

fa) < f(x); Vaes.

2.0.3 Conditions d’optimalités:

Avant de développer des algorithmes permettant d’identifier des solutions d’un probleme
d’optimisation, il faut étre capable de décider si un point donné est optimal ou non. On

distingue deux types de conditions d’optimalité:
1. Les conditions nécessaire d’optimalité.

2. Les condition suffisantes d’optimalité.

L’utilité des conditions nécessaire et suffisante:

On s’intéresse a ces conditions pour les raisons suivantes:

— Elles permettent dans certains cas de calculer explicitement les solutions optimales.
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— Elles constituent une base pour les méthodes qualitatives, c’est-a-dire les méthodes

qu’étudient les propriétés des solutions du probleme d’optimisation.

— Elles sont utilisées pour 1’élaboration des méthodes numériques d’optimisation.

1. Cas d’un probleme d’optimisation sans contraintes:

Considérons le probleme d’optimisation sans contraintes suivant:

(P) {f;né&znserf(x)

On cherche & résoudre (P); donc il s’agit de déterminer un point x* de R™ tels que:
Ve e R f(2") < f() (*).

C’est-a~dire un minimum global de f sur R”, mais pour beaucoup de probleme d’op-
timisation sans contraintes, les principales méthodes de résolutions connues ne per-
mettent pas la détermination d’'un minimum global, il faut alors se contenter d'un
minimum local, c’est-a-dire des points qui vérifient la relation (*) seulement dans un
voisinage de z*.

Nous allons voir maintenant comment de tels points peuvent étre caractérisés.

(a) Conditions nécessaire d’optimalité:
On suppose que f(z) est continue et a des dérivées partielles premiere Jf /0x;

et seconde 9*f/0x;0x; continues pour tout z € R".

Théoréme 1.[17]:Conditions nécessaire d’optimalité

Une condition nécessaire pour que x* soit un minimum local de f est:
—a) Vf(z*) =0.
— b) Si f est deuz fois différentiable , alors:

V2 f(x*) = [0?f/Ox;0x;(x*)] est une matrice semi-définie positive.

La condition a) est appelée condition nécessaire du premier ordre.

La condition b) est appelée condition nécessaire du second ordre.

Remarque 1:
En pratique, la condition nécessaire du second ordre est facile a vérifier systématiquement,

car elle exige de calculer les dérivées secondes et d’analyser les valeurs propres
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de la matrice héssienne. la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre
joue un role central en optimisation. les vecteurs x qui vérifient cette condition
sont appelés des points critiques ou points stationnaires. Parmi eux, il y a des
minima locaux, des maxima locaux et des points qui ne sont ni I'un ni 'autre.

Ces derniers sont appelés points selle.

(b) Conditions suffisantes d’optimalité:

Théoréme 2. [17):Condition suffisante d’optimalité local
Soit f : R — R une condition suffisante pour que x* soit un optimum local
de f est:

i. Vf(z*) =0.

ii. La héssienne V2 f(x*)est une matrice définie positive.

Théoréme 3. [14]:Condition suffisante d’optimalité global

Soit f une fonction continue f : R" — R et x* € R™ un minimum local de f .
— 8i f est une fonction convexe, alors x* est un minimum global de f.

— Si de plus f est strictement convexe , x* est l'unique minimum global de f.

2. Cas d’un probleme d’optimisation avec contraintes:
Nous allons maintenant discuter des conditions d’optimalité pour le probleme de mi-
nimisation de f(x) sous contrainte x € X C R™, ou X est défini par une collection

de m inégalités et de r égalités:

minimiser f(x)
sous contraintes gi(z) <0, . . . gn(x) <
= 07 . pu—

hl(l')

Donnons tout d’abord la définition de la notion de direction admissible, puis nous
énoncerons un théoreme qui établira une premiere condition nécessaire d’optimalité

pour un tel probleme.
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Définition 5: (Direction admissible)
Soient un ensemble X C R", avec X #R" et z* € X.
Une direction admissible de X en z* est un vecteur d tel que:

d#0etz*+ade X, Ya € [0, ame| pour un certain g, > 0.

Les conditions d’optimalité énoncées plus bas s’obtiennent suite au constat suivant :
Si z* est un minimum local de f sur X, alors il ne peut y avoir aucune direction de

descente dans ’ensemble des directions admissibles de Xen x*.

La condition telle que nous venons de ’énoncer ne présente malheureusement que
peu d’'intérét en vue d'un usage en pratique, car si ’ensemble des directions de des-
cente de f en z*, disons D = {d/V f(z*)d < 0}, peut étre exprimé en fonction du
gradient de la fonction objectif, ce n’est pas nécessairement le cas de I’ensemble de
toutes les directions admissibles de X en z*,

A={d/d#0 e x*+ade X, Va € [0,amqe]}pour un certain ay,q, > 0.

La condition d’optimalité de Fritz John
La condition donnée ci-dessus peut étre également exprimée par les relations établies

au théoreme suivant, attribué a Fritz John (1948).

Théoréme 4. [5] :(condition nécessaire de Fritz John)

Soient un ensemble X C R"™ avec X # () , une fonction f : R™ — R et un vecteur
e X.

Nous admettons que X est défini par une collection de m inégalités g;(x) < 0 et de r

égalités h;(x) = 0 avec:
gi - R" — R, Vie{l,..,m}

et
hi:R" — R, Vie{l,.r}

Supposons, de plus, que f, les g; et les h; sont continuellement différentiables pour
tout 1.

Soit I l’ensemble des contraintes sous forme dinégalités actives en

x* I ={i/gi(z*) =0}
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Six* est un minimum local, alors il existe des scalaires g, ft1, - - Jbm €A1, Aoy o . A
non tous égaux a zéro tels que:

oV f(2) + 220 miVgi(a™) + 30 AVhi(z*) = 0

o, i > O,V’l el

Remarque 2:
Les scalaires u; et \; sont appelés multiplicateurs de Lagrange et la fonction définie

ci-dessus est parfois appelée fonction de Lagrange.

La condition d’optimalité de Kuhn-Tucker

Un inconvénient posé par la condition de Fritz John est le suivant: si pg est égal a
zéro, alors la condition ne comporte aucune information relative au gradient de la
fonction objectif, ce qui signifie qu’elle ne fournit pas d’information relative a notre
probleme. Dans un tel cas, elle assure simplement qu’il existe une combinaison linéaire
non triviale (et non négative si les contraintes sont toutes sous forme d’inégalités)
des gradients des contraintes actives qui est égale au vecteur nul ; dans ce cas, elle ne
nous est pas utile en pratique pour déterminer si un vecteur est optimal. Le cas ou
Mo est strictement supérieur a zéro est donc plus intéressant. Dans cette optique, des
conditions ont été développées indépendamment par Kuhn et Tucker (en 1951), qui
sont précisément les conditions de Fritz John, a qui une hypothese y a été ajoutée

impliquant que pp ne puisse pas étre égal a zéro.

Différentes hypotheses peuvent étre posées sur les contraintes afin de garantir que
to > 0 (de telles hypotheses sont appelées qualification des contraintes). Dans le
théoreme énoncé ci-dessous, I’on impose que les gradients des contraintes sous formes
d’égalités et des contraintes sous forme d’inégalités actives au point considéré soient
linéairement indépendants, ce qui signifie qu’il ne peut exister de combinaison linéaire
non triviale de ceux-ci dont la somme vaut le vecteur nul. Sous cette hypothese
supplémentaire, la condition de Fritz John ne peut étre satisfaite qu’avec puy # 0.

Nous pouvons donc arbitrairement choisir pg = 1 et énoncer le théoreme suivant:
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Théoréme 5 .[5] :(condition nécessaire de Kuhn-Tucker:)

Soient un ensemble X C R™ avec X # 0, une fonction f : R" — R et un vecteur
x* € X. Nous admettons que X est défini par une collection de m inégalités g;(x) < 0
et de r égalités h;(x) =0 avec:

gi:R"— R, Vie{l, .. m}

et

hi :R*" — R, Vie{l, .. r}.

Soit I ’ensemble des contraintes sous forme d’inégalités actives en

x* o I = {i/gi(z*) = 0}. Supposons, de plus, que f, les g; et les h; sont continuel-
lement différentiables pour tout i et que Vg;(xz*) pour i € I = {i/g;(z*) = 0} et
Vhi(z*) pour i € {1,....,r} sont linéairement indépendants. Si x* est un minimum

local, alors il existe des scalaires py, . . ,pu, et A, . . A\ tels que:
V™) + Z wiVgi(z*) + i A\iVhi(x*) =0
i=1 i=1
i > 0, Viel
Remarque 3:

la condition nécessaire de Kuhn-Tucker est également suffisante si f et les g; sont

convexes.
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Méthodes de résolutions

Introduction:

Parfois les conditions nécessaire et suffisante d’optimalité permettent de déterminer les
solutions des problemes d’optimisation. Mais dans la plus part des cas on est obligé de
faire appelle aux méthodes numériques.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la description plus spécifique des algorithmes itératifs
(ou méthodes itératives) qui permettent la résolution des problemes d’optimisation non

linéaire.

2.1 Cas de probleme sans contraintes

2.1.1 La méthode de descente basée sur le gradient

Les méthodes basées sur le gradient de la fonction objectif sont des procédures parmi
les plus fondamentales pour minimiser une fonction différentiable de R™ dans R. Comme la
plupart des autres méthodes développées pour ce probleme, elles reposent sur la propriété
dite de descente itérative. Rappelons qu’'un algorithme itératif part d’un vecteur 2° € R®
et géneére une suite de vecteur z!,22,..de R", la propriété de descente itérative impliquant

que le cotit des vecteurs ainsi générés décroisse a chaque itération :

f@") < f(2¥), VkeN

Et les vecteurs ',22, . . . € R" sont générés de la manicre suivantes:

"t = b 4 ofd

Ainsi, pour assurer la propriété de descente itérative, la direction d* choisie dans I’équation
ci-dessus doit étre une direction de descente. Les algorithmes de ce type sont appelés
méthodes du gradient .

Certains auteurs réservent cette appellation au cas particulier ot d* = —V f (%)
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Dans le présent document, I’appellation ” Méthode du gradient” sera utilisée uniquement au
cas ol d est choisi ainsi et a* est déterminé suivant la politique dite de minimisation qui re-
vient & calculer de facon a minimiser le probléme unidimensionnelle ¢(a) = f(a* —V f(2*))

tels que q est la semi-droite définie par le point % et la direction —V f(z*).

(’est une propriété intéressante de la direction —V f(2*) qui nous conduit & ce choix:
parmi toutes les directions d € R™ normalisées, il s’agit de celle qui minimise la dérivée
directionnelle V f(2%).d de f en z*. Ainsi, la direction que nous choisissons parmi toutes
les directions d € R™ telles que ||d|| = 1 est celle qui minimise la variation de f dans la

direction d lorsque « tend vers zéro.

Le probleme de recherche de cette direction consiste a trouver la direction d qui mini-
mise V f(x).d sous la contrainte ||d|| = 1. La proposition ci-dessous stipule que la direction
d=—=Vf(z)/||Vf(x)] est la solution optimale de ce probleme.

Proposition:

Soient f : R" — R continuellement différentiable et x € R™. Supposons que V f(x) # 0.
Alors le probleme qui consiste & minimiser f'(x,d) sous la contrainte ||d|| = 1 a pour solu-
tion optimale d* = =V f(z)/||V f(z)]|

La direction de descente choisie sera donc, a chaque itération d* = —V f(z)/||V f(x)]|.
Les points sont ainsi successivement générés par la méthode du gradient de la maniere
suivante :

k+1 k kdk
)

T =z —« af >0

Remarquons que la méthode s’arréte lorsque V f(zF) = 0, car dans ce cas zFt = z*.
b

Algorithme de la méthode:

1. Initialisation k = 0:
On se donne une fonction f différentiable, un point initial 2° et un seuil de tolérence
e>0

2. Itération k =1,2,..
poser d* = =V f(z)/||V f(2)]

Calculer : o, = arg mingo f(z* + ad*)
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3. Critere d’arrét:
Si: ||z*t! — 2*| < e Stop

Si non on pose k =k + 1 et aller a 2.

Convergence de la méthode:

Théoréme 1. [4]:(convergence de la méthode du gradient)
Soit {x*} une séquence générée par la méthode du gradient. Alors tout point limite de {x*}

est un point stattonnasire.

Définition 1: Point limite:
On appelle point limite d'une séquence {2*} de point de R", tout point z € R" tels qu’il

existe une sous séquence de {z*} qui converge vers .

Il peut arriver que la méthode du gradient converge de maniere finie, mais ce n’est en
général pas le cas. Il est donc nécessaire d’utiliser un critere permettant d’arréter I’exécution
lorsque {x*} est suffisamment proche d’un point stationnaire, par exemple ||V f(z¥)|| < ¢,
ou € est un scalaire positif arbitrairement choisi. A priori, la valeur que nous devons fixer

pour € dépend du probleme considéré.

2.1.2 Méthode du gradient conjugué:

L’algorithme que nous présentons dans cette section possede deux intérét . Il permet de
résoudre des systemes linéaires a coefficients strictement positif de grande taille et il sert
d’algorithme de b ase pour la résolution des problemes d’optimisation non linéaire.

Soit le probléeme de minimisation quadratique suivant:

1
f(x):§ 2" Ax+b x+c, avec v €R"

ol A est une matrice carrée d’ordre n, symétrique, définie positive et b € R"
On note:

Vfi(x)=Ax+b

qui est non nul et V2f(z) = A
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La premiere idée fondamentale de 1'algorithme du gradient conjugué consiste a choisir
chaque direction de descente conjugué a la direction de descente précédente par rapport a

A. Afin de développer le gradient conjugué, introduisons la notion de direction conjugué.

Définition 2:

Soient A € R" x R™ une matrice définie positive. Les vecteurs (ou directions) non nuls de
R", d', . . ,d* sont conjugués par rapport a A (A conjuguées) si:

(d)Ad? =0, Vi,j tels que: i # j

Ceci signifie que ces deux vecteurs sont orthogonaux pour le produit scalaire associé a la
matrice A défini par:

<xy>a=2'Ay; V(z,y) € R" x R

Théoréme 2. [6]:
Soit {d*,..,d*} un ensemble de directions non nulles et conjuguées par rapport a A. Alors

les vecteurs d*,..,d* sont linéairement indépendants.

2.1.3 Algorithme du gradient conjugué:

1. Initialisation
fixer € > 0, choisir 2z € R”
Poser Vf(2%) = Az’ + b et d° = -V f(a?)

2. Itération k =0,1,...
Calculer oy, = —(d*)'V f(2*)/(d*)! Ad*

Calculer ¢! = zF + ay.d¥

Calculer V f (") = f(2**1) + o Ad*
Calculer 5+ = ||V f(a*)|12/|[V f ()|,
Calculer d**! = —V f(zF+1) + grtig

3. Critere d’arrét:
Si: [|a* 1 — 2*| < e Stop

Si non on pose k =k + 1 et aller a 2.
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Convergence des méthodes du gradient conjugué:

Théoréme 3. [12] :

Soit " le point obtenu a la n

ieme

itération d’une méthode de directions conjuguées,
en partant de 2° quelconque. Alors ™ est un minimum global de f sur R™.

La méthode converge donc de maniere finie.

2.1.4 Meéthode de Newton:

Alors que la méthode du gradient utilise une approximation linéaire pour trouver une
direction de mouvement, I'idée de la méthode itérative de Newton est de minimiser
a chaque itération I’approximation quadratique de f au point courant z* donnée par

le développement de Taylor d’ordre 2:

§H(2) = (%) + VI () —4) + 50— )V (o — o)

Une condition nécessaire pour que le minimum de ¢*(z) soit atteint est Vq*(x) = 0

soit

Vf(@*) + V2 f(a*)(z —a*) =0

Le vecteur généré a 'itération k + 1 est le vecteur minimisant ¢*(z),c’est-a-dire le

vecteur satisfaisant I’équation précédente, soit

l,k—i—l — :Ek _ (VQf(CL’k))_IVf(CL‘k)

La méthode nécessitant ’évalutation de la matrice hessienne de f, elle ne peut étre

utilisée que si f est deux fois continuellement différentiable

Remarque 1:
le méthode de Newton nécessite méme 1’évaluation de 'inverse de cette matrice, ce
qui est colteux en terme de calculs).

On peut remarquer aussi que la méthode s’arréte également lorsque V f(z*) = 0, car
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il s’ensuit que x*t1 = 2%, Si, en plus, V2f(z*) est définie positive, alors la condition

suffisante est satisfaite, impliquant que z* soit un minimum local.

Notons que la méthode de Newton converge en une seule itération si f est quadra-

tique.

Algorithme de Newton:

(a) Initialisation:
k = 0: On se donne une fonction f différentiable, un point initial 2° et un seuil

de tolérance € > 0.

(b) Itération k = 1,2,...
P = k= (9 (0 S0

(c) Critere d’arrét:
Si [|a* 1 — 2*|| < e. STOP
Si non, on pose k =k + 1 et aller a (b).

Convergence de la méthode de Newton:

La méthode de Newton décrite ci-dessus présente plusieurs inconvénients :

(a) L’inverse de la matrice hessienne (V2f(2*))~! peut ne pas exister, auquel cas
la méthode échoue. Cela intervient typiquement lorsque la méthode atteint une

région ou f est linéaire (ses secondes dérivées partielles valent zéro).

(b) La méthode de Newton n’est pas une méthode de descente: il est possible que

f(x*1) soit supérieur a f(zF).

(c) Elle est attirée aussi bien par les minima que par les maxima locaux (cette
propriété est liée a la précédente). En effet, la méthode, a chaque itération, re-
cherche uniquement un point tel que le gradient de I'approximation quadratique
soit égal au vecteur nul, que ce point soit un maximum, un minimum ou un point

stationnaire.
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La méthode ne converge donc pas en général, notamment si elle est démarrée loin
d’un minimum local, pour les premiere et troisieme raisons. Cependant, elle converge
sous certaines restrictions: si elle est exécutée a partir d’un point suffisamment proche
d’un minimum local et que V2 f(z*) n’est pas singuliere, alors la méthode de Newton
convergera vers ce minimum (mais pas de maniére finie, de sorte qu'une condition

d’arrét soit requise de fagon analogue a la méthode du gradient).

2.2 Etude comparative des méthodes d’optimisa-
tion sans contraintes

Dans cette partie, nous présentons une étude comparative entre quelques méthodes

de 'optimisation sans contraintes, en étudiant le probleme quadratique suivant:

Minimiser f(x) = 323 + 3x5 — 629 — 33129

-La méthode du gradient:

Pour résoudre ce probléme on prend comme point de départ z° = (3,4) et la condition
darrét ||V f(2*)| < 0,01.

Le résultat est donné dans donné dans le tableau suivant:

k a f@M) [ d"=—v f@") | a |[[Vf(Y)] !
1](5.00,4.00) | 1500 | (6.00,9.00) |0.31| 10.82 | (1.14,1.12)
2 [ (1.14,121) | -311 | (3.21,-214) |031| 386 | (0.78, 1.46)
3](0.78,146) | -3.96 | (0.28,042) |011| 051 |(0.69,1.33)
4](0.69,1.33) | -4,00 | (0.15,-0.10) | 0.31| 0.18 | (0.67, 1.34)
5| (0.67, 1.34) | -4.00 | (0.01,0.02) |0.11| 0.02 | (0.67,1.33)
6| (0.67,1.33) | -4.00 | (0.01,-0.00) |0.31| 0.01 -

-Exécution de la méthode du gradient pour le probléme (P) depuis
20 = (3,4)

On remarque que la méthode du gradient n’a pas eu besoin de beaucoup d’itération
pour trouver la solution optimal. Cela est du au fait que la direction donné menant au
minimum est proche de la direction donné par le gradient, permettant a la méthode

de progresser rapidement.
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Si nous résolvons le méme probléme en partant du pont (3,25) nous obtenons le

deuxieme tableau.

k a f@h) [ d"=—< ") | a [ V(@] at

1 | (3.00, 25.00) | 1527.00 | (-57.00 , 135.00) | 0.12 | 146.54 | (9.99 , 8.44)
2 | (9.99,844) | 20958 | (34.66,14.63) | 0.12| 37.62 | (0.99, 4.63)
3 [ (0.09,463) | 2580 | (-7.05,18.83) | 0.26| 20.44 | (1.97,2.32)
4] (1.97,232) | 0.16 (4.83,204) |012| 525 | (0.71,1.79)
5 (0.71,1.79) | -342 | (-1.11,263) |026| 285 | (0.85,1.47)
6 | (0.85,1.47) | -3.92 (0.67,028) |012| 073 | (0.67,1.40)
7 | (0.67,1.40) | -3.99 | (-0.15,037) |026| 040 | (0.69,1.35)
8 | (0.69,1.35) | -4.00 (0.09,004) [012| 010 | (0.67,1.34)
9 [ (0.67,1.34) | -400 | (-0.02,005) |026| 006 | (0.67,1.34)
10| (0.67,1.34) | -4.00 (0.01,0.01) |012| 001 | (0.67,1.34)
11| (0.67,1.34) | -4.00 (0.00,0.01) [026| 0.1 )

- Exécution de
2 = (3,25)

la

méthode du gradient pour le probléeme (P) depuis

On remarque que la méthode a eu besoin de presque deux fois plus d’itération que

lors de la premiere exécution. Il s’ensuit qu’il y a une forte dépendance du compor-

tement de la méthode du gradient a son point de départ. En effet, une conséquence

du raisonnement précédent est que, pour un probleme donné il est possible qu’elle

converge vite depuis un point initial et excrément lente depuis un autre point.

Nous exécutons maintenant la méthode du gradient conjugué et la méthode du New-

ton ( La condition d’arrét est la méme que précédemment ||V f(z*|| < 0.01)

La méthode du gradient conjugué:

k z* Vfh) | oF as la direction conjuguée
1] (3.00, 4.00) 15.00 |0.31 | (1.14 ,-1.21) (6.00 , 9.00)

2 | (1.14,1.21) | -3.11 |0.12] (0.67, 1.33) (3.21, -2.14)
30(0.67,1.33) | 400 | - - (0,0)

-Exécution de la méthode du gradient conjugué pour le probleme (P)

depuis z° = (3,4)
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La méthode du Newton:

k F Vf(Ik) sz(ﬂik) (sz(l‘k)_l dF Lt
1] (3.0,4.0) |(6.0,9.0)[(6,-3),(-3,6)]|[(0.220.11),(0.11,0.22)] | () | (0.67 , 1.33)
2 1(0.67,1.33) | (0.0, 0.0) - - () -

- Exécution de la méthode du Newton pour le probleme (P) depuis

20 = (3,4)

On remarque que cette méthode converge d’une maniere finie en une seule itération

(et ceci indépendamment du point initial)

Conclusion:

En conséquence, et apres avoir résolu d’autres exemples quadratiques, on conclu
que chacun des algorithmes décrit précédemment peut étre utilisé pour résoudre ce
type de probleme; cependant, la méthode de Newton et la méthode du gradient
conjugué restent les mieux adaptées, de part leur convergence finie en un nombre fixe

d’itérations.
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2.3 Cas de probleme avec contraintes
Nous considérons ici le probleme:
minimiser f(z)

sous contrainte r € X

ol X est défini par une collection d’inégalités g;(x) < 0 et d’égalités h;(z) = 0,
c’est-a-dire:

X ={2\gi(z) <0; hj(z)=0; avec i=1,...,m et j=1,..r}

Nous décrivons quelques méthodes itérative pour ce probleme. Il s’agira des classes
de méthodes suivantes :

1. Les méthodes de directions admissibles.

3. Les méthodes de pénalité intérieure.

4. Les méthodes de pénalité extérieure.

Au travers les sections suivantes, nous admettrons donc que X n’est défini que par une
collection de m inégalités g;(x) < 0, puisque cela n’induit aucune perte de généralité.
Nous agirons de la sorte pour toutes les méthodes sauf la méthode de barriere et la

méthode de Zoutendijk pour les contraintes non linéaires.

2.3.1 Les méthodes de directions admissibles

Cette classe de méthodes résout les probleme de minimisation non linéaire en se
déplacant d’un point de X vers un autre de ses points au cott inférieur. Elles fonc-
tionnent selon le principe suivant :

Etant donné un élément ¥ de X, une direction d* est générée telle que pour un

a® > 0 et suffisamment petit, les propriétés suivantes sont assurées:
(a) 2% + akd* appartient toujours a X,

(b) f(z* + o*d*) est inférieur & f(z*),

Une fois d* déterminée, o s’obtient par minimisation monodimentionnelle pour que
le déplacement dans la direction d* soit optimal, mais cette fois-ci il est nécessaire

d’imposer une borne supérieure sur la valeur de o afin de ne pas sortir de X. Cela
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définit le nouveau point z**1 et le processus est recommencé.

Nous décrivons deux méthodes de directions admissibles, celle de Frank et Wolfe et
celle de Zoutendijk.

La méthode de Frank et Wolfe

(a)

Description de la méthode

Cette méthode s’applique si les contraintes sont linéaires et si X est borné.Si I’'on
pose d* = ¥ —2* | une maniere simple de générer une direction d* satisfaisant la
condition de descente V f(z¥).d* < 0, est de minimiser la dérivée directionnelle
de f dans la direction d*, comme c’est le cas pour la méthode du gradient;
mais il faut en plus prendre garde de ne pas sortir de ’ensemble des solutions
admissibles (le point Z* généré doit lui-méme appartenir & X, de sorte que le
point z* + d* soit lui-méme admissible). Le sous-probléme de recherche de d*

peut étre formulé ainsi:
minimiser V f(z*).(z — 2*)

sous contrainte r € X

et nous pouvons obtenir zF

comme la solution optimale de ce sous-probleme.
Celui-ci est un programme linéaire (les contraintes du probleme de départ le sont
aussi) et peut étre résolu par I’algorithme du simplexe, sa solution optimale z*
se trouvera alors en 1'un des points extréemes du domaine X, de sorte que 1’'op-
timisation monodimentionnelle le long de d* devra étre faite sous la restriction
0 < o < 1. La méthode se termine si la direction générée est égale au vecteur

nul.

Convergence de la méthode:

Théoréme 1. [8]:

Considérons le probléme de minimisation de f(x) sous contraintes v € X ot
X est un polytope borné. Alors la méthode de Frank et Wolfe démarrée depuis
un point initial admissible converge vers un point satisfaisant la condition de
Kuhn-Tucker.
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La méthode converge vers un point de Kuhn-Tucker, mais pas nécessairement
de maniere finie car elle peu étre sujette au zigzag, a I'instar de la méthode du

gradient.

La méthode de Zoutendijk:

La méthode de Zoutendijk fonctionne selon le méme schéma: a chaque itération,
elle génére une direction de descente admissible et ensuite minimise f le long de
cette direction. A I'image de la méthode de Frank et Wolfe, le sous-programme de
recherche d’'une telle direction est linéaire. Nous commencons par décrire la méthode
de Zoutendijk applicable si les contraintes sont linéaires, puis celle-ci suscitera des
modifications si elles ne le sont pas afin de garantir que des directions non admissibles
ne pourront étre générées si la méthode se trouve en un point ol une contrainte non

linéaire est active.

— Cas des contraintes linéaires:
La méthode de Zoutendijk cherche elle aussi a trouver, a chaque itération, la
direction d* minimisant la dérivée directionnelle de f en z*. Les variables ap-
paraissant dans la fonction objectif du sous-programme linéaire sont les compo-
santes de d¥ , que I'on norme afin d’empécher le probleme d’étre non borné. Si
le point z*¥ courant est situé a I'intérieur de X , le probléme de recherche de la

direction optimale d peut s’écrire:

minimiser V f(x").d

sous contraintes d; <1 Vi€ {1,..n};
Si 2% se trouve maintenant sur la frontiere du domaine, une ou plusieurs contraintes
du probleme original sont actives. Il faut donc ajouter au programme linéaire
précédent des contraintes excluant les directions menant uniquement a des
points non admissibles. Cela est fait simplement en faisant intervenir les gra-
dients des contraintes actives.

Soit I 'ensemble des contraintes actives en * : I = {i\g;(2*) = 0}.
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Le probleme de recherche de direction final est :

minimiserV f(z*)d

sous contraintes Vg;(x*).d <0 Vi€ I;
d; <1 Vie{l,.n};
di>—1 Vie{l..n}

Théoréme 2. [§] :
Les conditions nécessaires de Kuhn-Tucker sont satisfaites en x* si et seulement
st la valeur optimale de la fonction objectif du programme linéaire précédent est

égale a zéro.

Ainsi, la méthode de Zoutendijk se termine si la valeur optimale de la fonc-
tion objectif de ce programme linéaire est nulle, car elle se trouve alors en un

point z* qui satisfait les conditions de Kuhn-Tucker.

— Cas des contraintes non linéaires:
Si, au point courant ¥, une contrainte non linéaire g; est active, le probleme
de recherche d'une direction présenté au paragraphe précédent peut aboutir
au choix d’une direction non admissible. En effet, un vecteur d satisfaisant
Vgi(2¥).d = 0 est tangent a la courbe g;(x) = 0. En raison de la non linéarité
de g;, il se peut que tout déplacement dans cette direction conduise en un point
non admissible. Cette approche doit donc étre modifiée pour pouvoir prendre
en compte ce type de contraintes. Nous énongons ci-dessous un théoreme qui

permettra de surmonter cette difficulté :

Théoréme 3. [8]: Considérons le probléme de minimisation de f(x) sous
contraintes g; < 0 pouri = 1,....m . Soient ¥ une solution admissible et I ’en-
semble des contraintes actives en x¥ : I = {i\g;(z*) = 0}. Supposons, de plus,
que f et les g; sont continues et continuellement différentiables. Si V f(2*).d < 0
et Vgi(x¥).d <0, Vi € I, alors d est une direction de descente admissible de f

en ",

Ce résultat ne fait que confirmer ce a quoi nous nous attendions, c¢’est-a-dire

que l'inégalité stricte Vg;(z¥).d < 0 est nécessaire pour garantir la génération
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d’une direction admissible (alors que l'inégalité stricte V f(z¥).d < 0 doit étre
satisfaite pour qu’elle soit de descente). Pour trouver un vecteur d satisfaisant
ces deux inégalités strictes, une possibilité est de minimiser le maximum de la
valeur V f(2*).d et des valeurs Vg;(z*).d pour i € I. En dénotant ce minimum
par z et en introduisant les restrictions interdisant au probleme d’étre non borné.

Nous obtenons le probleme suivant :

minimiser z

sous contraintes V f(z¥).d —z <0;
Vgi(x®).d — 2 <0 Vie I
d; <1, Vie {1,..n};
di Z —1, Vi € {1,,71}

Si la valeur optimale de z est strictement inférieure a zéro, alors d est mani-
festement une direction de descente admissible. Si elle vaut zéro, z* satisfait la

condition de Fritz John.

Théoréme 4. [8] : Considérons le probléme de minimisation def(x) sous contraintes
gi <0 pour i =1,..m. Soient x* une solution admissible et I = {i\g;(z*) = 0}.
Alors x¥satisfait la condition de Fritz John si et seulement si la valeur optimale

de la fonction objectif du programme linéaire précédent est éqgale a zéro.

Convergence de la méthode:

En général, la convergence de la méthode de Zoutendijk n’est pas garantie. Un contre
exemple, attribué a Wolfe, a montré qu’elle pouvait ne pas converger vers un point
satisfaisant les conditions de Kuhn-Tucker.

Observons qu’avec I’emploi de cette méthode, nous ne pouvons pas traiter de contraintes
non linéaires qui soient sous forme d’égalités, car il ne serait pas possible de générer
une direction de déplacement qui n’amene a sortir du domaine. Cette difficulté peut
étre surmontée en introduisant des mouvement correctifs destinés a revenir dans la

région admissible.
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Les méthodes de pénalité intérieure :(ou méthodes de barriére)

Nous allons maintenant décrire les méthodes de pénalité. Cette section traite des
méthodes de pénalité intérieure, aussi appelées méthodes de barriere, Le principe de
ces méthodes réside dans la transformation d’un probléeme contraint en une séquence
de problemes sans contraintes, en ajoutant au cott une pénalité en cas de violation
de celles-ci. Un tel sous-probleme est résolu a chaque itération d’'une méthode de
pénalité.

L’appellation ”pénalité intérieure” est employée car le minimum est approché depuis
I'intérieur de X.

Les méthodes de barriere s’appliquent aux problemes dont I’ensemble admissible X

est défini uniquement par une collection d’inégalités :
minimiser f(x)

sous contraintes g;(x) <0; i=1,..m

ou f et les g; sont des fonction de R™ dans R et sont continues. En effet, ces méthodes
utilisent des fonctions dites de barriere, définies uniquement a l'intérieur de X. Si
des contraintes sous forme d’égalités étaient introduites, I'intérieur de cet ensemble,
c¢’est-a-dire son sous-ensemble tel qu’en chacun de ses points aucune contrainte n’est
active, serait clairement vide. C’est donc le domaine de définition de la fonction de
barriere qui serait vide rendant 1'utilisation de la méthode impossible. L’intérieur de

I’ensemble X défini par les g; est le suivant :

La fonction de barriere, notée B(z), est ajoutée au cout f(z); elle est continue
sur X7 et sa valeur tend vers l'infini lorsque la frontiere de X est approchée par
I'intérieur, c’est-a-dire lorsque 1'un des g;(x) approche zéro par les valeurs négatives.
Une itération de la méthode consiste ensuite a minimiser la fonction f(z)+tB(x)(ou
t est un parametre réel strictement positif) a I'aide d’algorithmes de minimisation
directe, une fonction B(z) et un ¢t convenablement choisis assurant que cette mini-
misation ne puisse nous mener a des points situés hors de X; . La suite du processus
consiste a réduire progressivement ¢t afin de diminuer la pénalité et autoriser les al-
gorithmes de minimisation directe a se rapprocher peu a peu de la frontiere de X.

Les fonctions de barriere les plus répandues sont les suivantes :
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Logarithmique : -
B(w) = =) In(~gi(x))
i=1
L’inverse : mo
B(z) = — ; e

Il est important de noter que, si tous les g; sont convexes, ces deux fonctions de
barriere le sont également.
Remarquons qu'une nécessité, pour pouvoir appliquer une telle méthode, est de dis-
poser d'un point initial situé a l'intérieur de X. La méthode de barriere est définie
en introduisant la séquence de parametres {tF}; k = 0,1,... avec 0 < tFtl < ¢¥ et
th — 0 lorsque k — 1.

Une itération de celle-ci consiste & déterminer
2 = arg min{ f(x) + t*B(z)}
reR?

Le fait que B(x) ne soit défini que dans I'intérieur X; et tende vers l'infini au fur et
a mesure que 1’on se rapproche des bords de X assure que, méme avec un algorithme
de minimisation directe, le point obtenu a chaque itération appartienne lui aussi a
X7 . Le fait que t* tend vers zéro implique que le terme f(z)+t*B(z) tend vers f(x)

lorsque k tend vers I'infini.

Théoréme 5. [16] : Tout point limite d'une séquence {z*} générée par une méthode

de barriére est un minimum global du probleme contraint original.
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Algorithme de la méthode:
(a) Initialisation:
Fixer € > 0
Choisir xy admissible, choisir > 1 et (¢; > 0) on prend (¢; = 10)

(b) Ttération k = 1,2,...
() = (&) + (B S, — L)

Calculer

min ®(z,ry)

(c) Critere d’arrét:
Si [|z*t! — 2% < e. STOP

Si non, on pose k = k + 1 et on retourne a (b) avec tx1 = nty.
Convergence de la méthode:

Si f et les g; sont convexe, f(x)+tB(x) l'est également, car elle est la somme de fonc-
tions convexes. Tout point stationnaire d'une telle fonction étant un minimum global
et nous avons la garantie que la méthode de barriere convergera vers le minimum
global du probleme contraint original, et ce méme si ’algorithme de minimisation
directe utilisé n’est voué qu’a approcher des minima locaux.

Le comportement de la méthode dépend fortement du choix du parametre t° initial
et du facteur, disons 3, satisfaisant 0 < 3 < 1, utilisé pour décroitre t* & chaque
itération par la formule t**! = Bt*. Il n’existe pas de régle universelle permettant
d’obtenir un bon choix de t° et de 3. Cela dépend fortement du probléme & résoudre
ainsi que du point initial 2°(celui-ci se trouve-t-il ou non & proximité de la frontiere
du domaine?). L’utilisateur d’'une méthode de barriere sera souvent condamné a
exécuter la méthode plusieurs fois avec différentes valeurs de ces parametres jusqu’a
obtenir une convergence satisfaisante.

Les faits suivants peuvent néanmoins étre relevés: si t* est trop petit, et a plus forte
raison si 2 est proche des bords du domaine, le terme de barriere peut se révéler

trop faible ne parvenant pas a empécher une sortie de X (il faut donc prendre garde,
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durant I’exécution, et vérifier que I’on ne sorte pas de cet ensemble, et, si cela est tout
de méme le cas, recommencer avec un t° ou un 3 plus grand). Dans le cas contraire,
si t* est trop grand, I’algorithme de minimisation directe ne pourra s’approcher suf-
fisamment des bords du domaine, conduisant a une convergence globale lente. Ces
parametres doivent donc étre soigneusement choisis d’apres le probleme et le point

initial.

Remarque 1:
en dehors de 2, les points obtenus & l'itération précédente sont, & chaque itération,
utilisés comme points de départ de I’algorithme de minimisation directe (cela est

valable pour les deux types de méthodes de pénalité).

2.3.2 les méthodes de pénalité extérieure:

Considérons le probleme suivant:

minimiser f(x)
P) sous contraintes g;(x) <0 (i=1..m)
r e R"

ou f:R" — R et g:R*" — R.

Considérons le probleme sans contraintes( probleme pénalisé):

minimiser O,(x)
o {

ou O,(z) est obtenu en ajoutant a f(z) le terme rp(z)

avec

(2
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P est appelée fonction de pénalisation extérieure

Le probleme (P;) est alors remplacé par le probleme d’optimisation sans contraintes:

Minimiser O(x,r) = f(z)+r Zm: max{O,gi(x)}Q
i=1

reR"
ou:
r > 0 est appelé le coefficient de pénalité, notons Z(r) un minimum de O(z,r)
Le choix d’une valeur appropriée du coefficient de pénalité r résulte d’'un compromis:
d’une part, r doit étre suffisament grand pour que le point Z(r) obtenu soit proche
de I'ensemble des solutions X (autrement dit,que p soit suffisament faible); d’autre
part, si r est choisi trop grand, la fonction © peut étre mal conditionnée, d’ou des
difficultés numériques dans la recherche de I'optimum sans contraintes. Ceci explique
pourquoi les méthodes de pénalités sont généralement mises en oeuvre sous forme
itérative de la facon suivante:
On commence par choisir un coefficient de pénalité r; de valeur pas trop élevée

( pour éviter les difficultés numériques) puis on résout le probléeme sans contraintes:

min O(x,r) = f(x) + rip(z)

Soit Z(r1) le point obtenu. Si la quantité P(Z(r;)) est suffisament faible, T(r;) est une
bonne approximation de 'optimum et les calculs sont terminés.Dans le cas contraire,
c’est que la pénalité associée a la violation des contraintes n’est pas assez élevée. On
choisira donc un coefficient de pénalité ro > r; et on résoudra le nouveau probleme

sans contrainte:

min O(x,r) = f(x) + rop(z)

On obtiendra un nouveau point Z(r2) et ainsi de suite.
Remarquons ,qu’a chaque étape k du processus précédent, il est avantageux d’utiliser
le point Z(7x_1) obtenu a I’étape précédente comme point de départ de I’algorithme

d’optimisation sans contrainte choisi.
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Algorithme de la méthode:
(a) Initialisation:

Fixer € > 0 ,choisir z° non admissible, choisir v > 1 et (r; ~ 1)

(b) Itération k =1,2,...

@(l’,’l"k) = f(l') + 7 2111 maX{O,gi(x)}Q
Calculer

min O(z,ry,)

(c) Critere d’arrét:
Si [|z*t! — 2¥|| < e. STOP

Si non, on pose k = k + 1 et on retourne a (b) avec t 1 = Yiy.

Remarque 2:
— On commence toujours par un point non admissible.

— Pour le choix du parametre de pénalité on commence par des valeurs assez pe-

tites (r; = 1) ensuite on 'augmente au fur et a mesure des itérations.

Convergence de la méthode:
Le théoreme ci-dessous étudie le comportement des solutions Z" de (F,) lorsque r
tend vers I'infini donne des conditions pour que les solutions des problemes pénalisés

convergent vers une solution du probleme original.

Théoréme 6:[14]

Soit p : R" — R une fonction de pénalisation extérieur vérifiant:
(a) p(z) >0, V.

(b) p(z) =0 xe X ={x/g(x) <0, i=1,..,m}.

(c) p continue.

On suppose, d’autre part, que f est une fonction continue, que X est fermé, et que

l'une des deuz conditions suivantes est vérifiée:
(a) p(z) >0, Va.
(b) X est borné et p(x) — +oo quand ||z|| — +oo
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Alors, lorsque le coefficient de pénalité r tend vers +oo:

— La suite {Z(r)} admet au moins un point d’accumulation, et tout point d’accu-

mulation de cette suite est une solution optimale(globale) du probléme (P).
— X est borné et P(x) — +o0 quand ||z|| — +oo,

- p@E(r)) —0

2.4 Etude comparative des méthodes d’optimisation
avec contraintes

Dans cette partie, nous présentons une étude comparative entre les méthodes de pénalité
intérieur et pénalité extérieur. Bien que les méthodes de pénalité sont tres bien supportées
par la théorie, elle souffre de faiblesse dans le cadre de I'utilisation pratique particulierement
lorsque la frontiere de la région admissible est approchée. Ces méthodes ont été exécutées

en utilisant le probleme suivant:
((min f(z) = (z; — 3)* + (v — 4)?
—T] — 215 < =5
T — 23 <3
r1+ 215, <9
201 — 19 < 4

Ty, T3 >0

\

1. La méthode de pénalité extérieur:
En démarrant du point non admissible (6,9), avec un parameétre initial » = 0.5, et un
facteur d’augmentation associé y = 2 et la condition d’arrét || ™! — 2% ||< 0.01. Le

résultat est donné dans le tableau suivant:
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L F FEO TPEEA T 7F | g(zh) R
1[(3.00,400)| 0 0.57 | 0.50 | 2.00 | (2.67, 3.33)
2 [ (2.67,333) | 0.56 | 067 | 1.00 | 0.57 | (2.64,3.27)
3](2:64,327) | 0.66 | 0.73 | 2.00 | 0.33 | (2.62, 3.24)
41 (262,324) | 073 | 076 | 400 | 0.18 | (2.61, 3.22)
5| (2.61,322) | 0.76 | 0.78 | 800 | 0.10 | (2.60, 3.21)
6| (2.60,321) | 0.78 | 0.79 |16.00 | 0.05 | (2.60, 3.20)
7] (2:60,320) | 0.79 | 0.80 |32.00 | 0.02 -

40

-Exécution de la méthode de pénalité extérieur pour le probleme (P’)

depuis le point non admissible (3,4).

Un premier constat est que la méthode de pénalité extérieur n’as pas besoin de

beaucoup d’itérations pour trouver la solution optimale de ce probleme.
Les résultats du tableau nous apprend que les suites {t*}, {f(z*)},
et {P(z"t*)} croit, par contre la suite {g(z*) = >_7" | (max{0,g;(z*)})*} décroit. d’on

la convergence de la méthode vers un optimale globale.

2. La méthode de pénalité intérieur:
En démarrant du point admissible (2,2), avec un parametre initial ¢ = 10, et un

facteur de réduction associé n = 0.7 et la condition d’arrét || 2" — 2% ||< 0.01. Le

résultat est donné dans le tableau suivant:
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k zF f(:ll‘k) P(:Ck,tk) tF FrLan

1 | (2.00,2.00)| 5.00 26.67 | 10.00 | (1.57, 2.92)
2 | (1.57,2.92) | 3.23 20.17 7.00 | (1.72, 2.90)
3| (1.72,2.90) | 2.85 15.62 4.90 | (1.86 , 2.89)
4 | (1.86,2.89) | 2.52 12.43 3.43 | (1.98 , 2.90)
5| (1.98,2090) | 224 | 1020 | 240 | (2.09, 2.92)
6 | (209,292) | 200 | 864 | 1.68 | (2.18, 2.94)
7 | (218,2094) [ 1.80 | 755 | 7.55 | (2.26, 2.96)
8 | (2.26,2.96) | 1.63 6.78 0.82 | (2.33, 2.98)
9 | (2.33,2.98) | 1.49 6.25 0.58 | (2.38 , 3.01)
10 | (2.38,3.01) | 1.37 5.87 0.40 | (2.42, 3.03)
11 ] (242,3.03) | 1.28 | 563 | 0.28 | (246, 3.05)
12| (246,305) | 1.20 | 543 | 0.20 | (249, 3.07)
13] (249,307) | 1.13 | 530 | 0.14 | (251, 3.09)
14| (2.51,3.09) | 1.08 5.21 0.10 | (2.53, 3.10)
15| (2.53, 3.10) | 1.03 5.15 0.07 | (2.47 , 3.26)
16 | (247 ,3.26) | 0.82 | 5.10 | 0.05 | (247, 3.26)
17 | (2.47,3.26) | 0.82 5.07 0.03 -

-Exécution de la méthode de pénalité intérieur pour le probléme (P’) de-

puis le point admissible (2,2).

Il n” y a pas de technique générale pour le choix du parametre ¢ et du facteur de
réduction, ce qui implique qu’il faille souvent redémarrer la méthode plusieurs fois.

La méthode a eu besoin plus d’itération que la méthode de pénalité extérieur, pour
trouver une approximation du minimum. Les suites {t*}, {f(2%)}, et {P(z*t*)}décroit,

d’ou la convergence de la méthode.
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Chapitre 3

Optimisation multicritere

Introduction

La plupart des problemes d’optimisation rencontrées en pratique sont décrits a I'aide
de plusieurs objectifs ou criteres souvent contradictoires et doivent étre optimisés simul-
tanément.

Optimiser un tel probleme releve de 'optimisation multi-objectifs qui cherche a opti-
miser plusieurs composantes d’un vecteur fonction contrairement a l’optimisation mono-
objectif .

Dans ce chapitre, nous présenterons le probleme de I'optimisation multi-objectifs non

linéaire, en donnant les définitions de solutions et les méthodes de résolution.

3.1 Position de probleme:

Définition 1:

Un probleme multi-criteres est de la forme:
max (fi(z), fa2(z), . . . ful2) ) (n22)
SC

reX={zeR"\g(r) <0, i=1.p} (*)
Ou

X est 'ensemble des décisions
fi les fonctions criteres avec 1 =1,. . met f; : R" — R .

On note f = ( f1, f2, . . . ,fn ) le vecteur des fonctions objectifs,
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x=(xy, X2, . . . ,x, ) € X est la variable de décision avec X € R™ .

Le mot maximiser signifie ici que 1’on veut maximiser toutes les fonctions objectifs simul-
tanément. Comme une décision vérifiant cette propriété n’existe que rarement, en raison
de fait que les fonctions objectifs sont généralement conflictuelles on est amené a utiliser

d’autres notions d’optimalité.

3.2 Solution d’un probleme d’optimisation multi-criteres:

Il existe différents types de solutions d’'un probleme d’optimisation multi-criteres, on
cite quelques unes:
- L’optimalité de Pareto (ou efficacité).
- L’optimalité de Slater (ou Pareto optimalité faible).

- L’optimalité selon Geoffrion.

3.2.1 Optimalité de Pareto:

Une décision T est efficace si on peut améliorer 'une des composantes du vecteur f(7)

sans décroitre au moins I'une des autres composantes.

Définition 2:

Une solution P € X est appelée solution optimale selon Pareto (efficace) pour le systeme
(x) . S’il n’existe pas de décision x € X qui vérifie le systeme d’inégalité

fi(x) > fi(2?); i=1...n dont au moins une est stricte.

Cela peut s’écrire f(z) # f(2P) . Le vecteur f(zP) sera appelé maximum de Pareto.

Définition 3:

L’ensemble X? de décisions maximales de Pareto du probleme (x) est:
1. Non vide, lorsque X est compact et les fonctions f; sont continues sur X
2. Extérieurement stable, c-a~-d: Vo € X, JaP € XP telque: fi(x) < fi(zP); i=1,.,n
3. Intérieurement stable, c-a-d: V!, a? € XP telque : fi(z') % fi(2?); i=1,.n

Définition 4:
Dans le cas d’un probleme de minimisation une solution z? € X est appelé décision mi-

nimale de Pareto dans le probleme (x) , s’il n’existe pas de décision x € X qui vérifie le
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systeme d’inégalité f;(z) < fi(2?); i = 1,..,n dont au moins une est stricte.
Cela peut s’écrire brievement Vo € X, f(z) € f(z) . Le vecteur f(z*) sera appelé mini-

mum de Pareto et X? ensemble des décisions minimale de Pareto.

Remarque 1:

On a une définition équivalente a la précédente; une décision 2P € X est maximale de
Pareto, si pour toute décision x € X, soit f;(xz) = fi(zP), i = 1,..,n, soit il existe un indice
io(z) = 1,..,n tel que f; () > fi(x), i=1,.n.

On a également une autre définition équivalente: une décision zP € X est maximale de
Pareto, si une décision x € X vérifie le systeme d’inégalité f;(x) > fi(2P); i = 1,...,n alors

filz) = fi(z?); i=1,...n.

3.2.2 Optimalité de slater:

Définition 5:
On dit que z° € X est une décision maximale de Slater ( ou Pareto optimale faible) s’il
n’existe pas de décision z € X qui vérifie le systeme d’inégalité
fi(x) > fi(z*); i=1,.,n.On notera cela f(z) # f(z*). et X* sera appelé maximum de
Slater.
L’ensemble des décisions maximale de Slater est:

1. Un sous ensemble compact non vide de X lorsque X compact et les f; sont continues
sur X.

2. Extérieurement stable, c-a-d: Vo € X, Ja* € X* tel que : fi(x) < fi(z®); i=1,..n

Définition 6:
On dit que x® € X est une décision minimale de Slater s’il n’existe pas de décision x € X
qui vérifie le systeme d’inégalité f;(z) < fi(z®); i = 1..n . On notera cela f(z) £ f(a*).

f(z®) sera appelé minimum de Slater.

3.2.3 Optimalité de Géoffrion:

Un vecteur décision z* € X est paréto-optimal Géoffrion s’il est paréto-optimal et s’il
existe un nombre réel M > 0 tel que pour chaque ¢ et chaque x € X satisfaisant

fi(x) < fj(x*), il existe au moins un critere f; tels que
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filx) < fi(a") et fi(z) = fiz®)/ fi(x) = f3(z") < M

Définition 7:” Point idéal”:

Le vecteur définit par f(x) = ( max fy(z), . . . ,max f, () ) € R, constitue le point idéal.

Définition 8:”Matrice de gains”:

La matrice carrée de démension n suivante:

?1 - s fln
f21 f2 s f2r
f;ll . 7n

Ou:
7' = maXfl<X) = fZ(f])7VZ>] :17_”

' zeX

Définition 9:”point nadir”:

Le point de R™ de coordonnées z; = minj—; __, fi;, ¢ = 1,n est appelé point nadir.

-----

Définition 10:Taux de substitution:

IIs traduisent I'idée de componsation entre une perte sur un objectif et un gain sur un autre.

Définition 11: Point de référence:

C’est un vecteur dont les composantes sont les valeurs souhaitables qu’il faut atteindre.

3.3 Conditions d’optimalité:

Les conditions d’optimalité sont tres importantes dans le domaine de 'optimisation.
En effet, pour certaines classes de problemes, elles permettent de trouver directement des
solutions optimales; pour d’autres, elles sont utilisées dans les méthodes numériques de

résolution.



CHAPITRE 3. OPTIMISATION MULTICRITERE 46

Concéderons le probleme d’optimisation suivant:
minimiser ( fi(z), f2(z), . . . fu(z) )

(P) ( gl(x>7 92<x>7 - s0m )t <0
reR"

Théoréme 1.]13](Condition nécessaire d’optimalité):

Supposons que les fonctions objectifs et les contraintes sont continument différensiables.
La condition nécessaire pour qu’un vecteur décision x* € X soit Pareto optimale est qu’il
existe des vecteurs A >0 €RF et >0 € R™ tels que (A\,u) # (0,0) et

ZA Vfi(x*) + Zw%

2. pigi(z*)=0 pour j=1,.m

Théoréme 2.]13|(Condition suffisante d’optimalité):
Supposons que le probleme (P) soit convexe. Une condition suffisante pour qu’un vecteur

décision x* € X soit Pareto optimale est qu’il existe des multiplicateurs
A>0€eRF et p>0 €R™ tels que (\u) # (0,0) et

ZA Vfi(x*) + Zw%

2. pigi(x*)=0 pour j=1,.m

Théoréme 3.]13]
La condition énoncée précédemment est suffisante pour qu’un vecteur décision x* € X soit

une solution Pareto-optimale faible pour 0 < X € R¥ avec \ # 0.

Théoréme 4.[13]
Une condition nécessaire pour qu’un vecteur décision x* € S soit une solution pareto-

optimale Géoffrion est qu’il existe des vecteurs 0 < X\ € RF et 0 < € R™ tels que:
ZA V fila") + Zw%

2. pigi(xz*) =0 pour j=1.m
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3.4 Meéthodes de résolution d’un probleme d’optimi-
sation multicriteres

Dans cette partie, nous allons présenter quelques méthodes d’optimisation multi-objectifs.
Ces méthodes consistent a trouver une partie de ’ensemble des solutions Pareto optimales
ou ’ensemble tout entier. Elles peuvent étre classées de plusieurs manieres.

Dans notre travail, nous avons adopté la classification présentée par Hwang et Masud
en 1979, vu qu’elle est basée sur le degré de participation du décideur dans le processus de
recherche de la solution optimale.

Hwang et Masud ont établi quatre classes différentes:

Les méthodes sans articulation des préférences du décideur.

Les méthodes avec articulation des préférences du décideur a postériori.
— Les méthodes avec articulation des préférences du décideur a priori.

— Les méthodes intéractives ( avec articulation progressive des préférences du décideur).

Soit le probleme d’optimisation multi-objectifs suivant:

minimiser ( fi(z), fo(z), . . . ,fr(x) )
gi(z) <0 i=1.m

rz e R"

3.4.1 Meéthodes sans articulation du décideur:

Dans les méthodes sans articulation de préférences, le décideur ne contribue pas a la
construction de la solution, le probleme est résolu avec quelque méthodes relativement
simple et la solution obtenue est présentée au décideur. Ces méthodes sont convenables
dans les situations ou le décideur n’a pas d’exigence de la solution et il peut se contenter
de quelques solutions.

nous présenterons deux exemple de cette classe:la méthode du critere global qui est

aussi appelée ”compromise programing” et la méthode L,- métrique poids.
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1. Méthode du critere global:
Dans la méthode du critere global, la distance entre le point de référence et la région
du critere réalisable est minimisée.
L’analyste sélectionne le point de référence et un systeme métrique pour mesurer les

distances. Dans ce cas, le probleme a résoudre est:

{ minimiser (Y1, (fi(x) —Zf*)p)% (1)

resS

Ou p est un entier, S la région réalisable.

*

De la définition du vecteur critere idéal z**, nous savons que f;(x) > z** pour tout
1 =1,...,k et tout x € S . Les problemes avec ou sans I’exposant }D sont équivalents
pour 1 < p < oo . De la, le probleme (1) est une fonction croissante du probleme
correspondant sans 1’exposant.

Si p = oo ,la métrique est aussi appelée métrique de Tchébycheff et le probleme est
de la forme:

min max - [f(z) — 7] (2)

reS
Notons que la solution qu’on obtient dépend beaucoup de la valeur choisie pour p .

On utilise largement le choix: p =1, 2, oo

Résultats théoriques:

Théoréme 5.[13|:

Chaque solution du probléme (1) (ot 1 < p < oo ) est Pareto optimale.

Yu a montrer que si z est un ensemble conveze, alors pour 1 < p < oo la solution

du probleme (1) est unique. [9]

Théoréme 6.]13]:
Chaque solution du probléme (2) est Pareto optimale faible.

Corollaire. [13]:

Si le probleme (2) a une solution unique, celle-ci est Pareto optimale.



CHAPITRE 3. OPTIMISATION MULTICRITERE 49

Remarque 2:

La méthode du critere global est une méthode simple a utiliser, si le but est d’obtenir
une solution pareto optimale.

Les solutions obtenues avec L,-métrique dont ( 1 < p < oo ) sont garanties a étre des
solutions Pareto optimales. Si la L.-métrique est utilisé, la solution obtenue peut

étre Pareto optimale faible.

2. Méthode L,-métrique avec poids:
Pour tenir compte de I'importance des criteres dans la méthode du critere global,
des coefficients poids w; sont inclus dans la métrique. Dans ce paragraphe, nous
présenterons la méthode brievement. Dans ce cas, elle peut étre considérée comme

faisant partie de la classe des méthode a posteriori.

On suppose que w; > 1, pour tout ¢ = 1,..,k et Zf w; = 1 . Maintenant les problemes
pour minimiser les distances sont de la forme:

k

minimiser (Z w;(f(w) — 2")P)

=1

3=

(3)

r €S
et

minimiser max [w;(f(x) — 2") /2] (4)

res
Ou p est un entier et S est la région réalisable.

Théoréme 7.]13]:
La solution x € S du probleme (3) (lorsque 1 < p < 00) est Pareto optimale si:
— La solution est unique

— les coefficients poids sont positifs (w; > 0 pour tout i = 1,..,k )

Théoréme 8.[13]:
Chaque solution du probleme (4) est Pareto optimale faible si w; > 0 pour tout
1=1,..k.
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Théoréme 9.[13:
Soit x* € S une solution Pareto optimale. Alors il existe un vecteur w ou w; > 0
pour tout i = 1,...k tel que x* est une solution optimale du probleme (3), ou le poids

de référence 2* = 2** + € (on € € R* est un vecteur avec €; > 0 pour tout i = 1,...k).

3.4.2 Méthodes avec articulation des préférences a posteriori:

Les méthodes a posteriori sont utilisées pour générer des solutions Pareto optimales.
Apres avoir générer I'ensemble Pareto optimale (ou une partie), il est présenté au décideur

qui sélectionne la solution la plus préférée.

Dans cette classe de méthodes, nous présenterons deux méthodes importantes: la méthode

des poids et la méthode e-contrainte

1. Méthodes des poids:
Dans la méthode des poids, présentée par Gauss et Saaty en 1955 et Zadeh en 1963[9],
I'idée de base est d’associer a chaque fonction objecti‘f, un facteur poids et de mini-
miser la somme des poids multipliés par les fonctions objectifs. Dans cette méthode
I’ensemble des fonctions objectifs est transformé en une fonction objectif a optimiser.
On suppose que les coefficients poids w; sont des nombres réels tels que w; > 0, pour
tout ¢ = 1,..,k, il est aussi supposé que les poids sont normalisés:) . w; = 1. Alors, le

probleme d’optimisation multi-objectifs est de la forme:
k
minimiser Zwifi(a:) (5)
i=1

xesS
Ou w; > 0 pour tout ¢ = 1,...k, >, w; = 1 et S la région réalisable.

Résultats théoriques:
Théoréme 10.]13]:

Si z* € S une solution du probleme auz poids (5), alors x* est Pareto optimale faible.

Théoréme 11.]13]:
Soit x* € S une solution du probleme aux poids (5),0u les coefficients poids sont

positifs (w; > 0, pour tout i=1,..k). Alors x* est Pareto optimale
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Théoréme 12.]13]:

Six* € S une solution unique du probléme auz poids (5), alors x* est Pareto optimale

Théoréme 13.[13]:
Supposons que le probleme d’optimisation multi-objectifs et convexe. St x* € S est
Pareto optimale, alors il existe un vecteur poids w

(w; > 0, pour tout i =1,k  w; =1) tels que z* est une solution du probléme (5)

Théoréme 14.[13]:

Soit x* € S une solution du probléme auz poids (5), avec tous les coefficients poids
sont positifs (w; > 0, pour tout i=1,..k). Alors xz* est Pareto optimale au sens
de Geoffrion (condition suffisante)

Remarque 3:
Dans la pratique, on utilise la condition (w; > € ou € > 0 au lieu de la condition
w; > 0, pour tout i =1,..,k). Toutes les solutions Pareto optimales d’'un probleme

convexe peuvent étre trouvées si € est tres petit.

2. Méthode ec-contrainte:
Dans la méthode e-contrainte, introduite par Haimes, Ladson et Wismer en 1971, une
des fonctions objectifs est sélectionnée pour étre optimisée et toute les autres sont
converties en contraintes qui sont inférieures a leur bornes supérieures et le probleme

a résoudre est alors:

([ Minimiser fy(z)

SC

fi(x) <ej, pourj =1,k etj #/{ (P)
 z€S

avec S 'ensemble des solutions réalisables.
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Résultats théoriques:
Théoréme 15.]13):

Soit x* € S une solution du probleme (P), alors elle est Pareto optimale faible.

Théoréme 16.[13]:
Un vecteur décision x* € S est Pareto optimale si et seulement s’il est la solution du
probléme (P) pour { =1..k ot ¢; = f;(z*), j=1,.,kj#L.

Théoréme 17.[13]
Si x* est la solution unique du probléme e-contrainte (P) pour un certain { avec

gj = fi(x*), 7=1,.kj# L, alors x* est Pareto optimale .

Remarque 4:

La méthode e-contrainte peut aussi étre utilisée comme méthode a priori, quand le
décideur spécifie f, et les bornes supérieures.

La méthode e-contrainte est plus difficile que la méthode des poids car le nombre de

criteres est plus grand.

3.4.3 Meéthodes avec articulation des préférences a priori:

Dans ces méthodes, le décideur spécifie nécessairement sa ou ses préférences, ses at-
tentes et éspérences avant le processus de résolution. La difficulté est que le décideur ne
connailt pas nécessairement a l’avance, ce qui est possible d’atteindre et comment réaliser

ses espérances.

Dans la suite, nous présentons deux méthodes a priori: optimisation de la fonction

d’utilité et la méthode de I'ordre lexicographique.

1. Méthode de la fonction d’utilité:
Dans cette méthode, le décideur doit préciser la forme mathématique de la fonction
d'utilité U : R¥ — R, qui représente sa ou ses préférences globalement. Le probleme

a résoudre est alors:
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Mazimiser U(fi(z), fo(x), . . ., fp(x))
SC

resS

Ce probleme est résoulu par les méthode d’optimisation monocriteres.

Les modele les plus utilisé sont:
(a) Le modele additif: max,es> - U, fi(z)
(b) le modeéle multiplicatif: max,es [[7_, U fi(x)

Remarque 5:

La méthode de la fonction d’utilité semble étre une méthode tres simple, mais la diffi-
culté est liée a la spécification de 'expression mathémathique de la fonction d'utilité
soit par manque d’information ou par manque d’expérience. En plus, il faut que les

objectifs soient commensurables.

2. Méthode lexicographique:

Soit le probleme
Mazimiser (fi(z), fo(x), . . . fp(2))
SC

rze S

Dans cette méthode, le décideur doit ranger les fonctions objectifs suivant ’ordre

de leur importance

f(@) > folz) > o > fp(2)

(a) Résoudre:

max fi(x) (1)

res

Si le probleme a une solution unique, elle est la solution de tout le probleme

d’optimisation multicritere.
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Dans le cas contraire on passe a ’étape 2.

Soit x7 la solution optimale du probleme (1), avec ff = fi(x).

(b) Résoudre:
max fo(z)
SC zeS
fi = fi(z)

a I'étape k , il résoud:

max fo(z)

SC xze8

fi = fi(z)

f5 = fa(z)

\ -‘fljfl = fk:—l(x)

Théoréme 18.]13]:

La solution obtenue par [’ordre léxicographique est Pareto optimale

Remarque 6:

La justification de I'utilisation de la méthode de 'ordre léxicographique est sa simpli-
cité. Toutefois, cette méthode a plusieurs inconvénients. Le décideur peut avoir des
difficultés a mettre les fonctions objectifes dans 'ordre absolu d’importance. D’autre
part, la méthode est habituellement robuste, les fonctions objectifes moins impor-
tante ne sont pas prises en considérations: si la fonction objectife la plus importante

a une solution unique, les autre fonctions n’ont pas d’influence sur la solution.
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3.4.4 Méthode d’articulation progressive des préférences(Interactive):

Une méthode interactive consiste en une suite d’étapes de calculs et de dialogue avec le
décideur. La premiere étape de calcul fournit une premiere solution. Celle-ci est présentée
au décideur qui réagit en apportant des informations supplémentaires sur ses préférences
(étape de dialogue). Cette information injectée dans le modele utilisé, permet de construire
une nouvelle solution. Ainsi dans ce type de méthodes le décideur contribue directement a

la construction de la solution.

Dans ce qui suit, nous présenterons deux méthodes interactive: méthode GDF et la

méthode Nakayama.

1. Méthode Géoffrion, Deyer et Feinberg:
La méthode GDF a été proposée par Géoffrion, Deyer et Feinberg en 1972, est I'une
des premiere méthodes interactive. Elle est basée sur la maximisation d’une fonction
d’utilité connue de maniere implicite par le décideur.
A chaque itération une approximation linéaire de la fonction d’utilité est générée et

maximiser. La maximisation se fait par la méthode de Frank et Wolf (FW)

Description de la méthode:

Le probleme a résoudre est le suivant:

On suppose que:

- La fonction d’utilité U : R¥ — R existe et connue implicitement par le décideur.

De plus u : R — R est continiiment différentiable et concave.
- Toute les fonctions objectives sont contintiment différentiables.
- La région réalisable est compacte et concave.

Algorithme de la méthode:

Début

Etape 1.

Choisir une fonction de référence f;, choisir une premiere solution de compromis z*

et poser h =1
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Etape 2.
Demander au décideur de spécifier les taux de substitution entre la fonction f, et les

autres fonctions objectifs au point courant z”

Etape 3.
Résoudre la probleme (x). On note " € S la solution de ce probleme. Poser la direc-

h siyh = 2" allez a I'étape 6.

tion d" = y" —x
Etape 4.
Déterminer avec I’aide du décideur, le pas t" & choisir dans la direction d”, noter la

solution correspondante par z"*! = ¥ + t"d"

Etape 5.

h = h + 1. Si le décideur veut continuer, aller a I’étape 2.

étape 6.
La solution finale est z
Fin

Remarque 7:

En dépit de sa justification théorique, la méthode GDF n’est pas tellement convain-
cante ni dominante dans la pratique I'inconvénient de la méthode est que la solution
qu’elle donne n’est pas nécessairement Paréto Optimale.

Théoriquement, 'optimalité de la solution finale est garantie si la fonction utilité
est décroissante. Les taux de substitution sont cruciaux dans ’approximation de la

fonction utilité et leur spécification pose de sérieux problemes pour les décideurs.

2. Méthode Nakayama
La méthode de Nakayama est une méthode interactive, I'idée de cette méthode est
que le niveau d’aspiration est utilisé comme point de référence. En plus du point de
référence cette méthode utilise le point idéal.

Considérons le probleme:
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Mazimiser (fi(x), fo(z), . . . ,fo(2))

SC

resS

avec S = {gi(z) <0, j =1,...,m, x € R"} nous supposons que les fonctions f;, i = 1,r
sont contintiment differentiable.

Notons que le niveau d’aspiration est donné par le décideur a chaque itération, le
point idéal est également donné par le décideur, il peut étre différent du point idéal
au sens connu.

Le probleme résolu dans la méthode Nakayama est le suivant:

. k| px _ r
mlnllrgl%ﬁm |fi — fi(z)] (1)
res

tels que:
Wi = 1/(fF — ) est le poids affecté au critere i, f** est le point idéal, S la région
réalisable.

On suppose que f* < f**, f* étant le niveau d’aspiration.

Définition 12:
Si f* est un niveau d’aspiration du décideur alors une décision x* est dite solution

paréto optimale satisfaisante si elle est Paréto optimale et

fa) = f

Elle est dite satisfaisante si elle vérifie seulement I'inégalité précédente.
Description de la méthode:

Pour résoudre le probleme (I), on le transforme comme suit:

min F(z,z) = 2

—_

gj(x) < O,j =

,r

—_

,m
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gj(x) sont les fonctions contraintes définissant S et h;(z) les fonctions contraintes
construites a partir du vecteur critere: h;(x) = w;(f; — fi(z)) est le poids affecté au
critere f; .

f** est le point idéal, f* est le niveau d’aspiration donné par le décideur f* < f**
Apres avoir obtenu la solution du probleme, on la présente au décideur

On demande au décideur de classer les fonctions objectifs en trois classes:
— La classe des fonctions objectifs a améliorer.
— La classe des fonctions objectifs relaxer.
— La classe des fonctions objectifs a laisser sans changement.

Le nouveau niveau d’aspiration pour les fonctions objectifs de la classe 1 et 2 sera
données par le décideur, pour la classe 3 des fonctions objectifs acceptables on garde

le niveau d’aspiration précédent.

Algorithme de la Méthode:

Début

Pas 1.

Donner ou calculer le point idéal par la méthode de résolution d’un probleme d’op-
timisation avec ou sans contraintes.

Données initiales:

— 2% = (z1,22,..,2,,7) point initial arbitraire du domaine de définition du probleme

(IT)

- k=0
— donner le niveau d’aspiration f;*
Pas 2.

Calculer les poids w; = 1/(f* — f*i=1,r)

2

Pas 3.

résoudre

MinF(z,z) = z, wi(fi* — fi(2*) — 2 <0, = 1,r, gi(z) < 0,5 = 1,m, a*
étant la solution obtenue a 'étape k.

On obtient la solution x**!
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Pas 4.

Présenter la solution zF+

L au décideur.
Si la solution est accepté alors stop, aller a fin

sinon demander au décideur de classer les fonctions objectives en trois classes.

— Donner celles de la classe 1 et 2, donner les niveaux d’aspiration pour cette

classe.
— Donner celle de la classe 3, laisser sans changement les niveaux d’aspiration.

Retour au pas 2
FIN

Résultats Théoriques:
Théoréme 19.[15]
Supposons que pour tout x € S, fi* > fi(z), i=1,r

St on pose pour un niveau d’aspiration donné f*

Alors toute solution x* du probléeme

. *
min max wi| i — fi(z)]

est satisfaisante, c’est-a-dire f;(x*) > fF.

Si les fonctions f; sont bornées, elle est Pareto- Optimale faible.

Remarque 8:

La solution obtenue par cette méthode peut -étre Pareto-optimale cela dépend des hy-
potheses faites sur les fonctions criteres.

Notons que, du point de vue pratique la classification des fonctions objectifs en trois classes
et la spécification de quelques incrémentations et décrémentations des valeurs de certains
de ces fonctions est la méme chose que de spécifier un nouveau point de référence.

La méthode est basée sur la satisfaction du décideur, celui-ci est libre de chercher une autre

solution qui le satisfait et de changer sa ou ses préférences si c’est nécessaire.
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Conclusion:
Dans ce chapitre nous avons passé en revue quelques méthodes d’optimisation multi-critere
suivant le classement défini par HUWANG et MASUD [12], ce classement est défini par
rapport aux informations disponibles sur les préférence du décideur, on a vu les classes

sulvantes:

— Les méthodes sans articulation des préférences du décideur.

— Les méthodes avec articulation des préférences du décideur a posteriori.

— Les méthodes avec articulation des préférences du décideur a priori.

— Les méthodes avec articulation progressive des préférences du décideur (interactive).

Pour chaque classe nous avons présenté quelques résultats théoriques ainsi que quelques
références. Beaucoup de méthodes pas était citer, notre objectif est de donner une idée sur

chaque classe de méthode.
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Implémentation

Implémentation de la méthode des poids:

Concéderons le probleme multi-critére avec contraintes suivant:
((min fi(z) = 22% + 323 — 421 + 5
min fo(x) = —22% 4 229 + 4
min fy(x) =22 +23+7
S.C
(P){ —3x; —225+6<0
—r1+25—3<0
r1+ 20 —7<0

%l’l—l’g— SO

ol

Ty, T2 >0

Afin d’utilisé la méthode des poids, nous admettons les poids \; > 0,

tels que: Ay =43 Ao =1 A =1

i=13

61
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Le probleme mono-critere équivalent sera donc:
(min f(z) = —32f 423 — 21+ 3245

S.C

—3r1 —2224+6<0

(P —21+25—3<0

r1+a—7<0

<0

2
3L1 — T2

[SUIN

[ 21, 220

Pour résoudre le probleme mono-critere en utilise une méthode d’optimisation mono-critere

qui est la méthode de pénalité intérireur

En démarrant du point admissible (2,2), avec un parametre initial ¢ = 8, et un facteur

d’augmentation associé v = 0.8 et la condition d’arrét || z**! — 2% ||< 0.1.

L Tk f(:Ek) P(:Ek,tk) tF Jaan

1 | (2.00,2.00)]| 7.00 18.33 | 8.00 | (2.92, 1.69)
2 | (2.92,1.69) | 237 | 16.07 |6.40 | (3.10, 1.70)
3| (3.10,1.70) | 1.69 14.25 | 5.12 | (3.29, 1.72)
41 (3.29,1.72) | 0.98 12.80 | 4.10 | (3.48, 1.75)
51 (348 ,1.75) | 028 | 11.64 |3.28|(3.66, 1.78)
6 | (3.66,1.78) [ -0.38 | 10.71 [2.62 | (3.82, 1.81)
7 ] (3.82,1.81) | -1.00 9.97 2.10 | (3.96 , 1.84)
8 | (3.96,1.84) | -1.57 9.38 1.68 | (4.08 , 1.86)
9 | (4.08,1.86) | -208 | 890 |[1.34](4.19,1.88)
10 | (4.19,1.88) | -2.54 8.52 1.07 | (4.28 , 1.90)
11] (428 ,1.90) | -2.96 | 822 [0.86 -

-Exécution de la méthode des poids pour le probléeme (P) depuis le point ad-
missible (2,2).

Remarque:

Si on fixe d’autres valeurs aux poids \;, on aura d’autres résultat.
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Conclusion générale

Au cours de cette étude notre savoir a été enrichi en découvrant le domaine de 1'opti-
misation non linéaire et de programmation.
Ce projet tres intéressant nous a permis de concilier un travail théorique avec une tache
pratique d’implémentation. IL nous a permis d’apprécier 'efficacité des divers types de

méthodes, de juger de leur convergence.

IL nous reste tant a découvrir et le sujet n’a bien sur pas été épuisé a travers ce do-
cument et de nombreux défis restent ouverts, en particulier I'implémentation de nouvelles

méthodes.

Finalement, nous espérons que ce travail soit bénéfique, et avoir apporté une contribu-

tion pour les prochaines recherche.
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