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beaucoup plus que des mathématiques...Merci.
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1.6 Contrôlabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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2.2.3 Convergence du schéma numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Introduction générale

L’optimisation est une branche mathématique qui cherche à analyser et à résoudre les

problèmes qui consistent à déterminer le meilleur élément d’un ensemble, au sens d’un

critère donné.

Les systèmes dynamiques étant représentés par un modèle mathématique décrivant son

état et son contrôle à l’aide de variables. Le problème consiste à trouver des solutions qui

satisfont un certain objectif quantitatif, tout en respectant d’éventuelles contraintes.

La modélisation d’un phénomène, est une démarche visant à représenter par un moyen

adéquat le plus fidèlement possible, le comportement de ce phénomène. Dans les sciences,

la modélisation permet de comprendre les variables qui agissent sur ce comportement, afin

de simuler des situations à venir.

La théorie du contrôle est l’un des domaines le plus en vue dans le champ d’application

des mathématiques. Récemment, certaines questions concernant cette discipline ont trouvé

des solutions géométriques remarquables.

La théorie moderne du contrôle optimal a commencée dans les années cinquante, avec

la formulation du Principe du Maximum de Pontryagin. Les systèmes automatisés font

complètement partie de notre quotidien, ayant pour but d’améliorer notre qualité de vie et

de faciliter certaines tâches : systèmes de freinage, assistance à la conduite, servomoteurs,

thermostats, contrôle des flux aériens, boursiers, filtrage et reconstruction d’images. Les

applications concernent tous système sur lequel on peut avoir une action avec une notion

de rendement optimal.

Du point de vue mathématique, un système de contrôle est un système dynamique dépendant

d’un paramètre dynamique. Pour le modéliser, on peut avoir recours à des équations

différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles, sto-

chastiques.

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans toutes les sciences, puis-
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Introduction générale 4

qu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures, mécaniques des fluides que

dans les théories de la gravitation ou de l’électromagnétisme (équations de Maxwell).

Certains problèmes de contrôle optimal, comportant des équations aux dérivées partielles,

ont été résolus analytiquement ; mais pour d’autres, ces solutions analytiques n’existent

pas, ainsi des méthodes numériques sont exploitées.

Du fait de la complexité de la géométrie, et de la variation dans le temps ou dans l’espace

des conditions aux limites, ces problèmes ne peuvent en générale pas être résolus de façon

exacte ; ils sont résolus de manière approchée, à l’aide des méthodes numériques.

Résoudre numériquement une équation différentielle (problème de contrôle optimal) consiste

à approximer, le plus précisément possible, la solution en un certain nombre de points.

L’idée mâıtresse sur laquelle repose ces méthodes est qu’on tente de determiner les mécanismes

qui assurent que la solution approchée tend vers la solution exacte du problème traité.

Dans cette étude, on propose une approche d’optimisation globale d’un problème de

contrôle optimal non linéaire déterministe, qui traite le problème en deux parties ; un

exemple illustratif montre l’efficacité de cette approche et résume les étapes de cette

méthode, citée au dernier chapitre.

Dans le but de résoudre un problème de contrôle optimal, on énumère, au deuxième cha-

pitre, quelques méthodes numériques de résolution des équations différentielles les plus

connues et les plus utilisées, telles que les méthodes d’Euler, les méthodes de Runge Kutta,

tout en faisant un rappel sur les équations différentielles et leurs classification. Une méthode

pour trouver un zéro d’une fonction a été mentionnée à la fin de ce chapitre.

Avant d’entamer le travail et de citer ces méthodes, on a donné au chapitre 1 quelques

généralités sur la théorie du contrôle optimale.



Chapitre 1

Généralités sur le contrôle optimal

Les problèmes de contrôle optimal apparaissent plus généralement dans la formulation ou

la modélisation des problèmes de la mécanique, de la chimie, de la robotique, de l’automa-

tique,...etc.

En mathématique, la théorie du contrôle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul des

variations. Elle est apparue après la deuxième guerre mondiale pour répondre à des besoins

pratique de guidage, notamment dans le domaine de l’aéronautique et de la dynamique du

vol pour optimiser les trajectoires d’un avion.

Le début de la théorie du contrôle optimal remonte aux contributions dans le domaine du

calcul des variations John Bernoulli (1667− 1748), Isaac Newton (1642− 1727), Leonhard

Euler (1707− 1793), William Hamilton (1805− 1861).

Dans le 20eme siècle, on cite le développement du principe du maximum de Pontryagin par

Lev Semenovich Pontryagin (1908− 1988) et la formulation du régulateur linéaire quadra-

tique et le filtre de Kalman par Rudolf Kalman(1960).

Les points forts de la théorie ont été la découverte de la méthode de la programmation

dynamique. Plus tard, sont apparues les fondements de la théorie du contrôle stochastique

et de la théorie des jeux.

1.1 Système et système de commande

Définition 1.1. (système)

Un système est un assemblage de constituants branchés ou reliés de telle façon qu’ils

forment une entité individualisée et/ou agissant comme telle.

Définition 1.2. (Contrôle)

Une commande (contrôle) est une force extérieure exercée sur un système, pour atteindre
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un but précis, en respectant certaines conditions.

Définition 1.3. (Système de commande)

Un système de commande est un système dynamique qui peut se commander (se diriger, se

régler), ou bien commander (diriger ou régler) un autre système au moyen d’une commande

(contrôle).

1.2 Formulation d’un problème du contrôle optimal

Un problème de contrôle comporte trois (3) éléments :

(1) Une fonction objectif (coût) J donnée :

J(u(t)) = C(x(tf )) +

∫ tf

to

g(x(t), u(t), t)dt → opt (1.1)

(cas continu, à temps continu)

J(u(t)) = C(x(tf )) +
∑
t∈T

g(x(t), u(t), t) → opt

(cas discret, à un instant)

(2) Une contrainte qui prend la forme d’une équation différentielle du 1er ordre décrivant

l’évolution de la variable d’état :

ẋ(t) =
∂x(t)

∂t
= f(x(t), u(t), t), t ∈ [t0, tf ] (1.2)

(cas continu, à temps continu)

x(ti+1) = f(x(ti), u(ti), ti), ti, ti+1 ∈ T (1.3)

(cas discret, à un instant)

(3) Des conditions spécifiant les valeurs limites des trajectoires des variables d’état :

x(t0) = x0 ∈ M0 x(tf ) = xf ∈ M1 (1.4)

t : l’indice du temps ;

t0 : le temps initial ;

tf : le temps final ;
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x(t) : le vecteur des variables d’état ;

x(t0) : les valeurs initiales ;

x(tf ) : Les valeurs finales ;

u(t) : le vecteur des variables de contrôle.Nous supposons que chaque composante de ce

vecteur est une fonction continue par partie du temps t, mesurable et bornée ;

U : l’ensemble des contrôles admissibles ;

C : une application de classe C(1) par rapport à x et aussi est une fonction algébrique

scalaire appelée le dividende terminal ;

g : la fonction coût intermédiaire ;

M : variété différentielle (Rn) ;

n et m sont les cardinalités des vecteurs d’état et de contrôle respectivement ;

f : une fonction suffisamment régulière (dérivable).

Dans tous qui se suit on note :

x = x(t), u = u(t)

x0 = x(t0), xf = x(tf )

Le problème général du contrôle optimal est de la forme :

J(u) = C(xf ) +

∫ tf

to

g(x, u, t)dt → opt


ẋ = f(x, u, t)
x(t0) = x0 ∈ M0

x(tf ) = xf ∈ M1

(1.5)

M0 et M1 sont des variétés différentielles.

L’objectif de résolution d’un problème du contrôle est de trouver une solution optimale

(contrôle optimal) où de stabiliser le système (problème de stabilisation) pour le rendre

insensible à certaines perturbations.

1.3 Définitions essentielles

Définition 1.4. (Signal d’entrée)

On appelle signal d’entrée le stimulus appliqué au système de commande au moyen d’un

contrôle afin d’y provoquer une réponse spécifique.
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Définition 1.5. (Signale de sortie)

On appelle signal de sortie la réponse effective obtenue à partir d’un système de commande.

Parfois elle cöıncide avec la réponse du signal d’entrée.

Les systèmes de commande entrent dans deux catégories générales, selon la nature du

signal d’entrée et la formulation du signal de sortie :

Définition 1.6. (Système en boucle ouverte)

Un système en boucle ouverte est un système où le signale de commande (le contrôle)

est indépendant du signal du sortie. Dans les systèmes de ce type, le contrôle est une

application

t 7→ u(t)

d’un intervalle de temps dans l’espace des contrôles présenté dans le diagramme suivant :

Définition 1.7. (Système en boucle fermée)

Un système en boucle fermée est un système où le signal de commande (le contrôle) dépend

d’une façon ou d’une autre du signal de sortie.

Ces contrôles sont appelés rétroaction ou bouclage (feed back) ; ce sont des applications

u 7→ R(x(t))

définies sur les variables d’état du système.

Le système en boucle fermée est donné par :

Définition 1.8. (Ensemble accessible)

Un état xf du système (1.5) est dit accessible depuis x0, lorsqu’on est capable de l’atteindre
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en temps fini, c.à.d qu’il existe un contrôle u(t) ∈ U déterminant une trajectoire contrôlée

xu et un instant t ∈ [t0, tf ] tels que :{
xu(t0) = x0 ;
xu(t) = xf = x(tf ).

La réunion sur tous l’intervalle du temps t ∈ [t0, tf ] des états accessibles depuis x0 constitue

l’ensemble accessible, notée Ax0(tf ), et le système est dit :

1. Complètement contrôlable en x0 si Ax0(tf ) = M ;

2. localement contrôlable en x0 si Ax0(tf ) est un voisinage de x0 pour tout tf > 0.

Remarque 1.1. Dans le cas des systèmes affines (constitués par une ou plusieurs fonctions

affines 1), la dynamique s’écrit :

ẋ(t) = F0(x) +
m∑

k=1

ukFk(x)

On pose Fu(x) = f(x, u, t) ; si le domaine de contrôle U est un compact alors, l’ensemble

accessible est un compact convexe et varie continûment avec le temps.

Définition 1.9. (Contrôle admissible)

On désigne par U un ensemble convexe fermé de Rm, un contrôle u est dit admissible si

u(t) ∈ U , t0 6 t 6 tf

Définition 1.10. (Contrôle réalisable)

Un contrôle est dit réalisable s’il est admissible et que la réponse x satisfait aux conditions

terminales.

Définition 1.11. (Contrôle optimal)

Un contrôle u est dit optimal si la trajectoire associée à u vérifiée :

xf ∈ frAx0(tf )

frA : est la frontière de l’ensemble accessible A.

Définition 1.12. (Dynamique d’un système de contrôle)

La dynamique d’un système de contrôle définit les transformations possibles du système,

survenant dans le temps d’une manière déterministe ou aléatoire.

1Une fonction affine est une fonction obtenue par addition et multiplication des variables par des
constantes. Les fonctions constantes et linéaires sont des exemples des fonctions affines.
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Définition 1.13. (Système dynamique contrôlé)

Un système dynamique contrôlé est un processus d’évolution déterminé par les équations :{
ẋ = f(x, u, t)
x(t0) = x0

f : M × U −→ M ;

Définition 1.14. (Système autonome)

Un système est dit autonome si la dynamique du système ne dépend pas explicitement du

temps (i.e : ẋ = f(x, u))

Définition 1.15. (Système commandé-observé)

Un système commandé-observé est un système différentiel de la forme :{
ẋ = f(x, u)
y = h(x)

Le vecteur y est le vecteur des variables observées (sorties).

Ce système est dit en boucle ouverte est représenté par :

Définition 1.16. (Système augmenté)

Le système augmenté du système différentiel suivant :{
ẋ = f(x, u, t)
x(t0) = x0, x(tf ) = xf

en optimisant une fonctionnelle :

C(u) =

∫ tf

t0

f ∗(x, u, t)dt

est donné comme suit {
ẋ = f(x, u, t)
ẋ∗ = f ∗(x, u, t)

en posant

x̃ = (x, x∗) et f̃ = (f, f∗)

x̃0 = (x0, 0) et x̃f = (xf , x
∗
f )
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on obtient la dynamique suivante :{
˙̃x = f̃(x̃, u, t)
x̃(t0) = x̃0, x̃(tf ) = x̃f

1.4 Différents types de systèmes de contrôle

1.4.1 Systèmes de contrôle linéaires

Le système d’équation donné par (1.5) est un système linéaire s’il est de la forme

suivante :

ẋ = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) (1.6)

A(n× n) : la matrice d’état ;

B(n×m) : la matrice du contrôle.

Les solutions de (1.6) sont données par :

x(t) = M(t)x0 +

∫ tf

t0

M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

M(.) esr la résolvante du système homogène ẋ(t) = A(t)x(t) définie par Ṁ(t) = A(t)M(t),

M(0) = Id.

1.4.2 Approximation linéaire d’un système de contrôle non linéaire

On appelle un système du contrôle non linéaire, tout système différentiel de la forme :

ẋ = f(x, u, t), x ∈ M, u ∈ U. (1.7)

f non linéaire. Le système (1.6) s’obtient par linéarisation du système non linéaire (1.7) à

l’équilibre (xe, ue) pour que f(xe, ue) = 0.

Si on pose

X = x− xe, V = u− ue ;

A = ∂f
∂x(xe, ue), B = ∂f

∂u(xe, ue).

on obtient l’équation :

ẋ = AX + BV + O(X, V ) (1.8)

Le système commandé donné par (1.8) s’appelle alors, l’approximation linéaire (ou le

linéarisé tangent) du système non linéaire (1.7).
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1.5 Existence d’une trajectoire optimale

1.5.1 Pour un système général

Considérons le système de contrôle :{
ẋ = f(x, u, t)
x0(t0) = x0

f est C1 de Rn+m+1 dans Rn, les contrôles u sont à valeurs dans un compact Ω ⊂ Rm, et on

a des contraintes sur l’état c1(x) 6 0, ..., cr 6 0 où c1, ..., cr sont des fonctions continues

sur Rn. Soient M0 et M1 deux compacts de Rn tels que M1 est accessible depuis M0. Soit

U l’ensemble des contrôles à valeurs dans Ω joignant M0 à M1. Soient f0 une fonction de

classe C1 sur Rn+m+1 et g une fonction continue sur Rn.

On considère le coût :

J(u) =

∫ tf

t0

f0(x, u, t)dt + g(x, u, t)

où :tf > 0 est tel que x(tf ) ∈ M1.

On suppose que :

* il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée à un contrôle u est uni-

formément bornée par b sur [t0, tf ], i.e :

∃b > 0 tel que ∀u ∈ U, ∀t ∈ [t0, tf ], ‖ xf (t) ‖6 b;

* pour tout (t, x) ∈ Rn+1, l’ensemble des vecteurs vitesse augmenté

Ṽ (t, x) = {(f0(x, u, t), f(x, u, t)) tel que u ∈ Ω}

est convexe.

Alors, il existe un contrôle optimal u sur [t0, tf ] tel que la trajectoire associée joint x0 à xf

en temps tf est en coût minimal.

1.5.2 Pour un système affine

Considérons le système affine dans Rn :
ẋ = f0(x) +

∑m
i=1 uifi(x)

x(t0) = x0

x(tf ) = xf
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avec le coût

Jtf (u) =

∫ tf

t0

m∑
i=1

u2
i (t)dt

où : tf > 0 est fixé et U est le sous-ensemble de L2([t0, tf ], Rm) tel que :

1/ ∀u ∈ U, xf est bien définie sur [t0, tf ] ;

2/ ∃Btf > 0, tel que ∀u ∈ U,∀t ∈ [t0, tf ], ‖ xf (t) ‖6 Btf .

Si xf est accessible depuis x0 en temps tf , alors il existe un contrôle reliant x0 à xf .

1.6 Contrôlabilité

Un système de contrôle est dit contrôlable, si on peut l’amener (en temps fini) d’un état

initial arbitraire vers un état final prescrit.

1.6.1 Critère de contrôlabilité de Kalman (pour un problème du
contrôle linéaire)

Considérons le système différentiel de contrôle (1.6). Ce système est dit contrôlable en

temps tf , si pour tous points x0 et xf de M , il existe une fonction u telle que la solution x

du système (1.6) associée à ce contrôle u et vérifiant les conditions x(t0) = x0 et x(tf ) = xf .

Le critère de Kalman est le suivant :

Théorème 1.1. .[1] On suppose que U = Rn. Le système (1.6) est contrôlable (en temps

tf quelconque), si et seulement si le rang de la matrice (B, AB, ..., An−1B) (à n lignes et

nm colonnes) est égal à n.

Le critère de Kalman est une condition nécessaire est suffisante pour qu’un système linéaire

soit contrôlable.

Dans le cas où le contrôle u est contraint (U ⊂ Rm), les propriétés de contrôlabilité sont

reliées aux propriétés de stabilité de la matrice A (la matrice A est stable c’est toutes les

valeurs propres de A sont de parties réelles strictement négatives).

1.6.2 Contrôlabilité locale d’un système non linéaire

On dit que le système (1.7) est localement contrôlable au point x0, s’il existe un voisinage

V de x0, tel que pour tout xf ∈ V ,il existe tf (fini) et un contrôle admissible u tel que

xf = x(tf ).
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On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité globale pour un

système non linéaire, mais on a une condition suffisante de contrôlabilité locale, qu’on peut

l’obtenir par linéarisation.

Théorème 1.2. .[9]Supposons qu’il existe x0 ∈ M tel que Uvoi soit un voisinage de u0 et

f(x0, u0) = 0.

Soient :

A = ∂f
∂x

(x0, u0), B = ∂f
∂u

(x0, u0)

Si le rang de la matrice (B, AB, ... , An−1B) est égal à n , alors le système non linéaire

(1.7) est localement contrôlable en x0.

1.7 Stabilité

Soit le système :

ẋ = f(x) (1.9)

tel que f(0) = 0, admettant xe = 0 comme équilibre (i.e :par un changement de variable,

on peut toujours ramener l’équilibre à l’origine).

Définition 1.17. (Système stable)

Un équilibre xe = 0 du système (1.7) est dit stable, si pour tout ε > 0, il existe η > 0, tel

que pour toute solution xs(t) du système on a :

‖xs(0)‖ < η =⇒ ∀t > 0, ‖xs(t)‖ < ε

‖.‖ : désigne la norme usuelle.

Définition 1.18. (Système attractif )

L’équilibre du système (1.7) est dit attractif si ∃r > 0, tel que pour toute solution xs(t) du

système on a :

‖xs(0)‖ < r =⇒ lim
t→∞

x(t) = 0

Définition 1.19. ( Système asymptotiquement stable)

L’équilibre xe = 0 du système (1.7) est dit asymptotiquement stable, s’il est stable est

attractif.

Définition 1.20. (Stabilisation)

Le problème de stabilisation (régulation), consiste à maintenir un système prés d’un équilibre

xe asymptotiquement stable du système en boucle fermée.
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1.7.1 Stabilité des systèmes linéaires

Définition 1.21. On appelle bouclage d’état linéaire (ou régulateur linéaire) du système

ẋ = Ax + Bu une loi de commande du type :

u = Kx

où K(m× n) : matrice de gain.

Une telle loi est dite stabilisante, si l’origine du système en boucle fermée ẋ = (A + BK)x

est asymptotiquement stable.

1.7.2 Stabilisation locale d’un système non linéaire

Soit le système commandé : {
ẋ = f(x, u)
f(x0, u0) = 0

(1.10)

On pose u = R(x) telle que le système en boucle fermée : ẋ = f(x, R(x)) admet l’origine

comme équilibre asymptotiquement stable. On considère l’approximation linéaire :

ẋ = Ax + Bu

où : A = ∂f
∂x

(0, 0), B = ∂f
∂u

(0, 0)

Théorème 1.3. .[9]Le contrôle u = Kx stabilise localement le système (1.10). En effet le

système en boucle fermée s’écrit :

ẋ = F (x) = f(x, Kx)

On a :

∂F

∂x
(0) =

∂f

∂x
(0, 0) +

∂f

∂u
(0, 0)K = A + BK

donc x = 0 est asymptotiquement stable pour le linéarisé.
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1.8 Conditions d’optimalité

1.8.1 Fonction hamiltonienne

Définition 1.22. L’hamiltonien du système (1.4) est la fonction :

H(x, u, p, t) =< p, f(x, u, t) >

<,> est le produit scalaire usuel de Rn

L’idée de Lagrange est d’introduire des variables additionnelles (multiplicateurs dyna-

miques ou de la Lagrange) dans la fonction Hamiltonienne.

La fonction Hamiltonienne est définie par :

H(x, u, p, t) = g(x, u, t) + pt(t)ẋ

pt : la transposée de multiplicateur de Lagrange.

On peut prendre aussi des contraintes statiques (exemple : la non négativité des variables

de contrôle).

1.8.2 Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)

Le principe du Maximum de Pontryagin énonce que la trajectoire optimale vérifie les

trois conditions suivantes :

(1) l’équation adjointe :

ṗ(t) = −∂H(x, u, p, t)

∂x
(1.11)

dans le cas où l’état final est libre, une condition apparâıt sur la valeur finale de l’état

adjoint :

p(tf ) =
∂C(x(tf ))

∂x(tf )
(1.12)

(2) une condition qui suppose qu’aucune contrainte n’est subie par la commande ;

c’est la condition de stationnarité :

∂H(x, u, p, t)

∂u
= 0 (1.13)

(3) l’équation d’état ẋ = f(x, u, t) avec la condition initiale x(t0) = x0.
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1.8.3 Condition de transversalité

Définition 1.23. (Transversalité)

La condition de transversalité est une contrainte supplémentaire (ou une condition finale),

qui est énoncée sur l’état adjoint dans le cas où l’état final est libre.

La formule de cette condition est donnée par l’équation (1.12).

Conclusion

La théorie du contrôle optimal a résolu beaucoup de problèmes dans différents domaines,

notamment dans le cas où la stabilité d’un système qui modélise un phénomène quelconque

est très importante, mais aussi dans le but de maintenir un équilibre d’un système com-

mandé.

Malgré, les études faites autour de la théorie du contrôle optimal qui a répondu à la plupart

des problèmes, elles restent toujours incomplètes et constituent un domaine de recherche

très actif.



Chapitre 2

Méthodes de résolution et
d’approximation

Dans la modélisation de plusieurs phénomènes, on obtient souvent des équations différentielles.

La résolution des équations différentielles par quadrature (c.à.d : des opérations élémentaires

et de la primitivation) n’est possible que dans un nombre de cas très restreints. Il est

donc indispensable de disposer de techniques de résolution dites méthodes numériques qui

donnent une solution approchée.

2.1 Aperçue sur les équations différentielles (ED)

Les équations différentielles est un terme qui a été inventé par Leibnig en 1676, d’une

relation entre les deux différentiels ∂x et ∂y pour les deux variables x et y. Ce terme

(équations différentielles) est utilisé pour toute équation algébrique qui implique des pro-

duits dérivés.

2.1.1 Equations aux dérivées partielles (EDPs)

Une EDP est une équation dont les solutions sont des fonctions inconnues qui vérifient

certaines conditions concernant leurs dérivées partielles.

Certaines des EDPs sont résolues analytiquement et leurs solutions sont connues. Pour

d’autres, les solutions analytiques ne sont pas connues, il est donc utile d’utiliser des

méthodes numériques dans le but de résoudre ces équations approximativement.

soit :

– la fonction inconnue f : Rn → R

18
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– l’équation F (x, f(x), ∂f(x)
∂x

, . . . , ∂fp(x)
∂xp ) = 0, ∀X = (x1, ..., xn) ∈ Rn

avec F : Rn × R× (Rn)2 × ...× (Rn)p ;

p est l’ordre de l’EDP.

Classification des EDPs linéaires d’ordre 6 2

On distingue trois catégories :

1. Les EDPs de type elliptiques :

Le prototype de ces équations est l’équation de Poisson :

f(x) =
∑

n
i=1

∂2f(x)

∂x2
,∀x ∈ Ω ⊂ Rn

Ω : le domaine de définition de f .

2. Les EDPs de type parabolique :

Le prototype de ces équations est l’équation de chaleur :

∂T (x, t)

∂t
− α∇T (x, t) = 0,∀x ∈ Ω ⊂ Rn,∀t > 0, α > 0

t :le temps invariant.

3. Les EDPs de type hyperbolique :

Les prototypes de ces équations sont :

– L’équation de transport :

∂f

∂t
(x, t) + a

∂f

∂x
(x, t) = 0,∀x ∈ Ω ⊂ Rn,∀t > 0, a > 0

– L’équation des ondes :

∂2f

∂t2
(x, t)− ∂2f

2
(x, t) = 0,∀x ∈ Ω ⊂ Rn,∀t > 0

Une EDP d’ordre 6 2 à coefficients constants est de type :

a
∂2f

∂x2
(x, t) + b

∂2f

∂xy
(x, t) + c

∂2f

∂y2
(x, t) + d

∂f

∂x
(x, t) + e

∂f

∂y
(x, t) + gf(x, t) = 0

a, b, c, d, e, g des constantes réelles.

on pose : ∆ = b2 − 4ac

si :
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
∆ < 0 ⇒ l’équation est elliptique ;
∆ = 0 ⇒ l’équation est parabolique ;
∆ > 0 ⇒ l’équation est hyperbolique.

2.1.2 Equations différentielles ordinaires (EDOs)

Une EDO est une relation entre, une variable réelle x et une variable dépendante y, des

dérivées de la variable dépendante y par rapport à x.

Classification des EDOs

On s’intéressera aux EDOs du premier et du deuxième ordre.

1) Les EDOs du premier ordre

Le premier type : équations à variables séparables

Ce sont toutes les équations dont l’expression est de la forme :

f(x)∂x = g(y)∂y

Le deuxième type : équations homogènes

Ce sont toutes les équations dont l’expression est de la forme :

y′ = f(y/x)

on peut remplacer x par kx et y par ky avec k non nul.

Le troisième type : équations linéaires

Le premier cas : équations linéaires avec second membre

Ce sont toutes les équations dont l’expression est de la forme :

y′ + a(x)y = b(x)

Le deuxième cas : équations linéaires sans second membre

Ce sont toutes les équations dont l’expression est de la forme :

y′ + a(x)y = 0

ce qui permet de séparer les variables comme : ∂y
y

= −a(x)∂x et d’intégrer :

ln y
c

= −
∫

a(x)∂x avec y
c

> 0 ; on obtient la solution y = c exp (−Ax)

Cas particulier : équations linéaires à coefficients constants avec second membre

constant

Ces équations sont de type :

y′ + ay = b
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2) Les EDOs du deuxième ordre

Le premier type : équations où la fonction n’apparâıt que par ses dérivées

Ces équations sont de la forme :

y′′ = f(x, y′)

elle peut être transformé en une équation du premier ordre z′ = f(x, z) si on pose

z = y′.

Le deuxième type : équations où la fonction n’intervient que par sa dérivée

seconde

Ces équations sont données par la formule suivante :

y′′ = f(x)

Le troisième type : équations où la variable n’apparâıt pas explicitement

Ces équations prennent la forme :

f(y, y′, y′′) = 0

on prend z = y′ on obtient :

y′′ =
∂y′

∂x
=

∂z

∂x
=

∂z∂y

∂y∂x
= z

∂z

∂y

alors :f(y, z, z ∂z
∂y

) = 0.

En général, on pose q = y′2

2.2 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est une technique de recherche des solutions ap-

prochées d’une équation aux dérivées partielles, utilisée en analyse numérique.

La méthode consiste à approcher les dérivées partielles d’une équation, au moyen des

développements de Taylor aux points de maillage ; autrement dit, de remplacer les dérivées

partielles par des différences divisées des valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre

fini de points discrets appelés nœuds du maillage.

Cette méthode repose sur deux notions :

1. la discrétisation des opérateurs de dérivation ;

2. la convergence du schéma numérique obtenu.
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2.2.1 Approximation des opérateurs par la formule de Taylor

On utilise les approximations de Taylor pour la discrétisation des opérateurs différentiels

(dérivées première et deuxième, partielles ou non).

La procédure

Soit x un point et h un pas dit de discrétisation, f est une fonction continue n fois

derivable sur le domaine de définition de f ; la formule de Taylor-Young est donnée par :

1. f(x + h) = f(x) +
∑n

i=1
hi

i!
f i(x) + hnε1(x, h)

=⇒ f(x + h)− f(x)

h
=

n∑
i=1

h(i−1)

i!
f i(x) + h(n−1)ε1(x, h);

2. (f(x− h) = f(x) +
∑n

i=1
(−h)i

i!
f i(x) + hnε2(x, h))

=⇒ f(x− h)− f(x)

h
=

n∑
i=1

(−h)(i−1)

i!
f i(x) + h(n−1)ε2(x, h).

La première dérivée de f est :

a)
∂f(x)

∂x
= lim

h−→0

f(x + h)− f(x)

h
;

b)
∂f(x)

∂x
= lim

h−→0

f(x)− f(x− h)

h
.

De 1) et 2) on obtient :

f(x + h)− f(x)

h
+

f(x)− f(x− h)

h
=

n∑
i=1

hi−1

i!
f i(x)+

n∑
i=1

(−h)i−1

i!
f i(x)+h(n−1)ε1(x, h)+h(n−1)ε2(x, h);

f(x + h)− f(x− h)

2h
=

∂f(x)

∂x
+

n∑
i=2

(h)i−1

i!
f i(x) +

n∑
i=2

(−h)i−1

i!
f i(x) + h(n−1)ε3(x, h);

∂f(x)

∂x
= lim

h−→0

f(x + h)− f(x− h)

2h
.

Ceci est appelé le schéma numérique d’une EDP.
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on a alors : 

f(x+h)−f(x)
h

:appelé Schéma avant ;

f(x−h)−f(x)
h

:appelé Schéma arrière ;

f(x+h)−f(x−h)
h

:appelé Schéma centré.

La deuxième dérivée sera :

∂f 2(x)

∂x2
=

f(x + h) + f(x− h) + 2f(x)

h2
+

h2

12
f 4(x) + h2ε4(x, h)

lim
h→0

f(x + h) + f(x− h) + 2f(x)

h2
=

∂f 2(x)

∂x2

2.2.2 Maillage

Un maillage est un ensemble de points isolés (nœuds), dans le domaine de définition de

la fonction assujetties aux dérivées partielles.

Le maillage comprend les extrémités situées sur la frontière du domaine ou bien proche de

la frontière, afin de pouvoir appliquer les conditions aux limites ( initiales et finales).

Le but d’un maillage est de diminuer la distance entre deux extrémités successives et permet

de discrétiser les approximations des opérateurs de differentiation.

On appelle ”pas local” hi = supi=1.n|xi+1 − xi| du maillage la distance entre deux points

successifs du maillage ; en dimension 1, il est simplifie en différence des abscisses.

On définit un ”pas global” h par :

h = maxi=1.n hi

Si ce pas global tend vers 0, celà veut dire que la répartition des points du maillage dans

l’intervalle choisi, tend à se faire sur tout le domaine par densité.

Un ”pas constant” est le plus souvent retenu.

2.2.3 Convergence du schéma numérique

La convergence d’un schéma numérique, a pour but d’assurer que l’écart entre la so-

lution exacte et la solution approchée tend vers zéro, lorsque le pas de discrétisation tend
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vers zéro. Il est fréquent d’utiliser des normes apparentées à celles des espaces Lp. Pour

une fonction d’une variable, on a plusieurs types de convergences :

– La convergence simple qui convergence en tout point de l’espace de définition ;

– La convergence uniforme (dans L∞) :||fh(x)− f(x)||∞ = h maxi |f(xi)− f(ih)| ;
– La convergence dans L2 :||fh(x)− f(x)||2 = h

√∑
i |f(xi)− f(ih)|2 ;

– La convergence dans L1 :||fh(x)− f(x)||1 = h
∑

i |f(xi)− f(ih)|.
où fh(x) = f(x + h) ou fh(x) = f(x− h)

Fig. 2.1 – Diagramme de la méthode des différences finies (schéma avant)

2.3 Méthode d’Euler

En mathématique, la méthode d’Euler nommée ainsi en l’honneur du mathématicien

Leonhard Euler, est une procédure numérique pour résoudre approximativement des équations

différentielles du premier ordre avec une condition initiale, le système est de type :
y′ = f(x, y)
y(x0) = y0 (condition initiale)
x ∈ [x0, xn]

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. On note Cf sa courbe représentative

dans un repère quelconque.

On veut déterminer les valeurs approchées des images de n nombres x1, ..., xn par cette



Chapitre 2. Méthodes de résolution et d’approximation 25

fonction et construire la courbe intégrale sur l’intervalle I = [x0, xn] même si on ne connâıt

pas l’expression de f explicitement.

On peut diviser I en n intervalles et on choisit : h = xn−x0

n
; ou encore h = xi − xi−1

x1 = x0 + h
x2 = x1 + h = x0 + 2h
...
...
xn = xn−1 + h = x0 + nh

Pour tout réel xi ∈ I, on a :

f(xi) = lim
h→0

y(xi + h)− y(xi)

h
' y(xi+1)− y(xi)

h

Quand h est très proche de zero, alors :

y(xi + h) = y(xi) + f(xi)h est une équation de la tangente à la courbe Cf en xi, i = 0.n.

Supposons qu’on connâıt :

·La dérivée f de y ;

·Un point M0(x0, y0) de la courbe avec y0 = y(x0) ;

·Un pas h fixé, proche de 0 ;

alors, pour i = 0 :

y1 = y(x1) = y(x0 + h) = y(x0) + f(x0)h

M1(x1, y1) est le 2eme point proche de la courbe Cf .

Le segment [M0, M1] approche la courbe sur l’intervalle [x0, x1].

On peut itérer cette méthode afin d’obtenir une courbe approchée de Cf donnée par :

yn+1 = yn + hf(xn).

2.3.1 Méthode d’Euler explicite

L’équation y′ = f(x, y) est discrétisée comme :

∂y

∂x
(xi) = f(xi, yi) '

yi+1 − yi

h

yi :connu ;

yi+1 :inconnu ;

h = xi+1 − xi :le pas de la méthode.

d’où :

yi+1 = yi + f(xi, yi)h
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2.3.2 Méthode d’Euler implicite

L’équation y′ = f(x, y) est discrétisée comme :

∂y

∂x
(xi) = f(xi) '

yi+1 − yi

h

d’où :

yi = yi+1 − f(xi+1, yi+1)h.

2.3.3 Méthode d’Euler semi-implicite

L’équation y′ = f(x, y) est discrétisée comme :



∂y
∂x

(xi) = f(xi) ' yi+1−yi

h

y(xi) ' (1− θ)f(xi, yi) + θf(xi+1, yi+1)

où :θ ∈ [0, 1]

d’où :

yi+1 − θhf(xi+1, yi+1) = yi + (1− θ)hf(xi, yi).

Exemple canonique : le cas linéaire y′ = ay

La méthode d’euler explicite

Soit le problème de Cauchy suivant, avec a ∈ R :

y′ = ay, y(0) = 1

alors : yi+1 = yi + hayi = yi(1 + ha) ; d’où :yi = (1 + ha)i

La méthode d’euler implicite

yi+1 = yi + hf(xi+1, yi+1)

Si f est assez régulière (une fonction suffisamment derivable) et h est assez petit ; le schéma

implicite a une solution unique : y′ = ay, y(0) = 1

alors :yi+1 = yi + hayi+1 et yi = yi+1(1− ha) ; d’où :yi = (1− ha)−i.

Pour comprendre mieux la méthode, on donne le diagramme ci-dessous :
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Fig. 2.2 – Diagramme de la méthode d’Euler explicite

2.4 Méthodes de Runge-Kutta (RK)

Considérons une équation différentielle du premier ordre :
y′ = f(x, y)
y(x0) = y0 condition initiale
x ∈ [x0, xn]

Les méthodes RK utilisent plus d’un point intermédiaire pour calculer la valeur de yi+1

à partir de la valeur de yi (i = 0.n).

Ces méthodes définissent deux étapes successives ; où h = xi+1−xi est le pas de discrétisation

en x :

Une première qui permet de définir les valeurs de x ; on connâıt :

– le terme initiale : x0 ;

– la relation de récurrence : xi = xi−1 + h

Une deuxième étape qui permet d’évaluer les valeurs de y, en connaissons :

– le terme initiale : y0 ;

– la relation de récurrence de chaque méthode.

2.4.1 Méthode RK2

Les étapes de la méthode de RK2 sont :

1̊ / utiliser la méthode d’Euler sur un demi pas : yi+1/2 = yi + f(xi, yi)
h
2

2̊ / poser fi+1/2 = f(xi+1/2, yi+1/2)

3̊ / sur la totalité de pas : yn+1 = yn + fn+1/2h
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2.4.2 Méthode RK4

Les étapes de la méthode RK4 sont :

1̊ /Calculer la première variante : k1 = f(xi, yi)h

2̊ / au milieu du pas on pose : k2 = f(xi + h
2
, yi + k1

2
)h

3̊ / calculer l’évaluation k3 = f(xi + h
2
, yi + k2

2
)h

4̊ / calculer l’évaluation k4 = f(xi + h, yi + k3)h

alors :

yi+1 = yi + 1/6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).

L’interprétation géométrique variantes k1, k2, k3, k4 :

k1 : est la pente au début de l’intervalle ;

k2 : est la pente au milieu de l’intervalle, en utilisant la pente k1 pour calculer la valeur

de y au point xn + h/2 par le biais de la méthode d’Euler ;

k3 : est de nouveau, la pente au milieu de l’intervalle, mais obtenue cette fois en

utilisant la pente k2 pour calculer y ;

k4 : est la pente à la fin de l’intervalle, avec la valeur y calculée en utilisant k3 .

yn+1 : est le schéma de la méthode RK4 ; ou bien la moyenne des quatre pentes, on

affectant des poids plus grands aux pentes au points milieu.

Le diagramme ci-dessous résume les étapes de la méthode :
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Fig. 2.3 – Diagramme de la méthode de Runge Kutta 4

2.5 Méthode de bissection

La méthode de bissection est un procédé qui consiste à chercher un zéro d’une fonction

(i.e : de résoudre l’équation f(x)=0). Elle repose sur le partage simultané d’un intervalle

en deux parties équivalentes, puis de sélectionner le sous-intervalle dans lequel existe la

solution.
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2.5.1 Principe de la méthode

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a, b] tel que f(a).f(b) < 0 ; d’après le

théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins un x0 tel que f(x0) = 0.

On va crée une variable c = b+a
2

, alors on a deux possibilités :

1. f(a).f(c) < 0 alors, on pose b = c ;

2. f(c).f(b) < 0 alors, on pose a = c.

L’erreur absolue de la méthode est de : b−a
2n+1 où n est le nombre d’itération.

Si on veut résoudre f(x) = y, et soit f une fonction continue sur [a, b] avec f(a) < y < f(b)

donc : ∃x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) = y

on pose c = a+b
2

1. f(c) < y alors a=c ;

2. f(c) > y alors b=c.

Son diagramme est donné par :
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Fig. 2.4 – Diagramme de la méthode de bissection

Conclusion

Très souvent, les méthodes numériques étaient le seul moyen de résoudre plusieurs

problèmes dont le type de systèmes ou d’équations est différentiel. Si ces méthodes sont

mal employées, elle peuvent conduire à des résultats erronés où les erreurs d’arrondis sont

très élevées.



Chapitre 3

Contrôle optimal non linéaire :
approche de résolution

Dans plusieurs domaines, le but de résoudre un problème de contrôle est d’atteindre

un maximum ou un minimum d’une fonctionnelle soumis à un système dynamique, qui

est décrit par l’ensemble des équations différentielles algébriques, ordinaire ou algébro-

différentielles linéaires ou non linéaires, qui donne de multiples solutions locales. Les méthodes

les plus utilisées pour ce genre de problèmes est le contrôle paramétrique. Ces approches

convertissent les problèmes de dimension infinie en un problème de dimension finie, dans

laquelle l’optimisation est réalisée sur un paramètre défini, utilisé pour décrire les varia-

tions du contrôle en fonction de temps.

Les problèmes du contrôle optimal, sont souvent résolus par les méthodes indirectes

basées sur le Principe de Maximum de Pontryagin, réputées pour leurs rapidité et leurs

précision dans le traitement des problèmes. Toutefois, leurs mise en oeuvre peuvent en pra-

tique rencontrer certaines difficultés notamment lorsque la structure du contrôle de type

bang bang ou bien lors de présence de contrainte sur les états du système.

Dans ce chapitre, on propose une méthode de resolution qui permet de trouver la solu-

tion globale d’un problème de contrôle. Cette méthode traite le problème en deux partie ;

une partie dynamique qui fait une étude de système dynamique de problème (étude de

problème sans la fonctionnelle) ; à la fin de cette partie, on calcule la valeur d’un pa-

ramètre β qui est utilisé pour sous estimer les contraintes.

Dans la deuxième partie, on transforme le problème de départ en un problème relaxé et on

cherche la solution de ce problème, après avoir sous estimer les contraintes et la fonction-

32
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nelle.

La solution globale est trouvée en résolvant le problème sous estimé.

3.1 Formulation du problème

La forme générale du problème étudié est :

minx,v,u(t) f(x, v)

żj = g(z, v, u, t) j ∈ J , z ∈ Z
h(z, v, u, t) = 0
z(t0) = z0 t ∈ [t0, tf ]
uL 6 u 6 uU

cm,u(x) + zm(tu) = 0 m ∈ M u ∈ P (3.1)
d(x, v) 6 0
xL 6 x 6 xU

vL 6 v 6 vU

Z : l’ensemble des variables d’état ;

J : l’ensemble des variables d’états où les dérivées apparaissent explicitement dans le

système ;

M : l’ensemble des variables d’états qui apparaissent dans les contraintes définies à des

instants de l’ensemble P ;

u : est le contrôle dépendant du temps ;

v : est un paramètre ne dépendant pas du temps l’ensemble qui apparâıt dans le système

dynamique ;

x :les variables algébriques qui n’apparaissent pas dans le système dynamique.

Les conditions sur les fonctions du problème (3.1) sont les suivantes :

1) f(x, v), C(x), d(x, v) sont des fonctions continues et differentiables dans les régions

définit par x ∈ [xL, xU ] et v ∈ [vL, vU ] ;

2) le système algébro-différentiel est en fonction de u ;

3) g(z, v, u, t) et h(z, v, u, t) sont continues et differentiables par raport à l’état z, u et

v dans la région définit par z ∈ [zL, zU ], u ∈ [uL, uU ] et v ∈ [vL, vU ].



Chapitre 3. Contrôle optimal non linéaire : approche de résolution 34

Dans le but de convertir le problème (3.1) de dimension infinie en un problème de dimension

finie, la paramètrisation du contrôle est utilisée. Les variables du contrôle sont écrites

comme une fonction des paramètres v et de temps t,

u(t) = U(v, t).

La paramètrisation la plus commune prend la forme

u(t) = vi pour ti 6 t 6 ti+1;

Un autre schéma de paramètrisation du contrôle est le contrôle linéaire par morceau de la

forme :

u(t) = vi +
vi+1 − vi

ti+1 − ti
(t− ti) pour ti 6 t 6 ti+1.

En écrivant, u en fonction de v, le contrôle u disparâıt dans le modèle et le problème sera

réduit à :

minx,v f(x, v)

żj = g(z, v, t) j ∈ J z ∈ Z
h(z, v, t) = 0
z(t0) = z0 t ∈ [t0, tf ]
cm,u(x) + zm(tu) = 0 m ∈ M u ∈ P (3.2)
d(x, v) 6 0
xL 6 x 6 xU

vL 6 v 6 vU

3.1.1 Approche d’optimisation

Formule du sous estimateur

Dans le problème (3.2), on a deux différents types de termes : une partie algébrique et

une partie dynamique. La partie algébrique est constituée de f(x, v), c(x) et d(x, v).

On considère le système d’équations algébro-différentiel comme un simple diagramme

entrée-sortie ; l’entrée représente la valeur de paramètre v, alors que la sortie correspond à

la valeur de l’état dans l’intervalle de temps z(t)

v −→
żj = g(z, v, t) j ∈ J z ∈ Z

h(z, v, t) = 0
z(t0) = z0 t∈ [t0, tf ]

−→ z(t)
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On pose z(tu) = Fu(v) ; et en la substituant dans le problème (3.2) on obtient le

problème :

minx,v f(x, v)

żj = g(z, v, t) j ∈ J z ∈ Z
h(z, v, t) = 0
z(t0) = z0 t ∈ [t0, tf ]
cm,u(x) + Fm,u(v) = 0 m ∈ M u ∈ P (3.3)
d(x, v) 6 0
xL 6 x 6 xU

vL 6 v 6 vU

Fm,u est la fonction qui décrit la valeur de l’état zm à l’instant tu.

La derivation de cette fonction est la valeur de la sensitivité de l’état zm. Cette sensitivité

est déterminée par integration d’un ensemble d’équations linéaires avec le problème initial.

Cet ensemble d’équations prend la forme :[
Ij×j 0j×k

0q×j 0q×k

]
(
∂ż

∂v
) =

[
∂g
∂z
∂h
∂z

]
(
∂z

∂v
) +

[
∂g
∂v
∂h
∂v

]
(3.4)

j : le nombre des états où les dérivées sont explicite ;

k : le nombre des états sans dérivées explicite ;

q : la taille du vecteur d’équation h.

Ainsi la dérivée de Fm,u par rapport à v est définie comme :

∂Fm,u

∂v
=

∂zm

∂v
(tu).

Une intégration numérique est utilisée pour générer la fonction nécessaire et les évaluations

de son gradient pour le système dynamique. Le sous estimateur de cette fonction est générée

en ajoutant un terme quadratique en v, donné par la formule suivante :

LFm,u(v) = Fm,u(v) + βm,u

∑
i∈I

(vU
i − vi)(v

L
i − vi)

où I est l’ensemble des variables v. βm,u est une valeur qui assurer la convexité de la fonction

de sous estimateur L, elle ne doit pas être trop grande au point de trop sous estimer cette

fonction.
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La formulation de (3,3) devient :

minx,v Lf (x, v)

żj = g(z, v, t) j ∈ J z ∈ Z
h(z, v, t) = 0
z(t0) = z0 t ∈ [t0, tf ]
L+

cm,u
(x) + L+

Fm,u
(v) 6 0 m ∈ M u ∈ P (3.5)

L−cm,u
(x) + L−Fm,u

(v) 6 0 m ∈ M u ∈ P

Ld(x, v) 6 0
xL 6 x 6 xU

vL 6 v 6 vU

L+
cm,u

est le sous estimateur de la fonction cm,u ;

L−cm,u
est le sous estimateur de la fonction −cm,u ;

L+
Fm,u

est le sous estimateur de la fonction Fm,u ;

L−Fm,u
est le sous estimateur de la fonction −Fm,u ;

Ld est le sous estimateur de la fonction d.

Il est nécessaire de séparer la contrainte d’égalité algébrique de problème (3.1), en deux

équations inégalités de signes différents et de sous estimer chacune indépendamment de

l’autre.

3.1.2 Détermination de la valeur du sous estimateur

La valeur de β est calculée au moyen de la matrice Hessienne de la fonction Fm,u(v).

Cette matrice est générée en utilisant, la sensitivité du second ordre de l’état zm par rap-

port à v.

Hm,u ≡
(∂zm)2

∂v2
(tu)

On aura :

β+
m,n > −1

2
minvλ

min
m,u(v) (3.6)

β−m,n 6
1

2
maxvλ

max
m,u (v) (3.7)

βm,n>0; où

λmin
m,u : est la plus petite valeur propre deHm,u.

λmax
m,u : est la plus grande valeur propre de Hm,u.
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La difficulté provient du fait que Hm,u ne peut pas être écrite comme une fonction analy-

tique de v. Cependant trois différentes méthodes pour la détermination de β sont développées

dans [17]

3.2 Exemple illustratif

Soit le problème suivant :

minx,v −(z(tf ))2


ż = u− z3

z(t0) = 9 t ∈ [0, 1] (3.8)
−5 6 u 6 5
−12 6 x 6 9

3.2.1 La partie dynamique

Dans cette partie, il consiste à résoudre le système dynamique en ignorant les variables

algébriques et la fonctionnelle, le problème s’écrit :


ż = u− z3

z(t0) = 9 t ∈ [0, 1]
−5 6 u 6 5

(3.9)

puisque la fonction objectif est une fonction de z(tf ), on s’intéressera alors, aux variations

de l’état final (z(tf )) en fonction de la commande u. On considère la valeur du l’état z

en temps final t = 1, qui est une fonction implicite de u notée F (u) et on trace la courbe

de F (u) qui est donnée par la figure (3.1) ; on note que cette fonction est continue et non

convexe, ce qui n’assure pas de trouver un minimum globale de problème de départ.
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Fig. 3.1 – Courbe de l’état à t=1

La sensitivité du premier ordre est calculée en utilisant la méthode des différences finies

(c’est à dire ∂z
∂u

, cette sensitivité est tracée dans la figure (3.2) :
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Fig. 3.2 – Courbe de la sensibilité du premier ordre

La sensibilité du deuxième ordre ∂z2

∂u2 est calculée toujours en utilisant la méthode des

différences finies ; cette sensibilité est tracée dans la figure (3.3).

Fig. 3.3 – Courbe de la sensibilité du deuxième ordre au temps final

La valeur minimale de la sensitivité du deuxième ordre est : min( ∂z2

∂u2 ) = −0.2214 qui est la

pente inférieure extraite du graphe (3.3). La pente supérieure de courbe (3.3) est donnée
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par : max( ∂z2

∂u2 ) = 0.29

D’après la formule (3.6), on aura :

β+
m,n > −1

2
minvλ

min
m,u(v)

β+ > −1/2(−0.2214) = 0.1107

D’après la formule (3.7), on aura :

β−m,n > −1

2
maxvλ

max
m,u (v)

β− 6 1/2(0.29) = 0.1450

dans notre cas, on prend β+ = 0.1107 qui est nécessaire pour générer une relaxation convexe

de la fonction F (u) qui prend la forme suivante :

 LF (u) = F (u) + 0.1107(uU − u)(uL − u)

son graphe est donné par la figure (3.4) qui est convexe.

Fig. 3.4 – la courbe de sous estimateur au temps final



Chapitre 3. Contrôle optimal non linéaire : approche de résolution 41

Le programme détaillé est :

clear; clc;

t0=0;tf=1;

pas=0.001;

n=((tf-t0)/pas)+1;

for i=1:n

v=-5+(i-1)*10*pas;

x0=[9 v]; [t, x]=ode45(’fn’, [t0 tf], x0);

m=size(x);

u(i)=v;%affecter les valeurs de la commande v au vecteur u

y(i)=x(m(1),1);%affecter les dernières valeurs de x(1) au vecteur y

end

%calcule de la première dérivée par la méthode des différences finies

for i=2:n

f(i)=(y(i)-y(i-1))/(u(i)-u(i-1));

end

%calcule de la deuxième dérivée par la méthode des différences finies

for i=2:n

g(i)=(f(i)-f(i-1))/(u(i)-u(i-1));

end

%calcule de sous estimateur

for i=1:n

L(i)=y(i)+0.1107*(-5-u(i))*(5-u(i));

end

%les figures

%tracer la courbe de l’état final z(t=1) en fonction de la commande u

plot(u,y);

xlabel(’u’);ylabel(’z(t=1)’);
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title(’Courbe de l’état à t=1’);

%tracer les variations de la première dérivée en fonction de la commande u

plot(u,f); xlabel(’u’);ylabel(’dz\du}(t=1)’);

title(’Courbe de la

sensibilité de premier ordre’);

%tracer les variations de la deuxième dérivée en fonction de la

commande u plot(u,g); xlabel(’u’);ylabel(’dz\du(t=1)’);

title(’Courbe de la sensibilité de deuxième ordre’);

%la courbe de sous estimateur

plot(u,L);

xlabel(’u’);ylabel(’L(u)’);

title(’Courbe de sous estimateur’).

qui fait appel à la fonction ”fn” donné comme suit :

function dx= fn(t,x)

dx=zeros(2,1); dx=[x(2)-x(1)^3 0];

3.2.2 La partie algébrique

minu−z(tf )2


ż = u− z3

z(t0) = 9 t ∈ [0, 1]
−5 6 u 6 5
−12 6 x 6 9

Un profil constant est introduit dans le système dynamique sur tous l’intervalle de

temps.

Le problème doit être reformuler d’une façon a rendre l’objectif comme une fonction

algébrique. Ceci est accompli en introduisant un point constant au temps final tf , ce qui

relie l’état z à la variable algébrique x.

minu,x−x2
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
ż = u− z3

z(t0) = 9 t ∈ [0, 1]
x− z(tf ) = 0
−5 6 u 6 5
−12 6 x 6 9

La contrainte de point d’égalité doit être repartir en deux inégalités de signe opposés.

La formule finale de problème est comme suit :

minu,x−x2



ż = u− z3

z(t0) = 9 t ∈ [0, 1]
−x + z(tf ) 6 0
x− z(tf ) 6 0
−5 6 u 6 5
−12 6 x 6 9

Le problème a deux solutions au bornes de la variable de contrôle, données dans le

tableau :

Obj u x
-2.9246 5 1.7101
-2.7902 -5 -1.6704

Dans le problem(3.1), non seulement le système dynamique sera sous-estimée, mais la

fonction objectif aussi.La fonction objectif est concave ; on la sous-estime en utilisant un

segment de xL à xU , le problème sera :

minu,x−[(xL)2 + (xU )2−(xL)2

xU−xL (x− xL)]

ż = u− z3

z(t0) = 9 t ∈ [0, 1]
−x + z(tf ) + β+(uU − u)(uL − u) 6 0
x− z(tf ) + β−(uU − u)(uL − u) 6 0
−5 6 u 6 5
−12 6 x 6 9

La solution de ce système trouvée en utilisant Matlab, avec les valeurs de β− = 0.145 et

β+ = 0.1107 est : (x, z(tf ), u) = (−2.9031,−0.9202,−2.6623) Cette solution est la solution

système(3.1) qui à l’objectif la valeur de −116.7093 .
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Le programme est le suivant :

x0=[-3; 0.7051; 0];

lb = [-12 -1.6704 -5 ]; % Lower bound

ub = [9 1.7101 5] options=optimset(’Algorithm’ ,

’active-set’,’TolX’,1e-8,’TolCon’,1e-8 );

[x,fval,exitflag,output]=fmincon(@objectif,x0,[],[],[],[],lb,ub,@contrainte,options)

qui fait appel à des fonctions qui ont décrites ci-dessous :

La fonction objectif :

function y = objectif(x)

y = -108 +3*x(1);

la fonction contraintes :

function [c, ceq] = contrainte(x)

c = [x(1) - x(2) + 0.1450*(5 - x(3))*(-5 - x(3))

- x(1) + x(2) + 0.1107*(5 - x(3))*(-5 - x(3))];

ceq = ztf(x(3))-x(2);

avec la fonction ztf définie ainsi :

function z=ztf(u) t0=0;tf=1; pas=0.01;n=((tf-t0)/pas)+1;

for i=1:n

p0=[9 u]; [t, p]=ode45(’fn’, [t0 tf], p0); z=p(end,1);

end

et la fonction ”fn”.
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La difficulté provient du fait que Hm,u ne peut pas être écrite comme une fonction

analytique de v qui ne facilite pas la recherche de ses valeurs propres. Cependant trois

différentes méthodes pour la détermination de β sont développées dans [17]



Conclusion générale

La difficulté trouvée en appliquant le Principe de Maximum de Pontryagin, est presque

résolue en employant des méthodes numériques telles que la méthode de tir, mais ces

méthodes peuvent être moins efficaces notamment lors de l’initialisation des algorithmes.

Dans ce travail, une approche d’optimisation globale déterministe a été présentée pour

des problèmes de commande optimale non linéaires.

La méthode proposée donne une solution d’une relaxation convexe pour produire une li-

mite inférieure valable sur la solution globale. La nouveauté de cette approche est dans la

génération d’une sous estimation convexe du problème non convexe de départ. Les valeurs

des états données au temps final sont traitées comme des fonctions implicites continues

deux fois dérivables. Ceci tient en compte du développement d’une fonction de sous esti-

mation, en utilisant les informations qu’on a sur la sensitivité de second ordre de ces états.

Les étapes de cette méthode sont illustrées et discutées en les appliquant sur un exemple,

qui montre l’existence de plusieurs minimums locaux.

La difficulté de mise en œuvre de cette approche est dans la recherche ou le calcule de la

valeur du paramètre β

Cet étude a été tiré des travaux de W. R. Esposito et C. A. Floudas [17]. Nous avons

traité qu’une section, on envisage de ce fait, de continuer l’étude pour mieux appréhender

cette technique.
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