MINISTERE DE I’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI, TIZI-OUZOU
FACULTE DES SCIENCES

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

En vue d’obtention de diplome en Master 2

SPECIALITE : Recherche opérationnelle

OPTION : Méthodes et modeles de décision

Présenté par :

M Djeddar Ghania

Sujet :

Optimisation globale d’un probleme de
controle optimal déterministe non linéaire

Devant le jury d’examen composé de :

M. Mohammed Aidene ; professeur ; UMM.T.O; Président

M. Abdelkader Merakeb; M. de Conférences; UMM.T.O; Rapporteur
M. Brahim Oukacha; M. de Conférences, HDR; U.M.M.T.O; Examinateur
M.Nacima Moussouni ; Maitre assistant A ; UMM.T.O; Examinatrice

Soutenu le : 17/10/2011



Remerciements

Je tiens a adresser mes remerciements aux personnes qui m’ont aidé et soutenu durant
I’accomplissement de ce travail.

Par sa présence toujours ponctuelle, par ses critiques sensées, ses précieux conseils
et sa gentillesse, je dois dire un grand merci a mon encadreur Mr Merakeb, qui m’a appris

beaucoup plus que des mathématiques...Merci.

J’exprime tous mes sinceres remerciements au président du jury aux membres du
jury, qui m’ont fait I'honneur d’étudier et de juger ce travail.

A ma tante, j'adresse I'expression de ma profonde et sincere gratitude pour son
dévouement, son intervention, son aide et pour son soutien, qui m’ont été d’un grand se-

cours surtout dans les moments ou j’ai eu le plus besoin.

Je remercie mes amies, je leur souhaitent de ma part la réussite a tous ce qu’elles
entreprennent, merci pour leurs aides.

A Thonneur de mes chers parents qui ont été toujours a mes cotés.

A toutes ces personnes, merci, merci vivement.



Table des matieres

Introduction générale

1 Généralités sur le controle optimal

2

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Systeme et systeme de commande . . . . . ... ..o
Formulation d’un probleme du controle optimal . . . . . ... ... .. ..
Définitions essentielles . . . . . . . . .. Lo
Différents types de systemes de controle. . . . . . . . ... ... ..
1.4.1 Systemes de controle linéaires . . . . . . ... ... ... ... ...
1.4.2  Approximation linéaire d’un systeme de controle non linéaire . . . .
Existence d'une trajectoire optimale . . . . . . . . .. ... oL
1.5.1 Pour un systeme général . . . . . . ... ...
1.5.2  Pour un systeme affine . . . . . .. ...
Controlabilité . . . . . . . ...
1.6.1 Critere de controlabilité de Kalman (pour un probléme du controle

lindaire) . . . . . . ..
1.6.2 Controlabilité locale d'un systeme non linéaire . . . . . . .. ...
Stabilité . . . . . ..
1.7.1 Stabilité des systemes linéaires . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.7.2  Stabilisation locale d'un systeme non linéaire . . . . . . . . . . . ..
Conditions d’optimalité . . . . . . . . . ... ...
1.8.1 Fonction hamiltonienne . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.8.2  Principe du Maximum de Pontryagin (PMP) . . . ... .. ... ..

1.8.3 Condition de transversalité . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...

Méthodes de résolution et d’approximation

2.1

Apercue sur les équations différentielles (ED) . . . . . . . . ... ... ...

2.1.1 Equations aux dérivées partielles (EDPs) . . . . . . . ... ... ..

1

S Ot xR

10
10
10
11
11
11
12

12
12
13
14
14
15
15
15
16



Table des matieres 2
2.1.2  Equations différentielles ordinaires (EDOs) . . . . . . ... ... .. 19

2.2 Méthode des différences finies . . . . . . .. .. ... L. 20
2.2.1 Approximation des opérateurs par la formule de Taylor . . . . . . . 21

222 Maillage . . . . . . 22

2.2.3 Convergence du schéma numérique . . . . . .. .. ... ... ... 22

2.3 Méthode d’Euler . . . . . . . ... 23
2.3.1 Méthode d’Euler explicite . . . . . . ... ... .. ... .. ... 24

2.3.2 Méthode d’Euler implicite . . . . . . . ... ... 25

2.3.3 Méthode d’Euler semi-implicite . . . . . .. ... ... ... .. .. 25

2.4 Méthodes de Runge-Kutta (RK) . . . . . ... ... .. . . ... 26
2.4.1 Méthode RK2 . . . . . . . . . . . 26

2.4.2 Méthode RK4 . . . . . . . . . . . 27

2.5 Méthode de bissection . . . . . . . ... Lo 28
2.5.1 Principe de la méthode . . . . . . . . ... ... ... 29

3 Controle optimal non linéaire : approche de résolution 31
3.1 Formulation du probleme . . . . . . .. ... L 32
3.1.1 Approche d’optimisation . . . . . ... .. ... ... ... 33

3.1.2  Détermination de la valeur du sous estimateur . . . . . . .. .. .. 35

3.2 Exemple illustratif . . . ... ... ... 36
3.2.1 La partie dynamique . . . . . . . .. ... 36

3.2.2 La partie algébrique . . . . . .. .. Lo 41
Conclusion 45
Bibliographie 46



Introduction générale

L’optimisation est une branche mathématique qui cherche a analyser et a résoudre les
problemes qui consistent a déterminer le meilleur élément d’un ensemble, au sens d’un
critere donné.

Les systemes dynamiques étant représentés par un modele mathématique décrivant son
état et son controle a 1’aide de variables. Le probleme consiste a trouver des solutions qui
satisfont un certain objectif quantitatif, tout en respectant d’éventuelles contraintes.

La modélisation d’un phénomene, est une démarche visant a représenter par un moyen
adéquat le plus fidelement possible, le comportement de ce phénomene. Dans les sciences,
la modélisation permet de comprendre les variables qui agissent sur ce comportement, afin
de simuler des situations a venir.

La théorie du controle est I'un des domaines le plus en vue dans le champ d’application
des mathématiques. Récemment, certaines questions concernant cette discipline ont trouvé
des solutions géométriques remarquables.

La théorie moderne du controle optimal a commencée dans les années cinquante, avec
la formulation du Principe du Maximum de Pontryagin. Les systemes automatisés font
completement partie de notre quotidien, ayant pour but d’améliorer notre qualité de vie et
de faciliter certaines taches : systemes de freinage, assistance a la conduite, servomoteurs,
thermostats, controle des flux aériens, boursiers, filtrage et reconstruction d’images. Les
applications concernent tous systeme sur lequel on peut avoir une action avec une notion
de rendement optimal.

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme dynamique dépendant
d'un parametre dynamique. Pour le modéliser, on peut avoir recours a des équations
différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles, sto-
chastiques.

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans toutes les sciences, puis-
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qu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures, mécaniques des fluides que
dans les théories de la gravitation ou de I’électromagnétisme (équations de Maxwell).
Certains problemes de controle optimal, comportant des équations aux dérivées partielles,
ont été résolus analytiquement ; mais pour d’autres, ces solutions analytiques n’existent
pas, ainsi des méthodes numériques sont exploitées.

Du fait de la complexité de la géométrie, et de la variation dans le temps ou dans l'espace
des conditions aux limites, ces problemes ne peuvent en générale pas étre résolus de fagon
exacte ; ils sont résolus de maniere approchée, a ’aide des méthodes numériques.
Résoudre numériquement une équation différentielle (probleme de controle optimal) consiste
a approximer, le plus précisément possible, la solution en un certain nombre de points.
L’idée maitresse sur laquelle repose ces méthodes est qu’on tente de determiner les mécanismes

qui assurent que la solution approchée tend vers la solution exacte du probleme traité.

Dans cette étude, on propose une approche d’optimisation globale d’un probleme de
controle optimal non linéaire déterministe, qui traite le probleme en deux parties; un
exemple illustratif montre l'efficacité de cette approche et résume les étapes de cette
méthode, citée au dernier chapitre.

Dans le but de résoudre un probleme de contréle optimal, on énumere, au deuxieme cha-
pitre, quelques méthodes numériques de résolution des équations différentielles les plus
connues et les plus utilisées, telles que les méthodes d’Euler, les méthodes de Runge Kutta,
tout en faisant un rappel sur les équations différentielles et leurs classification. Une méthode
pour trouver un zéro d’une fonction a été mentionnée a la fin de ce chapitre.

Avant d’entamer le travail et de citer ces méthodes, on a donné au chapitre 1 quelques

généralités sur la théorie du controle optimale.



Chapitre 1

Généralités sur le controdle optimal

Les problemes de controle optimal apparaissent plus généralement dans la formulation ou
la modélisation des problemes de la mécanique, de la chimie, de la robotique, de I'automa-
tique,...etc.

En mathématique, la théorie du controle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul des
variations. Elle est apparue apres la deuxieme guerre mondiale pour répondre a des besoins
pratique de guidage, notamment dans le domaine de I'aéronautique et de la dynamique du
vol pour optimiser les trajectoires d'un avion.

Le début de la théorie du controle optimal remonte aux contributions dans le domaine du
calcul des variations John Bernoulli (1667 — 1748), Isaac Newton (1642 — 1727), Leonhard
FEuler (1707 — 1793), William Hamilton (1805 — 1861).

Dans le 20°"¢ siecle, on cite le développement du principe du maximum de Pontryagin par
Lev Semenovich Pontryagin (1908 — 1988) et la formulation du régulateur linéaire quadra-
tique et le filtre de Kalman par Rudolf Kalman(1960).

Les points forts de la théorie ont été la découverte de la méthode de la programmation
dynamique. Plus tard, sont apparues les fondements de la théorie du controle stochastique

et de la théorie des jeux.

1.1 Systeme et systeme de commande

Définition 1.1. (systéme)
Un systeme est un assemblage de constituants branchés ou reliés de telle fagon qu’ils

forment une entité individualisée et/ou agissant comme telle.

Définition 1.2. (Contrdle)

Une commande (controle) est une force extérieure exercée sur un systeme, pour atteindre

5
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un but précis, en respectant certaines conditions.

Définition 1.3. (Systéme de commande)
Un systeme de commande est un systeme dynamique qui peut se commander (se diriger, se
régler), ou bien commander (diriger ou régler) un autre systéme au moyen d’une commande

(controle).

1.2 Formulation d’un probleme du contréle optimal

Un probleme de controle comporte trois (3) éléments :

(1) Une fonction objectif (cotut) J donnée :

J(u(t)) = C(x(ty)) + /t " g (), u(t), £)dt — opt (1.1)

(cas continu, & temps continu)

J(u(t)) = Cla(ty) + ) g(w(t), ult),t) — opt

teT

(cas discret, a un instant)

(2) Une contrainte qui prend la forme d’'une équation différentielle du 1¢" ordre décrivant

I’évolution de la variable d’état :

i(t) = 8”;—?) = fla(t),u(t), ),  tE€[toty] (1.2)

(cas continu, a temps continu)

-T(tiJrl) = f(l’(tl), U(tl),tl), ti, ti+1 eT (13)
(cas discret, a un instant)

(3) Des conditions spécifiant les valeurs limites des trajectoires des variables d’état :
x(ty) =xo € My x(ty) =x5 € M (1.4)

t : I'indice du temps;
to : le temps initial ;

ts : le temps final ;
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x(t) : le vecteur des variables d’état ;

x(t,) : les valeurs initiales ;

x(t )+ Les valeurs finales ;

u(t) : le vecteur des variables de controle.Nous supposons que chaque composante de ce
vecteur est une fonction continue par partie du temps ¢, mesurable et bornée ;

U : 'ensemble des controles admissibles ;

C : une application de classe C!) par rapport & x et aussi est une fonction algébrique
scalaire appelée le dividende terminal ;

g : la fonction cotit intermédiaire ;

M : variété différentielle (R™);

n et m sont les cardinalités des vecteurs d’état et de controle respectivement ;

f : une fonction suffisamment réguliere (dérivable).

Dans tous qui se suit on note :
r=x(t),u = u(t)
zo = z(to), vy = x(ty)

Le probleme général du controle optimal est de la forme :
Ly
J(u) = Cl(xy) + / g(x,u,t)dt — opt
to

&= f(x,u,t)
x(tg) = xo € My (1.5)
x(ty) = x5 € My
M, et M, sont des variétés différentielles.
L’objectif de résolution d'un probleme du controle est de trouver une solution optimale
(controle optimal) ou de stabiliser le systeme (probleme de stabilisation) pour le rendre

insensible a certaines perturbations.

1.3 Définitions essentielles

Définition 1.4. (Signal d’entrée)
On appelle signal d’entrée le stimulus appliqué au systeme de commande au moyen d’un

controle afin d’y provoquer une réponse spécifique.
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Définition 1.5. (Signale de sortie)
On appelle signal de sortie la réponse effective obtenue a partir d’un systéeme de commande.

Parfois elle coincide avec la réponse du signal d’entrée.

Les systemes de commande entrent dans deux catégories générales, selon la nature du

signal d’entrée et la formulation du signal de sortie :

Définition 1.6. (Systéme en boucle ouverte)
Un systeme en boucle ouverte est un systeme ou le signale de commande (le controle)
est indépendant du signal du sortie. Dans les systemes de ce type, le controle est une
application

t— u(t)

d’un intervalle de temps dans ’espace des controles présenté dans le diagramme suivant :

Y i=frun I r

Définition 1.7. (Systéme en boucle fermée)
Un systéme en boucle fermée est un systeme ot le signal de commande (le controle) dépend
d’une facon ou d’une autre du signal de sortie.

Ces controles sont appelés rétroaction ou bouclage (feed back) ; ce sont des applications
u— R(x(t))

définies sur les variables d’état du systeme.

Le systeme en boucle fermée est donné par :

u
_,41 %= F(xu,t) H

al
%

u=R(x)

Définition 1.8. (Ensemble accessible)

Un état x; du systeme (1.5) est dit accessible depuis o, lorsqu’on est capable de I'atteindre
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en temps fini, c.a.d qu’il existe un controle u(t) € U déterminant une trajectoire contrdlée

T, et un instant t € [to, ts] tels que :
Ty(to) = Zo;
wu(t) = xy = w(ly).
La réunion sur tous l'intervalle du temps ¢ € [to, tf] des états accessibles depuis z constitue
'ensemble accessible, notée A, (tf), et le systeme est dit :
1. Completement controlable en xg si A, (ty) = M ;
2. localement controlable en xq si A, (tf) est un voisinage de z pour tout ¢y > 0.

Remarque 1.1. Dans le cas des systémes affines (constitués par une ou plusieurs fonctions

affines 1), la dynamique s’écrit :
i(t) = Fo(z) + > wFy()
k=1

On pose F,(z) = f(x,u,t); si le domaine de contréle U est un compact alors, I’ensemble

accessible est un compact convexe et varie continiment avec le temps.

Définition 1.9. (Contréle admissible)
On désigne par U un ensemble convexe fermé de R™, un controle u est dit admissible si
u(t) e U, tog <t <ty

Définition 1.10. (Contréle réalisable)
Un controle est dit réalisable s’il est admissible et que la réponse z satisfait aux conditions

terminales.

Définition 1.11. (Contréle optimal)

Un controéle u est dit optimal si la trajectoire associée a u vérifiée :

Ty € fTA:co(tf)
frA : est la frontiere de 'ensemble accessible A.
Définition 1.12. (Dynamique d’un systéeme de contréle)

La dynamique d'un systéeme de controle définit les transformations possibles du systeme,

survenant dans le temps d’une maniere déterministe ou aléatoire.

!Une fonction affine est une fonction obtenue par addition et multiplication des variables par des
constantes. Les fonctions constantes et linéaires sont des exemples des fonctions affines.
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Définition 1.13. (Systéme dynamique contrilé)

Un systeme dynamique controlé est un processus d’évolution déterminé par les équations :
&= f(x,u,t)
$(t0) = X

fMxU-— M;

Définition 1.14. (Systéme autonome)
Un systeme est dit autonome si la dynamique du systeme ne dépend pas explicitement du

temps (i.e : & = f(x,u))

Définition 1.15. (Systéme commandé-observé)

Un systeme commandé-observé est un systeme différentiel de la forme :

{ iy

Le vecteur y est le vecteur des variables observées (sorties).

Ce systeme est dit en boucle ouverte est représenté par :

u x = f[x,u) hY
y = h(x)

Définition 1.16. (Systeme augmenté)

Le systeme augmenté du systeme différentiel suivant :

{ &= f(x,u,t)
z(to) = w0, x(ty) =y

en optimisant une fonctionnelle :

est donné comme suit

en posant
T=(x,z*) et f=(f f")
To = (20,0) et Ty = (xf,x’})
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on obtient la dynamique suivante :

{ i = f(& u,t)

Z(to) = o, I(ty) =Ty
1.4 Différents types de systemes de controle

1.4.1 Systemes de contrdle linéaires

Le systeme d’équation donné par (1.5) est un systeme linéaire s’il est de la forme

sulvante :

= A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) (1.6)

A(n x n) : la matrice d’état ;
B(n x m) : la matrice du controle.

Les solutions de (1.6) sont données par :

2(8) = M(H)zo + /t " M) M(s) (B(s)u(s) + r(s))ds
M(.) esr la résolvante du systéme homogene i(t) = A(t)z(t) définie par M(t) = A(t)M(t),
M(0) = Id.

1.4.2 Approximation linéaire d’un systeme de controle non linéaire

On appelle un systeme du controle non linéaire, tout systeme différentiel de la forme :

&= f(z,u,t),z € M,uecU. (1.7)

f non linéaire. Le systeme (1.6) s’obtient par linéarisation du systéme non linéaire (1.7) a

I'équilibre (z., u.) pour que f(x,,u.) = 0.

Si on pose
X=z—x, V=u—u.;
0] 0
A= a—i(aze,ue), B = a—i(xe,ue).
on obtient I’équation :
t=AX+ BV +0O(X,V) (1.8)

Le systeme commandé donné par (1.8) s’appelle alors, lapprozimation linéaire (ou le

linéarisé tangent) du systeme non linéaire (1.7).



Chapitre 1. Généralités sur le controle optimal 12

1.5 Existence d’une trajectoire optimale

1.5.1 Pour un systeme général

Considérons le systeme de controle :
{ = f(z,u,t)
xo(to) = o
f est Ct de R*"™™*! dans R", les controles u sont & valeurs dans un compact 2 C R™, et on
a des contraintes sur I'état ¢;(z) <0, ..., ¢, <0ou ¢, ..., ¢ sont des fonctions continues
sur R™. Soient M, et M; deux compacts de R™ tels que M; est accessible depuis M. Soit
U l'ensemble des controles a valeurs dans 2 joignant M, a M. Soient f, une fonction de
classe C1 sur R""™*1 et g une fonction continue sur R”.

On considere le cotut :

ty
I = [ oot + gt

ou ity > 0 est tel que z(ty) € M;.

On suppose que :

* il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée & un controle u est uni-

formément bornée par b sur [to,tf], i.e :
b > 0 tel que Yu € U, Vit € [to,ts], | z¢(t) ||< b;

* pour tout (¢,7) € R" I'ensemble des vecteurs vitesse augmenté

V(t,z) = {(folz,u,t), f(z,u,t)) tel que u € Q}

est convexe.

Alors, il existe un controle optimal u sur [to, t] tel que la trajectoire associée joint xg a x ¢
en temps ¢y est en cotut minimal.
1.5.2 Pour un systeme affine
Considérons le systeme affine dans R” :
&= fo(z) + 321, wifi(x)

.Z‘(t()) = X9

x(ty) = xy
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avec le cotut .
f m
Jiy (u) = / > ul(t)dt
to =1

olt : ty > 0 est fixé et U est le sous-ensemble de L*([to, ], R™) tel que :
1/ Yu € U, z¢ est bien définie sur [to,tf];
2/ 3By, >0, tel que Yu € U, Vt € [to, ty], || 24(t) [|< By,

Si s est accessible depuis x en temps ¢y, alors il existe un controle reliant xy a x;.

1.6 Controlabilité

Un systeme de controle est dit contrilable, si on peut 'amener (en temps fini) d'un état

initial arbitraire vers un état final prescrit.

1.6.1 Criteére de controélabilité de Kalman (pour un probléme du
controdle linéaire)

Considérons le systeme différentiel de controle (1.6). Ce systeme est dit contrélable en
temps ty, si pour tous points xy et x5 de M, il existe une fonction u telle que la solution x
du systeme (1.6) associée a ce controle u et vérifiant les conditions z(tg) = xg et z(tf) = xy.

Le critére de Kalman est le suivant :

Théoréme 1.1. .[1] On suppose que U = R". Le systéme (1.6) est contrélable (en temps
t; quelconque), si et seulement si le rang de la matrice (B, AB, ..., A" 'B) (d n lignes et

nm colonnes) est égal a n.

Le critere de Kalman est une condition nécessaire est suffisante pour qu'un systeme linéaire
soit controlable.

Dans le cas ou le controle u est contraint (U C R™), les propriétés de controlabilité sont
reliées aux propriétés de stabilité de la matrice A (la matrice A est stable c’est toutes les

valeurs propres de A sont de parties réelles strictement négatives).

1.6.2 Controlabilité locale d’un systeme non linéaire

On dit que le systéme (1.7) est localement controlable au point g, s’il existe un voisinage

V' de zg, tel que pour tout zy € Vil existe ty (fini) et un controle admissible u tel que

Ty = l‘(tf).
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On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de controlabilité globale pour un
systeme non linéaire, mais on a une condition suffisante de controlabilité locale, qu’on peut

I’obtenir par linéarisation.

Théoreme 1.2. .[9/Supposons qu’il existe xy € M tel que U,y soit un voisinage de uq et

f(l‘o, Uo) = 0.

Soient :

A= %(%,Uo); B = %('T();U’O)

Si le rang de la matrice (B, AB, ... ;A" 'B) est égal a n , alors le systéme non linéaire

(1.7) est localement contrélable en x.

1.7 Stabilité

Soit le systeme :
i = /() (1.9)
tel que f(0) = 0, admettant x, = 0 comme équilibre (i.e :par un changement de variable,

on peut toujours ramener I’équilibre a I'origine).

Définition 1.17. (Systéme stable)
Un équilibre z, = 0 du systeme (1.7) est dit stable, si pour tout € > 0, il existe n > 0, tel

que pour toute solution x(t) du systéme on a :
lzs0)]] <n =Vt 20, [lz.(t)]| <e
||| : désigne la norme usuelle.

Définition 1.18. (Systéme attractif)
L’équilibre du systeme (1.7) est dit attractif si Ir > 0, tel que pour toute solution x4(t) du
systeme on a :

lzs(0)|| < r = tlim z(t) =0

Définition 1.19. ( Systéme asymptotiquement stable)
L’équilibre z, = 0 du systeme (1.7) est dit asymptotiquement stable, s’il est stable est

attractif.

Définition 1.20. (Stabilisation)
Le probléme de stabilisation (régulation), consiste & maintenir un systéme prés d’un équilibre

x. asymptotiquement stable du systeme en boucle fermée.
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1.7.1 Stabilité des systemes linéaires

Définition 1.21. On appelle bouclage d’état linéaire (ou régulateur linéaire) du systeme

& = Az + Bu une loi de commande du type :

u= Kz

ou K(m X n) : matrice de gain.
Une telle loi est dite stabilisante, si origine du systeme en boucle fermée & = (A + BK)x

est asymptotiquement stable.

1.7.2 Stabilisation locale d’un systeme non linéaire

Soit le systeme commandé :

T = f(z,u)
{ o 1) 0 (1.10)

On pose u = R(x) telle que le systeme en boucle fermée : & = f(z, R(z)) admet l'origine

comme équilibre asymptotiquement stable. On considere ’approximation linéaire :

z = Ax + Bu

Théoréme 1.3. .[9/Le contrile w = Kx stabilise localement le systeme (1.10). En effet le

systeme en boucle fermée s’écrit :
i = F(x) = f(z, K2)
On a:

OF Of of B
500 = 22(0,0) + =2(0,0)K = A+ BK

donc x = 0 est asymptotiquement stable pour le linéarisé.
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1.8 Conditions d’optimalité

1.8.1 Fonction hamiltonienne

Définition 1.22. L’hamiltonien du systeme (1.4) est la fonction :

H(z,u,p,t) =<p, f(z,u,t) >

<, > est le produit scalaire usuel de R"

L’idée de Lagrange est d’introduire des variables additionnelles (multiplicateurs dyna-
miques ou de la Lagrange) dans la fonction Hamiltonienne.

La fonction Hamiltonienne est définie par :
H(w,u,p,t) = g(x,u,t) +p'(t)&

p! : la transposée de multiplicateur de Lagrange.
On peut prendre aussi des contraintes statiques (exemple : la non négativité des variables

de controle).

1.8.2 Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)

Le principe du Maximum de Pontryagin énonce que la trajectoire optimale vérifie les

trois conditions suivantes :

(1) 'équation adjointe :

. OH (x,u,p,t)
t)y=——"—"""= 1.11
(1) e (1.11)
dans le cas ou I’état final est libre, une condition apparait sur la valeur finale de I’état
adjoint :
9C (x(ty))
ty) = ——*+ 1.12
o) = "5 (112)

(2) une condition qui suppose qu’aucune contrainte n’est subie par la commande ;
c’est la condition de stationnarité :

OH (x,u,p,t)

_ 1.1
o 0 (1.13)

(3) l'équation d’état & = f(x,u,t) avec la condition initiale x(ty) = 0.
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1.8.3 Condition de transversalité

Définition 1.23. (Transversalité)
La condition de transversalité est une contrainte supplémentaire (ou une condition finale),

qui est énoncée sur I’état adjoint dans le cas ou I’état final est libre.

La formule de cette condition est donnée par I’équation (1.12).

Conclusion
La théorie du controle optimal a résolu beaucoup de problemes dans différents domaines,
notamment dans le cas ou la stabilité d'un systeme qui modélise un phénomene quelconque
est tres importante, mais aussi dans le but de maintenir un équilibre d’'un systéme com-
mandé.
Malgré, les études faites autour de la théorie du controle optimal qui a répondu a la plupart
des problemes, elles restent toujours incompletes et constituent un domaine de recherche

trés actif.



Chapitre 2

Méthodes de résolution et
d’approximation

Dans la modélisation de plusieurs phénomenes, on obtient souvent des équations différentielles.
La résolution des équations différentielles par quadrature (c.a.d : des opérations élémentaires
et de la primitivation) n’est possible que dans un nombre de cas trés restreints. Il est
donc indispensable de disposer de techniques de résolution dites méthodes numériques qui

donnent une solution approchée.

2.1 Apergue sur les équations différentielles (ED)

Les équations différentielles est un terme qui a été inventé par Leibnig en 1676, d’une
relation entre les deux différentiels 0z et Oy pour les deux variables = et y. Ce terme
(équations différentielles) est utilisé pour toute équation algébrique qui implique des pro-

duits dérivés.

2.1.1 Equations aux dérivées partielles (EDPs)

Une EDP est une équation dont les solutions sont des fonctions inconnues qui vérifient
certaines conditions concernant leurs dérivées partielles.
Certaines des EDPs sont résolues analytiquement et leurs solutions sont connues. Pour
d’autres, les solutions analytiques ne sont pas connues, il est donc utile d’utiliser des
méthodes numériques dans le but de résoudre ces équations approximativement.
soit :

— la fonction inconnue f: R™ — R

18
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— Péquation F(z, f(z), ag(xx)j e ag;gf)) =0, VX =(x1,...,2,) € R"

avec F: R" x R x (R")2 x ... x (R")?;
p est I'ordre de ’'EDP.

Classification des EDPs linéaires d’ordre < 2

On distingue trois catégories :

1. Les EDPs de type elliptiques :

Le prototype de ces équations est I’équation de Poisson :

flz) = Z?la2f(x) Vi e QcCR"

ox? ’

Q) : le domaine de définition de f.

2. Les EDPs de type parabolique :

Le prototype de ces équations est I’équation de chaleur :

T (z,t)
ot

t :le temps invariant.

—aVT(z,t)=0,Ve € QCR"Vt >0, >0

3. Les EDPs de type hyperbolique :

Les prototypes de ces équations sont :

— L’équation de transport :

%(%t) +ag—£(:c,t) =0,V € QCR"Vt>0,a>0
— L’équation des ondes :
o0 f % f

W($,t> — T(Zﬁ,t) =0,Vx € Q0 C R",W >0

Une EDP d’ordre < 2 a coefficients constants est de type :

*f *f *f of
a@(x, t) + bé?_xy(x’ t) + ca—yQ(x, t) + d%(l‘, t) +

of
683/

a,b,c,d, e, g des constantes réelles.
on pose : A = b* — 4ac

sl :

(z,t) +g9f(x,t) =0
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A < 0 = ’équation est elliptique;
A = 0 = ’équation est parabolique;
A > 0 = ’équation est hyperbolique.

2.1.2 Equations différentielles ordinaires (EDOs)

Une EDO est une relation entre, une variable réelle x et une variable dépendante y, des

dérivées de la variable dépendante y par rapport a x.

Classification des EDOs

On s’intéressera aux EDOs du premier et du deuxieme ordre.
1) Les EDOs du premier ordre
Le premier type : équations a variables séparables

Ce sont toutes les équations dont ’expression est de la forme :

f(x)0x = g(y)0y

Le deuxieéme type : équations homogenes

Ce sont toutes les équations dont I’expression est de la forme :

y' = f(y/z)
on peut remplacer x par kx et y par ky avec k non nul.
Le troisieme type : équations linéaires

Le premier cas : équations linéaires avec second membre

Ce sont toutes les équations dont ’expression est de la forme :

Y +a(z)y = b(z)

Le deuxieme cas : équations linéaires sans second membre

Ce sont toutes les équations dont ’expression est de la forme :

Yy +alx)y=0
ce qui permet de séparer les variables comme : % = —q(z)dx et d’intégrer :
In% = — [a(x)0x avec £ > 0; on obtient la solution y = cexp (—Ax)

Cas particulier : équations linéaires a coefficients constants avec second membre
constant
Ces équations sont de type :

Yy +ay=>
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2) Les EDOs du deuxiéme ordre
Le premier type : équations ou la fonction n’apparait que par ses dérivées

Ces équations sont de la forme :

y' = flz,y)
elle peut étre transformé en une équation du premier ordre 2z’ = f(x, z) si on pose
z=1.
Le deuxieme type : équations ou la fonction n’intervient que par sa dérivée
seconde

Ces équations sont données par la formule suivante :

y' = f(z)
Le troisieme type : équations ou la variable n’apparait pas explicitement

Ces équations prennent la forme :

fly.y,y") =0

on prend z = ¢’ on obtient :

0y 00y _ 0
 9x  dx  Oydr Oy

alors : f(y, z, zg—;) =0.

En général, on pose ¢ = y’?

2.2 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est une technique de recherche des solutions ap-
prochées d’une équation aux dérivées partielles, utilisée en analyse numérique.
La méthode consiste a approcher les dérivées partielles d'une équation, au moyen des
développements de Taylor aux points de maillage ; autrement dit, de remplacer les dérivées
partielles par des différences divisées des valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre
fini de points discrets appelés neuds du maillage.

Cette méthode repose sur deux notions :

1. la discrétisation des opérateurs de dérivation ;

2. la convergence du schéma numérique obtenu.
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2.2.1 Approximation des opérateurs par la formule de Taylor

On utilise les approximations de Taylor pour la discrétisation des opérateurs différentiels

(dérivées premiere et deuxieéme, partielles ou non).

La procédure

Soit  un point et h un pas dit de discrétisation, f est une fonction continue n fois

derivable sur le domaine de définition de f; la formule de Taylor-Young est donnée par :
L f(z+h) = f(z)+ 30 B fi(x) + hre (@, h)

T h) — @) =R
f( +h})L f( ):ZhZ‘ fl<x>+h(n71)€1($,h),

i=1

2. (flz—h) = fz) + X0, S fi(2) + hhes(x, h))

LS =g S

h — 7!
La premiere dérivée de f est :
Of(x) .. fle+h) - f(z)
2 or hlﬁlo h ’
Of(x) .. [flx)— flx—h)
) or hlino h

De 1) et 2) on obtient :

flx+ h])l — f(x) +f((L’) — £($ —h) _ Z hz_fz(xH_Z %fi(x)—i—h(nl)ﬁ(l’? h)—i—h("*l)gz(a:, h);

foxh) - Ja =l _ 080 | 5~ O piey + 30 S0 i) + 10V, b

Ceci est appelé le schéma numérique d’une EDP.
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on a alors :

f(z+h)—f(x)

. :appelé Schéma avant ;

fla=h)—f(z)

. :appelé Schéma arriere;

w :appelé Schéma centré.

La deuxiéme dérivée sera :

a2 - ’
S0 _ et W gl 2RI R g ey e

i L@ )+ fa = h) +2f(@) _ 0F@)

h—0 h2 812

2.2.2 Maillage

Un maillage est un ensemble de points isolés (neuds), dans le domaine de définition de
la fonction assujetties aux dérivées partielles.
Le maillage comprend les extrémités situées sur la frontiere du domaine ou bien proche de
la frontiere, afin de pouvoir appliquer les conditions aux limites ( initiales et finales).
Le but d'un maillage est de diminuer la distance entre deux extrémités successives et permet
de discrétiser les approximations des opérateurs de differentiation.
On appelle "pas local” h; = sup,_15|riv1 — ;| du maillage la distance entre deux points
successifs du maillage ; en dimension 1, il est simplifie en différence des abscisses.
On définit un ”pas global” h par :

h = max,_1, h;

Si ce pas global tend vers 0, cela veut dire que la répartition des points du maillage dans
I'intervalle choisi, tend a se faire sur tout le domaine par densité.

Un "pas constant” est le plus souvent retenu.

2.2.3 Convergence du schéma numérique

La convergence d'un schéma numérique, a pour but d’assurer que 'écart entre la so-

lution exacte et la solution approchée tend vers zéro, lorsque le pas de discrétisation tend
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vers zéro. Il est fréquent d’utiliser des normes apparentées a celles des espaces LP. Pour
une fonction d’une variable, on a plusieurs types de convergences :
— La convergence simple qui convergence en tout point de ’espace de définition ;
— La convergence uniforme (dans L) :||fn(z) — f(2)||coc = hmax; | f(z;) — f(ih)];
La convergence dans L? :||f,(z) — f(z)||]2 = h\/zl |f(x;) — f(R)|;
La convergence dans L' :||fu(z) — f(z)||1 = h D>, |f(x:) — f(ih)].
olt fu(x) = f(z+ h) ou fu(x) = f(z — )

| V' = f(x) I ‘ Choisirn nombre de points de maillage

Soit h le pas de ce maillage

On approxime f avec la formule de Taylor

f+h)—fx)  h i (n—-1)
af (x) i flx+h) —f(x) 5 = Z I fi(x)+h g(x, h)

dx h—0 h

On fait tendre h vers zéro :

i=1

F1a. 2.1 — Diagramme de la méthode des différences finies (schéma avant)

2.3 Méthode d’Euler

En mathématique, la méthode d’Euler nommée ainsi en 'honneur du mathématicien
Leonhard Euler, est une procédure numérique pour résoudre approximativement des équations

différentielles du premier ordre avec une condition initiale, le systeme est de type :

y = fl,y)
y(zo) = Yo (condition initiale)
x € [zo, 2y

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle . On note C'y sa courbe représentative
dans un repere quelconque.

On veut déterminer les valeurs approchées des images de n nombres x4, ..., z, par cette
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fonction et construire la courbe intégrale sur I'intervalle I = [z, ,,] méme si on ne connait
pas 'expression de f explicitement.

; ou encore h = x; — T;_q

On peut diviser I en n intervalles et on choisit : h = —z";xo

( x1:x0+h
£2:$1+h:l’0+2h

\ Tp =Tp_1 +h =120+ nh
Pour tout réel z; € I, on a :

oY@+ h) —y(w) | y(@e) — y(@)
fl@:) = lim h . h

Quand h est tres proche de zero, alors :
y(zi + h) = y(z;) + f(x;)h est une équation de la tangente & la courbe C; en z;, i = 0.n.
Supposons qu’on connait :
-La dérivée f de y;
-Un point My(xg,yo) de la courbe avec yo = y(x) ;
-Un pas h fixé, proche de 0;
alors, pour i =0 :
y1 = y(@1) = y(zo + h) = y(xo) + f(x0)h
M (x1,11) est le 2° point proche de la courbe Cj.
Le segment [My, M;| approche la courbe sur Uintervalle [z, z1].

On peut itérer cette méthode afin d’obtenir une courbe approchée de C'y donnée par :

Ynt1 = Yn T+ hf(xn)

2.3.1 Méthode d’Euler explicite

L’équation y' = f(x,y) est discrétisée comme :

dy

N o)~ LY
o <x1> = f(xuyz) =

h
y; connu;

Y;+1 ‘inconnu ;

h = x;11 — z; :le pas de la méthode.

d’ou :

Vi1 = Yi + f(zi, y:)h
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2.3.2 Méthode d’Euler implicite

L’équation y' = f(x,y) est discrétisée comme :

9y
ox

_ N Yitl T Y
() = Jla:) = P2

d’ou :
Yi = Yir1 — f(Tis1, Yir1) .
2.3.3 Méthode d’Euler semi-implicite
L’équation y' = f(x,y) est discrétisée comme :

0 i+1—Yi
(i) = f(a;) = #H5=

y(zi) ~ (1= 0)f(ws,y:) + 0 f (Ti1, Yig1)

ou :0 € [0,1]
d’ou :

Yirr — Of (i1, viy1) = vi + (1 = O)hf (24, y:).

Exemple canonique : le cas linéaire y' = ay

La méthode d’euler explicite

Soit le probleme de Cauchy suivant, avec a € R :
y'=ay, y(0)=1

alors : y;11 = y; + hay; = y;(1 4+ ha) ; d’ou :y; = (1 + ha);

La méthode d’euler implicite

Yir1 = Yi + hf (i1, Yir)
Si f est assez réguliere (une fonction suffisamment derivable) et h est assez petit ; le schéma
implicite a une solution unique : ¢y’ = ay, y(0) =1
alors Y1 = yi + hayiy1 et y; = Y1 (1 — ha); dott y; = (1 — ha) ™.
Pour comprendre mieux la méthode, on donne le diagramme ci-dessous :
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..}, = f(xF .},) w

( Choisirle nombre n de sous intervalles

Vo = ¥(xp) condition initiale
On calcule
m+1 = Yn T h* f (0, Y0) }47 _ <{ y: =v1+h=fxy,y)
Y1 =Yo +h=* f(x0,50)

F1G. 2.2 — Diagramme de la méthode d’Euler explicite

2.4 Méthodes de Runge-Kutta (RK)

Considérons une équation différentielle du premier ordre :

/

y' = flz,y)
y(xo) = Yo condition initiale
x € |20, Ty)
Les méthodes RK utilisent plus d’'un point intermédiaire pour calculer la valeur de ;1
a partir de la valeur de y; (i = 0.n).
Ces méthodes définissent deux étapes successives ; ou h = x;1—x; est le pas de discrétisation
en r :
Une premiere qui permet de définir les valeurs de x; on connait :
— le terme initiale : xq;
— la relation de récurrence : z; = x;,_1 + h
Une deuxieme étape qui permet d’évaluer les valeurs de y, en connaissons :
— le terme initiale : yg;

— la relation de récurrence de chaque méthode.

2.4.1 Meéthode RK2

Les étapes de la méthode de RK2 sont :

1’/ utiliser la méthode d’Euler sur un demi pas : y;iy1/2 = vi + f(4, ys)
2°/ poser fiy1/2 = f(Tiv1)2, Yiv1/2)

37/ sur la totalité de pas : Ypi1 = Y + fry1/2h

h
2
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2.4.2 Meéthode RK4

Les étapes de la méthode RK4 sont :

1°/Calculer la premiere variante : ky = f(x;, y;)h

2°/ au milieu du pas on pose : ks = f(z; + %, y; + %)h
3’/ calculer Dévaluation ks = f(z; + &, y; + %2)h

4°/ calculer I'évaluation ky = f(z; + h,y; + k3)h

alors :

Yir1 = Ui + 1/6(ky + 2ko + 2k3 + ky).

L’interprétation géométrique variantes ki, ko, k3, kg :

k1 : est la pente au début de l'intervalle ;

ko : est la pente au milieu de l'intervalle, en utilisant la pente k; pour calculer la valeur
de y au point x,, + h/2 par le biais de la méthode d’Euler;

ks : est de nouveau, la pente au milieu de l'intervalle, mais obtenue cette fois en
utilisant la pente ko pour calculer y;

k4 : est la pente a la fin de 'intervalle, avec la valeur y calculée en utilisant k3 .

Yna1 : est le schéma de la méthode RK4; ou bien la moyenne des quatre pentes, on
affectant des poids plus grands aux pentes au points milieu.

Le diagramme ci-dessous résume les étapes de la méthode :
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y=flxy) w ( Choisir le nombre i de sous intervalles

_ Ey—Eg
x € [xp. %] L etposerh ==

Vo = V{xy) condition initiale

/Caln:uler: ‘\\

ky=h = fxg yo)

™ 1
1 h ey
[ yi=Yo+ gt 2eka+25ka+ky) 4 Ky =hsflig+3.00+5) [

h k-
I —_ = — ar =
ky =h f':xn‘*za}n"‘z,'

\"‘4 =heflxg+hyp+ "‘2:'_/

 cacuer I

ky=he flxn )

h rICj 1
. — o T4 .
Kp=he [l 2’}" 2 }'n+1_—}'n+_5["‘1+2”"‘:+2“"‘2"‘"‘4,'

ka=hef(on+

! 3
7t 3)

\k4=hxf[xﬂ+h,}rﬂ+k!j/

Fic. 2.3 — Diagramme de la méthode de Runge Kutta 4

2.5 Meéthode de bissection

La méthode de bissection est un procédé qui consiste a chercher un zéro d’une fonction
(i.e : de résoudre 'équation f(x)=0). Elle repose sur le partage simultané d’un intervalle
en deux parties équivalentes, puis de sélectionner le sous-intervalle dans lequel existe la

solution.
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2.5.1 Principe de la méthode

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a, b] tel que f(a).f(b) < 0; d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un xg tel que f(zo) = 0.

On va crée une variable ¢ = HT“, alors on a deux possibilités :

1. f(a).f(c) <0 alors, on pose b = c;
2. f(c).f(b) <0 alors, on pose a = c.
L’erreur absolue de la méthode est de : an_—fl ou n est le nombre d’itération.
Si on veut résoudre f(x) =y, et soit f une fonction continue sur [a, b] avec f(a) < y < f(b)

donc : Jxg € [a,b] tel que f(xo) =y

on pose ¢ = “T*b

1. f(c) <y alors a=c;
2. f(c) >y alors b=c.

Son diagramme est donné par :



Chapitre 2. Méthodes de résolution et d’approximation 31

flx)=0
x € [a, b]

fla) x f(b) <0

B
o

3
[ Onpose: ¢ = JTHJ J
Non Tt Oui
4( £(a) X F(c) < 0 Ji

L 4
Oui fiB)x flc)=0 Non

¥ ¥
a=rc l ¢ est la solution J

Fic. 2.4 — Diagramme de la méthode de bissection

Conclusion

Tres souvent, les méthodes numériques étaient le seul moyen de résoudre plusieurs
problemes dont le type de systemes ou d’équations est différentiel. Si ces méthodes sont
mal employées, elle peuvent conduire a des résultats erronés ot les erreurs d’arrondis sont

trés élevées.
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Controle optimal non linéaire :
approche de résolution

Dans plusieurs domaines, le but de résoudre un probleme de controle est d’atteindre
un maximum ou un minimum d’une fonctionnelle soumis a un systeme dynamique, qui
est décrit par l'ensemble des équations différentielles algébriques, ordinaire ou algébro-
différentielles linéaires ou non linéaires, qui donne de multiples solutions locales. Les méthodes
les plus utilisées pour ce genre de problemes est le controle paramétrique. Ces approches
convertissent les problemes de dimension infinie en un probleme de dimension finie, dans
laquelle 'optimisation est réalisée sur un parametre défini, utilisé pour décrire les varia-

tions du controle en fonction de temps.

Les problemes du controle optimal, sont souvent résolus par les méthodes indirectes
basées sur le Principe de Maximum de Pontryagin, réputées pour leurs rapidité et leurs
précision dans le traitement des problemes. Toutefois, leurs mise en oeuvre peuvent en pra-
tique rencontrer certaines difficultés notamment lorsque la structure du controle de type

bang bang ou bien lors de présence de contrainte sur les états du systeme.

Dans ce chapitre, on propose une méthode de resolution qui permet de trouver la solu-
tion globale d'un probleme de controle. Cette méthode traite le probleme en deux partie;
une partie dynamique qui fait une étude de systéme dynamique de probleme (étude de
probleme sans la fonctionnelle); a la fin de cette partie, on calcule la valeur d’'un pa-
rametre J qui est utilisé pour sous estimer les contraintes.

Dans la deuxieme partie, on transforme le probleme de départ en un probleme relaxé et on

cherche la solution de ce probleme, apres avoir sous estimer les contraintes et la fonction-

32
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nelle.

La solution globale est trouvée en résolvant le probleme sous estimé.

3.1 Formulation du probleme

La forme générale du probleme étudié est :

ming o ) f (2, v)

( zi=g(z,v,u,t) jE€J, z€Z
h(z,v,u,t) =0

z to) = 20 te [to,tf]

Cnu(T) + 2 (t)) =0 meM weP (3.1)

Z : I’ensemble des variables d’état ;

J : Tensemble des variables d’états ou les dérivées apparaissent explicitement dans le
systeme ;

M : Tensemble des variables d’états qui apparaissent dans les contraintes définies a des
instants de I’ensemble P ;

u : est le controle dépendant du temps;

v : est un parametre ne dépendant pas du temps ’ensemble qui apparait dans le systeme
dynamique;

x :les variables algébriques qui n’apparaissent pas dans le systeme dynamique.

Les conditions sur les fonctions du probleme (3.1) sont les suivantes :
1) f(z,v),C(x),d(x,v) sont des fonctions continues et differentiables dans les régions
définit par z € [z, 2Y] et v € [vF,0Y];
2) le systeme algébro-différentiel est en fonction de u;
3) g(z,v,u,t) et h(z,v,u,t) sont continues et differentiables par raport a I'état z, u et

v dans la région définit par z € [z, 2Y],u € [uF,uY] et v € [vF, VY]
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Dans le but de convertir le probleme (3.1) de dimension infinie en un probléme de dimension
finie, la parametrisation du controle est utilisée. Les variables du controle sont écrites

comme une fonction des parametres v et de temps t,

u(t) = Ul(v,t).

La parametrisation la plus commune prend la forme
u(t) =v; pour t; <t <tigq;

Un autre schéma de parametrisation du controle est le controle linéaire par morceau de la

forme :

Viy1 — Uz'(

u(t) =v; + t—t;) pourt; <t <ti.

liv1 — t
En écrivant, u en fonction de v, le contréle u disparait dans le modele et le probleme sera
réduit a :
min, , f(x,v)

(

Zi=g(z,vt) jed zeZ

h(z,v,t) =0

Z(to) =2z 1€ [to,tf]

Cmu(T) + 2 (t)) =0 meM weP (3.2)
d(z,v) <0

<<l
vl <o <Y

\

3.1.1 Approche d’optimisation

Formule du sous estimateur

Dans le probleme (3.2), on a deux différents types de termes : une partie algébrique et
une partie dynamique. La partie algébrique est constituée de f(z,v), c(x) et d(z,v).
On considere le systeme d’équations algébro-différentiel comme un simple diagramme
entrée-sortie ; I’entrée représente la valeur de parametre v, alors que la sortie correspond a

la valeur de I’état dans U'intervalle de temps z(t)

2i=g(z,0,t) jedJ zeZ
v —> h(z,v,t) =0 — 2(t)
Z(tg) = 20 te [to,tf]




Chapitre 3. Controéle optimal non linéaire : approche de résolution 35

On pose z(t,) = F,(v); et en la substituant dans le probleme (3.2) on obtient le

probleme :

min, , f(x,v)

;

Zi=g(z,v,t) jed zeZ

h(z,v,t) =0
Z(to) = 20 t e [t ,tf]
Cmu(T) + qu(v) =0 meM wueP (3.3)
d x,v)

F,, . est la fonction qui décrit la valeur de 1'état z,, a I'instant t,,.
La derivation de cette fonction est la valeur de la sensitivité de 1’état z,,. Cette sensitivité
est déterminée par integration d’un ensemble d’équations linéaires avec le probleme initial.

Cet ensemble d’équations prend la forme :
IJ X J xk ( aZ )
Oq xj q><k: ov

7 : le nombre des états ou les dérivées sont explicite ;

(3.4)

Q||
N|:~N |te
_
—~
Q>| Q
S | W
S~—
+
| — |
SIS
_

k : le nombre des états sans dérivées explicite ;
q : la taille du vecteur d’équation h.
Ainsi la dérivée de F,, , par rapport a v est définie comme :
oF, 0z
v v

Une intégration numérique est utilisée pour générer la fonction nécessaire et les évaluations

de son gradient pour le systeme dynamique. Le sous estimateur de cette fonction est générée

en ajoutant un terme quadratique en v, donné par la formule suivante :

L (V) = Frpa(0) 4 B Y (0 = 03) (0] = v3)
iel
ou I est I'ensemble des variables v. 3, ,, est une valeur qui assurer la convexité de la fonction
de sous estimateur L, elle ne doit pas étre trop grande au point de trop sous estimer cette

fonction.
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La formulation de (3,3) devient :

min, , L¢(z,v)

Zi=g(z,v,t) jed zeZ

h(z,v,t) =0

Z(to) =20 te [to,tf]

Lf (x)+ L} (v)<0 meM wueP (3.5)

L, (x)+Lgp (v)<0 meM ueP
Ld(l’,?}) <0
<<y

vl <o <l

\

LT est le sous estimateur de la fonction ¢, ;

m,u )

L~ est le sous estimateur de la fonction —c,, 4 ;
Cm,u 9 )

L} est le sous estimateur de la fonction Fj,,;

m,u 3

L7, est le sous estimateur de la fonction —F;,, , ;
Fm,u Uy

L, est le sous estimateur de la fonction d.

Il est nécessaire de séparer la contrainte d’égalité algébrique de probleme (3.1), en deux

équations inégalités de signes différents et de sous estimer chacune indépendamment de

l'autre.

3.1.2 Détermination de la valeur du sous estimateur

La valeur de (3 est calculée au moyen de la matrice Hessienne de la fonction F,, ,(v).
Cette matrice est générée en utilisant, la sensitivité du second ordre de I'état z,, par rap-
port a v.

(0z)?
H,.= tu
w= )
On aura :
1 .
L ) (36)
1
B < mar, N (v) (37)
ﬁm,’n}O; Otl

/\zfj : est la plus petite valeur propre deH,, ,,.

Ao+ est la plus grande valeur propre de Hy, .
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La difficulté provient du fait que H,,, ne peut pas étre écrite comme une fonction analy-
tique de v. Cependant trois différentes méthodes pour la détermination de (3 sont développées
dans [17]

3.2 Exemple illustratif

Soit le probleme suivant :

min, , —(z(tf))2
t=u—2°

Aty) =9 telol] (3.8

—-H<u<h

—-12<z2<9

3.2.1 La partie dynamique

Dans cette partie, il consiste a résoudre le systeme dynamique en ignorant les variables

algébriques et la fonctionnelle, le probleme s’écrit :

3

Z=U—2z2
2(t0) =9 t €[0,1] (3.9)
—H<<u<sbh

puisque la fonction objectif est une fonction de z(ty), on s’intéressera alors, aux variations
de I'état final (2(¢s)) en fonction de la commande u. On considere la valeur du 'état z
en temps final ¢ = 1, qui est une fonction implicite de u notée F'(u) et on trace la courbe
de F'(u) qui est donnée par la figure (3.1); on note que cette fonction est continue et non

convexe, ce qui n’assure pas de trouver un minimum globale de probleme de départ.
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zit

F1G. 3.1 — Courbe de I'état a t=1

La sensitivité du premier ordre est calculée en utilisant la méthode des différences finies
(C’est & dire 92, cette sensitivité est tracée dans la figure (3.2) :
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0ag T T T T T T T T T

=‘]:]

dz/dult

Fic. 3.2 — Courbe de la sensibilité du premier ordre

La sensibilité du deuxieme ordre % est calculée toujours en utilisant la méthode des

différences finies; cette sensibilité est tracée dans la figure (3.3).

dz2/dui=1)

Fic. 3.3 — Courbe de la sensibilité du deuxieme ordre au temps final

La valeur minimale de la sensitivité du deuxieme ordre est : min(g—zz) = —0.2214 qui est la

pente inférieure extraite du graphe (3.3). La pente supérieure de courbe (3.3) est donnée
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par : ma:z:(g—f;) =0.29

D’apres la formule (3.6), on aura :

1 )
B > —5min X (0)

Bt > —1/2(—0.2214) = 0.1107
D’apres la formule (3.7), on aura :
Bonm = —%maxv)\ﬁff(v)
B~ <1/2(0.29) = 0.1450
dans notre cas, on prend ST = 0.1107 qui est nécessaire pour générer une relaxation convexe
de la fonction F'(u) qui prend la forme suivante :

Lp(u) = F(u) +0.1107(u" — u)(u” — u)

son graphe est donné par la figure (3.4) qui est convexe.

Fi1G. 3.4 — la courbe de sous estimateur au temps final
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Le programme détaillé est :

clear; clc;
t0=0;tf=1;
pas=0.001;
n=((tf-t0) /pas)+1;

for i=1:n
v=-5+(i-1)*10%*pas;
x0=[9 v]; [t, x]=ode45(’fn’, [t0O tf], x0);
m=size(x);
u(i)=v;%affecter les valeurs de la commande v au vecteur u
y(1)=x(m(1),1);%affecter les derniéres valeurs de x(1) au vecteur y

end

%hcalcule de la premiére dérivée par la méthode des différences finies
for i=2:n
f(1)=(y(@)-y@GE-1))/(u(i)-uli-1));

end

hcalcule de la deuxiéme dérivée par la méthode des différences finies
for i=2:n
g(D=>(f 1) -f(1-1))/(ui)-ui-1));

end

%calcule de sous estimateur
for i=1:n
L(1)=y(i)+0.1107*(-5-u(i))*(5-u(i));

end
%hles figures
Y%tracer la courbe de 1’é&tat final z(t=1) en fonction de la commande u

plot(u,y);
xlabel(’u’);ylabel(’z(t=1)’);
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title(’Courbe de 1’état a t=1’);

htracer les variations de la premiére dérivée en fonction de la commande u
plot(u,f); xlabel(’u’);ylabel(’dz\dul}(t=1)’);
title(’Courbe de la

sensibilité de premier ordre’);

%tracer les variations de la deuxiéme dérivée en fonction de la
commande u plot(u,g); xlabel(’u’);ylabel(’dz\du(t=1)’);

title(’Courbe de la sensibilité de deuxiéme ordre’);

%la courbe de sous estimateur
plot(u,L);
xlabel(’u’);ylabel(°L(u)’);

title(’Courbe de sous estimateur’).
qui fait appel a la fonction ” fn” donné comme suit :

function dx= fn(t,x)
dx=zeros(2,1); dx=[x(2)-x(1)"3 0];

3.2.2 La partie algébrique
min,, —z(t;)?

P=u—23

z(t0) =9 t €[0,1]
—-H<u<h
—12<z<9

Un profil constant est introduit dans le systéeme dynamique sur tous l'intervalle de
temps.
Le probleme doit étre reformuler d’une fagon a rendre l'objectif comme une fonction
algébrique. Ceci est accompli en introduisant un point constant au temps final ¢, ce qui
relie I’état z a la variable algébrique .

min,, , —?
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t=u—23

2(t0)=9  te€][0,1]
x—2z(ty) =0
—-H<u<h
—12<z<9

La contrainte de point d’égalité doit étre repartir en deux inégalités de signe opposés.

La formule finale de probleme est comme suit :
min,, , —?

( 3

Z=u—z
2(t0) =9 t € [0,1]
—x+z(tf)<0
x—2z(tf) <O
—s<u<sh
—-12<z<9

\

Le probleme a deux solutions au bornes de la variable de controle, données dans le

tableau :
Obj U x
-2.9246 5 1.7101
-2.7902 -5 -1.6704

Dans le problem(3.1), non seulement le systéme dynamique sera sous-estimée, mais la
fonction objectif aussi.La fonction objectif est concave; on la sous-estime en utilisant un

segment de z¥ & zY, le probleéme sera :

. rU 2_ zL 2
MMy, o _[(xL>2 + %(‘I - xL)]

( 3

Zz=uU—2z2
2(t0)=9  te€]0,1]

—+ 2(ty) + A (a — u)(ut — u)
= 2(ty) + B (uV — u)(ut —u) <
—-H<u<h

| —12<2 <9

<0
0

La solution de ce systeme trouvée en utilisant Matlab, avec les valeurs de 3= = 0.145 et
B =0.1107 est : (z, z(tf),u) = (—2.9031, —0.9202, —2.6623) Cette solution est la solution
systeme(3.1) qui a l'objectif la valeur de —116.7093 .
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Le programme est le suivant :

x0=[-3; 0.7051; 0];

1b [-12 -1.6704 -5 1; % Lower bound

ub = [9 1.7101 5] options=optimset(’Algorithm’ ,
>active-set’,’TolX’,1e-8,’TolCon’,1e-8 );
[x,fval,exitflag,output]=fmincon(@objectif,x0,[],[]1,[]1,[],1b,ub,@contrainte,options)

qui fait appel a des fonctions qui ont décrites ci-dessous :

La fonction objectif :

function y = objectif(x)
y = -108 +3xx(1);

la fonction contraintes :

function [c, ceq] = contrainte(x)

c = [x(1) - x(2) + 0.1450%(56 - x(3))*(-5 - x(3))
- x(1) + x(2) + 0.1107*%(5 - x(3))*(-5 - x(3))];
ceq = ztf(x(3))-x(2);

avec la fonction ztf définie ainsi :

function z=ztf(u) t0=0;tf=1; pas=0.01;n=((tf-t0)/pas)+1;
for i=1:n
p0=[9 ul; [t, pl=oded45(’fn’, [t0 tf], p0); z=p(end,1);

end

et la fonction “fn”.
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La difficulté provient du fait que H,,, ne peut pas étre écrite comme une fonction
analytique de v qui ne facilite pas la recherche de ses valeurs propres. Cependant trois

différentes méthodes pour la détermination de 3 sont développées dans [17]



Conclusion générale

La difficulté trouvée en appliquant le Principe de Maximum de Pontryagin, est presque
résolue en employant des méthodes numériques telles que la méthode de tir, mais ces
méthodes peuvent étre moins efficaces notamment lors de 'initialisation des algorithmes.
Dans ce travail, une approche d’optimisation globale déterministe a été présentée pour
des problemes de commande optimale non linéaires.
La méthode proposée donne une solution d’une relaxation convexe pour produire une li-
mite inférieure valable sur la solution globale. La nouveauté de cette approche est dans la
génération d'une sous estimation convexe du probléeme non convexe de départ. Les valeurs
des états données au temps final sont traitées comme des fonctions implicites continues
deux fois dérivables. Ceci tient en compte du développement d’une fonction de sous esti-
mation, en utilisant les informations qu’on a sur la sensitivité de second ordre de ces états.
Les étapes de cette méthode sont illustrées et discutées en les appliquant sur un exemple,
qui montre I'existence de plusieurs minimums locaux.
La difficulté de mise en ceuvre de cette approche est dans la recherche ou le calcule de la

valeur du parametre 3
Cet étude a été tiré des travaux de W. R. Esposito et C. A. Floudas [17]. Nous avons

traité qu’une section, on envisage de ce fait, de continuer ’étude pour mieux appréhender

cette technique.
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