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INTRODUCTION

La recherche opérationnelle (RO) peut se définir comme la mise en ceuvre
des méthodes scientifiques, essentiellement mathématiques et statistiques,
en vu de prendre la meilleure décision possible. Depuis longtemps, les
mathématiques ont connu des problemes dont 1’énoncé était simple a
présenter, en revanche leur résolution n’était pas évidente et nécessitait de
nouveaux outils pour pouvoir les aborder. C’est pour cela on fait appel a la
théorie des graphes. De maniere générale, la théorie des graphes peut étre
considérée comme un outil de modélisation permettant de représenter une
structure d’un objet complexe en exprimant les relations entre ses éléments.
La programmation linéaire et les principaux algorithmes de graphes sont
souvent enseignés dans les parcours mathématiques ou informatiques des
universités et grandes écoles. Ils sont souvent complétés par d’autres
notions théoriques comme la théorie de la complexité qui permet d’avoir une
meilleure compréhension des problemes qui peuvent étre résolus efficacement.

L’histoire des graphes est apparue au milieu du XXe siecle, le célebre
physicien hongrois Eugene Wigner parle de < La déraisonnable efficacité des
mathématiques dans les sciences de la nature. > En effet, la modélisation
mathématique facilite la compréhension d’un probleme car elle détermine
un seul vocabulaire formel pour différentes situations. La modélisation
mathématique peut atteindre un niveau d’abstraction permettant le
développement d’une théorie précise sur le modele, indépendante de la
réalité, tout en gardant de nombreuses applications réelles. De maniere
générale, un graphe permet de représenter les connexions d’un ensemble
complexe en exprimant les relations entre ses éléments : réseau de commu-
nication, réseaux routiers ...



Dans ce mémoire, nous allons aborder des méthodes de résolution des
problemes difficiles; nous avons a ce titre déja mentionné la théorie de la
complexité, cette derniere définit la classe des problemes N P-difficiles a la-
quelle appartiennent la plupart des problemes pratiques de la Recherche
Opérationnelle. Comme il semble peu probable de pouvoir résoudre effica-
cement ces problemes de maniere exacte, les informaticiens ont développé un
grand nombre de méthodes permettant d’obtenir, en des temps de calcul rai-
sonnables, de bonnes solutions a ces problemes. Beaucoup de ces méthodes
sont génériques méme si, dans la plupart des cas, un travail conséquent est
nécessaire pour mettre en ceuvre de maniere performante une telle méthode
sur un probleme donné.



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans ce premier chapitre nous allons présenter quelques notions de base
sur la théorie des graphes qui seront utiles tout au long de ce mémoire.

1.1 Graphe et digraphe

1.1.1 Graphe

Un graphe fini qui n’est pas vide G = (V, E) est un couple constitué par
un ensemble fini V' = {vy, vy, .....v,} dont les éléments sont des sommets et
d’un ensemble E = {ej,e,....,e,} dont les éléments sont des arétes. Une
aréte e est définie par une paire de sommets {x, y} non ordonnés, appelés les
extrémités de e. On écrit alors e = xy et on dit que e est incidente a z et y.

1.1.2 Digraphe

En donnant une direction aux arétes d’un graphe, on obtient un digraphe
(ou graphe orienté). Un digraphe fini G = (V, U) est défini par I’ensemble fini
V = {vy,vq,...,v,} dont les éléments sont appelés sommets, et par 'ensemble
fini £ = {ej,eg,...,en} dont les éléments sont appelés arcs. Un arc e de
I'ensemble U est défini par une paire ordonnée de sommets (z,y). On écrit,
e = (x,y), et on dit que I'arc e va de = vers y. On dit aussi que = est
I'extrémité initiale de ’arc e, et y son extrémité finale.

On dit qu'un graphe G est simple si entre deux sommets il existe au plus
une aréte et il est sans boucle. une boucle est une aréte dont les extrémités
sont confondues.
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FiGURE 1.1 — Graphe et digraphe

1.1.3 Adjacence, voisinage, degré

Soit G = (V, E) un graphe.
1. Deux sommets u et v sont adjacents ou voisins si uv € E.

2. Deux arétes sont adjacentes si elles ont au moins une extrémité com-
mune.

3. Le voisinage d'un sommet v dans G est l’ensemble des sommets ad-
jacents a v, il est noté Ng(v) = {u € V,uv € E}.

4. Le degré d’un sommets v dans un graphe simple G est le nombre de
ses voisins. Il est noté dg(v) = |N(v)|. Autrement dit le degré d’un
sommet v est le nombre d’arétes incidentes a ce sommet.

1.2 Sous-graphe

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe. On appelle sous-graphe de G tout

graphe H = (V(H),E(H)) tels que V(H) C V(G) et E(H) C E(G). Un
sous-graphe H est dit graphe partiel de G, si V(H) = V(G) et E(H) C
E(G). Autrement dit, le graphe partiel est obtenu par la suppression des
arétes sans toucher aux sommets.
Un sous-graphe H est un sous-graphe induit par 'ensemble de sommets A,
si V(H) = A et E(H) est 'ensemble de toutes les arétes de G ayant leurs
extrémités dans A. Autrement dit, le sous graphe induit par ’ensemble A est
obtenu par la suppression des sommets de V' — A.

1.3 Graphe connexe et fortement connexe

Une chaine allant d’un sommet z vers un sommet y est une suite finie
de n sommets (xg,x1;...,x,) tels que xg = = et z,, = y et pour tout ¢ dans
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{0,1,...,n — 1}, x; et x;;; sont adjacents. Un chemin est une séquence
de sommets (x1, s, ...x,) telle que (z;,z;11) est un arc. Une chaine (resp.
chemin) est dite élémentaire si elle ne rencontre pas le méme sommets
deux fois. Une chaine élémentaire passant par tous les sommets de G est
dite hamiltonienne. Un cycle (resp. circuit) est une chaine (resp. chemin)
ayant l'extrémité initiale confondue avec I'extrémité terminale.

On dit qu'un graphe GG est connexe, s’il existe une chaine entre toute
paire de sommets. Si GG n’est pas connexe, il contient au moins, deux sous-
graphes connexes, maximaux au sens de l'inclusion, appelés Composantes
connexes. Un graphe orienté G = (V| F) est dit fortement connexe, si
quels que soient les sommets u et v de V, il existe un chemin orienté allant
de u a v et un autre chemin allant de v a u. C’est-a-dire il existe un circuit
passant par les deux sommets. Un graphe qui n’est pas fortement connexe
est constitué par des composantes fortement connexes.

FIGURE 1.2 — Graphe non connexe avec trois composantes connexes :
C1 ={a,b,c,d},Co =A{e, f,g} et C3 = {i, h}.

1.4 Graphe complémentaire

Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe G est complet si les sommets de
G sont deux a deux adjacents. Un stable de GG est un ensemble de sommets
deux a deux non adjacents. Une clique est un sous-graphe induit complet.
Le graphe complémentaire d'un graphe G = (V, E), est le graphe G¢ =
(V, E€), avec E¢ = {uv tel que uv ¢ E}, c’est & dire E° est 'ensemble des
arétes qui manque a G pour étre complet.
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FIGURE 1.3 — Un graphe G et son complémentaire G¢

1.5 Représentation d’un graphe

Les graphes peuvent étre considérés comme une structure de données.
C’est pourquoi, il est fondamental de s’intéresser a comment les présenter.
Plusieurs modes de représentation peuvent étre envisagées selon la nature
des traitements que I'on souhaite appliquer au graphe considéré.

1. Représentation par matrice d’adjacences : La matrice d’ad-
jacence d'un graphe simple G = (V,E) d’ordre n est la matrice
M = (myj)i<ij<n de dimension (n x n) (une ligne pour chaque
sommet et une colonne pour chaque sommet) telle que :

[t siijeE
“ 1 0 sinon

Exemple 1.1. Soient le graphe non orienté G et le graphe H ob-
tenu par 'orientation de G. Ces deux graphes ont la méme matrice
d’adjacence. La matrice d’adjacence des deux graphes est la suivante :

(=) (D))
€2 €3 €2 €3

@ €4 @ @ ey @

FIGURE 1.4
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— = = O
O = O =
_ O = =
O~ O

2. Représentation par la matrice d’incidence : Soit G = (V, E) un
graphe simple, et la matrice B = (n X m), une matrice ayant n ligne et
m colonne, c’est a dire une ligne pour chaque sommet et une colonne
pour chaque aréte telle que :

(a) pour un graphe orienté, b;; = 1 si le sommet i est 'extrémité
initiale de l'arc j, b;; = —1 si ¢ et I'extrémité terminale de I'arc j
et a;; = 0 sinon.

(b) pour un graphe non orienté, b;; = 1 si le sommet i est U'extrémité
de l'arete 7, b;; = 0 sinon.

Pour un graphe orienté, la matrice d’incidence est définie :

1 si x; est Uextrémité initiale de ej;
my; = —1 st m est lextrémité terminale de e;;
0 st x n'est pas une extrémité de e;.

Pour un graphe non orienté, la matrice d’incidence est définie par :

1 si z; est une extrémité de e;;
mij = ;
I 0 sinon.

Exemple 1.2. La matrice d’incidence associée au graphe orienté H
de la figure 1.4 est la suivante :

€1 €2 €3 €4 €5

x1 +1 +41 0 0 +1
) -1 0 +1 0 0
T3 0o 0 -1 -1 -1
Ty 0 -1 0 +1 0

La matrice d’incidence associée au graphe non orienté G de la figure
1.4 est la suivante :

S O = =
_ o O =
O = = O
—__-o O
O O R
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1.6 Exploration d’un graphe

Pour déterminer ’ensemble des sommets accessibles, il est nécessaire de
parcourir le graphe de fagon systématique. Principalement, nous utilisons
deux types de parcours, le parcours en largeur (BFS) et le parcours en
profondeur (DFS). Soit G = (X, E) un graphe non orientée. L’objectif de
ces deux parcours est d’explorer le graphe G a partir d’'un sommet de départ
s, appelée racine ou source, et puis, parcourir un a un tous les sommets du
graphe accessibles a partir de s par un chemin. Les arétes de G utilisés pour
faire le parcours forment une arborescence des plus cours chemin allant de la
source s et les sommets accessibles a partir de celui-ci.

1.6.1 Parcours en largeur BFS

L’algorithme de parcours en largeur (BFS) permet de parcourir un graphe
de la maniere suivante : on commence par explorer un sommet source, puis
ses successeurs, puis les successeurs non explorés des successeurs et ainsi de
suite. L’algorithme de parcours en largeur utilise la structure de données file
qui utilise le principe, les premiers arrivés sont les premiers sortir (FIFO).
Les étapes d’un parcours en largeur sont résumés comme suite :

1. Mettre le sommet source dans la file.

2. Retirer le sommet de la téte de la file pour 'examiner (i.e explorer ses
voisins non explorés) ;

3. Mettre tous ses voisins explorés pour la premiere fois a la fin de la
file;

4. Si la file n’est pas vide, aller en 2.

Pour bien comprendre le principe de la recherche en largeur, on utilise des
couleurs au cours de la recherche. Dans notre cas un sommet est coloré en
jaune s’il n’est pas encore exploré, un sommet est en vert s’il est exploré
(donc il figure dans la file), et un sommet est rouge si tous ses voisins sont
explorés.

Exemple 1.3. On montre le déroulement du parcours en largeur BFS a
partir du sommet 1
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AN ARERS
by

F1GURE 1.5 — Illustration d’un parcours en largeur

1.6.2 Parcours en profondeur DFS

L’algorithme de parcours en profondeur parcoure un graphe a partir du
sommet source s. On descend plus profondément dans le graphe a chaque fois
que ceci est possible, a partir de s, on explore un voisin y de s, puis on explore
un voisin non exploré de ce voisin, et si ce dernier a un voisin non exploré,
on 'explore, ainsi de suite. On avance en profondeur pour chercher des files
a explorer. Ce parcours utilise une pile : ¢’est une structure de donnée qui se
base sur le principe ”dernier marqué, premier sorti (LIFO)”. Les étapes d'un
parcours en profondeur sont résumés comme suite :

1. On marque le sommet de départ s comme exploré, puis on choisit un
sommet voisin quelconque ;

2. Si le sommet voisin n’a pas déja été visité, on le marque comme ex-
ploré;

3. Si ce dernier n’est pas fermé, c’est-a-dire, qu’il existe au moins un
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voisin qui n’est pas encore visité, on I’explore, et on relance a nouveau
ce processus a chaque fois qu’on trouve un sommet non fermé jusqu’a
ce que tout les sommets seront explorés.

Pour voir clairement comment fonctionne cet algorithme, on utilise trois cou-
leurs : tous les sommets sont blanc au départ. dés qu'un sommet est exploré,
il sera mit dans la pile et sa couleur devient grise, et dés qu’on tombe sur
un sommet fermé, ce dernier quitte la pille et sa couleur passe de grise a verte.

Exemple 1.4. On montre comment dérouler le parcours en profondeur DFS
a partir du sommet e.

F1GURE 1.6 — Illustration d'un parcours en profondeur

1.6.3 Parcours en largeur lexicographique

C’est un raffinement de l'algorithme de parcours en largeur BFS, ce
parcours est tres utile pour étudier certaines classes de graphes et pour
obtenir des algorithmes de reconnaissance rapides de ces classes, comme la
reconnaissance des graphes triangulés.

Soit G = (V, E) un graphe avec |V| = n. On associe a chaque sommet v une
étiquette (ou un vecteur) L(v) qui est vide au départ. Une fois qu’elles sont
pas vides, les étiquettes sont ordonnées par un ordre décroissant, c’est a dire
si L = (a1, as,...a;) alors a1 < ay < ... < ay.

L’application de l'algorithme LexBFS sur les sommets de G, permit de
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définir une bijection

o:{1,2.n} -V
{ 17— U(Z) = V;

On énumere les sommets de G de n a 1 a partir d’'un sommet quelconque
s = o(n) = vy, le sommet s est la source et donc il regoit le numéro n comme
suite : a chaque étape si i est le plus grand entier non encore attribué, lexBF'S
énumere par ¢ un sommet v ayant L(v) maximale lexicographiquement, et
pour chaque sommet w appartenant a N(v) et qui n’est pas encore numéroté,
on concatene lentier ¢ a la fin de I'étiquette L(w).

Exemple 1.5. On montre comment dérouler le parcours lexicographique
LexBFS

(7)

FIGURE 1.7 — Hllustration d’un parcours lexicographique
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1.7 Classes des graphes

1.7.1 Graphe triangulé

Un graphe est dit triangulé s’il ne contient pas de trou comme sous
graphe induit. Un trou est un cycle élémentaire de longueur supérieure a 3
sans corde. Une corde dans un cycle est une aréte joignant deux sommets
non consécutifs. Notons que tout sous-graphe induit d’un graphe sans trou
est aussi sans trou, donc tout sous-graphe d’un graphe triangulé est triangulé.

Un sommet z est dit simplicial, si N(x) induit une clique. Un som-
met simplicial appartient a une unique clique maximale. On dit que
o = (x1,x2,...,T,) est un ordre d’élimination simplicial si pour i = 1..n, x;
est simplicial dans G;, le graphe induit par les sommets x;, z;1, ..., Tp.

Pour reconnaitre si un graphe donné G est triangulé, on applique les
étapes suivantes :

1. On applique LexBFS pour calculer un ordre ¢ sur les sommets ;

2. On test si o est un ordre d’élimination simplicial.

FIGURE 1.8 — Graphe triangulé

1.7.2 Graphe de comparabilité

Un graphe G = (V| E) est de comparabilité s’il existe une orientation
O transitive et anti-symétrique des arétes de G, c’est-a-dire, Vr,y,z € V

(x,y) € O,(y,2) € O = (x,2) € O

Un graphe de comparabilité G = (V, E) est dit graphe de co-comparabilité
si son complémentaire G¢ est aussi un graphe de comparabilité.
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F1GURE 1.9 — Graphe de comparabilité

1.7.3 Graphe d’intervalles

Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’un ensemble d’in-
tervalle de la droite réelle : chaque sommet représente un intervalle, et une
aréte relie deux sommets lorsque les intervalles correspondants s’intersectent.
Plus précisément, soit [ = {[3, I, ..., [,} un ensemble d’intervalles dans R,
le graphe d’intervalle correspondant est G = (V, E), ou V = {I1, I3, ...I,} et

I={l,,[,}¢e E<=1,N],#@

(b) () @ I

FiGURE 1.10 — Graphe d’intervalles




CHAPITRE 2

NOTIONS SUR LA COMPLEXITE
ALGORITHMIQUE

Dans ce chapitre, nous allons définir quelques notions sur la complexité
ainsi que tous les outils liés a ce concept (probleme algorithmique, classes
de complexité, problemes N P-complets,...)

La notion d’algorithme est connu depuis 'antiquité. Autant de dire que
les algorithmes sont connus et utilisés bien avant les débuts de I'informatique.
Le premier algorithme non trivial est I'algorithme d’Euclide (300 avant JC)
qui permet de trouver le P.G.C.D de deux entiers. La théorie de la com-
plexité est un domaine théorique des mathématiques et de 'informatique qui
ne s’intéresse aux problemes dont la solution est I’écriture d’un algorithme.
Elle se présente comme I'étude de la difficulté intrinseque de ces problemes
et vise a les classifier selon leurs difficultés. Ici, les mots complexité et diffi-
culté font référence a la quantité de ressources qu'un algorithme utilise pour
résoudre un probléme : les ressources consistent en le temps d’exécution (la
complexité temporelle) et I'espace mémoire requis (sa complexité spatiale).
Le principal avantage de la théorie de la complexité est que ces grandeurs
sont exprimées indépendamment de tout dispositif physique concret, elles
sont indépendantes du matériel (le hardware), du compilateur et du langage
(le software) utilisés.

15
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2.1 Concepts de base

2.1.1 Premieres définitions
Un probleme

Un probleme est une question générale qui cherche une réponse et qui
possede des parametres dont la valeur n’est pas connue. Il est composé d’une
entrée ou une instance et d’une question ou d’une tache a réaliser dont la
sortie est codée par un mot. Une instance (certificat) est obtenue en affectant
une valeur a chacun de ses parametres, elle est caractérisée par sa taille qui
désigne généralement la quantité de cases mémoires nécessaires pour décrire
les parametres.

Exemple 2.1. Le probleme du voyageur de commerce (TSP) est défini
comme suit : Etant donné un ensemble de villes séparées par des distances
connues, on cherche a trouver le plus court chemin qui relie toutes les villes,
en ne passant qu’une seule fois par chaque ville.

L’entrée de ce probleme est donc un ensemble de n points (représentant les
villes). Et la sortie consiste au plus court chemin reliant ces villes.

Dans la littérature il existe deux sortes de problemes :

1. Probleme de décision Un probleme de décision est une question qui
demande une réponse par oui ou non.

Exemple 2.2. le probleme de primalité est un probleme de décision,
qui consiste a déterminer si un entier naturel est premier.

Entrée : un entier N ;

Question : Déterminer si I’entier N est premier.

2. Probléeme d’optimisation combinatoire consiste a déterminer la
meilleure solution parmi toutes les solutions réalisables.

Exemple 2.3. Probleme de stable maximum qui consiste a calculer
un stable de cardinalité maximum est un probleme d’optimisation, il
est défini ainsi :

Entrée : Un graphe G = (V, E);

Question : Déterminer un stable maximum dans G.

Notons qu’a tout probleme d’optimisation correspond un probleme de
décision.

Exemple 2.4. On a le probleme d’optimisation suivant :
Entrée : Un graphe G = (V, E);
Question : Déterminer une clique maximum dans G.
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La version décision de ce probleme est
Entrée : Un graphe G = (V, E), et un entier k;
Question : Existe-t-elle une clique ayant au moins k£ sommets dans G 7

Un algorithme

Un algorithme est une suite finie d’opérations de calcul élémentaires
permettant de résoudre un probleme, il accepte n’importe quelle instance en
entrée et renvoie une solution au probleme en sortie.

Un algorithme peut se caractériser par le temps et l'espace qu’il utilise
pour arriver a la solution. Ces deux notions de temps et d’espace sont
des indicateurs sur lefficacité ou non d'un algorithme, I’étude de cette
caractéristique est connue par le nom de la complexité algorithmique.

La notion d’efficacité d’'un algorithme demande d’ordinaire a considérer ’en-
semble des ressources mises en ceuvre pour résoudre un probleme; souvent
ce qui nous intéresse est de minimiser le temps d’exécution requis par 1’algo-
rithme ou ’espace de stockage nécessaire a I’algorithme durant son exécution.

2.2 Complexité d’un algorithme

On distingue deux type de complexité :

1. La complexité temporelle : elle correspond au nombre d’instruc-
tions élémentaires effectuées au cours de I'exécution de I’algorithme.

2. La complexité spatial : correspond au nombre de cases mémoires
occupées par les données manipulées par I'algorithme au cours de son
exécution.

En général, le temps d’exécution dépend de la taille de I'instance du probleme,
en particulier plus I'instance est grande, plus le probleme demandera plus de
temps pour sa résolution. Par exemple si I’'on considere un algorithme de tri
d’un tableau d’entiers, le nombre d’instructions et 1’espace occupé ne seront
pas les mémes si on travaille sur un tableau de 10 entiers ou sur un tableau
de 10 000 entiers. On exprime donc le temps en fonction de la taille d’une
instance générale du probleme considéré, souvent notée n.

Notons aussi que le temps d’exécution (ou la complexité temporelle) d'un
algorithme peut varier sur des instances de méme taille. En effet, pour cher-
cher I'existence d’un élément dans un tableau contenant n entiers, il est claire
que I’élément cherché peut étre trouvé a la premier position, donc la com-
plexité dans ce cas est 1; comme on peut ne pas trouver 1’élément cherché
ou le trouver a la derniere position, dans ce cas il faut exécuter n testes de
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comparaisons.

Pour que notre calcul de la complexité soit fiable, on définit généralement une
complexité en considérant la pire instance possible parmi toutes les instances
de taille n (la complexité dans les pires des cas). D’ou la définition suivante :

Définition 2.1. Soient P un probleme et A un algorithme qui résout P.
Notons I(p,y = {x/x est une instance de P et |x| = n} et ®4 est une
application qui a toute instance x fait associer le temps d’exécution de A sur
x. La fonction de complexité de l'algorithme A est une application C'y
définie sur I'ensemble des entiers naturels par :
Cx(n) = max d(n)
](P,n)
C4(n) est le nombre maximum d’opérations élémentaires pris par A sur
les instances de taille n.

Remarque 2.1. Il existe aussi d’autres types de complexité, la complexité
dans le meilleur des cas et la complexité en moyenne. Cependant, la com-
plexité dans le meilleur des cas est souvent peu porteuse d’informations utiles,
et la complexité en moyenne, qui nécessite de connaitre la loi de distribu-
tion, est souvent trop difficile a calculer. Pour ces raisons, on se contente
généralement de la complexité dans le pire des cas.

2.3 Notation grand O, (), O

En pratique une analyse précise d'un algorithme méme dans le pire des cas
est presque impossible (sauf pour un algorithme simple). Donc La solution est
d’établir une approximation asymptotique du temps de calcul de l’algorithme.

2.3.1 La notation grand O

Lors de I’évaluation de la complexité d’un algorithme, il est habituel d’uti-
liser la notation O qui permet d’exprimer une borne supérieure asymptotique
sur le temps d’exécution de ’algorithme.

La notation O, dite aussi symbole de Landau, décrit le comportement asymp-
totique d'une fonction, exprimé a l’aide d’une autre fonction généralement
plus simple.

Définition 2.2. f(n) = O(g(n)) (< f(n) est en grand O de g(n) ») quand
n — oo si et seulement si 3¢ > 0, et un entier ny tels que Yn > ng, |f(n)| <
clg(n)].

Intuitivement, ceci signifie qu’a partir de ng et a un facteur constant pres, f
ne croit pas plus rapidement que g.
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Exemple 2.5. Soit f(n) = 6n* — 2n® + 5. Choisissons ng = 1. Alors pour
tout n > ng, on a

|6n* — 2n® + 5| < 6n* + [2n®| +5
|6n* — 2n3 + 5] < 6n* + 2n* + 5n?
= 13n*
= 13|n"|

Ainsi, en prenant ¢ = 13 , on a f(n) = O(n*). Autrement dit, & un facteur
constant pres, f(n) ne croit pas plus rapidement que n*.

I est facile de voir qu'un polynéme P(n) de degré k est toujours en O(n*).

2.3.2 Notation {2

De fagon similaire, la notation 2 permet de donner une borne asympto-
tique inférieure sur le temps d’exécution d’un algorithme sur une entrée de
taille n.

Définition 2.3. Soient f et g deux fonctions f;9: N — R,.
On note f = Q(g) lorsqu’il existe un entier ny et une constante réelle positive
¢/ tel que pour tout n > ng, f(n) > c/g(n).

2.3.3 Notation ©

Définition 2.4. Soient f et g deux fonctions f;9: N — R,.

On dit que g(n) est une borne approchée asymptotique pour f(n) et I'on
note f = O(g(n)) lorsqu’il existe un entier ny et deux constantes strictement
positives ¢ et ¢/ tel que :

crg(n) < f(n) < cg(n)
Ceci revient a dire que f(n) est égale a g(n) a un facteur constant prés.

Remarque 2.2. Si une fonction f(n) est a la fois en O(g(n)) et en Q(g(n)),
on dit que f(n) est en O(g(n)).

Pour compléter ces trois notations, Woeginger [35] a introduit la nota-
tion O* qui autorise la suppression de tous les termes bornés par un fac-
teur polynomial dépendant de la taille de I'entrée. Ainsi une complexité de
la forme O(f(n) - poly(n)), ou n est la taille de I'entrée et poly(n) un po-
lynéme dépendant de n, se notera O* f(n). Cela nous permettra en particu-
lier d’insister sur la croissance exponentielle de la fonction qui borne le temps
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d’exécution. Par exemple un temps d’exécution 2 + n? - 1.8788n se réécrira
0*(1.8788n). Cette nouvelle notation asymptotique se justifie par le fait que
2 +n? - 1.8788n est compris entre n? - 1.8788n et n? - 1.8789n pour toute va-
leur de n supérieure a 26. Par conséquent, la fonction 2 +n? - 1.8788n pourra
également se réécrire simplement sous la forme O*(1.8789n).

2.4 Les Classes de Complexité

Nous nous intéressons maintenant a la complexité des problemes, et on
tentera de les classifier selon la complexité des algorithmes les résolvant.
La complexité d’un probléeme est la complexité du meilleur algorithme qui
permet de le résoudre. Si la complexité de cet algorithme est majorée par un
polynéme en la taille des données, le probleme est dit polynomial (ou facile)
et 'algorithme qui le résout algorithme efficace (ou polynomial tout court),
autrement le probleme est exponentiel (ou difficile).

2.4.1 La classe P

La classe de complexité P contient ’ensemble des problemes de décisions
pour lesquels il existe un algorithme déterministe qui s’exécute au pire des cas
en temps polynomial pour les résoudre. Typiquement, ce temps d’exécution
est de la forme O(n*) ou n représente la taille de l'entrée et k est une
constante (qui dépend de l’algorithme considéré). Bien souvent, chercher un
algorithme dont la constante k est la plus petite possible pour résoudre un
certain probleme est un véritable défi.

Les problemes de cette classe sont dits faciles. Ce sont ceux que l'on sait
résoudre efficacement.

Remarque 2.3. Notons aussi les deux versions de décision et d’optimisation
d’un méme probléeme ont une méme complexité temporelle.

2.4.2 La classe NP

La classe de complexité NP (Not Determinist Ploynomial) contient 1’en-
semble des problemes de décision pour lesquels il existe un algorithme non
déterministe qui permet de les résoudre en temps polynomial. Autrement dit,
pour lesquels il existe un algorithme polynomial qui permet de vérifier une
solution (certificat) au probléme en temps polynomial en la taille des données
ou encore, les problemes de la classe N P sont ceux que ’on peut résoudre en
énumérant l’ensemble des solutions possibles et en les testant a ’aide d’un
algorithme polynomial.
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Il est évident que P C NP car, si 'on peut trouver la solution en temps
polynomial, on peut forcement la vérifier en temps polynomial.

La grande question ouverte en informatique est de savoir si P = NP ou si
P # NP. De nombreuse personnes pensent que l'inclusion est stricte, mais
cela reste a prouver. L’intuition est fondée sur le fait qu’il est plus facile de
vérifier si un certificat est une solution que de trouver la solution elle méme.

2.4.3 La classe NP-complet

La raison principale qui laisse penser que P # N P est 'existence de cette
classe des problemes NP complets. Elle est constituée par les problemes les
plus difficiles de N P. Cette famille a une propriété tres particuliere c’est que
ces problemes sont tous équivalents en termes de difficultés, si I'on savait
résoudre I'un d’eux en temps polynomial, alors on pourrait tous les résoudre
en temps polynomial, et par conséquent on obtiendrait la relation P = N P.
Jusqu’a présent, de nombreux probléemes ont été montrés N P-complets et
pour aucun d’entre eux un algorithme polynomial n’a été trouvé.

2.5 La réduction polynomiale :

Une approche usuelle pour résoudre un probleme donné consiste a le
transformer en un autre dont la solution est déja connue, ensuite convertir
cette solution en une solution du probleme original. Bien str, cette approche
n’est réalisable que si la transformation peut se faire rapidement. Le concept
de réduction polynomiale formalise cela.

La théorie de la N P-complétude fait appel aux réductions polynomiales
pour montrer qu’'un probleme est N P-complet ou pour augmenter cette liste
des problemes N P-Complet.

Soit deux problemes m; et 7, on dit que m; se réduit en temps polynomial
(ou se réduit polynomialement) a o, noté m < o, s’il existe un algorithme
qui réduit toute instance x; de 7 en une instance x, de my, admettant la
meéme réponse que .

Remarque 2.4. La relation < est transitive et m; < 7y signifie que m; n’est
pas plus difficile que m,. Ainsi, "7; est polynomialement réductible a my”
signifie que si 'on connait un algorithme polynomial résolvant ms, alors il
existe un algorithme polynomial pour 71, on en déduit que m; € P. En effet,
on traduit les instances de 7 en instances de m,, puis on résout my et enfin
on retraduit les solutions de w5 en solutions de 7y, tout cela se fait en temps
polynomial.
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Pour montrer qu’un probleme est NP-complet, on a le théoreme suivant :

Théoreme 2.1. Un probleme © est N P-complet si et seulement si :
1. te NP.
2. Pour tout probleme m, € NP, m; < .

Ce théoreme permet donc de montrer commodément la N P-complétude
d’un probleme. Pour pouvoir 'utiliser il faut néanmoins connaitre au moins
un probléme N P-complet. Et cela a été le travail de Cook [3] qui a montré
en 1971 que le probleme SAT est N P-complet.

SAT

Entrée : Une formule booléenne sur un ensemble de variables booléennes X.
Question : Existe-t-il une affectation de valeurs de vérité pour X tel que la
formule soit satisfaite ?

A partir de SAT, on montre progressivement la N P-complétude d’autres
problemes qui, a leur tour, peuvent étre utilisés pour démontrer la NP-
complétude de nouveaux problemes, et ainsi de suite. Par exemple, a partir
de SAT, ils ont pu montrer la N P-complétude de 3 — SAT. Et grace a
3 — SAT ont démontré que M 1S (probleme du stable maximum) est N P-
complet (Karp(1972)).

Depuis la démonstration de ce résultat, de nombreux problemes ont été
montrés NP-complets et, en 1979, Garey et Johnson en recensent déja plus
de 300 dans un ouvrage qui fait encore référence [25]. A ce jour, aucun al-
gorithme s’exécutant en temps polynomial pour résoudre un probleme N P-
complet n’a été trouvé. Ce sont ces problemes qui ont motivés de larges tra-
vaux (algorithmes d’approximation, algorithmes a parametres fixés, études
de décompositions de graphes, ...).



CHAPITRE 3

EXEMPLE DE PROBLEMES DIFFICILES

Dans ce chapitre, nous allons voir comment utiliser la notion de réduction
polynomiale pour montrer la N P-complétude de nouveaux problemes.

3.1 Probleme de Clique

Probleme de Clique
Soit un graphe G = (V| E), et un entier k tel que 1 < k < |V]|.
Existe-t-il une clique de taille k dans G 7

Définition 3.1. Une variable booléenne est une variable qui peut
prendre deux valeurs, 0 (faux) ou 1 (vrai). On appelle un littéral une
variable booléenne x ou sa négation T , et une clause une disjonction de
littéraux. On note une disjonction de deux littéraux "p” et "q¢” par pV g
(p OU q) et une conjonction p A g (p ET ¢). Toute conjonction de clauses
disjonctives est appelée une formule sous forme mnormale conjonctive, ou
tout simplement C N F'.

Une formule booléenne P est dite satisfiable, s’il y a une affectation de vérité
a ses variables pour laquelle la valeur de la formule est 1. Autrement dit,
une affectation satisfait P si et seulement si pour chaque clause de P, au
moins un littéral est égal a 1. Dans ce cas, nous disons que la formule est
satisfaite par 'affectation.

Exemple 3.1. Prenons un ensemble de 3 variables booléennes X =
{1, 22,23}, et une formule f := (x; V 22) A (T1 V x3) A (T2 V T1) composée
donc de 3 clauses, C; = (x1 V x3), Cy = (T1 V x3) et C3 = (T3 V T7), elle est

23
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satisfiable par 'assignation 1 = vrai, rs = faux, r3 = vrai. En effet comme
x1 = 1, la clause C} est vérifiée; comme z3 = 1, la clause C est vérifiée; et
comme z9 = 0 et T3 = 1 la clause Cj est vérifiée, donc f est satisfaite.

Mais toutes les formules booléennes ne sont pas satisfiables. Par exemple,
aucune assignation ne rend vraie la formule suivante : g := (21 V 22 V 23) A
(@TTV 2) A (TZVas) A (T3 Vo) A (T VT VT3)

Ainsi, une formule 3 — C N F' est une formule sous forme normale conjonctive
ol toutes les clauses ont exactement 3 littéraux. Et 3 — SAT est le probleme
qui correspond a la satisfiabilité d’une formule 3 — CNF'.

3.1.1 Reéduction polynomiale
Théoreme 3.1. Le probléme de CLIQUE est NP-complet.

Démonstration. Afin de prouver que le probleme clique est N P-difficile, nous
devront réduire un probleme N P-difficile connu a ce probléeme. Choisissons
le probleme 3 — SAT pour effectuer cette réduction.

Théoréme 3.2. [0] Le probléme 3 — SAT est N P-complet.

CLIQUE € NP

Certificat : liste des sommets de la clique.
On peut vérifier en temps quadratique, que chaque paire de sommets du
certificat, sont relier par une aréte appartenant a F. Ainsi, le probleme clique
est inclut dans N P.

3 — SAT < Clique

Soit f une instance de 3 — SAT, c’est-a-dire une formule sous forme
conjonctive avec p clauses de taille 3.

F=GLVEVE)ANUVIEVIEE) N .o A (lsp—2 Visp_1 Visp)

On construit un graphe non orienté tel que si f est satisfiable si seulement si
ce graphe contient une clique de taille & , soit G ce graphe, dont I’ensemble
des sommets est 'ensemble V' = {l;, ..., l3,} de tous les littéraux de f. Deux
sommets de G sont reliés par une aréte s’ils ne font pas partie de la méme
clause et s’ils ne sont pas contradictoires ( 'un n’est pas égal a la négation
de l'autre).

Exemple 3.2. f=(x;VzaVas) A(TT VT2V 23) A (21 V29 V T3)
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F1GURE 3.1 — La réduction polynomial du probleme 3-SAT au probleme de
CLIQUE

Le graphe G est un graphe a 3p sommets, c’est donc une instance de taille
polynomiale en la taille de f. De plus deux littéraux d’'une méme clause ne
sont jamais reliés par une aréte, une clique peut donc contenir au plus un
littéral par clause et elle est de taille au plus p. On fixe alors dans notre
instance k = p, et on montre alors I’équivalence 3 — SAT = Clique et ceci
revient a montrer : f satisfiable < G contient une clique de taille k

— Supposons d’abord que f est satisfiable. Il existe donc une affecta-
tion des variables telle que f wvaille 1. Ceci signifie qu’au moins un
littéral par clause vaut la valeur 1. Choisissons un tel littéral dans
chacune des clauses pour former un ensemble de k littéraux. Comme
tous ces littéraux sont vrai, deux d’entre eux ne peuvent pas étre an-
tagonistes (contradictoires) donc ils sont reliés par une arétes. Ainsi
ces k littéraux forment une clique de taille £ dans G.

— Supposons maintenant que G contienne une clique de taille k.
Comme les littéraux d’'une méme clause ne sont pas reliés,
cette clique contient un littéral exactement dans chaque clause.
f=0CVhLEVINIaV_V_)AN..AN(VIV_) on peut affecter a 1
chaque littéral de la clique , cela est possible car G ne peut pas avoir
des arétes entre deux littéraux contradictoire.

Montrons alors qu’il existe une affectation qui rend tous ces littéraux
(les sommets de la clique) [; (i = 1...k) vrai.

Chaque littéral de cette clique est égal a x; ou a x;. Pour que ce littéral
vaille 1, on impose la valeur 1 ou 0 a la variable correspondante x;. Et
comme tous les littéraux de la clique sont reliés par une aréte, ils ne
sont pas contradictoires deux a deux. Ceci signifie que deux littéraux
quelconques de la clique ils concernent deux variables distinctes x; et
x; avec ¢ # j ou alors, ils concernent la méme variable x; mais ils
imposent la méme valeur a cette variable .
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En affectant la valeur 1 a chaque variable appartenant a la clique,et
n’importe quelle valeur a chacune des autres variables, on obtient une
affectation qui rend la formule f satisfiable.

Ceci complete la réduction car nous avons montré que la transformation
est valable dans les deux sens , ainsi donc le probleme de CLIQUE est NP-
complet. O

3.2 Couverture des sommets (Vertex Cover)

Une couverture des sommets VC' dans un graphe G = (V, E) est un sous-
ensemble de sommets V' C V tel que chaque aréte de G a au moins une
extrémité dans V’. (Voir la figure 3.2)

Le probleme de couverture de sommets V' C' se formule comme suit :
Entrée : Un graphe G et un entier k.
Question : Existe-t-il une couverture de sommets de taille au plus k7

FIGURE 3.2 — Couverture de sommets

3.2.1 Reéduction polynomiale

Théoréme 3.3. [25] Le probléme vertex cover est N P-complet

Démonstration. 1. VC e NP

Etant donné une instance G = (V, E) et un entier positif &, le certificat
pour le probléme de couverture de sommets est un sous-ensemble V'
de V, qui contient les sommets de couverture. On peut vérifier en
temps polynomial que I'ensemble V' est une couverture de sommets
de taille k, en vérifiant que chaque aréte de GG est incidente a I'un de
ces sommets. Ainsi, le probléme de couverture de sommets est dans

la classe NP.
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2. Clique <, VC

Pour prouver que V' est N P-difficile, nous prenons un probleme
qui a déja été prouvé comme étant N P-difficile, et montrons que ce
probleme peut étre réduit au probleme de vertex cover. Pour cela,
nous considérons le probleme de la clique, qui est N P-complet.

Ici, le probleme est de savoir s’il existe une clique de taille & dans
le graphe donné. Par conséquent, une instance du probleme de la
clique est un graphe G = (V, E) et un entier positif k, et nous devons
vérifier I'existence d'une clique de taille £ dans G.

Maintenant, nous devons montrer que toute instance (G, k) du
probleme de la clique peut étre réduit a une instance du probleme
de couverture de sommets. Considérons le graphe G qui consiste
en toutes les arétes non dans G, mais dans le graphe complet en
utilisant tous les sommets de G. Appelons cela le complément de G.
Maintenant, le probleme de trouver si une clique de taille k existe
dans le graphe G est le méme que le probleme consistant a trouver
s'il existe une couverture de sommets de taille |V| — k dans G. Nous
devons montrer que c’est bien le cas.

= Supposons qu’il existe une clique de taille &k dans G. Soit V'
I'ensemble des sommets de la clique. Cela signifie que |V’| = k. Dans
le graphe complémentaire G, choisissons une aréte quelconque (u,v).
Alors au moins un sommet parmi v ou v doit étre dans I’ensemble
V — V'. En effet, si u et v appartenaient tous deux a I’ensemble V”,
alors l'aréte (u,v) appartiendrait a V', ce qui signifierait a son tour
que laréte (u,v) est dans G. C’est impossible puisque (u,v) n’est pas
dans G. Ainsi, toutes les arétes de G sont couvertes par des sommet
dans 'ensemble V — V.

= Supposons maintenant qu’il existe une couverture de sommet V"
de taille |V| — k dans G. Cela signifie que toutes les arétes de G sont
connectées a un sommet de V”. Par conséquent, si nous choisissons
une aréte (u,v) de G, les deux sommets ne peuvent pas étre en dehors
de I'ensemble V”. Cela Signifie, que toutes les arétes (u,v) telle que
u et v sont en dehors de I’ensemble V" appartiennent au graphe G,
c’est a dire que ces arétes constituent une clique de taille k. Ainsi,
on peut dire qu’il existe une clique de taille k£ dans le graphe G si et
seulement s'il existe une couverture de sommets de taille |V | —k dans
G, et donc, toute instance du probléme de la clique peut étre réduite &
une instance du probleme de couverture de sommets. Ainsi, on conclu
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que la couverture des sommets est N P-difficile.
Etant donné que la couverture de vertex appartient a la fois aux classe
NP et N P-difficile, d’ou le probleme vertex cover est N P-complet.
Pour comprendre la preuve, considérons I’exemple de graphe suivant et son
complémentaire : O

~ (o] 0
b (1) (

<3
N
Lo

D
Graphe G Graphe G
V' ={a,b,c,d} V" ={e, f}
FiGURE 3.3

3.3 Probleme d’ensemble dominant (Domi-
nating set)

Ensemble dominant

Un ensemble dominant dans un graphe non orienté G(V, E') est un sous
ensemble de sommets D C V', tel que chaque sommet de GG est soit dans D,
soit adjacent a au moins un des sommet de D.(Voir la figure 3.4)

La version décision du probleme de ’ensemble dominant est :
Entrée : Un graphe G(V, E) et un entier k.
Question : Existe-t-il un ensemble dominant de taille au plus k£ dans le graphe

G?

FIGURE 3.4 — Ensemble dominant (Les sommets colorés en rouge)
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Afin de prouver que le probleme d’ensemble dominant D est N P-difficile,
nous devons réduire un probleme N P-difficile connu a ce probleme. Choisis-
sons le probleme vertex cover pour effectuer cette réduction.

Pour prouver cela nous allons suivre les étapes suivante :

— Montrer que I’ensemble dominant D € NP

— Montrer que le probleme vertex cover se réduit polynomialement au

probleme d’ensemble dominant.

1. L’ensemble D € NP
Il est facile de vérifier si un ensemble D de taille £ est un ensemble
dominant, il suffit de vérifier si les sommets {V — D} sont adjacent au
sommets de I’ensemble D et cela se fait en temps polynomial. Ainsi
I’ensemble dominant est dans N P

2. Cover vertex <, D
Pour passer d'un probleme de couverture de sommet a un probleme
d’ensemble dominant nous avons besoin de construire un nouveau
graphe a partir d’'un graphe donné. Soit < G,k > une instance du
probleme de couverture de sommets, on construit un nouveau graphe
G', en ajoutant a G de nouveaux sommets, pour représenter les arcs
du graphe initial. Plus précisément, pour chaque aréte (u,v) de G,
ajoutons un sommet uv et deux autres aréte (u,uv) et (v,uv) pour
former un triangle. Ce processus est illustré sur la figure 3.5 ci des-
sous. Le nouveau graphe G’ peut-étre obtenu en temps polynomial,

> 4

Graphe G Graphe G’

FIGURE 3.5

en ajoutant de nouvelles arétes correspond au nouveau sommet.
Pour établir I'exactitude de la réduction, nous devons montrer que
G a une couverture de sommets de taille k& si G admet un ensemble
dominant de taille k.

L’ensemble dominant de taille £ dans ¢ & Vertex cover de
taille de taille &
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= Supposons que C est une couverture de sommets de taille k£ dans
G.

Chaque aréte de G a un des sommets appartenant a (. Par
conséquent, pour chaque aréte e, constituée de sommets {u,v}, au
moins u ou v fait partie de cover vertex. Donc si u est inclut dans C,
alors le sommet adjacent est v, il est aussi couvert par un élément de
C.

Maintenant, pour les sommets nouvellement ajoutés pour construire
G’, ils sont aussi couverent par C, car comme 'on sait déja si (u,v)
une aréte de GG on ajoute un sommet wv pour construire G’, tel
que ce nouveau sommet sera adjacent a u et adjacent a v, dont
I'un est au moins inclut dans C. Alors le sommet nouvellement
ajouté wv sera aussi couvert par son voisin qui est dans C, ainsi,
donc il est dominé par ce voisin. Par conséquent, les sommets
supplémentaires pour toutes les arétes sont également couverts par
C, ils sont donc dominé par les sommets de C. On conclu que
I’ensemble des sommets formant vertex cover de taille k dans G
forme I’ensemble dominant de méme taille dans G’ (Voir la figure 3.6)

™

Vertex cover Ensemble dominant

FIGURE 3.6

= Supposons que D est un ensemble dominant de taille k£ dans G'.
Deux possibilité peuvent se présenter, soit le sommet dans D est un
sommet d’origine, soit il appartient au sommet nouvellement ajouté
uv pour chaque aréte (u,v).

Dans le premier cas, puisque D est un ensemble dominant dans G,
donc, chaque sommet v € {V' — D} est dominé par au moins un
sommet de D, particuliecrement les anciens sommets, et couvrent
toutes les arétes du graphe G contenu dans G’, autrement dit chaque
aréte de G a au moins une extrémité dans D. Ainsi, on conclu que D
est une couverture de sommets dans le graphe G.(Voir la figure 3.7)
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&y T

Ensemble dominant D Cover vertex C

FIGURE 3.7

Dans le second cas, puisque chaque nouveau sommet est relié aux
deux sommets de laréte (u,v) de G, il peut donc remplacé par u ou v
et puisque ces 3 sommets forment un triangle, par conséquence méme
en le remplacant par u ou v, on peut couvrir tout les sommets qui
ont été couverent avant de le remplacer. Cela conduira a I’élimination
de tous les sommets nouvellement ajoutés, tout en couvrant toutes
les arétes du graphe G’.

Les sommets de D’ensemble dominant modifié D’ dominent tous
les sommets nouvellement ajoutés et couvrent toutes les arétes du
graphe G (Voir la figure 3.8), avec au moins un sommet dans D’ pour
chaque aréte du graphe GG. On déduit donc, si G’ admet un ensemble
dominant de taille k, le graphe G aura une couverture de sommet de
taille au plus & .

Ensemble dominant D Ensemble dominant modifié D’

FI1GURE 3.8

Ainsi on peut dire que le graphe G’ contient un ensemble dominant si seule-
ment si graphe G contient une couverture de sommet. Par conséquent, toute
instance du probleme de l’ensemble dominant peut-étre réduite a une ins-
tance du probleme de la couverture des sommets. Ainsi I’ensemble dominant
est également N P-difficile.

Remarque 3.1. Si un graphe G contient un sommet isolé u alors, ce sommet
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ne peut étre dominé sauf s’il est inclut dans I’ensemble dominant et comme
il n’est incident a aucune aréte, il n’a pas besoin d’étre dans la couverture
de sommet. Notons V; 'ensemble des sommets isolés dans G et n; le nombre
de ces sommets isolés. Le nombre de sommets nécessaire pour l’ensemble
dominant sera est égale a k' = k + nj.

Pour établir une correction pour la réduction, on a besoin de montrer que
G possede une couverture de sommets de taille k si G’ contient un ensemble
dominant de taille &'

Pour prouver cela, il suffit d’ajouter les sommets isolé a I’ensemble dominant,
et suivre la méme procédure dans le cas d'un graphe connexe pour démontrer
la N P-complétude de probleme de dominant.

- 1

C de taille k =3 Ddetaille ¥ =k+1=14
O O @
D de taille k' D’ de taille £’ C de taille k = 3

FIGURE 3.9 — Correction de la réduction de vertex cover a ’ensemble domi-
nant (avec k =3 et [ =1)



CHAPITRE 4

FAIRE FACE A UN PROBLEME
DIFFICILE

Lorsque l'on est confronté a un probleme difficile, on ne sait pas
construire d’algorithme qui puisse le résoudre de facon exacte et en temps
polynomial. Sinon, cela signifierait que P = NP. Dans ce cas plusieurs
approches sont possibles afin de pouvoir traiter le probleme tout de méme :
- Utiliser des algorithmes exacts et a temps d’exécution exponentiel.

- Utiliser des algorithmes d’approximation.
- Utiliser des heuristiques et méta-heuristiques.
- Se restreindre a des classes de graphes.

Nous présentons dans ce chapitre, les algorithmes exacts qui permettent
de trouver des solutions optimales en temps exponentiel. Puis nous intro-
duirons les algorithmes d’approximation qui permettent de trouver des solu-
tions dont la qualité est garantie, en temps polynomial. En suite les heuris-
tiques qui, bien que la qualité de leurs solutions n’est pas garantie, trouvent
souvent en temps acceptable des solutions de bonnes qualités. Enfin, nous
présenterons la restriction a des classes de graphes, qui permet de trouver
des solutions optimales dans des cas tres particuliers.

4.1 Les algorithmes exacts a temps
d’exécution exponentiel

Résoudre un probleme NP-complet exactement et efficacement est 1'un
des défis les plus importants des quarante dernieres années en informa-

33
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tique. Un algorithme polynomial pour résoudre un tel probleme établirait
immédiatement la relation P = N P. Malheureusement, a ce jour il n’existe
aucun algorithme permettant d’accomplir cette tache. De plus, de nombreux
chercheurs conjecturent que P # NP et donc qu'un tel algorithme est
fortement improbable a obtenir. C’est pourquoi ’étude des algorithmes ex-
ponentiels est devenue un domaine de recherche conséquent ou aussi bien la
conception que l'analyse du temps d’exécution demandent d’importants ef-
forts pour obtenir des algorithmes meilleurs que les simples algorithmes naifs.

Des lors, une approche possible pour résoudre un probleme de facon
exacte est de le résoudre de maniere exhaustive. Cette attaque brute,
triviale mais simple, permet effectivement de trouver une solution exacte.
Souvent cette approche n’a d’intérét que si I’entrée considérée n’est pas trop
grande puisque le temps d’exécution croit exponentiellement en fonction
de la taille de I'entrée. De toute maniere, sous I’hypothese P # NP, on ne
peut pas espérer obtenir un algorithme polynomial et seul un algorithme
exponentiel pourrait résoudre exactement le probleme. Ainsi, nous cherchons
a obtenir un algorithme pour résoudre exactement un probleme dont le
temps d’exécution au pire des cas est significativement meilleur que celui de
I’algorithme naif réalisant cette tache par recherche exhaustive. Ce nouvel
angle d’attaque a depuis quelques années motivé des chercheurs du domaine
a concevoir, mais aussi a analyser, de tels algorithmes. Comme déja indiqué,
il est préférable d’avoir un algorithme dont le temps d’exécution est en
O(1.1") qu'un algorithme en O(2") pour résoudre un certain probleme.
Bien siir le temps d’exécution reste exponentiel en la taille de I’entrée, mais
rappelons que notre objectif principal est de résoudre des problemes pour
lesquels un algorithme polynomial est improbable, sauf si P = NP.

Ces dernieres années ont également vu la puissance des machines
continuer a augmenter, les ordinateurs proposés aujourd’hui au grand public
sont capables d’effectuer un grand nombre d’opérations : un processeur
cadencé a 3GHz effectue trois milliards d’opérations par seconde. Un espoir
est alors d’utiliser un ordinateur plus rapide.

La célebre < loi de Gordon Moore > indique que la puissance des ordinateurs
devrait doubler tous les 18 mois. Et donc l'intuition serait qu’avec une
machine plus performante, une plus grande entrée pourrait étre traitée. Cela
est vrai mais si l'on dispose d'un algorithme exponentiel, le gain apporté
par un ordinateur deux fois plus rapide ne permet pas de traiter une entrée
beaucoup plus grande. Si on dispose d'un algorithme en 2" qui en une
certaine unité de temps ¢ permet de traiter une entrée de taille Ng, alors un
ordinateur cent fois plus rapide ne permet que de traiter une entrée de taille
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Ng + 6.64 (Voir [24]). On ne gagne qu'un facteur additif! Un algorithme
polynomial permet quant a lui de gagner un facteur multiplicatif.

D’un autre coté on peut pas négliger que la taille des instances des problemes
a aussi augmenté au fil de temps. Avec la mondialisation, certains problemes
locaux, se posent maintenant a 1’échelle nationale voire internationale. De
plus, le développement d’algorithmes de plus en plus complexes et/ou de
plus en plus spécifiques a certaines propriétés de certains graphes rend la
partie opérationnelle (I'implémentation du code) relativement difficile. Il
n’est donc pas étonnant de trouver tres peu de résultats expérimentaux dans
la littérature récente. L’espoir fondé sur une augmentation de la puissance
des machines est donc vain.

Maintenant regardons de plus pres la complexité des algorithmes. Sup-
posons qu’au lieu d’avoir un algorithme en 2" pour résoudre un certain
probleme, on dispose d'un algorithme en /2" =~ 1.41" pour le résoudre.
Alors, si avec 'algorithme en 2" on était capable de traiter une entrée de
taille N en une certaine unité de temps, alors avec I'algorithme en 1.41", on
peut traiter une entrée de taille 2N dans cette méme unité de temps. Il est
donc particulierement important de concentrer nos efforts sur I’'obtention de
bons algorithmes exponentiels, c¢’est-a-dire des algorithmes pour lesquels le
temps d’exécution, bien qu’exponentiel, soit le meilleur possible. Pour cela
il faut concentrer notre attention sur la base de I’exponentielle apparaissant
dans le temps d’exécution. On note qu'une réduction de la base de 1'expo-
nentielle permet d’augmenter la taille de 'entrée que 'on peut résoudre en
une certaine unité de temps par un facteur multiplicatif.

4.1.1 Techniques principales de conception des algo-
rithmes exponentiels

Dans le domaine des algorithmes exponentiels, Il existe plusieurs tech-
niques de conception permettant d’obtenir des algorithmes meilleurs que les
algorithmes naifs. Les trois méthodes principales sont (pour plus de détails
voir [21] [37]) :

- La méthode de programmation dynamique.
- La méthode d’inclusion-exclusion.
- La méthode de branchement et réduction.

Bien entendu, chaque méthode ou technique a ses avantages et ses in-
convénients, et pour chaque méthode, il existe des astuces et des évolutions
permettant d’essayer de contourner quelque peu ses faiblesses. Il est aussi
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possible de combiner les différentes méthodes, comme ont pu le faire F. Fo-
min et A. Stepanov qui ont combiné la méthode de branchement et réduction
avec celle de programmation dynamique. Ou encore J. Van Rooij et al. qui
ont combiné la méthode d’inclusion-exclusion avec celle de branchement et
réduction.

Nous allons maintenant présenter les idées générales de ces trois méthodes,
ainsi que certaines propriétés typiques des algorithmes obtenus par ces
méthodes.

La programmation dynamique

La programmation dynamique est une technique classique de concep-
tion d’algorithmes pour résoudre des problemes en temps polynomial, un
tel algorithme est basé sur une ou plusieurs récurrences et applique une ap-
proche ascendante. Son principe est simple : il est plus facile de résoudre un
probleme d’une certaine taille, si on connait déja la solution de tous les sous-
problemes de taille inférieure. c’est-a-dire qu’on commence par résoudre les
sous-problemes les plus petits, et donc les plus faciles, pour ensuite résoudre
des problemes de plus en plus grands, jusqu’a finalement déterminer une so-
lution du probleme initial. Pour obtenir un bon temps d’exécution, chaque
sous-probleme n’est résolu qu’au plus une fois, et une fois la solution d’un
sous-probleme calculée, elle est conservée dans une structure de données.
(Voir Cormen [9] pour plus de détails).

Pour construire un algorithme a temps d’exécution exponentiel, le principe
reste le méme. On cherche a résoudre localement les problemes de petites
tailles pour pouvoir utiliser les résultats plus tard. Seulement, si le probleme
est difficile, alors le nombres de sous-problemes a résoudre est lui-méme ty-
piquement exponentiel.

Le principal avantage de cette approche est que l'on évite, le cas échéant,
d’avoir a rechercher plusieurs fois la solution a un meéme probléeme. L’in-
convénient majeur étant que cette méthode est gourmande en espace
mémoire, puisqu’il faut enregistrer et conserver les solutions de tous les sous-
problemes résolus, il est également nécessaire de disposer d’un espace expo-
nentiel.

L’un des algorithmes exponentiels qui utilise la méthode de programmation
dynamique est l'algorithme de M. Held et R.M. Karp [16] qui permet de
résoudre le probleme du voyageur de commerce avec un temps d’exécution
en O*(2") sur un graphe de n sommets.
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L’inclusion-exclusion

Le principe d’inclusion-exclusion est un principe mathématique. Il permet

de compter le nombre d’éléments présents dans une réunion d’ensembles finis,
a partir du nombre d’éléments de chaque ensemble et de leurs intersections
respectives. En informatique, ce principe peut étre utiliser pour compter le
nombre de solutions d’un probleme a condition que I'on formule ce dernier
sous forme de probleme de réunion d’ensembles.(Voir [19] [24] pour plus de
détails)
L’idée générale de cette formule a été reprise par deux groupes d’auteurs,
Bjorklund et Husfeldt [1] et Koivisto [20], pour obtenir des algorithmes ex-
ponentiels en O*(2") résolvant des problémes de partitionnement fondamen-
taux, notamment le probleme Nombre Chromatique d’un graphe. D’ailleurs
les trois auteurs ont uni leurs travaux lors de la publication journal [5].
On peut aussi citer d’autres problemes comme Steiner Tree [29], ou encore
Hamiltonian Path dans un graphe orienté [12] que cette méthode permet
d’appréhender.

Branchement et réduction

Le paradigme Brancher et Réduire est particulierement utilisé pour
concevoir des algorithmes exponentiels. On le retrouve sous d’autres
dénominations : algorithme a arbre de recherche, algorithme a retour en
arriere. Le terme d’arbre de recherche fait référence au fait qu’'une exécution
peut étre assimilée a un arbre de fait qu’il utilise des appels récursifs sur
des instances plus petites pour calculer une solution optimale. Le prin-
cipe de cette méthode est simple : il s’agit de prendre un des éléments du
probleme et de lui imposer successivement toutes les valeurs qu’il pourrait
avoir dans une solution. Cela permet alors de déterminer un certain nombre
de sous-problemes, un par valeur imposée, dont il nous suffira de comparer
les résultats lorsqu’ils seront eux-meéme résolus.

Dans des problemes de graphe, comme Ensemble Stable ou Ensemble Domi-
nant, cela se traduit par choisir si un sommet sera ou non dans ’ensemble
que 'on recherche. En général, faire un tel choix a un impact immédiat sur le
reste du graphe. Choisir qu’un sommet sera dans un ensemble stable nous in-
terdit immédiatement tous les voisins de ce sommet dans 1’ensemble stable.
Ainsi nous n’éliminons pas forcément qu’un seul sommet en faisant notre
choix. Pour chaque étape, selon que le nombre de sous-problemes créés a
cette étape, on parlera de branchement ou de réduction [19].

Cette modélisation d’une exécution sous la forme d'un arbre de recherche
est particulierement utile pour analyser la complexité temporelle d'un algo-
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rithme. Elle dépend directement du nombre de sous-problemes a résoudre.
Celui-ci correspond au nombre de nceuds dans ’arbre de recherche.

4.1.2 Principaux résultats connus

Plusieurs problemes réputés difficiles ont suscité un engouement depuis

les années soixante et soixante-dix afin de proposer des algorithmes expo-
nentiels pour leurs résolution. On trouve en premier lieu, le probleme SAT
qui a fait 'objet d’intenses recherches consacrée a ’étude de celui-ci. Dans
[11], [10] sont données les premiers résultats qui visent a proposer un algo-
rithme exponentiel. Ce n’est que récemment, qu’'un algorithme s’exécutant
en O*(2") a donné lieu pour déterminer le nombre chromatique d’un graphe
[4], [20].
De maniere tout aussi attrayante, le probleme Domination a fait naitre de-
puis 2004 plusieurs articles. En moins de deux ans, pas moins de quatre
algorithmes ont été proposé. Et de nombreux d’autres problemes ont fait
I'objet de travaux, pour en savoir plus, voir [24].

4.2 Méthodes d’approximations

Lorsqu’un probleme est N P-complet, il n’existe a priori aucun algorithme
efficace pour résoudre ce probleme. Partant de ce constat, cette section
présente une alternative classique a la résolution de ce genre de problemes,
c’est une méthode qui permet d’obtenir un algorithme efficace qui consiste
(dans le cas de probleme d’optimisation) a chercher un résultat approché (a
un facteur pres). Nous présentons brievement I'idée derrieére ce principe ainsi
que les définitions qui y sont rattachées.

4.2.1 Approximation polynomiale

Les algorithmes d’approximation permettent de garantir la qualité des
solutions trouvées. Un algorithme d’approximation est une approche de
résolution en temps polynomial, dont on arrive a borner la taille des solutions
trouvées. Le plus souvent associé aux problemes N P-complétude, ces algo-
rithmes permettent de les résoudre en temps polynomial tout en préservant
une certaine qualité des solutions trouvées. Il est naturel de s’intéresser a la
qualité de ces solutions fournies par notre algorithme. Dans cet ordre d’idée,
on voudrait avoir une garantie quant a cette qualité. C’est la la problématique
de I'approximation polynomiale : construire des algorithmes qui fournissent
en un temps polynomial des solutions réalisables ayant une certaine qualité.
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Ceci implique la définition d’une mesure de la qualité d’une solution : c¢’est
le role du rapport d’approximation.

En effet, on considere généralement que I'article fondateur du domaine est
I’article Approximation algorithms for combinatorial problem écrit par John-
son en 1974. Johnson y introduit le rapport d’approximation standard et
étudie des problemes classiques pour lesquels il propose des algorithmes (po-
lynomiaux) offrant des garanties de performance. Suite & cet article s’est
ensuite développé le domaine de recherche de ’approximation polynomiale.
Un tres grand nombre de problemes d’optimisation combinatoire classiques,
NP-complets dans leur version décision, ont été étudiés de ce point de vue.

4.2.2 Rapport d’approximation

Tout d’abord, il est a noter que les algorithmes approchés traitent de
problemes d’optimisation. Nous rappelons qu’un probleme d’optimisation P
est un quadruplet P = (Z, Sol, m, but) ou :

— T est I’ensemble des instances ;

— Sol une fonction telle que pour tout I € Z, Sol(I) représente ’ensemble
des solutions réalisables de I ;

— m une fonction telle que pour tout I € Z et x € Sol(I), m(I,x) désigne la
valeur de la solution x de I'instance I ;

— but € {min, max} précisant si P est un probléeme de minimisation ou de
maximisation.

Un optimum d’un probleme d’optimisation est un élément x* € Sol(I)
tel que :

m(I,z*) = min{m(l,z),x € Sol(I)} si but = min
m(I,z*) = max{m(l,x),z € Sol(I)} si but = max

Résoudre le probleme sur I'instance [ consiste a déterminer la valeur d’une
solution optimale x* pour I, telle que z* € argbut{m(I,x),z € Sol(I)}.
Dans ce qui suit la valeur de la fonction m pour l'optimum sera noté opt(I).

Le compromis des algorithmes approchés concerne I'exactitude de la solu-
tion. ce paradigme s’intéresse a des algorithmes polynomiaux retournant une
solution proche d’une solution optimale ayant une bonne qualité garantie de
performance. La problématique est d’établir ce qu’est une solution de bonne
qualité, c¢’est-a-dire définir une mesure de la qualité d’une solution.
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Le rapport d’approximation standard d’une solution

Cette mesure consistant a comparer toujours la valeur de la solution et
la valeur optimale mais en regardant non plus I'erreur absolue mais l’erreur
relative. C’est en mesurant la qualité d’une solution a ’aide de ce rapport
qu’a été menée I'immense majorité des travaux sur ’approximation.

Définition 4.1. soit un probleme P, x une solution réalisable d’une instance
I . Le rapport d’approximation standard de x sur [ est :
_m(l,z)

Pour un probléeme de maximisation ce rapport est dans [0, 1] , et dans
[1,00[ pour un probléeme de minimisation. Dans les deux cas, plus il est
proche de 1, plus la solution est meilleure.

4.2.3 Algorithme d’approximation

Pour les probleme d’optimisation N P-durs intéressants en pratique le
mieux qu’on puisse raisonnablement espérer d'un algorithme polynomial est
qui renvoie toujours une solution admissible dont la valeur n’est pas trop loin
de la valeur optimale.

Maintenant qu’on a donné la définition de rapport d’approximation et la
mesure de la qualité d’'une solution. Nous pouvons introduire précisément la
notion d’algorithmes approchés.

Définition 4.2. Soit P un probleme d’optimisation, on dit que A est un
algorithme p-approché pour une certaine fonction p : Z — R, si A est
un algorithme polynomial en la taille de I'instance, qui renvoie pour toute
instance I de P, une solution approchée garantie A(I).

Exemple 4.1. Considérons le probleme Min Couverture De Sommets ou,
étant donné un graphe G = [V, E] , nous voulons trouver un sous-ensemble
de sommets V' couvrant toutes les arétes du graphe, c¢’est-a-dire tel que pour
toute aréte e = (v1,v9) € E, v1 € V' ou vy € V. 1l s’agit alors de minimiser
la taille de V.

Une solution possible consiste a prendre tous les sommets du graphe ; on sera
alors str de couvrir toutes les arétes. Supposons maintenant que ’on cherche
une solution a ce probleme ayant le moins de sommets. Prenons par exemple
le graphe de la figure 4.1.
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FIGURE 4.1 — Graphe papillon

Sur ce petit graphe, il est facile de voir que les deux sommets centraux
forment la solution de taille minimum (ici de taille 2) et couvrant toutes
les arétes. Considérons alors I'algorithme tres classique suivant (Algorithme
glouton Edges Deletion) : tant que le graphe n’est pas vide, nous choisissons
une aréte au hasard, ajoutons ses deux extrémités a la solution, et enlevons
du graphe ces deux sommets et les arétes qu’ils couvrent. Sur les graphes
de la figure 4.2 | nous avons représenté avec des arétes en rouge toutes les
solutions retournées par Edges Deletion pour le graphe papillon. On constate
que ces solutions contiennent au plus 4 sommets, soit deux fois plus que la
solution optimale. Pour ce probleme et dans tous les graphes en général et
sans prétendre connaitre la solution optimale, nous obtenons bien une cou-
verture a la fin de I'algorithme, celui-ci étant de toute évidence polynomial.
Ainsi, on démontre que ’algorithme proposé est donc une 2-approximation
pour Min Couverture De Sommets.

FIGURE 4.2 — Dessins des solutions du graphe papillon

4.2.4 Classes d’approximation

Il est tres vite apparu, dans ’étude de 'approximation polynomiale des
problemes avaient des comportements tres différents en termes d’approxi-
mabilité. Si pour certains problemes on obtenait des algorithmes a rapport
constant, pour d’autres la tache semblait plus ardue. Pour différencier les
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problemes selon leurs propriétés d’approximabilité, vient alors 'idée de les
regrouper dans des classes reflétant un niveau d’approximabilité. Ont ainsi
émergé des classes naturelles regroupant ces problemes.

La classe APX

On remarque que dans la définition 4.2 | le rapport d’approximation p
est donné comme une fonction dépendant de l'instance. Cependant, pour
des raisons évidentes, les algorithmes p-approchés les plus intéressants seront
lorsque p est une fonction constante p(I) = ¢ pour tout I € Z . Dans ce cas
la, on dira simplement que l'algorithme est c-approché.

L’ensemble des problemes admettant un algorithme c-approché (le cas d’une
minimisation) et 1/c-approché (le cas d’une maximisation), avec ¢ une
constante est appelé AP X . La variable c est appelée facteur d’approximation.
Ainsi une l-approximation est un algorithme exact en temps polynomial.

A partir de cette définition, le but dans ce domaine, est donc de trouver un
algorithme d’approximation avec une constante ¢ le plus proche de 1, pour
un probleme donné.

La classe log-APX

Un probléeme P est dans log — APX ¢s’il existe une constante c¢ telle que
P admet un algorithme ¢ x In(-)-approché si P est une minimisation, et
m—approché si P est une maximisation.

La classe poly-APX

Un probleme P est dans poly-APX s’il existe un polynéme p (a valeurs
strictement positives) tel que P est p-approché si ¢’est un probleme de mini-
misation et %—approché si P est une maximisation.

La classe PTAS (pour Polynomial-Time Approximation Scheme)

Etant donné un probleme d’optimisation P, on dit que P est dans PT'AS,
s’il existe un algorithme polynomial A, qui est (1 + €)-approché le cas d'une
minimisation, et (1 — ¢)-approché le cas d’une maximisation.

Ainsi, un temps d’exécution typique de PTAS est O*(|1]) [33], celui-ci de-
venant < mauvais > plus la précision demandée diminue.

Une famille (A; ).~ d’algorithmes 1 —& (ou 1+-¢ suivant les cas) approchés
sera appelée schéma d’approximation pour P [7].
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La classe FPTAS

Soit un probleme P , on dit que P est dans FPT AS s’il existe un schéma
d’approximation standard (A;). > 0 tel que la complexité de A. est polyno-
miale en la taille de 'instance et en %

4.2.5 Exemple de problemes approchés

Comme on 'a déja vu les problemes NP-complets ne peuvent étre résolus
de maniere exacte en temps polynomial, en raison de leurs complexité expo-
nentielle. L’objectif est alors de concevoir des algorithmes avec la plus faible
complexité exponentielle possible. Nous présentons dans cette sous-section
un probleme bien connu : I'indépendant dominant de taille minimum.
Apres avoir formellement défini le probleme, nous présenterons les premiers
résultats sur une famille particuliere de graphes : les line graphes.

Le probleme de 'indépendant dominant de taille minimum (minimum
Independent Dominating Set : mIDS) est un probleme d’optimisation qui
consiste a trouver un ensemble indépendant et dominant (IDS) de taille mi-
nimum dans un graphe quelconque.

La figure 4.3 montre deux graphes tels que le graphe (a) est un sous-ensemble
de type IDS (les sommets foncés) et le graphe (b) est un mIDS.

FIGURE 4.3 — Indépendant dominant dans un graphe

Le probleme mIDS est connu comme probleme N P-difficile [25]. Ce
probleme n’admet pas une solution approchée sous un facteur n!=¢ avec e > 0
et en temps polynomial dans les graphes généraux, a moins que P = NP,
c’'est ce que Magnis M. Halldérsson a montrer dans [23]. Dans la section
suivante, nous allons montrer que ce probleme peut étre approximé avec un
facteur 2 dans les line graphes.
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Facteur d’approximation de 2 dans les line graphes

Dans cette sous-section, nous exhibons une famille de graphes particuliere
les line graphes dans laquelle ce probleme est approximable, avec un facteur
d’approximation de 2. Pour ce faire, nous passons par le probleme du couplage
maximal de taille minimum.

Définition 4.3. Soit G = (V, E) un graphe non orienté, un couplage (ou
matching) M C FE est un ensemble d’arétes deux a deux non adjacentes,
c’est-a~dire n’ayant pas de sommets en communs.

Un couplage est maximal au sens de l'inclusion (MM), s’il n’existe pas d’en-
semble strictement plus grand contenant le couplage et qui soit aussi un
couplage.

FI1GURE 4.4 — Deux couplages dans un graphe

Le graphe (a) de la figure 4.4 montre un couplage maximal (arétes en

rouge), et le graphe (b) montre un couplage maximal de taille minimum
(minimum Maximal Matching : mMM ).
Construire un M M se fait en temps polynomial avec un algorithme glouton
alors que pour le probleme d’optimisation, c¢’est-a-dire le probleme de mM M
est approximable avec un facteur d’approximation de 2 [26]. Et n’importe
quel M M est une 2-approximation du mM M [3].

Définition 4.4. Soit G = (V, E) un graphe non orienté, le line graphe de
G, noté L = (Ly, Lg), est un graphe dont les sommets sont les arétes de G
et 2 sommets sont adjacents si et seulement si leurs arétes correspondantes
dans G sont adjacentes.

La figure 4.5 montre un graphe G et son line graphe L, telle que les
arétes de G correspondent aux sommets dans Lg. Ainsi on montrera que
chercher un mM M dans G revient a chercher un mIDS dans Lg.
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FIGURE 4.5 — Graphe G et son line graphe Lg

Le graphe G est appelé graphe racine de Lg et il est connu qu’a chaque
graphe correspond un unique line graphe ; mais tous les graphes ne sont pas
nécessairement des line graphes.

Apres avoir formellement donné toutes les définitions nécessaires,
considérons un line graphe Lg = (Ly, Lg) et le graphe racine correspon-
dant G = (V, E)). Nous montrons que quel que soit un indépendant dominant
Sips dans L, sa taille est forcément au plus deux fois la taille d'un mIDS.

Théoréme 4.1. [72] soit G = (V| E) un graphe racine et Lg = (Ly, Lg)
son line graphe, Sips € Ly est un indépendant dominant dans Lg si et
seulement s’il existe un couplage maximal My C E de G tels que les arétes
de Myryr correspondent auz sommets de Sips. Ainsi on a |Sips| = |[Mua]-

Démonstration. Soit un S;ps indépendant dominant de Lg. Construisons
M en prenant les sommets de S;pg correspondent aux arétes de M dans
G. On a |Sips| = |M|. La figure 4.6 montre une telle transformation, tel
que le graphe (a) représente le sous-ensemble de sommets S;pg dans L et
(b) le sous-ensemble d’arétes M dans G. On remarque que la solution M
est bien un couplage, sinon dans le cas contraire, il existerait deux arrétes
qui seraient adjacentes ce qui impliquerait ’existence de deux sommets liées
dans S7ps ce qui serait absurde du fait que S;pg est un indépendant.

Ce couplage est maximal, sinon il existerait une aréte e € FE qui n’est
adjacente a aucune autre aréte de M. Ainsi, le sommet associé a l'aréte e
dans Lg ne serait lié a aucun sommet de S;pg, ce qui est absurde puisque
Srps est un dominant.

Réciproquement, prenons un couplage maximal My, de G et construisons
S dans Lg a partir des arétes de My, en prenant les sommets dans Lg qui
correspondent aux arétes de My (|S| = |Mararl)-
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FIGURE 4.6 — (a) IDS dans un line graphe L¢. (b) M M dans le graphe racine
associé a Lg

F1GURE 4.7 — Construction d’'un IDS' a partir d'un MM

La figure 4.7 montre cette construction, telle que le graphe (a) représente le
MM dans le graphe G et (b) 'I DS dans le graphe L.

Il est facile de voir sur le graphe (b) que S est un indépendant. Si ce
n’était pas le cas il existerait deux sommets dans S qui seraient liés. Ainsi,
leurs arétes associées dans My, seraient adjacentes ce qui est absurde car
Myras est un couplage. S est aussi dominant, dans le cas contraire il existerait
un sommet dans Lg qui n’est lié a aucun sommet de S ce qui impliquerait
I'existence d'une aréte associée a ce sommet dans G qui ne serait adjacente
a aucune arétes de My s, c’est absurde car My, est maximal. O

corollaire 4.2. [72] S,.1ps est un mIDS d’un line graphe Lg si et seulement
si il existe un couplage maximal de taille minimum M,y C F de G tels
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que ses aréles correspondent aur sommets de Sy,ips. Ainsi on a |Spmips| =
| M-

corollaire 4.3. [72] Dans un line graphe L, le probléme mIDS est un
probléeme approximable avec un facteur d’approximation de 2.

Démonstration. Si on prend un graphe G=(V,E), Srars € V un indépendant
maximale, c¢’est-a-dire il n’existe pas d’indépendant strictement plus grand
contenant S7yg. Dans ce cas, Syyrg est aussi dominant sinon il existerait un
sommet s € V tel que s n’est pas dominé, c’est-a-dire ni s ni aucun de ses
voisins ne sont dans Syys. Ainsi Sy U{s} est indépendant , ce qui absurde
car Syys est maximal. Finalement, S7ysg est un indépendant dominant, que
nous renommons S;pg.

D’apres le théoreme 4.1, tout DS dans le line graphe correspond un M M
dans le graphe racine de la méme taille; il en est de méme pour les mIDS
et mM M par le corolaire 4.2. Or que |Mpysas| < 2| M, ara| pour tout graphe.
Ainsi on en déduit que dans les line graphes |SIDS| < 2|SmIDS|. Comme la
construction d’un indépendant maximal se fait en temps polynomial par un
algorithme glouton, le probleme est dans APX. De plus, nous avons montré
que la procédure pour obtenir un line graphe a partir d’un graphe est simple.
Le mM M se réduit donc de maniere polynomiale au mID.JS et nous avons
notre résultat. [

Par ces démonstrations, le probleme du m/ DS a un rapport d’approxima-
tion de 2 dans les line graphes. Autrement dit, quel que soit un DS dans un
line graphe sa taille est au plus deux fois celle du mID.S. Malheureusement,
le probleme n’est pas approximable dans le cas général.

4.3 Heuristiques et méta-heuristiques

4.3.1 Heuristiques

Contrairement aux algorithmes exacts et aux algorithmes d’approxi-
mations, les heuristiques ne nécessitent pas d’analyses théoriques pour
démontrer ou borner la qualité des solutions qu’elles retournent [32].
D’apres ce qu'on a déja vu, on ne connait pas d’algorithmes polynomiaux
pour les problemes N P-difficiles, et la conjecture P # N P fait qu’il est peu
probable qu’il en existe. Or, de nombreux problemes d’optimisation combi-
natoire sont N P-difficiles et ne pourront donc pas étre résolus de maniere
exacte dans un temps raisonnable. Cependant certains travaux théoriques
ont été réalisés et notamment [ 1] qui déterminent des conditions nécessaires
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et suffisantes pour démontrer la convergence de certaines heuristiques vers les
solutions optimales. Certaines d’entre elles sont aussi tres efficaces et peuvent
résoudre des problemes de tres grande taille.

Le mot heuristique, dérivé de la langue grec, vient du verbe heuriskein qui
signifie < je trouve ». L’idée de tels algorithmes provient souvent de 1’ob-
servation de la nature ou de la vie courante. On y distingue les heuris-
tiques, les méta-heuristiques et plus récemment les hyperheuristiques. Cette
méthode approximative, est un algorithme qui fournit rapidement (en temps
polynomial) une solution réalisable, pas nécessairement optimale, pour un
probleme d’optimisation N P-difficile. On oppose les méthodes approchées
aux méthodes exactes, qui trouvent toujours 'optimum si on leur en laisse le
temps. L’usage d’une heuristique est efficace pour calculer une solution ap-
prochée d’un probleme et ainsi accélere le processus de résolution exacte. Les
approches heuristiques, contournent le probleme de 1’explosion combinatoire
en faisant délibérément des impasses et n’explorent qu’une partie de ’espace
des combinaisons. Ce type de méthodes traduit une stratégie en s’appuyant
sur la connaissance du probléeme. Une heuristique est spécifique au probleme
et ne peut pas étre généralisée, elles peuvent étre classées en deux catégories :

1. Méthodes constructives qui génerent des solutions a partir d’'une solu-
tion initiale en essayant d’en ajouter petit a petit des éléments jusqu’a
ce qu’une solution complete soit obtenue.

2. Méthodes de fouilles locales qui démarrent avec une solution initia-
lement complete (probablement moins intéressante), et de maniere
répétitive essaie d’améliorer cette solution en explorant son voisinage.

4.3.2 Méta-heuristique

Les méta-heuristiques sont tres utilisées de nos jours. On parle de méta-
heuristique pour les méthodes approximatives générales, pouvant s’appliquer
a différents problemes.

Le mot méta-heuristique est composé de deux mots grecs : méta et heuris-
tique. Le mot méta est un suffixe signifiant au-dela c’est-a-dire de niveau
supérieur. En effet, ces algorithmes se commandent des méthodes génériques
pouvant optimiser une large gamme de problemes différents sans nécessiter de
changements profonds dans ’algorithme employé, c’est une idée de schéma
global applicable et adaptable a différents problemes. En plus de posséder
différents outils pour guider et améliorer la qualité des solutions. Les méta-
heuristiques sont en général non-déterministes, elles peuvent ne pas trou-
ver la solution optimale. On peut distinguer les méta-heuristiques qui font
évoluer une seule solution sur ’espace de recherche a chaque itération et les
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méta-heuristiques a base de population de solutions. En général, les méta-
heuristiques a base de solution unique sont plutot axées sur ’exploitation
de l'espace de recherche, on n’est donc jamais str d’obtenir 'optimum op-
timorum. Les méta-heuristiques a base de population sont plutot explora-
toires et permettent une meilleure diversification de 1’espace de recherche
[17]. les méta-heuristiques peuvent combiner différentes heuristiques. Le tra-
vail consiste alors a bien maitriser ces outils et les heuristiques pour savoir
comment les combiner pour chaque type de probleme. L’essaim particulaire,
les colonies de fourmis, l'algorithme génétique ne sont que quelques méta-
heuristiques connues parmi les nombreuses qui sont utilisées.

4.4 Algorithme efficace sur des classes des
graphes particulieres

Afin de pouvoir trouver des algorithmes plus rapides que dans le cas
général, on utilise les structures et les propriétés particulieres des classes de
graphe. D’une certaine maniere, les restrictions définies sur les familles de
graphes permettent de simplifier les problemes.

Ainsi, a chaque fois que l'on détermine un certain nombre de particu-
larités, nous permettant de définir une famille de graphes plus restreinte
que dans le cas général, nous avons une chance d’avoir, dans le méme temps,
défini une famille de graphes sur laquelle un probleme difficile habituellement
devient beaucoup plus simple.

Considérons le probleme d’ensemble dominant de taille minimum. Dans le
cas général, ce probleme est un probleme NP-complet. Le meilleur algorithme
a ce jour pour le résoudre est celui de Y. Iwata [18]. Supposons maintenant
que 'on choisisse de résoudre ce probleme sur une famille de graphes dont
une propriété particuliere est que tous les graphes de cette famille sont des
cliques. Dans ce cas, chaque sommet dominant l'intégralité du graphe, le
probleme devient excessivement simple, et méme trivial. Bien que la famille
des graphes de cet exemple soit vraiment trop restreinte pour rendre 1’étude
de ce probleme intéressante, elle nous permet de montrer que, lorsque les res-
trictions sont suffisantes, un probleme qui est NP-complet sur le cas général
peut devenir solvable en temps polynomial.

Il existe dans la littérature beaucoup de documents traitant de la com-
plexité d’un probleme donné sur une classe de graphe particuliere. on citera
dans cette section, certains résultats de probleme de stable maximum et de
probleme de domination.

Le probleme de stable maximum, est un des problemes NP-complets les
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plus connus et les plus étudiés. Selon la classe de graphes considérée, il peut
devenir un probleme solvable en temps polynomial.

En 2002 V.E. Alekseev [1] & pu démontrer que dans un graphe sans S 1 2,
ce probleme peut étre résolu en temps polynomial. Un graphe S, ; » constitué
d’un sommet central qui serait le point de départ de trois chemins de lon-
gueurs respectivement i, j et k.

J.Francois Couturier a démontrer dans sa these [19] que sur les graphes
sans Py + sPq, le probleme d’ensemble stable peut étre aussi résolu en temps
polynomial, tel que le graphe Py + sP; est un graphe constitué d’'un chemin
de longueur 4, associé a une collection de s sommets isolés. C’est-a-dire une
union disjointe entre un P, et un ensemble stable de taille s.

Py + 3P,

FIGURE 4.8

Sur les graphe sans cycle ou les graphes triangulés ce probleme peut-étre
résolu en temps linéaire [15], il est de méme pour les graphes d’intervalles,
car d’apres le théoreme de Gilmore et Hoffman chaque graphe d’intervalle
est un graphe triangulé [30]. Ainsi le probleme de stable maximum est aussi
linéaire sur les graphes d’intervalles.

V.V. Lozin et R. Mosca, on pu aussi démontrer en 2005 dans [22] que ce
probleme peut étre résolu en temps polynomial si le graphe ne possede pas
de sous-graphe induit K3 + Ps.

Nous allons maintenant nous intéresser au probleme de I’ensemble domi-

nant. Ce probleme est bien connu pour étre NP-complet dans le cas général.
Voyons maintenant comment ce probleme se comporte sur les différentes
classes de graphes.
Les graphes sans P, est un graphe pour lequel il n’y a pas de sous-graphe
induit qui soit un chemin de quatre sommets. Sur cette classe de graphes, le
probléeme de domination peut étre résolu en temps polynomial. De méme sur
les graphes sans Py + sP; [19].

Ces constatations nous amenent alors a une série de questions naturelles :
ou se trouve la limite a partir de laquelle un probléeme n’est plus NP-difficile 7
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Ou encore, pourrait-on, grace aux classes de graphes, définir une sorte de
frontiere entre ’ensemble des problemes déterministes polynomiaux et 1’en-
semble des problemes non-déterministes polynomiaux ?



CHAPITRE 5

RESTRICTION DE PROBLEME
DIFFICILE SUR UNE CLASSE DE
GRAPHES

5.1 Probleme du stable maximum dans un
graphe triangulé

Les problemes de stable maximum et de partition minimum en cliques des
sommets sont parmi les problemes tres connus pour étre dans la classe N P-
complet ; il est aussi connu que grace a ’algorithme LexBF'S, ces problemes
peuvent éetre résolus en un temps linéaire quand ils sont considérés sur les
graphes triangulés. Rappelons que le nombre d’éléments dans un stable maxi-
mum d’un graphe G est noté a(G), et le nombre de cliques dans une partition
minimum des sommets en cliques est noté 0(G). Il est facile de voir que pour
un graphe G quelconque

(@) < 6(Q)

et si G est triangulé on a

a(G) =0(G)

La version décision du probleme du stable est

Probléeme de décision associé au probleme du stable
Entrée : Un graphe G = (V, E) et un entier k.

Question : Existe-t-il une stable de taille au moins k£ dans G 7

Théoreme 5.1. [2)] Le probleme du stable mazimum est N P-complet.

92
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Théoréme 5.2. [7/] Soit G un graphe. Les trois conditions suivantes sont
équivalente

1. G est triangulé
2. G admet un ordre d’élimination simplicial
3. Tout ordre LexBFS sur G est un ordre d’élimination simplicial.

Lemme 5.3. Si x est un sommet simplicial et S est un stable maximum,
alors

ISAN]| =1

Démonstration. Puisque z est simplicial, N[z]| est une clique et donc S et
NJz] ont au plus un sommet en commun. Par I’absurde, supposons que

SN N[z]| = 0. Mais ceci implique que S U N|[z] est un stable, et ceci est une
contradiction avec le fait que S est maximum. O

Lemme 5.4. Si x est un sommet simplicial dans un graphe G = (V, E),
alors

a(G)=a(G - Nz])+1

Démonstration. Soit S un stable maximum dans G. Alors SN (V — N|z]) est
un stable dans G’, le sous graphe induit par V' — N[z]. On a

SA(V—Nz]) =S - SNN[z] = |S - SNNz]| = |S| — [S N N[z]| < (G

c’est a dire
a(G) -1 < a(@)

par conséquent

a(G@) <a(G@)+1

Inversement, soit S un stable maximum dans le sous graphe G’ induit par
V — Nlz]. Par définition de G’, x n’a aucun voisin dans S’, donc S’ U {z} est
un stable dans G. On en déduit que

1S"U{a} =9+ 1=0a(G)+1<a(G)

D’ou

]

Définition 5.1. Soit v un sommet dans un graphe G ordonné par LexBFS
0.
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1. On appelle voisins supérieurs de v par rapport a o, I’ensemble
N (v) ={w e V,v < w,vw € E}

2. La restriction de LexBFS o sur un sous ensemble de sommets A est
un LexBFS si Vu,v € A,

u<,v=Vu' € Nt(u)yNA,F € NT(v)NnAu <,

Lemme 5.5. Soit G un graphe triangulé ordonné par LexBFS o =
(v1, va...0,). Alors la restriction de o sur le sous graphe induit par V — Nuv;]
est un LexBFS.

Démonstration. Soient u,v € V! =V — N[v;]. Par définition, puisque o est
un LexBFS, alors

u<,v=VYu € Nt(u),W e N"(v),u <,
et ceci implique
u<,v=Vu' € NT(u)NnV' I € NT(v)nV' v <, '
Par conséquent, o est un LexBFS sur V' — Nv]. O

Les lemmes 5.4 et 5.5 conduisent a un algorithme linéaire de
calcul d'un stable maximum dans la classe des graphes triangulé.

Algorithme 5.1. (Algorithme glouton pour le stable mazimum,)
Entrée : Un graphe triangulé et un ordre LexBFS.
Sortie : Un stable S de cardinalité maximale.

1. Début

W+ V;:S«0;

Tant que W # 0 faire ;

v=minW, S+ SU{v}, W+ W —N*[v]// Nt[v] = N*(v) U {v}.
Fin tant que

Afficher S

Fin

NS G Lo e

Remarque 5.1. Notons que si S = {s1, $2...5x} l'ensemble des sommets
renvoyé par ’algorithme ci-dessus, ot s, = min W est le sommet calculé a la
derniere étape, alors W = N7 [s;], sinon s, ne serait pas le dernier élément.
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Théoréme 5.6. L’algorithme 5.1 calcul un stable mazimum en O(n) dans
un graphe triangulé, avec n est le nombre de sommets.

Démonstration. 1. La correction Il est claire qu’a chaque itération, le
sommet v rajouté a ’ensemble S n’a aucun voisin dans S, donc S est
un stable. D’apres les lemmes 5.4 et 5.5,

a(G) = k:+a(G— U’fN*[si}) —k+0=k

car d’apres la remarque 5.1, V = UYN*[s;]. Par conséquent, S est
maximum.

2. La complexité Chaque sommet est examiné une seule fois, soit pour
le mettre dans S ou pour le supprimer. Par conséquent, la complexité
temporelle est en O(n).

m

5.1.1 Exemple d’application

L’institut Pasteur doit stocker 13 vaccins dans des réfrigérateurs. Chaque
vaccin a une température de conservation. Et chaque réfrigérateur devra
étre réglé a une température précise. Il s’agit pour l'institut de stocker les
vaccins dans un nombre minimum de réfrigérateurs.

Quel est le nombre minimum des réfrigérateurs pour stocker ces vaccins 7

: vaccin BCG [-11, §]

: vaccin Hépatite [0, §]

: vaccin Rougeole [12, 40]

: vaccin Pfizer-BIONT [0, 7]

: vaccin Johnson & johnson [-80, -70]
: vaccin AstraZeneca [-20, -11]

: vaccin mRNA-1273 [-20, -15]

: vaccin contre la rage [-71, -30]
: vaccin Grippe saisonniére [2, §]
 vaccin BEXSERO [-31, -18]

: vaccin ERVEBO [9, 10]

: vaccin HEXYON [4, 13]

: vaccin deaT-VPI [0, 6]

FmnoHEamgaws

2=

Pour trouver le nombre minimum de réfrigérateurs, on associe le graphe
G comme suit : a chaque vaccin on lui associe un sommet, et deux som-
mets sont adjacents si et seulement si les vaccins peuvent étre mis dans
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un méme réfrigérateurs. Autrement dit, si les deux intervalles associés a ces
deux sommets s’intersectent. Ainsi, les vaccins qui se trouvent dans un méme
réfrigérateurs sont deux a deux adjacents, c’est a dire forment une clique, et le
nombre minimum de réfrigérateurs est donné par une partition minimum des
sommets en clique. Le graphe (a) de la figure 5.1 illustre cette modélisation.

FIGURE 5.1 — L’ordre LexBFS sur les sommets de G

Par définition, le graphe G est d’intervalle, donc triangulé. Il en résulte
que le nombre minimum de cliques est égale au nombre de sommets dans un
stable maximum. Ci-dessous, nous appliquons 'algorithme 5.1 pour calcu-
ler le nombre de stabilité a(G) et donc le nombre minimum de réfrigérateurs.

Apres I'application de 'algorithme de LexBFS sur le graphe G, on ob-
tiendra I’énumération comme il est indiqué dans le graphe (b) la figure 5.1.

1. Initialisation :S =0, W =V ;

2. Ttération 1 : W # (), minW =minV =1; S = {1},
WV — N[1] = {3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13}.

3. Itération 2 : W # (), min W = 3; S = {1, 3},
W« V- N*[3] = {5,6,8,9, 10, 11,12,13}.

4. Ttération 3 : W #£ ), minW =5; S = {1, 3,5},
W« V — N*+[5] = {6,8,10,11,12,13}.
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Ll

€1 €2

5. Itération 4 : W;é(l) minW =6; S ={1,3,5,6},
WV — N*[6] = {8,10, 11,12, 13}.

P

€3 €4

6. Itération 5 : W # (), min W =8; S ={1,3,5,6,8},
W« V — N*[8| = 0.
7. Ttération 6 : W = (), alors S = {1,3,5,6,8} est maximum.
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Par conséquent, la conservation des vaccins se fait comme suit : Dans le
premier réfrigérateur, on met les vaccins {1,2}={johnson, le vaccin contre
la rage}; dans le deuxiéme, on met les vaccins {4, 3, 7}={vaccin mRNA-
1273, vaccin AstraZeneca, vaccin BEXSERO}; le troisieme réfrigérateur
contient les vaccins {5,9}={vaccin Rougeole, vaccin HEXYON}; le qua-
trieme réfrigérateur contient le vaccin {6 }={ vaccin ERVEBO} ; le cinquieme
réfrigérateur contient les vaccins {8, 10, 11, 12, 13}={vaccin dcaT-VPI, vaccin
Grippe saisonniere, vaccin BCG, vaccin Hepatite, vaccin Pfizer-BIONT}.

5.2 Colorer un graphe triangulé

Une coloration propre d'un graphe G = (V| E) est une application ¢ sur
I'ensemble V' & valeurs dans I'ensemble C = {cy, c.....} tel que deux sommets
adjacents ne doivent pas recevoir la méme couleur. Autrement dit

w € E < c(u) # c(v)

; le nombre chromatique du graphe G est noté x(G), il est donné par
le nombre minimum de couleurs dans une k-coloration propre. Colorer un
graphe par k couleurs c’est équivalent a partitionner ses sommets en k stables.

Remarque 5.2. On peut représenter les couleurs a l'aide des entiers de
I'ensemble {1,2,3,...,k} tel que l'entier 1 représente la premiere couleur, 2
la deuxieme couleur, ainsi de suite.

Probleme de coloration
Entrée : Un graphe G = (V, E') et un entier k.
Question : Existe-t-il une coloration de G utilisant au plus k£ couleurs ?
Le probleme de coloration est I'un des premiers problemes qui a été démontré
NP-complet.

Théoréme 5.7. [25] Le probléme de coloration est N P-complet.

Pour calculer une coloration optimale dans un graphe triangulé, on
applique I'algorithme de coloration gloutonne a l'ordre inverse de LexBFS.
Une coloration Gloutonne d’un graphe est un algorithme qui choisit a
chaque itération un sommet non coloré et lui attribuer la plus petite couleur
non utilisé par ses voisins déja colorés.
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5.2.1 Exemple d’application

Une entreprise qui fabrique 12 sortes de produits chimiques différents
(notés Py, Py, P3, Py, Ps, Ps, Pr, Py, Py, Pig, P11, P2 ) doit en assurer le
transport par train. Ces produit sont en petite quantité, mais ne peuvent
étre tous placés dans le méme wagon pour des raisons de sécurité (le contact
entre certains de ces produits peut provoquer des réactions explosives). Plus
précisément :

P, ne peut étre transporté avec P, P3 ou P,

P, ne peut étre transporté avec Py, P3 ou P;

P5 ne peut étre transporté avec P, P, ou Py

P5 ne peut étre transporté avec P, Ps ou Fg

Py ne peut étre transporté avec Ps, Pi; ou P

P; ne peut étre transporté avec Py, Py ou Py

P ne peut étre transporté avec Ps, P; ou Py

Py ne peut éetre transporté avec Pr, Ps, Pi1 ou P

P11 ne peut étre transporté avec FPg, Pig ou Pis

Combien de wagons sont ils nécessaires au transport des 12 produits ?

Pour trouver le nombre nécessaires de wagons, on doit d’abord modéliser
ce probleme sous forme d'un graphe G, tel que a chaque produit on lui
associe un sommet, et deux sommets sont adjacent si et seulement si les deux
produits chimiques correspondent a ces deux sommets sont incompatibles.
Autrement dit les deux produits peuvent pas étre dans le méme wagon. Le
graphe de la figure 5.2 illustre ce processus.

FIGURE 5.2
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Ainsi donc on cherchera une partition minimum en stable, tel que les som-
mets de chaque stable correspond aux produits qui peuvent étre transporté
dans le méme wagon.

Pour trouver cette partition en stable, on appliquera I’algorithme de colora-
tion Gloutonne, sur l'ordre inverse de lexBFS.

Application de l’algorithme lexBFS

Apres l'application de l'algorithme lexBFS on obtiendra 1’énumération
suivante :

FIGURE 5.3 — Graphe ordonné par I'algorithme lexBF'S

Il est remarquable que ce graphe ne contient pas de trou, et il admet un ordre
d’élimination simpliciale. On conclu alors qu’il est triangulé.

Apres avoir ordonné tous les sommets de ce graphe par 'algorithme lexBFS,
on passera a l’étape de coloration de gloutonne.

Application de l’algorithme de coloration Gloutonne

Dans cette sous-section nous allons appliqué 1’algorithme de coloration
glouton sur l'ordre inverse fourni par LexBFS. Le graphe (12) de la figure
5.4 montre le résultat de cette coloration gloutonne.
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(1) (2)

IEe LA
e AT

e WL B
W T

PRS- "ES=
Cade Nlalhe

IPES-"T "S-
Weldes NCalhs

(10)
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(11) (12)

FIGURE 5.4 — Graphe coloré par I'algorithme de coloration Gloutonne

Le nombre minimum de couleur nécessaire pour colorer ce graphe est bien
4. Ainsi, le nombre de stable qui le partitionne est 4. Les sommets de chaque
stable correspondent aux produits chimiques qui peuvent étre transporté
dans le méme wagon. On conclu donc que le nombre nécessaire de wagons
qui va assuré cette transportation est 4 tel que :

1. Le premier wagon transportera 4 produits qui correspondent a :

{p3,ps5, P11, 07}
2. Le deuxieme wagon 5 qui correspondent & : {ps, ps, Ps, Ds, Po }

3. Le troisieme wagon 2 produits qui correspondent a : {py, p12}

4. Le quatrieme wagon 1 qui correspondent a : {pjo}.



CONCLUSION GENERALE

Le travail réalisé dans ce mémoire présente une vision globale sur la
théorie des graphes qui englobe un sujet tres intéressant, la résolution des
problemes difficiles. Les graphes constituent I'un des instruments les plus
courants et les plus efficaces pour représenter les problemes discrets, posés
en recherche opérationnel.

Notre travail est essentiellement motivé par la notion de la complexité
et de la réduction polynomiale pour prouver la NP-complétude de certains
problemes. Nous avons, dans le premier chapitre aborder un apercu générale
sur les notions de base de la théorie des graphes. Dans le second et le
troisieme chapitre sont consacrés respectivement a la notion de complexité et
la réduction polynomiale dont le but de prouver que les problemes de décision
peuvent étre classés dans des classes selon leurs difficultés intrinseque. Le cha-
pitre 4 présente les différentes méthodes utilisées pour résoudre un probleme
difficile, a savoir, garder le caractere d’exactitude de la solution optimale en
essayant d’améliorer la complexité des algorithmes existant ou en s’orientant
vers des classes de graphes pour confectionner des algorithmes efficaces, ou
bien renoncer a la solution exacte et se diriger vers des algorithmes d’approxi-
mation polynomiaux ou des heuristiques méta-heuristiques..... Enfin, dans le
dernier chapitre, nous avons présenté deux exemples de problemes concrets
que nous avons modélisé par des graphes triangulés et chercher ensuite les
solutions optimales par des algorithmes efficaces.
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Résumé

Dans ce travail nous nous sommes intéressés au problemes difficiles dans la
théorie des graphes. En premier lieu nous avons défini la notion de complexité
et les classes des problemes, notamment la classe des problemes dites diffi-
ciles. Ensuite nous nous sommes intéressées a la résolution de ces problémes.
Mais, malheureusement on sait pas construire des algorithmes qui puisse les
résoudre de fagon exacte et en temps polynomial, c’est pour cela nous avons
proposé certaines approches afin de pouvoir traiter ce genre de problemes.

Abstract

In this work we are interested in difficult problems in graph theory. First,
we defined the notion of complexity and the classes of problems, in particu-
lar the class of so-called difficult problems. Then we focused on solving these
problems. But, unfortunately, we don’t know how to build algorithms that can
solve them exactly and in polynomial time, that’s why we have suggested some
approaches in order to be able to deal with this kind of problem.
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