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Introduction générale

Ces dernieres décennies, on observe une prolifération d’événements extrémes (inondations,
tremblements de terre de forte intensité, ouragans, krachs boursiers, etc.). L’'impact de ces
événements est considérable tant sur le plan humain qu’économique. La protection contre
ces événements revéet donc un intérét particulier car la prévention de ces risques peut effi-
cacement contribuer a éviter des situations catastrophiques. Un des outils utilisés pour se
prémunir contre ces risques est la théorie des valeurs extrémes.

La théorie des valeurs extrémes (TVE) est 1'étude des événements rares; c’est a dire
des événements dont la probabilité de réalisation est tres faible. Les valeurs extrémes,
aussi rares soient-elles, aux conséquences désastreuses, peuvent engendrer des dégats
considérables surtout dans le domaine de la finance et de l’assurance. C’est pourquoi,
il est important de modéliser et de prévoir 'occurrence de ces phénomenes. Pour cette rai-
son, les scientifiques portent un intérét particulier a cette théorie qui représente un champ
de recherche tres actif aussi bien sur le plan théorique que sur le plan pratique; elle a
trouvé ses applications dans 'anticipation des risques (finance, actuariat, etc.) et vient en
complément de la théorie statistique classique ou on étudie le comportement d'une distri-
bution autour de sa moyenne plutot que dans le domaine des observations extrémes. Dans
ce cas, la plus grande et la plus petite valeur d’un échantillon apportent plus d’informa-
tions que ses valeurs centrales et permettent une meilleure compréhension et description
du comportement de ces événements.

Les domaines d’application utilisant les modeles de la TVE n’ont cessé de se développer et
de s’étendre en touchant des secteurs divers et variés comme :

- L’hydrologie, domaine dans lequel la prévision des crues et la connaissance de leurs débits

est particulierement important pour la conception des aménagements des cours d’eau et



la protection des zones urbaines inondables, souvent théatre d’épisodes de crues violentes
causant d’importants dommages économiques.

- La météorologie ou il faut prévoir les grandes tempétes, ouragans ou encore les inonda-
tions.

- La finance ou la gestion de portefeuille et 1’évaluation du risque sur les marchés (prédiction
de crises monétaires) sont devenus des enjeux majeurs.

- L’industrie ou l'on s’intéresse a la fiabilité des structures.

Cette théorie a d’abord été développée dans le contexte d’observations indépendantes ; les
travaux précurseurs de Fréchet [45], Fisher et Tippett [44], montrent que sous certaines
conditions, les seules distributions limites des extrémes sont les lois de Fréchet, Gumbel
et Weibull. Ceci nous permet de classer la plupart des lois en trois domaines d’attraction
ou chaque domaine est déterminé par des caractérisations sur les fonctions de répartition
(voir Embrechts et al. [39], De Haan et Ferreira [26]). Une paramétrisation des trois
comportements limites en une distribution unique, a savoir la GEV (generalized extreme
value distribution) est due & Von Mises [85]. Un des parametres importants est I'indice des
valeurs extrémes (indice de queue) qui décrit la lourdeur de la queue de la distribution.
Le probleme central de cette these est I’étude du comportement asymptotique de 'un des
estimateurs de cet indice. Divers travaux ont été consacrés a ’estimation de l'indice des
extrémes dont l'objectif revient a construire des estimateurs et étudier leurs propriétés;
citons Smith [83], Pickands [71], Hill [56] ou encore Dekkers et al. [32]. La plupart des
estimateurs reposent sur 'utilisation de la statistique d’ordre. En effet, seules les données
extréemes sont utilisées, ce qui assure un meilleur ajustement a la queue de la distribution.
Dans la pratique, I'hypothese d’indépendance n’est pas toujours vérifiée comme c’est le
cas de chaines de fabrication, des durées de vie en médecine et des temps d’attente. C’est
ainsi que l'indépendance des variables a été remplacée par des conditions de dépendance.
Différents concepts de dépendance sont apparus dans la littérature comme le mélange,
I’association et la m-dépendance. Les premiers travaux sur le comportement asymptotique
du maximum de variables aléatoires sous dépendance sont dus a Loynes [66] (pour la
m-dépendance) et Leadbetter [60] (pour des processus stationnaires sous la condition D,,).

Les résultats obtenus sont similaires a ceux montrés dans le cas 7.7.d.



Pour mesurer les termes de covariance qui apparaissent de facon naturelle lorsqu’on
travaille avec des processus dépendants, une nouvelle notion de dépendance faible a été
introduite par Doukhan et Louhichi [36]. Cette notion est plus générale que le cadre
classique de mélange et est suffisamment large pour inclure plus de modeles standards tels
que les processus linéaires, bilinéaires et plus généralement les schémas de Bernoulli. De
plus, elle rend explicite I'indépendance asymptotique entre des fonctions du futur et du
passé d’un processus aléatoire.

Le but principal de cette these est d’étudier la normalité asymptotique de 'estimateur de
Hill sous dépendance faible au sens de Doukhan.

Nous nous sommes focalisés sur le théoreme de Resnick et Starica [78] qui démontrent,
en adoptant I'approche de Rootzén et al. [80], la normalité asymptotique de I'estimateur
de Hill en supposant que les variables sont fortement mélangeantes. Dans ce contexte,
nous généralisons tout d’abord les résultats démontrés par Rootzén et al. [80] dans le
cas de mélange fort sur le comportement d’une version de 'estimateur de Hill pour des
distributions décroissantes asymptotiquement de maniere exponentielle. Par la suite, nous
obtenons une extension du théoreme de Resnick et Starica [78] pour un processus linéaire

faiblement dépendant au sens de Doukhan.

Cette these est composée de quatre chapitres.

Chapitre 1 : La premiere partie de ce chapitre est consacrée aux concepts fondamentaux
de la théorie des valeurs extrémes dans le cas univarié et essentiellement dans le cas 7.i.d.
On expose les résultats asymptotiques de base, notamment le théoréeme de convergence
de Fisher-Tippett qui met en évidence trois lois limites possibles. Ceci conduira a donner
des criteres d’appartenance aux différents domaines d’attraction. La seconde partie est
consacrée au comportement du maximum de variables aléatoires sous dépendance ou on
présentera les résulats obtenus pour des données m-dépendantes et aussi sous la condition
D de Lindeberg .

Chapitre 2 : Dans cette partie, nous abordons 'aspect statistique. Nous avons choisi de
présenter de facon synthétique les estimateurs semi-paramétriques de l'indice de queue :

estimateur de Hill, estimateur de Pickands, estimateur des moments et d’autres variantes



de I'estimateur de Hill. Nous faisons une analyse des principales propriétés de consistance
et de convergence asymptotique de ces estimateurs.

Chapitre 3 : Un des récents développements de la théorie des valeurs extrémes consiste a
lever I’hypothese d’indépendance. Ce chapitre est complétement consacré aux propriétés
asymptotiques de I'estimateur de Hill sous m-dépendance et mélange fort.

Chapitre 4 : Le dernier chapitre est consacré a la présentation de nos résultats concernant
les propriétés asymptotiques de l'estimateur de Hill dans le cadre de dépendance faible
au sens de Doukhan et Louhichi. Nous présenterons la définition, les propriétés de la
dépendance faible ainsi que quelques processus vérifiant cette dépendance. Par la suite,

nous énoncgons nos résultats.

Nous terminons par une conclusion générale qui dresse une synthese des principaux
résultats obtenus dans le dernier chapitre et nous donnons quelques perspectives de re-

cherche.



Chapitre 1

Théorie des valeurs extremes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’'intéresse a la théorie des valeurs extrémes (TVE) dont le probleme
de base est de modéliser et prévoir l'occurrence d’événements extrémes en s’intéressant
principalement non pas au ”corps” de la distribution mais a sa queue.

Cette théorie a la fois ancienne et moderne a donné lieu a de fructueux développements
mathématiques ; 'ouvrage synthese de Gumbel [52], résumé de ces travaux de 1954 et 1958,
est souvent identifié a la théorie statistique des extrémes. Il faut aussi citer les travaux de
Fréchet [45], Fisher et Tippett [44] et De Finetti [25].

Les avancées théoriques sont de plus en plus nombreuses et touchent a différents domaines ;
nous pouvons citer plusieurs monographies synthétisant ces enrichissements. Le livre de Re-
snick [76] présente une lecture compléte et efficace des techniques d’étude des extrémes.
Embrechts, Kliippelberg, Mikosch [39] et Reiss, Thomas [75] proposent une analyse globale
de la théorie des valeurs extrémes pour des applications en assurance et en finance. Finkens-
tadt et Rootzén [43] développent les extrémes en vu des applications en télécommunication
et environnement. Beirlant et al. [7] traitent des problemes statistiques liées aux extrémes.
Les fonctions a variation réguliere ont été utilisées par De Haan et Ferreira [26] comme un
outil analytique pour la théorie des extrémes; son travail a été d’une grande importance
pour le développement de la théorie moderne des extrémes. Enfin, pour une présentation

assez complete nous renvoyons aussi aux ouvrages de David [21] et de Coles [17].



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

1.2 Lois des valeurs extrémes sous indépendance

1.2.1 Distributions limites

On considere une suite (X,), de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-

tribuées (i.i.d), de distribution F' et posons

M, = max X;

1<i<n

Le but de la théorie des valeurs extrémes est de déterminer la loi normalisée que suit le
maximum (ou le minimum) en fonction de celle de la variable aléatoire X;. La fonction de

répartition de M,, est définie par :
PM, <z)=P(Xy <z, ..,X,<z)=F"(2) (1.1)

Il est généralement impossible de déterminer la distribution du maximum & partir de (1.1),
vu qu’en pratique la fonction de répartition F' est rarement connue avec précision. De plus,
meéme si la loi de X, est connue, la distribution de M,, est quelquefois difficile a calculer ;

c’est le cas d’une loi normale ou la fonction de distribution n’a pas d’expression analytique.

Définition 1.1. On appelle point terminal de la distribution F, noté xp, la borne

supérieure du support de F' définie par :
rxp=sup{zr € R, F(z) <1} < o0

Définition 1.2. Soit
0 stx<0

Az) =
1 s1x>0

On dit qu’une fonction de répartition est dégénérée si elle est de la forme A(x — xp).

Le lemme suivant montre que M, tend vers le point terminal de la distribution F' qui peut

étre fini ou infini.
Lemme 1.1. (Embrechts et al. [39)])

10



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Comme

0 si z<u
lim P(M, <z)= lim F"(z) = 4

On constate que la distribution asymptotique de la suite des maximums (M), est une
loi dégénérée. Ainsi, la recherche d’une loi limite non dégénérée revient a trouver des
constantes a, et b, dites constantes de normalisation de telle sorte que la distribution
limite de a, M,, + b,,, a, > 0 existe.
Posons

H(z) = lim F"(a,x +b,) = lim P| — <=z (1.2)

n—o00 n—o0 an,

. Le principal résultat de la théorie des valeurs extrémes repose sur le théoreme de Fisher

et Tippett [44] qui donne la loi de H dont la premiere démonstration rigoureuse est due &
Gnedenko [48].

Théoréme 1.1. (Fisher-Tippett [44], Gnedenko [48])
Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires i.i.d. S’il existe des constantes de normalisation

a, >0 et b, € R et une distribution H non dégénérée telles que :

a; (M, —b,) % H, (1.3)

n

alors H appartient a l'une des familles de distributions suivantes : de Gumbel, Fréchet ou

Weibull,

avec
Loi de Gumbel  (type 1) A(z) = exp(—exp(—z)) VreR
. , 0 st x <0
Loi de Fréchet  (type II)  ®g(x) = , B>0
exp(—(2)™?) si x>0
—(—2)®) s <0
Loi de Weibull  (type III) Vg(x) = ep(=(=2)7) st o< , B<0

1 st x>0

Le passage de 'une des trois lois a ’autre est relativement facile. Si par exemple, la variable
aléatoire X suit une distribution de Weibull de parametre 5 = —1 alors, Y = log(—X)
suit une distribution de Gumbel, tandis que Z = —X ! suit une distribution de Fréchet

de parametre § = 1.

11



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

FI1GURE 1.1 — Exemple de densités associées a la distribution des valeurs extrémes avec

f = —1 (rouge), S =0 (noir) et 5 =1 (bleu).

Remarque 1.1.

Soit (X,,), une suite de variables aléatoires i.i.d, de méme loi que X.

1. Si X suit la loi de Weibull de parametre (3, alors M,, a la méme loi que n%X .
2. Si X suit la loi de Gumbel, alors M,, a la méme loi que (X + logn).

3. Si X suit la loi de Fréchet de parametre 3, alors M,, a la méme loi que nf X.

1.2.2 Distribution des valeurs extrémes généralisée

Grace aux travaux de Von Mises [85] et Jenkinson [59], il est possible de rassembler les trois
familles de lois Weibull, Gumbel et Fréchet en une seule famille paramétrique (He, & € R)

dite distribution généralisée des valeurs extrémes (Generalized Extreme Value ou GEV).

12



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Définition 1.3. La fonction de répartition de H¢ est :

1

exp (—(1 +&x)" € ) si 1+&x>0

exp(—exp(—x)) si £€=0

He¢(x) =

Le parametre & est appelé l'indice de queue.

Plus l'indice ¢ est élevé en valeur absolue, plus le poids des extrémes dans la distribution
initiale est important.

¢ est l'inverse au signe pres du parametre § qui apparait dans les lois de Fréchet et de
Weibull; le cas intermédiaire £ = 0 correspond a la loi de Gumbel qui peut étre considérée
comme une loi de transition entre les deux autres lois.

Remarque 1.2.

1. La loi de Weibull peut s’écrire ¥g(z) = H1(—f(x+1)); si X suit une loi de Weibull de
parametre 5 < 0, alors —3(X + 1) suit la loi fles valeurs extrémes généralisée de parametre
6 =
2. La loi de Gumbel correspond a Hy, i.e., la loi GEV de parametre £ = 0.

=

3. La loi de Fréchet peut s’écrire ®g(x) = H1(B(x — 1)); si X suit une loi de Fréchet de
B

parametre 8 > 0, alors 5(X — 1) suit la loi des valeurs extrémes généralisée de parametre

=1

Si la loi des variables X; est connue, Gnedenko [48] a donné des conditions nécessaires et
suffisantes pour ’existence des constantes de normalisation qui peuvent étre utilisées pour

déterminer le type de la loi limite.

1.2.3 Exemples de comportements limites

a. Loi exponentielle : Considérons la loi exponentielle de parametre A = 1, de fonction
de répartition F(z) =1 — exp(—x),Vz € RT.
En posant b, = logn et a, = 1, la fonction de répartition du maximum (1.2) s’écrit,

F'"(anz +b,) = (1—exp(—z—logn))"

_ (1_M>n — exp(— exp(—z)) = A(x)

n n—0o00

13



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Le maximum normalisé de la loi exponentielle converge vers la loi de Gumbel.

b. Loi de Pareto : Considérons la loi de Pareto de fonction de répartition :
F(z)=1—cr P avece>0et >0
1
On pose b, =0 et a, = (nc)?.

Pour x > 0, on écrit

n n—oo

F™(anz + by) = (1 . “"—_ﬂ> — exp(—177) = By()

La loi limite est la loi de Fréchet.

c. Loi uniforme (loi & support borné a droite) : La distribution de la loi uniforme
sur [0, 1] est : F(x) =2 si0 <z <1.

1
Pour x < 0 et n > —x, posons a, = — et b, = 1, alors

n

F"(apx +b,) = F" <% + 1) = (1 + f)n — exp(z) = V_4(x)

n n—00

La derniere est la loi de Weibull avec § = —1.

d. Loi normale : La fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite N(0,1)
2

)
1 i
est: F(z)=—[" e 2dy,z eR.
V2 7T
Lo L
F(—z) = _27r/ e 2dy, >0

14



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

2

x
exp(——), pour r — 400
V27 2

1—F(x) ~
On en déduit que,

1—F(u+i)

. u i>_1 _1 i 2 1 2 ~ .
1= F(u) {<1+u2 eXp( utg) T 3u exp(—z), pour u — +00

1 1

Soit b, la solution de F'(b,) =1 — — et posons a,, = o alors
n n

1 — F(apx + by,)

n(l— F(a,x + b)) = = F ()

— exp(—x)

d’ou

n—00 n—oo n

lim F"(a,z + b,) = lim (1 - M)" = exp(—exp(—z)) = A(x)

La limite est la loi de Gumbel qui correspond a celle obtenue dans le cas de la loi expo-

nentielle.

1.2.4 Convergence de M,

M, —b

Dans la partie précédente, on a considéré les probabilités de la forme P( © <) qui

n
peuvent étre réécrites sous la forme P(M,, < u,) avec u,, = a,z + b, ; ces probabilités sont
calculées avec la GEV. D’autre part, il est également intéressant d’examiner le cas général

ou (uy), ne dépend pas nécessairement de .

Théoreme 1.2. (Embrechts et al. [39])
Soit (X,)n une suite de variables aléatoires i.i.d de distribution F. Soit 0 < 7 < oo et

(un), une suite de nombres réels telle que :
n(l—F(u,)) =7 quand n — (1.4)

Alors
P(M, <u,) —exp(—7) quandn — oo (1.5)

Inversement, si (1.5) est vérifiée pour un certain 7,0 < 7 < oo, alors (1.4) est vérifiée.

15



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Dans le cas de variables i.i.d, pour une suite arbitraire (uy,),, on a :
P(M, < u,)=F"(u,) =exp(—n (1l — F(u,))) + o(1)

Remarquons que (1.2) est un cas particulier du théoreme précédent, en faisant les identi-
fications suivantes : 7 = —log H(x), u, = a,z + by.

Si lim n(l — F(a,z +by,)) = —log H(x)

n—o0

On obtient
P(M, < apx+b,) - H(z), quand n — oo.

1.3 Caractérisation des domaines d’attraction

Nous rappelons les conditions nécessaires et suffisantes sur la fonction de répartition F'
pour qu’elle appartienne a I'un des domaines d’attraction de I'une des trois lois limites des

valeurs extrémes.

1.3.1 Définitions

Définition 1.4. On dit qu’une variable aléatoire X (ou de sa fonction de répartition
F) appartient au domaine d’attraction de la distribution des extrémes généralisée (ou sa
fonction de répartition H) s’il existe des constantes a, > 0 et b, € R telles que (1.3) est

vérifiée. On écrit X € D(H) (ou F € D(H)).

Avant de caractériser ces domaines d’attraction, on donne quelques définitions et outils

nécessaires notamment la notion de fonctions a variation réguliere.

Définition 1.5. (Fonction quantile)
On appelle fonction quantile ou inverse généralisée de la distribution F', la fonction @
définie par :

Q(p) = F*(p) = inf{z € R, F(z) > p}, Vp €]0, 1]

16
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Définition 1.6. (Fonction quantile de queue)
On appelle fonction quantile de queue de la distribution F, la fonction b :]1,4+o00[— R
définie par :

b(t) = Q(1 — %) _ (1 — %), V> 1

Définition 1.7. Une fonction L est dite a variation lente a linfini si :

L(tx)
oo L(2)

=1, Vx>0

Proposition 1.1. Pour toute fonction a variation lente L, on a :

log(L(t
og(L(t)) _ (1.6)
t—+oo log(t)
Définition 1.8. Une fonction L est dite a variation régquliére (a l'infini) d’indice B € R
(on note L € RVj), si L est positive pour t assez grand et si :
L(t
(tz) _ 2B

AT Tl

L(z)
B
Une fonction & variation réguliere d’indice 3 peut toujours s’écrire sous la forme 2°L(x) |

est a variation lente.

On remarque que si L est a variation réguliere d’indice 3, alors

ou L est a variation lente.

Proposition 1.2. (Représentation de Karamata)(Resnick [76])
St L est une fonction a variation réguliere d’ordre p € R, alors

T

L(z) = ¢(x).exp /#du , x>x9>0 (1.7)

ot ¢ et e sont des fonctions mesurables telles que : lim c(x) = ¢y €]0, +o0o[ et lim e(z) = S.
T—00 T—00

Définition 1.9. (Fonction a variation rapide)

Une fonction mesurable h définie sur |0, 4o00] est dite a variation rapide d’indice —oo, si

h(tz) 0 si x>1

t=oo h(x) 00 si 0<xz<1

On écrith € R_.
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1.3.2 Domaine d’attraction de H;

Les résultats suivants caractérisent le domaine d’attraction de la GEV.

Proposition 1.3. (Embrechts et al. [39])

F € D(H¢) ssi pour une certaine suite (an,bp)n>1 0t an >0 et b, € R, on a

lim nF(a,x +b,) = —log He(z), = €R

n—oo
avec F(r) =1 — F(z).
Le théoreme suivant complete cette derniere proposition et est fondamental pour I'étude
du D (Hg)

Théoreme 1.3. (Embrechts et al. [39])
Pour £ € R, les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. F e D(Hy)

2. 1l existe une fonction mesurable a, telle que pour 1+ &x >0 on a

lim Fla(u)z + u) _ (1+ 5:13)_% si £€#0
w=er F(u) exp(—x) si £€=0
3. Pour x,y>0ety#1,
¢ —1 ‘
fi 258 =) ) ey 70 (1.8)
s—oob(sy) — b(s) 0g T si £€=0
logy

1.3.3 Domaine d’attraction de Fréchet

L’une des caractéristiques de la distribution de Fréchet est que sa queue est lourde a droite ;
ce qui signifie que les événements extrémes d’une distribution appartenant au domaine
d’attraction de Fréchet ont une importante probabilité d’apparition.
Notons que par le développement de Taylor de ®5, quand = — oo :

1—®p(z) =1—exp(—z7P) ~a™?

La queue de ®43 décroit comme une fonction puissance.
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Dans cette partie, nous allons caractériser le domaine d’attraction de la distribution de

Fréchet en fonction des distributions a variation réguliere.

Théoreme 1.4. (Embrechts et al. [39])
La fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de

parameétre 3 > 0 ssi xp = +00 et
F(z) =27"L(x) (1.9)

ou L est une fonction a variation lente. De plus, les constantes de normalisation peuvent

1
étre choisies de sorte que a, = F* (1 — —) et b, = 0.

Corollaire 1.1. Pour 8 > 0, la fonction de répartition F appartient au domaine d’at-

traction de la loi de Fréchet ssi
b
im (t)

1
=x? pour x>0

Il suffit donc que la fonction quantile de queue soit a variation réguliere d’ordre %, pour
que F appartienne au domaine d’attraction de Fréchet.
Dans le cas ou la variable aléatoire admet une densité, on caractérise ce domaine en utilisant

le critére de Von Mises.

Proposition 1.4. (Critére de Von Mises) [De Haan et Ferreira [26]]

Soit F' une fonction de répartition avec rp = 0o. Si

_af(z) _ _

alors F appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de paramétre (.

La condition (1.10) peut étre écrite en utilisant la fonction quantile de queue.

. 1
Soit t = T(b(t))’ alors
iy _ [FO@®)?
"= F6wm)

par conséquent

OOV
1
OG0
Fo(0))



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

En utilisant (1.10), on déduit que
wb'(r) 1

S b(z) B

Exemples : Parmi les lois de probabilité appartenant D(®3), on trouve les lois de Cauchy,

Pareto et loggamma.
Remarque 1.3. Toutes les distributions appartenant au domaine d’attraction de Fréchet

sont dites de type Pareto et leur distribution F' s’écrit, pour x tres grand,
F(z)~Cz™", C,>0 (1.11)

_1
Les constantes de normalisation peuvent étre choisies de la fagon suivante : a, = (Cn) ™ #

et b, = 0.

1.3.4 Domaine d’attraction de Weibull

Les distributions appartenant au domaine d’attraction de Weibull sont caractérisées par
un point terminal fini; ce qui les rend peu pratiques dans la modélisation de beaucoup de

phénomenes o, en principe il n’y a pas de borne supérieure.

Théoréme 1.5. (Embrechts et al. [39])
La fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull de

parametre < 0 ssi xp < 400 et

Florp — i) =2 PL(z)

ou L est une fonction a variation lente.
Les constantes de normalisation sont données par :

1
ap =xp — F(1— =) et b, =xp.
n

Proposition 1.5. (Critére de Von Mises)[De Haan et Ferreira [20]]
Notons par F' et f respectivement les fonctions de répartition et de densité d’une variable
aléatoire X. On suppose que la fonction de densité f est strictement positive sur un inter-

valle (z,zF), avec Tp < o0 et que

(e = )(@)

alors I appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull de parameétre 5 < 0.

=8
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Exemples : Dans le domaine d’attraction de la loi de Weibull, nous trouvons les distribu-

tions bornées a droite (Uniforme, Béta, etc.).

1.3.5 Domaine d’attraction de Gumbel

La queue de la loi de Gumbel est une fonction a variation rapide a l'infini.
En effet
1 —A(z) =1—exp(—exp(—2x)) ~ exp(—z) pour x — oo

Le domaine d’attraction de Gumbel contient une grande variété de distributions. Parmi
elles, on trouve des distributions les plus utilisées, notamment ’exponentielle et la gaus-
sienne.

La caractérisation du domaine d’attraction de Gumbel nécessite la définition d’'un nouveau

type de fonction.

Définition 1.10. (Fonction de Von Mises)
Soit F' une fonction de répartition avec un point terminal xp < 00.
Si 3z < xp, tel que F peut s’écrire :

x

— 1
F(z) = cexp —/mdt , To<x<Tp,c>0 (1.12)

o

ot a est une fonction positive absolument continue de derivée o' telle que lim a/(x) = 0,
T—T R

alors I est une fonction de Von Mises. a est dite fonction auxiliaire de F'.

La relation (1.12) peut étre comparée a la représentation de Karamata pour les fonctions
a variation réguliere.

Soit F' une fonction de Von Mises avec une fonction auxiliaire a.

En remplagant £(u) par % dans la relation (1.7), on remarque que m_}iip{r:loo ﬁ = 00.

Ceci montre que les fonctions de Von Mises ne sont pas a variation réguliere mais a

variation rapide a l'infini.
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Proposition 1.6. (Embrechts et al. [39])

Toute fonction de Von Mises F de densité f est absolument continue sur (z,xp) et la

fonction auziliaire est telle que a(x) = m De plus
x
1. Sizp =00, alors F € R_. et
im x_f(];) =

2. Sizp < oo, alors F(zp —1) € R_o et

lim M = 00
TTE F(:C)

Proposition 1.7. (Resnick [76])
Si F' est une fonction de Von Mises, alors F' € D(A) et les constantes de normalisation

sont données par : b, = F<(1 — =), a, = a(by,).
n

La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie, i.e., que les fonctions de Von
Mises ne caractérisent pas totalement D(A); une légere modification de (1.12) permet de

le caractériser completement.

Proposition 1.8. La distribution F' appartient a D(A) ssi Jrg < zp < 00, tel que :

T

F(z) = c(z) exp —/%dt , To<x<ITp (1.13)

o

ot ¢ et € sont des fonctions mesurables vérifiant : lim c¢(z) = ¢ >0, lim e(x) =1 et a est
T—TR T—TR

la fonction auziliaire de F'.

Un choix possible pour la fonction a est

a0

a(z) :/F(x)dt7 r<xp (1.14)

T

On déduit de la proposition 1.8 qu’une distribution vérifiant la représentation (1.13)

1
appartient a D(A) et b, = F< (1 — =), a,, = a(by).
n
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Une deuxieéme caractérisation du domaine d’attraction D(A) est donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme 1.6. Une distribution F' avec un point terminal zp < oo appartient a D(A)

sst il existe une fonction positive a telle que :

lim F(x +ta(x))

— =exp(—t), teR

Un choix possible pour la fonction a est donné par (1.14).

1.4 Lois des valeurs extrémes des suites stationnaires

L’hypothese d’indépendance des variables aléatoires n’est malheureusement pas souvent
vérifiée ; ce qui a amené certains auteurs a travailler avec des données dépendantes. Un des
récents développements de la théorie des valeurs extrémes consiste a lever cette hypothese
et étudier les processus stationnaires.

Plusieurs généralisations du théoreme 1.1 ont été proposées; Watson [86] et Loynes [66]
montrent respectivement que le résultat du théoreme demeure valide si les variables
sont m-dépendantes ou fortement mélangeantes. Sous des hypotheses relatives aux
autocorrélations des observations, Berman [10] montre que le résultat reste valide si la
série des coefficients de corrélation au carré est convergente. Leadbetter [60] introduit la
condition D, plus faible que les autres notions de dépendance et établit le résultat du
théoreme 1.1. De Hann et al. [29] analyse le comportement des extrémes provenant d’un
processus ARCH(1) et montrent que la distribution limite est de type II. Sous certaines
conditions sur l'autocovariance des observations, Leadbetter et al. [61] obtiennent la
distribution des maximums de variables gaussiennes stationnaires converge vers une loi
limite du type I. Ces extensions montrent que I’hypothese d’indépendance et d’identité de
la loi parente ne sont pas cruciales.

Dans cette partie, on s’intéresse aux lois limites des valeurs extrémes pour des suites
dépendantes strictement stationnaires; la stationnarité caractérise un processus pour

lequel les propriétés stochastiques sont homogenes a travers le temps.
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Définition 1.11. (Stationnarité stricte)
On dit qu’un processus (Xi)iez est strictement stationnaire si la loi de (X3, Xty ...y Xt,,)

est la méme que la loi de (Xy,yn, -y X, 4n), pour tout t1 <ty < ... <1, et h entier.

Définition 1.12. (Stationnarité faible)
On dit qu’un processus (Xi)iez est faiblement stationnaire s’il vérifie les trois propriétés
suivantes :

-VteZ, E(X;)=m [espérance mathématique est constante,

- VteZ, V(X;)=oc? lavariance est constante,

- V(t,s) € Z?, cov(Xy, Xs) = (|t —s]), ou o : Z — R.

Dans la suite de cette these, la stationnarité sera prise au sens strict.

1.4.1 Lois des extrémes sous m-dépendance

On peut mesurer la dépendance entre le passé des variables aléatoires (X, Xo, ..., X;) et
leur futur (X, Xsi1,..., X,), suivant la vitesse avec laquelle leur séparation s —r > m

augmente.

Définition 1.13. (m-dépendance)
Une suite (X,), est dite m-dépendante si X, et Xy sont indépendantes Vs,r tels que

|s — 7] > m.
Pour 44,1, ..., 4, on note :

El,ig,...,in(xla 7.I’n) = P(X“ S xy, ,in S l’n)
La m-dépendance se traduit par :

Fil,i27~-7ip7i17j1,--~,jq (xla s Tpy YLy ooy yq) = Ehim---,ip (Il’ ) xp>Fjl7~-ajq (yl’ ) yq) (1'15)

pour i; < g < ... <1 < j1 < ... < jg, avec J; — i, > m. Sous la notion de m-dépendance,

on a le résultat suivant :
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Théoréme 1.7. (Watson [86])
Soit (X;): une suite stationnaire de variables aléatoires, non bornée, m-dépendante (m > 1)
de distribution marginale F'. On suppose que

lim max P(X;>c|X,>¢)=0

¢—00 1<|s—r|<m

Alors, pour 7 = lim n(1 — F(uy,)), on a
n—oo

lim P (M, <wu,)=exp(—7)

n—oo

Ce résultat est une généralisation de (1.5) au cas de maximum de variables aléatoires
stationnaires, m-dépendantes avec la condition restrictive 7 = nhjEO n(l — F(u,)) qui peut
étre impossible a satisfaire.

Preuve succincte :

Pour démontrer que nh_%lo P(M, < u,) = exp(—7), il suffit de majorer et de minorer le

terme P(M, < u,) par deux quantités T" et L tendant vers exp(—7).

Pour

T:1—ZPX>%H 4 ( llz 2}”&>%M&H>W

=1 ip_1=1 11=1

ot L:l—ZPXMm++ Z ZP&>%w&>W

=1 =1 i1=1

oul <n.

T <P(M,<u,) <L

Le terme Y 7" P(X; > u,) = n(1 — F(u,)) — 7.
D’autre part

n n m 1
Z Z P(X; > up, Xj > u,) = Z(n—i)P(Xl > Upy Xip1 > up)+P(X; > un)2§(n—m—1)(n—m).

j=1 i=1 =1

Quand wu,, — oo, on a

Zzl(n i) P(X1 > tp, Xip1 > up) <mn {1 o ‘igz'l;cm POX, > 1) —0
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On en déduit que
1
lim E P(X; > up, Xj > uy,) = 57'2.

n—oo
En calculant Y0, > 77 >0 P(Xi > w,, Xj > uy,, Xy > u,) de la méme maniere, on

obtient
1 .
lim ZP (X > Up, Xj > Uy, X > up) = —=73

n—oo 6

De maniere générale, pour tout entier [ < n

~

(=7) < P(M, < uy,)

r=0 ’ r=0

1.4.2 Lois des extrémes sous mélange fort

Dans ce qui suit, nous introduisons la notion de a-mélange appelé aussi mélange fort.

Définition 1.14. On définit le coefficient de a- mélange entre deux tribus A et B d’un
méme espace de probabilité par :
a(A,B)= sup |P(ANB)— P(A)P(B)]

AcA,BeB
Si (Xy),, est une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité,
on définit la suite des coefficients de mélange fort o, par :

a, = sup a(FF _ F ) (1.16)

kEZ

ot F! = o(Xi,a < i <b). On dit que la suite (X,,), est a-mélangeante si o, — 0 quand

n — OQ.

Le mélange fort est donné en termes de coefficients de dépendance entre les tribus
engendrées par les variables de la suite avant un instant ¢ et les tribus engendrées
par les variables apres l'instant ¢t 4+ n; ces coefficients sont nuls quand les tribus sont
indépendantes. Cette notion a été introduite par Rosenblatt [82] et a donné naissance a
une abondante bibliographie, par exemple : Hall et Heyde [55], Bradley et Peligrad [12],
Doukhan et al.[37], Doukhan [35].
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Remarque 1.4.

1. Dans le cas d’un processus stationnaire, on peut simplifier le coefficient (1.16) par

an = a(F°

—00)

Fi)

2. 0 < a(AB) <

| =

Le résultat suivant donne la loi des extrémes sous mélange fort.

Théoréme 1.8. (Loynes [66])
Soit (X,), une suite stationnaire de variables aléatoires, vérifiant la condition de mélange

fort. S’il existe deux suites de nombres réels a, > 0 et b, € R telles que :

lim P (M, < a,z+b,) = H(z)

n—oo

Alors H appartient a l'une des familles de Gumbel, Weibull ou Fréchet.

Pour la démonstration de théoreme précédent, on a besoin des lemmes suivantes.

Lemme 1.2. (Leadbetter [60])

Soient M, une variable aléatoire et a, > 0, b, € R deux suites de constantes telles que
P(M, < a,x+b,)=H(x), quand n — oc.

ou H est une distribution non dégénérée.

Si de plus pour tout r > 1, on a
P" (M, <y + b)) = H(x), quand m — oo.
Alors il existe deux suites de constantes ¢, > 0 et d, telles que
H'(¢,x +d,) = H(x) (1.17)

Lemme 1.3. (Leadbetter [60])
Si H est une distribution non dégénérée telle que 'égalité (1.17) est vérifiée.

Alors H appartient a l'une des familles de Gumbel, Weibull ou Fréchet.
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Preuve de Théoreme 1.8 :
Soit n un entier tel que n = rm, on partage 'ensemble { X7, X5, ..., X;,} en r groupes de m

variables aléatoires. Notons M,,; le maximum de zeme groupe.i.e.,

My = llglj%}%X(i—l)m—i-jy I1<:<r

Alors
P(M, <a,x+b,) =P (lrgag( M, < a,x + bn>

Soit k£ un entier et notons

M), = max X(_1)m+;

k<j<m
et
M = max X_ ;
mr gy m
— ! 1
Remarquons que M,,, = max(M/ . M/ ).

En considérant 'événement B,, = {M/ =< M/ 1} et en utilisant la loi des grands nombres

pour les processus stationnaires, on peut montrer que lim P(B,,) = 0.
m—00

Alors

P(max M,,; < a,x+b,) = P[(max M,,; < a,x+b,)NB,,]+ P[(max M,,; < a,x+b,)NB; ]

1<i<r 1<i<r 1<i<r

Le premier terme tend vers zéro quand m — oo et pour le deuxieme terme on a :

Pl(max M,,; < a,z+b,)NB,] = P[( max My,; <a,x+b,) N (M, <a,x+0b,)NBE]
1<i<r m 1<i<r—1 mr m
= P[(Km<ax X My < apx +b,) N (M) < apx + b,)] — o,

avec 0 < §,, < P(B,,). De plus
Pl(max M,,; < apz+b,)N(M/,, < apx+b,)] = Plmax M, < a,z+b,]+P[M],. < anz+b,]4+Ym,
ot V| < ag, alors

lim (P(Mn < apr +b,) — P( max M,,; < apx + by)P(My,, < apx + bn)) = 0.

m— 0o 1<i<r—1

On en déduit que

lim (P(M, < a,x+b,) — P"(Mp1 < a,x+b,)) =0 (1.18)

m— 00
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Par hypothese, on a
lim P(M, < a,z+b,) = H(x)

m—r0o0

En vertu de (1.18), on obtient

lim P"(Mpy < apx +b,) = H(zx)

m—ro0

En appliquant le lemme 1.2, 1'égalité (1.17) est donc vérifiée et d’apres le lemme 1.3, on

déduit que H appartient a 'une des familles de Gumbel, Weibull ou Fréchet.

Un autre théoreme de Loynes exige une condition supplémentaire qui doit étre considérée

comme une condition suffisante.

Théoréme 1.9. (Loynes [66])
Soit (X,), une suite stationnaire a-mélangeante. Si pour une suite (X)), i.i.d de méme

distribution que X4, il existe deux suites de nombres réels a,, > 0 et b, € R telles que :

lim P (M) < a,x+b,) = H(x)

n—oo

avec M = max X7, alors
1<i<n

lim P (M, <a,x+b,) = H(x)

n—oo

1.4.3 Lois des extrémes sous condition D

La condition D est plus faible que la m-dépendance et se définit de la maniere suivante :

Définition 1.15. (Condition D)
Une suite de variables aléatoires (X,,), vérifie la condition D si pour tous i1, ..., p, j1, -, Jq

tels que i3 < ... <1, <1 <...<Jg etji—ip>1, 0ona:

’El,ig,...,ip,il,jl,..‘,jq<u7 ey U) - El,ig,...,ip<u) ey U)Fjl,...,jq (Ua ) U)| <5

avec B, — 0 quand | — oo.

Fi io....i, désigne la distribution jointe de X;,, Xy, ..., X, .
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On remarque que le mélange fort implique la condition D.
On définit maintenant des conditions plus faibles que D, appelées la condition D(u,) et la

condition D’(u,,) de Leadbetter [60].

Définition 1.16. (Condition D(u,))
Une suite de variables aléatoires (X,,),, vérifie la condition D(u,,) si pour une suite de réels

(un)n €t Vp,g,m € Ntels que : 1 <iy < ... <ip, <j1 <..<j,<m, j1—i,>1,0ona

}Fil77:27-~~77:p7i17j1’~~->jq (um e un) - Filai%m:ip (um e un)Fjl,m,jq (unv ey un)‘ < ﬁn,ln
avec By, — 0 quand n — oo pour une suite [ =1, = o(n).

Cette condition est peu restrictive car elle ne porte que sur les événements A de type

p
A= N{X; <u,} et pas nécessairement sur les lois jointes.
r=1

Définition 1.17. (La condition D'(u,,) )
Une suite stationnaire de variables aléatoires (X,,), vérifie la condition D'(u,) si

(%]
lim lim sup nZP(Xl > Up, Xj > uy) =0

k—oo  pooo ;
Jj=2

pour une suite réelle (u,), et [.| désigne la partie entiére.

La condition D’(u,,) permet de borner la probabilité pour qu'’il n’y ait pas plus d’un élément
supérieur a u, parmi Xi,..., X 2] Le théoreme suivant généralise le théoreme 1.1 au cas
k

d’un processus stationnaire vérifiant la condition D(u,,).

Théoréme 1.10. (Leadbetter et Rootzén [62])
Soit (X,)n une suite stationnaire de variables aléatoires et a, > 0, b, deur suites réelles
telles que :

lim P (M, <a,x+b,) = H(x)

n—oo
Si (Xn)n vérifie la condition D(u,) pour u, = a,x + by, alors la distribution H appartient

a l'une des familles de Gumbel, Fréchet ou Weibull.

30



CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Remarque 1.5.
Le résultat du théoréeme précédent reste vrai en remplagant la condition D(u,) par la

condition D.

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant

Lemme 1.4. Soit une suite stationnaire de variables aléatoires (X,,), vérifiant la condition

D(u,), alors pour tout entier k > 1, on a

lim |P(M, < u,)— P*(M

n—oo [

| < ua)| =0

=3

En divisant la partie [1,n] en k intervalles de longueur [%], on peut supposer que les

maximums M, 2] observés sur chaque intervalle sont approximativement indépendants.
k

Leadbetter a montré que le résultat du théoreme 1.9 demeure vrai en remplacant la condi-

tion de mélange fort par la condition D’(u,,).

Théoréme 1.11. (Leadbetter et Rootzén [62])
Soit (X,)n une suite stationnaire de variables aléatoires, vérifiant les conditions D(uy,) et
D'(uy,) avec u, = apx + by, (a, >0, b, € R).

St pour une suite (X)), i.i.d de méme distribution que Xi, on a :

lim P (M} < u,) = H(z)

n—oo

avec M) = max X/, alors
1<i<n

lim P (M, <wu,) = H(x)

n—oo

Le résultat du théoreme 1.2 a été établi par Leadbetter dans le cas d’une suite stationnaire
vérifiant les conditions D(u,,) et D'(u,) ((u,), est une suite de constantes). Une premiere

preuve de ce résultat est proposée par Davis [22].

Théoréme 1.12. (Leadbetter et al.[61], Davis [22])

Soit (X,,)n une suite stationnaire vérifiant les conditions D(u,) et D'(u,), alors

P(M, <wu,)—exp(—7) <= n(l — F(u,)) =7, quandn — oo et0 <7 < o0
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CHAPITRE 1. Théorie des valeurs extrémes

Sin(1—F(uy,)) — oo, la condition D' (u,) n’est pas toujours satisfaite. Le corollaire suivant

donne une extension du théoréeme précédent au cas 7 = oc.

Corollaire 1.2. (Leadbetter et al.[61])

On suppose que pour T fini et suffisamment grand, il existe une suite (v,), telle que (X,)n
vérifie les conditions D(vy,) et D'(v,) et si de plus n(1 — F(v,)) — 7 , alors le résultat du

théoreme précédent reste vrai, i.e.,

P(M, <u,) = 0<=n(l—-F(u,)) - oo, quandn — oo
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Chapitre 2

Estimation de I’'indice des valeurs

extrémes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux différentes méthodes d’estimation du pa-
rametre ¢ intervenant dans la distribution des valeurs extrémes généralisée présentée dans
la partie précédente. En se référant a la littérature, diverses méthodes paramétriques et
semi-paramétriques ont été proposées pour ’estimation de cet indice.

Pour les méthodes paramétriques, nous pouvons mentionner, par exemple, les méthodes
d’estimation empirique (voir Gumbel et Mustafi [53] et Tiago de Oliveira [84]), la méthode
du maximum de vraisemblance (voir Smith [83], Prescott et Walden [72]), la méthode des
moments (voir Christopiet [15]) ou encore les méthodes bayésiennes (Lye et al.[67]).
D’autre part, des approches non-paramétriques ont été consacrées a l'estimation de 'indice
de queue; les estimateurs les plus utilisés sont les estimateurs de Hill [56] et de Pickands
[71]. Le premier est appliqué seulement dans le domaine d’attraction de Fréchet ( & > 0)
et le deuxieme est valable pour les différentes lois limites des extrémes.

Hosking et Wallis [57] ont utilisé la méthode des moments et proposent un estimateur des
moments pondérés défini seulement pour £ < 1. Dekkers et al. [32] généralisent ce dernier

estimateur pour £ € R, qu’on appelle aussi I'estimateur de Dekkers-Einmahl-De Haan.
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Falk[40] a proposé une variante de l'estimateur du maximum de vraisemblance appelé
I'estimateur de Hill négatif. D’autres estimateurs ont été également donnés, voir Peng

[70], Lo [64], Diop et Lo [34].

Dans ce chapitre, on considére une suite (X,,), de variables aléatoires i.i.d de fonction de
répartition F. Désignons par X(;) > X(g) > ... > X, les statistiques d’ordre correspon-
dantes.
Définition 2.1. On dit qu’une suite (k,), d’entiers est intermédiaire si :

k.

limk, = oo et lim — =0
n—o00 n—oo N,

Pour simplifier I’écriture, on notera k = k,.

2.2 Estimateur de Pickands

Cet estimateur introduit par Pickands [71] est fondé sur le calcul des quantiles et peut étre

utilisé dans 'estimation du parametre ¢ € R sans se limiter a un seul domaine d’attraction.

Définition 2.2. L’estimateur de Pickands de & € R, noté 5,5 est défini par :

oL ( Xk — X )
10g2 X(2k) — X(4k)

Il faut noter que l'estimateur de Pickands utilise la statistique d’ordre 4k donc la suite k
doit rester inférieure a 7.

On peut justifier la définition de cet estimateur de la maniere suivante :

En utilisant la relation (1.7), pour £ € R, avec t = 2s,x =2 et y = %, on a

tim 20 =0G) o
t-o0b(5) — b(7)
~ 1 AN
En remplacant b par b, = (1 7 ) (F, étant la fonction de répartition empirique) et
t par n , ou k est une suite intermédiaire, on a :

k
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= =2° pour n suffisamment grand

Du fait que by, (z) = X((ny), alors

Xy — X(2r)

— 9
Xak) — X(ar)

L’estimateur de Pickands est alors la solution de cette derniere équation. La consistance

faible a été obtenue par Pickands et la normalité asymptotique par Dekkers et al. [33].

2.2.1 Consistance

Théoréme 2.1. Supposons que F' € D(Hy) et k est une suite intermédiaire, alors

~p P

§ — &
En ajoutant une condition sur la suite k, on obtient la convergence presque stre de 'esti-
mateur de Pickands.

Théoreme 2.2. Supposons que F' € D(H) et k est une suite intermédiaire vérifiant

lim —— = oo, alors
n—oo log logn

2.2.2 Normalité asymptotique

La normalité asymptotique nécessite une condition supplémentaire sur la fonction de dis-

tribution F'.

Définition 2.3. On dit qu’une fonction F' est a variation réguliére du second ordre d’indice
(&,p), p <0 (on note F € 2RV (&, p)), s’il existe une fonction g a signe constant avec
g € RV, et g(t) = 0 quand t — oo, telle que :

F(tx) ¢
—— —=z
r—1
1mL:cx§x , Ve >0, ceR* (2.1)
tooo g(t) p

g est appelée la fonction auxiliaire de F'.
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Notons que la fonction a variation réguliere g est aussi appelée la fonction de biais et

le parametre p, appelé parametre du second ordre, controle la vitesse de convergence de

F(t
F((tx)) vers z¢ ; une valeur de p proche de 0 implique une faible vitesse de convergence.

Théoréme 2.3. (Normalité asymptotique de l’estimateur de Pickands)
Supposons que k est une suite intermédiaire et que F' € D(H¢) satisfait la condition (2.1).
St la fonction auxiliaire de F' est telle que

lim \/Eg(%) =\, avec \ fini (2.2)

n—oo

alors

Vk (g,f — 5) LN N (Nbe,, vare)

ou N est une loi normale, avec

(4P 48t 1) — (26 1) (282 — 1
(- - @@y
L€+ p) (25— 1) log2
_ 1—-27° 4-r
be,p = +2 st p<0=¢
p* (log 2)
\ 1 st p=0
et 2 (92¢+1
2 +1
f( T e )2 si £€#0
vare = 4(103g2) (2¢ —1)
st £€=0

4 (log 2)4
Ce dernier théoreme nous permet de donner un intervalle de confiance pour £. Notons que
les simulations montrent que cet estimateur possede un biais important ; cela s’explique par
le fait que E,f n’utilise pas le maximum de I’échantillon X(;) mais I'information apportée
par les distances entre deux statistiques d’ordre.
On remarque aussi que :
1- Si k est petit, on a une estimation avec un intervalle de confiance large.
2- Si k est grand, l'intervalle de confiance est plus étroit mais il faut tenir compte d'un
biais.
De plus, I'estimateur de Pickands possede une grande variance, ce qui a amené de nombreux

auteurs a proposer des variantes de cet estimateur avec des variances plus faibles (voir [7]).
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2.3 Estimateur de Hill

Cet estimateur est le plus utilisé en théorie des valeurs extrémes et a été largement étudié
dans le cas de variables aléatoires i.i.d. Mason [68] et Deheuvels et al.[31] ont montré
respectivement la consistance faible et forte qui ne dépend que du comportement de la
suite k. Pour établir la normalité asymptotique, on a besoin de supposer que la fonction
de répartition F' est a variation réguliere du second ordre. Plusieurs auteurs ont obtenu
cette normalité, notamment Dekkers et al. [32], Csorgé et Mason [19], Davis et Resnick

[24], Geluk et De Haan[46], Haeusler et Teugels [54].

2.3.1 Construction de ’estimateur de Hill

a. Premiere approche : Une premiere approche pour construire 'estimateur de Hill est

basée sur le lemme suivant :

Lemme 2.1. Si F' € D(®p), alors

1 1
—F lO X — 10 t)1 — =
F(t) |:( g g ) (X>t)j| s too 6

=¢

Pour construire lestimateur de Hill, il faut trouver des estimateurs respectivement pour F
et pour £ [(logX — log t)l(X>t)}.

Le meilleur estimateur de F' est la fonction de répartition empirique

n

1 & 1
Fuz) = ~ D lxicw) = - > Lixi <o)
=1

=1

D’apres la loi forte des grands nombres, on a :

1 « s —
=2 ey 7 E(lesy) = P(X > ) = F(1) (2.3)
=1

. . TR p.s .
D’autre part, pour une suite intermédiaire k, on a Xy — xp = oo (voir De Haan et

Ferreira [26]).
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Si ’on suppose que F' est continue, la statistique d’ordre est strictement croissante presque

sirement. En remplagant ¢ par X dans (2.3), on obtient une estimation de F(X(k)) :

n

1 & 1 k—1

=1

En utilisant la loi des grands nombres, on obtient
1 < s
- Z(log Xi —logt)l(x,>1) AN g(t)=F [(log X; — log t)l(Xi>t)}
=1

On remplace de nouveau ¢ par X(x), on obtient comme estimateur de g(Xy)) :

k-1
1
- Z log X; —log X)L (x,5x,) = > D log Xy — (k — 1) log X

i=1

—1
et 'estimateur de F [(logX — log t)l(X>t)]

— k
On déduit que 'estimateur de F'(t) est

est

1
E ZlogX(i) - (k’ - 1) logX(k)

1
L’estimateur de =——F [(log X-log t)l(x>t)] est donc

F(t)
1 k—1
—k ] EIOgX(Z’) — IOgX(k)

En remplacant k£ — 1 par k, on obtient

k
1
z > log X (i) — log X(k4)
=1

D’autre part (voir Embrechts et al.[39]), si la distribution F' est a variation réguliere et k

est une suite intermédiaire on a

U

X(k+1)
Donc

—ZlogX — log X

. 1
est un estimateur de —.

B
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b- Deuxiéme approche : Une deuxieme approche est celle o 'on utilise I'estimateur du
maximum de vraisemblance conditionnel.

On considere une variable aléatoire X de fonction de répartition F' telle que, pour 5 > 0
F(x) = P r>1
Si on pose Y = log X, la fonction de répartition de Y est définie par :

PY>y) = P(X >expy)=1— F(expy)

= exp(—Py), y >0

Y suit donc une loi exponentielle de parametre 8 de densité f(y) = Sexp(—py), y > 0.

La fonction de vraisemblance L est

Ly, 92, s 9ns 8) = [ [ Bexn(=5u)

=1
= ["exp (—B > y¢>
=1

alogL(ylawa“ayna/B) n -
ERp L

op
8210gL<y1,y27"'7yn75) — _ﬁ
o s

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 3 est

1 —
A ] — 1 —
- (ﬁ?@“) - (ﬁ?@“@)

Une généralisation triviale concerne la fonction de répartition suivante :

1

Fx)=1-Cz™" 2>u>0,u firé

On pose C = u”, PEMV de 3 est
N 1 — X(i) - 1 — -
B = EZlogT = EZlogX(i)—logu
i=1 i=1
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Dans le domaine d’attraction de Fréchet et pour x tres grand, la fonction F suit la loi de
Pareto (voir la remarque 1.3).

Posons K = card {z Xy > u,i=1, ,n}

Conditionnellement & ’événement {K = k}, la méthode du maximum de vraisemblance
pour estimer 3 et C' consiste a maximiser la densité conjointe de (X, ..., X(1)) définie

par :

k
n! —B\n— -
Jagommay (Thy s 1) = m(l — CaPyrkCk gk sz D w<ay <. <.

i=1
L’EMV conditionnel du parametre 5~ est :

lem, Xp 1g
EZlog X((k)) & > log Xy —log X
i=1

i=1

Définition 2.4. L’estimateur de Hill de &€ > 0, noté ng est défini par :

k
1
&' = z > log Xy — log X¢p) (2.4)
=1

Une particularité de 1’estimateur de Hill est qu’il est possible de I'interpréter graphique-
ment. Ceci est particulierement important pour les praticiens qui préferent souvent des
interprétations graphiques a des formulations mathématiques. Plus précisément, si 1'on

considere le graphe de coordonnées

(— log (1 — #) ,logX(i)> , 1=1,...n

appelé Pareto quantile plot, dans le cas d’une distribution de type Pareto ce graphe est
1
approximativement linéaire, dans les points extrémes, avec une pente £ = B L’estimateur

de Hill n’est que I'estimateur de cette pente.
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—log(1 - F(x))
4

log(x)

FIGURE 2.1 — Pareto quantile plot pour un échantillon de taille n, de distribution de Pa(1).

En effet, si la distribution F' est dans le domaine d’attraction de Fréchet, la fonc-
tion de queue vérifie :

b(z) = 27 L(z)

ou L est une fonction a variation lente ; il découle que

log b(z) = %log(x) +log L(z) = %ng (1 + liglfg(z)>
B

D’apres la propriété (1.6), on a :

log b(x) ~ %log(x), r — 00

En remplacant la fonction de queue par sa version empirique /b\n(t) = F (1 — l) et en

remarquant que /I;n (1 — n:q) =F (n_’H) = X(;), on obtient

| .
log X ;) ~ —Blog (1 — n—ll—l) , 1=1,...,n

2.3.2 Consistance

La consistance faible est démontrée par plusieurs auteurs; De Haan et Ferreira [26] pro-
posent une démonstration s’appuyant sur la représentation de Rényi tandis que Mason [68]

ou Resnick [76] utilisent la mesure empirique.
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Théoréme 2.4. (Mason [68])

Supposons que F' € D(Hg) avec £ > 0 et k est une suite intermédiaire, alors
~y P
§ — &

Le théoreme suivant est une réciproque du résultat précédent.

Théoreme 2.5. (Mason [68]-De Haan et Ferreira [26])

et

On suppose que k est une suite intermédiaire vérifiant lim

n—o0 n

é’f Lie>o0
alors F' € D(Hy).

En ajoutant une condition supplémentaire sur la suite k, Deheuvels et al.[31] obtiennent

la consistant forte de cet estimateur.

Théoréme 2.6. (Deheuvels et al. [31])

Si F e D(He) avec & > 0 et k est une suite intermédiaire vérifiant lim = 00,
n—oo loglogn
alors
~H .S
31 5 ¢

2.3.3 Normalité asymptotique

La normalité asymptotique de l'estimateur de Hill a été démontrée par Davis et Resnick
[24], en utilisant les propriétés des statistiques d’ordre d’un échantillon issu d’une loi expo-
nentielle et les conditions de Von Mises. Csorgd et Mason [19] I'ont montré en introduisant
I’approximation des processus empiriques par des ponts browniens. De méme, en supposant
la variation réguliere au second ordre de la distribution, De Haan et Resnick [28] ont aussi

obtenu cette normalité asymptotique.

Théoreme 2.7. Supposons que F € D(H¢) (£ > 0) satisfait la condition (2.1) et sa

fonction auziliaire vérifie (2.2), alors
A
\/E(fﬁk{ —f) = N(E7€2)
ot k est une suite intermédiaire .
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b(t
Dans le cas ot 'on a lim ¢* ( (tz) — xg) = 0, pour tout x > 0 et § > 0, I'assertion du

et \ o)
théoreme précédent reste valable et le bais =, vaut zéro.
NH
Si de plus Vkg (%) — 0, alors VE % — N N(0,1).
On peut donc en déduire un intervalle de confiance pour £ au niveau (1 — ) donné par :
—~ A
&' En
1+ Q1\;£/2 ! 1— Ql&gm

Qs est le quantile d’une loi normale d’ordre (.

La précision de 'estimation dépend de la sélection de k, ’estimateur de Hill a un biais qui
tend vers zéro quand k est relativement petit. La variance asymptotique de cet estimateur
vaut % qui tend vers zéro quand k est grand. Par conséquent, il faut trouver un compromis
entre le bi?{is et la variance asymptotique. Beirlant et al. [9] trouvent un intervalle de
confiance 2' Frot ol l/;nopt est une valeur optimale de & donnée par leur algorithme. Danielsson
et al. [20] proposent une autre méthode plus précise pour la construction d’un intervalle
de confiance, basée sur le Bootstrap.

Pour la réduction du biais, d’autres estimateurs ont été donnés; notamment celui proposé
par Beirlant et al. [5, 6] qui utilisent un modele de régression exponentielle. L’estimateur a

noyau de Csorgé et al. [18] est une extension de estimateur de Hill pour £ € R. Une autre

variante meilleure que les précédentes est celle de Falk et Morohn [42].

2.4 Estimateur des moments (de Dekkers-Einmahl-

De Haan)

Définition 2.5. L’estimateur de Dekkers-Einmahl-De Haan (DEdH) du paramétre &, noté
AD
&, est défini par :

AD 1 (HOY2 -
_ 2 (e )"
& =1+ HY +2<H£2) 1
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ol k—1
1 k-
;) = 37 log X) — log Xg)
=1
1 k-1 2
H? — - > (log X — log X(k))
=1

Il est appelé l'estimateur des moments car HY et HY peuvent étre considérés comme

des moments empiriques.
Dekkers et al. [32] ont établi la consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur.

2.4.1 Consistance

Théoréme 2.8. Supposons que F' € D(Hg) avec § € R et que k est une suite intermédiaire.

Si xp >0, alors
/\D

P
§p — ¢
Si de plus, lim ——— = oo avec § > 0, alors
n—00 (logn)5
AD s
§p — &

2.4.2 Normalité asymptotique

Pour la normalité asymptotique de 'estimateur des moments, on suppose que la fonction

log b (b est la fonction quantile de queue) vérifie la condition (2.1).

Théoréme 2.9. (Dekkers et al. [32])
Supposons que F' € D(H¢) et xp > 0. Si la condition (2.1) est satisfaite pour la fonction
logb et que sa fonction auziliaire vérifie (2.2),

alors pour une suite intermédiaire k, on a

\/E (25 - £> % N()\c&p,varg)
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avec
(i o <o
T 5 wopsest
Cep = _ﬁ si 0<é<—p etl+0
Ep(—lffpp—i-)f si (0<&<—p etl#0)oué&>—p>0
- st E>p=0
et

varg = ¢ (1 —&)%(1 —26)(1 — £+ 6£?)
(1=38)(1 —4¢)

st £<0

2.5 Estimateur de Hill adapté

Le probleme de l'estimateur des moments, contrairement a celui de Hill, ne peut étre
interprété graphiquement. Afin d’apporter une solution a ce probleme, une généralisation
a été proposée par Beirlant et al. [8], ce nouveau estimateur est appelé I'estimateur de Hill
adapté.

On considere la fonction bH définie par
bH(xz) = b(z)H (z) = b(x)E (log X —logb(z) | X > b(x)) (2.5)
ou b est la fonction quantile de queue.

Proposition 2.1. (Beirlant et al. [§])
St F € D(He), alors la fonction définie par (2.5) est a variation réguliére d’indice &.

La fonction (2.5) peut étre écrite sous la forme
bH (z) = 2°L(z)

ou L est une fonction a variation lente.
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En utilisant la représentation de Karamata pour L, on écrit

x

bH(x) = 2°c(z). exp /iu)du , x>0 (2.6)
/ u
ou lime(z) =1et lim e(z) =0
z—00 z—00
L’estimateur empirique de la fonction (2.5) évaluée en x = - ﬁ ? est

bH), = X(j41) < ZlogX lOgX(k+1)> :X(kJrl)éZ{

Il est naturel de considérer le quantile plot généralisé dont les points ont pour coordonnées :

(—log (1 — HL—H) ,longi) , 1=1,...,n

Beirlant et al. [8] ont proposé I'estimateur suivant pour £ € R, basé sur une approximation

de la pente de quantile plot généralisé.

Définition 2.6. L’estimateur de Hill adapté de & € R est défini par :

et — Zlog (bH;) — log(bH11)

Pour p <0 et ¢t > 0, on définit la fonctlon suivante
P —1

si p<O
Zp(t) =
logt si p=20
Le théoreme suivant nous donne la normalité de I'estimateur de Hill adapté.

Théoréme 2.10. (Beirlant et al. [8])
Soit k une suite intermédiaire, on suppose que F' est a varmtion réguliere d’indice & € R
et la fonction € définie dans (2.6) est telle que hm \/_fo dt =0.
Si de plus
1. pour & > 0 : il existe p1 < 0 et une fonction positive by vérifiant li_)In bi(x) =0 et
lim sup Vkb (tk) =0, tels que o

n—roo 1 L<t<1

(tz)~b(tx)

Eb(a) —1~bi(2)l,(t), t—o00
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2. pour & = 0 : il existe deux fonctions positives a et by vérifiant lim by(z) = 0 et
T—00

b (2
lim sup vk 2 (tk) =0, telles que

n—oo ﬁ)
1<t a (tk

lim b(t)(log b(tx) — log b(t)) — a(x)logt _ N (logt)?

t>1
T—r00 bg(l’) 2 ’ -

3. pour & < 0 : il existe py < 0 et une fonction positive by vérifiant lim bs(z) = 0 et

T—r 00
lim sup Vkbs (%) =0 tels que

n—0o0 %Stﬁl

— 1~ bs(x)l,,(t), t— o0

(tz)~*(b(00) — b(tx))
(

x=¢(b(00) — b(x))
alors
Vi (1~ ¢) =5 N(0, )
avec
(1+4¢)? si £€>0
— 2
Ce (1—5)51_—1—22%—25 ) s £<0

2.6 Estimateur de Hill négatif

L’estimateur de Hill négatif proposé par Falk [40] est un prolongement de I’estimateur du

maximum de vraisemblance au cas ou £ < —5

On remarque que si une distribution £’ appartient au domaine d’attraction de H, avec

¢ < 0, alors le point terminal xp est fini; de plus la variable X = est dans le

Tp — _
domain d’attraction de H_¢. Il suffit d’appliquer I'estimateur de Hill pour la variable X.

Comme x5 est inconnu, il est estimé par la plus grande statistique d’ordre Xy (seulement

1
dans le cas £ < ~3 voir De Haan et Ferreira [26]).
1
Définition 2.7. Si £ < —5 l’estimateur de Hill négatif est défini par :
—1

log (X(y — X(j41)) —log (X(1) — Xrs1))

1

Ed

&r =

| =

<.
I

47



CHAPITRE 2. Estimation de I'indice des valeurs extrémes

T

Théoreme 2.11. Soit k une suite intermédiaire vérifiant lim
n—oo logn

= OO pour T assez

petit.
1
1. Si F € D(H¢) avec § < —3 alors

& e

1
2. SiF € D(He) avec —1 < £ < —5 satisfait la condition (2.1) et sa fonction auziliaire
vérifie (2.2), alors
VEE =€) 5 N(MLE)
avec
A

M={ p(1+&)(1—-p)
A st p=0

st p<0

La principale difficulté en pratique consiste a choisir le nombre d’observations k. On re-
marque qu’en utilisant trop d’observations dans la procédure d’estimation de l'indice des
valeurs extrémes, on sort de la queue de la distribution et on observe un biais important.
Tandis que si k est tres faible, le peu d’observations rend I’estimateur instable et conduit
a une variance considérable.

Rappelons que sous des conditions appropriées, I'estimateur de Hill est consistant seule-
ment pour des valeurs positives de &; les estimateurs de Pickands, des moments et Hill
adapté sont définis et consistants pour tout réel &, tandis que 'estimateur de Hill négatif
a cette propriété seulement pour £ < —%.

D’un point de vue théorique, tous les estimateurs vérifient la méme propriété de normalité
asymptotique. Cependant, les estimateurs de Hill et Hill négatif ont la plus petite variance
asymptotique, respectivement pour les valeurs & > 0 et £ < —%.

La comparaison de biais de ces estimateurs est plus compliquée puisqu’en général le biais
dépend des parametres £ et p, de la suite k£ et d’autres caractéristiques de la distribution
considérée.

En général, il n’y a pas une meilleure méthode dans toutes les situations. Les estimateurs
les plus utilisés sont ceux de Hill, Pickands et des moments. Certaines études de compa-
raison (théorique et par simulation) entre les différentes méthodes peuvent étre trouvées

dans Rosen et Weissman [81], Peng [70], de Haan et Peng [27], Groeneboom et al. [51].
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Chapitre 3

Estimateur de Hill sous dépendance

3.1 Introduction

Dans certains cas, les données recueillies indiquent que la distribution de la variable est
a queue lourde d’indice § qui peut étre estimé en utilisant ’estimateur de Hill. Le com-
portement de cet estimateur est largement étudié dans le cas i.i.d. Cependant de nom-
breuses applications pratiques ne fournissent pas des données indépendantes mais plutot
dépendantes. Par conséquent, il est important de généraliser I'estimateur de Hill aux
données non indépendantes stationnaires.

Plusieurs auteurs ont étudié le comportement de ’estimateur de Hill sous certaines formes
de dépendance. Sous la condition de mélange fort, Hsing [58] et Rootzén et al. [80] ont
étudié les propriétés de cet estimateur dans le cas d’observations provenant d’une suite
stationnaire. Resnick et Starica [79] ont donné une condition suffisante pour la consistance
de Pestimateur dans le cas d’une suite m-dépendante et démontrent dans [78], la norma-
lité asymptotique pour une suite stationnaire a- mélangeante, provenant d’un processus
moyenne mobile d’ordre infini (M A(c0)), ainsi que pour un processus autoregressif d’ordre
b (AR(p)).

En utilisant la variation réguliere des résidus et non des innovations, Ling et Peng [63] ont

aussi obtenu la normalité asymptotique de 'estimateur de Hill.
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

3.2 Consistance

Sous mélange fort, Hsing [58] a obtenu la consistance de I'estimateur de Hill, les conditions
imposées par Hsing ont été assouplies par Brito [13]. En utilisant la convergence des me-

sures empiriques, Resnick et Starica [77] ont montré aussi la convergence de cet estimateur.

On rappelle que le coefficient de mélange fort est défini par :
o (Y;) =sup {|P(ANB) — P(A)P(B)| : Ae FI,Be Fy,;,1<p<n-—1}
p

avec F/ est la o— algebre générée par (Y, :i < p < j).

Soient k une suite intermédiaire et (X)), une suite stationnaire de variables aléatoires de
distribution F'.
On définit Y,,; et I,; deux fonctionnelles de X; par :

Yo = (log X; —log b(%))+

et

Inz': ecR

1(10gX¢710gb(£)>6)’
p est dans un intervalle contenant 1 et b(t) = F©(1— 1)t > 1.

Notons

g = 3" (tog X~ logb(}))

i=1 +

Théoréme 3.1. Hsing [58]
Soit (X)), une suite stationnaire de variables aléatoires de distribution F vérifiant (1.9)
et supposons qu’il existe une suite d’entiers positifs (p,)n telle que p, = o(n).
Si
1 o p, (Yai) = 0 et raoyp, (Ini) = 0 avee 1y, =[]
2. Tn
2 EllSultis, o) 0

kQZE nilisui<k) = 0

(3.1)
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

IPn JPn
avec Syj = Z Yo et Spj = Z L
i=(j—1)pn+1 i=(j—1)pn+1
Alors
oy P 1
gL
g 5
et
5 1
¢ el
. p

Brito [13] montre qu’en choisissant la suite (p,), telle que % — 0, les conditions du

théoreme précédent sont aussi satisfaites.

Corollaire 3.1. (Brito [13])
Soit (X,,), une suite stationnaire de variables aléatoires de distribution F vérifiant (1.9)

et supposons qu’il existe une suite d’entiers positifs (p,)n telle que :

1. p, = o(n) et?—>0
2. T p, (Ini) = 0 et rpayp, (Yoi) = 0, avec 1, = [pﬂn]
Alors
po1
e, L
g B

Preuve : Pour montrer le corollaire précedent, il suffit de vérifier la condition (3.1) du
théoreme de Hsing.

On pose T),; = Y,; et T,,; = I,;.

On a

Tn

1 &
EZE(’SMHISMDIC) E(1Sn|Lis,5k) < 5 E(S5)
=1

kZ

1 & T
@ZE(SZ]'MSM@):@E(S Lisaik) < k E(S%)
i=1
D’autre part,

n TTL
kg (52 (Z Tm) < EPZE(Tgl)

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que :

'n
kZPELE(T31) —0
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pour T},; = I,;, on a

et pour T,; = Y,;, on obtient
2 9 k R
ET;))=EY;)=0 (—) (voir Hsing [58])

Donc

I'n o 2 [p_n] 2 kY _ Pn
Tn
Ce qui donne ﬁpiE(Tgl) — 0.
L’approche de Resnick est basée sur la notion de mesures empiriques, qu’on développe
d’une fagon succincte dans ce qui suit.

Soient M, (FE) I'espace des mesures de radon positives sur £ = (0, 00) et C}(F) lespace

des fonctions de E = (0, 00), continues, non négatives avec un support compact.

Définition 3.1. On dit que p,, € M (E) converge vaguement vers py € M, (E) si
Tim i (f) = mo(f), Vf € Cie(E).
On note i, = o
Notons par ¢ la o-algebre Borélienne de E' = (0, co]. Soit une mesure p définie par :
ped— Ry, u((z,00]), x>0.

Pour une suite intermédiaire k, on définit la mesure empirique

1 n
Hxmn = 7 Z €Xi/b()
i=1
ou €, est la mesure de Dirac au point x;

1 sizeA

eﬂc(A) =
0 size A°
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

On définit aussi .
=N 1
HXn = E Z €Xi/X (k)
i=1

Pour démontrer la consistance de E;CH défini par (2.4), il suffit de montrer la convergence
en probabilité de px, vers p dans Uespace M, (E). Cette méthode a été utilisée aussi par

Mason [69] dans le cas des variables i.i.d.

Théoréme 3.2. Soit (X,), une suite de variables aléatoires de méme distribution F

vérifiant (1.9) et k une suite intermédiaire. Si

fixn — p dans M, (E) (3.2)
Alors
P 1
&=
8
et
P 1
G =4
s
s , . . . e Xk P
L’idée de la démonstration repose sur le fait que si (3.2) est satisfaite, alors m — 1,
k

. . . —~ P
ce qui implique aussi que fix,,, — ft.

D’autre part, remarquons que

g = /1 log(y)pxn(dy)

et
&= / log(y)7ixn(dy)
1

En utilisant une intégration par parties, on obtient

R d
& = [ aluodl() Lo ¢

. . , P 1
De la méme maniere, on démontre que ?,j T =2,

Resnick et Starica [77] ont appliqué ce dernier résultat aux processus linéaires et pour des

processus autorégressifs d’ordre p avec des innovations a variation réguliere.

23



CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

Pour des processus stationnaires qui peuvent étre tronqués et approximés par des suites
m-dépendantes, Resnick et Starica [79] ont établi le résultat suivant.
Proposition 3.1. Soient (Xi”?) et (Xn,i)~, deux suites stationnaires d’éléments de
) 21 =
E m>1,m>1), avec (Xflnz)) m—dépendante.
/i1
Si

1. il existe une mesure de Radon v dans E, vérifiant pour tout m > 1

%P(ij;) €)= o™

2. pm =y

3. Ve >0, lim hrnsup P (‘X m_

m—0o0  n oo

) =0

1 n
z Zexm. = v, dans M, (F)
=1

Alors

Si de plus, pour une suite stationnaire (X,,), on a : X,; = b—l ou b, — oo et v vérifie
n

floo log(u)v(du) < oo, alors
& i>/ log(u)v(du)
1

La démonstration de la proposition précédente repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.1. Pour chaque n > 1, considérons une suite stationnaire (X, ;); d’éléments de

E. Pour une suite intermédiaire k, on suppose que :
1. Vf e CL(E),
k
..n
lim 5 > B(f(Xan)f (X)) =0 (3.3)

L,
2. Pour toute suite (), telle que 1, — oo, = 0 et pour f € Ci(E), on a

(%]
nh_)rgoE Hexp —%Zf(Xm) HE exp ——Zf i) =0 (34)

J=1 i€l S

0 Iy = [Lk = ], To = [k + 1,2k = Lol o T = (] = Dk, (21 = L]
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3.
Alors

nP(Xn’l €.)=v avecv({z})=0,Vz e (0,00]

1 n
z Z €x,, => v dans M, (E)
i=1

Preuve de la proposition 3.1 :

On montre d’abord qu’en utilisant le lemme 3.1, on a :

1 n
- €Eym) => v, Vm >1 3.5
]{ Xn,i

=1

Pour cela, il suffit de vérifier les conditions (3.3) et (3.4).

.....

1€l

aléatoires indépendantes.

Il nous reste a montrer la limite (3.3).

k

%ZP (Xé’f}) >, X" > y) <

Jj=2

Donc

j
Ce qui termine la preuve de (3.5).

IN

n @ m n m m
S P(X > y) + 2P (X > ) P (X > y)

k2
m=1np (X0 > y) + knp (x> ) P (X7 > y)
k2 w1 n k2 wt w
(mk‘ D (™ ((y,00]) + (1) + £ (o™ (2, 00]) o™ (5, o)) + (1)

D’autre part, on a :

1 < 1 <
n%li%o liinﬁsotij (d (E Zexm., z ZEX%)) > 5) =0,

95
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ou ¢ est positif et d une distance sur M (E).

D’apres le théoreme 4.2 de Billingsley [11], on déduit que

1 n
E Z EXn,i —— v
i=1

Le résultat de la proposition 3.1 découle du théoreme 3.2 qui démontre que la convergence

de la mesure empirique implique la consistance de ’estimateur de Hill.

3.3 Normalité asymptotique

Sous la condition de mélange fort, la normalité asymptotique de 'estimateur de Hill a été

établie par Hsing [58] et aussi par Rootzén [80] .

3.3.1 Résultats de Rootzén

Soit (Y,), une suite stationnaire de variables aléatoires a- mélangeante de fonction de

répartition F' vérifiant :

F(t
tlgilo % = exp(—px) pour tout z >0 (3.6)

et de densité f vérifiant la condition de Von Mises :

tf(t)
iy =7 (3.7)

Si la condition (3.7) est vérifiée alors F' € RV_4. Rootzén et al. [80] ont étudié la normalité

asymptotique de I'estimateur du parametre § défini par :

k
. 1
Bo=12_ Y0~ Y
i=1
Soit une suite d’entiers (p,),, telle que p, — oo et

In
DPn (an,ln + g) — 0 (38)

ol v, g, est le coefficient de mélange fort.
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Pour une fonction continue a droite ¥(x) = a1 (x) 4 bpy(x), avec ¢ (v) = x>0,

y(x) = lz>0), a = 1 et b= ——, on considere

A, = %var (i P((Y; — un)+))

ot Tn = {1} avec % — 0 (3.9)
Pn n
(uyn), est choisie de sorte que -
lim —— =1 (3.10)
n—o00 -

Notons

AL — anr (Z V(Y] ))
AP = ki (Z Yo ((Y; — un>+>>

Soit la suite (my,),, , telle que m, =n — p,ry.

On définit les intervalles Jy, Ja, ..., J,, tels que :

{t—=Drp+i,(i—Drp+i+1, .. ir, +i—1} pour 1 <i<m,

Ji =
{G=Vrpn+mu+1,60—Drp+mp+2,...,ir, +my} pour m, <i<p,
Notons J; les premiers entiers (r,, — [,,) dans J;, 1 <i < p,, et posons
([ Zi= (M) X 0 — wa))
]GJ
U w — Up )
Ouk)™ 3 (0% = )y) oy
V = Zz UZ7
_1 .
\ Wz = (Ank) ? (¢((K(7’n+1) - un)+)) ) 1 S ? S my

On partage (5

), en deux suites (Z;),

1

et (W;), telles que 2y, Z,, .., Z, et Wy, Wy, .., W,
soient indépendantes. On obtient :
k Pn Mn

<_)é <5n — E(Bn)> => (Zi—E(Z))+Y_ (W, — E(W)))

An i=1 i=1

avec B, = £ 30 0(Yi — un)y et B(B,) = FEW(Y: — ) )
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Avant d’énoncer le théoreme de Rootzén, on donne le lemme suivant qui établit la conver-

gence en probabilité du deuxieme terme de la derniere équation.

Lemme 3.2. Soit (X,,), une suite stationnaire et a-mélangeante vérifiant les conditions

(3.8), (3.10) et
lim p,(varVy +varWy) =0
n—oo

Alors

Pn

> (V- E(V;) =50

> (Wi = B(W)) == 0
i=1
Théoreme 3.3. (Rootzén et al. [80])
Soit (Y,)n une suite stationnaire, a- mélangeante, de distribution F' vérifiant les conditions

(3.6) et (3.7). Si de plus les conditions suivantes sont vérifiées :

L, k
1. lim p,(an, +—) =0, lim — =00
n—00 n

n—o0 n

2N <A et AP <2,
3. E@*(Y) —u,)y) < oo et
Ve > 0,/ Py (z) < oo
0

4. lim p,(varV,; +varw, ;) =0
n—oo

5. Pour 0 < e < 1, soit (wy,), telle que

nh_r}glo e ra(wy,) =0,

1 o0
T (e=B)z g,/,2 —
nh—l;rolo )\nrn/w e dy*(z) = 0.

6. Pour I, = Uy, 2,) Si (2, > uy, et I, = [z,,u,) dans lautre cas)

1 p, .
)\—n%var LZI l(yz.eln)] — 0 quand n — o0

avec z, non-aléatoire et /\L (zn — uy) est bornée.
n

Alors

NI

(%) (87 = Ba) > N(0, 1) (3.12)

0 By = ZB(Yi —un)s

o8



CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

3.3.2 Résultats de Resnick et Starica

Pour des variables provenant d’un processus linéaire fortement mélangeant, ’approche de
Rootzén a été utilisée par Resnick et Starica [78] pour étudier la normalité asymptotique
de lestimateur de Hill issu d’une suite Y,, = logX,, avec (X,), fortement mélangeante.
Soit (X,), une suite de variables aléatoires fortement mélangeante de méme distribution
F vérifiant :

Fix|(z) = Fx(2) + Fx(—z) ~27"Ly(2)

On note

) = (=) O=FR0-. >

Avant d’énoncer les théoremes de Resnick, on donne les conditions de mélange pour les

processus linéaires M A(oco) et AR(p).

3.3.2.1 Cas de processus moyenne mobile d’ordre infini

a. Conditions de mélange fort
Les conditions donnant le mélange fort d'un processus linéaire ont été données par
Chanda [14]. Gorodetskii [50] a amélioré le résultat de Chanda en ajoutant des hypotheses

supplémentaires.

Soit (X¢): un processus réel défini par

+o00
X =Y e, tel (3.13)
=0

avec (g¢); une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de distribution G; et de
densité G et (¢,), une suite de réels telle que ¢o # 0.

On pose S;(0) = ;L:Of |Cj|6

( 1
3 (Sio)1+0 66 <2
b =1 " 1
S max { ($1(8) 140, \/52) og 5,2) 66> 2
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Théoréme 3.4. (Gorodetskii [50])

Sous les notations précédentes supposons que :

C1: )
| I6i@ -G+ y)lds < el (3.0
C2 :
E(|&:]®) < Cy < 400, pour un § >0
BE(z) =0 5i1<8 <2
E(g;)) =0etvar(e) =1 sid > 2,
C3 :
~+o0 '
O%chz] < oo, V|z| <1
=0
Cy :

¥(0) < o0
Alors le processus défini par (3.13) satisfait la condition du mélange fort.

Dans la partie suivante, on donne le résultat sur la normalité asymptotique de ’estimateur
de Hill appliqué au processus défini par (3.13).
b. Normalité asymptotique

Soit le processus défini par (3.13), avec ¢; de méme distribution G vérifiant :

G(x) ~raPLy(x), G(—x)~ sz PLy() (3.15)

avec > 0,7, > 0,7+ s =1 et Ly est une fonction a variation lente.
On suppose que la suite (¢;) € R* contient au moins un élément non nul et 34 > 0 et
u > 1 tels que :

lc;| < Au™, j €N (3.16)

La condition (3.16) qui est généralement vraie pour un processus linéaire causal, est vérifiée

s'il existe zy, |z0| > 1 telle que

chzj < 00, |z] < 20|
=0
On rajoute la condition
Z]cj °< 00, pour 0 <6 < A1 (3.17)

J=0
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o0
Ce qui assure la finitude du processus linéaire (3.13), i.e., Z cjg—j < 00 et que
7=0

(1 X1] >
i 21> 2) Z|cj|ﬁ

T—00 |€1| > l‘

Ceci implique que la queue de la distribution X; est aussi a variation réguliere (voir Cline

[16]).
On note -
n |X2| 1

n
avecr, =o | — ).

k
Lemme 3.3. On suppose que (g;); satisfait la condition (3.15) et que
\
53 lel’ Ayl og (IO < o (3.18)
2.2 ens A e
Alors
1.

n o > 3 lexl” e Al "y
=1 k=0
X P (1] > b (3) Xl > b(3)y) -2
j=1

o0
> Jexl”
k=0

localement uniforme pour x ety dans (0, 00)
2.
n rr " " dx dy
3 N EICAEHO B ERTOP R
=177

e A leyonl” 2+ S (¢)>

oo
2 |ejrie| Alex|

Jj=1k

1
p S el
k=0

ilngk:

> 3

[ (P> 0() 2 Xl > 0(32)0) + P (1501 6 () Xl = 0(3) )

J=1

s k] Alex]

S 3 Ck+j Vic
> 5 feul” Alcsanl” 2+ Blog (w))
: k=0

1
G > foul
k=0
localement uniforme sur (0,00).
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

La limite de A, est une conséquence directe du lemme précédent (voir Resnick et Starica

[78]). On en déduit que :

1 (1 n 22;11 2o |Ck|ﬁ A |Ck+j|6
ﬁ2 Z?io |Ck:|6

la limite de A, est finie et ne dépend seulement des coefficients c;.

Ay — A= —

) , quand n — 00 (3.19)

Pour vérifier les conditions du mélange fort, on suppose que la densité de G’ vérifie la

condition (3.14) du théoreme 3.4 et 3d < 1 tel que
E(e%) < oo (3.20)
Si de plus (3.16) est satisfaite alors le processus (3.13) est fortement mélangeant.

Théoréme 3.5. Soit (X;); un processus linéaire défini par (3.13), vérifiant les conditions

(3.7), (3.14), (3.15),(3.16), (3.18) et (3.20). Si la suite intermédiaire k vérifie

lim mf — >0

n—00 k2

ou (3.21)

) n
limsup — < o0
n—oo k2

In | X1 | dx
log ——— /—P —~ >z |— | = N(,N).
Z |X‘k+1) 1 k (b(E) ) z

Si de plus F|X| € 2RV (=0, p) et sa fonction auxiliaire g est telle que

alors

Vng <b‘X| (%)) — 0, quandn — oo (3.22)

alors

S KXl 1
( Zlog N 5) — N(0,)\)

La condition de régularité de second ordre sur F' implique la condition (3.6) imposée par
Rootzén (voir Rootzén et al. [80], Appendix. p44) et les conditions (3.21) sur la suite k
nous permettent de montrer l'existence des suites (r,,),, et (w,), définies dans le théoreme

3.3.
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

3.3.2.2 Cas de processus autorégressif d’ordre p

a. Conditions de mélange fort

Athreya et Pantula [2, 3] ont étudié les propriétés de mélange des processus autorégressifs.
Ils établissent d’abord la propriété de mélange fort pour une classe de chaines récurrentes au
sens de Harris et, en utilisant ce résultat, ils donnent un ensemble de conditions suffisantes
pour garantir la propriété du mélange fort pour les processus autorégressifs. Athreya et

Pantula commencent par démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.6. Soit (X,,), un processus autorégressif d’ordre 1 donné par :
X, = (banl +én, NE N*

avec |¢| < 1 et (en)n sont des variables aléatoires i.i.d indépendantes de Xq ; on suppose

que :

1. E(logle,|") < .

. _ no . .
2. Pour un certain ng > 1, ¢, = ijl @’ej a une composante absolument continue

non triviale.

Alors pour toute distribution initiale de Xy, (X,), est fortement mélangeant.

IIs ont généralisé ce dernier théoreme a un processus AR(p) défini par :

p
X; =Y ¢ Xy i+e, teN (3.23)
i=1

Théoréme 3.7. Un processus défini par (3.23) est fortement mélangeant s’il vérifie,

1. E(log|ei|") < 0.

2. la distribution de €1 a une composante absolument continue non dégénérée.

3. Xy est indépendante des €;.

4. €; sont des variables aléatoires 1.1.d.

5. les racines de 'équation caractéristique 2P — ¢12P~1 — ... — ¢, = 0 sont de module

strictement inférieure a 1.
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

Dans ce qui suit, on donne la normalité asymptotique de l'estimateur de Hill pour des

observations issues d'un processus AR(p).

b. Normalité asymptotique
Soit un processus défini par (3.23), tel que les variables aléatoires ¢; sont de méme distri-

bution vérifiant la condition (3.15). On suppose que
p .
Gz) =1-) ¢:iz' #0, |2| <1
i=1

ou z est 'opérateur de translation retard, alors X; défini par (3.23) admet une solution

stationnaire, de la forme

X, = ZCjeEt_j, teZ
j=1
avec o
Y=o <1
= (2)

On suppose 'existence de la suite <£(”) = (éﬁ”), e (Eé")), n > 1, des estimateurs des coeffi-

cients de la régression vérifiant :

d(n) (&W . ¢) =S (3.24)

ou S est une variable aléatoire non dégénérée et d(n) — oo.

Pour cette suite d’estimateurs on définit la suite des résiduels estimés éﬁn) par

p
égn) :Xt—z¢§n)Xt_j7 t:p—i—l,,n
j=1

Alors

P

& — éin) = Z((%n) - ¢z‘)Xt—i

i=1
Resnick et Starica [78] ont appliqué lestimateur de Hill pour I’échantillon

g™ 1 &1 et ont obtenu le résultat suivant.

5 PIEEED)
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

Théoreme 3.8. Supposons que

- la distribution G|o| € 2RV (=B, p) et vérifie (3.15).

- il existe une suite d(n) — 400 et une variable aléatoire non dégénérée S, telles que (3.24)
est satisfaite.

- la suite intermédiaire k est choisie de sorte que (3.22) soit vérifiée et que

= o(d(n)), pourmn — oo

o A 1
log — N|{0,—
< Z |5( |(k:+1 5) 7 < 752)

Alors

3.3.3 Résultat de Ling et Ping (sous le modele ARMA)

Une deuxieme approche pour l'estimation du parametre § est celle de Ling et Peng [63]
ou l'estimateur est appliqué pour les résidus, en supposant la condition de variation
réguliere de second ordre seulement pour la distribution des innovations. Cette méthode

donne les mémes résultats que ceux de Resnick et Starica mais avec une variance plus petite.

On considere le processus linéaire (X), de type ARM A(p, q) défini par :

p q
Xi=> X+ ) vigite, teL (3.25)
=1 =1

ol p, ¢ sont des entiers positifs et (¢;), une suite de variables aléatoires i.i.d de distribution

continue GG vérifiant ;

Conditionl : .
Gltx) _ 8. 25050
lim — =ce|0,1]
t—oo GI(t) + G(—t)
On note ¢(z) =1 — 12 — ... — 2P, P(z) =1 — 12 — ... —P,29, ol z est Popérateur de

translation retard.



CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

Condition 2 : On suppose que les racines de ¢(z) et 1(z) sont a Uextérieur du cercle unité
et qu’il n’y a pas de racines communes. On peut donc représenter (3.25) par

oo

Xt:ZCj&g_j , teZ

J=0

avec ¢~ H(2)Y(2) = Y. ¢zl et ¢ = O(p!) ou p € (0,1). Soient (n + p) observations
i=0

X_pi1, X_pi2, -, Xo, X1, ..., X, et notons par (ggl, ey ggp) et ({ﬁ\l, ...,{D\q) les estimateurs res-
pectifs de (¢1, ..., ¢p) et (Y1, ...,1,) avec

~ ~

et
NLD si f>2

d, = i %
(logn) st 0,2]

Les résidus sont donnés par :

P q
g = Xy — E GiXi—i — E Vi€t
i=1 i=1

L’estimateur de Hill appliqué aux résidus est défini par :

k ~ -1
~ 1 E(k+1)
= _E log —E+D)
’ (k i=1 > £6)

olt £y < ... < &y sont les statistiques d’ordres de &, ..., &,.

Théoréme 3.9. (Ling et Peng [63])

Supposons que :
k
1. — =0 et quil existe ly,l; € [0,1] tels que k € (n',n't) pour n assez grand.
n

2. les racines de ¢(z) et ¥(z) sont a lextérieur du cercle unité et qu’il n’y a pas de

TGCINES COMMUNES.

3. les conditions (3.26), (3.27) sont vérifiées.
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CHAPITRE 3. Estimateur de Hill sous dépendance

4. G € 2RV (—B,p) et sa fonction auziliaire g est telle que

lim \/Eg(%) =0 € (—00,00).

n—o0

Alors
o3?

2

VE(G - 8) -5 N(-

Dans le cas ou f > 2, la condition (3.27) est vérifiée pour les estimateurs de ¢ et 1
obtenus par la méthode des moindres carrés. Si 8 €0, 2], cette condition est vérifiée pour
les estimateurs donnés par Davis [23] basés sur les méthodes de Gauss-Newton et de M-

estimateurs.
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Chapitre 4

Estimateur de Hill sous dépendance

faible

4.1 Introduction

Les coefficients de mélange sont souvent difficiles a calculer et certains processus ne vérifient

pas la condition de mélange, a titre d’exemple le processus AR(1) défini par :
Xn = QOXn—l + €n,

ou (g,)n sont des innovations indépendantes de méme distribution de Bernouilli de pa-
rametre 5. Andrews [1] a montré que si 0 < |p| < %, alors le processus (X,), n’est pas
fortement mélangeant.

Ce qui a motivé Doukhan et Louhichi [36] & introduire un nouveau concept de dépendance,
plus général et qui est moins restrictif que les différentes notions du mélange. De nombreux
articles et ouvrages traitent de cette dépendance et de ses applications (voir Dedecker et
al. [30], Louhichi [65], Prieur [74, 73|, Bardet et al. [4]).

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique de I'estimateur de Hill,
sous cette nouvelle notion de dépendance avec des observations provenant d’un processus

linéaire avec des innovations 7.7.d. L’approche qu’on utilise est identique a celle de Rootzén

[80].
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CHAPITRE 4. Estimateur de Hill sous dépendance faible

4.2 Dépendance faible

Pour un processus stationnaire, la dépendance faible au sens de Doukhan et Louhichi (voir
Doukhan et Louhichi [36]) est mesurée en termes de covariance de fonctions du passé et du
futur, i.e., cov(h(” passé€”), g(” futur”)). Sous certaines conditions sur h et g, cette covariance

est assez petite quand la distance entre le "passé” et le "futur” est suffisamment grande.

4.2.1 Définition

Définition 4.1. (Doukhan et Louhichi [36])

+o00o

Soient £ = |J £P, ou £P est la classe de fonctions de RP dansR et ¥ : £x £ xN? - R, .
p=1

La suite (X,,), est dite (e, £,W)—faiblement dépendante si

Vr € N,Vu,v € N  V(h,g) € £% X LY, Vip < ooo. <y Uy +7 < J1 < oot < Jy.

Cov(h(Xiy, ... Xi), 9( Xy, o, X)) < Y(h,g,u,v)e,

ol € = (€ )ren une suite décroissante vers zéro.

La fonction ¥ est définie par

V(h,g,u,v) = c(u,v)pu (Lip(h), Lip(g))

ot p est une fonction localement bornée sur R2 et ¢ est une fonction définie sur N*. La
constante de Lipschitz de h est donnée par :
h(x) —h
Lip(h) — sup 11@) = 1)
a2 7=yl
ot 01 = [lz — ylh = D201, | — wil.
Selon le choix de la fonction ¥, on obtient les différents coefficients de dépendance 7, K, A
et ¢, pour plus de détails nous renvoyons a Dedecker et al. [30].
Pour h et g bornées et Lipschitziennes par rapport a la distance d;, on définit :

- le coefficient n correspondant a la fonction :
U (h, g,u,v) = ullgll Lip(h) + v [hll Lip(g)
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CHAPITRE 4. Estimateur de Hill sous dépendance faible

- le coefficient A\ correspondant a la fonction :
U (h, g,u,v) = ullg|l Lip(h) + v || Lip(g) 4+ uvLip(h) Lip(g)

Pour la définition des coefficients s et (, on a besoin de la classe de fonctions Lipschiti-
ziennes non nécessairement bornées; dans ce cas, on suppose que les variables sont L!-
intégrables.

- Le coefficient k correspond a la fonction :
U (h,g,u,v) =wvLip(h)Lip(g)
- Le coefficient ¢ correspond a la fonction :
U (h,g,u,v) = min(u,v)Lip(h)Lip(g)

Pour le coefficient de dépendance €, on suppose que les fonctions h et g sont respectivement
bornées et Lipschitziennes et les variables L!-intégrables.

-Le coefficient 6 correspond a la fonction :
U (h, g,u,v) = v ||kl Lip(g)

Remarque 4.1. (Doukhan et Louhichi [36])
Remplacer £ par la classe des fonctions bornées donne lieu aux suites fortement

mélangeantes avec V(h, g,u,v) = 4| | |9l et & = .

4.2.2 Exemples de processus faiblement dépendant

a. Schéma de Bernoulli avec des innovations indépendantes
Doukhan et Louhichi ont donné les propriétés de dépendance faible des schémas de Ber-

noulli avec des innovations indépendantes.

Définition 4.2. Soient ((;), une suite i.i.d de variables aléatoires réelles et H : R — R

une fonction mesurable. La suite (X,), définie par :
Xy =H ((C—j)jez), t€Z
est appelée schéma de Bernoulli (Bernoulli shift).
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CHAPITRE 4. Estimateur de Hill sous dépendance faible

Si
sup E|H ((Gi—j)jez) — H ((G—j1(j1<r))ien) | <6,

teZ

ou 4, est une suite positive tendant vers zéro, alors le schéma de Bernoulli (X}), est un

processus stationnaire, n-faiblement dépendant avec 7, < 25[z].
2

b. Association

Définition 4.3. On dit que (X,,), est une suite de variables aléatoires associée si
0 <cov(h(Xy,..., Xn),9(X1,.... X)) < o0,

pour toute paire de fonctions h,qg définies de R" — R, croissantes coordonnée par coor-

donnée.

- Si (X,),, est une suite stationnaire de variables aléatoires réelles associées et centrées,
alors elle est A— faiblement dépendante avec A\, = O (sup |cov(Xo, Xt)\)
t>r

- Si un processus est gaussien associé avec lim |cov(Xy, X¢)| = 0, alors il est k— faiblement
t—o00

dépendant avec : k, = O(sup |cov(Xg, X3)]).
t>r

c. Processus moyenne mobile
Soit un processus linéaire causal ou non causal (X;), défini par I’équation

o0

X, = Z cjg—j, tE 7z

j=—oc

avec (cj); € RZ et (g,), est une suite de variables aléatoires i.i.d centrées.

Le processus (X;), est n—faiblement dépendant, si

e 1
¢; =0 (57" avec fi > o, (4.1)

1
de plus, on a n, = O ( _1) (voir Doukhan et Neumann [38]).

r4Tz
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CHAPITRE 4. Estimateur de Hill sous dépendance faible

d. Processus GARCH (p,q) et ARCH(c0)

Définition 4.4. Soient ((;), une suite de variables aléatoires i.i.d et (X;), un processus

GARCH (p,q) donné par les relations suivantes
P q
X, =pC;  avec p?=ap+ Z antQ_j + Z bjpf_j, teZ (4.2)
j=1 j=1

ot (p,q) € N* ag > 0,a; >0 etb; >0 pour j € N.

Définition 4.5. Soient ((;), une suite de variables aléatoires i.i.d et (X;), un processus

ARCH (c0) défini par :

Xy = piGy  avec P? = by + Z ijtZ—j (4.3)

J=1

ot bj ZO

On suppose qu'’il existe m > 2 tel que F(|(y|™) < oo et que la condition de stationnarité
1Coll2 - S25% [br] < 1 est vérifiée.

- S'il existe C' > 0 et u €]0, 1] tels que Vj € N,0 < b; < Cu7, alors le processus (4.2) est
n—faiblement dépendant avec 1, = O(e~*V"),c > 0.

- Sl existe C' > 0 et v > 1 tels que Vk € N,0 < b, < Ck™", alors le processus (4.3) est

n— faiblement dépendant avec 7, = O (r=**1).

e. Processus de Volterra non causal

Définition 4.6. Soit (¢;), une suite de variables aléatoires i.i.d. Le processus de Volterra

est défini par :
X =3V avee V= > a5y tEZ (44)
J=1 J1<j2<...<jp

i) € R pour p € N*.

.....
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oo

Supposons que > > |aj,..;|" ElG|™ < oo avec m > 0 et qu'il existe py € N* tel
p=0j1<j2<...<Jp

que aj,,..;, =0 pour p > po.

Siaj,,.5, = O (lrglagﬂ Ji ]‘“) avec u > 0, alors le processus (4.4) est n— faiblement

dépendant avec n, = O ( > (voir Doukhan et Neumann. [38]).

7’}1«“'1

4.2.3 Propriété d’hérédité

Les coefficients de dépendance ont une propriété d’hérédité,i.e., si la suite (X;); est
n,k, A ou O faiblement dépendante, alors Vh : X — R (X un espace polonais) une
fonction Lipschitizienne, (h(X¢)): est aussi faiblement dépendante. On peut avoir aussi
cette propriété avec des fonctions qui ne sont pas Lipschitiziennes mais vérifiant certaines

conditions spécifiques données par la proposition suivante.

Proposition 4.1. (Dedecker et al. [30])
Soit (X)), une suite de variables aléatoires a valeurs dans R®. On suppose qu’il existe une
constante C' > 0 telle que max ||X,-||p < C avec p > 1. Soit h une fonction de R® — R

veérifiant :

h(0) = 0 )
Vo,y € R% Ja € [1,p[ et ¢ >0, |h(z) — h(y)| < clz —y| (1 + |:ic\a71 + ]y\ail) '

Posons Y,, = h(X,,), alors
Si (X)), est n- faiblement dépendante (respectivement A, 0-faiblement dépendante), alors

(Y,), Uest aussi, avec
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4.3 Normalité de ID'estimateur de Hill sous

dépendance faible

Soient X1, X, ..., X, des observations provenant d’un processus linéaire stationnaire défini
par (3.13) et notons X1y > X9y > ... > X, les statistiques d’ordre correspondantes.
Rappelons que l'estimateur de Hill du parametre £ = 1/ basé sur les k plus grandes

observations est donné par :

_ 1 X
§p = EZIOg X (4.6)

Supposons que la condition (4.1) est satisfaite, alors (X;); est n— faiblement dépendante,

i.e., pour une suite monotone n = (7, ), en décroissante vers zero et pour (h,g,u,v) €

L£? x N?:

Cov(h(Xiy, -, Xi, ), 9( X5 o X5,)) < (ullgll Lip(h) + v |l Lip(g))m,, (4.7)

17 °°

pour tous i1 < ... < iy < iy + 1, < J1 < .... < J, et [, une suite d’entiers. £ est la classe

des fonctions définies sur R", Lipschitziennes et bornées.
1

)7 B>

Dans ce cas le coefficient 7, vérifie 1, = O( 5

=
L’estimateur de Hill s’écrit en fonction du logarithme des observations initiales X, prove-
nant d’un processus 7 -faiblement dépendant. Pour montrer la normalité asymptotique de
cet estimateur, on s’intéresse tout d’abord a la dépendance faible de la suite (Y;); définie
par Y; = log X;. Sous certaines conditions et malgré le fait que la fonction logarithmique
ne satisfait pas la condition (4.5), on montre la propriété d’hérédité de (Y;); relativement

a la n-dépendance.

Lemme 4.1. Soit (X;); une suite stationnaire de wvariables aléatoires n-faiblement
dépendante telle que 3C > 0 telle que | X, |, < C avec p > 1, alors le processus (Yy):
défini par Y; = log X; est aussi n-faiblement dépendant, avec

p

m(Y)=0(mn)
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Preuve :
Soient x = (z1,...,xx) € R¥ et z) = (x(lM), o xggM)) deux vecteurs ot #™) = min(z, M),

pour M > 0. Soient (f,g) € £, x £y, X; = (Xiy, ., Xi,) et Xj = (X, .., X;,), (u,v) € N2,

On considere deux fonctions F' et G définies respectivement par

F:R* 5 Ret G:R"* = R avec

F(X;) = f(h(X3,), - h(X,)) , FOD(XG) = F(RXD), (X))

21

G(X;) = g(h(X},), ..., h(X,,)) , GM(X;) = g(h(X™), .. h(Xx™Y)

J1

con(F(X0), G = [eon(F(X0),G(X;) = GO(X;) + GON(X,))
< Jeou(F(X,), G(X,) — GM(X))] + eon(F(X) — FM(X,), GOD(X,))|
+ |cov(F(M)(Xi), G(M)(Xj))|
On peut majorer le premier terme de la fagon suivante
|cov(F(X,),G(X;) = GM(X))| < |B(F(X)(G(X;) - GM(X5)))]
+|E(F(X)E(G(X;) - GY(X;))]
2| flle B](G(X;) = GUV(X;))]

IN

avec || fl, = sup; | f(t)].

De la méme maniere, on a
lcov(F(X,) - FM(X,),G(X,))| < 2]lgll.. E|(F(X,) — FM(X)]
On obtient

o (F(X), GO < 201f . B[(GOX) — GO0 +2 gl B (F(X) — FOD(X)|
+ |cov(F(M)(Xi), G(M)(Xj)){

E|(G(X;) — GM(X))| = E‘g(longl,-.-,long)—g(long),.--,logXﬁ@)‘
< (Lipg)ZE(llongl—longﬂM)‘)
=1
< (LipgoE ‘(log X;, — log M) 1(le>M)‘
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En utilisant le fait que : logz — logy < i(m —y) V(z,y) € R* avecz >y, on a
On a :

E|(G(X;) - G(M)(XJ))} < (Lipg)%E ’(le - M) 1(le>M)‘
< (Llpg) (| |1<le>M>>
< (Llpg) <| Ilfpllel”l(ijM))’ p>1
< (Lipg)~-M'"Fcr

M

De la méme maniere,
E|(F(X;) = FU(X)| < (Linf)5; =M
Comme (X); est n— faiblement dépendante, on a
|cov(FM(X;), GM(X))] < (u]|[FM|  (LipG™)) + o |G| (LipF™))) p,
La fonction h(x) = log x est différentiable dans [M, +oc[, (M > 0), donc
1 1

Liph = sup Hh(x)= sup S
TE[M,+o00| T€[M,+o0| xr M

On en déduit que

LipF™ = sup F'®™(z)= sup (f(h(:vl),h(xg),...,h(:vu)))':iLipf

z€[M,+o0| z; €[M,+00] M

De méme LipGM) < %Lipg.
De plus, on a HF(M)HOO < || fllo et HG(M)”OO <l9lloo

|cov(F(X3), G(X5))]

IN

2|1l <Lﬂw>§§wﬂfPCW-%zugu (Lipf) M "C?
# (w1 <umwwmn]wmw0

C
< (lflle (L) + ol Lin) (35 + 7.

En choisissant M = nr , on obtient

coo(F(X:), GX,)| < (ullf L (Ling) + v gl (Linf)) (207 + 1y

(Y3): est donc n—faiblement dépendante avec 7,(Y) = O (n,?j)
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4.3.1 Généralisation des résultats de Rootzén

Nous allons maintenant généraliser le lemme 3.2 de Rootzén au cas de variables aléatoires
n-faiblement dépendantes.
Soient (pn), et (rn), deux suites d’entiers vérifiant (3.9) et supposons que la suite ([,),,

introduite dans (4.7) vérifie

1
L, n e 1
lim — =0, lim — =0et lim =0, u>- (4.8)

n—oo N n—oo Ty, n—oo Tn 2

Lemme 4.2. Soit (X;); un processus n—faiblement dépendant vérifiant les conditions

(3.10), (4.8). Si

lim p,(varVy +varWwy) =0 (4.9)
n—oo
Alors
Pn P
> (Vi— E(V;)) —0
i=1
ST (Wi - BWy)) 50
=1
Preuve :
On note L, =V, — E(V,)
it 3° L Pn Dn it L it S Lo .
B SILEEl < BB AT B A B
s=2
Pn
< Z’COU( (L17L27 7Lsfl)7g(Ls))|
s=2

avec

(5

it u

h(Ll,LQ,...,LS_l) = e\ u=l
9(Ls) = et

sin (m;y)‘ < d] alors

En utilisant I'inégalité |e™ — e¥| <

s1—1 so—1 t S1— 1 S27 1
o) bl E S E B R b Bk
. _ . u= = —
B P i R CE e S%? o T2

Yo Ly— > Ly
u=1 u=1
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i

De la méme maniere, Lipg < 5
En utilisant la dépendance faible (4.7) et du fait que V, est définie par un groupe de

variables aléatoires séparées par [, avec n tres grand, alors

Pn
Z lcov(h(Ly, Lo, ..., L—1), g(Ls))| < (pn — 1)((s — 1) Liph + Lipg)m,
s=2
t
< (pn— 1)5%77% — 0, quand n — oo

Soient ¢reteyr, respectivement les fonctions caractéristiques de L =Y ' L, et L.
D’apres le dernier résultat, on déduit que lim ¢ (¢) = lim (¢, (¢))P".
n—o0 n—oo

En utilisant le développement de Taylor de ¢, on obtient

2
61, (1) = 61,(0) + 10}, (0) + 5 61, (0) + o(#?)
avec ¢L1 (O) =1, ¢ILl (0) =0, ¢/I/11 (0) = —varV;.

t2
lim ¢, (t) = lim exp{ip, In(1 — EUW% +o(t*))}
n—oo

n—oo

En vertu de 'hypothese (4.9), on a : lim p,varV; =0 et donc lim ¢ (t) = 1.

n—o0 n—oo

p7L
Ceci implique que Y ' L, —% 0. Par conséquent S (Vi — E(V;) 0.
=1

Mn
On procede de la méme maniere pour montrer » | (W; — E(W;)) 0.

i=1
En utilisant I'approche de Rootzén, nous allons étudier la normalité asymptotique de
I'estimateur de Hill lorsque les observations sont issues d’un processus linéaire faiblement
dépendant au sens de Doukhan. Pour cela, nous commencons tout d’abord a étendre le
théoreme 3.3 pour des variables n-faiblement dépendantes. Ensuite on ’appliquera par la

suite au processus (Y;), défini par Y; = log X;.

On rappelle tout d’abord le théoreme de Lindeberg (Voir Billingsley, th 7.2 [11]) qui est

essentiel pour la démonstration de notre résultat.
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CHAPITRE 4. Estimateur de Hill sous dépendance faible

Théoréme 4.1. (Lindeberg)
Supposons que X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes telles que :
E(X,) = p, < o0 et Var(X,) = 02 < oo . On pose

n

T, = Z(Xz — i), s2=VarT, = zn:af
i=1

=1
Si, Ve > 0
1
Jim 52 Z_; E{(X; — 1)1 x,—pj> es) } = 0
Alors
T,
4y N(0,1)
Sn

Théoreme 4.2.
Soit (Yi): une suite stationnaire n-faiblement dépendante, sous les conditions du

théoréme3.3 et si la condition lim p,(any, + =) = 0 est remplacée par (4.8), alors la
n—oQ

convergence (3.12) reste vraie.

Preuve : Soient

Ll —

Bn = 7 ¢(Yz - un)
k i=1 "
B(.) = TEW(Y: — u,):)

On partage (Bn)n en deux suites (Z;); et (W;), définies dans (3.11), les variables
Zyy Ly ..y Z, (respectivement Wy, Wa, .., W,,) sont indépendantes.

<Aﬁn)l (Bn - E(Bn)> = ,,; (Z; — E(Z)) + m; (Wi — E(W;))

La suite (Y}); est n-faiblement dépendante et vérifie la condition (4.8). En utilisant le lemme
4.2, on en déduit que Zn (W; — E(W,)) Lo.
i=1

Afin de prouver que

I1 suffit de montrer que

SN (2 - B(Z) % N(0,1)

=1
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Pour appliquer le théoreme de Lindeberg a la suite (Z,),,, nous devons vérifier la condition

suivante :
Ve >0, lim p,F {(Z, = E(2)’ L4z1-pz)=0 } =0

Pour ceci, on a besoin de tronquer ¢ (Y; — u,) comme suit :

Pour une suite donnée (w,,), tendant vers I'infini, on pose :

!

Y, = Yilyi<w,) T Walyisw,) 1 <7 <n

et ) = (k)Y u (V)
=1
On a
PnE{(Z1 — E(Z1) (2, B(z1)>0} < 40 (E{(Z] = E(Z1))*1(z—pz)> )} + E(Z — Z1)?)

Les conditions 2, 3 et 5 du théoreme 3.3 étant satisfaites, alors le premier terme tend vers
z€éro car

0< 7 < rpth(wy,) — 0

1
VEN,

De plus, en utilisant le lemme 3.3 de Rootzén et al. [80], on a :

, 2
lim p, E <Zl . Zl> — 0

n—oo

La condition de Lindeberg étant vérifiée, alors

(Aﬁ) ’ (% >0l =) - LBV - unm) 5 N0, 1)

La condition 6 du théoreme 3.3 étant satisfaite, alors

() (% > (¥ = Vi)~ 04 - un>+) 4 N0,

(Voir le théoreme 4.3 de [80]).

Ce qui complete la démonstration.
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4.3.2 Généralisation du résultat de Resnick et Starica

Dans cette partie, considérons (X;); un processus linéaire défini par (3.13) et notons par

F' la distribution de X; et G la distribution des innovations &;.

Pour généraliser le théoreme 3.5 de Resnick Starica, on a besoin de la proposition suivante
donnée par Geluk et al. [47] qu’est une version du théoreme de Karamata pour des fonctions

a variation réguliere de second ordre.
Proposition 4.2. Si F' est une distribution a support sur [0,00), alors

ssi il existe une fonction g vérifiant g > 0,9(t) = 0 quandt — oo et g € RV, p <0

telle que :

ot ¢ est une constante non nulle.

Le résultat suivant est une conséquence du théoreme 4.2 qui nous permettra de déduire la

normalité asymptotique de 'estimateur de Hill.

Corollaire 4.1. Soit (X;); un processus linéaire défini par (3.13) vérifiant (3.16), (3.17),
(3.18) et (4.1). Supposons que F vérifie (3.7), G € RV_g et que les conditions (4.8), (3.21)

sont satisfaites, alors

X(k+1 L

)(u OoTl X4 dz d
1

avec

L (L TR TRl A el
5 ?
5t b

Si de plus, F € 2RV (=8, p) et que sa fonction auziliaire g vérifie (3.22), alors

( Zlo 1) —L5 N(0,A)

k+1 5
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Preuve :

Il suffit de montrer que les conditions du théoreme 4.2 sont satisfaites.

Remarquons que si X € RV_g, alors E(X?) < oo, Vp < f5.

Si de plus, X est positive, alors E(||.X||,) = E(Xp)% <C,Vpoul<p<p.

En utilisant (3.16),(3.17) et (4.1), (X3); est n-faiblement dépendant et a variation réguliere.
En appliquant le lemme 4.1, (Y;); est aussi n-faiblement dépendant avec Y; = log X; et
1<p<pB.

Notons que si on choisit la suite (u,), telle que u, = logb (%), alors (3.10) est vérifiée et
d’apres (3.21), il existe deux suites (r,,), et (w,), vérifiant les conditions du théoréme 4.2
(voir [78]).

En appliquant le théoreme 4.2 au processus Y, = log X,, et en prenant u, = logb(%), on

k
k(1 ( X ) n X1 d
— | = g log — | log ——~ — N(0,1)
An (k = Xkt k b(%) .

=1

en déduit que

D’apres le lemme 3.3 de Resnick et Starica [78],

22 > lerl” Alejril”)

1 -
Ap = A= — 14 2? lkooo ,  quand n — oo
P S lel?
k=0
et done
k
1 n X1 d
— ——F 11 — N(0, A
i= k? N
r X d
Zl og —/”P e SR [ QNS OBY (4.10)
=1 X(k—H

)

Comme F € 2RV (—43, p) et en vertu de la proposition 4.2

FEwdr_ 1
im * F(t) * g =c
=0 70
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ol g est la fonction auxiliaire de F'.

Par conséquent,

F(t)t r f
il [ ™| Vil
|7 4 F) 5 | ~ Viego(})
@)

n
En remplacant x par s.b (E)’ la derniere intégrale devient

{aqmy [T - 5) =Ry

Vk (%7P ( Xﬁ > s) % — l) ~ \/Ecg(b(%))
(%)

=

Comme
(4.10) s’écrit donc comme suit

1 b X(Z‘) 1 1 n X1 dx d
vk [E;log Xy 3] Vi {B _/EP (b (%) ] x) 7] e

Alors,

1 X 1
\/E[—Zlog ® ——] —L5 N(0, )
=1

Ce qui termine la démonstration.
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Conclusion et perspectives

La derniere partie de ce mémoire est pour nous l'occasion de revenir sur les principales
étapes de la recherche que nous avons présentées, d’en discuter quelques points et pers-
pectives importantes et de décrire les développements en cours. Peut étre cette these a
t-elle atteint, au moins, les objectifs qu’elle visait a 'origine. Mais il convient de conclure
également, qu’on n’a pas épuisé le champ des possibilités et sur certains points, elle a
I’avantage d’ouvrir des pistes d’exploitation.

La problématique fondamentale de cette these était de montrer que les résultats existant
sur le comportement asymptotique de I'estimateur de Hill obtenus dans le cas dépendant
du type mélange intense ou provenant d’un processus stationnaire pouvaient étre étendus
a la dépendance faible au sens de Doukhan. Nous avons montré la normalité de cet estima-
teur, sous dépendance faible et sous des hypotheses moins restrictives. Le résultat obtenu
est une généralisation des travaux existant dans la littérature.

Aussi, a long et court terme, il serait intéressant d’étendre ce travail a de nouvelles pers-
pectives que nous listons ci-apres :

1- Etudier les propriétés des autres estimateurs cités dans le deuxieme chapitre (Pickands,
Dekkers-Einmahl-De Haan, estimateur de Hill négatif,...) sous dépendance faible.

2- Se pencher sur la consistance forte et faible de I'estimateur de Hill.

3- Etudier le comportement asymptotique de 'estimateur de Hill sous données censurées
dans un premier temps dans le domaine de Fréchet et ensuite dans les autres domaines.
4- Au cours du dernier chapitre nous avons travaillé avec le processus M A(oo) mais il serait
aussi possible d’appliquer 'estimateur de Hill & d’autres processus faiblement dépendants.
5- Réfléchir sur la réduction de la variance asymptotique de l'estimateur en adoptant la
méthode de Ling et Peng dans le cas de processus autorégressif.

6- Elargir I’étude au cas multivarié.
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