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Introduction générale 

     Parmi les récents développements des techniques pour l’Automatique, l’introduction de 
nouveaux formalismes  tels que la logique floue, a suscité  un intérêt sans cesse croissant  
depuis les années soixante-dix. Il suffit de voir les nombreuses applications industrielles qui 
en découlent et de consulter l’abondante littérature sur le sujet pour s’en convaincre. 

     L’intérêt de la logique floue réside dans sa capacité de traiter l’imprécis, l’incertain et le 
vague. Elle est issue de la capacité de l’homme à décider et agir de façon pertinente malgré  le 
flou des connaissances disponibles  a été introduit dans le but d’approcher  le raisonnement 
humain  à l’aide d’une représentation adéquate des connaissances. Aussi, le succès de la 
commande de la logique floue trouve en grande partie son origine dans sa capacité de traduire 
une stratégie de contrôle d’un opérateur qualifié en un  ensemble de règles linguistiques “si ... 
alors....”  facilement interprétable.  

     L’utilisation de la commande  floue est particulièrement intéressante lorsqu’on ne se 
dispose pas de modèle mathématique précis du processus à commander ou lorsque ce dernier  
présente de trop  fortes non linéarité ou imprécisions. Cependant, beaucoup de travaux relatifs 
à la commande de systèmes mono variables ont été reportés dans la littérature, on ne trouve, 
en comparaison, que très peu d’articles sur la commande floue multi variable. Ceci n’est  
guère surprenant étant donné que le nombre de règles est une fonction exponentielle des 
variables en entrée du contrôleur flou.    

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres articulés comme suit : 

     Le premier chapitre introduit les concepts de base nécessaires à la bonne compréhension 
de la logique floue et pour cela ce chapitre est principalement consacré à la théorie des 
ensembles flous et le principe de la commande floue est ensuite abordé en présentant les 
différents types de régulateurs flous et en explicitant les éléments constitutifs de chaque type.  

      Le deuxième chapitre traitera la modélisation des bras manipulateurs à structure ouverte 
simple. Ainsi que l’application de quelques lois de commande classique et des simulations sur 
un bras manipulateur à deux degré de liberté (2ddl). 

      En premier temps nous avons essayé de faire la conception d’un contrôleur flou pour la 
commande d’un bras manipulateur à 2ddl, malheureusement, on n’a pas pu trouver de bon 
résultats, pour cela  le troisième chapitre sera consacré à l’application de la commande floue à 
un autre système non linéaire à savoir le pendule inversé.  

      En fin dans le quatrième chapitre on va essayer de montrer une animation avec la réalité 
virtuelle qui nous donne le comportement du bras pendant la simulation. 
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I.1.Introduction 

L’objectif  de ce chapitre est de présenter les notions principales de théorie de la logique floue, 

ainsi que la commande floue. D’abord, nous présentons quelques concepts de base de la logique 

floue ainsi que leurs applications pour la synthèse d’une commande floue. Les éléments de base 

d’un régulateur par logique floue, les différents types de régulateurs flous, ainsi que leurs 

avantages et leurs inconvénients seront donnés. 

I.2.La logique floue aujourd’hui  

     La logique floue, dans la plupart des applications, permet de prendre en compte toutes sortes de 

connaissances qualitatives des concepteurs et de l’operateur dans l’automatisation des systèmes. 

Elle suscite un intérêt médiatique depuis les années 90. Les nombreuses applications dans 

l’électroménager et l’électronique grand public réalisées notamment en Japon en ont été l’élément 

déclenchant. Machines à laver sans réglage, caméscopes anti-bougé et de nombreuses autres 

innovations ont fait connaitre le terme « LOGIQUE FLOUE » à un large public. Dans le domaine 

l’automobile les transmissions automatiques, les contrôles d’injection et d’ante-cliquetis, l’air 

conditionné sont réalisées sur des véhicules de série grâce à la logique floue. Dans le domaine de 

processus de la production, continue et par lots, et dans les automatismes (qui nous intéresse 

essentiellement ici) les applications se sont également multipliées. La logique floue s’y développe 

car il s’agit d’une approche essentiellement pragmatique et efficace. On dit parfois qu’elle permet 

de systématiser ce qui est du domaine de l’empirisme, et donc difficile à maitriser. La théorie des 

ensembles flous forint une méthode pertinente et facilement réalisable dans les applications temps 

réel; elle permet de transcrire et rendre dynamique les connaissances des concepteurs ou des 

operateurs. 

    Cet aspect adaptable et universel de la logique floue permet de s’attaquer à l’automatisation des 

procédures telles que la mise en route, le réglage des paramètres pour lesquelles peu d’approches 

existaient auparavant. 

I.3.Historique de la logique floue 
 Apparition de la logique floue 

Le terme d’ensemble flou apparait pour la première fois en 1965 lorsque le professeur Lotfi 

A.Zedah, de l’université de Berkeley aux USA publie un article intitulé ‹‹Ensembles flous›› (Fuzzi 

sets). Il a réalisé depuis de nombreuses avancées théoriques majeures dans le domaine et a été 

rapidement accompagné par de nombreux chercheurs développant des travaux théoriques. 
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 Premières applications  

Parallèlement, certains chercheurs se sont penchés sur la résolution par la logique floue de 

problèmes réputés difficiles. Ainsi en 1975, le professeur Mamdani à Londres développe une 

stratégie pour le contrôle des procédés et présente des résultats très encourageantes qu’il à obtenus 

sur la conduite d’un moteur à vapeur. En 1978, la société Danoise F.L.Smidth réalise le contrôle 

d’un four à ciment. C’est la première véritable application industrielle de la logique floue. 

 Essor 
C’est au Japon, ou la recherche n’est pas seulement théorique mais également très applicative, 

que la logique floue connait son véritable essor. A la fin des années 1980, c’est un véritable boum 

qu’il fait parler. Les produits grand public, machines à laver, appareils photographiques et autres 

caméscopes estampillés ‹‹fuzzy logic›› ne se comptent plus. 

Dans l’industrie, le traitement des eaux, les grues portuaires, les métros, les systèmes de 

ventilations et de climatisation sont touchés. En fin des applications existent dans des domaines 

très différents tels que la finance ou le diagnostic médical. 

A partir de 1992, c’est en Allemagne que des applications apparaissent en grand nombre ainsi qu’à 

une moindre échelle aux USA.  

I.4.Théorie de la logique floue 
Les compréhensions de l’univers dans lequel nous évoluons sont généralement imparfaites dans 

la mesure où elles peuvent être entachées d’incertitudes et/ou d’imprécisions, ne serait-ce qu’à 

travers la perception que nous en avons. Or, nous pouvons constater que l’homme intègre 

naturellement ces imperfections dans la vie de tous les jours, en particulier au niveau de 

raisonnement et de la décision. L’idée du professeur Lotfi A.Zadeh [Zadeh, 65], en 1965, à travers 

le nouveau concept ensembliste d’appartenance graduelle d’un élément à un ensemble, a été de 

définir une logique multi évaluée permettant de modéliser ces imperfections c’est à dire prendre 

en compte les états intermédiaires entre le tout ou rien. L’utilité de cette approche peut être 

illustrée de la manière suivante :   

Une température de 10°C, pour un humain, est généralement considérée comme froide ; une 

autre de 40°C est qualifiée de chaude. Si chacune de ces valeurs appartient à une catégorie 

(ensemble) bien définie, qu’en est-il pour des valeurs intermédiaires ? Une réponse intuitive 

consiste à affirmer qu’elles appartiennent à une ou deux des catégories précédentes avec des 

niveaux ou des degrés (normalisés) différents. On évite ainsi des transitions brusques entres 

différentes catégories, comme cela est le cas en logique binaire (figure.1). Il semble en effet 
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I.5. Les concepts 
    Le concept de la théorie des sous-ensembles flous, s’appuie sur la notion de degré 

d’appartenance d’un élément à un sous-ensemble flou. Tandis que les ensembles traditionnels sont 

caractérisés par une fonction d’appartenance notée X, (également appelée fonction caractéristique) 

définie sur {0,1}, les sous-ensembles flous sont, eux, caractérisés par une fonction d’appartenance 

notée µ défini sur [0,1]. 

    En d’autres termes, dans le langage ensembliste classique, un élément appartient ou n’appartient 

pas à un ensemble tandis qu’un élément appartient à un sous-ensemble flou avec un certain degré 

(éventuellement nul). En résumé, pour un sous-ensemble A défini sur un univers de discours U, on 

peut écrire : 

              A sous-ensemble classique : fonction caractéristique    XA : U→ ሼ0,1ሽ                  
            A sous-ensemble flou          : fonction d’appartenance  µA : U→ ሾ0,1ሿ  

    Par extension, ce nouveau concept définit une logique multi évaluée qui apparait comme une 

génération de la logique binaire. Nous allons maintenant définir un certain nombre de termes 

propres au domaine de la logique floue auxquels nous pourrons référer [Lee, I, 90], [Buhler, 94], 

[Passino, Yurkovich,  98]. 

I.5.1. Sous-ensemble flou 
    Nous venons de voir ce que l’on entend par sous-ensemble où, A sur un univers de discours U, 

est représenté  dans la figure I.2 à travers sa fonction caractéristique µA.  Il peut également être 

décrit par un certain nombre de caractéristiques comme :  

• Son support : 
                                      suppሺAሻ ൌ ሼx∈U / µAሺxሻ ് 0ሽ                          (I.1) 

• Sa hauteur : 
                                  htሺAሻ ൌ supሺx∈UሻሼµAሺxሻሽ                                 ሺI.2) 

• Son noyau : 
                                  noyሺAሻ ൌ ሼx∈U/µAሺxሻൌ1ሽ                             (I.3)               

                        

 

 

 

 

Figure I.2. Représentation d’un sous ensemble flou et principales caractéristiques 

(A) 

µA 

µ 

hauteur (A) 

noyau (A)

support (A)
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    Le concept de sous-ensemble flou a été introduit pour éviter les passages brusques d’une classe 

à une autre et autoriser des éléments à n’appartenir complètement ni à l’une ni à l’autre  ou encore 

appartenir partiellement à chacune.     

    La notion de sous-ensemble flou permet de traiter : 

• des catégories aux limites mal définies (comme « centre ville » ou « ancien »),  

• des situations intermédiaires entre le tout et le rien (« presque noir »), 

• des valeurs approximatives (« environ 2 Km »), 

• des classes en évitant l’utilisation arbitraire de limites rigides (il est difficile de dire qu’une 

maison située à 200 m de la plage en est proche, mais qu’à 210 m elle en est éloignée). 

Remarque  
    Le terme « sous-ensemble » flou provient du fait que celui-ci est considéré comme une partie de 

l’univers de discours U. Dans la littérature, on peut  trouver parfois ensemble flou, qui constitue un 

abus de langage. 

 I.5.2. Variable linguistique 

    Une variable linguistique sert à modéliser les connaissances imprécises ou vagues sur une 

variable dont la valeur précise peut être inconnue. Elle est définie par un triplet (V;U ;TVሻ où V 

représente la variable classique (âge, température,..)  définie sur l’univers de discours  U.  TV  est 

l’ensemble des instanciations possibles de la variable V : il s’agit de sous-ensembles flous repérés 

par leur label Ai : on écrit ainsi TV ൌ ሼA1 ; A2; K; Anሽ. 

Graphiquement, une variable linguistique peut être représentée comme dans la figure I.3 

 

                       

  

                              

  

 

     Un sous-ensemble flou permet de représenter différentes notions, en particulier la spécificité et 

la précision. Ces différentes notions apparaissent dans la figure I.4 : 

 

Figure I.3. Représentation d’une variable linguistique définie comme :   {U, V, TV = {A1, A2, A3, A4}}       

U 

µA 

A2  A3  A4 A1 
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I.5.3. Operateurs de la logique floue 

    Les variables linguistiques sont liées entre elles au niveau des inférences par des operateurs ET 

ou OU sont réalises respectivement par les règles « min » et « max ». Il s’agit d’operateurs de la 

logique floue qui interviennent sur les fonctions d’appartenances représentant les variables 

linguistiques.                    

    Le plus souvent, les operateurs ET ou OU sont réalisés respectivement par les règles « min » et 

« max ». Il ya alors une certaine affinité avec les règles de la logique classique. Cependant, il 

existe un grand nombre de règles pour la réalisation des operateurs ET et OU   qui tiennent compte 

du caractère particulier de la logique floue.                                                                                                         

Soit A et B deux ensembles flous définis dans le référentiel U avec les fonctions d’appartenances 

µA et µB respectivement : 

Définition 1 : (Union)  

    La fonction d’appartenance µA∪B de l’union A∪B, est définie pou tout u∈U par : 

                             µA∪Bሺuሻ ൌMax  ሼ  µAሺuሻ , µBሺuሻ ሽ                                                                  (I.4) 

    Dans le domaine de la commande, le + représente souvent la Max :                                      

                   µAሺuሻ ൅ µBሺuሻ ൌ max ሼµAሺuሻ,µBሺuሻሽ                                                                         ሺI.5) 

Définition 2 : (intersection) 

    La fonction d’appartenance µA∩B  de l’intersection A∩B, est définie pour tout u∈U par :  

                           µA∩B ሺuሻ ൌ min ሼµAሺuሻ, µBሺuሻሽ                                                                                (I.6) 

A= ‘35 ans’ 

Information spécifique et précise

Age

µA 

35 

µA 

Figure I.4. Notions de spécificité et de précision représentées à l’aide de sous-ensembles 
flous 

µA 

Age 

  µA 

35 

A =’environ 35’ 

Information spécifique et non précise 

A =’la trentaine 

Age

Information non spécifique et non précise 

30  40 Age35    40 

A = ‘entre 30 et 30ans 

Information non spécifique et précise



Chapitre I                                                                                                            La logique floue et la commande 

 

  
8   

   

Définition 3 : (Complémentation)  

     La fonction d’appartenance µA  du complément de l’ensemble A, notée A, est définie pour tout 

u∈U par :                  µAሺuሻ ൌ 1‐ µAሺuሻ                                                                                               (I.7) 

Définition 4 : (produit cartésien) 

     Soit A1,….. , An des ensembles flous respectivement définis sur U1,…., Un, le produit cartésien de 

A1,….. , An, est un ensemble flou défini sur U1,…., Un, de fonction d’appartenance : 

                µA1ൈ……ൈAn ሺu1, u2,…unሻ ൌ min ሺµA1ሺu1ሻ,…, µAnሺunሻሻ                  

                                     ൌ µA1 ሺu1ሻ ൈ µA2 ሺu2ሻ ൈ……. ൈµAn ሺunሻ                                                            (I.8) 

Définition 5 : (relation floue) 

    Une relation floue représente le degré de présence, ou d’absence d’une association entre les 

éléments de deux ou plusieurs ensembles flous. Une relation floue d’ordre n est ensemble flou 

défini sur U1ൈ…. ൈ Un par l’expression suivante : 

                   RU1xKxUn ൌ ሼሺሺu1, K, unሻ, UR ሺu1, K, unሻሻ/ ሺu1, K, unሻ∈ U1ൈ Kൈ Unሽ                           ሺI.9ሻ 

Définition 6 : (composition des règles floues) 

    Soit R et S deux relations floues définies respectivement dans UൈV et VൈW.    La composition 

de R et S est un ensemble flou, symbolisé par R°S, de fonction d’appartenance : 

                    µR°S ሺu, wሻ ൌ ሼሾሺu, wሻ, SUPሺµRሺu, vሻ*µSሺv, wሻሻሿ,u∈U, v∈V, w∈Wሽ                       ሺI.10ሻ 

I.5.4. Fonction d’appartenance 
Afin de permettre un traitement numérique des variables linguistiques dans la prise de 

décisions floues sur calculateur, une définition des variables linguistiques à l’aide de fonctions 

d’appartenance s’impose. Dans ce contexte on associe à chaque valeur de la variable linguistique 

une fonction d’appartenance désignée par µA(x), qui sera désignée par le degré ou le facteur 

d’appartenance. Il est à noté que l’ensemble des éléments de x pour lesquels µA(x)>0, est appelé 

« support de A ». Le plus souvent on utilise pour les fonctions d’appartenance les fonctions 

suivantes : 

 Fonction triangulaire :                                  
                                                            
                                                            

                                              

    µ(x) 

x c 

b 

a 
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       Elle est définie par trois paramètres {a, b, c}qui déterminent les coordonnées des trois 
sommets : 

                     µ(x) = Max (min ( ௫ି௔
௕ି௔

 ,1,௖ି௫
௖ିௗ

 ) ,0)                                                                        (I.11) 

 Fonction trapézoïdale :  

 

 

 

                                                      

 

Elle est définie par quatre paramètres  ሼa, b, c, dሽ: 

                 µሺxሻ = Max ሺmin ሺ௫ି௔
௕ି௔

, 1,௖ି௫
௖ିௗ

ሻ ,0ሻ                                                                           (I.12) 

 Fonction gaussienne : 

Elle est définie par deux paramètres  ሼߪ, mሽ : 

                  µሺxሻ ൌ expሺ‐ ሺ௫ି௠ሻଶ
ଶሺ஢ሻଶ

ሻ                                                                                                           (I.13) 

 Fonction sinusoïdale : 

Elle est définie par deux paramètres  ሼa, cሽ : 

                  µሺxሻ = ଵ
ଵାୣ୶୮ ሺି௔ሺ௫ି௖ሻሻ

                                                                                               (I.14) 

I.5.5. Propositions et règle floue 

     Une proposition floue élémentaire est définie à partir d’une variable linguistique ሺV ; U ; Tvሻ 

par la qualification « V  est  A », avec  A appartient à Tv. Par exemple, « taille  de  Paul  est 

MOYENNE » est une proposition élémentaire définie à partir de la variable linguistique :                    

 ሺtaille de Paul, ሼtailleሽ, ሼ…, MOYENNE,…ሽሻ. 

    La valeur de vérité d’une proposition élémentaire « V est A » est égale à µAሺvሻ où v  

correspond à la valeur numérique exacte de V. 

Une proposition floue générale est définie à partir de propositions élémentaires et d’operateurs 

logiques binaires (et, ou, implique) ou un aire (non). Il existe plusieurs méthodes pour calculer la 

valeur de vérité de telles propositions. Nous ne citons ici que les plus communément utilisées.  

x d 

c b 

a 

µ(x) 
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Conjonction : ሺV1 est A1ሻ et ሺV2 est A2ሻ                                      
  minሺµA1ሺv1ሻ, ሺµA2ሺv2ሻሻ                                          ሺLogique de Zadehሻ 
  maxሺሺµA1ሺv1ሻ൅ ሺµA2ሺv2ሻ‐1,0ሻ                              ሺLogique de Lukasiewiczሻ 
 µA1ሺv1ሻൈ µA2ሺv2ሻ                                                         
        
Disjonction : V1 est A1ሻ ou ሺV2 est A2ሻ                                            
 maxሺµA1ሺv1ሻ, ሺµA2ሺv2ሻሻ                                           ሺLogique de Zadehሻ  
 minሺሺµA1ሺv1ሻ൅ ሺµA2ሺv2ሻ,1ሻ                                    ሺLogique de Lukasiewiczሻ 
 ሺµA1ሺv1ሻ൅ ሺµA2ሺv2ሻ‐ µA1ሺv1ሻൈ µA2ሺv2ሻ                ሺLogique Probabilisteሻ 
 
Implication : ሺV1 est A1ሻ implique ሺV2 est A2ሻ                                              
 minሺ1‐ µA1ሺv1ሻ൅ ሺµA2ሺv2ሻ,1ሻ                                  ሺLukasiewiczሻ                
 minሺµA1ሺv1ሻ, ሺµA2ሺv2ሻሻ                                              ሺMamdaniሻ               
 µA1ሺv1ሻൈ µA2ሺv2ሻ                                                         ሺLarsenሻ 
 
Complémentation : non ሺV est Aሻ                                                                  
     1‐µA1ሺvሻ 

    Dans ce qui précède, v, v1 et v2 correspond à des instanciations numériques réelles des variables 

V, V1 et V2.         

    Une règle floue est une proposition floue générale utilisant une application entre deux 

propositions floues quelconques. Par exemple : 

                    ሺV1 est A1ሻ et ሺV2 est A2ሻ implique ሺV3 est A3ሻ 

Ou sous une forme plus linguistique :   

                      Si ሺV1 est A1ሻ et ሺV2 est A2ሻ alors ሺV3 est A3ሻ       

 Activation d’une règle floue 

    Une règle ne peut être activée (i.e. intervenir dans le processus d’inférence) que lorsque la 

valeur de vérité de la proposition floue constituant sa prémisse est nulle. 

I.6. Commande par logique floue 

    Bien que la logique floue possède un champ d’application extrêmement vaste, nous nous 

intéressons ici qu’à son utilisation dans le cadre de la commande. En effet, cette méthode permet 

d’obtenir une loi de commande souvent très efficace sans devoir faire des études théoriques 

approfondies. L’algorithme de commande consiste en une collection de règles floues appelées 

base de règle. Dans cette section nous présentons toutes les bases générales de réglage et de 

commande par la logique floue. 
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    Devant le problème délicat du contrôle et de la commande des systèmes complexes non 

linéaires et multi variables, les outils utilisés deviennent de plus en plus pointus. Un engouement 

certain s’est porté depuis quelques années autour de la logique floue, en parallèle des avancées de 

l’automatique classiques.  

    La motivation primaire de la logique floue est la possibilité d’exploiter la tolérance de 

l’imprécision et de l’exactitude [Jamshidi, 93]. 

    L’idée d’appliquer les techniques floues au domaine de contrôle des processus a été proposée la 

première fois par Zadeh et Change en 1972. Leur démarche reposait sur une approche à la base de 

modèle en utilisant le concept de fonction flou. Les principes de la logique floue ont été appliqués 

en 1974 par  E.M Mamadani à la construction d’un premier contrôleur flou pour une commande 

de vitesse d’un moteur [Mamdani, 74]  

    Mais ce n’est que depuis quelques années que la commande floue à connu, essentiellement au 

Japon, un essor remarquable. Elle a été appliquée à des problèmes aussi divers que la purification 

des eaux, la fabrication du ciment, la marche automatisée d’une rame de métro, etc. [Barrat, 93], 

[Boujahia, 00].  

    L’attitude des automaticiens à l’égard de la commande floue a d’abord été réservée : après 

avoir, pendant des décennies, affirmé la nécessité d’identifier le mieux possible un système pour 

pouvoir construire une commande ayant des performances satisfaisantes, fallait- il faire confiance 

à cette méthode, qui prétendait remplacer les commandes plus au moins sophistiquées, basées sur 

l’identification, par des techniques s’appuyant sur le savoir- faire humain plutôt que sur des 

équations ? 

    Actuellement, cette attitude a évoluée. On peut penser que la commande floue va peu à peu 

prendre place dans la panoplie de l’ingénieur contemporain, sans supplanter les méthodes 

traditionnelles, et quelles constituera un complément précieux dans le cas des systèmes 

difficilement identifiables ou dont les paramètres subissent des variations brutales.  

    Il existe beaucoup d’efforts de recherches réussies pour les applications de la théorie de la 

logique floue aux systèmes à commander. Ces travaux montrent une performance remarquable de 

ce type de régulateur en comparant avec le régulateur PID conventionnel [Barrat, 93], [Lauchlan, 

97]. 
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I.6.1. Principe et réalisation d’un contrôleur flou  
I.6.1.1. Procédé général lors de la conception d’une commande par la  logique 
floue 

    Le procédé à suivre lors de la conception d’une commande par la logique floue est assez 

différent de celui d’une commande conventionnelle. La figure I.5 en montre les étapes principales. 

Généralement, lors de la conception d’un réglage ou d’une commande par logique floue nous 

commençons par une analyse approfondie sur le système à commander, ici il ne s’agit pas d’une 

recherche d’un modèle mathématique, mais il s’agit d’une exploration complète du comportement 

du système vis-à-vis de la variation de la commande, cette exploration peut apparaitre comme une 

description du comportement dynamique du système, qui se fait par des variables linguistiques qui 

peuvent être accompagnées d’une définition par fonction d’appartenance. 

    L’étape suivante consiste à une recherche d’une stratégie de commande, elle comprend la phase 

de fuzzification, les inférences et la défizzification. En suite l’implémentation qui se fait 

généralement sur un PC, elle est suivie par une opération de test sur une installation réelle qui 

comporte bien sur le système à commander. 

    Finalement afin de trouver un comportement convenable, le changement de la stratégie de 

commande en plusieurs passages est très indispensable.    

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

I.6.1.2. Propriétés d’une commande par logique floue  

    Les propriétés essentielles d’une commande par logique floue peuvent être résumées de la 

manière suivante : 

Figure I-5 : Procédé général lors de la conception d’une commande par logique floue  

 Etude et description du système à régler 

Détermination de la   stratégie de réglage 

     Implémentation 

Test sur l’installation 

Modélisation de la stratégie de réglage 
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 Mesure de plusieurs grandeurs : la grandeur à régler et d’autres grandeurs caractérisant le 
comportement dynamique du système à régler, 

 Comportement non linéaire du système, 
 Aptitude à commander convenablement surtout des systèmes avec un comportement 

dynamique compliqué, dont la modélisation est difficile, 
 Connaissance approximative des paramètres du système à commander. 

La détermination de la stratégie de commande représente l’étape la plus importante, lors d’une 

conception d’une commande par logique floue. En effet, cette dernière contient la détermination 

de plusieurs paramètres. L’ensemble de ces derniers est très important, nombre et forme des 

variables linguistiques des entrées, et mêmes des sorties, choix des différentes logiques, choix de 

la méthode de défuzzification…   

L’analyse de l’influence de ces paramètres n’est évidemment pas une chose facile. Néanmoins, 

plusieurs études récentes ont tenté en partie de faire varier certains de ces paramètres pour dégager 

quelques règles. Des études concernant les fonctions d’appartenances ont été menées [Misumoto, 

88], [Driankov, 93], [Buhler, 94], [Tso et fung, 97], [Li, 99], [Zhou, 00], [Botzheim, 04], 

néanmoins la forme et le nombre de ces dernières sont très dépendant de l’application et ne 

peuvent se dissocier de la partie règles floues, une très grande quantité de travaux ont été réalisés 

dont le but est d’améliorer et innover cette partie très importante dans un régulateur flou. Parmi 

ces travaux on peut citer les plus récents tels que, [Wong, 99], [Zapata, 99], [Yeh, 00], [Zhou, 00], 

[Shiqian Wu, 01], [Chen, 02], [Tao, 02], [Pomares, 04]. Des études ont été également menées 

concernant les gains de normalisation [Ouatara, 96], [Li, 99], [Yeh, 99]. 

I.6.2. Les différentes étapes de la commande floue 
    Un contrôleur flou est un système à base de connaissances particulier, utilisant un raisonnement 

en profondeur limité, dans une procédure de chainage ayant des règles (activation des règles par 

les prémisses). Toutes les règles activables (prémisses caractérisée par un degré d’appartenance 

non nul) sont activées. On considère en suite une ‘moyenne’ sur le résultat de ces règles pour 

engendrer une décision finale. On peut distinguer plusieurs étapes dans le traitement des règles. 

Un schéma représentatif peut être le suivant :(figue I-16) 
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                               Figure I-6 : Structure de base d’un régulateur flou 

     Les variables caractéristiques du système à commander et les consignes définissent les 

variables d’entrées du contrôleur flou. Les variables caractéristiques sont, en général, les 

grandeurs de sortie de processus et, le cas échéant, d’autres mesures déterminantes pour saisir 

l’évolution dynamique de processus. Des variables de sortie du contrôleur flou sont les 

commandes à appliquer au processus. 

 
I.6.2.1. Base de connaissances 
    La conception d’une base de connaissances représente la phase la plus importante  dans la 

conception des systèmes experts. Elle comprend la base de données et la base des règles floues. 

• La base de données                                                                                 

Contient la définition des ensembles flous, les facteurs d’échelles pour la normalisation des 

ensembles de référence et la partition de l’espace flou d’entrée et de sortie. 

• La base de règles floues                                                                              

Elle rassemble l’ensemble des règles floues de type «Si-Alors » décrivant en termes 

linguistiques basés sur la connaissance d’un expert le comportement dynamique du 

système. 

Variables de commande 

Dé normalisation 
(facteur d’échelle) 

La mise en forme des entrées, 
normalisation (facteur d’échelle) 

Système à  
commander 

Base de connaissances 

Variables 
caractéristiques 

        Consignes 

             Contrôleur flou 

Fuzzification Traitement des     
prémisses 

Inférence Agrégation 
des règles

              Mécanisme de décision 

Défuzzification 
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                     R1 : Si x1 est Al1  et…..et xn est  Al1 

                            Alors ul est Bl 

Avec :       ሾx1 K xnሿ : les entrées du régulateur 

                   ul : la sortie du régulateur 

   Chaque régulateur activé donne un sous-ensemble flou de sortie. 

I.6.2.2.Mise en forme des entrées, normalisation 
     Cette première étape permet le traitement des variables d’entrées du contrôleur  flou, par 

exemple, calcul d’erreurs (différences entre grandeurs mesurées et consignes) et de variation 

d’erreurs. L’utilisation de domaines normalisés (univers de discours compris entre -1et1) nécessite 

une transformation d’échelle. Celle-ci est réalisée par l’intermédiaire de facteurs d’échelle 

transformant les grandeurs physiques des entrées en des valeurs normalisées appartenant à 

l’intervalle [-1, 1].  

I.6.2.3.Interface de fuzzification 

    Transforme les entrées numériques (vecteurs précises) en des ensembles flous. Le choix de 

l’operateur de fuzzification dépond de la confiance que l’on accorde aux mesures effectuées. 

Ainsi si la mesure x0 est exacte, le sous-ensemble flou Ax doit être représenté par un fait précis. Par 

conséquent, on utilise comme operateur de fuzzification la transformation dite de singleton. La 

fonction d’appartenance du sous-ensemble flou Ax est alors définie par : 

                                                               1 si x ൌ x 
                                                                  µAxሺxሻ ൌ    0 si x ് x0                                               (I.15) 

                             

La figure I-7 montre l’aspect de cette fonction d’appartenance. 

 

 

 

 

 

X0 

µA(x) 

0 

1 

x 

Figure I-7 : Méthode de fuzzification pour une mesure exacte 
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    Par contre, si la mesure de la variable est incertaine, par exemple à cause de bruit, le sous-

ensemble flou Ax doit être représenté par un fait imprécis. On utilise alors la méthode de 

fuzzification qui associé à la variable de la mesure x0 une fonction d’appartenance telle que, par 

exemple : 

                         µAxሺxሻ ൌ  max   0 ; 1 – |୶ି୶଴|ε
                                                                  (I.16)     

    La représentation graphique de cette fonction est représentée sur la figure I.8. Ce sous-ensemble 

flou comprend donc la mesure x0 avec une appartenance unité et les valeurs voisines de x0 avec 

une appartenance inversement proportionnelle à l’écart avec x0.      

                                                          

                   

 

 

 

                            Figure I-8 : Méthode de fuzzification pour une mesure incertaine 

    La base de triangle (ε) est fonction de l’importance relative des erreurs des mesures. En effet, 

plus elles sont importantes, plus la mesure de la variable x0 devient imprécise, et donc, plus le 

triangle droit s’élargir. 
    Le choix de la forme des fonctions d’appartenance (triangulaires, trapézoïdales, exponentielles, 

gaussiennes,..) est arbitraire.  Des études comparatifs ont montrés, selon les différentes formes de 

fonctions d’appartenance, des résultats pratiquement similaires en boucle fermée mais les formes 

triangulaires facilitent la programmation ce qui explique qu’elles soient le plus fréquemment 

utilisées. Quand au nombre de fonctions d’appartenance, est généralement impair car elles se 

repartissent autour de zéro (3,5 et 7 sont des valeurs courantes). Un exemple de fonctions 

d’appartenance triangulaires est donné dans la figure I-19. 
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                     Figure I-9 : Exemple de fonctions d’appartenance triangulaire et trapézoïdale 

NG, NM,…. , PG sont des valeurs linguistiques, avec : 

• NG : Négatif Grand 
• NM : Négatif Moyen 
• NP : Négatif Petit 
• EZ : Zero 
• PP : Petit Positif 
• PM : Positif Moyen 
• PG : Positif Grand 

I.6.2.4.Traitement des prémisses composées 
    En général, les prémisses des règles vont comporter plusieurs clauses liées par des connecteurs 

« ET », « OU » et « NON ». Dans la pratique, pour les opérations de conjonction et disjonction, on 

‘a souvent recours, parmi les normes et conformes triangulaires, aux operateurs min et max. Quant 

a la négation Ac d’un ensemble  flou A, elle est caractérisée par µA
c(x) = 1-µA(x). 

Des modificateurs linguistiques peuvent aussi être utilisés dans l’écriture de ces règles, par 
exemple : 

 

 

 
I.6.2.5.Moteur d’inférence floue 
     C’est un mécanisme de décision. Il permet à partir d’un fait observé de la base des règles floues 

une décision en exploitant le raisonnement approximatif. Dans les inférences de régulateur par 

PG PM PP    EZ NP NM NG 

Univers de discours‐1  0 1

Figure I-10.  Exemple de modificateurs linguistiques 
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• Méthode du plus grand maximum (DEF2) 

Cette méthode donne comme résultats la plus grande valeur dont la grandeur a le plus grand degré 
d’appartenance. 

• Méthode du plus petit maximum (DEF3)  

Elle donne comme résultat la plus petite valeur dont la grandeur a le plus grand degré 
d’appartenance. 

 

• Méthode de la moyenne des maxima (DEF4) 

Elle donne comme valeur la moyenne des valeurs dont le degré d’appartenance est maximal. 
 

                                                

                             Figure I.14. Différentes méthodes de défuzzification 

I.6.2.7.Mise en forme des sorties, dénormalisation 
     Cette dernière étape transforme les valeurs normalisées des variables de commande en des 

valeurs appartenant  à leur domaine physique respectif. 

I.6.3.Structure de base d’un contrôleur flou : analogie structurelle avec les 
P.I.D 
     Pour des problèmes de régulation monovariable simples, les entrées du contrôleur flou sont 

généralement l’erreur e (différence entre la consigne et sortie du processus) et la variation de 

l’erreur ∆e (traduction de la dynamique du système). 
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    Ga, GB, GC sont des gains ou facteurs d’échelle. 

Selon que la sortie du contrôleur flou concerne la commande ou sa variation. On obtiendra des 

équivalents  structuraux non linéaires des contrôleurs classiques P.D, PI, ou même PID, en 

changeant le nombre d’entrées des contrôleurs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Figure I-6 : Equivalents flous des contrôleurs usuels 

 
I.6.4.Réglage, stabilité et robustesse d’un contrôleur flou  

a/ Réglage   

    Un contrôleur flou possède qui peu de nombreux paramètres de réglages,  ce qui peut, priori,  

effrayer ses utilisateurs potentiels. En effet, contrairement aux contrôleurs classiques (notamment 

de type PID : 3 constantes à régler), le contrôleur flou possède un nombre bien plus conséquent de 

paramètres, et offre, par la   même, d’avantage de degrés de liberté. 
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Contrôleur flou 

Processus

GB 

GA

GC 
∆u*

+ 

‐

e 

∆e*

e*

Calcul de 

∆e 

Fuzzification 

Règles de 
contrôle flou

Inférence 

Défuzzification 

y 

u 
න



Chapitre I                                                                                                            La logique floue et la commande 

 

  
23   

   

On peut citer parmi les choix et les réglages à faire : 

• L’expression des règles,  

• La définition des variables et des valeurs linguistiques (sous-ensembles flous pour chaque 
variable), avec leur fonction d’appartenance associés,  

• La méthode d’implication, 

• La méthode d’inférence, 

• La méthode de défuzzification, 

• Les facteurs d’échelle (gains) sur les entrées et les sorties du contrôleur, 

     Ce pendant, on constate une certaine insensibilité du résultat au choix des méthodes 

d’implication, d’inférence et de défuzzification. pour les autres paramètres, un réglage séquentiel 

est possible :   

• Facteur d’échelle (effet global sur le comportement du système), 

• Fonction d’appartenance, 

• Règles (effet local sur le comportement du système), 

    Le réglage par essais des nombreux paramètres étant assez long et fastidieux, diverses 

techniques d’auto-réglage, d’optimisation et d’apprentissage ont été développées ces dernières   

années. On peut citer, à titre d’exemple, les techniques de la programmation mathématique, les 

réseaux de neuronaux, les algorithmes génétiques. 

 
b/ Stabilité  

    L’analyse de la stabilité est a priori difficile dans une approcher de type “ système à base de 

connaissance ”dont l’objectif est d’éviter l’utilisation de méthode mathématiques du procédé.        

Une modélisation floue du système bouclé est alors nécessaire pour l’analyse de la stabilité. 

Toutefois, si une caractérisation mathématique du processus à commander existe, le contrôleur 

flou étant, en général, un contrôleur  non linéaire, certaine résultats de la théorie des systèmes 

non linéaires peuvent être  utilisés. On distingue alors deux grandes d’approche : 

• La méthode directe de Lyapunov : cette méthode permet d’affermer la stabilité asymptotique 

d’un état d’équilibre s’il existe une fonction de Lyapunov  V(x, t) définie positive telle que sa 

dérivée 
ௗ௏ሺ௫,௧ሻ
ௗ௧

  soit définie négative. 
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•L’approche entrée-sortie : cette approche permet d’affirmer la stabilité d’un système si la sortie 

de celui-ci, en réponse à une entrée bornée, est elle-même bornée. 

    Nous choisissons ici de distinguer les différentes méthodes d’analyse de la stabilité  selon que 

l’on dispose du modèle mathématique  du processus ou pas. La liste des méthodes ici citées est 

non exhaustive et le lecteur peut se référer à [BO94, MT91] pour en avoir un aperçu plus complet. 

c/ Robustesse  

     La robustesse, bien que maintes fois constatée, ne possède aucune démonstration rigoureuse. 

Son explication est à chercher dans l’espace non linéaire de cette commande qui peut apparaitre 

comme un contrôleur P.I.D. à gains  variables ou pré-programmés, selon les points de 

fonctionnement. Toutefois, si le modèle du  système en boucle fermée est un modèle “flou 

dynamique”  de Sugino, on peut  se reporter aux travaux d’automatique classique. 

I.6.5. Différents types de régulateurs flous  
I.6.5.1. Régulateur de type Mamdani 

    Dans la plupart des applications rapportées dans la littérature, un contrôleur de ce type est conçu 

pour réguler, asservir une variable de sortie d’un procédé, soit uniquement à partir de l’erreur e 

(consigne moins la mesure), soit à partir de l’erreur et sa variation ∆e [Foulloy et al., 03]. En 

1974, E.H Mamdani avait présenté, pour la première fois, la technique de réglage par la logique 

floue. Celle-ci consiste à déterminer un ensemble de règles qui maitrise le comportement 

dynamique du système à commander. L’obtention de ces règles est facile auprès des experts qui 

connaissent bien le système. Il avait utilisé des règles à prémisses et conclusions symboliques. 

L’inférence max-min, et la défuzzification par centre de gravité. 

    Après, Macvicar et Whelan ont observé que les bases de règles proposées par King et Mamdani 

étaient incomplètes. Ils ont fait analyse détaillée sur ces bases de règles et proposé une matrice de 

règles (voir le tableau I.1) qui possède deux entrées, et l’erreur et sa variation, en se basant sur les 

deux principes suivants [Teng et al., 94], [Boujahia, 00] : 

 Si la sortie est égale à la valeur désirée et la variation de l’erreur est nulle, la commande 

sera maintenue. 

 Si la sortie diverge de la valeur désirée, l’action sera dépendante du signe de la valeur de 

l’erreur et de sa variation. 

    Si les conditions telles que l’erreur peut être corrigée par elle-même, alors la commande sera 

maintenue. Dans le cas contraire, la commande sera chargée pour avoir des résultats satisfaisants. 
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Avec : 

 e : l’ecart entre la sortie du système et la consigne 

 ∆e : Variation de l’erreur 

 NB : Negatif grand « Negative Big » 

 NS : Négatif petit « Negative Small » 

 ZE : Zéro 

PS : Positif petit « Positive  Small » 

PB : Positif  grand « Positive Big » 

I.6.5.2. Régulateur de type Sugeno  

   Dans les régulateurs de ce type, les conclusions des règles ne sont pas symboliques (i.e 
représentées par des sous-ensembles flous) mais une fonction (numériques) des entrées :  
      bi = f(x1, K, xn), les prémisses étant symboliques. 

 Où f(.) est généralement fonction polynomiale. 

  La sortie du régulateur est donnée par : 

                          y = ∑ ୠ೔ןכ௜ሺ௫ሻ೙
೔సభ
∑ ௝೙ן
ೕసభ

                                                              (I.18) 

Où les ןi sont les valeurs de verité de chaque regle pour i = 1... n. 

   Notons que la sortie donnée par le régulateur est la variation du signal de commande. 

I.6.6. Avantages et inconvénients de la commande par la logique floue 
    Certainement, la commande par la logique floue comporte un certain nombre d’avantages et 

d’inconvénients.  

Tableau I.1 : Matrice de Mocvicar-Whelan 
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    Les avantages essentiels sont : 

 La non-nécessité d’une modélisation du processus à commander, ainsi que d’une analyse 

mathématique profonde.  

 La possibilité de bénéficier et d’implémenter des connaissances et des expertises humaines 

sur le système à commander. 

 La maitrise du système à commander avec un comportement complexe (fortement non-

linéaire et difficile à modéliser), aussi, cette approche offre la possibilité d’utiliser des 

processeurs spécialisés (dit processeurs flous), afin d’augmenter la précision et la vitesse 

de calcul. 

    Par contre, les inconvénients sont :  

 Le manque de méthodes systématiques précise pour la conception et la synthèse d’une 

commande par la logique floue (par exemple dans le choix des grandeurs à mesurer, dans 

la détermination des facteurs de normalisation, dans le choix de la stratégie, soit de 

fuzzification, les inférences et la diffuzification,…) 

 L’impossibilité de la démonstration de la stabilité du circuit de commande en toute 

généralité 

 La cohérence des inférences non garantie a priori (apparition de règles d’inférence 

contradictoire possible) 

 La possibilité d’apparition de cycles limites à cause de fonctionnement non-linéaire 

    I.7. Conclusion  
    Dans ce chapitre, nous avons rappelé les éléments de base relatifs à la théorie de la logique 

floue. En effet, des définitions de base sur les variables linguistiques, les sous-ensembles flous, 

ainsi que les operateurs flous ont été donnés. L’utilisation de la logique floue dans la 

commande a été également présentée en décrivant les différents éléments constitutifs d’un 

régulateur flou. A travers cette étude, nous constatons que deux types de régulateurs flous, 

celui de Mamdani et celui de Sugeno, sont les plus utilisés. Il est à noter que dans le premier 

les variables d’entrés et de sorties sont numériques. Cette dernière caractéristique lui donne 

l’avantage d’être plus adapté lors de l’analyse mathématique du système, en particulier 

l’analyse de la stabilité.        
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II.1. Introduction 
     Pour commander un robot ou pour simuler son comportement on doit disposer de modèle. 

Plusieurs niveaux de modélisation son possible selon les objectifs, les contraintes de la tache 

et les performances recherchées. 

Les modèles mathématiques nécessaires sont : 

 Les modèles géométriques direct et inverse qui expriment la situation de l’organe 

terminal en fonction des variables articulaires et inversement. 

 Les modèles cinématiques direct et inverse qui expriment les vitesses de l’organe 

terminal en fonction des variables articulaires et inversement. 

 Les modèles dynamiques définissant les équations du mouvement du robot qui 

permettent d’établir les relations entre les couples ou forces exercées par les 

actionneurs et les positions, vitesses et accélérations des articulations. 

II.2. Définitions générales  
      La robotique est une science pluridisciplinaire qui comprend la mécanique, l’automatique, 

l’électrotechnique, le traitement de signal, l’informatique, communication….. 

     Un robot se compose de : 

a) Le mécanisme : structure plus au moins proche de celle de bras humain, on dit 

aussi manipulateur quand il ne s’agit pas d’un robot mobile. Sa motorisation est réalisée par 

des actionneurs électriques, pneumatiques ou hydrauliques qui transmettent leur mouvement 

aux articulateurs par des systèmes appropriés. 

b) La perception : permet de gérer les relations entre le robot et son environnement. 

Les organes de perceptions son des capteurs dits « proprioceptifs » lorsqu’ils mesurent l’état 

interne du robot (position et vitesses des articulations) ou «extéroceptifs » lorsqu’ils 

recueillent des informations sur l’environnement (détection de présence, mesure de distance, 

vision artificielle). 

c) La commande : qui synthétise les consignes de l’asservissement pilotant les 

actionneurs. A partir de la fonction de perception et des ordres de l’utilisateur, elle permet 

d’engendrer les actions du robot. 

  d) Interface homme-machine : à travers laquelle l’utilisateur programme les taches 

que le robot doit exécuter. 
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e)Le poste de travail et les dispositifs périodique : qui constituent l’environnement 

dans le quel évolue le robot. 

II.2.1.Difficultés   

• Complexité de la cinématique 

• Le nombre de degré de liberté 

• Type d’articulation (prismatique ou rotoide) 

• Type de chaine (ouverte simple, arborescente ou fermée) 

     Pour obtenir un bon modèle il faut : 

1/ Mettre en ouvre des procédures efficaces d’identification et de leurs paramètres constitutifs. 

2/ Pour qu’une commande puisse être effectivement implantée sur un contrôleur de robot, les 

modèles doivent être calculés en ligne et donc le nombre d’opération à effectuer doit être 

minimum 

II.2.2. Architecture des robots  
    Un robot comporte 2 parties essentielles : 

Le porteur : structure mécanique articulée constituée des 3 premiers degrés de liberté a partir 

du bâti. Si P un point de l’extrémité et R0 un repère lié au bâti, le rôle du porteur est de fixer la 

position de P dans R0.                                                                                                                 

     Les liaisons utilisées sont des liaisons pivots notées R ou prismatiques notées P. 

Le poignet : il est destiné à l’orientation de la pince ou de l’outil porté par le robot. 

La façon dont les liaisons motorisée sont reparties du bâti au poignet défini trois grandes 

classes d’architecture : 

 Architecture série (ou chaine cinématique ouverte) 

 Architecture parallèle (ou chaine cinématique multi boucle) 

 Architecture mixte (série-parallèle ou parallèle série) 

II.3. Modélisation géométrique 

II.3.1. Description de la géométrie des robots à structure ouverte simple 

     Ce paragraphe présente la méthodologie à suivre pour décrire les robots à structure ouverte 

simple.  
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• rj distance entre Xj‐1 et Xj le long de Zj .   

 

 

 

 

 

 

 

   

    

 La variable articulaire qj associée à la jiéme articulation est soit ߠj, soit rj, selon que cette 

articulation est de type rotoide ou prismatique, ce qui se traduit par la relation : 

                         qj = ߪത ߠj ൅ ߪj rj                                                                                                           [II.1] 

Avec : 

 ; j ൌ 0 si l’articulation j est rotoideߪ •

 ; j = 1 si l’articulation j est prismatiqueߪ •

 jߪ -തj = 1ߪ •

       Par analogie, on définit le paramètre qj qui sera utilisé par la suite, tel que : 

 തj  rj                                                                    [II.2]ߪ + jߠ  jߪ = തݍ                                   

      La matrice de transformation définissant le repère Rj dans le repère Rj-1 est donné par la 

relation [II.3]. 

 
              j-1Tj   =  Rot(x, αj) Trans(x, dj) Rot(z, ߠjሻ Transሺz, rjሻ                                             
                     

              j-1Tj  =

ۏ
ێ
ێ
ۍ
௝ߠܥ െܵߠ௝ 0 ௝݀

௝ߠ௝ܵߙܥ ௝ߠ௝ܵߙܥ Sα୨ െݎ௝ܵߙ௝
௝ߠ௝ܵߙܵ ௝ߠܥ௝ߙܵ ௝ߙܥ ௝ߙܥ௝ݎ
0 0 0 1 ے

ۑ
ۑ
ې
                                                       [II.3] 

                   
           On remarque que la matrice de rotation (3ൈ3),  j-1Aj peut être obtenue par : 

Zj‐1 

Oj‐1 

Xj Zj 

Xj‐1 
αj  

dj

θj   

rj
‘Rj‐1’ 

‘ Rj ’ 

Figure II-2:Paramètres géométriques dans le cas d’une structure ouverte simple 
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                      j-1Aj = rot(x, αj) rot(z, ߠj) 

      La matrice de transformation définissant Rj-1 dans Rjest donnée par : 

                       jTj-1 = Trans(z, -rj) Rot(z, -ߠj) Trans(x, dj) Rot(x, -αj) 

Tel que :                             

                                       jTj-1 =

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ െ ௝݀ߠܥ௝

௝்ܣ
௝ିଵ

௝݀ܵߠ௝
െݎ௝

0 0 0 1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
                                                        [II.4] 

                                                 
Remarque : 

- pour la définition du repère de référence R0, le choix le plus simple consiste à prendre 

R0 confondu avec le repère R1quand q1= 0, ce qui signifie que z0 est confondu avec z1 

et O0 = O1 lorsque l’articulation 1 est rotoide, et z0 est confondu avec z1, et x0 est 

parallèle à x1 lorsque l’articulation 1 est prismatique. Ce choix n’est pas obligatoire, 

mais il rend les paramètres α1, d1 et q1  nuls ; 

- de même, en définissant l’axe xn du repère Rn comme étant colinéaire à xn-1 lorsque 

qn=0, on rend le paramètre qn nul ; 

- Pour une articulation j prismatique, l’axe zj est parallèle à l’axe de l’articulation mais 

la position de cet axe dans l’espace peut être quelconque. On le place donc de telle 

sorte que dj ou dj+1 soit nul ; 

- Lorsque zj est parallèle à zj+1, on place xj de telle sorte que rj ou rj+1 soit nul ; 

- Cette méthode de description fixe la configuration zéro « géométrique » du robot telle 

que q=0. Cette configuration ne correspond pas forcement à la configuration zéro 

 « codeur ». On peut passer de l’une à autre en procédant au changement de variable 

suivant : 

                    q = qc + q0                                                                                                                     [II.5] 
 
Où   q0 représente le décalage (‘’offset’’) introduit sur les variables codeurs qc pour 

obtenir le vecteur des variables articulaires q ; 

- lorsqu’une cinématique comporte deux ou plusieurs axes parallèles consécutifs, on 

peut se ramener à une seule matrice de transformation équivalente faisant intervenir la 

somme des variables articulaires. Par exemple si αj+1 = 0, c'est-à-dire si zj et zj+1sont 

parallèles, la transformation directe s’écrit :  
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           j-1Tj+1 = j-1Tj jTj+1 

          = Rot(x, αj) Trans(x, dj) Rot(z, ߠj) Trans(z, rj)                                             [II.6] 
                                  Tran(x, dj+1) Rot(z, ߠj+1) Trans(z, rj+1) 
 

= ቎
Cሺθ୨ ൅ θ୨ାଵሻ െSሺθ୨ ൅ θ୨ାଵሻ 0  d୨ ൅ d୨ାଵ ൅ Cθ୨

Cα௝Sሺθ୨ ൅ θ୨ାଵሻ Cα௝Cሺθ୨ ൅ θ୨ାଵሻ െܵߙ௝ d୨ାଵCα୨ െ ሺr୨ ൅ r୨ାଵሻSα୨
Sα௝Sሺθ୨ ൅ θ୨ାଵሻ Sα௝Cሺθ୨ ൅ θ୨ାଵሻ ௝ߙܵ d୨ାଵSα୨Sθ୎ െ ሺr୨ ൅ r୨ାଵሻCα୨

቏      

Et la transformation inverse a pour expression : 
 

      j൅1Tj൅1ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ െdC൫θ୨ ൅ θ୨ାଵ൯d୨ାଵCθ୎ାଵ

A୨ାଵ୘௝ିଵ d୨S൫θ୨ ൅ θ୨ାଵ൯d୨ାଵSθ୎ାଵ
െሺݎ௝ ൅ ௝ାଵሻݎ

0                 0                0 1 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
                  

     On voit apparaitre dans ces expressions des termes en ሺߠj൅ߠj൅1ሻ et en  (rj+rj+1), résultats qui 

sont généralisables à m axes parallèles consécutifs.       

II.3.2. Modèle géométrique direct     
      Le modele geometrique direct (MGD) est l’ensemble de relations qui permettent 

d’exprimer la situation de l’organe terminal, c’est-à-dire les coordonnées operationneles du 

robot,en fonction des ces coordonnées articulaires. Dans le cas d’une chaine ouverte simple, il 

peut etre representé par la matrice de passage 0Tn : 

                                  0Tn= 0T1(q1) 1T2(q2)….. n-1Tn(qn)                                               [II.7] 

      Le modele geometrique direct du robot peut aussi etre representé par la relation : 

                                             X = f(q)                                                                             [II.8] 

      Tel que q  étant le vecteur des variables articulaires tel que : 

                                           q = [q1  q2…..qn]T 

Les coordonnées opérationnelles sont définies par : 

                     X = [x1  x2…..xm]T = [Px  Py  Pz  nx  ny  nz  ax  ay  az]T 

II.3.3.Modèle géométrique inverse 
    Le modèle géométrique directe d’un robot permet de calculer les coordonnées 

opérationnelles donnant la situation de l’organe terminal en fonction des coordonnées 

articulaires. Le problème inverse consiste à calculer les coordonnées articulaires 

correspondant à une situation donnée de l’organe terminal. Lorsqu’elle existe, la forme 
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explicite qui donne toutes les solutions possibles (il ya rarement unicité de solution) constitue 

ce qu’on appelle le modèle géométrique inverse (MGI). Nous nous intéressant alors aux 

robots à structure ouverte simple. 

    Soit iTE
d la matrice de transformation homogène représentant la situation désirée de repère 

outil RE par rapport au repère atelier. Dans le cas général, on peut exprimer fTE
d sous la 

forme : 

                                fTE
d = Z 0Tn(q) E                                                                           [II.9] 

Avec : 

 Z est la matrice de transformation homogène définissant la situation du robot (repère 

R0) dans le repère atelier ; 

 0Tn est la matrice de transformation homogène du repère terminal Rn dans le repère R0, 

fonction du vecteur des variables articulaire q ; 

 E est la matrice de transformation homogène définissant le repère outil RE dans le 

repère terminal Rn. 

Lorsque n ൒ 6, on peut écrire la relation suivante en regroupant dans le membre de droite 

tous les termes connus : 

                                                              0Tnሺqሻ ൌ Z‐1  fTEd E-1                                                                            [II.10] 
• Principe  

     Considérons un robot manipulateur dont la matrice de transformation homogène a pour 

expression : 

                       0Tn = 0T1(q1) 1T2(q2)……n-1Tn(qn)                                                         [II.11] 

     Soit U0 la situation désirée telle que :                                                                             

U0=൦

1 0 0 p௫
0 1 0 p௬
0 0 1 p௭
0 0 0 1

൪ ൦

௫ݏ ݊௫ a௫ 0 
௬ݏ ݊௬ a௬ 0 
௭ݏ ݊௭ a௭ 0 
0 0 0 1

൪  =  ቎

௫ݏ ݊௫ a௫ p௫ 
௬ݏ ݊௬ a௬  p௬
௭ݏ ݊௭ a௭  p௭
0 0 0 1

቏                                     [II.12]   

 
II.4.Modélisation cinématique (différentielle) 
II.4.1.Modèle cinématique direct  
     Le modèle cinématique direct d’un robot manipulateur décrit les vitesses des coordonnées 

opérationnelles en fonction des vitesses articulaires. Il est noté 

                      xሶ  = J ሺqሻ qሶ                                                                                          [II.13] 
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Où Jሺqሻ désigne la matrice Jacobéenne (mൈn) du mécanisme, égale à :  ப܆
பܙ

  et fonction de la 

configuration articulaire q. La même matrice Jacobienne intervient dans le calcul du modèle 

différentiel directe qui donne la variation élémentaire dX des coordonnées opérationnelles en 

fonction des variations élémentaires des coordonnées articulaires dq, soit : 

                      dXൌ Jሺqሻ dq                                                                                            [II.14] 

Intérêt de la matrice Jacobéenne : 

 Elle est la base du modèle différentiel inverse, permettant de calculer une solution 

locale des variables articulaires q connaissant les coordonnées opérationnelles X. 

 En statique, on utilise le Jacobien pour établir la relation liant les efforts exercés par 

l’organe terminale sur l’environnement aux forces et couples des actionneurs. 

 Elle facilite le calcul des singularités et de la dimension de l’espace opérationnel 

accessible du robot. 

 
• Calcul de la Jacobienne par dérivation du MGD 

Le calcul de la matrice Jacobéenne peut se faire en dérivant le MGD, Xൌfሺqሻ à partir de la 

relation suivante : 

                                 Jij = பϐ୧ሺ୯ሻ
ப୯୨

        avec : i= 1…m ; j=1…m ;                                     [II.15] 

Ou Jij est l’élément ሺi,jሻ de la matrice Jacobienne. Cette méthode est facile à mettre en ouvre 

pour les robots à deux ou trois degrés de liberté. Il existe une autre méthode basée sur le 

calcul de la jacobienne de base qui est pratique pour les robots ayant plus de degrés de liberté. 

II.4.2.Modèle cinématique inverse 

L’objectif du modèle cinématique inverse est de calculer, à partir d’une configuration q  

donnée, les vitesses articulaires ܙሶ  qui assurent au repère terminal une vitesse opérationnelles 
ሶܺ  imposée. Cette définition est analogue à celle du modèle différentiel inverse : ce dernier 

permet de déterminer la différentielle articulaire des coordonnées opérationnelles dX 

spécifiée. Pour obtenir le modèle cinématique inverse, on inverse le modelé cinématique 

direct en résolvant un système d’équations linéaires. La mise en ouvre peut être faite de façon 

analytique ou numérique :  

 La solution analytique à pour avantage de diminuer considérablement le nombre 

d’opérations, mais on doit traiter séparément tous les cas singuliers ; 
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 Les méthodes numériques sont plus générales, la plus répondue étant fondée sur la 

notion de pseudo-inverse : les algorithmes traitent de façon unifiée les cas réguliers, 

singuliers et redondants. Elles nécessitent un temps de calcul relativement important. 

• Forme générale du modelé cinématique 

     Quelle que soit la méthode utilisée pour décrire les coordonnées opérationnelles, le modelé 

cinématique direct peut être mis sous la forme : 

                                          Xሶ ൌ   ൤
 Ω୮    Oଷ 
Oଷ Ω୰

൨ ൤0Aܑ Oଷ
Oଷ 0Aܑ

൨ ൤ Iଷ െiܮ෠j, n
Oଷ Iଷ 

൨  
iJn,j qሶ                               [II.16]                                 

Ou sous forme considérée: 
                                               Xሶ  = 0Jx qሶ                                                                                [II.17] 

    Etant donné la simplicité des éléments de  iJn,j comparés à ceux de 0Jx, il est préférable de 

chercher une solution analytique à partir de l’expression précédente. Celle- ci s’écrit encore : 

              iXሶ n,j  =  iJn,j qሶ      

 avec :                                                    

              iXሶ n,j = ൤Iଷ  iܮ෠j, n     
Oଷ Iଷ

൨  ൤iA૙ Oଷ
Oଷ iA૙

൨ ቈ
Ω୮ିଵ  O
Oଷ Ω୰ା    

቉ Xሶ                                              [II.18] 

     Si on utilise les coordonnées cartésiennes pour décrire la position, alors ߗp
-1 = I3. L’inverse 

à gauche ߗr
+. 

     Pour alléger l’écriture, nous considérons la forme allégée : 

                                               Xሶ  = J qሶ                                                                                  [II.19] 

Calcul de la jacobienne 

    Dans le cas régulier, la matrice jacobienne est carrée d’ordre n et son déterminant est non 

nul. Deux méthodes de calcul peuvent être mises en ouvre. 

• Première méthode 

     On calcul  J‐1, la matrice inverse de J, qui permet de déterminer les vitesses articulaires qሶ  

Grace à la relation:     qሶ  = J‐1 Xሶ                                                                                           [II.20] 

Lorsque la matrice J a la forme suivante:        

                   J =  ቂ A  0
B C ቃ                                                                                          [II.21]                         

    Les matrices A et C étant carrées inversibles, il est facile de montrer que l’inverse de cette 

matrice s’écrit :                            
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              J‐1  = ቂ Aିଵ    0
CିଵBAିଵ Cିଵ

ቃ                                                                                                             [II.22]                                      

     La résolution de problème se ramène donc à l’inversion, beaucoup plus simple, de deux 

matrices de dimension moindre. Lorsque le robot- manipulateur possède six degrés de liberté 

et un poignet de type rotule, la forme générale de J est celle de la relation [II.21], A et C étant 

de dimension (3ൈ3). 

• Seconde méthode 

    Dans cette méthode, on tient compte d’une éventuelle forme particulière de la matrice J 

permettant de réduire le nombre d’inconnus à prendre en compte simultanément. Cette 

méthode donne, dans la plupart des cas, des solutions nécessitant moins d’opérations.  
Considérons la structure suivante : 

                                               ቈX
ሶ ୟ
Xሶ ୠ
቉ =  ቂA Oଷ

B C ቃ ൤
qሶ ୟ
qሶ ୠ
൨                                                                               [II.23]   

     A et C étant des matrices carrées de dimension (3ൈ3), inversibles en dehors des positions 

singulières.  

La solution qሶ  est donnée par : 

                  qሶ a = A-1 Xሶ a                                                                                                                                                             [II.24] 

                   qሶ b = C‐1  ሾXሶ b-Bqሶ ሿ                                                                                  

II.5. Modélisation dynamique 
     Le modèle dynamique est la relation entre les couples (et/ou forces) appliqués aux 

actionneurs et les positions, vitesses et accélérations articulaires. On représente le modèle 

dynamique par une relation de la forme : 

                                       Γ   =   f (q, q,ሶ q,ሷ  ıሷe)                                                                [II.25] 
 Avec : 

 Γ : Vecteur des couples/forces des actionneurs, selon que  l’articulation est 

rotoide ou prismatique. Dans la suite, on écrira tout simplement couples ;                    

 q : vecteur de positions articulaires ; 

ሶܙ  : vecteur des vitesses articulaires ; 

ሷܙ  : vecteur  des accélérations articulaires ; 

 ଍ሷe: vecteur représentant l’effort extérieur (forces et moments) qu’exerce le robot 

sur l’environnement. 
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    On  convient  d’appeler  modèle  dynamique inverse,  ou tout simplement  modèle  

dynamique, la relation de la forme [II.25]. 

     Le modèle dynamique direct est celui qui exprime les accélérations articulaires en fonction 

des positions, vitesses et couples des articulations. Il est alors représenté par la relation : 

ሷ ܙ                              =  g( q , ሶ ܙ , Γ, ଍ሷe)                                                                                 [II.26] 

     Parmi les applications du modèle dynamique, on peut citer : 

• la simulation, qui utilise le modèle dynamique direct ; 

• le dimensionnement des actionneurs ; 

• l’identification des paramètres inertiels et des paramètres  de frottement du robot; 

• la commande, qui utilise le modèle dynamique inverse ; 

     Plusieurs formalismes ont été utilisés pour obtenir le modèle dynamique des  robots. Les 

formalismes les plus souvent utilisés sont : 

a) Le formalisme de Lagrange  
b) Le formalisme  de Newton-Euler 

 Remarque :  

     Les notations des variables de modèle  dynamique sont illustrées dans (l’annexe A) 

 II.5.1.Formalisme de Lagrange 

    Le but de ce paragraphe est d’étudier la forme générale du modèle dynamique, mettre en 

évidence les différents termes qui y interviennent  de déduire les propriétés  caractéristique de 

ces termes. La méthode présentée n’est pas celle qui donne le modèle le plus performant du 

point vue du nombre d’opérations, mais c’est le modèle le plus simple compte tenu de ces 

objectifs dans le premier temps, nous considérons un robot idéal sans frottement, sans 

élasticité  et ne subissant ou n’exerçant  aucun effort extérieur. 

    Ces facteurs seront pris en compte par la suite. Le formalisme de Lagrange décrit les 

équations  du mouvement en terme de travail et d’énergie du système, ce qui ce traduit, 

lorsque l’effort extérieur sur l’organe terminal est supposé nul, par l’équation suivante : 

 

                    Γi     =    ܌
ܜ܌

 ૒ۺ
଍ሶܙࣔ

  - ૒ۺ
૒ܙ

                  i =1,……, n                               [II.27] 
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Avec: 
 
• L : lagrangien du système égal à E  -  U ; 
       
• E : énergie cinétique totale du système ;  
 

• U : énergie potentielle totale du système,  
 
II.5.1.1.Forme générale des équations dynamiques 
      L’énergie cinétique du système est une fonction quadratique des vitesses articulaires : 
 
                                E ൌ ଵ

ଶ
   qሶ TM q                                                                                  [II.28]       

     Ou  M est la matrice (n×n) de l’énergie cinétique, d’élément générique Mij, appelée aussi 

matrice d’inertie du robot, qui est symétrique et définie positive. Ses éléments sont fonction 

des variables articulaires q. 

     Energie potentielle étant fonction des variables articulaires q, le couple Γ peut se mettre, à 

partir des équations [II.28] et [II.29], sous la forme : 

 
                        Γ ൌ Mሺqሻ qሷ  ൅ C ሺq,qሶ ሻqሶ  ൅ Gሺqሻ                                                                    [II.29] 
avec : 
 

• Cሺq,qሶ ሻq ሶ : vecteur de dimension (n×1) représentant les couples/forces de Coriolis et 

des forces centrifuges, tel que : 

                             Cqሶ  ൌ Mሶ  qሶ  ‐  ப୉
ப୯

                                                                                [II.30] 
• G ൌ ሾG1…..GnሿT : vecteur des couples /forces de gravité.      

                    
     Plusieurs formes sont possibles pour la matrice C. On peut par exemple calculer ses 

éléments à partir du symbole de « Cristophell » ci,jk tel que : 

  
           Ci,j = ∑ ܿ௡

௞ିଵ i,jkqሶ k 
               

         Ci,jk = ଵ
ଶ
[ ப୑୧୨
ப୯୩

 + ப୑୧୩
ப୯୨

  - ப୑୨୩
ப୯୧

 ]                                                                           [II.31] 

 
Les éléments du vecteur G se calculent en écrivant que : 
 
                                Gi ൌ  ப୙ப୯୧                                                                                                                   [II.32] 
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     Les éléments du vecteur M, C, G sont en fonction des paramètres géométriques et inertiels 

du mécanisme. Les équations dynamiques d’un système mécanique articulé forment donc un 

système de n équations différentielles du second ordre. Couplés et non linéaires. 

     Pour calculer les éléments M, C et G, il faut tout d’abord calculer les énergies cinétique et 
potentielle de tout les corps du robot. On procède ensuite comme suite : 
 

 L’élément Mi.j est égal au coefficient de ሺݍሶ 2i/2ሻ dans l’expression de l’énergie 

cinétique, tant dis que l’élément Mij, si i്j, est égal au coefficient de qሶ iqሶ j ; 

 Le calcul de C se fait selon la relation [II.31] ; 

 Le calcul de G se fait selon la relation [II.32] 

II.5.1.2.Calcul de l’énergie cinétique et potentielle 

    L’énergie cinétique totale du système est donnée par la relation : 

                    E ൌ ∑ E୬
୨ୀଵ j                                                                                             [II.33] 

Ou Ej désigne l’énergie cinétique du corps Cj, qui s’exprime par : 

                     Ej ൌ ଵଶ ሺ߱jT IGj ߱j ൅ Mj VGjT VGjሻ                                                                          [II.34] 

D’autre part l’énergie potentielle s’écrit : 

                    U ൌ ∑ U௡
௝ୀଵ j ൌ  ∑ െM୬

୨ୀଵ j gT ሺL0,j ൅ Sjሻ                                                           [II.35] 

     L’énergie cinétique et potentielle étant linéaire par rapport aux paramètres inertiels, le 

modèle dynamique l’est également. 

II.5.2.Formalisme de Newton-Euler 

    Les équations de Newton-Euler expriment le torseur dynamique en Gj des efforts extérieurs 

sur un corps j par les équations : 

      Fj = Mj Vሶ Gj                                                                                                                [II.36]     

      MGj = IGj ሶ߱ j + ߱j ൈ (IGj ߱j)                                                                                       [II.37] 

    La méthode de Luh, Walker et Paul confédérées comme une avancée importante vers la 

possibilité de calculer le modèle dynamique des robots en ligne, utilise ces équations et est 

fondée sur une double récurrence. 

    La récurrence avant, de la base du robot vers l’effecteur, calcule successivement les 
vitesses et accélérations des corps, puis le torseur dynamique. 
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j߱j‐1 ൌ jAj‐1 j‐1߱j‐1 

 
j߱j ൌ j߱j‐1 ൅ ߪതj qሶ j jaj 

j ሶ߱ j  ൌ jAj‐1 j‐1 ሶ߱ j‐1 ൅ ߪതj ሺqሷ j jaj ൅ j߱j‐1 ൈ qሶ j jajሻ 

jVሶ j ൌ jAj‐1 ሺj‐1Vሶ j‐1 ൅ j‐1Uj‐1 j‐1Pjሻ ൅ ߪj ሺݍሷ j jaj ൅ 2 j߱j‐1 ൈ qሶ j jajሻ 
 
jFj ൌ Mj jVሶ j ൅ jUj jMSj 
 
jMj ൌ jJj j ሶ߱ j ൅ j߱j ൈ ሺjJj j߱jሻ ൅ jMSj ൈ j ሶܸ j 
Avec : ߱0 ൌ 0,  ሶ߱ 0 ൌ 0, Vሶ 0 ൌ ‐g  et  jUj ൌ j ሶ߱ j൅ j߱j j߱j  
 
       L’introduction de la matrice jUj, ainsi que l’utilisation de certains de ses éléments dans le 

calcul de jMj, permet un gain de 21n multiplications et 6n additions dans le cas d’un robot 

général. 

b) pour récurrence arrière, jൌ n,…….1 
 
jfj ൌ jFj ൅ jfj൅1 ൅ jfej 
j‐1fj ൌ j‐1A jfj 
jmj ൌ jMj ൅ jAj൅1 j൅1mj൅1 ൅ jPj൅1 ൈ jfj൅1 ൅ jmej 

Γj = (ߪj jfj ൅ ߪതj jmjሻT jaj ൅ Fsj Singnሺݍሶ jሻ ൅ Fvjqሶ j ൅ Iaj qሷ j 

II.6. Aperçu sur la modélisation dynamique des robots manipulateurs à  
chaîne ouverte simple 
 
   Un robot manipulateur est défini comme une structure mécanique articulée, rigide à chaîne 

ouverte simple. En utilisant le principe de modélisation par le formalisme de Lagrange, le 

modèle dynamique  est décrit par le système à n équations différentielles du second ordre, non 

linéaires et couplées suivant : 

                                   Γ=+++ )(),()(
.....

qGqFqqqCqqM v                                             [II.40]                      

     Où nRqqq ∈
...

,, sont respectivement les vecteurs des positions, vitesses et accélérations 
articulaires. nR∈Γ est le vecteur des couples des actionneurs. nnRqM ×∈)( est la matrice 

d’inertie du robot. Elle est symétrique et définie positive. nRqqqC ∈
..

),( est le vecteur des 

termes centrifuges et  de Coriolis. nn
v RF ×∈ est la matrice des coefficients des frottements 

visqueux. nRqG ∈)(  est le vecteur des forces de gravités. 
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Quatre  propriétés structurelles peuvent être mentionnées pour chacun des termes de 

l’équation différentielle (II.41) du robot : 

P1 :    nn IqMI 21 )( ϕϕ ≤≤  avec 1ϕ et 2ϕ deux constantes strictement positives.                 [II.41] 

P2 :    ),(2)(
..
qqCqM −  est une matrice antisymétrique, c à d :         

                        ,0)],(2)([
..

=− xqqCqMxT   nRx∈∀                                                                    [II.42] 

P3 :   max)( gqG ≤                                                                                                                       [II.43] 

P4 :  2

.

1

..
)( νν +≤+ qqFqF sv   où )(

.
qFs est le vecteur des frottements secs,               [II.44] 

avec 0, 21 fνν  

II.6.1. Modélisation du robot à deux degré de liberté  

Nous développons dans cette partie le formalisme de  Lagrange pour le calcul du modèle 

dynamique d’un robot manipulateur et ceci revient à calculer la matrice d’inertie M(q), la 

matrice de Coriolis C(q,ݍሶ  ) et la matrice de Gravité G(q) . 

L’équation du modèle  dynamique sous une  forme matricielle d’un robot rigide en tenant 

compte des actionneurs  ainsi que  les frottements secs et visqueux, est donnée par(II.40).en 

Considèrent  que les frottements sont négligeablesܨ௏ ൎ 0. 

ฺ Γ  (q)= M(q)ݍሷ+C(q,ݍሶ  ሶ+G(q)                                                                        [II.45]ݍ (

 II.6.1.1Calcul des matrices de passages  

    Les matrices de transformation homogène du premier et du deuxième segment par rapport 

au repère non inertiel et du deuxième par rapport au repère inertiel, sont respectivement 

données par : 

   Passage de R0 → R1 : 

                                           0T1=൦

cos ሺݍଵሻ െsin ሺݍଵሻ 0 0
sin ሺݍଵሻ cos ሺݍଵሻ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

൪                         [II.46] 
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   Passage de R1 → R2 : 

                                           1T2=൦

cos ሺݍଶሻ െsin ሺݍଶሻ 0 ݈ଵ
sin ሺݍଶሻ cos ሺݍଶሻ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

൪                        [II.47] 

   Passage de R0 → R2 : 

                0T2=൦

cos ሺݍଵ ൅ ଶሻݍ െsin ሺݍଵ ൅ ଶሻݍ 0 ݈ଵcos ሺݍଵሻ
sin ሺݍଵ ൅ ଶሻݍ cos ሺݍଵ ൅ ଶሻݍ 0 ݈ଵsin ሺݍଵሻ

0 0 1 0
0 0 0 1

൪           [II.48] 

II.6.1. 2 Calcul des tenseurs d’inertie  

     La matrice de pseudo-inertie I1 du corps C1 en O1 est donnée par (II.49): 

                       I i=

ۏ
ێ
ێ
ێ
׬ۍ ݔ

ଶ݀݉ ݉݀ݔݕ׬ ׬ ݉݀ݔݖ ݉݀ݔ׬
݉݀ݕݔ׬ ଶ݀݉ݕ׬ ׬ ݉݀ݕݖ ݉݀ݕ׬
݉݀ݖݔ׬ ݉݀ݖݕ׬ ଶ݀݉ݖ׬ ׬ ݉݀ݖ
݉݀ݔ׬ ݉݀ݕ׬ ݉݀ݖ׬ ݉݀׬ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
              [II.49] 

 

            I1=

ۏ
ێ
ێ
ێ
׬ۍ ݔ

ଶ݀݉ 0 0 ݉ଵݏଵ
0 ׬ ଶ݀݉ݕ 0 0
0 0 ׬ ଶ݀݉ݖ 0

݉ଵݏଵ 0 0 ݉ଵ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
          [II.50] 

 

   La matrice de pseudo-inertie I2 du corps C2 en O2 est donnée par(II.49) : 

            I2=

ۏ
ێ
ێ
ێ
׬ۍ ݔ

ଶ݀݉ 0 0 ݉ଶݏଶ
0 ׬ ଶ݀݉ݕ 0 0
0 0 ׬ ଶ݀݉ݖ 0

݉ଶݏଶ 0 0 ݉ଶ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
         [II.51] 

II.6.1.3 Calcul de la contribution du corps C1 à la matrice d’inertie  

       ௝݉௞ሺݍሻ ൌ ∑ ݁ܿܽݎݐ ቂడ°்ࣻ
డ௤ࣼ

ࣻܫ  డ° ೔்
೅

డ௤ࣽ
ቃ௡

௜ୀଵ                       [II.52] 

    Les éléments m11(q), m21(q) et m22(q) sont données respectivement par(II.52) : 
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               m11(q)=J1(O1)     [II.53.1] 

               m21(q)=0             [II.53.2] 

               m22(q)=0             [II.53.3] 

      Où J1(O1) est l’inertie par rapport à l’axe (O1,ܼଵሬሬሬሬԦ) de C1. 

I.6.1.4  Calcul de la contribution du corps C2 à la matrice d’inertie  

    Les éléments m11(q), m21(q) et m22(q) sont données respectivement par(II.52) : 

m11 (q) =m2 I1
2+ J2 (O2) +2 m2 I1 s2 cos (q2)   [II.54.1] 

m21 (q) = J2 (O2) + m2 I1 s2 cos (q2)                 [II.54.2]  

m22 (q) = J2 (O2)                                               [II.54.3]   

Où J2(O2) est l’inertie par rapport à l’axe (O2,ܼଶሬሬሬሬԦ) de C2. 

II.6.1.5 Calcul de la matrice d’inertie du robot  

    En exploitant les relations (II.53) et (II.54), nous déterminons l’expression de la matrice 

inertie, elle est donnée par : 

M (q)= ൤JଵሺOଵሻ ൅ JଶሺOଶሻ ൅ mଶlଵଶ ൅ 2mଶlଵsଶ cosሺqଶሻ JଶሺOଶሻ ൅ mଶlଵsଶ cosሺqଶሻ
JଶሺOଶሻ ൅ mଶlଵsଶ cosሺqଶሻ JଶሺOଶሻ

൨ 

                                                                                                     [II.55] 

II.6.1 6 Calcul de la matrice de Coriolis du robot  

   L’utilisation des symboles de Christoffel ܥ௞௝,௜ሺݍ, ሶݍ ሻ    permet d’écrire : 

,ݍ௜௝ሺܥ ሶݍ ሻ ൌ
ଵ
ଶ
൜డ௠೔ೕሺ௤ሻ

డ௤ೖ
൅ డ௠ೖ೔ሺ௤ሻ

డ௤ೕ
െ డ௠ೕೖሺ௤ሻ

డ௤೔
ൠ ሶ௞ݍ ൌ ,ݍ௞௝,௜ሺܥ ሶݍ ሻݍሶ௞     [II.56] 

  Se basant sur les relations (II.55) et (II.56) nous calculons les coefficients 

dynamiques  ܥ௜௝ሺݍ, ሶݍ ሻ   (i, j=1,2) de la matrice ܥሺݍ, ሶݍ ሻ א Ըଶൈଶ. Ces coefficients sont définis 

par les relations suivantes : 

C 1.1(ݍ. ሶݍ )=
ଵ
ଶ
൤ݍሶ ் ∂ ୫ଵଵሺ୯ሻ

∂୯
ሶ ൅ ቀ∂ ௠ଵଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
െ ∂ ௠ଵଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ቁ 1ሶݍ ൅ ሺ∂ ௠ଵଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
െ ∂ ௠ଵଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ2ݍሶ ൨ 

       =- m2l1s2ݍሶ 2sinሺ2ݍሻ                                                                                               [II.57.1] 
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C1,2(q,ݍሶ )=ଵ
ଶ
ቂݍሶ ் ∂ ௠ଵଶሺ௤ሻ

∂ ௤
൅ ሺ∂ ௠ଵଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଶ
െ ∂ ௠ଶଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ1ݍሶ ൅ ሺ∂ ௠ଵଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଶ
െ ∂ ௠ଶଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ2ݍሶ ቃ 

               =-m2l1s2ሺݍሶ 1  ൅ݍሶ 2ሻ sinሺ2ݍሻ                                                           [II.57.2] 

C2,1(q,ݍሶ )=ଵ
ଶ
ቂݍሶ ் ∂ ௠ଶଵሺ௤ሻ

∂ ௤
൅ ሺ∂ ௠ଶଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଶ
െ ∂ ௠ଵଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ1ݍሶ ൅ ሺ∂ ௠ଶଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଶ
െ ∂ ௠ଵଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ2ݍሶ ቃ 

      =m2l1s2ݍሶ 1  sinሺ2ݍሻ                                                                                                 [II.57.3]  

C2,2(q,ݍሶ )=ଵ
ଶ
ቂݍሶ ் ∂ ௠ଶଶሺ௤ሻ

∂ ௤
൅ ሺ∂ ௠ଶଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଶ
െ ∂ ௠ଶଵሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ1ݍሶ ൅ ሺ∂ ௠ଶଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଶ
െ ∂ ௠ଶଶሺ௤ሻ

∂ ௤ଵ
ሻ2ݍሶ ቃ 

                      =0                                                                                           [II.57.4] 

⇒ C(q,ݍሻሶ =൤െ m2l1s2ݍሶ2 sinሺ2ݍሻ െm2l1s2ሺݍሶ1   ൅ ሶ2ሻݍ sinሺ2ݍሻ
m2l1s2ݍሶ1   sinሺ2ݍሻ 0 ൨   [II.57] 

II.6.1.7  Calcul de l’énergie  potentielle totale  

L’énergie potentielle d’un robot  manipulateur est donnée par  

                                    

     ܷ ൌ෍ܷ
௡

௝ୀଵ

݆                                                                                      ሾII. 58ሿ                      

Ou Uj  désigne l’énergie potentielle d’un corps  Cj qui est définie par : 

                                                  U j =-m j  0g 
T 0 p j                                      [II.59] 

Avec : 

 0g : vecteur ∈ℜ3 de l’accélération  de la gravité exprimée  dans le repère  R0 de la base du    
robot. 

    0Pj : vecteur ∈ℜ3 des coordonnées du centre de masse du corps C j par rapport au repère R0 

Etant donné que le vecteur  0Pj est fonction des positions articulaires q, l’énergie potentielle U 

dépend alors de la variable articulaire q. 

L’énergie potentielle de chaque Cj (j=1,2) s’obtient à partir de relation           (58)   (59) : 

                    U1 =-m1 
0gT 0 p 1 =-m1 s1 g cosሺ  [II.60]                                              (1ݍ

                   U2 =-m2  0g 
T 0 p 2=-m2 l1 g cosሺ m2 s2 g cosሺ -(1ݍ   (q2+1ݍ
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D’où l’expression de l’énergie potentielle totale : 

                    U = - gሾሺm1 s1 ൅ m2 l1ሻ cosሺ ݍ 1ሻ ൅ m2 s2 cosሺ ݍ 1 ൅ q2ሻ ሿ             [II.61]  

II.6.1. 8 Calcul du vecteur  des forces de gravité  

     Les vecteurs des termes  de gravité  se déduit à partir  de l’énergie  potentielle totale (g) en 

utilisant le fait que iéme coordonnée du vecteur G(q) est donnée par   ∂ ௎
∂ ௤௜

 

Les éléments du vecteur G(q) ∈ℜ2 sont définie par : 

         G1(q) =    1ݍ ∂ܷ ∂  ൌgሺm1 s1 ൅ m2 l1ሻ sinሺ ݍ 1ሻ ൅ m2 s2 sinሺ ݍ 1 ൅ q2ሻ ሿ             [II.62] 

         G2(q) ൌ   g  ሾm2 s2  = 2ݍ ∂ܷ ∂ sinሺ ݍ 1 ൅ q2ሻሿ 

II. 6.2.Modèle dynamique du robot à 2 ddl 

L’équation du modèle  dynamique sous une  forme matricielle de ce robot : 
 

           

2 2

2

8.77 1.02cos( ) 0.76 0.51cos( )
( )

0.76 0.51cos( ) 0.62
q q

M q
q

+ +⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦      

 

           

2 2 2 1 2

2 1

0.5sin( ) 0.5sin( )( )
( , )

0.5sin( ) 0
− − +⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

& & &
&

&

q q q q q
C q q

q q          
 

                1 1 2

1 2

7.6 sin( ) 0.63sin( )
( ) 10

0.63sin( )
q q q

G q
q q

+ +⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦     

       

II.7. Quelques lois de commande classique des robots manipulateurs  
La commande des bras manipulateurs a fait l’objet de nombreux travaux, parmi les 

principales approches utilisées, la commande classique du PID , la commande de poursuite de 

trajectoire , la commande adaptative, la commande robuste à structure variable (mode 

glissant), et la commande point à point développée dans la suite de ce mémoire. 

Le problème de la commande d’un robot manipulateur peut être formulé comme la 

détermination de l’évolution des forces généralisées (forces ou couples) que les actionneurs 

doivent exercer pour garantir l’exécution de la tâche tout en satisfaisant certains critères de 

performance. 
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II.7.1.Loi de commande proportionnelle dérivée avec compensation de 

l'effet  de gravité (point à point) 

Cette loi de commande permet de positionner les différentes articulations du robot 

manipulateur autour d’une position désirée constante, de plus elle permet de lever la 

contrainte relative à l’utilisation  de grand gain dans d’autre lois de commande, et ceci par la 

compensation de l’effet du vecteur de gravité.  

Considérant Le modèle dynamique sans frottement et sans perturbation décrit par 
l'équation suivante : 

                                     )(),()(
....

qGqqqCqqM ++=Γ                                                      [II.63] 

Ce modèle décrit un système à n équations différentielles du second ordre non linéaires et 
couplées. n étant le nombre d'articulations. La loi de commande est définie par : 

                                              [II.64] 
 

Où pk et vk sont respectivement les matrices des gains proportionnels et dérivés de 

dimension (n×n), ces deux matrices sont diagonales et définies positives.  

dqqq −=~  représente l’écart de position, avec q  (mesurée) est la position angulaire, et 

qd la position désirée. 
....~ qqqq d =−= est l’écart en vitesse. 

Le calcul de la dynamique en boucle fermée nous donne la relation suivante : 

                           ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−= qkqkqqCqMq pv

~~)),(()(~ ....
                                                          [II.65]   

                                Avec 
........~ qqqq d =−=  l’écart en accélération. 

 

Figure II-4 : Schéma bloc d'une commande point à point 
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II.7.2. Commande en poursuite de trajectoire 
II.7.2.1. Générateur de trajectoire 

Afin d'étudier les lois de commandes il est nécessaire d'étudier les trajectoires de référence 

utilisées en robotique, ce qui nous permet d'analyser la validité d'une loi de commande. 

D’une manière générale le problème de la génération de mouvement est de calculer pour 

chaque articulation les trajectoires de référence en position, vitesse et accélération qui sont 

fonction du temps et qui assurent le passage du robot par une trajectoire désirée d'une 

configuration initiale à une configuration finale désirée. 

On peut distinguer les classes de mouvement suivantes : 

• Le mouvement entre deux points avec trajectoire libre. 

• Le mouvement entre deux points via des points intermédiaires, spécifiés 

notamment pour éviter les obstacles, avec trajectoire libre. 

• Le mouvement entre deux points avec trajectoire. 

• Le mouvement entre deux points via des points intermédiaires avec trajectoire 

spécifiée. 

    Considérons un robot à n degré de liberté où: 

[ ]Ti
n

ii qqq .......1=  représente le vecteur des positions initiales, et [ ]Tf
n

ff qqq .......1= le vecteur 

des positions finales. 
     Le mouvement pour passer de iq à fq  s’écrit : 

                                Dtrqtq i
d )()( +=                                                                                         [II.66] 

          avec if qqD −=  

        )(tr  est le polynôme d'interpolation. 
Plusieurs fonctions permettent de satisfaire le passage de iq à 0=t vers fq à ftt = , tel 

que l'interpolation polynomiale et l'interpolation bang-bang. 

II.7.2.1.1. Interpolation polynomiale 
     Il existe plusieurs modes d'interpolation polynomiale parmi lesquels l'interpolation 

linéaire, l'interpolation par des polynômes de degrés trois et de degré cinq. 
a- Interpolation linéaire  

Il s'agit de l'interpolation la plus simple, où le mouvement de chaque articulation est décrit 

par une équation linéaire en temps. L'équation du mouvement s'écrit : 
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       Dtrqtq i
d )()( +=                       avec 

ft
ttr =)(                                                   [II.67] 

Ainsi        Dtrtqd )()(
..

=                               avec 
ft

tr 1)(
.

=                                                     [II.68] 

et              Dtrtqd )()(
....

=                               avec 0)(
..

=tr                                                        [II.69]   

 

Les trajectoires pour ce type d'interpolation sont continues en position mais discontinues 

en vitesse tel qu'il est montré sur la figure III-3 pour une articulation quelconque j. C'est la 

raison pour laquelle ce type de mouvement est inacceptable sur les robots réels. 

 

Figure II-5 : Polynôme d'interpolation linéaire. 

b- Interpolation polynomiale de degré 3 

Si l'on impose une vitesse nulle aux points de départ et d'arrivée, on ajoute deux 

contraintes aux deux contraintes de position. Le degré minimal du polynôme qui satisfait ces 

jq  

.

jq  

jq
..

 

t

t

tft
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quatre contraintes est de degré trois et a pour forme générale:                                                                                    

D
t
t

t
tqtq

ff

i
d ])(2)(3[)( 32 −+=                                                                                [II.70] 

              ainsi             D
t
t

t
ttq

ff
d )](6)(6[)( 3

2

2

.
−=                                      [II.71] 

                 et              D
t
t

t
tq

ff
d )](12)6[()( 32

..
−=                                        [II.72] 

La figure II-7 montre l'évolution des positions vitesses et accélérations pour n'importe quelle 

articulation j. Ce type d'interpolation assure la continuité des trajectoires en positions et 

vitesses, mais pas celle des accélérations. 

 

Figure II-6 : Polynôme d'interpolation de degré 3 

La vitesse est maximale lorsque 2/ftt = , Elle vaut donc : 

         
f

j
f t

D
q

2
3

max

.
=              Avec i

j
f
jj qqD −=                                                    [II.73] 

 L'accélération est maximale à 0=t et ftt = , elle a pour valeur:  
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2max

.. 6

f

j
f t

D
q =                                                                                                           [II.74] 

 
c- Interpolation polynomiale de degré 5 

L'interpolation polynomiale de degré cinq assure des trajectoires continues en positions, 

vitesses et accélérations. Le polynôme est obtenu en employant les conditions aux limites 

suivantes : 

    0)(  ,00 0,)(  ,00 ,)(  ,)0(
......

====== ffffi tq)(qtq)(qqtqqq  

Pour satisfaire les six contraintes, le polynôme d'interpolation doit être de degré cinq :  

                     543 )(6)(15)(10)(
fff t
t

t
t

t
ttr +−=                                                                    [II.75] 

     Les trajectoires des positions, vitesses et accélérations pour l'articulation j sont présentées 

à la figure II-8. Les vitesses et accélérations  maximales ont pour expressions : 

                                                       
f

j
f t

D
q

8

15
max

.
=                                                                  [II.76] 

                                                       
2max

..

3

10

f

j
f t

D
q =                                                                  [II.77] 
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                             Figure II-7 : Polynôme d'interpolation de degré 5 

II.7.2.1.2. Interpolation Bang-Bang 

      Le mouvement est matérialisé par une phase d'accélération jusqu'à  2ft  et de 

décélération de 2ft   à  ft  

⎪
⎪
⎩
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20                               )(2)(
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                                                        [II.78] 

La figure II.8 : montre l'allure des positions, vitesses et accélérations.  
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Figure II-8 : Interpolation  Bang-Bang. 

II.7.3. Loi de commande du couple calculé (computed torque control) 

Cette loi de commande ressemble à la classe des lois de commande par découplage non 

linéaire. Elle consiste à poursuivre une trajectoire prédéfinie par )( ),(
.

tqtq dd et )(
..

tq d et 

permettant d'obtenir en boucle fermée un comportement linéaire et découplé sous certaines 

condition à définir. Ce type de loi de commande sera proche de la loi de commande par 

découplage non linéaire mais avec un objectif différent. 

Partant du même modèle dynamique donné par l'équation (III.10), la loi de commande est 

donnée par la relation suivante : 

                                )(),(]~~)[(
.....

qGqqqCqkqkqqM vpd ++++=Γ                       [II.79] 

Où pk et vk sont des matrices symétriques et définies positives; et qqq d −=~  désignant 

l'erreur de poursuite en position. Ainsi La dynamique en boucle fermée du robot est obtenue 

en remplaçant le couple du modèle dynamique [II.45] par la loi de commande [II.79] : 
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                                                             0~~ ...
=++ qkqkq vpd                                              [II.80] 

Le choix d'une matrice diagonale pour  pk et vk nous assure un découplage et ainsi le 

système est linéaire découplé par feedback. Le schéma bloc de la loi de commande du couple 

calculé est donné par la figure II-9. 

 

Figure II-9 : Schéma bloc de la commande du couple calculé 

II.8. Exemples de simulation  
     Les simulations ont été réalisées par MATLAB qui est considéré comme l'un des outils les 

plus puissants dans le calcul mathématique. Plusieurs simulations ont été effectuées avec le 

modèle dynamique du robot décrit par l'équation [II.45] avec deux types de lois de 

commande, la loi de commande point à point et la loi de commande du couple calculé. Nous 

avons deux objectifs différents : l'objectif de régulation pour la première et de poursuite de 

trajectoire pour la deuxième. Nous utilisons le modèle du robot manipulateur à deux degrés de 

liberté. 

II.8.1. Bras manipulateur à 2ddl 
Le premier système contrôlé dans cette étude est un bras manipulateur plan à deux degrés 

de liberté (voir figure II-10), dont le modèle de l’équation [II.45] est donné par les trois 

matrices ),( ),(
.
qqCqM et )(qG . 
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Figure II-10 : Robot manipulateur à deux degrés de liberté 

II.8.1.1. Application de la Loi de commande point à point 

Les figures (II.11, II-12, II-13, II-14, II-15, II-16) présentent les résultats de simulation, 

pour des positions désirées q1=1.5 rad et q2=1.6 rad,  les matrices des paramètres kp et kv 

sont données par : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

500          0
0          005

pk , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100          0
0          201

vk . 

Nous remarquons d'après les figures II-11 et II-12 que les deux articulations 1 et 2 

atteignent les valeurs désirées 1.5 rad et 1.6 rad respectivement. Nous remarquons aussi que le 

temps de réponse des deux articulations diffère, puisque la première articulation atteint la 

valeur désirée plus rapidement que la deuxième. 

Les erreurs sur les positions 1 et 2 ont une convergence exponentielle, tel qu'il est montré 

dans les figures II-15 et II-16.  

II.8.1.2. Application de la loi de commande du couple calculé 
    Le comportement de notre système après l'application de cette loi de commande, est illustré 

par les figures (II-17, II-18, II-19, II-20) pour les matrices des gains kp et kv suivantes :  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

600          0
0          650

pk , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

80         0
0          85

vk . 

La génération de trajectoire a été réalisée par une interpolation polynomiale de degré cinq. 

Pour ce type de commande en poursuite de trajectoire, les résultats de simulation montrent 

qu'il y a une bonne poursuite des trajectoires, avec un temps de réponse identique pour les 

deux articulations. 

q1 
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Figure II-17 : Allure de la position 1 avec la 
commande du couple calculé. 

 

 

 
 

Figure II-18: Allure de la position 2 avec la      
commande du couple calculé. 

 

  

 
 

Figure II-19 : Allure de la vitesse 1 avec la 
commande du couple calculé. 

 

 
 

Figure II-20: Allure de la vitesse 2 avec la 
commande du couple calculé. 

 
 

II.9.Conclusion 

    Dans cette partie de notre travail nous avons mis en évidence la modélisation des bras 

manipulateurs à chaine ouverte simple et l’application de quelques lois de commande 

classiques à ce type de système, a savoir la commande proportionnel dérivée avec 

compensation de l’effet de gravité (point à point)  avec un objectif de régulation, et la loi de 

commande Loi de commande du couple calculé (computed torque control) ayant comme 

objectif la poursuite de trajectoire. 

      L’objectif principal de notre travail est d’arriver à concevoir un contrôleur flou pour la 

commande d’un bras manipulateur à deux degré de liberté, pour but de comparer ces résultats 
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à celles de la commande classique conventionnelles, et par  faute de temps malheureusement 

on n’a pas pu trouver de bons résultats, pour cela nous avons essayé d’appliquer cette 

technique pour la commande d’un autre type de système non-linéaire à savoir le pendule 

inversé. 
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III.1. Introduction 
    Dans un système basé sur la logique floue les variables d’entrées et les variables de sorties 

sont reliées par des règles qui intervient au niveau de l’inférence de la défuzzification. Dans 

ce chapitre on va introduire un contrôleur  flou  pour la commande d’un pendule inversé avec 

des essais de simulation sur le logiciel MATLAB 
III.2. Présentation du pendule inversé  

Le pendule inversé est un système non linéaire et instable utilisé pour tester des nouvelles 

techniques de contrôle. 

Une représentation du pendule inversé est donnée par la figure III-1; un chariot surmonté 

d'une tige se déplace horizontalement sur une courroie actionnée par un moteur à courant 

continu.  

 

 
Figure III-1 : Description schématique du pendule inversé 

 
Les variables principales sont : 
 

- la position angulaire de la tigeϕ . 

- La vitesse angulaire de la tige
.
ϕ . 

- La position horizontale du chariot r . 

- La vitesse de déplacement du chariot
.
r . 

 
     Soit le vecteur d'état :          
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Les équations différentielles ),(
.

uxfx = modélisant le pendule inversé sont de la forme : 
 
 
 
 
 
        (III.2)  

 
      Les coefficients ija et ib  pour 4,3=i  et 5,...,2=j  sont donnés dans l'annexe B. 

 
III.3. La commande par logique floue du pendule inversé  

Dans la commande floue, plusieurs approches peuvent être utilisées. Ces approches se 

distinguent selon les entrées, qui sont généralement l'erreur e (différence entre la consigne et 

la sortie du processus) et la variation de l'erreur ∆e; ainsi que la sortie du contrôleur.  

Selon que la sortie du contrôleur flou concerne la commande ou sa variation, nous 

obtiendrons des équivalents structuraux non linéaires des contrôleurs classiques PD, PI,  ou 

même PID. 

La figure III-2 montre un contrôleur flou de type PI, dans ce cas la sortie du contrôleur 

flou est considérée comme un incrément de commande. 

 
 

 
 

Figure III-2 : Schéma de principe d'un contrôleur flou de type PI 

 
Par contre, si la sortie du contrôleur est directement appliquée au processus, le contrôleur 
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contrôleur flou dans la commande du pendule inversé. La structure de ce type de régulateur 

est représentée dans la figure III-3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figure III-3 : Schéma de principe d'un contrôleur flou de type PD 
 
Le contrôleur flou de type PID peut être obtenu en combinant les deux contrôleurs flous 

de type PI et PD comme il est indiqué dans la figure III-4. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figure III-4: Schéma de principe d'un contrôleur flou de type PID 
 
Les gains Ke et K∆e sont nommés facteurs d'échelle. Ils servent à transformer les valeurs 

physiques des entrées dans un domaine normalisé [-1 1]. De plus, la dénormalisation change 

la valeur normalisée du signal de commande à son domaine physique respecté à l'aide des 

deux facteurs d'échelle Ku et K∆u. Par conséquent, les entrées du contrôleur flou en et ∆en sont 

normalisées par l'utilisation des expressions suivantes: 
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De la même façon, la sortie un du contrôleur est dénormalisée à u en utilisant la relation 
suivante: 
                                               nunu uKuKu ∆+= ∆ ..                                               (III.4) 

III.4. Conception du Contrôleur flou pour la commande du pendule inversé  
L'objectif de la stratégie de régulation est d'une part, de maintenir la tige du pendule en 

position verticale haute, d'autre part, d'amener le chariot vers une position donnée rc . 

La conception d'un contrôleur flou passe toujours par quatre stades que nous allons 
détailler successivement. 

 
1ère étape: choix des entrées et sorties. 

Les variables d'entrée du contrôleur flou sont la position et une grandeur proportionnelle à 

la vitesse angulaire de la tige, ϕ et ϕ∆ , l'erreur en position e donnée par rcre −=  et une 

grandeur proportionnelle à la vitesse de déplacement du chariot re ∆=∆ . La variable de sortie 

du contrôleur flou est une tension u  permettant de commander un moteur à courant continu. 

Pour diminuer le nombre de variables en entrée du contrôleur flou, nous réduisons la 

dimension du problème. Cette réduction peut être obtenue par une fusion mathématique des 

variables d'entrée avant de les fournir en entrée du contrôleur flou. Elle est réalisée comme 

suit:  

                                            ( )0,,,
..
..

fdcba
edecXe

baX

⎩
⎨
⎧

∆+=
∆+= ϕϕϕ

                                 (III.5) 

 
Ainsi, si Xe est nul, cela signifie que le chariot a atteint sa position de référence ( 0=e et

0=∆e ), ou encore qu'il se déplace vers celle-ci ( edce ∆−= ). Le raisonnement est identique 

pour ϕX . Si ϕX  est nul, la position angulaire du pendule est stabilisée ou s'approche de zéro. 

Par conséquent, la stabilisation de ϕX et Xe permet d'amener le pendule vers une position de 

référence et assure le maintien de la tige du pendule en position verticale haute. Plus la valeur 

absolue de ϕX , respectivement Xe, est importante, plus la position horizontale, 

respectivement, angulaire, du pendule est critique. Ces deux variables, ϕX  et Xe, 

représentent respectivement la position angulaire critique et la position horizontale critique du 

pendule. 
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Figure III-5 : Contrôleur flou pour le pendule inversé 
 
2ème étape: définition des fonctions d'appartenance 

La première étape de conception a permis de cerner au mieux les caractéristiques 

linguistiques des variables. Il faut maintenant définir complètement les sous-ensembles flous, 

c'est à dire expliciter leurs fonctions d'appartenance. Une fois encore, l'intuition et 

l'expérience auront leur rôle à jouer. Quelques principes ressortent de la pratique ou des 
essais: choix de fonctions triangulaires ou trapézoïdales, chevauchement de l'espace des sous-

ensembles voisins, degré maximal d'appartenance.  

Nous envisagerons pour toutes les variables d'entrée et de sortie trois sous ensembles flous 

dont les fonctions d'appartenance sont de formes triangulaire. La figure III-6 montre le choix 

de la forme des fonctions d'appartenance pour les deux entrées et la sortie, répartis sur 

l'univers de discours normalisé [-1,1]. 

 

 
Figure III-6 : Partition floue 

 
Où les abréviations dans la figure signifient: 

 
N : Négatif; 
Z : Zéro; 
P : positif. 
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3ème étape: détermination du jeu de règles : 

Cette étape concerne l'élaboration de la base de règle du contrôleur. C'est de nouveau à un 

expert et à sa connaissance du problème que l'on se fiera le plus souvent. Dans le cadre de la 

régulation, nous utilisons fréquemment l'erreur et sa variation. À partir de ces deux entrées, 

traduites sous forme de variables floues, il est possible de déterminer les règles dans le 

domaine temporel et on peut construire une matrice comprenant toutes les possibilités 

linguistiques de ces règles. 

L'analyse temporelle, qui doit conduire à établir les règles du contrôleur flou, peut par 

exemple consister à considérer la réponse à un échelon d'un processus à piloter en fonction 

des objectifs qui seront fixés en boucle fermé. 

La forme générale de la réponse est représentée par la figure III-7, selon l'amplitude de e

et le signe de e∆ , cette réponse est divisée en quatre régions. 

 
      :   0fe et 0pe∆  
      :   0pe et 0pe∆  
      :   0pe et 0fe∆  
      :   0fe et 0fe∆   
 

 
 

Figure III-7 : Ecriture du jeu de règles grâce à une analyse temporelle 

Le problème de commande du pendule est loin d'être trivial, car deux variables sont à 

réguler mais l'on ne dispose que d'une seule action de commande. La dynamique de ϕ  étant 

plus rapide que celle de r, la stratégie adoptée est la suivante : nous chercherons dans un 

premier temps à équilibrer le pendule (position verticale haute), puis à l'amener 

progressivement vers sa position de référence en le déséquilibrant du bon coté, c'est à dire 

vers celui qui entraînera une valeur de commande telle que le pendule  se déplacera vers rc. 
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Nous pouvons alors écrire les règles suivantes afin de commander le pendule à la fois 

horizontalement et verticalement. 

 
Xe       Xφ N Z P 

N N N P 
Z N Z P 
P N P P 

 
 Tableau III-1: Base de règle du contrôleur flou 

Le tableau III-1 peut être traduit de la manière suivante: 
 
1. Si Xφ est Négatif et Xe est Négatif  Alors u est Négatif. 
. 
. 
6. Si Xφ est Zéro et Xe est positif Alors u est positif. 
. 
. 
9. Si Xφ est Positif et Xe est positif Alors u est positif. 
 

Ces règles traduisent bien que l'objectif prioritaire est la stabilisation verticale du pendule, 
Xe n'est considéré que lorsque Xφ est nul. 
4ème étape: choix d'une méthode de défuzzification, du mécanisme d'inférence, ainsi des 

valeurs des facteurs d’échelle. 

La méthode de défuzzification utilisée dans notre travail est la méthode du centre de 

gravité. 

Pour le mécanisme d'inférence, nous avons opté pour le mécanisme d'inférence MAX-
MIN. 

Le choix des facteurs d'échelle résulte après différents essais de simulation afin d'avoir les 

meilleurs résultats. 

 
III.4.1 Résultats de simulation 

• Schéma bloc de simulation de pendule sur MATLAB est montré par la figure III-8. 

 



Chapitre III                                               Application  de la commande floue à un pendule inversé 
 

  
66   

   

 

 
Figure.III-8 : Schéma bloc de simulation sur MATLAB. 
 
Les limitations physiques du pendule inversé ici considéré sont ]5.0,5.0[ +−∈r mètres et 

]10,10[ +−∈u volts.  
 
Pour évaluer les performances du réglage par logique floue, nous avons effectué 

différentes simulations pour une consigne rc = 0.3m, ainsi que pour une inversion de 

consigne jusqu'à  rc = -0.3m, tel qu'il est montré dans les figures (III-9, III-10, III-11, III-12, 

III-13, III-14, III-15). 

Les performances obtenues avec ce contrôleur flou contenant seulement neuf règles sont 

tout à fait satisfaisantes. De plus les règles sont très lisibles et facilement interprétables par un 

non spécialiste en automatique.  

D'après la figure III-9, nous pouvons remarquer que la réponse de notre système rejoint sa 

référence avec un temps de réponse de 4s. Nous avons remarqué aussi qu'il existe un retard 

qui est dù au fait que notre système doit tout d'abord positionner la tige du pendule à sa 

position verticale. La tige du pendule se déstabilise puis elle rejoint sa position verticale tel 

qu'il est montré dans la figure III-10. La tension de commande atteint 8 volts pour permettre 

au chariot d'atteindre sa position désirée, en gardant la tige dans la position verticale. 

Pour une variation de consigne de 0.3m à -0.3m la réponse suit toujours la référence, tel 

qu'il est montré par la figure III-13. Nous remarquons aussi qu'il y a un léger dépassement. 

Ceci est du au changement brusque de consigne de 0.6m. À chaque fois qu'il y a changement 
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de consigne, nous avons une variation de la position angulaire d'environ 0.01rd, mais la tige 

arrive à se stabilisé dans sa position verticale. La tension de commande reste entre 8volts et 9 

volts.  
 

 
 

Figure III-9 : Réponse de la position à une 
consigne de 0.3m 

 

 
 

Figure III-10 : La position angulaire du 
pendule 

 

 
 
Figure III-11 : La tension de commande 
 
 
 
 

 
Figure III-12 : Les variations de la position 

et de l'angle 
 

 
Figure III-13 : Réponse de la position pour  une 

variation de consigne de 0.3m jusqu'à -0.3m 
 

 
Figure III-14 : Réponse de la position 

angulaire pour  une variation de consigne de 
0.3m jusqu'à -0.3m 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

temps(s)

po
si

tio
n 

(m
)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

temps(s)

an
gl

e(
rd

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

temps(s)

te
ns

io
n(

vo
lts

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

temps(s)

va
ria

tio
n 

de
 p

os
iti

on
 e

t d
e 

l'a
ng

le

variation de position
variation de l'angle

0 10 20 30 40 50 60
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

temps(s)

po
si

tio
n(

m
)

0 10 20 30 40 50 60
-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

temps(s)

an
gl

e(
rd

)



Chapitre III                                               Application  de la commande floue à un pendule inversé 
 

  
68   

   

 
 
 

 
 
 
Figure IV-15 : Tension de commande pour  une  
variation de consigne de 0.3m jusqu'à -0.3m 
 
 
 III.5. Conclusion 
 
     L’application de la commande floue sur des systèmes non-linéaires ,tel que l’exemple du 

pendule à bien montrée la place de cette technique pour ce type du système qui sont 

difficilement modélisable et surtout à commander par les techniques de commande 

conventionnelles classique. Les résultats de simulation illustre encore une fois la montée 

exponentielle de cette méthode et la place qui occupe aujourd’hui. 
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VI.1.Introduction à la réalité virtuelle 
    La réalité virtuelle permet de visualiser le comportement des systèmes physiques, par une 

simple simulation. Dans ce contexte, nous allons visualiser de façon concrète le 

comportement du bras manipulateur à 2ddl suite à une commande quelconque.  

 
     La conception du bras manipulateur est réalisée à l'aide du "Virtual  Reality Toolbox" du 
SIMULINK-MATLAB. 
  
VI.2. Démonstration sur un bras manipulateur à 2ddl 
     Les étapes à suivre pour la conception du bras manipulateur  sont dans les figures (VI-1 et 
VI-2). 
     La figure VI-1, représente un cylindre qui formera les tiges du bras. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           Figure.VI-1 : Construction des deux tiges du bras manipulateur 
  
 

Sélection de cylindre 

Choix de la longueur Choix  de diamètre 

Choix des paramètres de dimension 

La forme finale de cylindre qui représentera la première 
tige du bras 
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    La sphère dans notre cas représente les articulations du bras manipulateur comme le montre 

la  Figure.VI-2  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                      Figure.VI-2 : construction des articulations du bras manipulateur 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sélection de la sphère 

Dimension de la sphère 

Sphere ou articulation du bras 
comme notre cas 



Chapitre VI                                                                                                                           La réalité virtuelle  
 

  
71   

   

      La fenêtre "V-Realm Builder" permet de faire l'assemblage des parties du bras 
manipulateur, ces parties sont disponibles dans la barre d'outil, ceci est montré par les figure 
IV-3 :   
 

 
 

Figure.VI-3 : Assemblage du bras manipulateur  

 

Les blocs SIMULINK utilisés pour cette application sont illustrés par la figure VI-2  : 
 
 

tige1.rotation

tige2.rotation

VR Sink

VR

VR Signal Expander1

VR

VR Signal ExpanderRobot 2ddof

  

 
Figure.VI-4 : Blocs SIMULINK de la réalité virtuelle 

 
Par double clic sur le bloc VR Sink, la fenêtre des paramètres apparaisse. Cette fenêtre 

permet de spécifier les paramètres de l'application, ainsi que d'accéder à une application déjà 

enregistrée: 
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Figure.VI-5 : La fenêtre VR Sink 
 

     En lançant la simulation sur le schéma fonctionnel du Simulink, nous pouvons visualiser le 

comportement du bras manipulateur, et le suivi des références à l'aide d'une fenêtre qui 

apparaîtra juste après le lancement de la simulation : 

 

 
 

Figure-6 : Visualisation du comportement du bras manipulateur 
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VI.3.Conclusion 
     La réalité virtuelle nous permet de visualiser un peut de réel sur le comportement du 

système à commander, pour cela  cette technologie founit des raccourcis à la conception finale 

du système.  
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Conclusion générale 

     Notre objectif a eu pour but de la conception d’un contrôleur flou pour la commande d’un 
pendule inversé, en abordant parallèlement la commande classique sur un robot manipulateur 
à deux degré de liberté. 

     Le premier chapitre à été consacré pour la représentation des principes fondamentaux de la 
théorie de la logique floue, en citant une petite comparaison entre la logique classique et la 
logique floue,  ainsi que les différents types de régulateurs flous pour la commande. 

     Dans le deuxième chapitre, un recueil assez complet sur les structures géométriques des 
robots manipulateurs à chaine ouverte simple, ainsi que la présentation des différentes 
méthodes à utiliser pour la modélisation de ce type de système non-linéaire, et une application 
de quelques lois de commande classique à un bras manipulateur à deux degré de liberté et ce 
en procédant avec le SIMULINK du logiciel MATLAB, qui nous a permis de visualiser les 
résultats de ces commandes classiques.  

     Dans le troisième chapitre nous avons fait la conception d’un contrôleur flou dont le but 
est de commander un système non-linéaire à savoir le pendule inversé, des essais effectués 
avec deux types de consignes, des résultats satisfaisants confirment la rapidité et la robustesse 
de ce type de contrôleur par rapport au contrôleur classique qui s’adapte difficilement au 
changement des paramètres. 

     En fin, le quatrième chapitre est consacré à la réalité virtuelle en montrant une petite 
animation du bras manipulateur à deux degré de liberté. 

   Le contrôleur flou à montré son efficacité pour la commande, pour cela on envisage dans le 
future de pouvoir continuer ce travail, en réalisant d’autres types de ce contrôleur pour valider 
encore plus de bon résultats.     
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Annexe A : 

Notations des variables de modèle dynamique  
    Les principales notations sont les suivantes : 

aj        vecteur unitaire suivant l’axe zj ; 

Fj        résultante des forces extérieures sur le corps Cj ; 

fej         résultante du torseur dynamique exercé sur le corps Cj  sur l’environnement ; 

Fsj      paramètre  de frottement  sec de l’articulation j ; 

Fvj     paramètre  de frottement visqueux de l’articulation j ; 

g      accélération de la pesanteur ; 

Gj      centre de gravité du corps Cj ; 

IGj     tenseur d’inertie du corps Cj par rapport à un repère parallèle à Rj et d’origine Gj ; 

Iaj    moment d’inertie de l’actionneur j et de son réducteur ressenti par l’articulation ; 

Jj       matrice d’inertie globale du corps j de dimension (6x6) ; 

Lj    vecteur liant l’origine  R j , antécédent de l’origine Rj, et l’origine du repère Rj ;                                 
 
Mj     masse de corps Cj ; 
 
MSj    premier moment d’inertie du corps Cj  auteur de l’origine  du repère Rj ; 
 
MGj   moment des efforts extérieurs exercé sur le corps Cj autour de Gj ; 
 
Mj   moment des efforts extérieurs exercé sur le corps Cj autour de Oj ; 
 
mj    moment de torseur dynamique  exercé sur le corps Cj par son antécédent ;  
 
mej   moment de torseur dynamique  sur le corps Cj sur l’environnement  autour de Oj ;                                
 
Sj     vecteur ayant pou origine Oj et pour  extrémité le centre de masse  du corps Cj  ; 
 
Vj    vitesse de point Oj ; 
 
ሶ܄ j     accélération du point Oj ; 
 
VGj        vitesse du centre de gravité du corps Cj ; 
 
ሶ܄ Gj         accélération du centre de gravité du corps Cj ;   
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߱j      vitesse de rotation du corps Cj ; 
 
ωሶ j     accélération  de rotation du corps Cj ; 
 
Vj    vecteur de dimension (6x1) regroupant les composantes des éléments du torseur    
 
    cinématique du corps j ; 
 

fj    résultante du torseur dynamique exercé sur le corps Cj par son antécédent et par  

                     l’actionneur j ; 
 
jJj    tenseur d’inertie  du corps  Cj par rapport au repère Rj, qui s’exprime par : 
 

jJj = ቎
ሺy²׬ ൅ z²ሻ݀݉ െ׬xy݀݉ െ׬xz݀݉
െ׬xy݀݉ ሺx²׬ ൅ z²ሻ݀݉ െ݉݀ݖݕ׬
െ׬xz݀݉ െ׬y݉݀ݖ ሺx²׬ ൅ y²ሻ݀݉

቏ 
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Annexe B 
 

 Coefficients du modèle du pendule inversé : 
a32= -1.93 , a33= -1.99 , a34=0.009 , a35=0.063 , 
a42=36.99 , a43=6.26 , a44=-0.174 , a45= -0.1972, 
b1=0.5128 ,b2= -1.61 . 
 


