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Notations 

 

 

� � :  ensemble des nombres réels. 

� �� :  ensemble des nombres réels positifs ou nuls. 

� �� :  ensemble vectoriel de dimension � construit sur le corps des réels. 

� ��, 
� :  intervalle semi ouvert de � d’extrémité � et 
 

� � 
 �����, 0�; ��� : ensemble des fonctions continues de ���, 0� dans �� 

� |. | : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe. 

� �. � : une norme sur �� 

� �. �� :  norme sur � définie par � � �  � :    ���� 
 sup� ����,����� ��  

� !" :  opérateur de dérivation d’ordre non entier α 

� $ : opérateur de Laplace 

� 0 �  �� :  vecteur de composantes 01 

� 0�2, 2�, ��� :  vecteur de �� représentant l’état instantané du système à l’instant 2, avec 
pour l’état initial �� �  � à l’instant 2� 

� 3�. � : fonction Gamma d’Euler 

� 4" : fonction de Mittag-Leffler 

� 5"6�2� : intégration non entière d’ordre α 

� !7
"

78

9: 6�2� : dérivée d’ordre α de la fonction 6�2� selon la définition de Riemann-Liouville 

� !7;

<
7
"6�2� : dérivée d’ordre α selon la défintion de Caputo 

� !=
  >:

7
"6�2� ? dérivée d’ordre α selon Grünwald-Letnikov 

� �@� :  norme euclidienne de la matrice @ 

� AB=C�. � :  désigne la plus grande valeur singulière de la matrice �. � 
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Introduction Générale 

 
 
 
 L’automatique a été définie comme étant une science qui utilise des méthodes 

théoriques et des moyens technologiques pour la conception et la construction de 

systèmes automatisés. Fondée sur la notion de contre réaction, son objectif principal est 

de synthétiser des correcteurs afin d’assurer au système un certain niveau de 

performance. Le plus souvent, le comportement d’un système est évalué à l’aide d’une 

quantité mesurée par un capteur, c’est donc une sortie du système. La réalisation de 

cette tache fait intervenir trois étapes essentielles. La première est la modélisation qui 

consiste à déterminer les relations mathématiques liant les différentes variables 

constituant le système. Une fois établi le modèle, il est ensuite nécessaire d’analyser son 

comportement et d’établir ses propriétés : C’est la phase d’analyse. Une fois l’analyse 

effectuée, vient enfin la phase de commande dont le rôle est de déterminer le correcteur 

permettant d’y remédier aux insuffisances des performances du système. Dans le cas 

des systèmes linéaires et non linéaires d’ordre entier temps invariant, plusieurs travaux 

portant sur la stabilité et la stabilisation ont été publiés et différents correcteurs ont été 

implantés avec succès sur ces systèmes. On peut citer les correcteurs PID, les 

correcteurs à structure variable, les correcteurs �∞ , commande par retour d’état, etc. 

Ces différentes commandes ont été étendues au cas des systèmes à retards constants ou 

variables. Or, beaucoup de systèmes dynamiques peuvent être mieux modélisés par un 

modèle dynamique non entier, basé sur la notion de différentiation ou d’intégration 

d’ordre non entier appelée également dérivation et intégration fractionnaires. Il est donc 

légitime de s’intéresser à ces systèmes en vue de leur synthétiser des commandes 

adéquates pour rendre compte de leur comportement. 
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Sur le calcul fractionnaire et la commande d’ordre 

fractionnaire 

 

 Dans le cas du calcul ordinaire (ordre entier), la dérivée d’ordre � ou la dérivée 

�è�� d’une fonction ����, à savoir 	
���� � 
�
����

��

, est bien définie lorsque � est un 

entier positif. En 1695, L’Hopital demanda à Leibniz quel sens pourrait-on attribuer à 

	
����  si �  était une fraction. Depuis ce temps, le calcul fractionnaire a attiré 

l’attention de nombreux mathématiciens de renommée tels qu’Euler, Laplace, Fourier, 

Abel, Riemann, et Laurent. De nombreuses définitions ont été alors données sur la 

dérivation et l’intégrale d’ordre non entier ou fractionnaire [36], [55], [63] 

 Le comportement de nombreux systèmes physiques peut être correctement décrit 

par des équations différentielles à dérivées non entières, C’est le cas de certains 

systèmes thermiques [71], électrochimiques [86]. L’utilisation de modèles classiques 

basés sur la dérivation entière n’est donc pas appropriée. Des modèles basés sur des 

équations à dérivées non entières ont, à cet effet, été développés. La raison de 

l’utilisation des modèles entiers est due principalement à l’absence d’outils 

mathématiques permettant l’analyse, la simulation et la réalisation de ces systèmes 

fractionnaires. Des recherches ont été entamées dans ce sens et actuellement, il existe 

plusieurs méthodes d’approximations de la dérivée et de l’intégrale fractionnaires, dans 

le cas continu et dans le cas discret [12], [65], [85]. 

 Les outils fractionnaires apparaissent aussi en automatique et en robotique, 

notamment au travers d’applications en modélisation, identification, commande et 

commande robuste [52], [57], [71]. Compte tenu de l’intérêt sans cesse croissant donné 

à la dérivation d’ordre non entier en organisant des conférences internationales (IEEE, 

CDC, IFAC, CIFA, Numéros spéciaux, symposiums, workshops on Fractional 

Differentiation and its Application (FDA)), certaines universités, à l’image de Bordeaux 

(France), ont intégré l’étude des systèmes d’ordre non entier et leurs applications dans 

leur cursus. 

 Dans la commande des systèmes dynamiques, le système à contrôler et/ou le 

régulateur sont régis par des équations différentielles fractionnaires. L’idée d’utiliser 
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des régulateurs d’ordre fractionnaire pour la commande de ces systèmes revient à 

Oustaloup, qui a développé le régulateur CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non 

Entier), décrit dans son ouvrage [56] avec des applications dans divers domaines. 

Oustaloup avait notamment démontré l’avantage du régulateur CRONE par rapport au 

PID classique. Podlubny [64] a proposé plus tard le régulateur d’ordre fractionnaire 

PIλDµ utilisant des actions dérivées et intégrales d’ordre non entier. En 2003, Calderon 

[8] a élargi le calcul fractionnaire à la commande par modes glissants. 

 

Sur la commande par modes glissants 

 

 Le réglage par mode de glissement est un mode de fonctionnement particulier 

des systèmes à structure variable. Un système à structure variable est un système 

pouvant changer de structure en faisant commuter sa commande entre deux valeurs, 

suivant le signe d’une fonction des coordonnées du système dans l’espace de phase. Le 

principe repose donc sur le choix à priori de cette fonction qui définit une hypersurface 

ou une surface de commutation sur laquelle et sous certaines conditions, les trajectoires 

du système sont maintenues dans l’espace de phase. Le système est dit alors en régime 

glissant ou en mode de glissement sur l’hypersurface considérée. Dans ce cas, le 

système bouclé devient insensible à certaines perturbations. Quand l’état du système 

évolue sur la surface choisie, la dynamique du système est dite plongée dans l’état d’un 

système réduit et libre, c'est-à-dire que le système évolue sur une variété de dimension 

inférieure d’une unité à la dimension du système. 

 La commande par modes glissants a été longtemps limitée dans ses applications 

à cause du caractère discontinu de sa commande, qui engendre des oscillations autour de 

la surface de commutation : C’est le phénomène de réticence ou chattering en anglais. 

Depuis 1980, plusieurs solutions ont été proposées pour y remédier à cet inconvénient 

[41] et par la suite, beaucoup d’applications ont utilisé cette technique de commande 

dans le cas des systèmes linéaires et non linéaires d’ordre entier [6],[7],[29]. Dans le cas 

fractionnaire, la première application utilisant la technique des modes glissants d’ordre 

fractionnaire revient à Calderon [8], [9] sur un convertisseur électrique  continu-continu. 

Les auteurs ont défini des surfaces de commutation basées sur les structures des 
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correcteurs PID et PI d’ordre fractionnaire. D’autres techniques ont été aussi utilisées 

récemment [21], [62], [75]. 

 

Sur les systèmes à retards 

 
 Dans le domaine de l’automatique, l’état d’un système représente l’ensemble des 

variables présentes permettant de déterminer le comportement futur du système. Dans le 

cas des systèmes décrits par des équations différentielles ordinaires, on suppose que 

l’évolution du système à l’instant t+∆t ne dépend que de la valeur de ses variables à 

l’instant t. Donc, les états antérieurs n’y interviennent pas et ces équations où le passé 

ne se distingue pas de l’avenir sont inapplicables aux êtres vivants (prédiction de la 

population d’un pays dans le futur). Pour ces systèmes à retards, l’état n’est plus un 

ensemble fini de valeurs, mais une fonction définie sur un intervalle de la longueur du 

retard.  

Le retard peut être négligeable dans un système en boucle ouverte, mais peut 

devenir important dans une boucle fermée, par l’intermédiaire des temps de réaction des 

capteurs, par exemple. La présence du retard dans de nombreux domaines tels que la 

technologie, la biologie, les transports, etc., a renforcé leur importance dans les théories 

modernes des systèmes dynamiques et de contrôle. En automatique, l’étude des 

systèmes à retards (pour lesquels, existent plusieurs dénominations possibles : Systèmes 

héréditaires, systèmes de dimension infinie, systèmes décrits par des équations 

différentielles fonctionnelles, etc.) a reçu une attention considérable. C’est ainsi que 

plusieurs méthodes de synthèse de contrôleurs et de critères de stabilité ont été 

développés [14], [44], [45]. Parmi les différentes méthodes développées pour la 

commande des systèmes à retards, la commande par modes glissants a été largement 

utilisée et a été appliquée avec succès. Dans [26], [31], [67], des conditions suffisantes 

de stabilité ont été développées pour les systèmes à retards et incertains. 

 De nombreux systèmes physiques réels sont caractérisés par des équations à 

dérivations fractionnaires retardées [30], [16], [46]. De plus, les systèmes à retards 

d’ordre fractionnaire utilisant un contrôleur d’ordre fractionnaire ont été présentés dans 

[28]. Cependant, l’examen sur la technique de la commande par modes glissants pour 
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ces systèmes, n’a pas reçu suffisamment d’attention. Seulement quelques résultats sont 

disponibles [22], [75]. 

 
Contributions et organisation de la thèse 

 Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de l’utilisation des 

propriétés des opérateurs intégro-différentiels d’ordre fractionnaire en vue de contribuer 

au développement de schémas de commande par modes glissants d’ordre fractionnaire 

des systèmes linéaires à dérivations non entières sans retards et avec retards. 

 Le premier chapitre qui sera divisé en deux parties, fera l’objet d’une étude 

bibliographique du calcul fractionnaire et des systèmes de commande d’ordre 

fractionnaire. Dans la première partie, nous donnerons les définitions de base de la 

dérivation et de l’intégration d’ordre non entier, quelques propriétés des opérateurs 

d’ordre fractionnaire, les différentes représentations des systèmes fractionnaires et enfin 

les conditions de commandabilité, d’observabilité et de stabilité de ces systèmes. La 

deuxième partie retracera d’une manière succincte la chronologie des commandes 

d’ordre fractionnaire ainsi que quelques méthodes d’approximation en vue de 

simulations et de réalisations de correcteurs fractionnaires. 

 Dans le deuxième chapitre, nous présenterons la théorie des systèmes à structure 

variable et les modes glissants associés, formalisée dans le contexte classique. Nous 

donnerons les relations de base et la condition d’existence des modes glissants. 

 Le chapitre trois sera dévolu à quelques notions relatives aux systèmes à retards 

d’ordre entier, qui seront utiles à la compréhension de la suite de notre travail. Ce 

chapitre présentera les principaux modèles de systèmes à retards, les différents types de 

retards usuellement considérés, la méthode de stabilité au sens de Lyapunov, les 

différentes lois de commande appliquées et enfin la méthode de synthèse de la loi 

commande par modes glissants des systèmes à entrée retardée après avoir défini un 

prédicteur d’état pour compenser l’effet du retard  



 Introduction Générale  

 

 

12 

 

 Le chapitre quatre, qui est le dernier chapitre de notre mémoire, englobera nos 

contributions. La première contribution porte sur la forme de la surface de commutation 

d’ordre fractionnaire basée sur la définition l’intégrale de Riemann-Liouville. La 

deuxième est le développement d’un prédicteur d’état fractionnaire basé sur la fonction 

de Mittag-Leffler. Dans ce chapitre, nous présenterons la commande par modes 

glissants d’ordre fractionnaire des systèmes linéaires fractionnaires avec et sans retards. 

Nous commencerons par un modèle fractionnaire sans retard pour lequel on synthétise 

une loi de commande qui satisfera la condition d’existence du mode de glissement, un 

théorème sur la stabilité est développé. Ensuite, un modèle à état retardé pour lequel 

nous montrerons l’atteignabilité du régime glissant, et enfin, un prédicteur d’état 

fractionnaire est proposé pour transformer un système fractionnaire à entrée retardé en 

un système dit libre, indépendant du retard. Pour terminer le chapitre, nous étudierons la 

stabilité pratique en temps fini d’un système fractionnaire incertain à retard sur l’état. 

Des exemples numériques sont présentés pour illustrer les développements théoriques 

de ces méthodes. 

 Enfin, nous conclurons sur ce travail de thèse et les perspectives qu’il permet 

d’ouvrir  
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Chapitre 1  

 

 

Systèmes et Commandes d’Ordre 

Fractionnaire 

 

 

1.1  Introduction au calcul fractionnaire 

 

 

 Les opérateurs fractionnaires intégro-différentiels (calcul fractionnaire) est une 

généralisation de l’intégration et de la différentiation des opérateurs d’ordre non entier. 

La question des dérivées fractionnaires est abordée dès 1695 par Leibniz dans une lettre 

adressée à l’Hopital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait être la dérivée 

d’ordre un demi de la fonction ����, par rapport à la variable �, Leibniz répond que cela 

mène à un paradoxe dont on tirera profit, un jour, d’utiles conséquences : Le calcul 

fractionnaire est alors né. 

On peut généraliser les opérateurs d’intégration et de différentiation en un seul 

opérateur fondamental�� �� où a et t sont les limites de l’opération. L’opérateur intégro-

différentiel continu est défini comme suit : 

 

 ���� 

��

�� �����            � � 01                  � 
 0� �������

�    � � 0�                                                       �1.1� 

 

où � � �, est l’ordre de l’opération  



 ractionnaireSystèmes et Commandes d’Ordre F -1  Chapitre 
 
 

14 
 

Plusieurs mathématiciens ont contribué à l’élaboration de la théorie de la dérivation 

d’ordre non entier et différentes définitions de l’opérateur fractionnaire ont vu le jour 

[55]. Les plus familières sont celles de Riemann-Liouville, de Caputo et de Grünwald-

Letnikov. Pour la compréhension de ces définitions, nous présentons quelques fonctions 

utilisées dans le calcul fractionnaire.  

 

1.2  Quelques Fonctions utilisées dans le calcul fractionnaire 

 
Dans cette section, nous présenterons deux fonctions qui sont très utilisées et qui 

permettent en général de fournir des solutions aux problèmes du calcul fractionnaire. Il 

s’agit de la fonction Gamma d’Euler et de la fonction de Mittag-Leffler. 

 

1.2.1  La fonction Gamma [18] 

 

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma 

d’Euler. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel � ��!� et elle 

permet à � de prendre des valeurs non entières. 

La définition intégrale de la fonction Gamma est donnée par (1.2) 

 

���� 
 �  ���!�"∞

# ��, � � 0                                   �1.2� 

 
Elle est plus souvent utilisée même si elle est restreinte aux valeurs positives de �. 

L’intégration par partie de (1.2) conduit à la relation de récurrence suivante  

 ��� & 1� 
 �����                                                          �1.3� 

 

Puisque ��1� 
 1, en utilisant la relation (1.3), nous obtenons pour � 
 1,2,3 … 

��2� 
 1. ��1� 
 1! 
��3� 
 2. ��2� 
 2! 
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��4� 
 3. ��3� 
 3! 
                             …………………………………………………. 

     ��� & 1� 
 �. ���� 
 �. �� * 1�! 
 �!                       �1.4� 

L’autre propriété importante de la fonction Gamma est qu’elle possède des pôles 

simples pour  � 
 0, *1, *2, *3, … 

Son expression est : 

���� 
 +��� & �*1�#0!  10 & � & �*1�"1!  11 & � & �*1�,2!  12 & � & -              �1.5�   
avec : 

                                           +��� 
 �  ��∞

" �!�"��                                                    
Ceci signifie que pour des valeurs entières négatives, la fonction Gamma tend 

asymptotiquement vers l’infini. 

 

1.2.2  Fonction de Mittag-Leffler [18] 

 

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante dans le monde du calcul 

fractionnaire. Son rôle est analogue à celui joué par la fonction exponentielle dans le cas 

du calcul entier. 

La définition standard de cette fonction à un paramètre est donnée par : 

 

/���� 
  0 �1���2 & 1�
∞

13#        �� � 0�                                  �1.6� 

Cette fonction a été introduite par Mittag-Leffler en 1903. [18] 

La fonction exponentielle usuelle correspond pour une valeur de  � 
 1 
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/"��� 
 0 �1��2 & 1�
5

13# 
 0 �12!
5

13#  
  !                                  �1.7� 

 

Il est aussi courant de représenter la fonction de Mittag-Leffler avec deux paramètres α 

et β, comme suit : 

  /�,9��� 
  0 �1���2 & :�
∞

13#       �α � 0, β � 0�                         �1.8� 

 

Cette fonction a été introduite par R.P. Agarwal et Erdelyi en 1953-1954[18] 

 

1.3  Opérateurs d’intégration et de dérivation non-entiers : 

Définitions et propriétés [36], [55] 

 
Dans ce paragraphe, nous présenterons les opérateurs d’ordre non entier. Une définition 

unique de l’intégration non entière et plusieurs définitions de la dérivée non entière sont 

considérées. 

 

1.3.1  Intégration non entière 

Définition 1.1: Soit � < �= et > une fonction localement intégrable définie sur [�# ,∞�. 

L’intégrale d’ordre � de > de borne inférieure �# définie par : 

?���@ >��� 
 1���� � �� * ����"�
�@ >�����                                          �1.9� 

est appelée intégrale d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville. 

Avec ���� la fonction Gamma d’Euler  
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Quand on s’intéresse aux systèmes dynamiques, la fonction >��� est une fonction 

causale, alors l’intégrale d’ordre non entier est définie comme suit : 

 

?��# >��� 
 1���� � �� * ����"�
# >�����,     � � 0, � � �=                            �1.10� 

Dans (1.10), nous pouvons voir que l’intégrale d’ordre fractionnaire peut être exprimée 

sous forme de produit de convolution de la forme suivante : 

           ?��# >��� 
 B���� C >���,   � D  �=                                 �1.11� 

Avec: 

B���� 
 �=��"���� , � � �=  � �=��"  
 0 EFGH � � 0; �=��" 
 ���" EFGH �  J 0   �1.12� 

 

1.3.2  Dérivation non entière 

 

1.3.2.1  Définition de Riemann-Liouville (R-L) : Soient � � �=, � un entier positif, �# � � et > une fonction localement intégrable définie sur [�#,∞�. La dérivée d’ordre α 

de > de borne inférieure �# est définie par : 

        ����@KL >��� M �N��N O ?��N����@ >���P 
 1��� * �� �N��N ��� * ��N���"�
�@

>�����      �1.13� 

avec  �� * 1� � � � � 

1.3.2.2  Définition de Caputo :  

Caputo a reformulé la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire comme suit : 

   ��QR ��>��� M ?N���N>��� 
 1��� * �� � >�N������ * ����N=" ���
�Q                     �1.14� 

où  � * 1 � � � �, � � S 
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Pour �# 
 0, entre les deux définitions (1.13) et (1.14), il existe les deux relations 

suivantes : 

��>��� 
 �R �KL >��� & 0 �1����2 * � & 1�N�"
13# >�1��0=�                        �1.15� 

�KL � T>��� * 0 >�1�N�"
13# �0=� �12!U 
 �R �>���                                       �1.16� 

 

1.3.2.3   Définition de Grünwald-Letnikov (G-L) 

 

Elle est basée sur la généralisation de la dérivée classique d’une fonction >��� d’ordre � � S de la forme : 

�N��� 
 limYZ# 1[N 0�*1�15
\3# ]�̂_ >�� * ^[�                                         �1.17� 

   ]�̂_ 
 �!^! �� * ^�!                                                         �1.18� 

En remplaçant l’entier � par � � � �� � 0�, l’expression (1.18) s’écrit 

 

 ]�̂_ 
 ��� & 1�^! ��� * ^ & 1�                                                      �1.19� 

 

La dérivée d’ordre fractionnaire d’ordre � � 0 de G-L est donc [55] 

 

��            `L ��>��� 
 limYZ# 1[� 0 �*1�\a���Y b
\3# ]�̂_ >�� * ^[�                                    �1.20� 
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où c�d dénotes la partie entière de � , [ le pas d’échantillonnage et O�\ Psont appelés 

coefficient binomiaux. Cette définition sera utilisée pour la simulation et l’évaluation 

numérique de la dérivée fractionnaire. 

 

Remarque 1.1 : Ces différentes définitions nous montrent que la dérivée d’ordre non 

entier prend en compte les valeurs de >��� à tous les instants passés grâce à l’intégration 

qui y apparait. Elle fournit donc une caractérisation globale de >���. C’est cet effet 

« mémoire » qui fait de l’opérateur de dérivation non entière un excellent outil de 

modélisation des phénomènes de diffusion connus pour être à « mémoire longue »  

 

1.3.3  Propriétés de l’opérateur ef gh [18] 

 

Certaines propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires sont : 

1) Si >���  est une fonction analytique en � , alors sa dérivée fractionnaire �� !�>��� est une fonction analytique en � et �. 

2) Pour � 
 �, où �  est un nombre entier, l’opérateur �� !�  produit le même 

résultat que la dérivation classique d’ordre entier. 

3) Pour � 
 0, l’opérateur �� !� est l’opérateur identité : �� !#>��� 
 >��� 

4) La différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations 

linéaires �� !�  ij>��� & kl���m 
 j �� !�>��� & k �� !�l��� 

 

1.4  Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire  

La méthode de la transformée de Laplace est souvent utilisée comme étant un outil pour 

la résolution des problèmes posés en ingénierie [10], [53]. Dans ce paragraphe, nous 
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donnerons les transformées des opérateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non 

entier définis précédemment. 

 

1.4.1  Transformée de Laplace de l’intégrale non entière 

La transformée de Laplace de l’opérateur d’intégration non entier défini par (1.9) est 

donnée par [53] 

        n o ?# ��>���p 
 q�r�r�  , � � 0                                          �1.21�    
où s représente la variable de Laplace et � * 1 � � � � 

 

1.4.2  Transformée de Laplace de la dérivée non entière 

- Au sens de Riemann-Liouville 

 

   n i �#KL ��>���m 
 r�q�r� * 0 r1c �#KL ��"�1>���d�3#
N�"
13#                  �1.22� 

 
Les conditions initiales apparaissant dans (1.22) sont données en fonction d’une dérivée 

non entière évaluée à l’origine. 

 
- Au sens de Caputo 

            n i �#R ��>���m 
 r�q�r� * 0 r��1�">�1�N�"
13# �0�                               �1.23� 

Les conditions initiales apparaissant dans (1.23) sont données en fonction d’une dérivée 

entière évaluée à l’origine 

- Au sens de Grünwald-Letnikov 

   n i �#`L ��>��� 
 r�q�r�m                                                       �1.24� 
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Remarque1.2 : Les transformées de Laplace des dérivées d’ordre non entier de 

Riemann-Liouville et de Caputo sont équivalentes si et seulement si le système est au 

repos pour � � 0. Elles se réduisent à : 

 

  n i �#KL ��>���m 
 n i �#R ��>���m 
 r�q�r�                                  �1.25� 

 

Remarque 1.3 : La transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est bien 

connue. Mais son applicabilité en pratique est limitée à cause de l’absence 

d’interprétation physique des conditions initiales. 

 

1.5  Systèmes d’ordre fractionnaire 

1.5.1  Modèles et représentations 

Plusieurs systèmes dynamiques temps continu peuvent être modélisés par des équations 

différentielles comprenant des dérivées d’ordre fractionnaire. Un système d’ordre non 

entier linéaire monovariable temps invariant d’entrée G���et de sortie s��� est décrit par 

l’équation suivante : 

 tN��us��� & tN�"��uvws��� & - & t#��@s���          
 jx�9yG��� & jx�"�9yvwG��� & - j#�9@G���                           �1.26� 

où t1, j1 D �. 

Si tous les ordres de dérivation sont des multiples entiers de l’ordre de base α, c'est-à-

dire, �1 , :1 
 2�, � D �= ,  le système est dit d’ordre commensurable et l’équation 

(1.26) devient : 

    0 t1
N

13# �1�s��� 
 0 j1
x

13# �1�G���                                         �1.27� 

Si dans (1.27)  � 
 1 z{ , z D |=, le système sera d’ordre rationnel. 
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En appliquant la transformée de Laplace à de telles équations, et en supposant les 

conditions initiales nulles, nous obtenons des fonctions de transfert avec des puissances 

d’ordre non entier de la variable complexe de Laplace r. 

Dans le cas continu, la fonction de transfert d’un système d’ordre commensurable est 

donnée par l’équation (1.28) [10] 

 }�r� 
 ∑ j1�r��1x13#∑ t1�r��1N13#                                                  �1.28� 

qui peut être considérée comme étant une fonction pseudo-rationnelle, H(λ), de la 

variable � 
 r�, 
       ���� 
 ∑ j1�1x13#∑ t1N13# �1                                                    � 1.29� 

 
1.5.2  Représentation d’état des systèmes non entiers 

 
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons uniquement aux systèmes linéaires continus 

temps invariant et d’ordre commensurable. 

Considérons un système multivariable linéaire temps invariant. Sa représentation d’état 

peut être de la forme suivante : 

 

������� 
 ����� & �G���s��� 
 ����� & �G���                                                �1.30�� 
 

où 0 � � � 1 , G < �x est le vecteur colonne d’entrée, � < �N est le vecteur colonne 

d’état, s < �� est le vecteur colonne de sortie, � < �N�N est la matrice d’état, � < �N�x est la matrice d’entrée, � < ���N est la matrice de sortie, et � < ���x est 

la matrice de transmission directe. 

En appliquant la transformée de Laplace et la définition de la dérivée d’ordre 

fractionnaire au sens de Caputo, l’équation (1.30) devient : 

                                        r���r� * r��"��0� 
 ���r� & ���r�⇒ 
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     ��r� 
 �r�? * ���"���r� & �r�? * ���"r��"��0�            �1.31� 

��r� 
 ���r� & ���r�                                          �1.32� 

Notons que la définition de Caputo est nécessaire si nous voulons que les conditions 

initiales soient exprimées comme les valeurs des états à l’instant � 
 0. Dans le cas où 

les conditions initiales sont nulles, l’équation (1.31) devient : 

      ��r� 
 �r�? * ���"���r�                                          �1.33� 

et l’équation (1.32) s’écrit : 

 ��r� 
 }�r���r�,    }�r� 
 ��r�? * ���"� & �                      �1.34� 

 

Où ? est la matrice identité de dimension � � � et }�r� représente la matrice fonction 

de transfert de dimension E lignes et � colonnes. Son numérateur et son dénominateur 

sont des polynômes exprimés en termes de puissances entières de r�. 
Considérons un système de fonction de transfert (1.28). On se restreint au cas d’un 

système à une entrée et une sortie. 

 

   }�r� 
 ��r���r� 
 ∑ j1�r��1x13#∑ t1�r��1N13#   , tN 
 1,      � � �              �1.35� 

 

Il est possible de construire très simplement trois représentations canoniques ou formes 

standard de ce système en le décomposant en sous-systèmes élémentaires : des systèmes 

d’ordre un mis en série ou en parallèle. Ces représentations sont similaires aux 

représentations classiques développées pour les systèmes d’ordre entier. 
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1.5.2.1  Forme canonique commandable 

La fonction de transfert (1.35) est équivalente à la représentation d’état suivante, 

appelée forme canonique commandable. 

      

�
��
��
� ���"���,����N�,���N�"���N ��

���
�



���
���

00�00*t#
   

10�00*t"
   

01�00*t,
  
--�---

  
00�10*tN�,

  
00�01*tN�"

  
���
���

���
���

�"�,��N�,�N�"�N ���
��� &

���
���
00�001���

��� G          �1.36� 

s 
 cj# * jNt#, j" * jNt", - , jN�" * jNtN�"d ��"�,��N
� & jNG                       �1.37� 

où j� 
 0, pour � � � � � 

 

1.5.2.2  Forme canonique observable 

La fonction de transfert (1.35) est équivalente à la représentation d’état suivante, connue 

sous le nom de forme canonique observable. 

   
��
���
� ���"���,��������N�"���N ��

���
�



���
���
010�00

   
001�00

   
………�……

  
000�10

  
000�01

  
*t#*t"*t,�*tN�,*tN�"

  
���
���

���
���

�"�,����N�"�N ���
��� &

��
���
� j# * jNt#j" * jNt"j, * jNt,�jN�, * jNtN�,jN�" * jNtN�"��

���
�

G                       �1.38� 

s 
 c0, … ,0,1d � �"��N�"�N
� & jNG,                                                                                    �1.39� 

où j� 
 0, pour � � � � �. 
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1.5.2.3  Forme canonique modale 

Décomposons la fonction de transfert (1.35) en fractions partielles contenant les 

fonctions r�. Supposons que le premier pôle E" est de multiplicité H et que les autres 

pôles sont simples, il est possible de réécrire  (1.35) de la manière suivante : 

}�r� 
 jN & k"�r� * E"�� & - kN�"�r� * E"�, & kNr� * E" & 0 k�r� * E"
N

�3�="                �1.40� 

Ceci est équivalent à la représentation d’état suivante, connue comme étant la forme 

canonique modale : 

 

��
���
�� ���"���,���������="����N ��

���
�� 


���
���
�E"1�00�0

   
1E"�00�0

   
………�…�…

  
00�E"0�0

  
00�0E�="�0

  
…    0…    0�    �…    0…    0�   �…  EN

 
���
���
�

���
���
� �"�,�����="��N ���

���
�

&
���
���
�00�11�1���

���
�

G                                  �1.41�  

  s 
  ck", k,, … k� , k�=", … , kNd ��"��N� & jNG,                                         �1.42� 

où jN 
 0 si � � �. 
 

1.5.3  Solution de l’équation d’état des systèmes linéaires continus 

temps invariant et d’ordre commensurable 

 
Nous présentons dans cette section deux méthodes de résolution de l’équation d’état des 

systèmes linéaire fractionnaires temps invariant. Ces deux méthodes sont nécessaires 

pour la compréhension de notre travail. 

 

 

 

 



 ractionnaireSystèmes et Commandes d’Ordre F -1  Chapitre 
 
 

26 
 

1.5.3.1  Méthode de la transformation inverse de Laplace  

 

Considérons un système SISO (single input-single output) représenté par l’équation 

d’état fractionnaire de la forme (1.30). Sa solution est déterminée en utilisant la 

transformée de Laplace inverse de l’équation (1.31) : 

 ���� 
 n�"i�r�І * ���"���r� & �r�І * ���"r��"��0�m            �1.43� 

Soit :                  B��� 
 n�"i�r�І * ���"r��"m     et     B���� 
 n�"i�r�? * ���"m, 
 

Pour � J 0, nous pouvons écrire que : B��� 
 B���� C ���"��� 

 

    ���"��� 
 n�"�r��"� 
   ��� ��1 * ��{ ,    � � 1¡���,                       � 
  1�         �1.44� 

 

où ¡��� est la fonction de Dirac. En appliquant la transformée de Laplace relative à un 

produit de convolution, on aura :   

���� 
 B�����0� & B���� C c�G���d 
 
 B�����0� & � B��� * [��G�[��[�

# ,   � � 1         �1.45� 

où B��� peut être interprétée comme étant la matrice d’état de transition et le produit B�����0� peut s’écrire : 

    B�����0� 
 T0 �1�1���1 & 2��5
13# U ��0� 
 /�,"����  ���0�                �1.46� 

 

On voit apparaitre la fonction de Mittag-Leffler, qui joue ici le même rôle que celui 

effectué par la fonction exponentielle pour les systèmes d’ordre entier. La matrice 
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exponentielle  ¢�  est juste un cas particulier de la matrice exponentielle généralisée, 

/�,"�����, que l’on peut appeler fonction matrice de Mittag-Leffler. Elle constitue la 

matrice de transition pour les systèmes fractionnaires. 

Notons que cette matrice de transition correspondant à la solution de (1.30) en utilisant 

la transformée inverse de Laplace au sens de Riemann-Liouville de (1.31), est donnée 

par l’expression suivante [25]. 

 B��� 
 ���"/�,������ 
  �¢�                                 �1.47� 

 
1.5.3.2  Méthode de Jordan 

Il s’agit de décomposer la matrice A en une matrice diagonale, en utilisant la méthode 

de Jordan. Soit � 
 £¤£ �" où  ¤ 
 ��tl��", �,, … �N�. En substituant cette expression 

dans l’équation (1.46), nous obtenons : 

B��� 
 £ T0 ¤1�1���1 & 2�
5

13# U £�"                                  �1.48� 

En utilisant la définition de Mittag-Leffler, l’expression précédente  de B��� s’écrit : 

B��� 
 £��tl O/�,"��"���, /�,"��,���, … , /�,"��N���P £�"           �1.49� 

Pour plus de détail, voir [53]. 

 

1.6  Evaluation numérique de la dérivée fractionnaire 

 

Pour l’évaluation numérique des intégrales et dérivées d’ordre fractionnaire, l’approche 

la plus répandue est celle basée sur l’approximation de la dérivée fractionnaire au sens 

de Grünwald-Letnikov définie à la section 1.3.2.3 
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�� `L ��>��� 
 ∆� Y�>���[� 
 limYZ# 1[� 0 �*1�\a���Y b
\3# ]�̂_ >�� * ^[�                          �1.50� 

Pout une fonction causale >���, et pour � 
 2[, nous aurons l’approximation suivante : 

 

��`L ��>�2[� ¦  ∆� Y�>�2[�[�  
 [�� 0�*1�\1
\3# ]�̂_ >�2[ * ^[�                    �1.51t� 

où O�\ P sont des coefficients binomiaux et k\� 
 �*1�\ O�\P   �^ 
 0, 1 … � 
Le calcul des coefficients se fait par la formule de récurrence suivante:[53], [64]. 

 

  k#� 
 1,    k\� 
 ]1 * 1 & �^ _ k\�"�                                                 �1.51j� 

De même pour une fonction causale >���, et pour � 
 2[, l’approximation de l’intégrale 

est donnée par [63] 

?§�2[� 
 ��§>�2[� ¦ [§ 0 k\��§�1
\3# >�2[ * ^[�                      �1.52t� 

où les coefficients k\��§� sont des coefficients binomiaux qui peuvent être calculés par la 

formule de récurrence suivante, pour ^ 
 1, 2, … . . 2 

 

k#��¨� 
 1,  �     k\��§� 
 ]1 * 1 * ©^ _ k\�"��§�                  �1.52j� 
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1.7  Commandabilité, Observabilité et Stabilité des systèmes 

fractionnaires 

Les conditions de commandabilité et d’observabilité pour les systèmes fractionnaires 

d’ordre commensurable sont données avec démonstration dans [53]. Elles sont 

identiques à celles des systèmes d’ordre entier [51] 

1.7.1 Critère de commandabilité  

Le système d’ordre fractionnaire donné par (1.30) est commandable si et seulement si la 

matrice de commandabilité    
ª 
 c«, ¬«, ¬­«, … , ¬®�¯«d                                                   �1.53� 

( où � est le nombre des états) est de rang plein. 

 

1.7.2  Critère d’observabilité  

Le système d’ordre fractionnaire donné par (1.30) est observable si et seulement si la 

matrice d’observabilité  

  ° 

���
�� ªª¬��ª¬®�¯���

��                                                                       �1.54� 

(où � est le nombre des états) est de rang plein. 

 

1.7.3  Analyse de la stabilité  

 
Les conditions de stabilité des systèmes fractionnaires linéaires à temps invariant sont 

différentes de celles des systèmes linéaires d’ordre entier. En effet, les systèmes 

fractionnaires peuvent avoir des racines dans le demi-plan droit du plan complexe, 

contrairement aux systèmes linéaires dont les racines sont à partie réelle strictement 
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négative. Désignons par �� les valeurs propres de la matrice �. Le système (1.30) est dit 

stable si la condition  

 
|arg ����| � � µ 2⁄   ,      1 � � � �                                              �1.55� 

 
est satisfaite pour toutes les valeurs propres de � [50] 

 
Remarque 1.4 : 1) Pour � 
 1, on retrouve la condition de stabilité des systèmes 

d’ordre entier. 

       2) Pour la représentation fonction de transfert (1.34), désignons par E� les pôles du système. Ces pôles sont définis comme étant solutions de l’équation  det�r�? * �� 
 0. Ils sont donnés par l’expression (1.56) 

 E� 
 ��" �⁄         1 � � � �                                     �1.56� 

 

Alors, la condition de stabilité dans le sens entrée bornée- sortie bornée est réalisée si la 

condition |arg �E��| � µ 2{                                                      �1.57� 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                 

(a) 0 < α < 1                                                                          (b) 1 < α < 2 

      

Figure 1.1 : Régions de stabilité pour un système d’ordre fractionnaire dans le plan r� 
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1.8  Commande robuste d’ordre fractionnaire 

 La robustesse d’un système peut être définie comme sa capacité à conserver les 

propriétés spécifiées en présence de variations ou d’incertitudes prévues ou imprévues. 

Les modèles des procédés étant par nature incertains, la robustesse des méthodes de 

synthèse de commande constitue depuis deux décennies un objectif fondamental. Cette 

notion de robustesse définit l’insensibilité ou la quasi-insensibilité de la commande aux 

variations paramétriques ou aux dynamiques non modélisées du procédé. On ne 

considère pas uniquement la robustesse en stabilité mais aussi la robustesse en 

performance, qui est beaucoup plus générale. L’analyse de la robustesse en stabilité 

consiste à établir si le système demeure stable malgré les variations attendues des 

paramètres. L’analyse de la stabilité en performance cherche à établir si le système 

maintient les performances prévues pour les variations attendues des paramètres. 

 Les avantages du calcul fractionnaire ont été décrits et mentionnés dans les 

dernières décennies par de nombreux auteurs. Il a été montré que les modèles d’ordre 

fractionnaire des systèmes réels sont régulièrement plus appropriés que ceux utilisés 

habituellement par les modèles entiers. Les applications de ces modèles fractionnaires 

se trouvent dans de nombreux domaines, comme par exemple, la mécanique, la 

physique, la robotique et dans beaucoup d’autres. Les contrôleurs fractionnaires sont 

ceux qui renferment des systèmes d’ordre fractionnaire dans leur conception. Iles 

peuvent être conçus à la fois par des systèmes d’ordre entier et d’ordre non entier. 

 La signification de commande d’ordre fractionnaire, du point de vue ingénierie, 

est une généralisation de la théorie de la commande d’ordre entier classique. Son intérêt 

majeur est d’améliorer les performances des systèmes en utilisant les concepts de la 

dérivation non entière et des systèmes d’ordre non entier. Les systèmes dynamiques et 

les contrôleurs d’ordre fractionnaire, qui sont basés sur le calcul fractionnaire, ont attiré 

l’attention de plusieurs chercheurs. Les structures de commande d’ordre fractionnaire 

les plus connues sont les suivantes :  

- Le correcteur CRONE (Commande Robuste d’Ordre non Entier), proposé par 

Oustaloup au début des années 90[56]. Oustaloup a étudié les algorithmes 
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d’ordre fractionnaire pour la commande des systèmes dynamiques et a montré la 

supériorité des performances de la commande CRONE sur le PID. Notons qu’il 

y’a eu 3 générations de commande CRONE. 

- Le Correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire proposé par Podlubny [64] en 1999. 

Ce correcteur est une généralisation du correcteur PID classique. Il comprend un 

intégrateur d’ordre λ et un dérivateur d’ordre µ et donne une meilleure réponse 

que le PID lorsqu’il est utilisé pour la commande des systèmes d’ordre non 

entier. 

- Le correcteur avance–retard de phase d’ordre fractionnaire, étudié dans [53]. Ce 

correcteur est une généralisation du correcteur avance–retard de phase classique. 

Les concepts du calcul fractionnaire sont étendus à d’autres types de stratégies de 

commande robuste d’ordre fractionnaire différentes de celle du PID: La commande 

¼,  et la commande ¼5  dont peu de travaux ont été effectués. Une stratégie de 

commande adaptative d’ordre fractionnaire a été étudiée avec succès [38]. L’auteur a 

montré, à travers des exemples, les avantages par rapport à la commande adaptive 

classique. Et enfin, la commande par modes glissants d’ordre fractionnaire, qui elle 

aussi, a fait son apparition récemment. Notre contribution s’inscrit justement dans cette 

optique, car motivés par les qualités de robustesse vis-à-vis des perturbations 

(paramétriques ou externes) de la commande par modes glissants développée dans le 

chapitre un, nous proposons alors, une nouvelle technique de commande par régime 

glissant d’ordre fractionnaire, basée sur une surface de commutation fractionnaire [75].  

Dans ce chapitre, nous ne nous étalerons pas sur toutes les structures de commande  

fractionnaire, mais nous donnerons un aperçu sur les commandes les plus utilisées 

actuellement, i.e. la commande CRONE ou contrôleur CRONE, le correcteur PIλDµ 

fractionnaire et quelques techniques de réglage de ce correcteur. Mais avant cela, nous 

présentons d’abord la fonction de transfert idéale de Bode. Quant à la technique de 

réglage par mode de glissement d’ordre fractionnaire, elle fera l’objet du chapitre 

quatre. 
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1.8.1  Fonction de transfert idéale de Bode 

Dans son travail sur les amplificateurs à réaction, en 1945, Bode a proposé une forme 

idéale de la fonction de transfert de la boucle de commande, dont le tracé de Nyquist est 

une ligne droite passant par l’origine donnant une marge de phase invariante aux 

variations du gain de l’amplificateur. Clairement, ce système idéal est un intégrateur 

fractionnaire de fonction de transfert en boucle ouverte  }�r� 
  ½ r�⁄  , appelée 

fonction de transfert idéale de Bode, où ½ désigne un gain et  0 � � � 2 . Compte tenu 

de ses propriétés, ce système est pris comme un système de référence. La fonction de 

transfert en boucle fermée avec retour unitaire négatif est :  

 

  q�E� 
 ½r� & ½   ,   0 � � � 2                                       �1.58� 

 

 

 

  

 

Figure 1.2 : Système de référence 

 

Les caractéristiques générales de la fonction de transfert de Bode sont les suivantes : 

1) En boucle ouverte : 

• La courbe de gain a une pente constante de *20��� � k.⁄  

• La fréquence de passage à 0�� dépend de ½. 

• Le diagramme de phase est une droite horizontale de valeur*�µ 2⁄ . 

• Le diagramme de Nyquist est une ligne  droite qui part de l’origine avec 

un argument de *�µ 2⁄ . 

½r� 
Y(s) R(s) + 

- 
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2) En boucle fermée : 

• La marge de gain est infinie. 

• La marge de phase est constante avec la valeur +x 
 µ�1 * � 2�⁄ . 

• La réponse indicielle est de la forme   s��� 
 ½��/�,�="�*½��� 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure1.3 : Tracé de la fonction idéale de Bode 

 

 

Figure1.4 : Tracé de Bode (K=1) de la fonction q�^¾� pour différentes valeurs de α 
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1.8.2.  Le contrôleur CRONE  

 

Il a été proposé par Oustaloup au début des années 90[56]. Oustaloup a étudié les 

algorithmes d’ordre fractionnaire pour la commande des systèmes dynamiques et a 

montré la supériorité des performances de la commande CRONE sur le PID. L’idée 

développée pour la synthèse du contrôleur CRONE dans le domaine fréquentiel, vient  

sans doute des caractéristiques de robustesse que possède la fonction de transfert idéale 

de Bode,  prise comme modèle de référence. L’objectif est alors d’obtenir en boucle 

ouverte une marge de phase constante autour de la fréquence de transition (fréquence au 

gain unité) et par conséquent un dépassement constant des réponses temporelles aux 

variations de gain du système. Ce correcteur permettait d’assurer la robustesse de la 

commande dans une bande de fréquences donnée. Trois stratégies bien distinctes 

assurant d’excellentes performances de robustesse ont fait l’objet de développements 

théoriques et technologiques importants. Chacune d’elles définit une génération de la 

commande CRONE, 1ère, 2ème et 3ème génération [56], [57]. 

1.8.3  Contrôleur PIλDµ  d’ordre fractionnaire  

Considérons le système de commande à retour unitaire suivant : 

 

 

 

 

Figure 1.5 : Système de commande à retour unitaire 

Le régulateur standard le plus utilisé dans l’industrie est le régulateur PID 

(proportionnel intégral dérivé). La structure classique du correcteur PID avec actions P, 

I, et D sur l’erreur  , est décrite par la figure 1.5. La commande G���, dans sa forme 

classique est donnée par  

  
s���� s��� ��^¾� }�^¾� 

e(t) u(t) + + +

- 

E(�) 
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    G(�) 
 ½� À (�) & 1Á� �  (�)�� & ÁÂ
�

#
� (�)�� Ã                                        (1.59) 

Elle est la somme de trois termes dont les paramètres sont le gain proportionnel ½�, le 

temps intégral Á�, et le temps dérivatif ÁÂ . Ces paramètres influencent la réponse du 

système de la manière suivante : 

Lorsque ½� augmente, le temps de montée est plus court mais il y a un dépassement 

important. Le temps de réponse varie peu et l’erreur statique est améliorée. 

L’augmentation du terme intégral (1/Ti) a pour conséquence de réduire le temps de 

montée mais d’avoir un dépassement important et un temps de réponse assez lent. Par 

contre l’erreur statique est nulle. Donc plus ce paramètre est élevé, plus la réponse du 

système est ralentie. L’action intégrale rend le système moins stable. Lorsque le terme 

Td augmente, le dépassement diminue et le temps de réponse est meilleur. L’action 

dérivée permet donc d’atténuer les oscillations et rend le système plus stable. 

Notons que dans le domaine fréquentiel, ces effets se traduisent par une courbe 

d’amplitude de pente nulle (0��) et une phase nulle pour le terme proportionnel, une 

pente de  *20��/�ék et une phase de – µ/2 pour le terme intégral et une pente de &20��/�ék et une phase de &µ/2 pour le terme dérivé. La stabilité du système dépend 

du réglage de ces trois paramètres. Au-delà d’un seuil trop élevé de réglage, ceci a pour 

effet d’engendrer une oscillation du système de plus en plus importante menant à 

l’instabilité. Pour avoir un bon système, il faut un bon compromis entre la rapidité, la 

stabilité et l’erreur statique. Pour l’analyse des systèmes avec un correcteur PID, il 

existe plusieurs méthodes de réglage dans la littérature. On peut citer la méthode de 

Ziegler-Nichols, la méthode d’identification par modèle de Broïda, la méthode par 

approximations successives, etc. 

Le contrôleur PID, de part sa simplicité, est très utilisé dans le monde industriel, 

néanmoins, ses performances deviennent insuffisantes en raison par exemple de la 

présence d’un retard non négligeable dans le modèle du procédé ou lorsque les 

paramètres du procédé varient. Dans ce cas, on fait appel à d’autres algorithmes de 

réglage tels que, le réglage par retour d’état, le réglage par modèle interne, le réglage 
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par régime glissant, etc. Mais récemment, Podlubny, pour améliorer le comportement 

du correcteur PID , a proposé le contrôleur PIλDµ fractionnaire, comportant un 

intégrateur d’ordre λ et un différentiateur d’ordre µ, où λ et µ appartiennent à 

l’ensemble des nombres réels. 

L’équation de sortie du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire dans le domaine temps 

est donnée sous la forme  

  G(�) 
 ½� Æ (�) & 1Á� ��ÇÈ (�)É & ÁÂ�§È (�)ÉÊ                               (1.60) 

En appliquant la transformée de Laplace à l’équation (1.60) avec les conditions initiales 

nulles, la fonction de transfert de ce correcteur peut être exprimée par 

�(r) 
 ½� & ½�rÇ & ½Âr§                                                (1.61) 

où les gains d’intégration ½� et de dérivation ½Â sont liés aux paramètres de la forme 

classique par les relations suivantes : 

             ½� 
 ½�Á�                                                                        (1.62) 

½Â 
 ½�ÁÂ                                                                    (1.63) 

Si l’élément différentiel n’est pas considéré, le contrôleur PIλDµ est transformé en 

contrôleur PIλ dont la fonction de transfert est  

  �(r) 
 �(r)/(r) 
 ½� & ½�rÇ                                                     (1.64) 

En choisissant  � 
 1 et © 
 1 dans l’équation (1.60), on obtient le correcteur PID 

classique. λ =1 et µ = 0,   λ = 0 et µ = 1 donnent respectivement les correcteurs PI et PD 

classiques, et λ = 0 et µ = 0 donnent un gain. Tous ces types de correcteurs PID 

classiques sont des cas particuliers du correcteur PIλDµ fractionnaire donné par 
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l’équation (1.60). Ainsi, comme le montre la figure 1.6, le correcteur PIλDµ généralise le 

correcteur PID classique. 

 

 

 

 

 

 

    (a)                                                                                      (b) 

 

Figure 1.6 : PIλDµ vs  PID, (a): ordre entier, (b): ordre fractionnaire 

 

En plus de ½� , ½� et ½Â , le correcteur PIλDµ possède deux autres paramètres de réglage 

λ et µ. Ceci le rend plus flexible et donne une opportunité pour mieux ajuster les 

propriétés dynamiques des systèmes de commande d’ordre fractionnaire. S’inspirant de 

l’idée du correcteur PIλDµ, plusieurs travaux sur les techniques de réglage sont 

actuellement publiés. Pour plus de détail, se référer à [53]. 

 

1.9  Implémentation des correcteurs d’ordre non entier  

Les fonctions de transfert telles que (1.28) rendent difficile l’implémentation des 

contrôleurs d’ordre fractionnaire. La mise en œuvre de ces contrôleurs nécessite 

l’utilisation de fonctions de transfert d’ordre entier à dimension finie. Pour le terme 

simple sÌ avec α un nombre réel, il y a plusieurs schémas d’approximations qui sont 

proposés. En général, nous avons des réalisations analogiques et des réalisations 

numériques [85]. Ce paragraphe décrit différentes méthodes d’approximations ou mises 

en œuvre des opérateurs et des systèmes d’ordre fractionnaire. Elles se distinguent selon 

que le modèle entier obtenu est continu ou discret. Dans le domaine ‘s’, on parle 

d’approximations continues ou approximations dans le domaine des fréquences, alors 

λ λ 

λ = 1 λ = 1 

µ µ 

µ = 1 µ = 1 

P PI PI 

PID PID PD 
PD 

0 0 

P 
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que dans le domine ‘z’, on parle d’approximations discrètes ou d’approximations dans 

le domaine temps. La plupart des méthodes de simulation sont basées sur 

l’approximation dans le domaine fréquentiel ou temporel de l’opérateur de dérivation 

r�.  

La problématique est la suivante : Comment évaluer la sortie d’un système d’ordre non 

entier connaissant son entrée ? Pour résoudre ce problème, trois solutions sont alors 

proposées : 

- Méthode analytique, elle est basée sur l’expression analytique de la sortie du 

système 

- Méthodes basées sur les modèles discrets, c’est l’approximation du modèle 

d’ordre fractionnaire par un modèle rationnel discret. 

- Méthodes basées sur les modèles continus, c’est l’approximation du modèle 

d’ordre fractionnel  par un modèle rationnel continu. 

 

1.9.1  Méthode basée sur l’expression analytique de la sortie 

A la section 1.5.2, nous avons donné la forme modale de la fonction de transfert d’un 

système d’ordre fractionnaire, soit }(r). 
 

}(r) 
 �(r)�(r) 
 0 H1r� * �1
N

13# , 0 � � � 1                                    (1.65)   
L’utilisation de cette forme nous conduit à calculer la sortie du système.    

s(�) 
 n�"  0 H1r� * �1
N

13# Í  C G(�) 
 l(�) C G(�)                            (1.66) 

 

où * dénote le produit de convolution 

La réponse indicielle est donnée par l’équation suivante : 
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s(�) 
 0 H1
N

13# ��/�,�="(�1��)                                           (1.67) 

 

1.9.2 Méthodes basées sur l’approximation du modèle d’ordre 

fractionnaire par un modèle rationnel discret 

Dans ce cas on utilise des fonctions génératrices notées ¾(��"). La méthode consiste à 

remplacer l’opérateur de Laplace r du modèle non entier par la fonction ¾(��") de la 

variable �. On obtient ainsi un modèle discret équivalent au modèle non entier continu. 

Dans le cas d’une fonction de transfert déduite de l’équation  (1.26), on a : 

}(�) 
 j#È¾(��")É9@ & j"È¾(��")É9w … jxÈ¾(��")É9y
t#È¾(��")É�@ & t"È¾(��")É�w & - tNÈ¾(��")É�u                       (1.68) 

Quatre fonctions génératrices sont proposées à partir desquelles découlent quatre 

méthodes 

 

/G¿ H(}Hü�¾t¿�): (¾(��"))� 
  ]1Á (1 * ��")_� 
 1Á� ]1 * ���" & �(� * 1)2 ��, … _ 

ÁGr���: (¾(��"))� 
  Ð2Á 1 * ��"1 & ��"Ñ� 
 ]2Á_�  (1 * 2���" & 2�,��, & - ) 
Ò��ErF� Ó  
(¾(��" ))  � 
 Ð3Á (1 * ��")(1 & ��")�1 & 4��" & ��, Ñ�  
 ]3Á _� (1 * 4���" & 2�(4� & 3)��,&. . . ) 

�¿ * �¿tFG�:  
È¾(��")É�  
 87Á 1 * ��"1 & ��" 7⁄

� 
 ] 87Á_� ]1 * 87 ���" & ]* 2449 � & 3249 �,_ ��, & - _ 

Tab 1.1 : Approximation de l’opérateur r� en temps discret 
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Remarque 1.5 : Récemment, de nouvelles formules de discrétisation sont apparues et 

qui sont des interpolations pondérées entre Euler-Tustin, Tustin-Simpson. Par exemple, 

¾ de l’opérateur d’Euler avec ¼ de l’opérateur de Tustin donne l’opérateur Al-Alaoui. 

Notons que le modèle discret équivalent obtenu est irrationnel, il doit être approximé 

par un modèle rationnel de dimension finie. 

 

1.9.3 Méthodes basées sur l’approximation du modèle d’ordre 

fractionnaire par un modèle rationnel continu 

Dans le domaine fréquentiel on cherche à approximer l’opérateur de dérivation non 

entière rN par une transmittance dont les pôles et zéros sont liés par des relations de 

récurrence. L’approximation de rN par un modèle entier nécessite trois étapes : 

a) Approximation de l’opérateur non entier sur une bande de fréquence 

c¾¢  ¾Ôd avec un modèle non entier rcÕÖ   Õ×
N ] 

b) Approximation du modèle non entier obtenu par un modèle entier. 

c) Calcul du modèle entier global et / ou la sortie du modèle. 

Les méthodes généralement utilisées sont celles de Charef [12] et d’Oustaloup [57]  

 

1.10  Conclusion 

 
 Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la première partie, nous avons 

introduit certaines fonctions utiles telles que les fonctions de Gamma Euler, Mittag-

Leffler et les différentes définitions et propriétés de l’opérateur fractionnaire. Ensuite, 

nous avons rappelé les différentes représentations des systèmes fractionnaires : équation 

différentielle, fonction de transfert et représentation d’état (ou pseudo-représentation 

d’état, dans le cas des systèmes fractionnaires) et pour finir cette partie, les conditions 

de commandabilité, d’observabilité et de stabilité sont énoncées. Enfin, pour terminer ce 

chapitre, nous avons présenté un état de l’art sur la commande d’ordre fractionnaire en 

commençant par le correcteur CRONE  jusqu’au correcteur à structure variable. 
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Chapitre 2 

 

 

Sur la Théorie de la Commande par Modes 

Glissants 

 

 

2.1  Introduction  

 

 

 La commande par modes glissants est une commande à structure variable VSS 

(Variable Structure System dans la littérature anglo-saxonne). Les premiers travaux sur 

ce type de commande ont été menés dans l’ancienne U.R.S.S à partir des années 

soixante. Elle est basée essentiellement sur la résolution des équations différentielles à 

second membre discontinu, initiée par le mathématicien soviétique A.G. Filippov [23]. 

Le véritable essor de l’utilisation de cette technique date de la parution des livres d’Itkis 

[32] et d’Utkin [81].  

 Cette technique de commande a reçu un intérêt sans cesse croissant en raison de 

sa simplicité d’élaboration et de ses applications dans divers domaines de l’automatique 

ou de l’électronique de puissance. 

 Le principe de cette technique de commande est de contraindre le système à 

atteindre une surface prédéfinie et d’y rester par la suite malgré d’éventuelles 

perturbations. La surface choisie (représentant un ensemble de relations, statiques, entre 

les variables d’état) est alors désignée comme étant la surface de glissement ou de 

commutation. Le comportement dynamique résultant appelé régime glissant, est 

complètement déterminé par les paramètres de la surface. 
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 Un des avantages de la commande par modes glissants est notamment la 

robustesse par rapport aux perturbations intervenant de façon colinéaire avec l’entrée 

(conditions de recouvrement ou matching condition). 

 Dans la pratique, l’utilisation de cette technique de commande a été longtemps 

limitée par les oscillations liées aux commutations de la commande : des oscillations à 

hautes fréquences apparaissent dans un voisinage de la surface, connues sous le nom de 

réticence ou chattering en anglais. Ce phénomène peut en outre exciter des dynamiques 

non modélisées conduisant à des situations d’instabilité. Ceci a conduit certains 

chercheurs à proposer des solutions en vue de supprimer ou du moins réduire ce 

phénomène indésirable [41]. [59]. 

 La commande par modes glissants a été largement appliquée dans le cas des 

systèmes linéaires et non linéaires et a été étendue et étudiée avec un certain succès sur 

les systèmes d’ordre entier à retards [66], [87] et récemment, sur les systèmes 

fractionnaires (d’ordre non entier) avec et sans retards [22], [75]. 

 Dans ce chapitre, nous présenterons les concepts classiques utilisés en régime 

glissant d’ordre un, nécessaires à la compréhension de cette technique de commande. 

Nous nous sommes intéressés à la classe des systèmes non-linéaires affine en l’entrée. 

Mais les résultats obtenus peuvent être appliqués à d’autres classes de systèmes et en 

particulier aux systèmes linéaires que nous avons considérés dans notre mémoire. 

 

2.2  Généralités 

 
Dans cette partie de généralités, nous décrivons les différentes structures de base d’un 

système à structure variable et le principe de la commande par modes glissants. 

 
2.2.1  Structures de base 

 
 Dans les systèmes à structure variable utilisant la commande par mode de 

glissement, on peut distinguer trois configurations de base pour la synthèse des 

différentes commandes [7], [84]. La première correspond à un changement de structure 

par commutation d’une contre réaction d’état variable, La seconde change la structure 

au niveau de l’organe de commande, et enfin, la troisième configuration change aussi la 
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structure au niveau de l’organe de commande mais avec ajout d’une commande dite 

« commande équivalente ».  

 
2.2.1.1.  Structure par commutation d’une contre réaction d’état. 

 
La configuration de la structure par commutation d’une réaction d’état est représentée à 

la figure 2.1 

Selon la position du commutateur, le vecteur d’état x est mis en contre-réaction d’état 

soit par -k1 soit par –k2. Ceci se fait à l’aide de la loi de commutation s(x). 

 

�� � �����	
 �
 ��	
 � 0
� � �����	
 �
 ��	
 � 0                                                            �2.1
� 

 

Le comportement dynamique du système ∑ est déterminé par ��	
 � 0. 

 

 

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.1 - Changement de structure par commutation d’une contre-réaction d’état 

 

 

 

 

 

∑ 

-k1(x) 

-k2(x) 

Loi de commutation  
            s(x) 

Sortie 

 

 

x 

Système ∑             

-k1(x) 

-k2(x) 

u 

Loi de commutation 

            s(x) 
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2.2.1.2.  Structure par commutation au niveau de l’organe de commande 

 

 

                              

                                                                           

                         

                              

 

                    

 

Fig. 2.2 - Changement de structure par commutation au niveau de l’organe de  commande 

 

Dans ce cas de configuration,  la loi de commutation est donnée par : 

 

 u � �u��� si  s�x
 � 0
u��� si  s�x
 � 0�                                                                   �2.2
  

 

En mode de glissement (ou régime glissant), la dynamique du système ∑ est donnée 

par ��	
 � 0. 

Cette configuration s’adapte bien pour la commande de convertisseurs électriques dont 

l’organe de commande est un interrupteur [6]. 

 
2.2.1.3.  Structure par commutation au niveau de l’organe de commande, avec 

ajout de la commande équivalente. 

 
 Le schéma d’une telle structure est représenté à la figure 2.3. Cette structure de 

commande est simple à réaliser et a été utilisée dans beaucoup d’applications [7], [29]. 

L’ajout de la commande équivalente permet de pré-positionner le système dans un état 

désiré stable et en plus de réduire le phénomène de chattering  

 

 

  Système  ∑ 

              

� 

�� !  

��"#  

Loi de commutation  

              s(x) 

x 

Sortie 
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Fig. 2.3 - Changement de structure avec ajout de la commande équivalente 

 

 Le terme de commutation �$ assure principalement la convergence des 

trajectoires du système vers l’état désiré et assure son maintien. La loi de commutation 

est donnée par : 

  � � ��%& '  �$  �
  ��	
 � 0
�%& � �$  �
  ��	
 � 0 �                                                �2.3
 

 

C’est cette forme d’écriture de la loi de commande que nous avons retenue pour la suite 

de notre étude. 

 

2.3  Principe de la commande par modes glissants  

 
 Le principe de la commande par modes glissants est de contraindre le système à 

atteindre une surface donnée appelée surface de glissement en fonction des objectifs de 

commande, fixant la dynamique en boucle fermée : c’est le mode de convergence, puis 

par la synthèse d’une commande discontinue qui permet aux trajectoires du système à 

atteindre et, ensuite, à rester sur cette surface : c’est le mode de glissement. 

 

 

 

 

 

Système∑ 

Loi de commutation s(x) 

1 

-1 

+ 

�%&  

�$ Sortie + � 
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Fig. 2.4 - Différents modes de convergence pour la trajectoire d’état 

 

2.3.1  Définition du régime glissant 

 
Nous considérons une classe de système non-linéaire affine en la commande, 

c'est-à-dire des systèmes dont l’évolution est décrite par l’équation différentielle 

suivante :  

    	) � *�	
 ' +�	
�                                                   �2.4
 

 

où 	 � �	�, … 	!
�appartient à /, un ouvert 0! est le vecteur d’état. � : 0� 1 0 est 

l’entrée de commande qui est une fonction éventuellement discontinue *�	
 23 +�	
  sont des champs de vecteur suffisamment différentiables, définis sur /. 

Soit � une fonction continue, � :  / 4 05 1 0 . L’ensemble                                                           6 � 7	 8 / 9 ��	, 3
 � 0:                                  �2.5
 

 

définit une sous variété de dimension �< � 1
, appelée surface de glissement ou de 

commutation. La fonction ��	, 3
 est appelée fonction de glissement ou fonction de 

commutation. Elle sépare l’espace d’état en deux parties disjointes ��	, 3
 � 0 

et ��	, 3
 � 0. 

Mode de convergence 
Mode de glissement 

État désiré 

	� 

	� 

Surface de glissement 
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 La commande � est une commande à structure variable, qui change la structure 

du système en utilisant des commandes différentes dans chacune des parties de l’espace 

d’état du système. 

    � � ��5�	
  �
  ��	, 3
 � 0
�=�	
  �
  ��	, 3
 � 0                                  �2.6
� 

 
Où  �5 et  �= sont des fonctions continues, avec �5 ? �=. 

Cette commande � de nature discontinue, va contraindre les trajectoires du système à 

atteindre la surface de glissement et d’y rester au voisinage de celle-ci malgré la 

présence de perturbations. En d’autres termes, la commande doit rendre cette surface de 

glissement localement attractive. Un régime glissant existe alors à chaque fois que  

 limB1CD �) � 0       23       limB1CE �) � 0                                               �2.7
 

 
Cette condition (2.7) peut être écrite de façon simplifiée : 

       ��) � 0                                                                         �2.8
  
 
 Les trajectoires du système sur la surface  � ne sont pas définies puisque la 

commande � n’est pas définie pour  � � 0 . Deux méthodes ont été proposées pour la 

détermination de la trajectoire d’état en régime glissant. La méthode de Fillipov [23] et 

la méthode d’Utkin [81], appelée méthode de la commande équivalente que nous avons 

d’ailleurs utilisée dans notre travail à cause de sa simplicité.  

 

2.3.2  Méthode de la commande équivalente 

 
 Lorsque le système est en régime glissant, la trajectoire restera sur la surface de 

commutation. Cela peut être exprimé par  

 ��	, 3
 � 0    23     �)�	, 3
 � 0                                                  �2.9
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La condition (2.9) est appelée condition d’invariance de la surface de glissement 

Pour la suite de notre travail, nous prenons  ��	, 3
 � �I	�3
J � ��	
 

 �) � 0  K  L�L	 �*�	
 ' +�	
�%&
 � 0 

 �%&, appelé commande équivalente, est associée au système nominal, elle est déterminée 

de façon unique par les conditions d’invariance (2.9). En supposant que   MBM#  +�	
 ? 0,  

la commande équivalente est donnée par le scalaire : 

 

 �%& � � NL�L	 +�	
O=�  L�L	  *�	
                                     �2.10
 

 

Physiquement, la commande équivalente représente la valeur moyenne de la commande �, qui maintient l’état du système sur la surface de glissement ��	
 � 0. 

L’équation du régime glissant idéal est obtenue en portant l’expression de �%& dans 

(2.4) :                                     
     	) � *�	
 � +�	
 NL�L	 +�	
O=�  L�L	  *�	
                                     �2.11
 

 MBM#  étant non nul sur /, ceci implique que l’on peut exprimer m états en fonction des (n-

m) autres. Ainsi, en régime glissant, les dynamiques du système évoluent sur un espace 

d’état réduit de dimension (n-m). On aura donc m valeurs propres nulles et (n-m) valeurs 

propres non nulles. 

 
2.3.3  Choix de la Surface de glissement  

 
 La surface de glissement peut être linéaire ou non linéaire. Elle est construite de 

telle sorte que le système ait toujours une dynamique désirée et, est généralement 

choisie avec un degré relatif égal à un (i.e. la dérivée de la surface ��	
 par rapport au 

temps, fait apparaître explicitement la commande  � ). Pour les systèmes d’ordre entier, 

plusieurs formes d’écriture de la surface ont été proposées [77]. Pour les systèmes à 
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dérivée fractionnaire (systèmes d’ordre non entier), nous avons proposé dans notre 

étude, une forme d’écriture originale de la surface de commutation [74], [75]. 

 
2.3.4  Synthèse  de la loi de commande 

 
 Nous avons mentionné (section 2.2.1.3.) que la loi de commande qui sera 

utilisée dans notre mémoire est composée du terme continu �%& et d’un terme discontinu �$. � � �%& ' �$                                                        �2.12
 

 
Pour certains auteurs, cette commande est la somme d’un terme de basse fréquence �%& 

et d’un terme de haute fréquence �$. Le terme �%& a été déjà défini par l’équation 

(2.10), quant au terme �$, différentes formes sont proposées dans la littérature [24],[29] 

Toutes les formes proposées donnent un terme discontinu. La forme simple qui est 

généralement utilisée est : �$ � �P �
+<��
 où P est une constante positive et �
+< est 

la fonction signe classique, 

 

�
+<��
 � Q '1  �
  � � 0    0  �
  � � 0   �1  �
  � � 0 �                                    �2.13
 

 
Notons que dans le chapitre quatre de notre mémoire, nous allons utiliser la forme 

suivante :          �$ � �R� � P�
+<��
  

Le terme  �$  force les dynamiques à converger vers la surface et assure l’insensibilité 

du système vis-à-vis des incertitudes et des perturbations. Par exemple, Pour des 

paramètres mal connus, le système ne glisse pas parfaitement sur la surface, il quitte 

celle-ci, mais le terme discontinu l’y ramène car la surface est attractive. C’est pour 

cette raison que la commande par modes glissants est dite robuste.  

Concernant le phénomène de réticence, qui se caractérise par de fortes oscillations 

autour de la surface, il constitue un inconvénient non négligeable pour la commande par 

modes glissants d’ordre un. Pour réduire ce phénomène, différentes solutions sont 

proposées dans la littérature. Pour notre travail, nous avons choisi celle de la commande 

équivalente. 
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Fig. 2.5 - Phénomène de réticence 

 

2.4  Robustesse des modes glissants [82]. 

 
Considérons le système perturbé suivant : 

 	) � *�	
 ' +�	
� ' S                                            �2.14
 

 
Où S représente l’effet des incertitudes paramétriques sur le terme *�	
 ou des 

perturbations externes indépendantes de l’état. 

 
Théorème 2.1 : Le régime glissant sur �, du système perturbé (2.14), est invariant vis-à-

vis de S, si et seulement si le vecteur de perturbation S est engendré par +�	
. Cette 

condition est appelée condition de recouvrement ou « matching condition » 

Notons que le système est insensible à de telles perturbations seulement en régime 

glissant,  

 

2.5  Exemple illustratif  

 
Afin d’illustrer les développements théoriques énoncés précédemment, on prend comme  

exemple un convertisseur électrique continu-alternatif avec charge résistive. Le choix de 

la commande par modes glissants est entièrement justifié par la présence dans le circuit 

électrique des organes de commande ayant un comportement discontinu. Le 

convertisseur est représenté à la figure 2.6. Il est utilisé pour suivre une tension 

sinusoïdale. La tension continue T est transformée en tension alternative à l’aide du 

réticence 
s=0 

 trajectoire 
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signal de commande déterminant le régime de fonctionnement des commutateurs 

U1, U2, U3 23 U4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.6 – Schéma du convertisseur 

 

La référence sinusoïdale est obtenue à partir d’un système analogique en boucle fermée. 

 
2.5.1  Modèle mathématique 

 
Le convertisseur présente deux modes de fonctionnement de topologies différentes : 

 

- �I1 I3
 fermés et �I2 I4
 ouverts 

 

T � W X
YX3 ' �Z                                                         �2.15
 


Y � 
Z ' 
[ � \ X�ZX3 ' �Z0                                   �2.16
 

K T � W\ X��ZX3� ' W0 X�ZX3 ' �Z                                 �2.17
 

 

- �I2 I4
 fermés et �I1 I3
 ouverts 

�T �  W\ X��ZX3� ' W0 X�ZX3 ' �Z                                �2.18
 

Bloc de commande a structure variable 

U2 � U4 

0 \ 
U1 

U2 

U4 

U3 


Z �Z 


Y 
[ 

U1 � U3 

E 


Z 

�] �) ] 

 

L 
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L’équation entrée sortie du système est alors représentée par l’équation différentielle 

suivante : 

� � W\ X��ZX3� ' W0 X�ZX3 ' �Z                                     �2.19
 

 
La commande � représentant l’état ouvert ou fermé des interrupteurs se manifeste par 

un changement brusque de la topologie du circuit. La commande � prend une des deux 

valeurs suivantes, � ^ �'T, �T
. La représentation du système sous la forme 	) � _	 ' `� , nous conduit au modèle dynamique (2.21). 

Nous choisissons comme variables d’état, la tension aux bornes du condensateur �Z 

(tension de sortie) et le courant qui le traverse 
Z. 

Soit : 

a 	� � �Z
	� � 
Z\ � X�ZX3                                                            �� 2.20
 

 

D’où la représentation d’état du système sous la forme 	) � _	 ' `� 

 

bcd
ce XX3 N	�	�O � f 0 1� 1W\ � 10\g h	�	�i ' f 01W\g �

j � 	�
�                           �2.21
 

 
 
2.5.2  Synthèse de la commande 

 
Comme on l’a déjà mentionné à la section 2.2.1.3 , la commande de type � � �%& ' �$ 

est une des solutions  pour réduire le chattering. La surface de commutation est choisie 

comme étant une combinaison des états du système 

 
                                              ��	
 � 6	                                                                            �2.22
 

 
où les coefficients 6  sont choisis de façon à avoir un système stable 
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En annulant la dérivée de ��	
, on obtient l’expression de la commande équivalente 

 �%& �  ��6`
=� 6_	                                                          �2.23
 

 
La commande discontinue �$ est choisie sous sa forme la plus simple : 

 �$ � �P �
+<��
                                                               �2.24
 
 
où P est un coefficient positif choisi d’une façon appropriée par rapport à l’amplitude 

d’une éventuelle perturbation. 

 
2.5.3  Résultats de simulation  

 
Les résultats de simulation du convertisseur sont obtenus pour les valeurs suivantes : T � 355 k, \ � 220lm, W � 0.806 no, 0 � 12p,  �� � 1,   �� � 2.66n�2q , P � 10 

et   �] � 200√2 cos�100u3
. 
 

Les figures 2.7 et 2.8 montrent respectivement la réponse du système à la tension de 

référence sinusoïdale et l’erreur de sortie �Z � �]. 

Les courbes de la commande et de la commande équivalente sont représentées 

respectivement par les figures 2.9 et 2.10 

Pour vérifier la robustesse de la loi de commande, nous avons fait varier la résistance de 

charge de 50% de sa valeur nominale (de 12Ω à 6Ω  et de 12Ω à 18Ω) et la tension de 

sortie reste insensible à cette variation, figure 2.11. Notons qu’un régime glissant 

s’établit après environ 15msec 

 

2.6  Conclusion 

 
Ce chapitre est un rappel sur la théorie des systèmes à structure variable et les modes 

glissants associés. Nous avons effectué une synthèse des principaux résultats des modes 

glissants d’ordre un. C’est ainsi que différentes structures sont rappelées pour 

comprendre le fonctionnement du régulateur à structure variable et que la notion de 

commande équivalente a été étudiée pour montrer son importance dans la synthèse de la  
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loi de commande globale qui permet au système d’atteindre la surface de commutation 

et d’y glisser jusqu’au point d’équilibre. Pour clôturer ce chapitre, nous avons illustré 

par un exemple, les qualités de la loi de commande par modes glissants. 

                                                                          

 

Fig.2.7 - Référence et sortie du système             Fig.2.8 – Ecart entre sortie et référence 

  

Fig.2.9 - Courbe de la commande                          Fig.2.10 - Commande équivalente 

 

Fig.2.11 - Référence et sortie du système pour R=6 Ω et 18Ω 
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Chapitre 3 

 

 

Les Systèmes à Retards 

 

 

3.1   Introduction 

 

 

 Le principe de causalité selon lequel l’évolution de l’état d’un système n’est 

déterminée que par l’état présent, donc, indépendante de son état passé, n’est qu’une 

approximation de la réalité. Le comportement de ces systèmes est décrit généralement 

par des équations différentielles ordinaires (EDO). Or, toute dynamique de l’état d’un 

système dépend au moins d’une partie de l’histoire de ce système. Dans ce cas-là, on 

parle de systèmes à retards. De nombreux travaux sont alors portés sur la modélisation 

de systèmes dynamiques de la forme d’équations différentielles incluant le retard. Parmi 

Plusieurs formalismes qui sont alors définis, le plus utilisé actuellement est celui des 

équations différentielles fonctionnelles. Le retard apparait souvent dans de nombreux 

systèmes physiques, tels que, les systèmes chimiques, économiques, biologiques, de 

télé-opération, les réseaux de communication, etc. 

 Aussi, dans les systèmes possédant un dispositif de contrôle, apparaissent des 

retards dans leur chaîne d’action et/ou de mesure. Ces retards apparaissent par exemple, 

par l’intermédiaire des temps de réaction des actionneurs ou des capteurs, des temps de 

transmission des informations ou des temps de calcul [73].  
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 La présence d’un retard dans une boucle de régulation est souvent la source de 

détérioration des performances ou de l’instabilité de la boucle de régulation. Cependant, 

malgré que dans certains cas, le retard peut être bénéfique pour le fonctionnement du 

système, les chercheurs ont axé leurs travaux sur les effets indésirables des retards.  

 Dans la littérature abondante sur les systèmes à retards, on peut relever 

généralement deux types de retards : les retards constants et les retards variables. Le 

retard constant est défini par un nombre réel positif � � ��, alors que le retard variable 

est défini par une fonction continue du temps ���� � 0. Ces cas de retards constants et 

variable ont été étudiés par de nombreux auteurs[72],[73],[89]. 

 En automatique, l’étude des systèmes à retards a fait l’objet de nombreux travaux 

en vue de développer des méthodes d’analyse et de synthèse de la commande [52]. On 

présente dans ce chapitre les principaux résultats relatifs à la modélisation, à l’analyse et 

à la commande  des systèmes à retards. 

3.2.  Définition 

 Plus généralement, les systèmes à retards (appelés aussi systèmes héréditaires, ou 

systèmes de dimension infinie) sont des systèmes dont la dynamique dépend non 

seulement de l’état présent, mais aussi de l’état passé. 

Cette définition peut être traduite sous la forme  de la représentation suivante : 

 �� ��� 
 ������, ��� � ���,                                                      �3.1� 

où � est une fonction qui dépend de la valeur de l’état � à l’instant � et � � �, � désigne 

le retard. 

Supposons que le retard est nul, � 
 0, et soit l’équation �� ��� 
 �����. Dans ce cas, 

l’état � à tout instant t est déterminé par la seule connaissance de sa valeur à l’instant ��. 
Etant donné que l’on a besoin d’une seule condition initiale, le système est de 

dimension 1. 



 Les Systèmes à Retards  –3  Chapitre 

 

 

58 

 

Si l’on rajoute maintenant un retard �  à l’équation, on aura : �� ��� 
 ���� � ��.  La 

dérivée ��  en � 
 �� est égale à la valeur de � en  � 
 �� � �. La dérivée de ��  en � 
 0 

est égale à la valeur de � en � 
 ��. 

Donc, la résolution de cette équation nécessite la connaissance de la valeur de �  à 

chaque instant sur l’intervalle ��� � �, ���  de longueur égale au retard étudié, c'est-à-

dire �. On a besoin maintenant d’un nombre infini de conditions initiales : la dimension 

du système est alors infinie. Dans ce cas, l’état à  l’instant � est décrit par une fonction, 

notée �� , définie par �� :  ���, 0� � ��, avec �� ��� 
 ��� � �� pour tout θ variant dans 

���, 0�. Comme exemple de système à retards, on peut citer les systèmes commandés 

en réseau (en anglais : Networked Control System) qui font actuellement l’objet d’une 

recherche intense sur la stabilité sous l’effet des délais (retards) de communication. Ces 

retards peuvent varier en fonction du type de réseau utilisé et constituent une source de 

dégradation des performances. 

 

3.3  Modélisation 

 Comme nous l’avons expliqué dans ce qui précède, les systèmes à retards font 

partie de la famille des systèmes de dimension infinie. L’état du système à l’instant � est 

défini par une fonction notée ��  dans l’intervalle [-h, 0]. Dans notre étude, nous nous 

sommes intéressés à la modélisation par les équations différentielles fonctionnelles. On 

distingue deux types de systèmes à retards : 

• Systèmes de type retardé, modélisés sous forme d’équations différentielles 

fonctionnelles retardées 

• Systèmes de type neutre, modélisés sous forme d’équations différentielles 

fonctionnelles neutres. 

3.3.1  Systèmes de type retardé : Ils sont décrits par un modèle de la forme : [27] 

 

� ����� 
 ���, ��,  ��,   � � ����! 
 "��� #$ % � � ���, 0� �! 
 &��� #$ % � � ���, 0�'                                                 �3.2�  
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où � représente le retard positif. " )� & :��� � �, ���  � ��, représentent les conditions 

initiales et sont des fonctions supposées continues par morceau. �� )�  � appartiennent à * 
 *����, 0�, ��� ensemble des fonctions continues de [-h, 0] dans ��. Ces fonctions 

désignent respectivement l’état et l’entrée de commande du système. Elles sont définies 

par : 

 

�� : +���, 0� � ��, � � ���, 0������ 
 ��� � �� '                                            �3.3� 

 

 � : +���, 0� � ��, � � ���, 0� ���� 
  �� � �� '                                           �3.4� 

 

 
3.3.2  Systèmes de type neutre  

 
Ils sont régis par les équations de la forme suivante : 

 

������ 
 ���, ��, ���,  ��,   � � ����! 
 "��� #$ % � � ���, 0� �! 
 &��� #$ % � � ���, 0� '                                            �3.5� 

 

Par rapport aux équations différentielles fonctionnelles retardées, ces modèles sont 

fonction de la dérivée de l’état �� et, par conséquent des dérivées retardées de ��. Pour 

plus de détails, voir [73] 

 
 Le retard intervient sous différentes formes. L’exemple suivant nous montre un 

modèle de systèmes à retards, défini par les équations différentielles fonctionnelles à 

états retardés discrets (ponctuels) et distribués. 

                    �� ��� 
 .������� � ./������ � �0� � 1��� ��� � 1/��� �� � �2�  
� 3 �4����

�56 ���� � 7��� ����8� 

9��� 
 :������� � :/������ � �0� � ;��� ��� � ;/��� �� � �2� 
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A partir de ces équations, nous pouvons en tirer différentes représentations de systèmes 

linéaires à retards,  utilisées  souvent par des chercheurs du domaine. 

 
• Systèmes linéaires retardés avec un retard discret sur l’état 

La représentation d’état de cette classe est donnée par l’équation suivante  

 

+  �� ��� 
 .���� � ./��� � �� � 1 ���9��� 
 :���� '                           �3.6 =� 

avec la condition initiale : ���� � �� 
 "��� #$ % � � ���, 0�                                  �3.6 >� 

 
où ���� � ��  est le vecteur d’état, 9��� � �?  est la sortie du système,  ��� � �@  est 

l’entrée de commande, � A 0 est le retard (constant), ., ./ , 1 )� : sont des matrices 

constantes de dimensions appropriées 

 
• Systèmes linéaires retardés avec un retard discret sur l’entrée 

 Le modèle est donné par : 

 

 + �� ��� 
 .���� � 1 ��� � 1/ �� � ��9��� 
 :���� '                                �3.7 =� 

avec la condition initiale       ��� � �� 
 &��� #$ % � � ���, 0�                                   �3.7 >� 
• Systèmes linéaires à état retardé et à entrée retardée 

 

 +  �� ��� 
 .���� � ./��� � �0� � 1 ��� � 1/ �� � �2� 9��� 
 :���� '           �3.8 =� 

Avec la condition initiale 
+ ���� � �� 
 "��� #$ % � � ���0, 0� ��� � �� 
 &��� #$ % � � ���2, 0� '                                    �3.8 >� 

 

Signalons que dans notre mémoire, notre travail concerne surtout les systèmes à entrée 

retardée et à retard constant. 
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3.4  Choix de la norme 

 
 Une norme sert à définir une distance. Le choix d’une norme est important pour 

pouvoir comparer deux fonctions. Dans ce qui précède, l’état du système était un 

élément de l’ensemble *. Dans cet espace, la norme d’une fonction " �  * s’écrit : 

   O"O* 
 supS T�56,��O"���O                                                  �3.9� 
 

3.5  Stabilité des systèmes à retards  

 
 On peut définir la stabilité comme étant la capacité d’un système à résister à 

toute petite influence inconnue. C’est une propriété importante pour les systèmes avec 

ou sans retards. L’analyse de la stabilité des équations différentielles retardées est 

possible en utilisant des généralisations de la théorie de la stabilité de Lyapunov. Dans 

cette section, nous nous intéressons particulièrement à la stabilité interne au sens de 

Lyapunov.  

 

Stabilité au sens de Lyapunov 

 
 Intuitivement, la stabilité est la capacité d’un système à se maintenir autour d’un 

point de fonctionnement. L’étude de la stabilité au sens de Lyapunov consiste en l’étude 

des trajectoires du système quand l’état initial est “près“ d’un état d’équilibre. Les 

trajectoires de son état sont dites stables si elles restent dans un certain voisinage appelé 

domaine de stabilité (cf Figure 3.1). La stabilité asymptotique indique que les 

trajectoires rejoignent exactement le point d’équilibre après un temps éventuellement 

infini. Cette propriété fait que cette notion de stabilité est très utilisée en pratique. 

 

Considérons le modèle général suivant : 

     �� ��� 
 ���, ���,    � � ��                                      �3.10� ��!��� 
 "��� 
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où ����� 
 ��� � �� et " � *����, 0�, �� est la condition initiale fonctionnelle. Nous 

supposons également que ���� 
 0 est la solution triviale de (3.10). � est une fonction 

continue de � V * � ��, localement lipschitzienne en son second argument et telle que 

���, 0� W 0 , nous introduisons les définitions suivantes. 

 

Définition 3.1 : L’origine du système (3.10) est dite : 

- Stable si,XY A 0, il existe Z���, Y� A 0 tel que : 

 O"�O* [ Z \ O���, ��, "��O [ Y, X� � ��, 
 

- Asymptotiquement stable si elle est stable et s’il existe >����� A 0 tel que : 

 O"�O* [ >� \ lim��^ ���, �� "�� 
 0, 
 

où  ���, ��, "�� est la trajectoire du système 

D’autres définitions peuvent être ajoutées afin de préciser le type de stabilité 

(uniformité, globalité). Dans notre travail, nous nous limiterons uniquement à la 

stabilité asymptotique. 

 

 

 

 

                                                                       

 

 

 

 

 

Fig. 3.1 : Stabilité au sens de Lyapunov autour d’un point d’équilibre �` 
 

 

x 

t �� �� � � 

���, ��, "�� 
 "� 

2ε 2δ 
�` 
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Remarque  3.1 

 
 Notons aussi que la stabilité des systèmes à retards est analysée via les 

techniques basées sur deux extensions de la seconde méthode de Lyapunov et qui sont 

développées par Krasovskii et Razumikhin. Ces deux approches appelées Lyapunov-

Krasovskii et Lyapunov-Razumikhin utilisent respectivement les fonctionnelles de 

Lyapunov et les fonctions classiques de Lyapunov. Dans le cas des systèmes linéaires, 

l’utilisation des outils mathématiques de Krasovskii et de Razumikhin conduit à 

résoudre un problème de Riccati ou d’inégalités matricielles linéaires, en anglais Linear 

Matrix Іnequality (LMІ), Ceci relève donc d’un problème d’optimisation qui se traduit 

par les notions de stabilité indépendante du retard et de stabilité dépendante du retard 

[13] [42] [44] [67]. Définissons ces deux approches : 

 
La stabilité indépendante du retard : Elle permet d’analyser le comportement du 

système pour n’importe quelle valeur du retard de 0 à l’infini 

 
La stabilité dépendante du retard : Elle permet d’analyser le comportement du 

système pour tout retard inférieur à une valeur maximale 

 

3.6  Généralités sur la commande des systèmes à retards 

 
 Comme nous l’avons mentionné, la présence d’un retard dans une boucle de 

commande conduit généralement à de mauvaises performances. Le problème de 

commande des systèmes à retards a reçu une attention considérable au cours de ces 

dernières années. Il a été traité par un nombre de techniques différentes, parmi 

lesquelles nous citerons : 

 

- Les approximations rationnelles du retard [3] 

Ces méthodes d’approximations telles que celles de Padé et de Laguerre, par 

exemple, présentent un inconvénient important : Pour une meilleure 

approximation du système réel, la dimension du système approximé doit être 

élevée, ce qui rend la conception du régulateur difficile. 
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- La commande par retour d’état : 

En général, il y a La commande par retour d’état sans mémoire (méthode 

classique où le retard n’intervient pas) et avec mémoire (présence du retard 

dans la loi de commande). Cette commande se base particulièrement sur les 

méthodes de Lyapunov-Krasovski et Lyapunov-Razumikhin débouchant sur 

les conditions LMI [4] [14] [34]. 

 

- La commande avec observateurs : 

On sait que la construction d’une loi de commande est aisée lorsqu’on 

dispose d’information sur l’état complet du système. Or, pour des raisons 

technologiques ou économiques, on ne dispose que d’une partie de l’état. 

D’où le recours à des observateurs pour reconstruire certains états du 

système, qui seront utilisés pour la synthèse de la commande. Parmi les 

observateurs utilisés, On peut citer les observateurs à modes glissants qui 

sont connus pour leur robustesse. 

 

- Commande par prédiction :  

� Prédicteur de Smith : Le principe de commande par prédiction a 

été introduit pour la première fois par Smith à la fin des années 

50. L’objectif de la méthode de Smith était de compenser l’effet 

du retard dans la boucle de commande. Il transforme ainsi le 

schéma classique de commande de la sortie à l’instant présent, par 

la commande de la sortie à l’instant futur.  

� Prédicteur d’état : La commande basée sur un prédicteur d’état est 

utilisée pour stabiliser des systèmes linéaires à entrée retardée. 

Elle permet un placement de pôles des systèmes en boucle fermée 

par attribution de spectre fini (en anglais « Finite Spectrum 

Assignment ») [37]. Une autre méthode basée sur le prédicteur 

d’état est la méthode de réduction des systèmes [5], [31] Elle 

permet la transformation d’un système linéaire à commande 
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retardée en un système différentiel commandé d’une manière 

ordinaire. Ceci nous offre la possibilité sur le choix de la structure 

de la loi commande. 

 

- Commande par modes glissants :  

Plusieurs travaux concernant la commande par modes glissants des systèmes 

à retards existent dans la littérature. Cette commande est intéressante du fait 

de sa robustesse vis-à-vis des variations de certains paramètres du système et 

des perturbations extérieures.  

 

3.7  Commandabilité des systèmes à retards [54] 

 
 Dans cette partie, nous nous intéresserons aux systèmes linéaires à entrée 

retardée de la forme :  �� ��� 
 .���� � 1 ��� � 1/ �� � ��                              �3.11 =� 

Avec les conditions initiales ��0� 
 x�   et     u�t� 
 &�t�,   t � ��h, 0�                       �3.11 b� 
 

où  ���� � �� ,  ��� � �@,  représentent respectivement l’état  et la commande du 

système, . � ��V�, 1 � ��V@, 1/ � ��V@,  � A 0 est le retard, et &��� est une fonction 

continue. 

Nous allons donner quelques définitions de commandabilité utiles pour la 

compréhension du comportement du système 

 

3.8  Définitions 

 

Définition 3.2 : L’état complet du système (3.11) au temps t est l’ensemble dx�t�, ue�s�f 
où ue�s� 
 u�t � s�, s � ��h, 0�. 
 

Définition 3.3 : Le système (3.11) est dit commandable sur ���, �0� s’il existe une 

commande   telle que ���0� 
 0. 
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Définition 3.4: Le système (3.11) est dit absolument commandable sur�t�, t0� s’il existe 

une commande u  telle que l’état complet à l’instant t1 soit nul �x�t0� 
 0 et ue0�s� 
0�. 

Théorème 3.1 : Le système (3.11) est absolument commandable sur ���, �0�  si et 

seulement si le système ordinaire �., 1 � )5g61/� est commandable sur ���, �0 � ��. 
 

Interprétations  :  

 

- La première définition précise que : A part l’état présent ����, les valeurs 

passées de la commande doivent être prises en compte. 

- Absolument commandable dans la définition 3.4, signifie que n’importe 

quelle condition initiale ��  peut être transférée vers  ���0� 
 0  par une 

commande nulle sur l’intervalle ��0 � �, �0� . D’où, sans une commande 

additionnelle, l’état du système restera à zéro s’il n’est pas perturbé. 

- Le théorème signifie que la commandabilité absolue du système peut être 

étudiée en utilisant le critère algébrique usuel de commandabilité, 

i.e.   %=hi�1j , .1j , … .�50� 
 h  $ù  1l 
 1 � )5g61/. 
 

Remarque  3.2 

 
 D’après les définitions précédentes, la commande doit être connue sur l’horizon 

�� � �, �� avant l’instant d’initialisation du système (���. Alors, pour plus de simplicité, 

nous considérerons pour la suite de notre étude que ces valeurs précédant l’initialisation 

sont nulles et que les conditions initiales du système se réduisent ainsi à �(��� 
 ��. 
Ceci nous permet d’appliquer les notions classiques de commandabilité. 

 

3.9 Synthèse de la commande par modes glissants des 

systèmes à retards 

 
 Nous allons décrire la méthodologie de synthèse de la commande par modes 

glissants d’ordre un pour les systèmes linéaires à état retardé et à entrée retardée 
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3.9.1  Système linéaire à état retardé 

 
 Considérons le système linéaire à état retardé suivant : 

  �� ��� 
 .���� � ./��� � �� � 1 ���                                �3.12 =�  
avec les conditions initiales 
 

+ �(��� 
 ��
 �(m� 
 "(m�, m � ���, 0�'                                             (3.12 >� 

 
où ���� � ��  est l’état,  ��� � �@  est l’entrée de commande, et ., ./ , 1  sont des 

matrices constantes de dimensions appropriées, � A 0 représente le retard et "�m� une 

fonction continue. On suppose que la paire �., 1�  est complètement commandable, n [ h.  
3.9.1.1  Conception de la surface de commutation 

 
 Etant donné que le système (3.12) est linéaire, il est commode de choisir la 

surface de commutation  o��� 
 :����                                                                          �3.13� 

où : � �@V� est une matrice à déterminer. Les valeurs de : déterminent la dynamique 

du système en boucle fermée. 

 

3.9.1.2  Calcul de la commande globale 

 
 La loi de commande choisie est de la forme suivante : 

  
  `p �  /                                                                            �3.14� 

 
où  `p  désigne la commande équivalente, elle est donnée par (2.10)  

  `p 
 ��:1�50�:.���� � :./��� � ���                            �3.15� 
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où la matrice :1 est supposée inversible 

 /  est une commande discontinue dont la forme la plus simple est – rmsih�o� avec r A 0 et msih�o� la fonction signe classique bien connue (cf. chap2). 

La dynamique du système en mode glissant est  

 �� ��� 
 .`p���� � ./`p��� � ��                                           �3.16� 

où 

� .`p 
 �t � 1�:1�50:�. 
./`p 
 �t � 1�:1�50:�./

'                                                 �3.17� 

 

3.9.2  Système linéaire à entrée retardée 

 
3.9.2.1  Réduction de système 

 
Reprenons le système (3.11) et considérons une transformation linéaire de ���� et  �m�, m � �� � �, �� à v��� 
 

   v��� 
 ���� � 3 )g��
�56 )5g�w�6�1/ �m�8m                                �3.18� 

 

Pour un  signal de commande arbitraire et borné, le système (3.11) est transformé en un 

système équivalent sans retard, ou système réduit (3.19) 

 

  v���� 
 .v��� � 1j ���                                                           �3.19� 

où 1j 
 1 � )5g61/ 

 

Cette réduction permet l’utilisation des méthodes de stabilisation bien connues pour les 

systèmes linéaires sans retards. Alors, la stabilité du système original (3.11) est assurée 

par la stabilité du système transformé (3.19). 
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3.9.2.2  Synthèse de la commande 

 

Comme dans le cas précédent, la structure de la loi de commande est   
  `p �  /  
Le calcul de cette commande globale passe par le calcul de la commande équivalente 

qui est solution de l’équation o��v� 
 :v���� 
 0 

 

  `p 
 ��:1j�50:.v���                                                �3.20� 
 
où la matrice :1j est supposée inversible 

La commande  /  qui est discontinue, assure la convergence des trajectoires vers la 

surface de commutation ou de glissement. L’équation d’état en régime glissant (sliding 

mode en anglais) est déterminée en remplaçant l’expression de la commande 

équivalente dans l’équation (3.19). On aura : 

 

v���� 
 �. � 1j�:1j�50:.�v��� 
 .`pv���                                   �3.19� 
 

Le vecteur : est calculé pour assurer la stabilité du système (3.19) et donc du système 

original (3.11). Dans ce cas, les valeurs propres de la matrice .`p doivent avoir leur 

partie réelle strictement négative, d’où : 

 �`xy�.`p� [ 0,     s 
 1, … h � n 

 

3.10  Conclusion 

 Dans ce chapitre, quelques notions générales sur les systèmes à retards sont 

présentées. Après avoir présenté les modèles de systèmes à retards et les types de 

retards, nous avons rappelé la définition de la stabilité au sens de Lyapunov, mais sans 

aborder sa seconde méthode qui est très utilisée pour l’étude de la stabilité des systèmes 

à retards car ceci ne fait pas l’objet de notre travail. 
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Chapitre 4 

 

 

Commande par modes glissants d’ordre 

fractionnaire des systèmes linéaires 

fractionnaires 

 

 

4.1  Introduction 

 

 

 Comme nous l’avons mentionné dans le chapitre précédent, les systèmes d’ordre 

entier à retards sont généralement décrits par des équations différentielles 

fonctionnelles. La présence du retard dans la dynamique d’un système pourrait être la 

source d’instabilité et de mauvaises performances. Le problème de la stabilisation de 

tels systèmes a été alors un vrai challenge et a reçu une attention considérable. En dépit 

des nombreuses méthodes de commande développées pour ces systèmes, la commande 

par régime glissant est considérablement utilisée en raison des qualités qu’elle offre. 

Afin de compenser l’effet du retard (pour un système à entrée retardée), une fois le 

système en mode de glissement, plusieurs auteurs ont traité le problème de commande 

via un prédicteur d’état. Notre travail consiste justement à développer  une technique de 

commande par modes glissants pour les systèmes linéaires d’ordre fractionnaire à 

retards, en se basant sur la théorie des systèmes à retards d’ordre entier. La nouveauté 



Chapitre 4. Commande par Modes Glissants d’Ordre Fractionnaire des S.L.F 

 

 

71 

 

dans notre mémoire, est l’approche proposée pour résoudre le problème de stabilisation 

d’un système d’ordre fractionnaire avec retard sur l’état et sur l’entrée, par une surface 

de commutation fractionnaire et un prédicteur d’état fractionnaire.    

Ce chapitre est divisé en deux parties. La première partie est consacrée à la synthèse 

d’une loi de commande par régime glissant d’ordre fractionnaire pour un système 

linéaire d’ordre fractionnaire avec et sans retards. Premièrement, nous considérons un 

système d’ordre non entier sans retard pour lequel nous développons une surface de 

commutation fractionnaire et une loi de commande qui satisfait la condition d’existence 

du mode glissant. Les conditions de stabilité du système en boucle fermée seront aussi 

étudiées. Avec la même surface de commutation, nous allons étudier un système 

fractionnaire avec état retardé. Enfin, nous terminons cette partie, avec l’étude d’un 

système à entrée retardée avec compensation du retard en utilisant un prédicteur et 

quelques exemples pour illustrer ces développements théoriques. 

La deuxième partie traitera de la stabilité en temps fini d’un système fractionnaire à état 

retardé en mode de glissement. En s’inspirant de l’article présenté par [39], nous 

développons un théorème de stabilité pour un système fractionnaire à état retardé et 

perturbé. 

 

4.2  Commande par modes glissants d’ordre fractionnaire des 

systèmes d’ordre fractionnaire sans retards 

Considérons le système linéaire d’ordre fractionnaire suivant : 

 

������ � ����� 	 
����                                         �4.1� 

Avec les conditions initiales 

����������� � ��                                                       �4.2� 
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où ���� � �� est le vecteur d’état, ���� � �� est l’entrée de commande, � � ���� et 


 � ���� sont deux matrices constantes. ������ représente la dérivée fractionnaire de 

Riemann-Liouville d’ordre � � �, définie comme suit :  

 

          ������ � 1��1 � �� ��� � ������ � ���
�

� ��                    �4.3� 

 où Γ(.) est la fonction Gamma  

Le système (4.1) est commensurable et nous supposons que 0 # � # 1. Nous prenons 

les hypothèses suivantes : 

Hypothèse 1 : 

1. La matrice 
 est de rang plein 

2. La paire ��, 
� est commandable 

Nous proposons une surface de commutation fractionnaire de dimension % définie 

comme suit : 

&��� � '(�������                                           �4.4� 

 

où (������� est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 1 � � , donnée 

par : 

                          (������� � 1��1 � �� � ������ � ���
�

� ��                                     �4.5� 

 

' � ���� est la matrice de synthèse choisie pour que le système dynamique ait un 

comportement désiré en boucle fermée et doit aussi satisfaire l’hypothèse suivante : 

 

Hypothèse 2.  '
 est non singulière. 

 

4.2.1  Synthèse de la commande par modes glissants 

 
La structure de commande choisie est la suivante : 
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���� � �*+��� 	 �,���                                                        �4.6� 

 
où �*+��� est la commande équivalente du système (4.1) et �,��� la commande 

discontinue. La commande équivalente est obtenue en annulant la dérivée par rapport au 

temps de l’équation (4.4) 

 

&.��� � ' ��� (������� � '������ � '����� 	 '
���� � 0                       �4.7� 

 
Nous obtenons : 

                �*+��� � ��'
���'����� � �0*+����                         �4.8� 

 
Afin de contraindre le système à atteindre la surface de commutation prédéfinie &���, la 

commande discontinue �,��� est choisie comme suit[87] : 

 �,��� � �� '
���2&��� � �'
���3 4567 �&����              �4.9� 

 
où 2 � ���� et 3 � ���� sont des matrices diagonales à éléments positifs, i.e. : 

 2 � �596�2�2: … 2��, 3 � �596�3�3: … 3��, 2< = 0, 3< = 0, 5 � 1, … % 

 

   4567>&���? � @4567>&����? 4567>&:���? … 4567�&�����AB
 

 

4567&< � C 1  45  &< = 00  45  &< � 0�1  45  &< # 0D      1 E 5 E % 

 
Finalement, la loi de commande suivante est obtenue 

 ���� � �0*+���� � �'
���2&��� � �'
���3 4567�&����                   �4.10� 

 
En substituant (4.10) dans (4.7), nous obtenons 

 

&.��� � �2&��� � 3 4567�&����                                           �4.11� 
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Le terme proportionnel à &��� dans (4.11) est ajouté pour réduire le temps nécessaire 

pour atteindre la surface de commutation [31] 

Les trajectoires en boucle fermée sont alors régies par l’équation (4.12) 

 

������ � >� � 
0*+?���� � 
�'
���2&��� � 
�'
���3 4567�&����         �4.12� 

 

Après que les trajectoires du système atteignent la surface de commutation, le 

mouvement de glissement sur la surface de commutation est gouverné par l’équation 

suivante :   

������ � >� � 
0*+?����                                            �4.13� 

 
La synthèse d’une commande par modes glissants est possible si (i) il existe 0*+ qui 

garantit la stabilité de (4.13) et (ii) il existe une loi de commande qui rend la surface de 

commutation attractive et invariante. 

 
4.2.2  Existence du mode de glissement 

 
L’analyse de l’existence d’un mode de glissement dans le cas actuel où le système est 

d’ordre fractionnaire ne diffère pas fondamentalement du cas des systèmes d’ordre 

entier. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :  

 

F�&� � 12 &B���&���                                                �4.14� 

alors 

F. �&� � &B���&.��� 

 

En utilisant l’équation (4.11), nous aurons : 

 

F. �&�   E �2�<�G&���G: � 3�<�G&���G E 0                           �4.15� 
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où 2�<� � min<K�,� 2< et 3�<� � %57<K�,�3<. Ceci garantit l’existence du mode 

glissant pour toute valeur de 2�<� = 0  et 3�<� = 0. Par conséquent, les trajectoires du 

système (4.1) avec la loi de commande (4.10), rejoignent la surface de commutation. 

 

4.2.3  Analyse de la stabilité  

 

En régime glissant, le système est régi par l’équation (4.13). On sait que la stabilité 

asymptotique de ce système est satisfaite si les valeurs propres de la matrice 

�*+ � � � 
0*+ satisfont le critère de stabilité suivant [49], [50] 

 

min< |9M6N< D D��*+�O = � P2 ,      5 � 1,2, … , 7                                   �4.16� 

 
Il s’ensuit que la matrice ' doit être calculée de telle sorte que la condition (4.16) soit 

respectée. Notons que qu’un critère de stabilité pour 1 # � # 2 a été établi dans [2]. Si 

l’état se trouve dans une couche limite du mode de glissement, la dynamique du 

mouvement est gouvernée par le système en boucle fermée (4.12) dont La solution de 

cette équation est donnée par [36]. 

 

���� � Q�RST��� 	 � Q�RST���U��
� 
�&�4��4 	 � Q�RST���U��

� 
:4567>&�4�?�4          �4.17� 

avec 


� � �
�'
���2;   
: � �
�'
���3 

 

    Q�RST� � ���� W �*+X
Y

XK�
�X�

���Z 	 1���                                           �4.18� 

 

Cette équation (4.18) est la fonction α-Exponentielle et représente la matrice de 

transition du système (4.12). Dans la suite, nous utilisons la définition suivante de la 

stabilité. 
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Définition 4.1 

 
Le système (4.12) est dit stable si pour toute condition initiale �� bornée, la solution 

���� est bornée pour tout � \ 0. 
 

Théorème 4.1 

 
Supposons que la surface de commutation est bornée par un hyper plan, i.e. il existe 

une constante finie ] = 0 telle que G&���G E ]G����G, alors si la matrice ' est choisie 

de sorte que les valeurs propres de la matrice d’état �*+ en boucle fermée satisfassent 

(4.16), le système en boucle fermée (4.12) est stable, i.e. G����G E ^, pour tout � \ 0 et 

pour toute condition initiale finie �� où ε est une constante positive. 

 
Démonstration 4.1: 

 
De l’expression (4.17), nous avons : 

G����G E _Q�RST�_ G��G 	 ] � _Q�RST���U�_�
� G
�GG��4�G�4 	 � _Q�RST���U�_�

� G
:G�4  
                                                                                                                            �4.19� 

Utilisant la relation suivante : 

 

� Q�RST���U��
� 
:�4 � �*+��>`�,�>�*+��? � (�?
:                      �4.209� 

où : 

   `�,�>�*+��? � W �*+X
Y

XK�
�X�

��Z� 	 1�                                               �4.20a� 

 

Si les valeurs propres de �*+ sont telles que l’équation (4.16) soit satisfaite, alors  

lim�cY `�,� ��*+��� � 0 [49], il s’ensuit : 

 

_Q�RST�_ G��G E Z� 

�4.219� 
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� _Q�RST���U�_�
� �4 E Z: 

où Z� et Z: sont des constantes positives. Alors : 

 

   _Q�RST�_ G��G 	 � _Q�RST���U�_�
� G
:G�4 E Z                    �4.21a� 

 Z est une constante positive 

En substituant (4.21b) dans (4.19), nous obtenons :  

 

                                 G����G E Z 	 ] � _Q�RST���U�_�
� G
�GG��4�G�4                      �4.22� 

 

L’utilisation de l’inégalité bien connue de Gronwall-Bellman [33] dans (4.22), donne 

 

   G����G E Z exp g] � _Q�RST���U�
�_ �4�
� h E ZQ�i j]. Z:. G
�Gk � ^          �4.23� 

 
Alors, nous avons G����G E ^ pour tout � \ 0, ce qui complète le résultat. 

 

4.3  Commande par modes glissants d’ordre fractionnaire des 

systèmes fractionnaires à état retardé 

Dans [22], les auteurs ont étudié la commande par modes glissants d’un système 

fractionnaire à état retardé. Ils ont utilisé une surface de commutation de type intégrale 

pour réduire l’effet du retard. Dans notre cas, la surface de commutation déjà proposée 

(4.4) peut être encore utilisée. 

Considérons un système d’ordre fractionnaire à état retardé décrit par l’équation 

suivante : 

 

������ � ����� 	 �,��� � l� 	 
����                                            �4.24� 
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où ����m �� est le vecteur d’état, ����m �� est l’entrée de commande, �, �, , et 
 sont 

des matrices constantes connues de dimensions appropriées et l est le retard du 

système, supposé positif et constant. Définissons  ���n� � ��� 	 n� pour  n m o�l, 0p et 

admettons que la condition initiale est donnée par  ��q � r�n� pour n m o�l, 0p où r 

représente une fonction continue sur le domaine o�l, 0p. 
Pour le développement de la commande à structure variable, il est nécessaire d’exiger 

que la paire ��, 
� soit contrôlable. 

Le problème auquel on s’intéresse est de stabiliser les états du système en deux temps. 

Premièrement, La détermination d’une surface de commutation de façon à ce que le 

système en régime glissant ait les propriétés désirées, puis, une loi de commande 

discontinue est synthétisée de façon à rendre la surface invariante et attractive. Comme 

il est nécessaire de stabiliser le système (4.24) utilisant la commande discontinue en 

boucle fermée, les conditions de stabilité du système fractionnaire à état retardé 

suivant : 

   ������ � ����� 	 �,��� � l�                                           �4.25� 

 
deviennent essentielles pour sa stabilisation en mode de glissement. Cependant, le 

problème reste ouvert pour plus d’investigations [16]. 

Il a été montré aussi dans [16] que la région de stabilité d’un système d’ordre entier sans 

retard �.��� � �����, est un sous ensemble de la région de stabilité du système 

fractionnaire ����� � ����� qui lui correspond. Par conséquent, on peut dire que tout 

algorithme de commande de stabilisation d’un système d’ordre entier équivalent décrit 

par  

�.��� � ����� 	 �,��� � l� 	 
����                                         �4.26� 

 

garantit la stabilité du système fractionnaire (4.24) où 0 # � # 1[22]. 

 

4.3.1  Synthèse de la surface de commutation 

 
La surface de commutation est donnée par (4.4). La matrice ' est calculée de telle sorte 

que les états du système soient stables en mode de glissement. En dérivant l’équation 
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(4.4) par rapport au temps et en la faisant égale à zéro, on obtient la commande 

équivalente. 

    &. ������ � '����� 	 '�,��� � l� 	 '
����                                    �4.27� 

 

&.������ � 0 s �*+��� � ��'
���'����� � �'
���'�,��� � l�           �4.28� 

 

Pour garantir l’existence de la commande équivalente dans (4.28), �'
� doit être non 

singulière. 

En substituant (4.28) dans (4.24), on obtient le système nominal équivalent d’ordre 

fractionnaire ou équation d’état en mode de glissement de la forme : 

        ������ � �*+���� 	 �,*+��� � l�                               �4.29� 

où : 

�*+ � � � 
�'
���'�                                             �4.30� 

    �,*+ � �, � 
�'
���'�,                                          �4.31� 

 

Ainsi, sous les hypothèses énoncées précédemment, la stabilité asymptotique du 

système (4.29) est garantie par la stabilité asymptotique de son système entier 

équivalent. 

4.3.2  Synthèse de la commande  

L’étape suivante consiste à concevoir un contrôleur à commutations telles que les 

trajectoires d’état du système soient attirées à la surface de commutation définie en 

(4.4). 

Utilisant la fonction de Lyapunov  F�&������� � 0.5 &������B&������, l’objectif est 

d’obtenir une loi de commande qui satisfait  F. �&������ # 0 pour &������ t 0. 
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La loi de commande est celle donnée en (4.6). Elle consiste en une partie continue, qui 

est la commande équivalente, et une autre discontinue, assurant la convergence en 

temps fini vers la surface 

   ���� � �*+��� 	 �,��� 

� �0*+���� � 0,*+��� � l� � �'
���2&��� � �'
���3 4567�&����       �4.32� 

avec : 0*+ � �'
���'�  , Q�  0,*+ � �'
���'�,                                     �4.33� 

La substitution de l’équation (4.32) dans (4.27) donne : 

&.��� � �2&��� � 3 4567�&����                                         �4.34� 

D’où :  F. �&� � &B>�2& � 3 4567�&�? # �2G&G: � 3G&G # 0   pour  2 = 0 et 3 = 0 

Alors, les trajectoires d’état du système rejoignent la surface de commutation en un 

temps fini. Le système (4.24) avec � � 1, utilisant la commande globale (4.32) est 

globalement asymptotiquement stable [22]. 

 

4.4  Commande par modes glissants d’ordre fractionnaire des 

systèmes fractionnaires à entrée retardée 

 

Considérons maintenant un système fractionnaire à entrée retardée décrit par l’équation 

suivante  

u ������ � ����� 	 
���� 	 
,��� � ����q � v�n�,    nm ���, 0p D                                   �4.35� 

où τ est un retard constant et positif, ��q est la condition initiale et ϑ une fonction 

continue sur le domaine o��, 0p. 
Dans le cas des systèmes d’ordre entier, nous avons vu dans le chapitre 3 qu’un 

prédicteur d’état est utilisé pour compenser l’effet du retard et transformer le système en 
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un système dont l’entrée est indépendante du retard [5], [37]. Dans notre cas, nous 

proposons un prédicteur d’état d’ordre fractionnaire défini dans le lemme suivant [75]. 

 

Lemme 4.1  Considérons la transformation d’état  

  y��� � ���� 	 � Q�R���z�{��
��{ 
,��n��n                                       �4.36� 

Alors, le nouveau système dont l’entrée est indépendante du retard est donné par : 

��y��� � �y��� 	 
|����                                           �4.37� 

Avec :                                          
| � 
 	 Q��R{
,                                                         �4.38� 

Démonstration 4.2: 

La dérivée d’ordre α par rapport au temps de l’équation (4.36) donne 

           ��y��� � ������ 	 �� } Q�R���z�{�
,��n��n���{   

                       �  ����� 	 
���� 	 
,��� � �� � �� } Q�R���z�{�
,��n��n��{�         
	�� � Q�R���z�{�
,��n��n�

�                                                                    �4.39�  
En utilisant la formule de Leibniz de la dérivée fractionnaire [36], on peut écrire : 

 

�� � Q�R���z�{�
,��n��n�
� � � � Q�R���z�{�
,��n��n�

� 	 Q��R{
,����                �4.409� 

�� � Q�R���z�{�
,��n��n��{
� � � � Q�R���z�{�
,��n��n��{

� 	 
,��� � ��        �4.40a� 

 

En substituant (4.40a) et (4.40b) dans (4.39), on obtient (4.37). Ce qui complète la 

démonstration. 
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4.4.1  Synthèse de la loi de commande et analyse de la stabilité 

Comme dans les sections précédentes, la surface de commutation est 

    &�y� � '(���y��� � 0                                                     �4.41� 

A la suite des développements donnés à la section précédente 4.2, la loi de commande 

par modes glissants pour le système (4.37) est : 

���� � �0*+y��� � �'
|���2&�y� � �'
|���3 4567>&�y�?                       �4.42� 

où          0*+ � �'
|���'� 

La matrice ' est choisie telle que le système en mode de glissement 

��y��� � �y��� 	 
|���� soit stable, i.e. les valeurs propres de la matrice �� � 
|0*+� 

satisfassent le critére de stabilité  

min< |9M6N< D D�� � 
|0*+�O = � P2 ,      5 � 1,2, … , 7                                 �4.43� 

Le résultat de stabilité établi dans le cas des systèmes d’ordre entier [2], est étendu ci- 

dessous pour les cas d’ordre fractionnaire. 

Théorème 4.2 : Admettons que le système transformé (4.37) rejoigne la surface de 

commutation et il est asymptotiquement stable sur cette surface, alors le système 

fractionnaire à entrée retardée (4.35) avec l’état x�t� est asymptotiquement stable sur 

cette surface. 

Démonstration 4.3: 

Si y��� atteint la surface de glissement, la loi de commande est réduite à la commande 

équivalente �*+ � �0*+y���. Par conséquent, les trajectoires de l’état ���� sur cette 

surface sont données par  

    ���� � y��� 	 � Q�R���z�{�
,
�

��{ 0*+y����n                             �4.44� 
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De l’expression (4.44), comme y��� c 0, donc ���� c 0. Ce qui prouve le résultat. 

4.5  Exemples illustratifs 

4.5.1 Exemple 1. On considère le système fractionnaire (4.1) avec un ordre de 

dérivation � � 0.7, avec des conditions initiales �� � o1 � 2  1p et les paramètres 

suivants : 

� � � 0 1 00 0 1�1 1 1� ,                
 � �001� 
 

Le calcul des valeurs propres de la matrice �*+ en régime glissant a donné une valeur 

propre nulle et deux autres non nulles, comme on l’a expliqué à la section 2.3.2. Ces 

valeurs propres sont placées en j0 � 2 � 3k. Ainsi, les coefficients ' de la surface de 

commutation sont choisis égaux à o6 5 1 p  et les valeurs de ρ et ν sont respectivement 

égales à 1 et 0.2. Les résultats de simulation sont présentés à la figure 4.1, à la figure 4.2 

et à la figure 4.3.  

 

 

          Fig.4.1 – courbes des états             x1 ;           Fig.4.2 – Courbe de la surface de                      

                             x2 ;               x3.                                           commutation 
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Figure 4.3 -  Courbe de la commande 

 

La Figure 4.1 montre l’évolution des états en fonction du temps et confirme la stabilité 

asymptotique du système. Comme on s’y pouvait attendre, le phénomène de réticence 

(chattering) est observé en mode de glissement. Ceci est dû à la présence du terme 

discontinu dans la loi de commande globale donnée en (4.10). L’analyse de la 

trajectoire de la surface de commutation, Figure 4.2 montre l’existence du mode de 

glissement. La loi de commande qui amène les trajectoires d’état du système à la 

surface de glissement est représentée à la Figure 4.3. Notons qu’un régime glissant 

prend place à partir d’un temps d’environ 1.5 sec 

 

4.5.2  Exemple 2. Cet exemple concerne le système d’ordre fractionnaire à état 

retardé décrit en (4.24), avec le retard l � 1, avec un ordre de dérivation � � 0.7, les 

conditions initiales sont données par ��q � o1 � 2 1p et les paramètres suivants : 

 

                           � � � 0 1 00 0 1�1 1 1�,   �, � �0.1 0 0.10 0.2 00 0 �0.1�,   
 � �001� 
 

Comme dans l’exemple précédent, les valeurs de la matrice ' sont égales à o6 5 1p, 
ainsi, les valeurs propres de ��*+ 	 �,*+� sont placées en  
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 j0   � 2.35 	 0.935    � 2.35 � 0.935k. Les résultats de simulation présentés par les  

figures suivantes sont obtenus pour des valeurs de ρ et ν égales respectivement à 1 et 

0.2. 

 

 

 

Fig.4.4 – Courbe des états x :           x1 ;         Fig.4.5 – Courbe de la surface de  

                 x2 ;             x3                                                 commutation 

 

 

 

Fig.4.6 – Courbe de la commande 

 

L’analyse de ces figures montre que le signal de commande est appliqué après une 

seconde. Ce temps est justement la valeur du retard. L’allure de ces courbes confirme la 

stabilité asymptotique du système, ce qui indique le bon choix de la surface de 

commutation. 
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4.5.3  Exemple 3. On considère le système à entrée retardée (4.35) avec un ordre de 

dérivation � � 0.7, avec un retard � � 0.2, un vecteur d’état initial �� � o2 1 � 1p et 

les paramètres du système sont les suivants: 

 

                                    � � �0 1 00 0 10 0.1 0.1�,  
 � �021�,   
, � �001� 
 

Les coefficients ' de la surface de commutation & sont o3 4 1p. Les résultats de 

simulation sont illustrés par les figures 4.7 à 4.12 avec les valeurs des paramètres ρ et ν 

égales à 2 et à 0.1 respectivement. 

 

Les figures 4.8 à 4.10 montrent la stabilité asymptotique du système transformé. Les 

trajectoires d’état du système original (4.35), avec les variables ����, sont illustrées à la 

figure 4.7 et sont similaires à celles des états y���, figure 4.8 

La figure 4.11 montre que si � \ 0.44Q� et � � 0.7, les états ���� divergent. Mais si 

l’ordre de dérivation � est petit (� 0.2�, le système en boucle fermée demeure stable 

même pour des valeurs assez grandes du retard (� � 14Q�, Fig. 4.12 ). Nous constatons 

que la robustesse de la commande en mode de glissement proposée par rapport à un 

retard variable sur l’entrée dépend de l’ordre de dérivation α.  

 

 

Fig.4.7 – Courbe des états x :            x1 ;       Fig.4.8 – Etat z :            z1 ;           z2 

                         x2 ;                x3.                                              Z3.      
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Fig.4.9 – Surface de commutation               Fig.4.10 – Commande 

 

 

         Figure 4.11 - Courbe des états pour             Fig.4.12 - Courbe des états pour  

                                α = 0.7  et τ = 0.6                                   α = 0.2  et τ = 1 

 

 
4.6 Commande par modes glissants d’ordre fractionnaire 

d’une classe de systèmes linéaires fractionnaires incertains et 

à état retardé. 

 

Dans cette deuxième partie de ce chapitre, nous nous intéressons d’abord au problème 

de synthèse d’une loi de commande par modes glissants pour un système linéaire 

fractionnaire avec retard sur l’état déjà étudié à la section (4.3), mais comportant une 

incertitude sur ses états. Ensuite, nous analysons la stabilité sur un intervalle de temps 
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fini de ce système fractionnaire en mode de glissement. C’est une nouvelle approche de 

stabilité qui est différente de celle présentée par Lyapunov. Ainsi, nous cherchons à 

garantir que l’état du système se trouve à l’intérieur d’un domaine plus ou moins grand 

et connu, et ceci, sur un intervalle de temps fini. Pour ce faire, nous avons utilisé les 

travaux de Lazarević [39], développés pour la commande d’ordre fractionnaire d’un 

robot. 

 

4.6.1  Système en mode de glissement   

 

Considérons le système linéaire fractionnaire incertain à état retardé suivant : 

 

   ������ � ����� 	 �,��� � l� 	 
���� 	 ������, ��                   �4.45� 

 

où ���� m ��, ���� m ��, ��, �,� sont deux matrices 7 � 7, 
 est une matrice 7 � %, 

� \ 0, l est le retard constant = 0, et ������, �� est une incertitude dépendant de l’état. 

En plus , les conditions initiales sont données par : 

��������� �  ��q � r�n� pour n m o�l, 0p où r représente une fonction continue sur le 

domaine o�l, 0p. 
Il est également supposé que 

�� 	 �, , 
� est contrôlable  

 G������, ��G E �G�G , � = 0                                                                                      �4.46� 

 

La synthèse de la loi de commande par modes glissants a été déjà effectuée à la section 

(4.3). En mode de glissement, nous savons que la commande est réduite à la commande 

équivalente, i.e. ���� � �*+���. Il s’ensuit que la dynamique du système (4.45) est 

donnée par cette expression  

 

������ � ����� 	 �,��� � l� 	 
�*+��� 	 ������, ��                   �4.47� 

 

où �*+��� est donnée par (4.28), alors en régime glissant on a : 
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    ������ � �*+���� 	 �,*+��� � l� 	 ������, ��                                    �4.48� 

où : 

�*+ � � � 
�'
���'� 

      �,*+ � �, � 
�'
���'�, 

 

4.6.2  Analyse de la stabilité sans incertitude 

 
Le système est décrit par  

    ������ � �*+���� 	 �,*+��� � l�                                              �4.49� 

 
avec la fonction associée des conditions initiales 

��q � r�n�, n m o�l, 0p                                      �4.509� 

 

                                                       ou bien 

 ���� �����  �  ��q � r�n�, n m o�l, 0p                                   �4.50a� 

 

Définition 4.2 : [39]: Le système donné par (4.49) satisfaisant la condition initiale 

(4.50a) est dit stable en temps fini si et seulement si pour ̂ = 0 un réel donné, il existe 

deux réels positifs � (� # ^� et � tels que  GrG� # � implique G����G # ^, quel que 

soit � m �. 
où � désigne l’intervalle de temps � � @��, �� 	 �A, � � � et �� le temps initial 

d’observation du système  

 

Théorème 4.3  [39] : Le système donné par (4.49) satisfaisant la condition initiale 

(4.50a) est dit stable en temps fini en ce qui concerne j�, ^, l, ��, �k, si la condtion 

suivante est satisfaite : 

                  �1 	 N���R� �� � ����
��� 	 1� � � Q������ �������

������ E �̂   �� m �                                        �4.51� 
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où N����. � désigne la plus grande valeur singulière de la matrice  �. �. 

 

         N���R� � N���>�*+? 	 N���>�,*+?                                       �4.52� 

 

4.6.3  Analyse de la stabilité avec incertitude  

 
A partir du théorème 4.3, nous proposons un théorème de stabilité, relatif au système 

d’ordre fractionnaire avec la présence de l’incertitude ������, ��. 

 

Théorème 4.4 : Le système (4.48) en régime glissant, satisfaisant la condition initiale 

(4.50b) et la condition sur l’incertitude donnée par (4.47), est stable en temps fini, si la 

condition suivante est satisfaite : 

     ��� � ������
���� 	 �N���R� 	���� � ����

��� 	 1� � � Q������� ����������
������ E �̂   �� m �,                �4.53� 

 

Démonstration 4.4 : Selon la propriété de l’ordre fractionnaire 0 # � # 1, on peut 

obtenir une solution sous forme de l’équation intégrale équivalente de Volterra : 

     ���� � ����� �� � ������
����  

            	 1���� � �� � 4������*+��4� 	 �,*+
�

��
��4 � l�   	 ����4�, 4��4                 �4.54� 

 

En utilisant la propriété appropriée de la norme G�. �G sur l’Eq. (4.54), il s’ensuit : 

 

G����G E ��� � ������
���� � G�����G 

	 1���� � |�� � 4����| �
��

��*+��4� 	 �,*+��4 � l� 	 ����4�, 4���4          �4.55� 

 

De la même manière, en appliquant la norme G�. �G sur l’équation (4.48), on obtient : 
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             ������ � ��*+���� 	 �,*+��� � l� 	 ������, ��� 

                                                           
E ��*+�G����G 	 ��,*+�G��� � l�G 	 �G����G                              �4.56� 

 

où G�G désigne la norme induite d’une matrice �,  et 

 

      G��� � l�G E sup����� ��G��� �G                                      �4.57� 

 

En appliquant cette inégalité, l’inégalité (4.56) peut être écrite sous forme : 

 

               ������ E ¡N>�*+?¢ G����G 	 ¡N>�,*+?¢ G��� � l�G 	 �G����G             
    E >N���R� 	 �? sup����� ��G��� G,             � = �� 	 l                      �4.58� 

 
ou bien : 

               ��*+���� 	 �,*+��� � l� 	 ������, ���  
E >N���R� 	 �?� sup����� ��G��� G 	 GrG� �, � = ��                         �4.59� 

 

En tenant compte de (4.59) et de (4.55), cela donne : 

 

            G����G E G�����G �� � ������
����

	 1���� � |�� � 4����|�
��

 u�N���R� 	 ��� sup����� ��G��� �G 	 GrG��£ �4  
 �4.60� 

Or, 

            G����G E GrG�  ��� � ������
���� 	 >N���R� 	 �?�� � ����

��� 	 1� �     
	 >N���R� 	 �?����  � |�� � 4����|�

��
sup����� ��G��� G �4                               �4.61� 
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On introduit la fonction non décroissante 

 

   ¤��� � GrG�  ��� � ������
���� 	 >N���R� 	 �?�� � ����

��� 	 1� �                                      �4.62� 

 

L’application du lemme bien connu de Gronwall-Bellman donne : 

 

G����G E sup����� ��G��� �G E ¤���exp �>N���R� 	 �?���� � |�� � 4����|�
��

�4� 

         � ¤��� exp ��N���R� 	 ����� 	 1� �� � �����                                                       �4.63� 

 
et selon la condition GrG� # �, il s’ensuit : 

 

G����G E � ��� � ������
���� 	 >N���R� 	 �?�� � ����

��� 	 1� � exp ��N���R� 	 ����� 	 1� �� � ����� �4.64� 

 

Finalement, en utilisant la condition de base du théorème (4.4), à savoir l’équation 

(4.53), il s’ensuit : 

G����G # ^        �� m � � o��, �� 	 �p 
 
Ceci termine la démonstration. 

 

4.7  Exemple 

 
Considérons le système fractionnaire à état retardé et avec une incertitude dépendant de 

l’état.  

����� � � 0 1 00 0 1�1 1 1� ���� 	 �0.1 0 0.10 0.2 00 0 �0.1� ��� � 1� 	 �001� ���� 	 ������, �� 
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où � � 0.7, les coefficients de la surface sont ' � o6 5 1p, 2 � 1,  3 � 0.2 et la 

condition initiale  ��������� � ��q � r�n� � o0.05, 0, 0p¥, i¦�M n m o�1, 0p 
L’incertitude est prise sous forme suivante : 

         ������, �� � 1 � ���� � sin>����?
� � @����� sin>�����?  �:��� sin>�:���? �§��� sin>�§���?A ¥ 

^ � 10,  � � 0.07. A partir des paramètres du système, on peut facilement obtenir 

GrG # 0.07 et N�����*+� � 7.8740, N�����,*+� � 1.3235, donc  N���R� � 9.1975. 

Les résultats de simulation obtenus sous le logiciel Matlab, sont présentés à la figure 

4.4. Ces courbes montrent que le système est stable malgré la présence des incertitudes 

sur les états du système et que le mouvement en mode de glissement est atteint après 

une durée de retard l. Par conséquent, le régime glissant existe pour un temps 

�U � �� 	 l. Les oscillations présentes sur les états du système, appelées chattering en 

anglais, sont dues au terme discontinu de la commande �,. Lors des simulations, on a 

constaté que le système devient instable pour une valeur de � = 16.75. 
 

Pour le cas de la stabilité en temps fini, concernant : 

j�� � 0, ¨ � j0,3k, � � 0.07, ^ � 10k 
En utilisant le théorème 4.4, il s’ensuit : 

 

��� � �����.§
1.2981 	 �9.1975 	 1��� � ����.©

0.9086 � exp ª9.1975 	 1�0.9086 �� � ����« 

 

� � �Q�0.3
1.2981 	 �9.1975 	 1��Q0.7

0.9086 � exp ª9.1975 	 1�
0.9086 �Q0.7« E 10

0.07 

Ceci donne �* ¬ 0.18 4Q�. Or, Dans notre cas, les trajectoires d’état atteignent la 

surface de glissement au bout d’un temps égal à une seconde, donc, c’est cette valeur 

qui est prise comme origine. De ce fait, le temps estimé de stabilité est donc 1.184Q�. 
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Fig.4.13 – Courbe des états                           Fig.4.14 – Courbe de la Commande 

 

 

Fig.4.15 - Courbe de la surface de commutation 

 

4.8  Conclusion : 

 
Ce chapitre a vu l’introduction de notions nouvelles qu’il convient de récapituler. Dans 

un premier temps, nous avons introduit une surface de glissement fractionnaire pour la 

synthèse de la loi de commande par modes glissants des systèmes d’ordre fractionnaire 

sans retards et avec retards sur l’état. Ensuite, en utilisant la transformation d’Arststein, 

nous avons développé un prédicteur d’état pour compenser l’effet du retard sur un 

système fractionnaire à retards sur l’entrée.  

Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressées à l’analyse de la stabilité 

pratique dans un intervalle de temps fini, d’un système fractionnaire à état retardé pour 

lequel nous avons développé un théorème lorsque ce système est en régime glissant. 
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Nous avons fini par quelques exemples illustrant nos résultats. Ces simulations ont 

permis de  montrer l’efficacité des techniques de commande proposées.  
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Conclusion générale et Perspectives 

 

 

 

 Dans ce mémoire, nous avons développé des outils pour la commande par modes 

glissants d’ordre fractionnaire des systèmes fractionnaires. Nous avons proposé une 

surface de commutation de type fractionnaire basée sur la définition de l’intégrale de 

Riemann-Liouville et un prédicteur d’état fractionnaire en utilisant la fonction de 

Mittag-Leffler. Nous les avons ensuite utilisés pour appliquer la loi de commande par 

modes glissants d’ordre fractionnaire à trois modèles de systèmes fractionnaires, sans 

retard, avec retard sur l’état et avec retard sur l’entrée de commande. 

 
 Dans le premier chapitre, nous avons présenté des notions de base - qui nous 

semblent utiles pour la compréhension de notre travail -, relatives au calcul 

fractionnaire, aux systèmes fractionnaires et à leur commande d’ordre fractionnaire. 

C’est ainsi que nous avons donné les définitions les plus utilisées de l’opérateur 

fractionnaire, les représentations des systèmes fractionnaires, leurs propriétés d’analyse 

et leurs propriétés d’approximation en vue de leur simulation. 

 
 Dans le  chapitre deux, nous avons exposé les principales caractéristiques de la 

commande par modes glissants d’ordre un. Nous nous sommes intéressés à présenter la 

condition d’existence du régime glissant, la notion de commande équivalente qui est 

une solution de l’équation en mode de glissement et la méthode de synthèse de la loi de 

commande globale. 

 
 Dans le chapitre trois, nous avons présenté quelques notions théoriques des 

systèmes à retards d’ordre entier, notamment les différents modèles de tels systèmes et 

différents types de retards que l’on rencontre dans la littérature, ainsi que la notion de 
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norme utilisée. Nous avons donné quelques définitions relatives à la commandabilité et 

à la stabilité au sens de Lyapunov et exposé la méthode de synthèse des lois de 

commande par modes glissants d’ordre un aux systèmes à retards sur l’état et sur 

l’entrée de commande. 

Il serait intéressant à notre avis de développer des critères de stabilité pour les systèmes 

fractionnaires à retards sur l’état et sur l’entrée. 

 
 Enfin, dans la première partie du chapitre quatre, nous avons présenté une 

application de la commande par modes glissants d’ordre fractionnaire aux systèmes 

fractionnaires d’ordre �, 0 � � � 1. Nous avons utilisé la surface de glissement 

proposée afin de synthétiser des lois de commande par modes glissants à deux modèles 

fractionnaires dont l’un est sans retard et l’autre avec retard sur l’état. Par la suite, nous 

avons utilisé un compensateur d’ordre fractionnaire pour un système fractionnaire à 

entrée retardée afin de rendre le système original indépendant du retard et permettre 

ainsi de synthétiser sans difficulté une loi de commande par modes glissants 

La deuxième partie de ce chapitre a été consacrée à la commande d’un système linéaire 

fractionnaire retardé et incertain. Après avoir synthétisé la loi de commande en utilisant 

la surface de commutation fractionnaire, nous avons étudié la stabilité pratique en mode 

de glissement dans un intervalle de temps fini et un théorème est proposé à ce sujet. 

Les résultats de simulation obtenus nous ont permis de mettre en valeur l’efficacité des 

méthodes proposées. Des simulations ont été effectuées sous le logiciel Matlab et les 

résultats obtenus nous ont permis de mettre en valeur l’efficacité des méthodes 

proposées. Néanmoins, nous avons remarqué que la robustesse en mode de glissement 

dépendait des valeurs de l’ordre de dérivation et du retard. Comme perspective, l’utilité 

d’établir une relation entre ces deux paramètres serait intéressante. En plus, les 

commandes obtenues pour les différents modèles ne sont validées que par simulation, 

elles devraient aussi être implantées concrètement. 

Dans notre travail, nous nous sommes basés sur la théorie des modes glissants d’ordre 

un, l’extension à l’étude de la commande d’ordre supérieur serait souhaitable. D’autre 

part, la conception de la commande par modes glissants discrets serait intéressante. 
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Résumé : 

 Un système d’ordre fractionnaire est représenté par des modèles dynamiques à opérateurs de 
dérivation et d’intégration d’ordre non entier. De nombreux travaux réalisés, ces dernières années, ont 
développé des méthodes  d’analyse et de synthèse des systèmes d’ordre fractionnaire.  Notre travail 
consiste à contribuer à l’élargissement du champ d’application de la commande fractionnaire aux 
systèmes fractionnaires et ce en utilisant les concepts des opérateurs intégro-différentiels d’ordre non 
entier. Nous avons élargi  la théorie de la commande par modes glissants aux systèmes d’ordre 
fractionnaire avec et sans retards. Notre contribution comporte ces propositions : 

- Une surface de commutation fractionnaire basée sur l’intégrale de Riemann-Liouville. 
Cette surface nous permet de synthétiser des lois de commande en mode de glissement 
pour des modèles fractionnaires sans retard et avec retard sur l’état. 

- Un prédicteur d’état fractionnaire basé sur la fonction de Mittag-Leffler. Ce prédicteur sert 
à compenser l’effet du retard présent sur l’entrée de commande d’un système d’ordre 
fractionnaire. La loi de commande en régime glissant est déterminée.  

- Nous avons obtenu de nouveaux résultats de stabilité pratique dans un intervalle de temps 
fini d’un système fractionnaire à retard sur l’état et perturbé. 

Des simulations numériques ont été effectuées afin d’illustrer les développements théoriques présentés 
dans notre mémoire. 

Mots clés : systèmes d’ordre fractionnaire, modes glissants, systèmes à retard, stabilité. 

Abstract: 

 A fractional order system is represented by dynamical models with non-integer differentiation 
and integration operators. Numerous realized works, these last years, have developed analysis and 
synthesis methods of fractional order systems. Our work consists in contributing to extend the field of 
application of fractional control to fractional-order systems and this, by using the concepts of non-
integer order integro-differential operators. We have extended the control theory by sliding-modes to 
fractional-order systems with and without delays. Our contribution includes these propositions. 

- A fractional switching surface based on the Riemann-Liouville integral.  This surface 
enables us to synthesize sliding-mode control laws for non-delay fractional models and 
with delay on state. 

- A fractional state predictor based on Mittag-Leffler’s function. This predictor is used to 
compensate the effect on the delay present at the control input of a fractional-order 
system. The control law in sliding mode is determined. 

- We have obtained new results on practical stability in a finite time-interval for a 
fractional-order system with delay on state and disturbed. 

Numerical simulations have been performed in order to illustrate the theoretical developments 
presented in our thesis.  

Key words: Fractional-order systems, sliding-modes, Delay systems, stability.  

 

 

 

 


