REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministere de 'Enseignement Supérieur et de la Bette Scientifique

UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI DE TIZI-OUZOU

FACULTE DE GENIE ELECTRIQUE ET D’'INFORMATIQUE

DEPARTEMENT AUTOMATIQUE

THESE

présentée en vue d’obtenir le grade de

DOCTEUR
Spécialité : Automatique
par

Amar S| Ammour

Contribution & la commande par modes glissants d’'alre fractionnaire

Devant le jury constitué de :

Mohamed AIDENE Professeur

Université de Tizi-Ouzou
Said DJENNOUNE Professeur

Université de Tizi-Ouzou
Maamar BETTAYEB Professeur

Université de Sharjah (EAU
Mohamed Seghir BOUCHERITProfesseur
Ecole Nationale Polytechnique d’Alger

Abdelfatah CHAREF Professeur
Université de Constantine
Rachid MANSOURI Maitre de Conférences A

Université de Tizi-Ouzou

04/ 07/ 2011

Président
Rapporteur
Examinateur
Examinateur
Examinateur

Examinateur



A ma famille

A mes amis



Remerciements

Ce travalil a été realisé au Laboratoire de Conoet de Conduite des Systemes
de Production (L2CSP), au sein de I'équipe CommaledeSystemes Continus, sous la
direction scientifique de Monsieur le Professeud®jennoune que je tiens a remercier
tres vivement de son enthousiasme envers mon liralaisa disponibilité et de son
soutien scientifique et humain. Ce travail n'aunait le jour sans votre confiance et
votre générosite.

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a Blandiflaamar Bettayeb,
Professeur a l'université de Sharjah (Emirats Asdbeis), qui m’a accueilli durant mes
stages de formation, pour les nombreuses discissgnnchissantes et collaborations
gue Nous avons eues.

Je suis tres honoré que Monsieur Mohamed Aiderafe$deur et Directeur du
Laboratoire L2CSP, ait accepté de présider le gaycette these. Je le remercie aussi
pour les moyens nécessaires mis a notre dispogiionmener a bien notre travail.

J'exprime également mes remerciements a Messieuohaiimed Seghir
Boucherit, Professeur a I'Ecole Nationale Polytéghe d’Alger, et Abdelfatah Charef,
Professeur a I'Université de Constantine, d’avoaepté de participer a ce jury.

Je remercie également Monsieur Rachid Mansourifrdtatle Conférences A et
membre du Laboratoire L2CSP, pour ses encouragempotir sa disponibilité et
d’avoir accepté d’étre examinateur de cette thése.

Mes remerciements vont également a tous les ca&gtiamis de la Faculté de
Génie Electrique et d’'Informatique et en particuieceux du Laboratoire L2CSP.

Je termine cet avant propos en remerciant ma familen particulier ma femme
et mes enfants pour m’avoir accompagné, aidé éesoulans les moments difficiles



Table des matieres

N0 = LA £
Liste des figures et Liste des tableauX.............ooooi i e, 5

Introduction générale

1 Systemes et commandes d’ordre fractionnaire................ccooeviiiie e enn .. 13
1.1 Introduction au calcul fractionnaire.............c.ocovviie i e eieeee 13
1.2 Quelques fonctions utilisées dans le calcul fraxtare............................. 14

1.2.1 Lafonction Gamma..........couuiuiiiiiiiieiie e e e i ie e e e ennen. 14
1.2.2 La fonction de Mittag-Leffler...........ccoooviiii i 15
1.3 Opérateurs d’ordre non entier, définitions et pips.............ccevvveevnennnn. 16
1.3.1 Intégration NON ENLIEIE... ... cuuie it e e e e e ne e 16
1.3.2 Dérivation NON Ntiere.........covviiiiiieviiieiie i ieveiienene e 17

1.3.2.1 Définition de Riemann-Liouville.............ccooveeei 1

1.3.2.2 Deéfinition de Capulo.........covvreeeiii i e e e 17

1.3.2.3 Définition de  Grianwald-Letnikov..........cooocvveviiineiiinnnn. 18
1.3.3 Propriétés de I'opérateur d’'ordre non entier..............ccceeeeeieennn. 19
1.4 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnait€...............cocevennnn.. 19
1.4.1 Transformée de Laplace de l'intégrale non entiere...................... 20
1.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée non entiere...................... 20
1.5 Systémes d’ordre fractionnaire.............ooveiiieie i e 21

1.5.1 Modeéles et représentations..........cceoeveviieiieiieiieiieiiene e e 21

1.5.2 Représentation d’état des systemes non entiers........cuwme e en. 22

1.5.2.1 Forme canonique commandable....................o 24

1.5.2.2 Forme canonique observable..................o 24

1.5.2.3 Forme canonique modale.............cooviiiiiiiiiii e 25
1.5.3 Solution de I'équation d’état des systemes d’ominamensurable......... 25

1.5.3.1 Méthode de la transformation inverse de Laplace..............26

1.5.3.2 Méthode de JOrdan..........cc.eoeiiiiiiieiie e e e e 27
1.6 Evaluation numeérique de la dérivée fractionnaire... cowuecvvvvvveeeeennenn 27
1.7 Commandabilité, Observabilité et Stabilité................coii e, 29
1.7.1 Critere de commandabilité.............coooiiiii i 29



Table des matieres

1.7.2 Critere d'observabilité......... ... 29
1.7.3 Analyse de la stabilite............ccoie it e e 29
1.8 Commande robuste d’ordre fractionnaire.............c.oooviieiiiiiiiin e, 31
1.8.1 Fonction de transfert idéale de Bode...........c.coceviiiiiiiiiiii e 33
1.8.2 Le contrfleur CRONE...........cooiviiiiii 0000035
1.8.3 Controleur PID* d'ordre fractionnaire................ccuuvueveeeeeineinenn, 35
1.9 Implémentation des correcteurs d’ordre non entier......................cooeees 38
1.9.1 Méthode basée sur I'expression analytique de kesor................... 39
1.9.2 Méthodes basées sur I'approximation par un modgiemel discret.....40
1.9.3 Méthodes basées sur I'approximatigar un modeéle rationnel continu....41
0 O B o T o (1] o o 1 41
2 Sur la théorie de la commande par modes glissants............cc..ccvevvvevennnn. 42
P25 I [ 91 o 18 o 1 o o 1AM PP 42
2.2 GENEIalitS. . ...t e e A3
2.2.1 Structures de base........ccoiiiiiiiii 0 A3
2.2.1.1 Structure par commutation d’'une contre réactiotad’é......... 44
2.2.1.2 Structure par commutation au niveau de I'organeahemande..45
2.2.1.3 Structure avec ajout de la commande équivalente............. 45
2.3 Principe de la commande par modes glissants.................cecuceuvvne......46
2.3.1 Définition du réegime glissant...............ccoviiiiiiiiiiiiici i e e AT
2.3.2 Meéthode de la commande équivalente.............cccovviiiiiiiiie i vie e, 48
2.3.3 Choix de la Surface de glissement............cccevvviiiiiiiiiiniennnnn. 9.4
2.3.4 Synthése de laloide commande................oceeeviiiie il 50
2.4 Robustesse des modes gliSSantS. .......c..vvveiie e iie e s v 51
2.5 Exemple illustratif..........cooo iDL
2. 5.1Modéle mathématique.............coeviiiiiiiiiie i e iea e e D2
2.5.2 Synthese de lacommande.............cccoceeeviiiiiii i i a2 203,
2.5.3 Reésultats de simulation..............c.ccoceviiiiiiii i e 04
P2 0] o T 11 13 o] o 1R PPN o 7
3 Les systemes A retards........covueviiiiiie i e e e e e ae 2. DO
G700 I [ 11 o o [ 3o 1o I PP 56
G 720 I T 111 T o P oY 4
3.3 MOABIISALION. .. ..ttt e e e e e e e e 58
3.3.1 Systemes detype retarde..........c.ooeiiiiii i 58

2



Table des matieres

3.3.2 Systemes de type NeULre..........coevviiiiiiiiiiiiiiiicieieie e eeneennen 2. D9

3.4 ChoiX de [a NOMME. ... oo e e e 61
3.5 Stabilité des systémes A retards..........oovveiiiiieiie i e 61
3.6 Généralités sur la commande des systemes aretardS................ccceueens 63
3.7 Commandabilité des systemes a retards...........ccoveevie i ii i, 65

3.8 DEINILIONS ... i e aeens.. 0D
3.9 Synthese de la commande par modes glissants demggsa retards.............. 66
3.9.1 Systeme linéaire a étatretard€............cccooeviiiii i 67

3.9.1.1 Conception de la surface de commutation.........................7...6

3.9.1.2 Calcul de la commande globale................cooiiiiiiiiiiii i, 67
3.9.2 Systeme linéaire a entrée retardée.............cccov i iiiiiiiiiiien. 68..
3.9. 2.1 Réduction de SYSteMe.......c.ovviitie e et 68

3.9.2.2 Synthese de lacommande................ccceeevviivie i i eennl....68
3.10 CONCIUSION. ...ttt e e e e e e e et e e e e e e ee 2. 09
4 Commande par modes glissants d’ordre fractionnair@les systemes fractionnaires
0 I 1 0 To [ T [ ] 1R PP 70
4.2 Commande par modes glissants des systemes fraaitiesisans retard........... 71

4.2.1 Synthése de la commande par modes glissants.................oummwe. 72

4.2.2 Existence du mode de glissement............cooviiiiiiiiiiiiiiiii e 74
4.2.3 Analyse delastabilité.............cooeiiiiii i 75
4.3 Commande par modes glissants des systemes avetgetdétat................. 77
4.3.1 Synthése de la surface de commutation...................coceeviieinn .. 78..
4.3.2 Synthése dela commande.............cooiiiiiiiiiin i e 79
4.4 Commande par modes glissants des systemes aaet sat I'entrée............. 80

4.4.1 Synthése de la loi de commande et analyse deddit&ta. .................82
4.5 Exemples illustratifs. ... ... 83
4.6 Commande par modes glissants d’'un systeme fracimnimcertain et retardé .87
4.6.1 Systeme en mode de gliISSEMENT..............ommmmmmmrerennieereeeeeeeereeerreenennnnn... 00
4.6.2 Analyse de la stabilité sans incertitude..................ccooeiiiicenean. 89
4.6.3 Analyse de la stabilité avec incertitude................cocooiiein v immene 90
A7 EXEMPIE. ..o e e 202092
7 T @0 T 111 [ PP V|
Conclusion générale et PErSPECHIVES.......c..iriirii et et it e e e e vemmne e eaas 96

Bibliographie. ..o e a2, 98



Notations

— R : ensemble des nombres réels.

— R*: ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

— R™ . ensemble vectoriel de dimensiomrronstruit sur le corps des réels.
—[a, b) : intervalle semi ouvert de d’extrémitéa etb

— C = C([—h, 0]; R™) : ensemble des fonctions continueq €&, 0] danskR™
— |.| : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’umime complexe.
— |I. 1] : une norme suR™

— |l lle : norme suc deéfinie pav ¢ € C . |l¢llec = supg ej-n,o1ll@ (@)l
— D% . opérateur de dérivation d’ordre non entier

— L : opérateur de Laplace

— x € R™: vecteur de composantes

—x(t, ty, @o) : vecteur deR™ représentant I'état instantané du systeme a dimgt, avec
pour I'état initialp, € C a I'instantt,

— I'(.) : fonction Gamma d’Euler

— E, : fonction de Mittag-Leffler

— I*f(t) : intégration non entiere d’ordee

— ’i’;Df‘f(t) . dérivée d’ordrex de la fonctioryf (t) selon la définition de Riemann-Liouville
— EDEf(t) : dérivée d'ordrex selon la défintion de Caputo

— GLpZ£(t) : dérivée d’ordrex selon Griinwald-Letnikov

— ||A]] : norme euclidienne de la matride

— Amax () : désigne la plus grande valeur singuliére dadé#rice(.)
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Introduction Générale

L’automatique a été définie comme étant une seiend utilise des méthodes
théoriques et des moyens technologiques pour lzepbion et la construction de
systéemes automatisés. Fondée sur la notion deec@#ction, son objectif principal est
de synthétiser des correcteurs afin d’assurer atemsye un certain niveau de
performance. Le plus souvent, le comportement distéme est évalué a l'aide d’'une
quantité mesurée par un capteur, c’est donc urtee st systeme. La réalisation de
cette tache fait intervenir trois étapes esseatielLa premiere est la modélisation qui
consiste a déterminer les relations mathématiqieest lles différentes variables
constituant le systeme. Une fois établi le modékst ensuite nécessaire d’analyser son
comportement et d’établir ses propriétés : C’egiHase d’analyse. Une fois I'analyse
effectuée, vient enfin la phase de commande dordtideest de déterminer le correcteur
permettant d’y remédier aux insuffisances des pmdoces du systeme. Dans le cas
des systemes linéaires et non linéaires d’ordreret@mps invariant, plusieurs travaux
portant sur la stabilité et la stabilisation oré ptibliés et différents correcteurs ont été
implantés avec succes sur ces systemes. On peut leg correcteurs PID, les
correcteurs a structure variable, les correctdurs commande par retour d’état, etc.
Ces différentes commandes ont été étendues alesas/stemes a retards constants ou
variables. Or, beaucoup de systemes dynamiquespeétre mieux modélisés par un
modeéle dynamique non entier, basé sur la notiomifférentiation ou d’intégration
d’ordre non entier appelée également dérivatiantégration fractionnaires. Il est donc
légitime de s’intéresser a ces systemes en vuesuwle slynthétiser des commandes

adéquates pour rendre compte de leur comportement.
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Sur le calcul fractionnaire et la commande d’ordre

fractionnaire

Dans le cas du calcul ordinaire (ordre eftikr dérivée d’ordrex ou la dérivée

a"f(x)

n°™me d’'une fonctionf(x), & savoiD™f(x) = o

est bien définie lorsqueest un

entier positif. En 1695, L'Hopital demanda a Leibwjuel sens pourrait-on attribuer a
D™f(x) sin était une fraction. Depuis ce temps, le calcuktfeenaire a attiré
I'attention de nombreux mathématiciens de renomtalsequ’Euler, Laplace, Fourier,
Abel, Riemann, et Laurent. De nombreuses défirstiont été alors données sur la
dérivation et I'intégrale d’ordre non entier oudtiannaire [36], [55], [63]

Le comportement de nombreux systemes physiqua£pewcorrectement décrit
par des équations différentielles a dérivées natiieres, C'est le cas de certains
systémes thermiques [71], électrochimiques [86{itilisation de modeéles classiques
basés sur la dérivation entiere n’est donc pasoppge. Des modeles basés sur des
équations a dérivées non entieres ont, a cet eftét,développés. La raison de
I'utilisation des modeles entiers est due pringpant a I'absence d'outils
mathématiques permettant I'analyse, la simulatibdaeréalisation de ces systémes
fractionnaires. Des recherches ont été entamées adasens et actuellement, il existe
plusieurs méthodes d’approximations de la dérivéed’intégrale fractionnaires, dans
le cas continu et dans le cas discret [12], [68]].|

Les outils fractionnaires apparaissent aussi donzatique et en robotique,
notamment au travers d’applications en modélisatidentification, commande et
commande robuste [52], [57], [71]. Compte tenu’mtérét sans cesse croissant donné
a la dérivation d’ordre non entier en organisarg denférences internationales (IEEE,
CDC, IFAC, CIFA, Numéros spéciaux, symposiums, whdps on Fractional
Differentiation and its Application (FDA)), certaa universités, a I'image de Bordeaux
(France), ont intégre I'étude des systemes d’ondre entier et leurs applications dans
leur cursus.

Dans la commande des systemes dynamiques, lareystécontrbler et/ou le

régulateur sont régis par des équations différdedidractionnaires. L’idée d'utiliser
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des régulateurs d’ordre fractionnaire pour la comeade ces systéemes revient a
Oustaloup, qui a développé le régulateur CRONE (@ande Robuste d’Ordre Non

Entier), décrit dans son ouvrage [56] avec desiegtns dans divers domaines.
Oustaloup avait notamment démontré I'avantage dulageur CRONE par rapport au

PID classique. Podlubny [64] a proposé plus tardégulateur d’ordre fractionnaire

PI'D* utilisant des actions dérivées et intégrales d®mbn entier. En 2003, Calderon

[8] a élargi le calcul fractionnaire a la commapde modes glissants.

Sur la commande par modes glissants

Le réglage par mode de glissement est un moderdgidnnement particulier
des systémes a structure variable. Un systémeuatigte variable est un systéme
pouvant changer de structure en faisant commuterosanande entre deux valeurs,
suivant le signe d’'une fonction des coordonnéesydteme dans I'espace de phase. Le
principe repose donc sur le choix a priori de cktetion qui définit une hypersurface
ou une surface de commutation sur laguelle et settaines conditions, les trajectoires
du systeme sont maintenues dans I'espace de gleasgsteme est dit alors en régime
glissant ou en mode de glissement sur I'hypersearfeansidérée. Dans ce cas, le
systéme bouclé devient insensible a certaines rbattans. Quand I'état du systéme
évolue sur la surface choisie, la dynamique duesystest dite plongée dans I'état d’'un
systeme reduit et libre, c'est-a-dire que le systémolue sur une variété de dimension
inférieure d’'une unité a la dimension du systéme.

La commande par modes glissants a été longtemitedi dans ses applications
a cause du caractére discontinu de sa commandengeindre des oscillations autour de
la surface de commutation : C’est le phénomenedtieence ou chattering en anglais.
Depuis 1980, plusieurs solutions ont été propopées y remédier a cet inconvénient
[41] et par la suite, beaucoup d’applications atiliseé cette technique de commande
dans le cas des systémes linéaires et non linégloetre entier [6],[7],[29]. Dans le cas
fractionnaire, la premiére application utilisanttéehnique des modes glissants d’ordre
fractionnaire revient a Calderon [8], [9] sur umgertisseur électrique continu-continu.

Les auteurs ont défini des surfaces de commutdi@sees sur les structures des
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correcteurs PID et Pl d’ordre fractionnaire. D'&stitechniques ont été aussi utilisées
récemment [21], [62], [75].

Sur les systémes a retards

Dans le domaine de I'automatique, I'état d’'un egst représente I'ensemble des
variables présentes permettant de déterminer Ipadement futur du systeme. Dans le
cas des systémes décrits par des équations difdles ordinaires, on suppose que
I'évolution du systéme a linstant At ne dépend que de la valeur de ses variables a
l'instant t. Donc, les états antérieurs n’y intervient pas et ces équations ou le passé
ne se distingue pas de l'avenir sont inapplicables étres vivants (prédiction de la
population d'un pays dans le futur). Pour ces syega retards, I'état n'est plus un
ensemble fini de valeurs, mais une fonction défsue un intervalle de la longueur du
retard.

Le retard peut étre négligeable dans un systemieoanle ouverte, mais peut
devenir important dans une boucle fermée, parfmédiaire des temps de réaction des
capteurs, par exemple. La présence du retard dam®mbreux domaines tels que la
technologie, la biologie, les transports, etcerdarcé leur importance dans les théories
modernes des systemes dynamiques et de contrbleauEbmatique, I'étude des
systémes a retards (pour lesquels, existent phgstEinominations possibles : Systémes
héréditaires, systéemes de dimension infinie, sys$erdécrits par des équations
différentielles fonctionnelles, etc.) a recu uneermion considérable. C’est ainsi que
plusieurs méthodes de synthese de contréleurs etrithtyes de stabilité ont été
développés [14], [44], [45]. Parmi les différente¥éthodes développées pour la
commande des systémes a retards, la commande plsmgbssants a été largement
utilisée et a été appliquée avec succes. Dans [[2H], [67], des conditions suffisantes
de stabilité ont été développées pour les systametards et incertains.

De nombreux systemes physiques réels sont casdstéoar des équations a
dérivations fractionnaires retardées [30], [16]6][4De plus, les systemes a retards
d’ordre fractionnaire utilisant un contréleur d’oedractionnaire ont été présentés dans

[28]. Cependant, I'examen sur la technique de lamande par modes glissants pour

10
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ces systemes, n'a pas recu suffisamment d’atterBealement quelques résultats sont
disponibles [22], [75].

Contributions et organisation de la these

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dansadre de l'utilisation des
propriétés des opérateurs intégro-différentielsdi® fractionnaire en vue de contribuer
au développement de schémas de commande par me$es 3 d’ordre fractionnaire

des systemes linéaires a dérivations non entiaresretards et avec retards.

Le premier chapitre qui sera divisé en deux partfera I'objet d'une étude
bibliographique du calcul fractionnaire et des é&yms de commande d'ordre
fractionnaire. Dans la premiére partie, nous dommeres définitions de base de la
dérivation et de lintégration d’ordre non entiguelques propriétés des opérateurs
d’ordre fractionnaire, les différentes représentatides systemes fractionnaires et enfin
les conditions de commandabilité, d’observabilitéde stabilité de ces systemes. La
deuxieme partie retracera d’'une maniére succingtehronologie des commandes
d’ordre fractionnaire ainsi que quelques méthodéspploximation en vue de

simulations et de réalisations de correcteursitrachires.

Dans le deuxieme chapitre, nous présenteron®taithdes systemes a structure
variable et les modes glissants associés, fornealilsds le contexte classique. Nous
donnerons les relations de base et la conditioxistence des modes glissants.

Le chapitre trois sera dévolu a quelques notiefatives aux systémes a retards
d’ordre entier, qui seront utiles a la compréhemgie la suite de notre travail. Ce
chapitre présentera les principaux modeles dermmgst@ retards, les différents types de
retards usuellement considérés, la méthode deligtabu sens de Lyapunov, les
différentes lois de commande appliquées et enfiméhode de synthése de la loi
commande par modes glissants des systemes a eetaédée apres avoir défini un

prédicteur d’état pour compenser l'effet du retard

11



Introduction Générale

Le chapitre quatre, qui est le dernier chapitrendigze mémoire, englobera nos
contributions. La premiére contribution porte sufdrme de la surface de commutation
d’'ordre fractionnaire basée sur la définition Egtale de Riemann-Liouville. La
deuxieme est le développement d’'un prédicteur tfédationnaire basé sur la fonction
de Mittag-Leffler. Dans ce chapitre, nous préseamgrla commande par modes
glissants d’ordre fractionnaire des systémes liedractionnaires avec et sans retards.
Nous commencerons par un modele fractionnaire s#asd pour lequel on synthétise
une loi de commande qui satisfera la condition idtexce du mode de glissement, un
théoreme sur la stabilité est développé. Ensuitemodele a état retardé pour lequel
nous montrerons latteignabilité du régime glissagit enfin, un prédicteur d'état
fractionnaire est proposé pour transformer un systéactionnaire a entrée retardé en
un systeme dit libre, indépendant du retard. Penminer le chapitre, nous étudierons la
stabilité pratique en temps fini d’un systéme fi@utaire incertain a retard sur I'état.
Des exemples numériques sont présentés pour diusts développements théoriques

de ces méthodes.

Enfin, nous conclurons sur ce travail de théske®tperspectives qu'il permet

d’ouvrir

12



Chapitre 1

Systemes et Commandes d’Ordre

Fractionnaire

1.1 Introduction au calcul fractionnaire

Les opérateurs fractionnaires intégro-différesti@alcul fractionnaire) est une
généralisation de I'intégration et de la différatibn des opérateurs d’ordre non entier.
La question des dérivées fractionnaires est abatdgd 695 par Leibniz dans une lettre
adressée a I'Hopital, mais lorsque celui-ci lui dewte quelle pourrait étre la dérivée
d’ordre un demi de la fonctian(t), par rapport a la variabte Leibniz répond que cela
mene a un paradoxe dont on tirera profit, un jolmtiles conséquences : Le calcul
fractionnaire est alors né.

On peut généraliser les opérateurs d'intégrationdestdifférentiation en un seul
opérateur fondamentgD/ ou a et t sont les limites de I'opération. L'ofgéta intégro-

différentiel continu est défini comme suit :

0!

a>0
a=0 (1.1D)

(d
Idta
kf dt)™ a<0

oUa € R, est I'ordre de I'opération

13
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Plusieurs mathématiciens ont contribué a I'élalmmate la théorie de la dérivation
d’ordre non entier et difféerentes définitions depérateur fractionnaire ont vu le jour
[55]. Les plus familieres sont celles de Riemanodlille, de Caputo et de Grinwald-
Letnikov. Pour la compréhension de ces définitionsis présentons quelques fonctions

utilisées dans le calcul fractionnaire.
1.2 Quelques Fonctions utilisées dans le calcubfitionnaire

Dans cette section, nous présenterons deux fosctjpm sont tres utilisées et qui
permettent en général de fournir des solutionspaaklemes du calcul fractionnaire. I

s’agit de la fonction Gamma d’Euler et de la fooctde Mittag-Leffler.

1.2.1 La fonction Gammg18]

L’'une des fonctions de base utilisée dans le cdfeagtionnaire est la fonction Gamma
d’Euler. Son interprétation est simplement la généralisatiorfactorieln (n!) et elle
permet an de prendre des valeurs non entieres.

La définition intégrale de la fonction Gamma estioiee par (1.2)

o]

r(z) = J- e 'tz 1dt, z>0 (1.2)
0

Elle est plus souvent utilisée méme si elle edtewdge aux valeurs positives de

L'intégration par partie de (1.2) conduit a la tela de récurrence suivante
I'z+1)=2zI(z) (1.3)

Puisque™(1) = 1, en utilisant la relation (1.3), nous obtenons posr1,2,3 ...
re)=1.r@a=1!

r(3a)=2.r(2) =2

14
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r4) =3.r(3) = 3!
rn+1)=nrln)=n(n-1!=n! (1.4)

L’autre propriété importante de la fonction Gamnst qu'elle possede des péles

simples pourz =0,—-1,-2,-3, ...
Son expression est :

_ -1D° 1 Dt 1 -D* 1
F@=e@O+——ozt 1 1727 20 2+27 7 (1.5)

avec .

o]

¢(2) =f e~tt?71dt
1

Ceci signifie que pour des valeurs entiéres négstia fonction Gamma tend

asymptotiquement vers linfini.
1.2.2 Fonction de Mittag-Leffler[18]

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction impemte dans le monde du calcul
fractionnaire. Son réle est analogue a celui jaardafonction exponentielle dans le cas
du calcul entier.

La définition standard de cette fonction a un pataenest donnée par :

Ea(Z) = kzzom (a > 0) (16)

Cette fonction a été introduite par Mittag-Leffear 1903. [18]

La fonction exponentielle usuelle correspond powe valeur dea = 1

15
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El(Z)=kZ=0m=kZ=OE =e (17)

Il est aussi courant de représenter la fonctioMdtag-Leffler avec deux parametras

et 3, comme suit :

Ea,ﬁ(z) = kzzom (0( > O,B > 0) (18)

Cette fonction a été introduite par R.P. Agarwdtrtelyi en 1953-1954[18]

1.3 Opérateurs d’intégration et de dérivation non-enties :

Définitions et propriétés[36], [55]

Dans ce paragraphe, nous présenterons les opérdterdre non entier. Une définition
unique de l'intégration non entiere et plusieurBrions de la dérivée non entiére sont

considérées.

1.3.1 Intégration non entiére

Définition 1.1: Soite € R* etf une fonction localement intégrable définie giyrep).

L’intégrale d’ordrea de f de borne inférieure, définie par :

1 t
tole f(E) = @ (t -0 f(Ddr (1.9)

est appelée intégrale d’ordre fractionnaire de RiemLiouville.

AvecI'(a) la fonction Gamma d’Euler
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Quand on s’intéresse aux systemes dynamiquesadsida f (t) est une fonction

causale, alors I'intégrale d’ordre non entier edtrile comme suit :

Ef () = %’fot(t —1)* 1 f(r)dr, t>0,aeR?t (1.10)

Dans (1.10), nous pouvons voir que l'intégrale drerfractionnaire peut étre exprimée

sous forme de produit de convolution de la formeasue :

AZf () = P (t) * f(t), ae RT (1.11)
Avec:

a—l

F()

,aeR ettt =0pourt<0; t¢ 1 =t*Tpourt >0 (1.12)

Pa(t) =

1.3.2 Dérivation non entiere

1.3.2.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L) : Soienta € R*, n un entier positif,
to € R etf une fonction localement intégrable définie styr ). La dérivée d’ordre

de f de borne inférieure, est définie par :

f(t)é = (ol F @) = — " f(Ddr (113)

1
F(n a)dt” f(

avec(n—1) <a<n
1.3.2.2 Definition de Caputa

Caputo a reformulé la définition de la dérivée drerfractionnaire comme sulit :

1 t (n)
EDEF(O) = "D () = re—os | f T)if_)nﬂ dr (1.14)

oun—1<a<n neN
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Pourt, = 0, entre les deux définitions (1.13) et (1.14), il st&iles deux relations

suivantes :
n-1 k-a
DU = D@+ ) Mﬂ’”(o*) (1.15)
k=0
n-—1 tk
RLpa <f(t) - 5w “’”E) = “Df(0) (1.16)
k=0

1.3.2.3 Définition de Grunwald-Letnikov (G-L)

Elle est basée sur la généralisation de la dédlassique d’une fonctiofi(t) d’ordre

ne N de la forme :

1 [ee]
D (¢) = Ligﬁz)(—1)k (7) £t - jh) (1.17)
]:
(n) = n—' (1.18)
j/ o jtm—=H!

En remplacant I'entien para € R (a > 0), I'expression (1.18) s’écrit

(0()_ 'a+1) 119
j/  j'T(a—j+1) (1.19)
La dérivée d’ordre fractionnaire d’ordae> 0 de G-L est donc [55]
. ]
(A
wDEF@ = lim— > (~1)7 () fe =) (1.20)
- j=0 ]

18
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ou [x] dénotes la partie entiére deh le pas d’échantillonnage éf;)sont appelés

coefficient binomiaux. Cette définition sera uts pour la simulation et I'évaluation

numérique de la dérivée fractionnaire.

Remarque 1.1 :Ces différentes définitions nous montrent que lavdé d’ordre non
entier prend en compte les valeursfde) a tous les instants passés grace a I'intégration
qui y apparait. Elle fournit donc une caractérmatglobale deg(t). C'est cet effet

« mémoire » qui fait de I'opérateur de dérivatioonnentiére un excellent outil de

modélisation des phénomeénes de diffusion connusgiceia « mémoire longue »
1.3.3 Propriétés de I'opérateur, Df [18]

Certaines propriétés des dérivées et intégraledramaires sont :

1) Si f(z) est une fonction analytique en alors sa dérivée fractionnaire
D5 f (z) est une fonction analytique ereta.

2) Poura = n, oun est un nombre entier, 'opérateyds produit le méme

résultat que la dérivation classique d’ordre entier
3) Poura = 0, 'opérateur ,DF est I'opérateur identité :

D2 f(2) = f(2)
4) La différentiation et l'intégration d’ordre fractioaire sont des opérations
linéaires

oDFAbf(2) + cg(2)} = b oD f(2) + ¢ oDFY(2)
1.4 Transformée de Laplace de la dérivée fractioraire

La méthode de la transformée de Laplace est soundinée comme étant un outil pour

la résolution des problemes posés en ingénierig [28]. Dans ce paragraphe, nous
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donnerons les transformées des opérateurs d'inidgrat de dérivation d’ordre non

entier définis précédemment.

1.4.1 Transformée de Laplace de l'intégrale non ¢re

La transformée de Laplace de I'opérateur d’intégnabon entier défini par (1.9) est

donnée par [53]

F(s)
SlX

L{JEfD)} = ,a >0 (1.21)

ou s représente la variable de Laplace etl < a <n

1.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée non égrte

- Au sens de Riemann-Liouville

n-1

L{EDEF(O)} = 5°F(s) = ) sMIFDE 1R (D] (122)

k=0

Les conditions initiales apparaissant dans (1.88) données en fonction d’une dérivée
non entiére évaluée a l'origine.
- Au sens de Caputo

n-1

LEDEF(D) = s°F() = ) s%+1£® (0) (1.23)

k=0
Les conditions initiales apparaissant dans (1.88) données en fonction d’'une dérivée
entiere évaluée a l'origine

- Au sens de Grunwald-Letnikov

L{DEf () = s“F(s)} (1.24)

20



Chapitrel - Systemes et Commandes d’Ordradfionnaire

Remarquel.2: Les transformées de Laplace des dérivées d’omime entier de
Riemann-Liouville et de Caputo sont équivalentestseulement si le systeme est au

repos pout < 0. Elles se réduisent a :

L{KDEf(O)} = L{GDIf(6)} = sF(s) (1.25)

Remarque 1.3: La transformée de Laplace de la dérivée de Rierhgouville est bien
connue. Mais son applicabilité en pratique est témi a cause de I'absence

d’interprétation physique des conditions initiales.

1.5 Systemes d’ordre fractionnaire

1.5.1 Modeles et représentations

Plusieurs systéemes dynamiques temps continu peéteninodélisés par des équations
différentielles comprenant des dérivées d’ordretioanaire. Un systéme d’ordre non
entier linéaire monovariable temps invariant d’éatr(t)et de sortie/(t) est décrit par

I’équation suivante :

an Dy (t) + ap—1 D=1y (t) + -+ + agD*y(t)
= b, DPmu(t) + by_ 1 DPm-1u(t) + -+ byDPou(t) (1.26)

Ol]ak,bk € R.

Si tous les ordres de dérivation sont des multiplagers de I'ordre de base c'est-a-
dire, ay, B = ka,a € R*, le systéme est dit d'ordre commensurable et I'égoma
(1.26) devient :

a D**y(t) = > b, D**u(t) (1.27)

k=0

Sidans (1.27)x = 1/q ,q € Z*, le systéme sera d’ordre rationnel.

21



Chapitrel - Systemes et Commandes d’Ordradfionnaire

En appliquant la transformée de Laplace a de t@tpstions, et en supposant les
conditions initiales nulles, nous obtenons destions de transfert avec des puissances

d’ordre non entier de la variable complexe de Legpa

Dans le cas continu, la fonction de transfert ddysteme d’ordre commensurable est
donnée par I'équation (1.28) [10]
m b (g% k
6(s) = h=o (s

k=0 A (59)" (128)

qui peut étre considérée comme étant une fonctsmugo-rationnelle, Hj, de la
variableld = s¢,
m /1k

Lo b
H(Q) = 552~

- 1.29
k=0 Ak Ax ( )

1.5.2 Représentation d’état des systemes non entie

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons uniqtiamegystemes linéaires continus
temps invariant et d’'ordre commensurable.

Considérons un systeme multivariable linéaire temyariant. Sa représentation d’état
peut étre de la forme suivante :

{D“x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.30)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

ou0 < a <1,u € R™estle vecteur colonne d’entréee R™ est le vecteur colonne
d'état,y € RP est le vecteur colonne de sortlee R™*™ est la matrice d'état,

B € R™™ est la matrice d’entré€, € RP*" est la matrice de sortie, Bte RP*™ est

la matrice de transmission directe.

En appliqguant la transformée de Laplace et la di&fin de la dérivée d'ordre
fractionnaire au sens de Caputo, I'équation (1d&@jent :

s¥X(s) — s* 1x(0) = AX(s) + BU(s)>
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X(s) = (s*1 — A)BU(s) + (s*1 — A)"1s* 1x(0) (1.31)
Y(s) =CX(s) + DU(s) (1.32)

Notons que la définition de Caputo est nécessaimss voulons que les conditions
initiales soient exprimées comme les valeurs dats ét I'instant = 0. Dans le cas ou

les conditions initiales sont nulles, I'équation3(l) devient :

X(s) = (s*I — A)"1BU(s) (1.33)
et I'équation (1.32) s’écrit :

Y(s) = G(s)U(s), G(s)=C(s“I—A)"'B+D (1.34)

Ou! est la matrice identité de dimensiorx n etG(s) représente la matrice fonction
de transfert de dimensignlignes etm colonnes. Son numérateur et son dénominateur

sont des polyndmes exprimés en termes de puissanteges de“.

Considérons un systéme de fonction de transfe28)1.0n se restreint au cas d'un

systéme a une entrée et une sortie.

V() _ Siebi(s
U(s) k=0 A (k7

G(s)

a,=1, m<n (1.35)

Il est possible de construire tres simplement trefgésentations canoniques ou formes
standard de ce systéeme en le décomposant en sstesisg €lémentaires : des systémes
d'ordre un mis en série ou en parallele. Ces reptésons sont similaires aux

représentations classiques développées pour lEs1ss d’ordre entier.
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1.5.2.1 Forme canonique commandable

La fonction de transfert (1.35) est équivalenteaardprésentation d’état suivante,

appelée forme canonique commandable.

D% 1 0 1 0 - 0 0 r %17 0
D%x, 0 0 1 - 0 0 Xy 0
D*c, .|l 0 0o o0 - 1 0 %y | T lo|® (1.36)
D%x,,_, 0O 0 0 = 0 1 x-1| o
| Do, | lay —ay —ap - —anp —an g WL I 14
X1
X
¥ = [bo = bn@o, by — byay, -, byoy — bpan_1]|" [ + bau (1.37)
xn

oub; =0,pourm<i<n

1.5.2.2 Forme canonique observable

La fonction de transfert (1.35) est équivalenta eeprésentation d’état suivante, connue

sous le nom de forme canonique observable.

D% 1 00 00 —@ X% 1 [ bo—bnag
D%x, 10 00 —a X3 by — bpay
a —a X —
Dixg |01 00 = |l s | b= bea (1.38)
Daxn_l O 0 1 0 _an—Z xn—l bn—z - bnan—z
| p*x, 1| oo ~01-apsllxyd b, ,—b,a, ]
X1
y=100,..,011|,° |+ b, (1.39)
e
xn

oub; =0,pourm < i <n.
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1.5.2.3 Forme canonique modale

Décomposons la fonction de transfert (1.35) entifvsas partielles contenant les
fonctionss®. Supposons que le premier ppleest de multiplicité- et que les autres

pbles sont simples, il est possible de réécrir@5)lde la maniere suivante :

n

G(s) = byt —t gt +z ‘i (1.40)
" (s*—p))" (s*—p1)? s*—p; s —py

i=r+1

Ceci est équivalent a la représentation d’étatasue; connue comme étant la forme

canonigue modale :

(D% ] pr 1 -0 O 01 %1 0
D%, 1p ~0 0 0ff x| [0
D%, |={0 0 ™~ p, 0 .. Of] 2% |+|1|u (1.41)
Daxr+1 0 O - 0 pr+1 e O xr+1 1
| D%, 1 LO 0 -0 0 .. ppllxy, 1 [1l
Xy
y = [c1,¢2 e CryCrpns rCnl | P |+ bru, (1.42)
_xn

oub, =0sim<n.

1.5.3 Solution de I'équation d’état des systeme@éaires continus

temps invariant et d’ordre commensurable

Nous présentons dans cette section deux méthodésalation de I'’équation d’état des
systemes linéaire fractionnaires temps invariams Geux méthodes sont nécessaires

pour la compréhension de notre travail.
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1.5.3.1 Méthode de la transformation inverse de l@ace
Considérons un systéme SISO (single input-singluil représenté par I'équation

d’état fractionnaire de la forme (1.30). Sa solutiest déterminée en utilisant la

transformée de Laplace inverse de I'équation (1.31)

x(t) = L7H(s*1 — A)"1BU(s) + (s*1 — A)"1s% 1x(0)} (1.43)

Soit ; P(t) = L7H(s¥ — A)"Ls% 1} et P(t) = L7H(sY — A)71,

Pourt > 0, nous pouvons écrire quep(t) = ¢(t) * &,_1(t)

t—«a
§au1(®) = L71(s* ) = /ri—ay @<1 (1.44)

o(b), a=1

ou 6 (t) est la fonction de Dirac. En appliquant la transi®e de Laplace relative a un

produit de convolution, on aura :

x(t) = p(O)x(0) + P(t) * [Bu(t)]
= $(D)x(0) + j Bt mBu(dh, a<1  (145)

ou¢(t) peut étre interprétée comme étant la matrice didatransition et le produit

¢(t)x(0) peut s'écrire :

d Ak tka
d()x(0) = <Z m)x(o) = E,1(At* )x(0) (1.46)
=0

On voit apparaitre la fonction de Mittag-Lefflenjigoue ici le méme réle que celui

effectué par la fonction exponentielle pour lest&ayes d’ordre entier. La matrice
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exponentiellee4t est juste un cas particulier de la matrice exptelm généralisée,
E,1(At%), que l'on peut appeler fonction matrice de Mittagffler. Elle constitue la
matrice de transition pour les systemes fractioesai

Notons que cette matrice de transition correspanaaa solution de (1.30) en utilisant
la transformée inverse de Laplace au sens de Rieidanville de (1.31), est donnée
par I'expression suivante [25].

d(t) =t E, o (At?) = et (1.47)

1.5.3.2 Méthode de Jordan

Il s’agit de décomposer la matrice A en une matdiegonale, en utilisant la méthode
de Jordan. Soil = VAV ~1 ol A = diag(4, 15, ... 4,). En substituant cette expression

dans I'équation (1.46), nous obtenons :

2, pk¢ka )
d)(t) =V <k=0m>v 1 (148)

En utilisant la définition de Mittag-Leffler, 'expssion précédente @dt) s'écrit :

o(t) = Vdiag (Ea,lulta), Eq1(Ast%), ..., Ea,lunta)) V-l (1.49)

Pour plus de détail, voir [53].
1.6 Evaluation numérique de la dérivée fractionnae

Pour I'évaluation numérique des intégrales et é@&svd’ordre fractionnaire, I'approche
la plus répandue est celle basée sur I'approximatela dérivée fractionnaire au sens

de Grinwald-Letnikov définie a la section 1.3.2.3
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5]

CLDEF(t) = “Azi(t) 1mi Z( 1)1( )f(t—jh) (1.50)
j=0

Pout une fonction causafét), et pourt = kh, nous aurons I'approximation suivante :

6L F () = f(k ) _p- aZ( 1)1(_)f(kh—jh) (151a)

Ny 7 - . , 1« .
ou (]) sont des coefficients binomiauxat = (—1)’ (}) (G=0,1..)

Le calcul des coefficients se fait par la formuderdcurrence suivante:[53], [64].

c (1.51b)

1+«
)<t

c§ =1, cf"z(l— ;

De méme pour une fonction causfle), et pourt = kh, I'approximation de I'intégrale

est donnée par [63]

IE(kh) = D“f(kh) = h¥ Z ¢ F(ich — jh) (1.52a)

(-w

ou les coefﬁments sont des coefficients binomiaux qui peuvent éalewés par la

formule de récurrence suivante, pgut 1,2, ..... k

i i 1\
ciP=1, et M= (1 — M) ¢ (1.52b)
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1.7 Commandabilité, Observabilité et Stabilité desystémes

fractionnaires

Les conditions de commandabilité et d’observabititdir les systemes fractionnaires
d’'ordre commensurable sont données avec démopstratans [53]. Elles sont

identiques a celles des systemes d’ordre entigr [51
1.7.1 Critere de commandabilité

Le systeme d’ordre fractionnaire donné par (1.39cemmandable si et seulement si la

matrice de commandabilité
C =[B,AB,A?B, ..., A" 1B] (1.53)

(oun est le nombre des états) est de rang plein.

1.7.2 Critere d’'observabilité

Le systeme d’ordre fractionnaire donné par (1.3@)observable si et seulement si la

matrice d’observabilité

(1.54)

(oun est le nombre des états) est de rang plein.

1.7.3 Analyse de la stabilité

Les conditions de stabilité des systemes fractivesdinéaires a temps invariant sont
différentes de celles des systémes linéaires dosttier. En effet, les systémes
fractionnaires peuvent avoir des racines dans fai-géan droit du plan complexe,

contrairement aux systemes linéaires dont les eacgont & partie réelle strictement
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négative. Désignons pay les valeurs propres de la matricelLe systeme (1.30) est dit

stable si la condition
larg(A)| >anm/2 , 1<i<n (1.55)
est satisfaite pour toutes les valeurs propres [60]

Remarquel.4: 1) Poura = 1, on retrouve la condition de stabilit¢é des systeme
d’ordre entier.
2) Pour la représentation fonction de trarisfl.34), désignons par
p; les péles du systeme. Ces pbles sont définis coatarg solutions de I'équation

det(s*I — A) = 0. lls sont donnés par I'expression (1.56)

pi=4Y% 1<i<n (1.56)

Alors, la condition de stabilité dans le sens entyérnée- sortie bornée est réalisée si la

condition
larg (p)| > "/, (1.57)
ImA Im A
région

stable o 1'[/2 région \O”T/Z

- stable R
région Re .. Re

instable region

instable
(@ O<ax<1 (b)1lx<?2

Figure 1.1 : Régions de stabilité pour un systétoelce fractionnaire dans le plaf
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1.8 Commande robuste d’ordre fractionnaire

La robustesse d’'un systeme peut étre définie cosareapacité a conserver les
propriétés spécifiees en présence de variatiordincertitudes prévues ou imprévues.
Les modeles des procédés étant par nature inceriaimobustesse des méthodes de
synthese de commande constitue depuis deux désammiebjectif fondamental. Cette
notion de robustesse définit I'insensibilité ouglaasi-insensibilité de la commande aux
variations paramétrigues ou aux dynamiques non hsée€ du procédé. On ne
considere pas uniquement la robustesse en stahilé&s aussi la robustesse en
performance, qui est beaucoup plus générale. Lyaaatle la robustesse en stabilité
consiste a établir si le systtme demeure stablgréndes variations attendues des
parametres. L'analyse de la stabilité en perforraatizerche a établir si le systéme

maintient les performances prévues pour les varatattendues des paramétres.

Les avantages du calcul fractionnaire ont étéidéet mentionnés dans les
derniéres décennies par de nombreux auteurs.té eméntré que les modeles d'ordre
fractionnaire des systemes réels sont régulierermpleist appropriés que ceux utilisés
habituellement par les modeles entiers. Les appita de ces modeéles fractionnaires
se trouvent dans de nombreux domaines, comme pamp®, la mécanique, la
physique, la robotique et dans beaucoup d’autres. dontréleurs fractionnaires sont
ceux qui renferment des systemes d’ordre fractibendans leur conception. lles

peuvent étre congus a la fois par des systemedrd’entier et d’ordre non entier.

La signification de commande d’ordre fractionnade point de vue ingénierie,
est une généralisation de la théorie de la commdiuddre entier classique. Son intérét
majeur est d’améliorer les performances des systémeutilisant les concepts de la
dérivation non entiere et des systemes d’ordreemdier. Les systemes dynamiques et
les contrbleurs d’ordre fractionnaire, qui sontdsasur le calcul fractionnaire, ont attiré
I'attention de plusieurs chercheurs. Les structelesommande d’ordre fractionnaire

les plus connues sont les suivantes :

- Le correcteur CRONE (Commande Robuste d’Ordre noieE], propose par

Oustaloup au début des années 90[56]. Oustaloupudiééles algorithmes
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d’ordre fractionnaire pour la commande des systaigaamiques et a montré la
supériorité des performances de la commande CRQ@NE $1D. Notons qu'il
y'a eu 3 générations de commande CRONE.

- Le Correcteur PD* d'ordre fractionnaire proposé par Podlubny [64]1€99.
Ce correcteur est une généralisation du corre@Hiclassique. Il comprend un
intégrateur d’ordre. et un dérivateur d’ordrg et donne une meilleure réponse
que le PID lorsqu’il est utilisé pour la commandes systemes d’ordre non
entier.

- Le correcteur avance—retard de phase d’ordre érasire, étudié dans [53]. Ce
correcteur est une généralisation du correcteuraraetard de phase classique.

Les concepts du calcul fractionnaire sont étendubaatres types de stratégies de
commande robuste d’ordre fractionnaire différerdescelle du PID: La commande
H, et la commandé{,, dont peu de travaux ont été effectués. Une simtdg
commande adaptative d’ordre fractionnaire a étéi&uavec succes [38]. L’'auteur a
montré, a travers des exemples, les avantagesappont a la commande adaptive
classique. Et enfin, la commande par modes glissdiordre fractionnaire, qui elle
aussi, a fait son apparition recemment. Notre daution s’inscrit justement dans cette
optique, car motivés par les qualités de robustessea-vis des perturbations
(paramétriques ou externes) de la commande parsmgldsants développée dans le
chapitre un, nous proposons alors, une nouvellentgae de commande par régime
glissant d’ordre fractionnaire, basée sur une sarée commutation fractionnaire [75].
Dans ce chapitre, nous ne nous étalerons pas stasttes structures de commande
fractionnaire, mais nous donnerons un apercu surcéanmandes les plus utilisées
actuellement, i.e. la commande CRONE ou contr6@BRONE, le correcteur FD*
fractionnaire et quelques techniques de réglageedsrrecteur. Mais avant cela, nous
présentons d’abord la fonction de transfert idédeBode. Quant a la technique de
réglage par mode de glissement d'ordre fractioenadtle fera I'objet du chapitre

quatre.
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1.8.1 Fonction de transfert idéale de Bode

Dans son travail sur les amplificateurs a réacteon1945, Bode a proposé une forme
idéale de la fonction de transfert de la bouclea@mande, dont le tracé de Nyquist est
une ligne droite passant par l'origine donnant um&rge de phase invariante aux
variations du gain de I'amplificateur. Clairemeog systéme idéal est un intégrateur
fractionnaire de fonction de transfert en bouclevente G(s) = K/s* , appelée

fonction de transfert idéale de Bode,Oaésigne un gain ed < a < 2 . Compte tenu

de ses propriétés, ce systeme est pris comme ténsysle référence. La fonction de

transfert en boucle fermée avec retour unitairatiegst :

F(p) = 0 <a <2 (1.58)

se+ K’

RS+ K MQ)

Figure 1.2 : Systeme de référence

Les caractéristiques générales de la fonctionadestert de Bode sont les suivantes :

1) En boucle ouverte :
* La courbe de gain a une pente constante 2ixdB /dec.
* Lafréquence de passagedB dépend d&.
* Le diagramme de phase est une droite horizontaleléerarm/2.
* Le diagramme de Nyquist est une ligne droite qut de I'origine avec

un argument de-am /2.
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2) En boucle fermée :
* La marge de gain est infinie.
* La marge de phase est constante avec la v@lgur m(1 — a/2).
» Laréponse indicielle est de la forme
y(t) = Kt*Eq g1 (—Kt%)

20log10|G(jw)| Arg (g(jw))
A
+
- —20a9B/,

VA

“2
-1 >

logiow logiow

Figurel.3 : Tracé de la fonction idéale de Bode
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Figurel.4 : Tracé de Bode (K=1) de la fonctiafiw) pour différentes valeurs de
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1.8.2. Le contrbleur CRONE

Il a été proposé par Oustaloup au début des années 90[2B}alOup a étudié les
algorithmes d’ordre fractionnaire pour la commant#s systémes dynamiques et a
montré la supériorité des performances de la cordm@&@RONE sur le PID. L'idée
développée pour la synthése du contréleur CRONE tadomaine fréquentiel, vient
sans doute des caractéristiques de robustessengsede la fonction de transfert idéale
de Bode, prise comme modele de référence. L'dbjest alors d'obtenir en boucle
ouverte une marge de phase constante autour ceglaehce de transition (fréquence au
gain unité) et par conséquent un dépassement cordga réponses temporelles aux
variations de gain du systeme. Ce correcteur peéaihefassurer la robustesse de la
commande dans une bande de fréquences donnée. straiggies bien distinctes
assurant d’excellentes performances de robustedstib I'objet de développements
théoriques et technologiques importants. Chacuebed’ définit une génération de la
commande CRONE £ 2™ et 3™ génération [56], [57].

1.8.3 Controleur PI'D* d’ordre fractionnaire

Considérons le systeme de commande a retour @ngaivant :

p(t)

() 4+ e(t) o u(t) ow . _ygt)

Figure 1.5 : Systeme de commande a retour unitaire

Le régulateur standard le plus utlisé dans [lirdas est le régulateur PID
(proportionnel intégral dérivé). La structure clgas du correcteur PID avec actions P,
I, et D sur l'erreue, est décrite par la figure 1.5. La commande), dans sa forme

classique est donnée par
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de(t)
dt

u() = K, [e(t) + Tl f e(D)dr +T, (1.59)

L
Elle est la somme de trois termes dont les parasé&ont le gain proportionnk),, le
temps intégral;, et le temps dérivatif;. Ces parametres influencent la réponse du

systéme de la maniére suivante :

Lorsquek,, augmente, le temps de montée est plus court mgis iun dépassement
important. Le temps de réponse varie peu et l'errstatique est améliorée.
L’augmentation du terme intégral (1yTa pour conséquence de réduire le temps de
montée mais d’avoir un dépassement important éeonps de réponse assez lent. Par
contre I'erreur statique est nulle. Donc plus ceapeetre est éleve, plus la réponse du
systéme est ralentie. L'action intégrale rend Isté&asype moins stable. Lorsque le terme
T4 augmente, le dépassement diminue et le tempspagé est meilleur. L'action
dérivée permet donc d’atténuer les oscillationgetl le systeme plus stable.

Notons que dans le domaine fréquentiel, ces eBetstraduisent par une courbe
d’amplitude de pente nuli@dB) et une phase nulle pour le terme proportionned, un
pente de —20dB/déc et une phase der/2 pour le terme intégral et une pente de
+20dB /déc et une phase der/2 pour le terme dérivé. La stabilité du systéme dédpe
du réglage de ces trois parametres. Au-dela d’uih sep élevé de réglage, ceci a pour
effet d’engendrer une oscillation du systeme des @n plus importante menant a
I'instabilité. Pour avoir un bon systeme, il faut bon compromis entre la rapidité, la
stabilité et I'erreur statique. Pour I'analyse dgstemes avec un correcteur PID, il
existe plusieurs méthodes de réglage dans laalittér. On peut citer la méthode de
Ziegler-Nichols, la méthode d’identification par débte de Broida, la méthode par

approximations successives, etc.

Le contréleur PID, de part sa simplicité, est ttgisé dans le monde industriel,
néanmoins, ses performances deviennent insuffsagteraison par exemple de la
présence d'un retard non négligeable dans le modelgrocédé ou lorsque les
paramétres du procédé varient. Dans ce cas, oragpil a d’autres algorithmes de

réglage tels que, le réglage par retour d’étatgtgage par modele interne, le réglage
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par régime glissant, etc. Mais récemment, Podlupoyr améliorer le comportement
du correcteur PID, a proposé le contrdleufDPIfractionnaire, comportant un
intégrateur d’'ordrer et un différentiateur d’ordrgi, ou A et u appartiennent a

I'ensemble des nombres réels.

L’équation de sortie du correcteur'Pt d’ordre fractionnaire dans le domaine temps

est donnée sous la forme

u(t) = K, [e(t) + %D-ﬂ(e(t)) + TdD”(e(t))] (1.60)

En appliquant la transformée de Laplace a I'équatio60) avec les conditions initiales
nulles, la fonction de transfert de ce correctaut@tre exprimée par

K:
C(s) = Kp + — + Kgs* (1.61)
S

ou les gains d’intégratioki; et de dérivatiork,; sont lies aux parametres de la forme

classique par les relations suivantes :

K—K” 1.62
LT (1.62)

i
Kq = KyTa (1.63)

Si I'élément différentiel n'est pas considéré, lentoleur PID* est transformé en
contréleur Pl dont la fonction de transfert est

U(s) K;

OB (1.64)

C(s) =

En choisissantd =1 ety = 1 dans I'équation (1.60), on obtient le correctelid P
classiquei =1 ety =0, A =0 ety =1 donnent respectivement les correcteurs PDet P
classiques, ek = 0 ety = 0 donnent un gain. Tous ces types de correcteids

classiques sont des cas particuliers du correcRdtD" fractionnaire donné par
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I'équation (1.60). Ainsi, comme le montre la figurs, le correcteur FD* généralise le

correcteur PID classique.

" " Tpp
PD PID PID
p=1 L p=1
P A P Pl A
- P} . )
r=1 0 A=1
(@) (b)

Figure 1.6 : PD" vs PID, (a): ordre entier, (b): ordre fractiomeai

En plus deX,, , K; etK, , le correcteur PD* posséde deux autres paramétres de réglage
A et u. Ceci le rend plus flexible et donne une oppot&umour mieux ajuster les
propriétés dynamiques des systémes de commandiralfoactionnaire. S’inspirant de
lidée du correcteur PD*, plusieurs travaux sur les techniques de réglaye s

actuellement publiés. Pour plus de détail, se eé@[53].

1.9 Implémentation des correcteurs d’ordre non enér

Les fonctions de transfert telles que (1.28) renddifficile I'implémentation des

contréleurs d’ordre fractionnaire. La mise en ceudee ces contrbleurs nécessite
I'utilisation de fonctions de transfert d’ordre ienta dimension finie. Pour le terme
simples® aveco un nombre réel, il y a plusieurs schémas d’appnations qui sont

proposés. En général, nous avons des réalisatioalbgiques et des realisations
numeriques [85]. Ce paragraphe décrit differentéthodes d’approximations ou mises
en ceuvre des opérateurs et des systemes d’'ordtierfireaire. Elles se distinguent selon
que le modele entier obtenu est continu ou dis@ens le domaine ‘s’, on parle

d’approximations continues ou approximations dansldmaine des fréquences, alors
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gue dans le domine ‘z’, on parle d’approximatiorscibtes ou d’approximations dans
le domaine temps. La plupart des méthodes de dimmulasont basées sur
I'approximation dans le domaine fréquentiel ou terep de I'opérateur de dérivation

s%.

La problématique est la suivante : Comment évdhusprtie d’un systeme d’ordre non
entier connaissant son entrée ? Pour résoudreot®epre, trois solutions sont alors

proposees :

- Méthode analytique, elle est basée sur I'expresaimalytique de la sortie du
systéme

- Méthodes basées sur les modéles discrets, c’'ggprégimation du modéle
d’ordre fractionnaire par un modele rationnel descr

- Méthodes basées sur les modéles continus, c’ggbréaimation du modéle

d’ordre fractionnel par un modéle rationnel countin

1.9.1 Méthode basée sur I'expression analytique tkesortie

A la section 1.5.2, nous avons donné la forme nsodal la fonction de transfert d’'un

systeme d’ordre fractionnaire, s@ifs).

B Y(s) B B Th
G(S)—U(S)—;m,0<a<1 (1.65)

L'utilisation de cette forme nous conduit a calcudéesortie du systeme.

n

y() = £ {Z e Ak} wu(t) = g(&) *u(® (1.66)

k=0

ou * dénote le produit de convolution

La réponse indicielle est donnée par I'équationante :
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n

Y(O) = D 1t g qia (et (167)
k=0

1.9.2 Méthodes basées sur l'approximation du modelal’ordre

fractionnaire par un modele rationnel discret

Dans ce cas on utilise des fonctions génératrioeseawv(z~1). La méthode consiste a
remplacer I'opérateur de Laplaselu modéle non entier par la fonctimiz™1) de la
variablez. On obtient ainsi un modele discret équivalentrendéle non entier continu.

Dans le cas d’une fonction de transfert déduitBédgiation (1.26), on a :

bo(w(z_l))ﬁo + bl(w(z‘l))ﬁ1 bm(w(z‘l))ﬁm

G(Z) = ag a an
ao(w(z‘l)) + al(w(z‘l)) + ---an(w(z‘l))

(1.68)

Quatre fonctions génératrices sont proposées ar msquelles découlent quatre

méthodes

a

Euler(Grinwald): (w(z™1))* = (% (1- Z_1)> = i(1 —az 1+

7@ al@-1) 1)2‘2 )

2

rustin: e = (22200) = (2) (- 20zt 4 20%72 4 )
ustin: (w(z™"))* = 7131 —\T az a‘z
Simpson :
31—z HA+zHr\* (3¢
-1 a_ |- — (= _ -1 -2
w(z™)) _<T P (T) (1—-4az™" +2a(4a+3)z7°+...)
Al — Alaoui:

a 8 1—-z71 8\% 8 24 32
-1 -1 2),-2
- = | — 1__ +<__ +_ ) +...)
(w(z )) T 7 <7T) ( 7ocz a aclz

Tab 1.1 : Approximation de I'opératesf en temps discret
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Remarque 1.5: Récemment, de nouvelles formules de discrébisagont apparues et
qui sont des interpolations pondérées entre EulstiT, Tustin-Simpson. Par exemple,
%4 de l'opérateur d’Euler avéds de I'opérateur de Tustin donne I'opérateur Al-Alao
Notons que le modele discret équivalent obtenuresgtonnel, il doit étre approximé

par un modéele rationnel de dimension finie.

1.9.3 Méthodes basées sur l'approximation du modelal’ordre

fractionnaire par un modele rationnel continu

Dans le domaine fréquentiel on cherche a approxifoperateur de dérivation non
entiéres™ par une transmittance dont les péles et zéros Ismnpar des relations de

récurrence. L'approximation d& par un modeéle entier nécessite trois étapes :

a) Approximation de l'opérateur non entier sur une dearde fréquence
[w, wg] avec un modéle non entigff, , .1
b) Approximation du modele non entier obtenu par unl@ww entier.

c) Calcul du modele entier global et/ ou la sortiewwhdele.

Les méthodes généralement utilisées sont cell&hdeef[12] etd’Oustaloup [57]

1.10 Conclusion

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans Ilanigre partie, nous avons
introduit certaines fonctions utiles telles que fesctions de Gamma Euler, Mittag-
Leffler et les différentes définitions et proprigtde I'opérateur fractionnaire. Ensuite,
nous avons rappelé les différentes représentatiessystémes fractionnaires : équation
différentielle, fonction de transfert et représtéiota d’état (ou pseudo-représentation
d’état, dans le cas des systemes fractionnairgsduetfinir cette partie, les conditions
de commandabilité, d’'observabilité et de stabgé@t énoncées. Enfin, pour terminer ce
chapitre, nous avons présenté un état de I'artasscommande d’ordre fractionnaire en

commencant par le correcteur CRONE jusqu’au ctete@ structure variable.
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Sur la Theorie de la Commande par Modes

Glissants

2.1 Introduction

La commande par modes glissants est une commastiaecéure variable VSS
(Variable Structure System dans la littérature arsgixonne). Les premiers travaux sur
ce type de commande ont été menés dans l'ancienReS\$ a partir des années
soixante. Elle est basée essentiellement sur tdutés des équations différentielles a
second membre discontinu, initiée par le mathéneatisoviétique A.G. Filippov [23].
Le véritable essor de I'utilisation de cette tecjuei date de la parution des livres d’ltkis
[32] et d’'Utkin [81].

Cette technique de commande a recu un intérétcemse croissant en raison de
sa simplicité d’élaboration et de ses applicatidauss divers domaines de I'automatique
ou de I'électronique de puissance.

Le principe de cette technique de commande estod&aindre le systeme a
atteindre une surface prédéfinie et d'y rester [@arsuite malgré d'éventuelles
perturbations. La surface choisie (représentansemble de relations, statiques, entre
les variables d’état) est alors désignée commet édasurface de glissement ou de
commutation. Le comportement dynamique résultarpeldp régime glissant, est

complétement déterminé par les parametres de fiacsur

42



Chapitre 2 — Sur la Théorie de la Commande par Modes Glissants

Un des avantages de la commande par modes giseahtnotamment la
robustesse par rapport aux perturbations interteti@rfacon colinéaire avec 'entrée
(conditions de recouvrement ou matching condition).

Dans la pratique, l'utilisation de cette technigleecommande a été longtemps
limitée par les oscillations liées aux commutatidesla commande : des oscillations a
hautes fréquences apparaissent dans un voisindgesddace, connues sous le nom de
réticence ou chattering en anglais. Ce phénomemeepeoutre exciter des dynamiques
non modeélisées conduisant a des situations d’iis¢abCeci a conduit certains
chercheurs & proposer des solutions en vue de iswgpou du moins réduire ce
phénomeéne indésirable [41]. [59].

La commande par modes glissants a été largem@fitjage dans le cas des
systemes linéaires et non lin€aires et a été eteatlatudiée avec un certain succes sur
les systemes d'ordre entier a retards [66], [87]réemment, sur les systémes
fractionnaires (d’ordre non entier) avec et saterds [22], [75].

Dans ce chapitre, nous présenterons les conclgssiques utilisés en régime
glissant d’ordre un, nécessaires a la compréhertgocette technique de commande.
Nous nous sommes intéressés a la classe des systemdéinéaires affine en I'entrée.
Mais les résultats obtenus peuvent étre appligugaidres classes de systéemes et en

particulier aux systémes linéaires que nous avonsidérés dans notre mémoire.

2.2 Geénéralités

Dans cette partie de généralités, nous décrivandiféérentes structures de base d’'un

systéme a structure variable et le principe de@tamande par modes glissants.

2.2.1 Structures de base

Dans les systéemes a structure variable utilisantdmmande par mode de
glissement, on peut distinguer trois configuratiates base pour la synthese des
difféerentes commandes [7], [84]. La premiere cqroesl & un changement de structure
par commutation d’'une contre réaction d’état vdeaha seconde change la structure

au niveau de I'organe de commande, et enfin, laitnme configuration change aussi la
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structure au niveau de I'organe de commande mais ajout d'une commande dite

« commande équivalente ».
2.2.1.1. Structure par commutation d’une contre raction d’état.

La configuration de la structure par commutationn@' réaction d’état est représentée a
la figure 2.1
Selon la position du commutateur, le vecteur d’'&tast mis en contre-réaction d'état

soit par -k soit par —k. Ceci se fait a I'aide de la loi de commutatiox) s(

u=—kI'(x)sis(x) >0

2.1)
u=—kI(x)sis(x) <0

Le comportement dynamique du systémest déterminé pafx) = 0.

Systeme S Sortie

A 4

-ka(x)

: L Klx)

1
Loi de commutation

A
x

s(x)

Fig. 2.1 - Changement de structure par commutatiane contre-réaction d’état
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2.2.1.2. Structure par commutation au niveau de ¢drgane de commande

umax

Sortie
Systeme 5 —»

:

Umin

Loi de commutation

A

s(x)

Fig. 2.2 - Changement de structure par commutaioniveau de I'organe de commande

Dans ce cas de configuration, la loi de commutagst donnée par :

Upax Si s(x) >0
u= (2.2)
Upin Si s(x) <0

En mode de glissement (ou régime glissant), la miyopae du system@ est donnée
pars(x) = 0.
Cette configuration s’adapte bien pour la commaseleonvertisseurs électriques dont

I'organe de commande est un interrupteur [6].

2.2.1.3. Structure par commutation au niveau de drgane de commande, avec

ajout de la commande équivalente.

Le schéma d’une telle structure est représendgefigure 2.3. Cette structure de
commande est simple a réaliser et a été utilisée Haaucoup d’applications [7], [29].
L’ajout de la commande équivalente permet de psitipaner le systéme dans un état

désiré stable et en plus de réduire le phénomepbateering
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r Ueq

+ u |Systémed | Sortie
—>

Loi de commutation s(x)

A

Fig. 2.3 - Changement de structure avec ajout dertanande équivalente

Le terme de commutatiom,; assure principalement la convergence des
trajectoires du systéme vers |'état désiré et asson maintien. La loi de commutation
est donnée par :

Ugqg + Ug Si s(x) >0
u= (2.3)
Upqg — Uq SL 5(x) <0

C’est cette forme d’écriture de la loi de commagde nous avons retenue pour la suite

de notre étude.
2.3 Principe de la commande par modes glissants

Le principe de la commande par modes glissantdessbntraindre le systéme a
atteindre une surface donnée appelée surface siegient en fonction des objectifs de
commande, fixant la dynamique en boucle ferméestde mode de convergence, puis
par la synthese d’'une commande discontinue qui geaux trajectoires du systeme a

atteindre et, ensuite, a rester sur cette surfa@st le mode de glissement.
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. Surface de glissement

Mode de convergence
Mode de glissement

v

Fig. 2.4 - Différents modes de convergence potnajactoire d'état

2.3.1 Définition du régime glissant

Nous considérons une classe de systéme non-lingfiine en la commande,
c'est-a-dire des systémes dont I'évolution est idéquar I'équation différentielle

suivante :
x=f(x)+gxu (2.4)

ou x = (x4, ...x,)Tappartient &, un ouvertR™ est le vecteur d’état : R™ —» R est
'entrée de commande qui est une fonction évemmadht discontinue

f(x) et g(x) sont des champs de vecteur suffisamment diffétgesadéfinis suiX.

Soits une fonction continue,: X x Rt - R . L’ensemble

S={xeX :s(xt) =0} (2.5)
deéfinit une sous variété de dimens{@an— 1), appelée surface de glissement ou de
commutation. La fonctiors(x,t) est appelée fonction de glissement ou fonction de

commutation. Elle sépare l'espace d'état en deurigsa disjointess(x,t) > 0
ets(x,t) <0.
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La commande: est une commande a structure variable, qui chEnge&ucture
du systéme en utilisant des commandes différerstas chacune des parties de I'espace

d’état du systeme.

ut(x) si s(x,t) >0
u= (2.6)
u (x) si s(x,t) <0

Ou u* et u~ sont des fonctions continues, awgc+ u~.

Cette commandea de nature discontinue, va contraindre les traj@dadu systéme a
atteindre la surface de glissement et d'y restervaisinage de celle-ci malgré la
présence de perturbations. En d’autres termegnam@ande doit rendre cette surface de
glissement localement attractive. Un régime glissaiste alors a chaque fois que

lims<0 et lirgl_é >0 (2.7)
S—

s—-0*t

Cette condition (2.7) peut étre écrite de facorpéiiige :

s$<0 (2.8)

Les trajectoires du systeme sur la surfac@e sont pas définies puisque la
commandeu n’est pas définie pous = 0 . Deux méthodes ont été proposées pour la
détermination de la trajectoire d’état en réginissgint. La méthode de Fillipov [23] et
la méthode d’Utkin [81], appelée méthode de la camie équivalente que nous avons

d’ailleurs utilisée dans notre travail a causealsisplicite.

2.3.2 Méthode de la commande équivalente

Lorsque le systeme est en régime glisdantrajectoire restera sur la surface de

commutation. Cela peut étre exprimé par

s(x,t) =0 et $(x,t)=0 (2.9)
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La condition (2.9) est appelée condition d’'invadanle la surface de glissement

Pour la suite de notre travail, nous prenaiis, t) = s(x(t)) = s(x)

d
§=0 = = (f0) + g(teg) = 0

U.q, appelé commande équivalente, est associée amsysiominal, elle est déterminee

de facon unique par les conditions d’'invarianc®)(ZEn supposant qutgi glx) #0,

la commande équivalente est donnée par le scalaire

-1

ds ds
Ueq = — (ag(x)) P f(x) (2.10)
Physiquement, la commande équivalente représentddar moyenne de la commande
u, qui maintient I'état du systeme sur la surfacglissemens(x) = 0.
L’équation du régime glissant idéal est obtenueperiant I'expression de,, dans
(2.4) :

ds -1

d
=) - 9@ (5.00) o2 fG) 2.11)

ds S . . .
i étant non nul suk’, ceci implique que I'on peut exprimerétats en fonction d€s-

m) autres. Ainsi, en régime glissant, les dynamigliesysteme évoluent sur un espace
d’état réduit de dimensiofm-m).On aura donen valeurs propres nulles gt-m)valeurs

propres non nulles.
2.3.3 Choix de la Surface de glissement

La surface de glissement peut étre linéaire oulin@aire. Elle est construite de
telle sorte que le systeme ait toujours une dynaenidésirée et, est généralement
choisie avec un degré relatif égal a un (i.e. ldvdé de la surface(x) par rapport au
temps, fait apparaitre explicitement la commandg Pour les systémes d’ordre entier,

plusieurs formes d’écriture de la surface ont ét¥ppsées [77]. Pour les systémes a
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dérivée fractionnaire (systémes d’ordre non entiegus avons proposé dans notre
étude, une forme d’écriture originale de la surfdeeommutation [74], [75].

2.3.4 Synthese de la loi de commande

Nous avons mentionné (section 2.2.1.3.) que ladlicommande qui sera
utilisée dans notre memoire est composee du teoménau,, et d'un terme discontinu
Ug-

U= Ugg + Ug (2.12)

Pour certains auteurs, cette commande est la sathiméerme de basse frequencg
et d'un terme de haute fréquenzg. Le termeu,, a été déja defini par I'eéquation
(2.10), quant au terme;, différentes formes sont proposées dans la littégd24],[29]
Toutes les formes proposées donnent un terme disaoria forme simple qui est
généralement utilisée est; = —K sign(s) ouK est une constante positiveségn est

la fonction signe classique,

+1sis>0
sign(s) =7 0sis=0 (2.13)
-1 si s<0

Notons que dans le chapitre quatre de notre mémoaes allons utiliser la forme
suivante : uy = —Gs — Ksign(s)

Le terme u,; force les dynamiques a converger vers la sudga@ssure l'insensibilité
du systéme vis-a-vis des incertitudes et des pmtions. Par exemple, Pour des
parametres mal connus, le systéme ne glisse péatparent sur la surface, il quitte
celle-ci, mais le terme discontinu I'y ramene carsurface est attractive. C'est pour
cette raison que la commande par modes glissani#esobuste.

Concernant le phénomene de réticence, qui se edsxctpar de fortes oscillations
autour de la surface, il constitue un inconvénremt négligeable pour la commande par
modes glissants d’'ordre un. Pour réduire ce phénemdifférentes solutions sont
proposées dans la littérature. Pour notre tramails avons choisi celle de la commande

équivalente.
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s=0

. . réticence
trajectoire

\ —

Fig. 2.5 - Phénomene de réticence

2.4 Robustesse des modes glissajsts.

Considérons le systeme perturbé suivant :

x=fx)+gx)u+p (2.14)

Ou p représente l'effet des incertitudes paramétrigses le termef(x) ou des

perturbations externes indépendantes de I'état.

Théoréme 2.1: Le régime glissant sy, du systeme perturbé (2.14), est invariant vis-a-
vis dep, si et seulement si le vecteur de perturbati@st engendré pay(x). Cette
condition est appelée condition de recouvrement owatching condition »

Notons que le systeme est insensible a de telldgsrpations seulement en régime
glissant,

2.5 Exemple illustratif

Afin d'illustrer les développements théoriques aemprécédemment, on prend comme
exemple un convertisseur électrique continu-altéragec charge résistive. Le choix de
la commande par modes glissants est entiereméifi§ymar la présence dans le circuit
électrigue des organes de commande ayant un coenpamt discontinu. Le
convertisseur est représenté a la figure 2.6. tll utdisé pour suivre une tension

sinusoidale. La tension continde est transformée en tension alternative a I'aide du
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sighal de commande déterminant le régime de famegment des commutateurs
11,12,13 et 14.

iL iR
e S ATATATA ] .
| | lcy
11 14
C —— R
— ‘
12( 13(
11=134A12=14 [ u
T T ‘5 ‘y
— Ur
Bloc de commande a structure variable .
<« Uy

Fig. 2.6 — Schéma du convertisseur

La référence sinusoidale est obtenue a partir syjgsteme analogique en boucle fermée.
2.5.1 Modéle mathématique

Le convertisseur présente deux modes de fonctioenede topologies différentes :

- (I113) fermés e(12 14) ouverts

di;
E = LE+uC (2.15)
, duc Uc

ip=i.+ig=C it + R (2.16)

d*u, Ldu,
> E=LC 752 +§ it + u, (2.17)

- (I214) fermés e(I1 I3) ouverts

d*u, Ldu,

—E=LC 2 TR ar + u, (2.18)
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L’équation entrée sortie du systéme est alors septée par I'équation différentielle
suivante :

d?u, N L du,
dt> R dt

u=LC + u, (2.19)
La commande: représentant I'état ouvert ou fermé des interunstse manifeste par
un changement brusque de la topologie du circaitcdmmande: prend une des deux
valeurs suivantes, € (+E, —E). La représentation du systéme sous la forme

x = Ax + Bu , nous conduit au modéle dynamique (2.21).

Nous choisissons comme variables d’état, la tenaion bornes du condensatayr

(tension de sortie) et le courant qui le travégse

Soit :
x1 = uc
i du, (2.20)
2T T @
D’ou la représentation d’état du systeme sousriadéa = Ax + Bu
(d /x, 0 1 X1 0
e Ayl S R A
2 c ~Rrcl ¥ lIc (2.21)

L y=x1

2.5.2 Synthese de la commande

Comme on I'a déja mentionné a la section 2.2.1apmmande de type = u., + u,
est une des solutions pour réduire le chattetingsurface de commutation est choisie

comme étant une combinaison des états du systeme
s(x) = Sx (2.22)

ou les coefficients; sont choisis de facon a avoir un systeme stable

53



Chapitre 2 — Sur la Théorie de la Commande par Modes Glissants

En annulant la dérivée d€x), on obtient I'expression de la commande équivalent
Ueqg = —(SB) ™! SAx (2.23)
La commande discontinug; est choisie sous sa forme la plus simple :

uyg = —K sign(s) (2.24)

ou K est un coefficient positif choisi d’une facon agmiée par rapport a 'amplitude

d’'une éventuelle perturbation.
2.5.3 Résultats de simulation

Les résultats de simulation du convertisseur sbterus pour les valeurs suivantes :
E =355V,C = 220uF,L = 0.806 mH,R =120, s; =1, s, = 2.66msec,K = 10
et u, = 200v/2 cos(1007t).

Les figures 2.7 et 2.8 montrent respectivemengfomnse du systeme a la tension de
référence sinusoidale et I'erreur de soutie- u,..

Les courbes de la commande et de la commande éptiwasont représentées
respectivement par les figures 2.9 et 2.10

Pour vérifier la robustesse de la loi de commandas avons fait varier la résistance de
charge de 50% de sa valeur nominale (d@ 482 et de 12 a 182) et la tension de
sortie reste insensible a cette variation, figurgél2 Notons qu’un régime glissant

s'établit aprés environ 15msec
2.6 Conclusion

Ce chapitre est un rappel sur la théorie des sgst@rstructure variable et les modes
glissants associés. Nous avons effectué une syntlessprincipaux résultats des modes
glissants d'ordre un. C'est ainsi que différentéasuctures sont rappelées pour
comprendre le fonctionnement du régulateur a stractariable et que la notion de

commande équivalente a été étudiée pour montreingoortance dans la synthése de la
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loi de commande globale qui permet au systémeeitatte la surface de commutation

et d'y glisser jusqu’au point d’équilibre. Pour ttléer ce chapitre, nous avons illustré

de la loi de commaadenodes glissants.

és

par un exemple, les qualit
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Chapitre 3

Les Systemes a Retards

3.1 Introduction

Le principe de causalité selon lequel I'évolutide I'état d’'un systeme n’est
déterminée que par I'état présent, donc, indépdaadda son état passe, n'est qu'une
approximation de la réalité. Le comportement desyastemes est décrit généralement
par des équations différentielles ordinaires (EDQ). toute dynamique de I'état d’'un
systéme dépend au moins d’'une partie de I'histdrece systéme. Dans ce cas-la, on
parle de systemes a retards. De nombreux travauxakwrs portés sur la modélisation
de systemes dynamiques de la forme d’équationgrdiffielles incluant le retard. Parmi
Plusieurs formalismes qui sont alors définis, lespltilisé actuellement est celui des
équations différentielles fonctionnelles. Le retagparait souvent dans de nombreux
systémes physiques, tels que, les systemes chisjiggenomiques, biologiques, de

télé-opération, les réseaux de communication, etc.

Aussi, dans les systemes possédant un dispositifodtrole, apparaissent des
retards dans leur chaine d’action et/ou de me€leg retards apparaissent par exemple,
par l'intermédiaire des temps de réaction des an#ars ou des capteurs, des temps de
transmission des informations ou des temps de Id&18|s
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La présence d'un retard dans une boucle de régulast souvent la source de
détérioration des performances ou de l'instabdiéda boucle de régulation. Cependant,
malgré que dans certains cas, le retard peut éméfioque pour le fonctionnement du

systeme, les chercheurs ont axé leurs travauxesugfiets indésirables des retards.

Dans la littérature abondante sur les systemestards, on peut relever
généralement deux types de retards : les retangistazus et les retards variables. Le
retard constant est défini par un nombre réel ipdsié R*, alors que le retard variable
est défini par une fonction continue du terhs) > 0. Ces cas de retards constants et

variable ont été étudiés par de nombreux auteutf[32[89].

En automatique, I'étude des systemes a retardi Bobjet de nombreux travaux
en vue de développer des méthodes d'analyse sintleese de la commande [52]. On
présente dans ce chapitre les principaux résutksfs a la modélisation, a I'analyse et

a la commande des systémes a retards.
3.2. Définition

Plus généralement, les systémes a retards (apnedéssystemes héréditaires, ou
systemes de dimension infinie) sont des systemes$ k& dynamique dépend non
seulement de I'état présent, mais aussi de I'étss

Cette définition peut étre traduite sous la fordela représentation suivante :

x(t) = f(x(@®), x(t — b)), (3.1)

ou f est une fonction qui dépend de la valeur de I’ét@at’instantt ett — h, h désigne
le retard.

Supposons que le retard est ruk 0, et soit I'équationc(t) = —x(t). Dans ce cas,
I'état x a tout instant t est déterminé par la seule casaace de sa valeur a l'instapt
Etant donné que l'on a besoin d'une seule condiiiutiale, le systéme est de

dimension 1.
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Si I'on rajoute maintenant un retahda I'équation, on aurax(t) = —x(t — h). La
dérivéex ent = t, est égale a la valeur deen t = t, — h. La dérivée de ent = 0

est égale a la valeur deent = —h.

Donc, la résolution de cette équation nécessiteolmaissance de la valeur de
chaque instant sur l'intervallg, — h,t,] de longueur égale au retard étudié, c'est-a-
dire h. On a besoin maintenant d’'un nombre infini de coods initiales : la dimension
du systeme est alors infinie. Dans ce cas, I'étéitréstantt est décrit par une fonction,
notéex, , définie parx, : [—h, 0] = R™, avecx, (6) = x(t + 6) pour toutd variant dans
[—h,0]. Comme exemple de systéme a retards, on peutlefteyystemes commandés
en réseau (en anglais : Networked Control Systamjat actuellement I'objet d’une
recherche intense sur la stabilité sous I'effetdidais (retards) de communication. Ces
retards peuvent varier en fonction du type de résditisé et constituent une source de

dégradation des performances.

3.3 Modélisation

Comme nous l'avons expliqué dans ce qui précedesystemes a retards font
partie de la famille des systemes de dimensionimfiL’état du systeme a l'instanest
défini par une fonction notég dans lintervalle [-h, 0]. Dans notre étude, nowsis
sommes intéresseés a la modélisation par les égsalifférentielles fonctionnelles. On

distingue deux types de systemes a retards :

* Systémes de type retardé, modélisés sous formeuatiégs différentielles
fonctionnelles retardées
* Systéemes de type neutre, modélisés sous forme atiéga différentielles

fonctionnelles neutres.

3.3.1 Systémes de type retardédls sont décrits par un modéle de la forme : [27]

x(t) = f(t,x,u), t=t,
Xto = @(6) pour 6 € [—h, 0] (3.2)
Uy, = 9(0) pour 6 € [—h,0]
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ou h représente le retard positif.et 9 :[t, — h,t;] — R™, représentent les conditions
initiales et sont des fonctions supposées contipaesnorceaux; et u, appartiennent a

¢ = C([—h, 0],R™) ensemble des fonctions continues de [-h, 0] &&n<es fonctions
désignent respectivement I'état et I'entrée de camde du systeme. Elles sont définies
par :

_([=h,0] = R™, 6 € [-h,0]

v { x:(0) = x(t + 0) (3.3)
([-h,0] - R™, 6 € [-h,0]

e { u, (0) = u(t +0) (3.4)

3.3.2 Systémes de type neutre

lIs sont régis par les équations de la forme suté/an

x(t) = f (&, xe % up), =0
Xto = @(60) pour 6 € [—h, 0] (3.5)
U, = U(0) pour 6 € [—h,0]

Par rapport aux équations différentielles fonctelles retardées, ces modéles sont
fonction de la dérivée de I'état et, par conséquent des dérivées retardées. dour

plus de détails, voir [73]

Le retard intervient sous différentes formes. Limpéde suivant nous montre un
modele de systemes a retards, défini par les @msadifférentielles fonctionnelles a

états retardés discrets (ponctuels) et distribués.

x(t) = A(t)x(t) + A;()x(t — hy) + B(t)u(t) + B(t)u(t — hy)

+ | (M©)x(6) + N(O)u(8))dd
t—h

y(@) = C[O)x(t) + Ca(Ox(t — hy) + D(B)u(t) + Dg(Du(t — hy)
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A partir de ces équations, nous pouvons en tiféErdntes représentations de systémes

linéaires a retards, utilisées souvent par descbieurs du domaine.

* Systémes linéaires retardés avec un retard dserdetat

La représentation d’état de cette classe est dgrerd&quation suivante

x(t) = Ax(t) + Agx(t — h) + Bu(t)
{ y(&) = Cx(2) (36a)
avec la condition initiale :
x(ty +60) = @(6) pour 8 € [—h, 0] (3.6b)

oux(t) € R™ est le vecteur d'étay;(t) € R? est la sortie du systéme(t) € R™ est
'entrée de commandé,> 0 est le retard (constan}, A, B et C sont des matrices

constantes de dimensions appropriées

» Systémes linéaires retardés avec un retard dseréentrée

Le modele est donné par :

{x(t) Ax(;)(:; iué;)(;; Byu(t — h) (3.7 a)

avec la condition initiale
u(ty +08) =9(0) pour 6 € [—h,0] (3.7b)

» Systémes linéaires a état retardé et a entréeléetar
{ x(t) = Ax(t) + Agx(t — hy) + Bu(t) + Bau(t — hy) (3.8)
y(t) = Cx(t)

Avec la condition initiale

{x(to + 0) = @(0) pour 6 € [—hy,0] (3.8 b)
u(ty + 0) = 9(0) pour 6 € [—h,, 0]

Signalons que dans notre mémoire, notre travait@ore surtout les systemes a entrée

retardée et a retard constant.
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3.4 Choix de la norme

Une norme sert a définir une distance. Le choixéd’norme est important pour
pouvoir comparer deux fonctions. Dans ce qui précéétat du systeme était un

elément de 'ensemble. Dans cet espace, la norme d’une foncioa C s’écrit :

lolle = sup ]Il<p(0)ll (3.9)

0 €[—h,0

3.5 Stabilité des systemes a retards

On peut définir la stabilité comme étant la cagadiun systéme a résister a
toute petite influence inconnue. C’est une propriétportante pour les systemes avec
ou sans retards. L'analyse de la stabilité des t@msa différentielles retardées est
possible en utilisant des généralisations de laribéle la stabilité de Lyapunov. Dans
cette section, nous nous intéressons particulietemda stabilité interne au sens de

Lyapunov.

Stabilité au sens de Lyapunov

Intuitivement, la stabilité est la capacité d’usteyne a se maintenir autour d’'un
point de fonctionnement. L'étude de la stabilitésans de Lyapunov consiste en I'étude
des trajectoires du systeme quand l'état initidl “pses” d’'un état d’équilibre. Les
trajectoires de son état sont dites stables | sdgtent dans un certain voisinage appelé
domaine de stabilité (cf Figure 3.1). La stabiléa@ymptotique indique que les
trajectoires rejoignent exactement le point d’égeel aprés un temps éventuellement
infini. Cette propriété fait que cette notion dabdlité est trés utilisée en pratique.

Considérons le modele général suivant :

x(t) =f(t,x), t=t, (3.10)
Xto(8) = ¢(0)
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oux.(0) = x(t +6) et € C([—h,0],R) est la condition initiale fonctionnelleNous
supposons également qu@) = 0 est la solution triviale de (3.10). est unefonction
continue d&k X C — R™, localement lipschitzienne en son second argumdstletque

f(t,0) = 0, nous introduisons les définitions suivantes

Définition 3.1 : L’origine du systeme (3.10) est dite
- Stable sive > 0, il existed(t,, €) > 0 tel que :

lpolle < & = llx(t, to, o)l <e, Vit = ¢,
- Asymptotiquement stabk elle est stable et s'il existg(t,) > 0 tel que:
lpolle < by = th_)r({lo x(t, to o) =0,
ou x(t,ty, ¢y) est latrajectoire du systeme
D’autres définitions peuvent étre ajoutées afin miéciser le type de stabilité

(uniformité, globalité). Dans notre travail, nousus limiterons uniquement a la

stabilité asymptotique.

26 2¢e

v

Fig. 3.1 : Stabilité au sens de Lyapunov autoungbaint d’équilibrex,
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Remarque 3.1

Notons aussi que la stabilité des systémes adeetast analysée via les
techniques basées sur deux extensions de la seot#ttlede de Lyapunov et qui sont
développées par Krasovskii et Razumikhin. Ces dmayproches appelées Lyapunov-
Krasovskii et Lyapunov-Razumikhin utilisent respeetent les fonctionnelles de
Lyapunov et les fonctions classiques de Lyapulans le cas des systemes linéaires,
l'utilisation des outils mathématiques de Krasovsidi de Razumikhin conduit a
résoudre un probléme de Riccati ou d'inégalitésigialles linéaires, en anglais Linear
Matrix Inequality (LM), Ceci releve donc d’'un probleme d’optimisation g@ traduit
par les notions de stabilité indépendante du retame stabilité dépendante du retard
[13] [42] [44] [67]. Définissons ces deux approches

La stabilité indépendante du retard: Elle permet d’analyser le comportement du

systéme pour n'importe quelle valeur du retard @d’hfini

La stabilit¢ dépendante du retard : Elle permet d’analyser le comportement du

systeme pour tout retard inférieur & une valeurimabe

3.6 Géneéralités sur la commande des systemes aarels

Comme nous l'avons mentionné, la présence d’uardetdans une boucle de
commande conduit généralement a de mauvaises parices. Le probleme de
commande des systémes a retards a recu une aitteotisidérable au cours de ces
dernieres anneées. Il a été traité par un nombreedbniques différentes, parmi

lesquelles nous citerons :

- Les approximations rationnelles du retd@]
Ces méthodes d’approximations telles que celld3atk® et de Laguerre, par
exemple, présentent un inconvénient important: rPaoe meilleure
approximation du systéme réel, la dimension duésystapproximé doit étre
élevée, ce qui rend la conception du régulatedici.
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La commande par retour d’état
En général, il y a La commande par retour d’étaissaémoire (méthode
classique ou le retard n’intervient pas) et avemuoige (présence du retard
dans la loi de commande). Cette commande se baseuparement sur les
méthodes de Lyapunov-Krasovski et Lyapunov-Razumikiébouchant sur
les conditions LMI [4] [14] [34].

La commande avec observateurs

On sait que la construction d'une loi de commande asée lorsqu’on
dispose d’information sur I'état complet du systéer®e, pour des raisons
technologiques ou économiques, on ne dispose quee Partie de I'état.
D'ou le recours a des observateurs pour reconstro@rtains états du
systéme, qui seront utilisés pour la synthése deotamande. Parmi les
observateurs utilisés, On peut citer les observataumodes glissants qui

sont connus pour leur robustesse.

Commande par prédiction

v' Prédicteur de Smith : Le principe de commande pédigtion a
été introduit pour la premiere fois par Smith &ilades années
50. L'objectif de la méthode de Smith était de cemger I'effet
du retard dans la boucle de commande. Il transfoamsi le
schéma classique de commande de la sortie a hingtasent, par
la commande de la sortie a l'instant futur.

v Prédicteur d’état : La commande basée sur un petotid’état est
utilisée pour stabiliser des systemes linéairesitéée retardée.
Elle permet un placement de péles des systemesiatebfermée
par attribution de spectre fini (en anglais « EniBpectrum
Assignment ») [37]. Une autre méthode basée syrédicteur
d’état est la méthode de réduction des systemes[3h] Elle

permet la transformation d’'un systéme linéaire anmande
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retardée en un systeme différentiel commandé dimamiére
ordinaire. Ceci nous offre la possibilité sur l@ishde la structure

de la loi commande.

- Commande par modes glissants
Plusieurs travaux concernant la commande par ngldssaints des systemes
a retards existent dans la littérature. Cette condmast intéressante du fait
de sa robustesse vis-a-vis des variations de gsiparametres du systéeme et

des perturbations extérieures.

3.7 Commandabilité des systémes a retargsi

Dans cette partie, nous nous intéresserons auxnsgst linéaires a entrée

retardée de la forme :

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Byu(t — h) (3.11a)
Avec les conditions initiales
x(0) =x, et u(t) =9(t), te[—h,0] (3.11b)

ou x(t) € R™, u(t) e R™, représentent respectivement l'état et la commadde
systemed € R"*™",B € R™™ B, € R™™ h > 0 est le retard, @1(t) est une fonction
continue.

Nous allons donner quelques définitions de commiaihita utiles pour la

compréhension du comportement du systeme

3.8 Définitions

Définition 3.2 : L'état complet du systeme (3.11) au tempst I'ensemblégx(t), u.(s)}
ouu.(s) =u(t+s),s € [—h,0].

Définition 3.3 : Le systeme (3.11) est dit commandable [syirt,] S'il existe une

commandeu telle quex(t;) = 0.
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Définition 3.4: Le systeme (3.11) est dit absolument commandabfe,, t,] s'il existe
une commanda telle que I'état complet a l'instantsoit nul (x(t;) = 0 etuy(s) =
0).

Théoreme 3.1 Le systeme(3.11) est absolument commandable $ty,t;] si et

seulement si le systéme ordinajie B + e ~4"B,) est commandable s{n,, t; — h].
Interprétations :

- La premiére définition précise que : A part I'émesentc(t), les valeurs
passées de la commande doivent étre prises eneompt

- Absolument commandable dans la définition 3.4, iBEgrgue n’'importe
quelle condition initialex, peut étre transférée vers(t;) = 0 par une
commande nulle sur lintervallg; — h,t;]. D’ou, sans une commande
additionnelle, I'état du systéme restera a zétm&®st pas perturbé.

- Le théoreme signifie que la commandabilité absaluesysteme peut étre
étudiée en utilisant le critere algébrique usuel cemmandabilité,
i.e. rang[B,AB,..A"" '] =n ou B =B + e 4"B,.

Remarque 3.2

D’aprés les définitions précédentes, la commaruiieétre connue sur I’horizon
[t — h, t] avant l'instant d'initialisation du systén(g,). Alors, pour plus de simplicité,
nous considérerons pour la suite de notre étudeegigaleurs précédant l'initialisation
sont nulles et que les conditions initiales du é&ayst se réduisent ainsixét,) = x,.

Ceci nous permet d’appliquer les notions classigigesommandabilité.
3.9 Synthese de la commande par modes glissants des
systemes a retards

Nous allons décrire la méthodologie de synthéséadeommande par modes

glissants d’ordre un pour les systemes linéaitsiretardé et a entrée retardée
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3.9.1 Systéme linéaire a état retardé
Considérons le systeme linéaire a état retardésti

x(t) = Ax(t) + Agx(t — h) + Bu(t) (3.12 a)
avec les conditions initiales

{ *(to) = Xo (3.12 b)

x(s) = @(s), s € [—h,0]

ou x(t) € R™ est l'état,u(t) e R™ est I'entrée de commande, &tA;, B sont des
matrices constantes de dimensions approprtées) représente le retard @ts) une
fonction continue. On suppose que la pdi#eB) est completement commandable,

m < n.
3.9.1.1 Conception de la surface de commutation

Etant donné que le systeme (3.12) est linéairesticommode de choisir la
surface de commutation
S(x) = Cx(t) (3.13)
ouC € R™™ est une matrice a déterminer. Les valeur§ déterminent la dynamique

du systeme en boucle fermée.

3.9.1.2 Calcul de la commande globale
La loi de commande choisie est de la forme suevant
U= Ugq + Uqg (3.14)

ouu,., deésigne la commande équivalente, elle est dopaeg.10)

Uoq = —(CB) 1 (CAx(t) + CAgx(t — h)) (3.15)
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ou la matriceC B est supposeée inversible
uy; est une commande discontinue dont la forme Ia pimple est Ksign(S) avec
K > 0 etsign(S) la fonction signe classique bien connue (cf. chap2)

La dynamique du systéme en mode glissant est

X(t) = Aggx(t) + Ageqx(t — h) (3.16)
ou
A.q=(U—-B(CB)'0)A

(3.17)
Ageq = (- B(CB)_lc)Ad

3.9.2 Systéme linéaire a entrée retardée

3.9.2.1 Réduction de systeme

Reprenons le systeme (3.11) et considérons unafdramation linéaire de(t) et
u(s),s € [t — h,t] az(t)

t
z(t) = x(t) +f eAt e~ A+ B u(s)ds (3.18)
t-h

Pour un signal de commande arbitraire et borngydeeme (3.11) est transformé en un

systéme équivalent sans retard, ou systéeme r&ilg)(

z(t) = Az(t) + Bu(t) (3.19)
ouB =B +e "By

Cette réduction permet I'utilisation des méthodesthbilisation bien connues pour les

systemes linéaires sans retards. Alors, la staldlit systéme original (3.11) est assurée

par la stabilité du systéme transformeé (3.19).

68



Chapitre 3 — Les Systémes a Retards

3.9.2.2 Synthese de la commande

Comme dans le cas précédent, la structure de ¢keloommande est
U= Ugg +Uqg
Le calcul de cette commande globale passe parldalae la commande équivalente

qui est solution de I'équatiaf(z) = Cz(t) = 0
Ueq = —(CB) 1 CAz(t) (3.20)

ol la matriceC B est supposée inversible

La commande:; qui est discontinue, assure la convergence dgsctivaes vers la
surface de commutation ou de glissement. L'équatiétat en régime glissant (sliding
mode en anglais) est déterminée en remplacant résgmn de la commande

équivalente dans I'équation (3.19). On aura :
2(t) = (A—B(CB)™'CA)z(t) = Aeqz(t) (3.19)

Le vecteurC est calculé pour assurer la stabilité du syste3r9] et donc du systéme
original (3.11). Dans ce cas, les valeurs propeedadmatriced., doivent avoir leur

partie réelle strictement négative, d’ou :

RoAi(Aeg) <0, i=1,.n—m

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques notions généralesesusyisttmes a retards sont
présentées. Apres avoir présenté les modeles denms a retards et les types de
retards, nous avons rappelé la définition de lhilia au sens de Lyapunov, mais sans
aborder sa seconde méthode qui est tres utilisgel’gtude de la stabilité des systéemes

a retards car ceci ne fait pas I'objet de notrediita
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Chapitre 4

Commande par modes glissants d’ordre
fractionnaire des systemes linéaires

fractionnaires

4.1 Introduction

Comme nous I'avons mentionné dans le chapitre2piest, les systemes d’ordre
entier a retards sont généralement décrits par égsations différentielles
fonctionnelles. La présence du retard dans la digquend’'un systeme pourrait étre la
source d’instabilité et de mauvaises performancesprobléme de la stabilisation de
tels systemes a été alors un vrai challenge efiauee attention considérable. En dépit
des nombreuses méthodes de commande développéesepaystémes, la commande
par régime glissant est considérablement utiligéeaeson des qualités qu’elle offre.
Afin de compenser l'effet du retard (pour un systémentrée retardée), une fois le
systeme en mode de glissement, plusieurs autetisaite le probleme de commande
via un prédicteur d’état. Notre travail consistst@ment a développer une technique de
commande par modes glissants pour les systemeairéiséd’ordre fractionnaire a

retards, en se basant sur la théorie des systemstards d’ordre entier. La nouveauté
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dans notre mémoire, est I'approche proposée psoudie le probléme de stabilisation
d’'un systéme d’ordre fractionnaire avec retardl'&at et sur I'entrée, par une surface

de commutation fractionnaire et un prédicteur d'&tectionnaire.

Ce chapitre est divisé en deux parties. La prenparée est consacrée a la synthése
d’'une loi de commande par régime glissant d’ordectfonnaire pour un systeme
linéaire d’ordre fractionnaire avec et sans retaRitemierement, nous considérons un
systéme d’ordre non entier sans retard pour leqaat développons une surface de
commutation fractionnaire et une loi de commandesagtisfait la condition d’existence
du mode glissant. Les conditions de stabilité dsiesye en boucle fermée seront aussi
étudiées. Avec la méme surface de commutation, radlosis étudier un systéme
fractionnaire avec état retardé. Enfin, nous teoméncette partie, avec I'étude d'un
systéme a entrée retardée avec compensation dd exautilisant un prédicteur et
quelques exemples pour illustrer ces développentieétsiques.

La deuxieme partie traitera de la stabilité en tefimg d’un systéme fractionnaire a état
retardé en mode de glissement. En s’inspirant deidle présenté par [39], nous
développons un théoréme de stabilité pour un systiEattionnaire a état retardé et

perturbe.

4.2 Commande par modes glissants d’ordre fractioraire des

systemes d’ordre fractionnaire sans retards

Considérons le systeme linéaire d’ordre fractiorenauivant :

D%x(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.1)
Avec les conditions initiales

D@ Dx(t,) = x, (4.2)
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ou x(t) € R™ est le vecteur d'étay(t) € R™ est I'entrée de commandé,e R™*" et
B € R™™ sont deux matrices constantB$§x(t) représente la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordrer € R, définie comme suit :

1 d t x(@) 4
rd-wadt), t-o="

D*x(t) = (4.3)

ourl(.) est la fonction Gamma

Le systeme (4.1) est commensurable et nous suppagmd < a < 1. Nous prenons

les hypothéses suivantes :
Hypothese 1 :

1. La matriceB est de rang plein
2. La paire(4, B) est commandable
Nous proposons une surface de commutation fradiomrde dimensionn définie
comme suit :
a(x) = CI* %x(t) (4.4)

ou I1=%x(t) est l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouvitl®rdre 1 — « , donnée
par :

e B 1 t x(1)
I x(t)_l“(l—a) O(t—r)“dT (4.5)

C € R™™ est la matrice de synthése choisie pour que l&mgs dynamique ait un

comportement désiré en boucle fermée et doit @asisifaire I'hypothése suivante :

Hypothése2. CB est non singuliére.

4.2.1 Synthese de la commande par modes glissants

La structure de commande choisie est la suivante :
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u(t) = ueq(t) +uq(t) (4.6)

ol u.q(t) est la commande équivalente du systeme (4.1),€t) la commande

discontinue. La commande équivalente est obtenamenlant la dérivée par rapport au

temps de I'équation (4.4)

d(x) = C%Il‘“x(t) = CD%x(t) = CAx(t) + CBu(t) =0 (4.7)

Nous obtenons :
Ueq(t) = —(CB)™CAx(t) = —Keqx(t) (4.8)

Afin de contraindre le systeme a atteindre la s@rfde commutation prédéfinmx), la

commande discontinueg; (t) est choisie comme suit[87] :
uq(t) = =(CB)*pa(x) — (CB) v sign (a(x)) (4.9)
oup € R™™ etv e R™*™ sont des matrices diagonales a éléments posifs,
p = diag(p,py ... pm), Vv = diag(v1Vy ...Vp),p; > 0,v; > 0,i=1,..m
Sign(a(x)) = [sign(al(x)) sign(az(x)) ...sign(am(x))]T

1siog >0
signo; =4 0 si 0; =0 1<i<m
—1 si O'i<0

Finalement, la loi de commande suivante est obtenue
u(t) = —Kgqx(t) — (CB) 'pa(t) — (CB) 'v sign(o(x)) (4.10)

En substituant (4.10) dans (4.7), nous obtenons

6(x) = —po(x) —vsign(o(x)) (4.11)

73



Chapitre 4. Commande par Modes Glissants d’Ordre Fractionnaire des S.L.F

Le terme proportionnel a(x) dans (4.11) est ajouté pour réduire le temps séaoes
pour atteindre la surface de commutation [31]
Les trajectoires en boucle fermée sont alors rggae$équation (4.12)

D*x(t) = (A — BK,q)x(t) — B(CB)'pa(x) — B(CB) 'vsign(a(x))  (4.12)

Apres que les trajectoires du systéme atteignensuidace de commutation, le
mouvement de glissement sur la surface de comrantast gouverné par I'équation

suivante :

D%x(t) = (A — BK,q)x(t) (4.13)

La synthése d’'une commande par modes glissantgosstble si (i) il existeé,, qui

garantit la stabilité de (4.13) et (ii) il existeauloi de commande qui rend la surface de

commutation attractive et invariante.
4.2.2 Existence du mode de glissement

L’analyse de I'existence d’un mode de glissememisda cas actuel ou le systeme est
d’'ordre fractionnaire ne differe pas fondamentaleindu cas des systemes d’ordre

entier. Considérons la fonction de Lyapunov suigant

1
V(o) = EGT(x)a(x) (4.14)

alors

V(o) =" (x)5(x)
En utilisant I'équation (4.11), nous aurons :

V(©) < —pminlloCON? = viminllo@)ll < 0 (4.15)
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OU Pmin = MiNj=g ym p; € Vi = ming=1 ,,v;. Ceci garantit I'existence du mode
glissant pour toute valeur ¢g,;, > 0 etv,,;, > 0. Par conséquent, les trajectoires du

systeme (4.1) avec la loi de commande (4.10),ge@it la surface de commutation.
4.2.3 Analyse de la stabilité

En régime glissant, le systéme est régi par 'égonat4.13). On sait que la stabilité
asymptotique de ce systéme est satisfaite si lesingapropres de la matrice
A.q = A — BK,, satisfont le critére de stabilité suivant [490]5

w
_l

5, i=12,.,n (4.16)

min|argi; (Aeq)| > a
l
Il s’ensuit que la matric€ doit étre calculée de telle sorte que la condi{bi6) soit
respectée. Notons que qu’un critére de stabilité poc< a < 2 a été établi dans [2]. Si
I'état se trouve dans une couche limite du modegligsement, la dynamique du
mouvement est gouvernée par le systéme en bouaede(4.12) dont La solution de

cette équation est donnée par [36].

Agq(t—s
a

t t
x(t) = esetho +J- gteat=® Bio(s)ds +f e )stign(a(s))ds (4.17)

a
0 0
avec
B, = —B(CB)™'p; B, =—B(CB) v

[oe)

Ae ¢ _ tka
ea T = t% 12A5qm (418)

k=0

Cette équation (4.18) est la fonctianExponentielle et représente la matrice de
transition du systéme (4.12). Dans la suite, ndilsans la définition suivante de la

stabilité.
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Définition 4.1

Le systeme (4.12) est dit stable si pour toute itiondinitiale x, bornée, la solution

x(t) est bornée pour tout> 0.

Théoreme 4.1

Supposons que la surface de commutation est bgra€en hyper plan, i.e. il existe
une constante finig > 0 telle quella(t)|| < nllx(¢)|, alors si la matricel’ est choisie
de sorte que les valeurs propres de la matriceati’dt, en boucle fermée satisfassent
(4.16), le systeme en boucle fermée (4.12) edestiad. || x(t)|| < &, pour toutt = 0 et

pour toute condition initiale finie, olue est une constante positive.
Démonstration 4.1

De I'expression (4.17), nous avons :

t t
Aggt Aeq(t—5) Agq(t—5)
()Nl < [ex || xoll + 7 f e || NBalllz(s) s + f e || 1B2llas
0 0
(4.19)
Utilisant la relation suivante :
t
Ae (t_ )
j e, Byds = Az} (Eqr(Aegt®) — 1) B, (4.20a)
0
ou:
Eq1(Aeqt®) = ZAeqF(k ) (4.20b)

Si les valeurs propres dig, sont telles que I'équation (4.16) soit satisfealers

lim;o Eqq (Aeqt®) = 0 [49], il S'ensuit :

Aggt
e[| Ixoll < ks

(4.21a)

76



Chapitre 4. Commande par Modes Glissants d’Ordre Fractionnaire des S.L.F

t
Aeq(t—s)
€
0

ouk, etk, sont des constantes positives. Alors :

ds <k,

t
Aegt Aeq(t—S5)
e[| Hcol +f exs“™ | 1B2llas < & (4.21b)
0
k est une constante positive
En substituant (4.21b) dans (4.19), nous obtenons :
Pl Aeq(t-9)
()Nl < k +7 f e nBalixCs)llas (4.22)
0

L’utilisation de I'inégalité bien connue de GronwBEllman [33] dans (4.22), donne

t
Agg(t—
lx(®)]l < k exp {”f ||€a a S)Bl|| ds} <kexp .k, |Bll} =¢  (4.23)
0

Alors, nous avongix(t)|| < € pour toutt > 0, ce qui compléte le résultat.

4.3 Commande par modes glissants d'ordre fractioraire des

systemes fractionnaires a état retardé

Dans [22], les auteurs ont étudié la commande pades glissants d’'un systeme

fractionnaire a état retardé. lls ont utilisé undace de commutation de type intégrale
pour réduire I'effet du retard. Dans notre cassugace de commutation déja proposée
(4.4) peut étre encore utilisée.

Considérons un systeme d’ordre fractionnaire a és&drdé décrit par I'équation

suivante :

D%x(t) = Ax(t) + Ayx(t — h) + Bu(t) (4.24)
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ou x(t)e R™ est le vecteur d’états(t)e R™ est I'entrée de commandé,A,, et B sont
des matrices constantes connues de dimensions pag@® eth est le retard du
systeme, supposé positif et constant. Définissaqiid) = x(t + 0) pour 6 € [—h, 0] et
admettons que la condition initiale est donnée pay = ¢(6) pour 6 € [—h,0] ou ¢
représente une fonction continue sur le dompiie 0].

Pour le développement de la commande a structurable il est nécessaire d’exiger
que la paird 4, B) soit contrblable.

Le probléme auquel on s’intéresse est de stablkseétats du systeme en deux temps.
Premierement, La détermination d’'une surface dencotation de facon a ce que le
systeme en régime glissant ait les propriétés @gsirpuis, une loi de commande
discontinue est synthétisée de facon a rendrerfacguinvariante et attractive. Comme
il est nécessaire de stabiliser le systeme (4.8#3amt la commande discontinue en

boucle fermée, les conditions de stabilité du syetéractionnaire a état retardé

suivant :
D%x(t) = Ax(t) + Agx(t — h) (4.25)

deviennent essentielles pour sa stabilisation edemae glissement. Cependant, le
probleme reste ouvert pour plus d’investigatior&y.[1
Il a été montré aussi dans [16] que la région deil#& d’'un systéme d’ordre entier sans
retard x(t) = Ax(t), est un sous ensemble de la région de stabilitésydgueme
fractionnaireD*(t) = Ax(t) qui lui correspond. Par conséquent, on peut die tqut
algorithme de commande de stabilisation d’'un systdiordre entier équivalent décrit
par

x(t) = Ax(t) + Agx(t — h) + Bu(t) (4.26)

garantit la stabilité du systeme fractionnaire43.@u0 < a < 1[22].

4.3.1 Synthése de la surface de commutation

La surface de commutation est donnée par (4.4inaimiceC est calculée de telle sorte

que les états du systeme soient stables en modisdement. En dérivant I'équation
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(4.4) par rapport au temps et en la faisant égalera, on obtient la commande
équivalente.
6(x(t)) = CAx(t) + CAzx(t — h) + CBu(t) (4.27)

5(x(1)) = 0 = weq(t) = —(CB)"1CAx(t) — (CB) 1CAgx(t —h)  (4.28)

Pour garantir I'existence de la commande équivalelains (4.28)(CB) doit étre non

singuliere.

En substituant (4.28) dans (4.24), on obtient Istésye nominal équivalent d’ordre
fractionnaire ou équation d’état en mode de glissdrde la forme :

D¥x(t) = Agqx(t) + Ageqx(t — h) (4.29)

ou :
Aeq=A—B(CB)™CA (4.30)
Ageq = Aq — B(CB)™'CA, (4.31)

Ainsi, sous les hypothéses énoncées précédemneergiabilité asymptotique du
systeme (4.29) est garantie par la stabilité asgtigqpie de son systéme entier

équivalent.
4.3.2 Synthése de la commande

L’étape suivante consiste a concevoir un controurommutations telles que les
trajectoires d’état du systeme soient attirées aulface de commutation définie en
(4.4).

Utilisant la fonction de LyapunowV (a(x(t))) = 0.5 a(x(t))Ta(x(t)), 'objectif est

d’obtenir une loi de commande qui satisfifo (x(t)) < 0 poura(x(t)) # 0.
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La loi de commande est celle donnée en (4.6). déliesiste en une partie continue, qui
est la commande équivalente, et une autre disamtiassurant la convergence en

temps fini vers la surface

u(t) = ueq(t) +uq(t)
= —Keqx(t) — Kgeqx(t —h) — (CB)'pa(t) — (CB) 'vsign(o(x))  (4.32)

avec :K,, = (CB)™'CA , et Kgoq = (CB)™'CAy4 (4.33)
La substitution de I'équation (4.32) dans (4.2 o
d(x) = —po(x) —vsign(o(x)) (4.34)
Dol : V(o) = a7 (—po —vsign(o)) < —plloll> = vlloll <0 pourp>0etv>0

Alors, les trajectoires d’état du systéme rejoigiarsurface de commutation en un
temps fini. Le systéme (4.24) avec= 1, utilisant la commande globale (4.32) est

globalement asymptotiguement stable [22].

4.4 Commande par modes glissants d’ordre fractioraire des

systemes fractionnaires a entrée retardée

Considérons maintenant un systeme fractionnairgrée retardée décrit par I'équation

suivante

{ D%*x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Bau(t — 1) (4.35)

U =09(08), 6O€ (—1,0]

ou T est un retard constant et positif,, est la condition initiale e® une fonction

continue sur le domaire-t, 0].

Dans le cas des systemes d'ordre entier, nous awendans le chapitre 3 qu’un

prédicteur d’'état est utilisé pour compenser l'effie retard et transformer le systéeme en
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un systeme dont I'entrée est indépendante du r¢f&rd37]. Dans notre cas, nous
proposons un prédicteur d’état d’ordre fractionmaiéfini dans le lemme suivant [75].

Lemme 4.1 Considérons la transformation d’'état

z(t) = x(t) + f t e2t=9"D p 1(6)do (4.36)

t—7
Alors, le nouveau systeme dont I'entrée est indéaete du retard est donné par :
D%z(t) = Az(t) + Bu(t) (4.37)
Avec : B =B+e;4B, (4.38)
Démonstration 4.2

La dérivée d’ordrex par rapport au temps de I'’équation (4.36) donne

Dz(t) = D%x(t) + D [T _e2*"9"DB u(6)do

t-1 &

= Ax(t) + Bu(t) + Bau(t — ) — D [, " e2“"* VB u(6)d6
t
+D* f et~ u(0)do (4.39)
0

En utilisant la formule de Leibniz de la dérivéactionnaire [36], on peut écrire :

t t
D f eAt=0"0p 1 (0)do = A f e2E=0"0p 1 (0)d6 + ez 4B u(t) (4.40q)
0 0

t—-1
hEd j eAt=0-Dp 1(0)do = A f eAt=0"Dp u(0)d6 + Byu(t — 1)  (4.40b)
0 0

En substituant (4.40a) et (4.40b) dans (4.39), btient (4.37). Ce qui complete la

démonstration.
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4.4.1 Synthése de la loi de commande et analysealstabilité
Comme dans les sections précédentes, la surfamentlautation est
o(z) =CI*""%z(t) =0 (4.41)

A la suite des développements donnés a la sectémégente 4.2, la loi de commande

par modes glissants pour le systeme (4.37) est :

u(t) = —Koqz(t) — (CB)'pa(z) — (CB) v sign(a(2)) (4.42)
ol K., = (CB)™*CA
La matriceC est choisie telle que le systeme en mode de giesse

D%z(t) = Az(t) + Bu(t) soit stable, i.e. les valeurs propres de la ne&fic— BK,,)

satisfassent le critére de stabilité
~ T
min|argl; (A — BKeq)| > s, i=12,..,n (4.43)
l

Le résultat de stabilité établi dans le cas detesyss d’ordre entier [2], est étendu ci-

dessous pour les cas d’ordre fractionnaire.

Théoréme 42: Admettons que le systeme transformé (4.37) rejoignsurface de
commutation et il est asymptotiquement stable sitecsurface, alors le systeme
fractionnaire a entrée retardée (4.35) avec I'gfat est asymptotiguement stable sur

cette surface.
Démonstration 4.3

Si z(t) atteint la surface de glissement, la loi de conueagst réduite a la commande
équivalenteu,, = —K,,z(t). Par conséquent, les trajectoires de I'ét@t) sur cette

surface sont données par

x(t) = z(t) + f t ed0"DB, K,q2(1)db (4.44)

t—1
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De I'expression (4.44), comnzt) — 0, doncx(t) — 0. Ce qui prouve le résultat.
4.5 Exemples illustratifs

4.5.1 Exemple 10n considére le systéme fractionnaire (4.1) avecouire de

dérivation « = 0.7, avec des conditions initiales, = [1 — 2 1] et les paramétres

suivants :
0O 1 O 0
A=10 0 1], B=1|0
-1 1 1 1

Le calcul des valeurs propres de la matrdgg en régime glissant a donné une valeur
propre nulle et deux autres non nulles, comme areXpliqué a la section 2.3.2. Ces
valeurs propres sont placées{@+ 2 — 3}. Ainsi, les coefficient de la surface de
commutation sont choisis égau{@5 1] et les valeurs dp etv sont respectivement
égales a 1 et 0.2. Les résultats de simulationm@sentés a la figure 4.1, a la figure 4.2

et a la figure 4.3.

T T T T
| | | | | | | |
| | | L | | | L
| | | | | | | |
ITTAT T T T A N R S I A D B
| | | I | | | I
| | | | | | | |
! L L e e B e B
| | | | | | | |
| | | S e e B el B
| | | | | | | |
= l——d——4 -4 o 04— fm a1 B I
= | | | ° | | | | |
| | | L/ 1L _1__|
| | | | | | | |
[t Bt Bl | I | | |
| | | T e A Y N
| | | | | | | |
| | | i i i Bl Bl Mty
15 | | i 1 i | [ R R | | | | |
| | | | | | | | [ X |l St Rttt I S Fo—lm— - — - — 4 - =4
| | | | | | | | | | | | | |
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 2.5 3 35 4 45 5 2.5 3 35 4 45 5
time(s) time(s)

Fig.4.1 — courbes des états— 1; x Fig.4.2 — Courbe de la surface de

—— X2 e--- x3. commudat
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©
i
|
|
-
|
|
|
|
[ |

u(t)

time(s)

Figure 4.3 - Courbe de la commande

La Figure 4.1 montre I'’évolution des états en faorctdu temps et confirme la stabilité
asymptotique du systéme. Comme on s’y pouvait diteerile phénoméne de réticence
(chattering) est observé en mode de glissement. €xadd a la présence du terme
discontinu dans la loi de commande globale donmée(4el0). L'analyse de la

trajectoire de la surface de commutation, Figu montre I'existence du mode de
glissement. La loi de commande qui améne les taijes d’état du systéme a la
surface de glissement est représentée a la Fig8reNétons qu’un régime glissant

prend place a partir d'un temps d’environ 1.5 sec

4.5.2 Exemple 2Cet exemple concerne le systeme d’ordre fractioana état
retardé décrit en (4.24), avec le retare: 1, avec un ordre de dérivatian= 0.7, les

conditions initiales sont données pgf = [1 — 2 1] et les paramétres suivants :

0 1 0 01 O 0.1 0
A=10 0 1|, 4=|0 0.2 0| B=]0
-1 1 1 0 0 -01 1

Comme dans I'exemple précédent, les valeurs dealfsica C sont égales § 5 1],

ainsi, les valeurs propres @é,, + A4.4) sont placées en
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—2.35+0.93i

{o
figures suivantes sont obtenus pour des valeurs eter égales respectivement a 1 et

0.2.
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Fig.4.6 — Courbe de la commande
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L’analyse de ces figures montre que le signal daencande est appliqu
seconde. Ce temps est justement la valeur du rétattlire de ces courbes confirme la

stabilité asymptotique du systeme, ce qui indigeebbn choix de la surface de

commutation.
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4.5.3 Exemple 30n considére le systéme a entrée retardée (4.86)wavordre de

dérivationa = 0.7, avec un retard = 0.2, un vecteur d’état initiak, = [21 — 1] et

les parameétres du systeme sont les suivants:

0 1 0 0 0
A=10 0 1| B=|2|, B4=10
0 01 01 1 1

Les coefficientsC de la surface de commutatian sont [3 4 1]. Les résultats de
simulation sont illustrés par les figures 4.7 &24atec les valeurs des parametres v

égales a 2 et a 0.1 respectivement.

Les figures 4.8 a 4.10 montrent la stabilité asytigtie du systeme transformé. Les
trajectoires d’état du systeme original (4.35),cals variables(t), sont illustrées a la
figure 4.7 et sont similaires a celles des étét3, figure 4.8

La figure 4.11 montre que $i> 0.4sec eta = 0.7, les étatsc(t) divergent. Mais si
I'ordre de dérivationx est petit £ 0.2), le systeme en boucle fermée demeure stable
méme pour des valeurs assez grandes du retard §ec, Fig. 4.12 ). Nous constatons
que la robustesse de la commande en mode de gissgmoposée par rapport a un

retard variable sur I'entrée dépend de I'ordre élévationa.

Iimé(s) Iimé(s)

Fig.4.7 — Courbe des états x— x1 ;Fig.4.8 — Etat z - z1-—- z2
=== X2j;-- D T Z3.
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0.7 ett

time(s)

o=

7

e
une loi de commande par modes gissggour un systeme linéaire

d
fractionnaire avec retard sur I'état déja étudi@ dection (4.3), mais comportant une

ese

hY

Figure 4.11 - Courbe des états pour

tat retard

7

Dans cette deuxiéme partie de ce chapitre, nous imbéressons d’abord au probléeme
incertitude sur ses états. Ensuite, nous analylsosgbilité sur un intervalle de temps

4.6 Commande par modes glissants d'ordre fractionnag
d'une classe de systemes linéaires fractionnairescertains et

de synth

ae
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fini de ce systeme fractionnaire en mode de glissgnC’est une nouvelle approche de
stabilité qui est différente de celle présentée Ipapunov. Ainsi, nous cherchons a
garantir que I'état du systéme se trouve a l'ietérid’'un domaine plus ou moins grand
et connu, et ceci, sur un intervalle de temps faur ce faire, nous avons utilisé les
travaux de Lazare®i[39], développés pour la commande d’ordre fractere d'un
robot.

4.6.1 Systeme en mode de glissement

Considérons le systeme linéaire fractionnaire tage® état retardé suivant :

D%x(t) = Ax(t) + Agx(t — h) + Bu(t) + f(x(t),t) (4.45)

oux(t) e R™, u(t) e R™, (4,A,) sont deux matrices X n, B est une matrice x m,

t > 0, h est le retard constant 0, etf (x(t), t) est une incertitude dépendant de I'état.
En plus , les conditions initiales sont données par

D% 1x(ty) = x1 = @(0) pourd e [—h, 0] ol @ représente une fonction continue sur le
domaine[—h, 0].

Il est également supposé que

(A + Ay, B) est contrblable
If @, 0ll < Blixll,  B>0 (4.46)

La synthése de la loi de commande par modes glissafté déja effectuée a la section
(4.3). En mode de glissement, nous savons quenianemde est réduite a la commande
équivalente, i.eu(t) = u.,(t). Il s’ensuit que la dynamique du systeme (4.4%) es
donnée par cette expression

D%x(t) = Ax(t) + Agx(t — h) + Buey(t) + f(x(0),t) (4.47)

Ol u,, (t) est donnée par (4.28), alors en régime glissaat:on
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D%x(t) = Agqx(t) + Ageqx(t — h) + f(x(t),t) (4.48)
ou :
A =A—B(CB)™ICA
Adeq == Ad - B(CB)_chd
4.6.2 Analyse de la stabilité sans incertitude
Le systeme est décrit par

D%x(t) = Agqx(t) + Ageqx(t — h) (4.49)

avec la fonction associée des conditions initiales

xto = @(0), O €[-h0] (4.50a)
ou bien
D* ' x(ty) = x¢o = (),  0€[-h,0] (4.50b)

Définition 4.2: [39]: Le systeme donné par (4.49) satisfaisantdadition initiale

(4.50a) est dit stable en temps fini si et seuldrsepoure > 0 un réel donné, il existe
deux réels positifé (6 < €) et T tels que ||¢|le < & implique ||x(t)| < &, quel que

soitt € /.

ou J désigne lintervalle de tempg = [to, t0+T],]cR et t, le temps initial

d’observation du systeme

Théoréme 4.3 [39]: Le systéme donné par (4.49) satisfaisantdadition initiale
(4.50a) est dit stable en temps fini en ce qui eam&{d, ¢, h, t,y,J}, Si la condtion

suivante est satisfaite :

A9 (t—t)®\  Fmax(t-t)® ¢
<1 mIC—l,JE((X ; 1;)) > xe @+ < 5 Vte] (4.51)
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oU 4,4, (.) désigne la plus grande valeur singuliere de laicsat. ).

Aﬁzgax = Amax(Aeq) + Amax(Adeq) (4.52)

4.6.3 Analyse de la stabilité avec incertitude

A partir du théoréme 4.3, nous proposons un théeréenstabilité, relatif au systeme

d’ordre fractionnaire avec la présence de l'intede f (x(t), t).

Théoréme 4.4 :Le systemg4.48) en régime glissant, satisfaisant la conditratiale
(4.50b) et la condition sur l'incertitude donnée (fa47), est stable en temps fini, si la

condition suivante est satisfaite :

_ A o9 —to)®
((t — )" OB = to>“> e

<- Vte], (4.53)

S| m

I'(a) a+1)

Démonstration 4.4: Selon la propriété de l'ordre fractionnaide< a < 1, on peut

obtenir une solution sous forme de I'équation irdégéquivalente de Volterra :

K0 = x(t) S —
+ % t:(t — 5)*  (Apgx(s) + Ageg x(s —h) + f(x(s),s)ds (4.54)

En utilisant la propriété appropriée de la noifhd@|| sur I'Eq. (4.54), il s’ensuit :

(t—to)* !

[OTE ‘ o

llx(Eo) I

+%£:l(t —5)e 1 ||Aeqx(s) + Ageqx(s —h) + f(x(s),5)||ds (4.55)

De la méme maniere, en appliquant la nofii@|| sur I'’équation (4.48), on obtient :
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D%x(t) = ||Aeqx(t) + Ageqx(t —h) + f(x(D), D) ||

< ||Aeqllx @ + ||Adeq[1xE = DI + Bllx @)l (4.56)
ou ||A|| désigne la norme induite d’'une matri¢eet

lx(t=mll = sup [lx(@)l (4.57)

t—hst*st

En appliquant cette inégalité, I'inégalité (4.5@upétre écrite sous forme :

Dax(t) < (A(Aeg) ) IOl + (A(Adeq) ) l1x(E = Il + Bllx(®)I]

< (Mpde +B) sup lx(e’]l, t>ty+h (4.58)

t—h<t*<t
ou bien :

| Aeqx () + Ageqx(t — h) + F(x(t), )|

< (Ui +B)C sup lx(ll+ll@lle),  t>t (4.59)

t—h<t*<t

En tenant compte de (4.59) et de (4.55), cela donne

_ a—1
Il < e o0

I'(a)
P PR s, + (N + llglle)} d
F@ Jy, €79 e ® X i RN+ lelledgs
(4.60)
Or,
—tp)*” ! Amax B “
@Il < llplle <(t an)) ( ;Efl(i) “) )
(Amax :8) _ a—-1 *
o) t0|(t s) lt_fllslgst”x(t | ds (4.61)
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On introduit la fonction non décroissante

_ t— tO)a ! (Amax + ﬁ)(t — to)®
d(@) = llolle < () et D ) (4.62)
L’application du lemme bien connu de Gronwall-Bedimdonne :
lx(Oll < sup [lx(¢)Il < ¢p(t)exp <M 1t =)%Y ds>
" t—hst*st N I'(a) to
= ¢(t) exp ( F’Z“"Jr 1[);)( — to)“> (4.63)

et selon la conditiofjp||. < 6, il sS’ensuit :

(t - tO)a ! (Amax + ﬁ)(t - tO)a (Amax .8)
I' (@ I@+1) P\ Ta+ 1)

lx(Oll < 6 < (t— to)“> (4.64)

Finalement, en utilisant la condition de base déotéme (4.4), a savoir I'équation
(4.53), il s’ensuit :
lx(Dll <e  Vte]=[to,to+T]

Ceci termine la démonstration.

4.7 Exemple

Considérons le systeme fractionnaire a état reteird@ec une incertitude dépendant de

I'état.
0 1 0 01 0 0.1 0

D“(t)=[0 0 1]x(t)+ 02 0 ]x(t—1)+ 0fu(®) + f(x(®),t)
-1 1 1 0 0 -01 1
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oua = 0.7, les coefficients de la surface sehe [651],p =1, v=0.2 etla
condition initiale D 1x(t,) = x;, = @(8) = [0.05,0,0]’, pour 8 € [—1,0]
L’incertitude est prise sous forme suivante :

flx(t),t) =1 xx(t) X sin(x(t))

=B [xl(t) sin(xl(t)) x,(t) sin(xz(t)) x3(t) sin(x3 (t))] !

€ =10, § = 0.07. A partir des paramétres du systéme, on peutfaeiht obtenir
lloll < 0.07 ety (Aeq) = 7.8740, Apax(Ageq) = 1.3235, donc 1,7, = 9.1975.
Les résultats de simulation obtenus sous le ldgMetlab, sont présentés a la figure
4.4. Ces courbes montrent que le systeme est stadtge la présence des incertitudes
sur les états du systeme et que le mouvement ee g@dlissement est atteint aprés
une durée de retatd Par conséquent, le régime glissant existe potemps
ts = to + h. Les oscillations présentes sur les états du mgstappelées chattering en
anglais, sont dues au terme discontinu de la cordewgp Lors des simulations, on a

constaté que le systeme devient instable pour aleeivdes > 16.75.

Pour le cas de la stabilité en temps fini, conagrna
{to =0,j ={0,3},6 = 0.07,¢ = 10}

En utilisant le théoréme 4.4, il s’ensuit :

(t - t)%)

(t —ty)™03 N (9.1975 + 1) (t — t4)°7 ox (9.1975 +1)
1.2981 0.9086 0.9086

_ T7,7%%  (9.1975 + 1)T,%7 p(9.1975+1) 0_7)< 10
1.2981 0.9086 09086 ¢ /7 0.07

Ceci donneT, = 0.18 sec. Or, Dans notre cas, les trajectoires d’état gt la
surface de glissement au bout d’'un temps égal ssecende, donc, c’est cette valeur

qui est prise comme origine. De ce fait, le tengism de stabilité est dorcl8sec.
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Fig.4.13 — Courbe des états Fig.4.14 — Courbe de la Commande
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Fig.4.15 - Courbe de la surface de commutation

4.8 Conclusion

Ce chapitre a vu lintroduction de notions nouveltgr’il convient de récapituler. Dans
un premier temps, nous avons introduit une surgcglissement fractionnaire pour la
synthese de la loi de commande par modes glisdastsystémes d’ordre fractionnaire
sans retards et avec retards sur I'état. Ensuitefikksant la transformation d’Arststein,

nous avons développé un prédicteur d'état pour eosgr I'effet du retard sur un

systeme fractionnaire a retards sur I'entrée.

Dans un deuxieme temps, nous nous sommes intéseas€analyse de la stabilité

pratiqgue dans un intervalle de temps fini, d’'unt&ys fractionnaire a état retardé pour
lequel nous avons développé un théoreme lorsqueystéme est en régime glissant.
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Nous avons fini par quelques exemples illustrarg nésultats. Ces simulations ont

permis de montrer I'efficacité des techniques ammande proposées.
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Dans ce mémoire, nous avons développé des oatilslp commande par modes
glissants d'ordre fractionnaire des systémes fraotires. Nous avons proposé une
surface de commutation de type fractionnaire basgda définition de l'intégrale de
Riemann-Liouville et un prédicteur d’état fractiame en utilisant la fonction de
Mittag-Leffler. Nous les avons ensuite utilisés pappliquer la loi de commande par
modes glissants d’ordre fractionnaire a trois meslée systemes fractionnaires, sans
retard, avec retard sur I'état et avec retard’satrée de commande.

Dans le premier chapitre, nous avons présenténoisns de base - qui nous
semblent utiles pour la compréhension de notreatray, relatives au calcul
fractionnaire, aux systemes fractionnaires et & tmmmmande d’ordre fractionnaire.
C’est ainsi que nous avons donné les définitiorss grus utilisées de I'opérateur
fractionnaire, les représentations des systemetidnmaires, leurs propriétés d’'analyse
et leurs propriétés d’approximation en vue de &unulation.

Dans le chapitre deux, nous avons exposé lesijpailes caractéristiques de la
commande par modes glissants d’ordre un. Nous smmsnes intéressés a présenter la
condition d’existence du régime glissant, la notds commande équivalente qui est
une solution de I'équation en mode de glissemelat etéthode de synthese de la loi de

commande globale.

Dans le chapitre trois, nous avons présenté geslaqutions théoriques des
systemes a retards d’ordre entier, notamment fé&ehts modéles de tels systemes et

différents types de retards que I'on rencontre darigtérature, ainsi que la notion de
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norme utilisée. Nous avons donné quelques défirstielatives a la commandabilité et
a la stabilité au sens de Lyapunov et exposé lehadét de synthése des lois de
commande par modes glissants d’'ordre un aux systémeetards sur I'état et sur
I'entrée de commande.

Il serait intéressant a notre avis de développsrcdéeres de stabilité pour les systémes

fractionnaires a retards sur I'état et sur I'entrée

Enfin, dans la premiére partie du chapitre quat@js avons présenté une
application de la commande par modes glissantdi@ofractionnaire aux systemes
fractionnaires d'ordren,0 < a < 1. Nous avons utilisé la surface de glissement
proposée afin de synthétiser des lois de commaadmpdes glissants a deux modéles
fractionnaires dont I'un est sans retard et I'aatrec retard sur I'état. Par la suite, nous
avons utilisé un compensateur d’'ordre fractionngioer un systeme fractionnaire a
entrée retardée afin de rendre le systéme origmipendant du retard et permettre
ainsi de synthétiser sans difficulté une loi de o@nde par modes glissants
La deuxieme partie de ce chapitre a été consadeéeammande d’'un systeme linéaire
fractionnaire retardé et incertain. Aprés avoirtbgtisé la loi de commande en utilisant
la surface de commutation fractionnaire, nous awundié la stabilité pratique en mode
de glissement dans un intervalle de temps finnghé@oréme est proposé a ce sujet.

Les résultats de simulation obtenus nous ont pedmisiettre en valeur I'efficacité des
méthodes proposées. Des simulations ont été edfestsous le logiciel Matlab et les
résultats obtenus nous ont permis de mettre enuwdlefficacité des méthodes
proposées. Néanmoins, nous avons remarqué quédatesse en mode de glissement
dépendait des valeurs de I'ordre de dérivationuetetird. Comme perspective, I'utilité
d’établir une relation entre ces deux parametrasitsentéressante. En plus, les
commandes obtenues pour les différents modélesmtevalidées que par simulation,
elles devraient aussi étre implantées concretement.

Dans notre travail, nous nous sommes basés shédaie¢ des modes glissants d’ordre
un, I'extension a I'étude de la commande d’ordrpésieur serait souhaitable. D’autre

part, la conception de la commande par modes glissliscrets serait intéressante.
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Résumé :

Un systéme d’ordre fractionnaire est représent&dparmodéles dynamiques a opérateurs de
dérivation et d'intégration d’ordre non entier. Bembreux travaux réalisés, ces dernieres années, on
développé des méthodes d’analyse et de syntheésyskemes d’ordre fractionnaire. Notre travail
consiste a contribuer a I'élargissement du changpmication de la commande fractionnaire aux
systémes fractionnaires et ce en utilisant les eygiscdes opérateurs intégro-différentiels d’ordre n
entier. Nous avons élargi la théorie de la comraapdr modes glissants aux systemes d’ordre
fractionnaire avec et sans retards. Notre contohudtomporte ces propositions :

- Une surface de commutation fractionnaire baséel'istiégrale de Riemann-Liouville.
Cette surface nous permet de synthétiser des éoisothmande en mode de glissement
pour des modéles fractionnaires sans retard etrated sur I'état.

- Un prédicteur d’état fractionnaire basé sur la fammcde Mittag-Leffler. Ce prédicteur sert
a compenser l'effet du retard présent sur 'entéecommande d’'un systéme d’ordre
fractionnaire. La loi de commande en régime gliseahdéterminée.

- Nous avons obtenu de nouveaux résultats de séapititique dans un intervalle de temps
fini d’'un systeme fractionnaire a retard sur I'ataperturbé.

Des simulations numeériques ont été effectuéeséfinstrer les développements théoriques présentés
dans notre mémoire.

Mots clés: systemes d’ordre fractionnaire, modes glissaystemes a retard, stabilité.

Abstract:

A fractional order system is represented by dynahmwdels with non-integer differentiation
and integration operators. Numerous realized watksse last years, have developed analysis and
synthesis methods of fractional order systems.v@uk consists in contributing to extend the fiefd o
application of fractional control to fractional-@dsystems and this, by using the concepts of non-
integer order integro-differential operators. Werdhaxtended the control theory by sliding-modes to
fractional-order systems with and without delayar €ontribution includes these propositions.

- A fractional switching surface based on the Rierdaiomville integral. This surface
enables us to synthesize sliding-mode control llwshon-delay fractional models and
with delay on state.

- A fractional state predictor based on Mittag-Lafefunction. This predictor is used to
compensate the effect on the delay present at eh&at input of a fractional-order
system. The control law in sliding mode is detemdin

- We have obtained new results on practical stabilitya finite time-interval for a
fractional-order system with delay on state antudied.

Numerical simulations have been performed in ortterillustrate the theoretical developments
presented in our thesis.

Key words: Fractional-order systems, sliding-modes, Delasteys, stability.



