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Introduction générale

Le but de ce mémoire est d’établir une formule asymptotique pour la quantité des
nombres de Gauss. Il s’agit d’utiliser des utiles d’analyse complexe (fonctions holomorphes,
théoreme de Cauchy, théoreme de Résidu ... ), et d’arithmétique (la fonction zéta de Rie-
mann, caractere modulo 4, les nombres de Gauss, ... ).

Les nombres premiers sont les nombres entiers strictement surérieur a qui ne sont divisibles
que par lui-méme et par 1.
x

Le théoréme des nombres premiers c’est-a-dire, le fait que n(z) ~ £ (z — o0) ou

Inx
m(x) = Z 1, a été conjecturé dans la marge d’une table de logarithmes par Gauss en

n<x

1792 ou 1793, puit démontré indépendament par Hadamard (1865 — 1963) et La Vallée
Poussin (1866 — 1962) en 1896 a I’aide de méthode d’analyse complexe et en particulier la

fonction zéta de Riemann
o

1

vl
n=1
L’outil essentiel de la démostration d’Hadamard est la fonction ¢. Riemann (1826 —1866)
a montré que la série définie sur le domaine s = o + it pour o > 1 et qu’il était possible de
prolonger cette fonction sur tout le plan C, a I'exception d'un pdle simple en s = 1.

La formule d’Euler (1707 — 1783) relie cette somme infinie & un produit infini

peEP

appelé "produit eulérien”. La fonction ( est trés importante en arithmétique puisqu’elle
intervient dans la formule d’Euler, elle fait donc un lien entre les entiers naturels et les
nombres premiers. C’est aussi les séries de Dirichlet on introduites par Dirichlet en 1937,

la plus simple puisqu’elle est associée a la fonction constante 1.

f(s) = Z a,n=°.
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A cause de la relation entre la fonction et la fonction 7, I'hypotheése de Riemann (1858)
a une importance considerable en théorie des nombres. L’ingrédient fondamamental est la
non existence des zéros de la fonction ¢ sur la droit Re(s) = 1, ou la convergence du pro-
duit eulérien cesse, ce qui ne permet pas de conclure quoi que soit de la non annulation de
chacun de ces facteurs. De fait, le théoreme des nombres premiers est équivalent a la non
annulation de la fonction ¢ sur la droit Re(s) = 1.
En 1801, Carle Friedrich Gauss développe des arithmétique sur d’autres anneaux que celui
des entiers relatifs. Elle rend opérationnel le théoreme de décomposition en facteurs pre-
miers. Un entier de Gauss est un nombre complexe dont les parties réelles et imaginaires
sont entieres. Une notion utile pour I'analyse des entiers de Gauss est définie comme le
produit d’un nombres par son conjugué. C’est donc la somme de deux carrés de sa partie
réelles et imaginaires, elle est a valeur dans I’ensemble des entiers positifs.

Un des outils privilégies dans ce contexte est la formule de Perron, pour un ¢ finie

Blx) = i/g TG s, (1)

21 Jyo_iy S

Pour z € R.

La méthode classique d’éstimation du second membre de 1 consiste a prolonger f ana-
lytiquement et a déformer le contour d’intégration de facons a mettre en évidence une
contribution essentielle a 'intégrale provenant de la (ou des ) singularité(s) de f de plus
grande partie réelle lorsque par exemple, f est prolongeable en une fonction holomorphe,

on fait appel au théoreme des résidus.

Le mémoire est organisé comme suit:

Dans le premier chapitre, on a rappelé quelque définition et formule de base de ’analyse

complexe,.

Le second cahpitre, on s’interesse a la fonction zéta de Riemann et le prolongement
analytique de la fonction zéta de Riemann et le caractere modulo 4, ainsi le lien entre ses

fonctions et les nombres premiers (produit eulerien).

Le troisieme chapitre, est consacré a établir la formule asymptotique pour la quantité

des nombres de Gauss inférieurs ou égaux a x, pour x assez grand.



Chapitre 1

Le plan complexe et holomorphie

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous supposons connus les maniement algébriques des
nombres complexes considerés comme des expressions de type x +1y, x,y € R, avec 7 est un
symbole tel que i = —1. Nous donnons néamoins une définition formmelle qui identifie C
avec R?. Ainsi, la notion de continuité et les fonctions holomorphes , qui sont des fonctions
dérivables au sens complexe, que nous allons exprimer ici en disant que les finctions ana-
lytiques sont holomorphes Nous définissons les résidus démontrons le théoreme qui porte

leur nom et en donnons quelque applications au calcul d’intégrales.

1.2 Rappel sur les nombres complexes C

— soit z € C, alors il existe un unique point (z,y) € R? tel que z = z + iy, avec
x = Re(z), y = Im(2).
x s’apelle la partie reelle de z et y la partie imaginaire de z.

— L’élément Z = x — iy s’appelle le conjugué complexe de z.

On définit le module de z comme: | z |= (22)2 = /22 + 42

— On définit une distance sur le plan complexe par: V(21,20) € C?, d(z1,22) =| 21 — 22 |.

On appelle disque ouvert de centre z; et de rayon r > 0, 'ensemble

D(z,r) ={2€C,|z— 2 |<r}.

On appelle voisinage de zy € C un sous-ensemble U C C contenant un disque ouvert

de centre z.
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— Le complémentaire d’'un ouvert est dit ferme, on definit le disque ferme de centre z
et de rayon r > 0 par: D(zo,r) = {2 € C, | 2 — 2z |[< 1}.
i0

— On peut aussi représenter z en coordonnées polaires en posant z = re'’, avec r =| z |,

et e = cosf + isinb.

1.3 Fonctions a variables complexes

Définition 1.1. On appelle fonction complexe a une variable complexe, une application
de C dans C

f:C—C
z— f(2)

Exemple 1.1. f(z) = 2% + 2.

Remarque 1.1. Posons z = z + iy et f(z) = P(x,y) + iQ(z,y) ou Re(f(2)) = P(z,y) et

Im(f(z)) = Q(x,y) on est ramené & une application ¢ de R? dans R? et ceci en posant
p(ry) = (P(ry),Qr.y)).

1.3.1 Limite d’une fonction complexe

Soit f une fonction complexe a une variable complexe, on dit que f admet une limite [
en zp = To+Yo si et seulement si Ve >0,3n > 0tel que | z— 2z |<n = f(2)— f(20) |[<,
on note lim f(z) = 1.

zZ—20

Comme dans les cas de variables réelles on peut prouver que cette limite est unique.

Propriété 1.1. Si lim f(z) = w; et lim g(z) = wy, alors
zZ—20

z—20

L lim (f + g)(2) = w1 + wy

z—20

2. lim (fg)(2) = wiws

z—20

3. lim A\f(z) = Awy, A\ = constante

zZ—20

4. 1im£(z):ﬂ,sig7é06tw27é0
Ws

z—z0

1.3.2 Derivabilité

La dérivabilité par rapport a une variable complexe est formellement identique a la

dérivation par rapport a une variable réel.
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Soit 2 C C un ouvert, et soit f : 0 — C, on dit que f dérivable en z5 € €2 si
i L+ 20) = f(20)

h—0 h
point zg.

existe, et on note cette limite f’(z9) qu’on appelle dérivée de f au

On peut aussi écrire
. f(z) = f(=0)
20) = lim ot — <0
flzo) = ===

Exemple 1.2. Considérons la fonction f définie et continue sur C telle que

flz) =22
zo € Q) si
2 .2
lim f(h+z) — f(20) — Im (20 +h)* — 25
h—0 h h—0 h
_ lim 22+ 220h + h? — 22
h—0 h
. QZOh + h2
= lim ——
h—0 h

= lim2z + h
h—0

= 220.
Donc f est dérivable sur C et f'(zy) = 2z.

Propriétés élémentaires

Soient A € C, f, g : C — C dérivables on a:
(Af)'(2) = Af'(2)
f+9)(2)=f(2)+d(2)

fa)(z) = ()(Z)+g()f()

%)( )_ Z)g(Z)— ')f ,g#O
fog)=(f og)(g)

L S N R

-
-
-
-

1.3.3 Continuité

Les propriétés des fonctions continues de C vers C sont analogues a celles des fonctions

continues de R vers R.
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On dit que f est continue au point zy dans un domaine D C C si et seulement si pour tout
e>0,30 >0 tel que
| 2=z [< =] f(z) = f(20) <€

Ou tout simplement f est continue en zg si et seulement si

lim £(=) = £(20).

z—20

Propriété 1.2. Si les fonctions f(z) et g(z) sont continues au point zy, alors les fonction

suivantes sont continues:
1. f+g
2. fg
3. A\f, A = constante
4. 5, g # 0en zy
5. Tout polynomes
6

. Toute fonction rationnelle avec un dénomirateur # 0 en z

1.3.4 Condition de Cauchy-Riemann

Proposition. Soit f(x +iy) = P(x,y) + iQ(z,y) une fonction définie et continue sur un
voisinage de zg = To + 1Yo-
Si f est dérivable en zy, alors P et () admettent des dérivées partielles premiers par rapport
a chacune de leurs variable et on a

oP 0Q oP Q)

o = 8_3/ et a_y = o

1.4 Fonctions analytiques

Définition 1.2. On dit qu’une fonction définie sur un ouvert U de C est analytique dans

C si est développable en série entiere en tout point de U.

Exemple 1.3. f(z) =1 est analytique sur C\{0} car pour zo # 0, Z = z — zy on a pour
| Z <1

20
1 1 (—1)"

= = = —Z—Zn
Z+z z2(Z+1) 4 zg“( 0)

f(2)
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avec un rayon de convergence p =| z | .

Remarque 1.2. Si f est analytique sur U, sa dérivée [’ est aussi analytique sur U.

En effet, a I'intérieur de D on a

f(2) =) an(z =)

n=0

alors également a l'intérieur de D on a:

f'(z) = Z nay(z — 2)" .

Définition 1.3. (Connexité)

— On dit qu’un ouvert U C C connexe si deux points quelconque de U peuvent étre

joints par un chemin dans U.

— On dit usuellement qu’une partie U de C est connexe s’il n’est pas possible de I’écrire

comme réunion disjoint de deux ouverts non vides de C.

1.4.1 Les zéros d’une fonction analytique

Définition 1.4. Si z5 € C, et si f est une fonction analytique définie sur un voisinage de
20-
— On dit que 2y est un zéro de f si et seulement si f(zg) = 0.
— On dit que zy est un zéro simple de f si f(z9) = 0 et si f%(zq) # 0.
Sinon on dit que zy est un zéro multiple.
— Si f n’est pas identiquement nulle au voisinage de zy, alors il existe un plus petit

entier k tel que
F®(z) #0,

I’entier k est appelé 'ordre de multiplicite de 2.

Théoréme 1.1. (Principe des zéros isolés) Soit D un ouvert connexe de C, et
f D — C une fonction analytique sur D.

St f n’est pas identiquement nulle sur D les zéros de f sont isolés.
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Preuve. En utilisant la formule de Taylor:

< ) (4,
f =Y )y

n

Or, f™(z) =0, ¥Vn=01,...,(k—1).
> f) >, f(n)
f(z) = % ARG n(!Zo) (z—20)" = (z — 2)* ; RG] n(!zo) (z— 2)"F

f(2) = (z — 20)*g(2)

ou
(k

00 )ZO N
o) =3 L 20

n=0

avec L2z #+0

n!

g est continue.

Donc il existe un voisinage de zy sur lequel g # 0 sur U, on a:

f(2) = (2 = 20)"g(2) # 0V 2 # z0.

D’ou zy est isolé (zy est le seul zéro de f sur U).

Théoreme 1.2. Soit D un ouvert connexe de C, zg € D et f, g deux fonctions analytiques

définies sur D. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
1. VneN, f0 =g,
2. f et g coincident sur un voisinage de 2.

3. f et g coincident sur D.

1.4.2 Prolongement analytique

Proposition. Soit U un domaine de C, f et g deux fonctions analytiques sur U, si f et
g coincident sur une partie £ C C et Si  admet un point d’accumulation dans U, alors
f=g9g dansU.

En particulier si f et g coincident au voisinage d’un point zog € U alors f = g surU. Si

un tel prolongement existe, il est unique.
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1.5 Fonctions holomorphes

Définition 1.5. Soit U un ouvert de C, 25 € U, f: U — C une fonction,
— On dit que f est holomorphe au point zg, si f est dérivable au point z.

— On dit que f est holomorphe sur U si elle est dérivable en tout point de U.

Exemple 1.4. La fonction f : z — 2> est holomorphe sur C.

En effet, soit zo € C, on a

— 2 _ 2 _
lim M = lim =0 = Iim (2 = 2)(= + 20) = lim (2 — zp) = 22.
220 Z— 2y z—=20 Z — 2 z2—20 Z— 2 z2—20

1.5.1 Intégration des fonctions holomorphes

Définition 1.6. (Simplement connexe)
Un ouvert U est dit simplement connexe si son bord est un ensemble connexe.

Autrement dit, s’il est connexe et qu’il n’a pas de trous.

Théoreme de Cauchy

Soient un domaine 2 C C simplement connexe, f analytique sur €2 et 7 un contour

quelconque contenu dans U C C.
Alors,

/7 F(2)dz = 0.

Formule intégrale de Cauchy

Proposition. Soit f holomorphe sur un domaine 2 C C simplement connexe et z € €2,
alors on a pour tout contour v de €2 orionté positivement et entoutant z
1 2!
o)== [ LD
2mi ), 2 =z

Preuve. f est holomorphe, donc continue sur €2 on a alors,

Ve>0,30>0telque |2 —2|<d=|f(2)— f(2)|<e

Considerons le cercle v' de centre z et de rayon §

Sl
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On a alors,

| [1D=10,

z

< 27r(5§ = 27e.

En faisant tendre € vers 0, on trouve:

Md,g’://%dz’:f(z)/l L = f(2)2mi

ﬂ/z’—z 2 —z

= f(z) = 1 Malz’.

271 'y’ z—z

1.5.2 Série de Taylor d’une fonction holomorphe

Proposition. Soit f holomorphe sur le disque ouvert D(zo,r) avec v > 0,V z € D(z,r)

on a.

F(z) =) Culz —20)"

1 f(Z) ,
Cn = o /w (' — Z>n+1dz '

v est un contour dans D(zy,r) orionté positivement entourant z.

avec

Ce développement qui est unique est appelé développement de Taylor de f autour de zg.

Proposition. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine €2, soit zo € €2, pour tout
2" appartenant au plus grand disque de centre zy contenu dans €.

La série de Taylor:
o0
F) =) Culz' = 20)"
n=0
est convergente et pour somme f(2').
Remarque 1.3. On vient de montrer que toute fonction holomorphe dans un domaine (2

est analytique sur ce domaine, comme on a déja vu que toute fonction analytique est holo-

morphe on a danc équivalence entre les fonctions analytique et les fonctions holomorphes.
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1.5.3 Série de Laurent et résidu

Définition 1.7. On définit la couronne ouvert de centre zy et de rayon Ry, Ry par:
C(Zo,Rl,R2> = {Z € C, 0< Ry <’ Z— 2 ‘< RQ}

Si Ry =0, on note C(z0,0,R2) = D(29,R2) qu’on apelle disque points.

Proposition. Soit f holomorphe (analytique) sur C(z,Ry,Ry) alors, ¥ z € C(29,R1,R2) on

= Z Cu(z — 20)",
n=0

_ b LZ -
Co= 5= ot e R\{-1}

= g [ 1

v est un contour quelconque orionté positivement inclus dans la couronne et entourant 2.

a

avec

Définition 1.8. Soit z un point au voisinage de quel f n’est pas analytique, on dit que 2z

est un point singulier de f.

— Soit zy un point singulier de f s’il existe un disque ouvert pointé de centre zy et de
rayon r > 0, dont laquel f est analytique alors, on dit que zy est un point singulier

isolé.

Exemple 1.5. 1. f:z+— —5, le point 2 est un point singulier isolé.

2. fizr— Sin%, zo =0 est un pomt singulier non isolé.
r4

Dans une suite, on suppose les points sont isolés, f admet un point singulier 2 et que

I’on considere la série de Laurent associée autour z de zy on les notent by = C_q, a,, = C,

= + an zZ — Z
MR )
Définition 1.9. 1. Si toutes les b, sont nulles, la fonction analytique dans D(zy,r) et

on dit que z est un singularité apparente.
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2. Si les (b,) sont tous nulles i.e. 8'il existe un b, non nul tel que b, = 0 pour tous
n > m, alors 2y est un pole d’ordre m et

bn bn— bm b b
L .. +... 2 1

(z—2)"  (z—z)" ' + (z—z9)™ (z — 20)? * z— zo

f(z) =

— Sin =1, on dit qu'on a un pole simple.

— S’il existe une infinite de b, non nulles les singularités sont dites essentielles.

Définition 1.10. Soit 2y un point singulier isolé du f.

Soit D(zp,r) un disque point ne contait pas des singuliers de f V z € D(z,r),

o0 o
E —i—g an(z — 29)™
Z—ZO
n=0

m=0

Les coefficients by est appelée résidus de f en z et notée par Res(f,zp) on a donc

Res(f.z0) = 5 / f(2)dz

contenu oriont positivement inclus dans D(z,r) et entourant zo.

Exemple 1.6.
z+1
)= ——————;
1) (z—1)(z+1)
f est holomorphe sur C — {1, — 1}.
Les singularités de f sont: zg =1, z1 = —1 ce sont des poles simples.

— Développoment de Laurent au voisinage de zy = 1

1 z+4:1 1

f(z):,z—lz—i-l :z—1g<z>;

avec g(z) = +1’ g est holomorphe au voisinage de 2.

On peut écrire son développement de Taylor:

o2) = o)+ L0 -1y L0 gy 0Dy
9(1):1?
J(2) = z4+1—(z41) _ 1

(z+1)? (z+1)?
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(—i)““n!(l — 1)
(z+ 1)+t

(—1)™nl(1 — i)
2n+1

9" (2) =

= g™ (1) =

(—1)™nl(1 — i)

(Z + 1)n+1

(—=1)™'nl(1 — i)

(z—1)"+...

(2_1)2+. .

(z+ 1)ntt

(—=1)™nl(1 — i)

(z—1)"+...

.(z—l)—i—----I—

11
by = Res(f,1) = —21-2.

2n+1 (Z

_ 1>TL71

Remarque 1.4. Si z est une singularité apparante de f, alors Res(f,z9) =0

1.5.4 Calcul pratique des résidus

Si zg est un pole simple f(z) = ZEZOg(z)

ou g(z) = ag + a1(z — zp) est une fonction analytique au voisinage de z

on a donc lim (z — zp) f(2) = b;.
2—20
D’ou,

Res(f,z0) = lim (z — z0) f(2).

z2—20
Exemple 1.7. On prend l’exemple précédent f(z) = mi)ﬁ
On calcul le résidu au voisinage de zg = 1

141

Res(f,1) = IILI}(Z —1)f(2) = Res(f,1) = hir%(z —1)——F— =1lim

(z4+1)(z—1)

T+i 1+4i
=1 (z+1) 2
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Théoréme des résidus

Soit €2 un domaine simplement connexe de C et soit z1,29,...,2, un nombre fini des
points de € isolés et distincts.
Soit de plus f analytique dans Q\{z1,29,...,2,}
Prend + un contour contenu dans €2 et entourant les z;,7 = {1,2,... ,n} sont les rencontrer

et orionté positivement alors,
n
/f(z)dz =2mi Z Res(f,zr).
v k=1

1.5.5 Application des résidus au calcul d’intégrale

Le théoreme des résidus a de nombreuses applications au calcul d’intégrale. Le plus

simple est de donner quelques famille d’exemples.

Exemple 1.8. Calculer f7 mdz

ou v est le cercle de centre 0 et de rayon 1
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Re(z)

AW
NIVA

Fi1G. 1.1 — Le contour v de centre 0 et de rayon 1.
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Les singularités de f(z) = m sont: zg =0 et z; = —6i

Les singularites O et —6i sont des poles simples, a l'intérieur de v il n’y a que le pole zy = 0.

/f(z)dz = 2miRes(f,0)

_ . 1 : 1 1
Res(f,0) = ilj]%(z —0)f(2) = ll_l,%zz(z_,_ﬁi) - ll—r%zjt&' T 6i
T
Finalement dz=2im— =
inaiement, /722—1—62',2 : m62 3
+0o0 d

1

5, Considerons pour cela la fonction f(z) = =

Exemple 1.9. Calcule de I = / -
1+

sur C — {—i,i}. -
Soit y(R) = 71(2) +72(R) avec

(R) it — (2t — 1)R;

Y(R) : t — Re™ t €[0,1],R > 0.
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Im(z)

B3 o 1 E

Fi1G. 1.2 — Lintégrale de I sur vy, et 7.
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Les singularites de f sont zg = —i et z; =1, ce sont des poles simples.
A lintérieur de v il n’y a que le pole z; = 1.
Done /f(z)dz = 2imRes(f i),

Y

Res(fyi) = lziil%(z —i)f(z) = 1;3}(2 - Z)m - IZIE > —11—1 - %

1
dz = 2im— = .
:>/Vf(z)z iy =T
R

1 1 1
Mais on a:/ 2dz:/ 2dav—l—/ 2dz
s 1+z , _pl+zx w1tz

On montre que
1 /72 14 22

Ona:|1+2*|>R*—1

|/ dz < dz </ 1 J 1 /d TR
_— _— —_— T = — z =
1 +22 7 L1422 7 ), RP—1 R* =1/, R?2—1

) dz . TR
Donc lim < lim
R0 ), 1422 R—0 R?2 —1

1
d’ou / ;dz = 0.
72 1 +z
Finalement,

dz —— R—00 0

— 0

1 L |
/ de:/ 2d£EI7T.
,yl‘i_z _R1+$



Chapitre 2

Fonction ( et le caractere modulo 4

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons costruire les fonctions ¢ et x4 définis sur le demi-plan

Re(s) > 1, qui seront prolongés par la suite au demi-plan Re(s) > 0.

2.2 La fonction zéta de Riemann

o0
1
D’aprés le critere de weierstrass, la série de fonctions E — a variable dans C converge
n=1 n
uniformement sur le demi-plan Re(s) > 1 vers une fonction qu’on note (.
o
En effet, Soit o¢g > 1 un réel strictement supérieur a 1 alors la série numérique —,
neo
n=1
donc le terme général est positif et convergente, et on a pour tout s = o + it, avec

1
o > o, !EIS—-

noo
oo
Le terme général de la série de fonctions g — ¢étant une fonction holomorphe.
n
n=1

Donc la fonction ¢, vers laquelle la dite série converge uniformement, est aussi holomorphe

sur le demi-plan Re(s) > 1.

Définition 2.1. La fonction ( construite ci-dessous s’appelle fonction zéta de Riemann

((s) = Z %; Re(s) =0 > 1. (2.1)

21
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2.2.1 Prolongement analytique de ( au demi-plan Re(s) > 0

Lemme 2.1. (Formule d’Abel) Soit (a,) une suite de nombres complexes, pour x > 1

on pose A(x) = Z .

n<x
Soit g une fonction définie sur R a valeure dans C, dérivable sur |0, + oo[. On a alors la

formule suivante:

> angn) = Ale)glo) ~ [ Al0g (0.

Preuve. On a A(0) =0 et a, = A(n) — A(n — 1)
Pour tout réel x on pose B(x) = Z ang(n)

n<x
Donc st z=N on a

B(N) = 3 aug(n)

_ gmmgm) - néAm ~ 1)g(n)

_ émmg(n) - N Amygn+1)

— ANV + N Aln)gln) - NZ Amgln+1)
—AN)g(N) - NZ Am) gl + 1) — g(m)

— AN)(N) - NZ aw [ o

— A - [ Aty (1)

Vienn+1[ A(t) = An).

Soit maintenant x un réel, on pose alors N = [x], ou [x] désigne la partie entiére de x soit

le plus grand entier inférieur ou egal a x.
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Il est clair que A(z) = A(N) et B(z) = B(N) donc,

On a A(t) = A(N) pour tout t de l'intervalle [N,z| donc,

/x Alt)g (t)dt = /m A(N)g'(t)dt

_ fuN)[:gxwﬁ
— AW (g<x> 9N

D’ou
B(z) = A(N)Q(N)—/lx A(t)g'(t)dt + A(x)g(z) — A(N)g(N)

~ Aw)glo) - [ Ao

Remarque 2.1. Si lim A(z)g(z) = 0 alors

S tng(n) /WA@mxnﬁ.

Théoreme 2.1. La fonction C se prolonge en une fonction holomorphe sur le demi-plan

Re(s) > 0, avec un unique pole d’ordre 1, en s = 1.

Preuve. On pose a, =1 pour tout n € N

g(t)=(t+ N)™* ou N € N.

Alors A(x) = [x] et pour o > 1 on a llr_{l A(z)g(x) =0

on a donc

—_— t((t+ N)~*)dt
e ((t+N))

n=1

)t + N)~*tdt.

[T
s [
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Donc

3 %:s/w[t](tJrN)_s‘ldt

n=N+1
Or[t] =0 pour 0 <t <1 et onposeu=1t+ N donc

o0 1 00
y oL 3/ #(t+ N) =Lt
ns 0
n=N+1

= s/ [u — Nu*du

— S/Zoo (U_N)U;‘I{U—N}du

Ou {u— N} désigne la partie décimale de w — N avec {u — N} = (u— N) — [u — N]| donc

S/“(U—N)—{U—N}du _ S/O"(u—N)—{u}du

N ustl ust
Nl—s e8]
= — —s/ {u—}du
s—1 N uerl
Donc
_y L e R 2.2
Q(s)—nz:%%—s_l—s]v U (2.2)
En particulier si N =1 on aura
1 = {u}
C(S) = 1+:—S ) Wdu

Comme

n+1 {u}
/n e du

o0 n+1 n+1
. {u} s u :
Donc la série E cdu et linégalité - converge si o > 0.
n ust uet

n=1 n

o . o n+1 {U,}
On en déduit que la fonction s — E =
uS
n=1v"

Ainsi 2.2 donne un prolongement analytique de ¢ en {s: Re(s) > 0}\{1}, avec

du est holomorphe sur Re(s) > 0.

Res(¢,1) =1 car lzq(s —1)¢(s) = 1.
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2.2.2 Produit d’Euler de ((s)

Théoréme 2.2. Pour Re(s) > 1, on a

¢s) =TI - pi> (2.3)

peEP

OupeP ={235/7,...} est l'ensemble des nombres premiers (entiers positifs).

Preuve. On a
1 1 1 1.
1+_S+E+"'+ —+ :(1——5)
p p p p
1 1 1
[Ta-=)"'=J]a+=+—5+-1)
p<X p p<X p p

Chaque facteurs s’écrivent comme suit:

1 1
(1__5)71 = 11
p p
1 1 1
= 1+—8+§+E+
p p p
= > (@)
n=0

En multippliant ces séries absolument convergentes pour un entier N > 2,

[To-ro' = 3 43

peP n<X n>X
1
= Z — + R(s,X).
ns
n<X
O .
R(S,X) = —S
n>X
on a
L S D
’ _n>X‘nU‘ n>XnU 0_1
Comme
)}im X7 =0 (caro>1)
donc
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1.€.
lim ‘R(S,X)‘ = 0.
X—o0
D’ou
1., 1
[I0- "= =d).
pEP n=1

2.3 Cractére modulo 4

Définition 2.2. On définit la fonction y4 de N dans C comme suit:

0  sipged(4,n) > 1
xa(n)=¢ 1 sin=4k+1(n=1[4])
—1 sin=4k+3 (n=3[4])

La fonction x4 définie ci-dessus s’appelle caractere modulo 4

Proposition. La fonction x4 est multiplicative V n, m € N on a

xa(nm) = xa(n)xa(m).

Preuve. 1. Sin oum n’est pas premier avec 4, alors nm ne [’est pas aussi, donc
Xa(n)xa(m) =0

Xa(nm) = 0.

2. e n=4k;+1 etm=4ky+ 1 alors nm =4K +1
Donc x4(nm) =1 et x4(n) = xa(m) =1
D’ou
Xa(nm) = xa(n)xa(m).
o n =4k  + 3 etm = 4ky + 3 alors

nm = 16kiky + 12k + 12k + 9
= 16k1ko + 12(k; + ko) +2 x4+ 1
= 4K +1
Donc x4(nm) =1 et xa(n)xa(m) = (=1)(=1) =1
D’ou
xa(nm) = xa(n)xa(m).
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o n =4k + 3 et m = 4ky + 1 alors

= 4K +3
Done xa(nm) = —1 et xa(n)xa(m) = 1(~1) = —1
D’ou
Xa(nm) = xa(n)xa(m).
La série Z M converge uniformement sur le demi-plan Re(s) > 1, vers une fonction
/’rLS
n=1

holomorphe (iu’on note L(s,x4)-

Le terme général 1) e 1a dite série étant analytique, donc de méme pour la fonction

L(37X4)‘
On démontrede méme maniere que la fonction L(s,x4(n)) admet un prolongement analy-

tique au demi-plan Re(s) > 1.

2.3.1 Produit eulérien de Yy,

xa(n)

[e.e]
Le résulta suivant montre que la série E associée a la fonction xy admet une

n=1
représentation qui fait intervenir un produit porte uniquement sur les nombres premiers.

Proposition. Dons le domaine Re(s) > 1, on a

Lo = [T (1 B X4(P))_1'

S
peEP p

Preuve. Soit X > 1 et posons

Par conséquent,
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Puisque x4 est multiplicative.

On a
<>

n>X

x4(n)

’R(S»@)

n>X

Or, lim X' 7 =0.
X—o0

Donc

1 > d
<Y</ -

1

c—1

l1—0o



Chapitre 3

La formule asymptotique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons établir une formule asymptotique pour la quantité des

nombres de Gauss < x quand z assez grand. Pour cela en utilisant la formule de Perron.

3.2 Les nombres de Gauss

Définition 3.1. Un entier naturel est appelé nombre de Gauss s’il est somme de deux

carrés d’entiers.
Exemple 3.1. 1. 5 =124 22: est un nombre de Gauss;
2. 7: n'est pas un nombre de Gauss.

Gauss, en étudiant 'anneau des entiers (Z[i], 4 ,.) a démontré qu’'un entier naturel
n est somme de deux carrés d’entiers si et seulement si pour tout premier p congru a 3

modulo 4 et tout entier naturel «
pnet p*in=a=0[2

C’est-a-dire n est de Gauss < la décomposition canonique de n ne contient pas un facteur

p%, avec p = 4k + 3 et a = 12].

29
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3.2.1 Analogue de la formule d’Euler

On pose

b(n) = 1 sin est un nombre de Gauss < z
1 0 sinon

o0
b(n
La série de fonctions Z (—s converge uniformement sur le demi-plan Re(s) > 1, vers une
n
n=1
fonction holomorphe qu’on note G(s).

Proposition. b est multiplicative i.e. (n,m) =1 alors b(nm) = b(n)b(m).

Preuve. b est multiplicative

)

n=p"...p m:q*fl...qu

(nym) =1= Vij, (00q)) =1

Done sib(n) =1 et b(m) =1 alors

nm = pit.ptt g
est la décomposition canonique de nm qui ne contient pas un facteur p* tel que p = 3[4]
et k=1[2] (p=q; oup;).
Donc b(nm) =1
D’ot
b(nm) = b(n)b(m).

Sib(n) =0 et b(m) =0 alors

Ip, pi = 3[4] et a; = 1]2]

ou
3 qu, q; = 3[4] et 5; = 1]2]

Done nm = p ... pitg* .. qPr contient un tel facteurs, donc b(nm) = 0

Dot

b(nm) = b(n)b(m).
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Proposition.

Preuve. On a

e (I1+5+g+...)=(1—5)" (somme d’une suite géométrique de raison

o (1+ ]% + 1% +...)= (1= L)t (somme d’une suite géométrique de raison 1%)"

p

quand Re(s) > 1.

28 /7

o I+ +om+...) =1~ 5)"" (somme dune suite géométrique de raison ).

P pZS

Donc

(1_%)1 Ma-S  [[a-—)" = (1+%+%+...) I1 ¢

P p23

p=1[4]

p=sl P

9s 223

o+ b(p®) N b(p*)

2s 4s
p=314) b

= H(1+@+@+...

2s
peEP p p
b
= Z bln) + R(s,X).
nS
n<X
b 1
Avec | R(s,X) |< Z | 7(17:)| < — 1Xl—a
n>X
D o,
1. 1. _ 1
G(s) = ( —g) ! H 1-—=)" H (1—p,28) !
p=1[4] p=3[4]
Proposition.
1
G(s) = D(s)
s—1

O(s) est une fonction holomorphe.

1 1
H(l—FTs‘i‘]E—F...

p=3[4] p=1[4]

)

p=1[4]

+ ..

)

)

p

= (1+@+b<—22)+...) H(1+@

S

+

b(*)

p23

+ ...

)
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Preuve.

G(s) =

D’autre part,

Donc

G(s) =

7 R e R
1 _1 . i -1 . i -1 l -1
a-g o= T (- 5ras )
-5 M- M- 27 as
p=114] p=alg P s P
1 1
(1-—=)" (1+—)"
171613 p pLIH] b
(o) [L+ )
p=3[4]
1 1 1
1 -1 1 _ 1)1 1 -1
o) pgm( v p£[[41( .
1 Lyl 2 1y RSS!
Ll_l[w(l_];) pLIM(HPS) }( e pgvi](l pS)
Xa(p) | -1 Lo _ 1
Io- 5 a0 o=
- x4(n) Lo _i -1
Y- -5
Lisyxa)(1—27)" [ 1=p)"!
p=3[4]

= ¢(s) [T O+p ) "Lisxa) 1 =2 [ (0 =p)!

p=3[4] p=3[4]

= ((s)Llsxa)@ =27 [T @ =p7)7"

p=3[4]




Chapitre 2.La formule asymptotique 33

3.3 Laformule asymptotique pour la quantité des nombres
de Gauss <z

Définition 3.2. — Soit f une fonction a valeurs dans C et g(s) une fonction a valeures
dans R, on écrit f(s) = O(g(s)) sl existe au voisinage de s, une constante C' € R,

telle que
| f(s) |

g(s)

— On écrit f(s) = O(g(s)) quand | s | = 400 si 3C € R lel que

<C

<

Q

Exemple 3.2. 1. Pour N assez grand In N = O(N).

2. xsinx = O(x); x assez grand.
3. C(o+1T) = (lnT §>
Xa(o +iT) = O((lnT i)
Propriété 3.1. Soit f(s) une fonction a valeures dans R, on a
L-O(f) + O(f) = O(f);
(

2. O(f) = O(f) = O(f);
3. \O(f) = O(f), N e R.

Théoreme 3.1. Pour x un réel assez grand on a la formule asymtotique suivante

oo ==+ 0 5)

Ou B(x Zb (quantité des nombres de Gauss< x)

n<x
et ¢ une constante réelle positive.




Chapitre 2.La formule asymptotique 34

Pour la démonstration du théoreme se base sur le lemme suivant

Lemme 3.1. (Théoréme de Perron)

Soit a, une suite de nombres complexe.

On pose B(x) = Zan

fls)=) —. (3.1)

qui converge absolument pour o > 1.
On suppose que | a, |< A(n) avec A(n) > 0 une suite non décroissante et quand o — 17;

on a:

S lan |07 = 0((0 = 1)%),a> 0
n=1

Alors pour bp >b>1,T>1x=N + %, on a la formule suivante:

1T x® o rA(2x) log x
B(ZE)—Q—m/b_ZT f(S)?dS‘{‘O(—T(b_l)a) ‘|‘O(—T >

O la constante dans O ne dépend que de by.

Preuve. En premier heur, remarquons d’abord que:

- f(s)—ds = Tlog af

A b .
2im Jy_ir s O(m) si0<a<l1

1 [T s 1+0(=2) sia>0
¢ { (Thogar) (3.2)

En effet, soita >1 (0 < a < 1) prennons U > b, choisissons le contour I' (I'y) (figure3.1)
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I

IIT

Fia. 3.1 — représente le contour I et I'y.
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Alors par le théoreme de Chauchy on a:
b+iT as
ﬁ/ f(s)—ds=1(a>1)
T S
b+1T as
ﬁ/ f(s)—ds=0(a<1)
b—iT s
1.e.
b4iT o
o= f(s)—ds=14+R (a>1)
— S
e (33)
o= f(s)—ds =Ry (a < 1)
b—iT 8

Ou R et Ry sont réspectivement lintégrale sur les arrétes I, I1, I11.
Les intégrale sur I, et I11 sont égales en valeurs absolues.

Donc pour a > 1, on a:

1 /a sl < 1 / a o < a’
— | —ds| < — ——do ;
2| J; s T 2w J_y VT2 +02 T Tloga
S10<a<1 alors,
1 /a / a’
2im | J; s = 2 \/T2 + 0'2 Tlog a

En plus, sia>1

| “as

Si0 < a<1 alors,

1

20

2m / VU2 t2

1

20

/ a’ J ‘ - 1 / a it
n s | 2w J_p U2
Dans 3.2 quand U — oo, on aura 3.5.
Comme x = N + % alors = # 1, pour l'entier n naturel.

La série 3.1 converge absolument.

On intégre terme a térme, on obtient

1 b+iT s oo 1 b+iT iC
% . f(S)?dS:ZICLn(Q—/ E ) Zan+R

b—iT — iT n<w

=0(a"Y) — 0 quand U — +o0;

=0(a"Y) — 0 quand U — +o0;
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- x x
OuR=0 w | (5T log = |7
#R=0( 3 fan| (YT x|
On partage la somme dans O en deur sommes:

S 1 .
~ La premiere: entendue sur * < 5 ou = > 2; |log = |> log 2.

Selon les conditions de théoréme on a:
=0
; nb (b— 1)~

Donc la premiere somme est:
20
Ol =——— .
(72-17)

1
<T'AQ)2 D

F<n<2z

— La deuxieme somme:

> Gy

X
5<n<2z

-1

N +0.5

x
log — log
n

Dans cette derniere somme on met a part les termesn = N —1; N; N + 1, qui sont a

Uordre O(x) et pour le reste x des térmes on aura:

N—-1 N ) -1 2x -1
xg/ <log —5,05) dU+/ <IOgN—ll—]O5> dU = O(zlog x).
z N+1 :

Preuve. (Preuve du théoréme). On a

N8

2(s) = \/<s S 1)L X 27 [T a-p )
p=3[4]
La fonction ®(s) est continue sur un disque de centre 1, donc }SIE% O(s) = (1), dou il
existe M > 0 tel que | ®(s) |< M pour tout s appartenant au disque de centre 1 et de
rayon p assez petit

D’ou ® est bornée, par conséquent

[

G(o) = O((c —1)2)

Donc en appliquant le lemme précédent on aura

1o 8 zb(Inz)z rlnz
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Pourbzl—i—ﬁ on a

zP(Inz)z < 2z (Inz)z
T - T
< zamwe (Inz)2
- T
zemx "*(Inz)2
<
- T
< cx(Inz)z
- T

Comme (Inz)2 < Inz donc
z(lnz)z < erlnx

T - T
Par conséquent
1 [T s zlnz
B(x) = — G(s)—ds+ O
(@) =25 /MT (85 ds ( T >
A fin de calculer 'intégrale
1 T e
I =— G(s)—ds
21t Jy_ir S

8
On applique le théoréeme de Cauchy sur le contour C avec C' = Z Ci,
i=1



Chapitre 2.La formule asymptotique

39

Im(s)

T Ce
Ci
Cs
7 Cs
o e e Re(s)

Cs

Cs

Fi1G. 3.2 — Représentation de ['intégrale I sur le contour C.
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ou encore

sl Lo Lo Lo Lo Lo Lo e )

s

— Calcul de —<fc6 +ng) x4ds.

Lintégrale sur Cg et Cg nous donne la partie principale de la formule et un reste qui

sera majore par

)3'

N R L ErEy
2\ Jog  Jos s 210 Joy S

1 ° 4
= — G(a)x—da
T J14r o
1 1+ﬁ P o
- (J) x—dO’
T J1ey c—1o0
Avec . )
C 5
r=-——=;0=1———7; T = (Inx)2.
(Inzx)3 (Inz)3 (lnz)
Premaier changement de variable:
On pose 0 = o1+ 1 on a donc
1. do = do,
2.0=14+r=o0,=r
3. 1+ 1_ = 01 = Inz
On aura donc
1 [Te: O o 1 [mzd 1) glto
_ (U) x—dO' = — (Ul i ) fL' d0'1

T Jiyr Vo—1o T J, Voo 140
1 57 (o) + 1) a1+ ;
= — 01

T ), oo 140

Deuzieme changement de variable:

On pose o1 = 7% donc

1. d0'1 = me-Q

2.01=r=o0y=0lnr=rlnx
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3. Ulzﬁiggzl

On obtient donc

1Tﬁ@m+nﬂﬁd [0 P14+ 2) 2t doy

I o _

e r Val 1+01 ' i rinx \/% 1+1i—2mhll‘
x ! q)(l + 1(;_13) eg2 dO'Z

T Some 1% 1+ pilne
r 1 o1+ 2)Vinz

Inz

= — e”2d
T Jome VO2(1+22)Inz 72

T /1 @(1—{—1‘;—1) .
————¢
Wivlnl’ rlna \/0'2<1+\/072)

Inz

dO'Q.

A la fonction ® on applique le théoreme des accroissement fini sur l'intervalle
[1; 1+ 2], il existe alors § € [1;1 + 2] tel que

02 , 02 02
P1+—)=P(1) +D(¢§)— = P(1 —). 4
(142 =0(1) + #(0) 7 = (1) + O(2) (3.4)
On a aussi
02 {1 1
14+ -2 =
( +lnx) 1+ 2
-
B 1+ 32
“ing
— 1 nx
TTrz
Or,
—& oy
1—1—&2 T Inx
Donc
02 \_1 (o))
— —). 3.5
1+3.7) () (3.5)
De 3.4 et 3.5 on obtient
@(1-'-10—2) 09 09
— 12 = ([ O(1)+ O(—— 14+ 0(—
(1+22) ( (1) + (lnx) * <ln:v)
2
2 92
+o(2) +o ()
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Comme o9 < 1 on a donc

0'% g2 g2

<
(nz)2 = (Inz)? ~ Inz

Par conséquent

20 +§%) _ @(1)+O(ﬂ) +0

(1+22) Inx
_ T2
- e +0o(2)

Donc

T 1 O(1+ 02)

Inz

e?doy = )+ O
mvInx Jrimz \/_(]'—1—;21) ? Vlﬂ]f/lnx( (hll')>

e"2
——doy

mivinz Jrine 111117 V02

Regardons d’abord [intégrale:

dO’Q.

T / B(1) e’
mivinze Jrmg Vo2

De la relation de Challe on obtient

T (1) e?? T
mivVIinx Jrine NG mivVInx

rlnx eo2
dO’Q
mivVInx /

1 \/_
- %</0 2 ) Vinz

O(1) =z ”nx e?2

T \Inz Jo V02

dO’Q.

Majorons la dérniére intégrale:

/rlnas eo2 p
09.
0 V02
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rilnx eo2 rinz o2
do S/ o
rinz
e
< ——do
= S 2
= 2e(r1nx)%
1
= 2 2
e((lnx)Q)
1
= 2e—
Inx
Donc
(1 rlnz oo d(1 1
W _z_ oy < 2T o
T Inz Jo NG ™ Vlnz Inz
01
T (Inz):
D’o1 |
d(1) =« T g2 ( T )
— doy = O .
T \Inx Jo Vo2 2 (lnx)%
Regardons maintenant le deuxieme térme:
NTE / 07
— 03.
riving Jime Iz’ oo o
N / 02 oy < —2 / Mg
2" do 72 o
riving Jowme Iz’ o | T aving Jome zyo o
1
< M—"— | e /adoy
W(ln$)§ rinz
1
S v 3/ e‘”dag
W(ID[E)§ rinz
, T
< MM'——
m(lnx)?2
D’o1 .
x oy . €92 T
O(——)—=dos <O :
m'\/lnw/rlnz o) w7 = ((mx)é)
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Par conséquent

1 G

([ [ ) = L

2\ Jog  Jog S m
1
g

3

(/{@(1) - daz) Vil_x +O<<1n2>2) +O<
(/0 2 e;zd@) i +O<<1nfc>%)'

. . G(s S
— Estimation de L(fCQ —|—fc4 ) G8) s s,

21 s

Q‘

. . . G G . R .
Léstimation de == f G)psds et L f G&)esds s’obtient de la méme maniére
2n1 JCo s 2ni JCy s

1 1| r® T .
_/ G<S).’L'Sd8 - / G(U _’_-Z >xU+ZTdU
27 Jo, S 2m| Ji_s o +1iT

b .

< L[ |Gl tT) iy,

2 Ji_s| o+1iT
< L[ i Ea

— o+1 —do
- 27T 1-6 T

1 /b 2t me
< — G T
< 5| G+

" b

< e—— G ) | do.
< esz 1—5| (o +iT) | do

On a

G(s) = \/<<s>L<s,X4><1 —omt [ - p)

p=3[4]

au voisinage de 1 on a les éstimations suivantes:
| ¢(s) | By(nT)3

| L(s,X4) |< Bo(InT)3

Donc

G(S) = \/B1Bg(lnT)§\/| 1—92-s |—1 H (1 _p—2s)—1

p=3[4]

< BT)i[1-27 7| J[Ja-p™>) |7

p=3[4]
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| 1—92"5 |—1 — | 1 — 2—0’—iT |—1
— ‘ 1 — 270’27iT ’71
= |1—-2"cosT —isinT’)|™

OuT =TIn2

-1 -1

1—27%(cosT" —isinT")

= ‘1 —2%cosT' +1i2%sinT’

-1
V(1 —277cosT")2 + (27 sin T’)2)

1
\/1—22 ocosT" + 2720 cos2 T" 4 22 sin? T’)

(v

( o
= (\/1—22 7cosT’ + 2~ 20)

(

(

< (V1-2277+ (2—0)2) B
_ JT)

= (1-

B 1

= —5

< 2

D’autre part

_ Xy(n)
20\—1| __ 4 _
[Ta-p27 =2 =57 =¢"
p=3[4 n>1
Donc
G(s) < A(InT)3
et
T b Aex , [P
—_— G T |do < ——(InT)3 d
coor | 1G+iT) [dr < S5 >3/1_5 -
< KAex(lnT)%
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ou K = flb—6 do

On pose T = (Inx)2, donc
KAex 2
5T (InT)s

— Estimation de ﬁ fc3 @xsds.

1
_f/’EEQW% _
27 Jo, S

L’éstimation de l’intégrale

IN

1
2

1

27
1

2
1

2

o 1—=06+it

T | 1-96 |
| G(1 — 6 +it)

=T

0 1-96
| G(1 — 6 +it)

=T

T 1,1—5
| G(1 —§+it) |

0

T . .
/ G(l 5 + Zt) xl—édt

1'1_5

T
1— it) | —————dt.
A |G =b+it) | Tt

Au voisinage de 1 on a

| G(1 =6 +it) |< AInT)3.

—dt
Ay

S
Ay

—
| 1—6+it |
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Donc

T 1'176 2 1—6 T dt
_ 2 AT [ < g e1- -
/0|G(1 S+ it) | et < AT /|1—5—|—z't|

) dt
= A(lnT)3x
(In </ \1—5+n| / |1—5+zt|>

(VAN
N
—
=
=
w
8
-
&4
VR
N
H
|
C})
»—\
| &
\_/

% 1- 2
_ AWDITT  nT)ia T
1-0
= Z(nT)sz' 0 + A(InT)3z""
a

Sia>1ona A
Z(nT)iz' 0 + A(InT)32" " < 2A(InT)32'~
a

Si0<a<lona

é(lnT) 104 A(InT)3z" 5<2A(lnT)g
a

Donc
T 1-6 . 5
Gl—0+1it)| —————dt < A(InT)3x
| 1600+ | g < A
Ou A" = max(24,22).
Montrons que A/(InT)321~° < ; )3
Pour x assez grand on a:
, a 5lnln(lnz)?  3nzlz
lim — 4 = + = =
e=to0 (In(lnz)z)s 3 Inw 2 Inz
Pour x assez grand on a:
a 5Imin(lnz)?  3lnzlnz

9

+ = + =
(In(In x)%)% 3 Inz 2 lnx —

ou encore

————lnz+ §lnln(lnx)g + §hrllnac <lIlnz
(In(lnx)2)3 3 2

a

In 2 ) 3)3 —|—ln(ln(lnx)g) + ln(lnx)% <lhz

wlo
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In (a:“nﬂm)g )8 (ln(lnx)g)g(lnx)g> <lnz

2 (In( 1nm)?)32§ ( (]nx)g)%(lnx)% <z
zimimnH3 In(InT)3 < T
(Inx)2
Conclusion
T xl_(s T
/ Gl =0+ it)— |t < A—"
0 11—+t (Inx)?
D’ou

1 T . xlfﬁ T

De méme maniere on obtient:
1 0

211

1-6

—  |dt=
1 -0+t

L G@%ws:0< . ).

2mi Jo, S (In x)%

G(1— 6 +it)

Donc

— Estimation de — fC » z8ds.

1
RNy OIS
21 Jo, S 2m

On pose s = 1+ re'? alors ds = rie'?dd

/ @xsds‘
c; S

G 2w ) 14ret?
/ ﬂms ds :/ | G(1 +re) | |— | riel? | df
Cr S 0 | 1 + ’
On a v v
| G(1+ 7)) | ——m—om = —.
Vitre?d —1  /r
| xl—l—'reie — | xl+rcos€+risin0 ’
— | :ClJrrcose H xirsin@ ‘
— l,l—i—rcosO | eirsinelna} |
— xl—i—rcos@
S x1+7“
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| rie |=r.

| 14+7e” | = |14+ 7rcosf+irsinf |
\/(1 + 7 cos0)? + r2sin®
V1 —2rcosf +r?

> V1 —2r 42
= (1 —r)?
= 1-r.
Donc
2 ) 1+re19 ) 27 M
/ | G(1 4 re) | ’—9 | ric? | do < el )
0 | 1+ 7rel? | o Vr  1-r
- 27 M\/;l.1+rd8
0 1—r

Puisque % <1—1r<1 on obtient:

21
/ Myrzt™do = 2nM/raz't"
0
= 2rM+/rz"
< 2wM+/rze.

D’ou

L/ @xsds‘ < i27TM\/1_"Jl:e
Cr

271 s 2

= eM\rx

C’est-a-dire




(@) :27r</ /) d+0<—)

(L)

(/ o /) v
) Lol

B(z) - %(/ @(1)\‘;;2610)\/1_ <K
(o) = = [ 60 im0 )
a0
B(x) = %/Olq>(1)\e/%dg2\/§1_w+o<(lnz)g)
- wan_f()((lni)i)

one=1[" @(1)%(102.

7)



Conclusion générale

Cette formule montre que la suite des nombres de Gauss est plus dense que celle
des nombres premiers et comme cette dérniere, elle possede une densité nulle par rapport
a la suite naturelle. En outre, ’ensemble des nombres de Gauss est un monoide pour la
multiplication. Comme pour la suite des nombres premiers, on peut obtenir une formule

explicite, exprirée en terme des zéros de la fonction zéta de Riemann.

L’égalité

G(s) = \/<<s>L<s,X4><1 —ommt [T (1= p %)

p=3[4]
montre qu’il existe un lien étroit entre les nombres de Gauss et la fonction zéta de Riemann

ce qui pouait avancer ’exploration des z’ros de la fonction zéta de Riemann.
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Annexe

Nous présentons dans cette section des outils anlytiques pour les démonstrations des

résultats du charitre 3.

La décomposition en facteurs premiers

Le théoreme de décomposition premier qui suit est fondamental.

Théoreme 3.2. Tout entier n > 2 admet une décomposition en facteurs premiers qui est
unique a ['ordre des facteurs pres.

C’est-a-dire, tout entier naturel n > 2 s’écrit sous la forme:

_ . ni, ng n
n = py Po ...prr

O, p1,...,pn des nombres premiers distincts, et nq,...,n, € N,

Diviseurs d’un entier

Proposition. Soit n = pi'py*...p la décomposition en facteurs premiers de [’entier
n € N\{0,1}, on a

Div(n) = {Tppy? ... plr Vi € [1;n], mi<p, }-
L’entier n admet (ny +1)(na+1)...(n, + 1) diviseurs positifs.
Exemple 3.3. 1. 33 =3.11 et Div(33) = {¥1,3,11}.

2. Div(6%3) = Div(2333%) = {2*3}; 0 < k,l < 33}.

633 admet 342 diviseurs positifs.
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Plus grand commun diviseur (pgcd)
Proposition. Soient pq,....p, des nombres premiers distincts et aq,...,a,,by,... ,b.. Le

pgcd des entiers a = pi'py® ... per et b= p]'py?...pl est donné par

min(ay,b1) min(ar,by)

pgcd (a,b) = p; 1

Exemple 3.4. On écrit les factorisations a = 22.3.5.7, b = 2.32.7.13 sous la forme
a=223.5.7.13" b = 2.3%7.13 pour obtenir

pgcd (a,b) = 2.3.7

Les congruences sur 7
Soit n € N\{0}
Définition 3.3. Soient a,b € Z, on dit que a est congru a b modulo n si n divise b — a,

est noté a = b[n].

Propriété 3.2. 1. Réflexivité: V a € Z, a = b[n|.
2. Symétrique: YV a,b € Z, si a = b[n] alors b = a[n].

3. Transitivité: ¥ a,b,c € Z, si a = bln| et b = ¢[n] alors a = ¢[n].

Les deux propriétés suivantes nous disent que les congruence sont préservées par pas-
sage a la somme et au produit. C’est essentiel pour les calculs.
Proposition. V a,b,a’V/ € Z, si a = d'[n] et b = b'[n] alors

a+b=d +V[n]; ab=dVn]

Une dérniere observation:
Soit a = ng+r, 0 < r < n est la divition euclidienne de a par n. Puisque nla — r, par

définition de la congruence on a a = r[n]. A l'aide des propriétés (2) et (3), il est alors
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immédiat de voir que deux entiers a et b sont congrus modulo n si et seulement si ils ont

méme reste pour la division euclidienne par n.
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