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Introduction générale

Introduction générale

Dans toute discipline d’ingénieur, la maskiion tient une place prépondérante. La
compréhension et 'amélioration de tout fonctiomeat passent nécessairement par cette phase.
Avant d’élaborer un modele, on pose la questionasue : « un modeéle, pourquoi faire ».

En général, les réponses peuvent étre orientéesglaire directions, qui sont les objectifs
généraux d'un modele : concevoir, comprendre, pré&tacommander. Ensuite vient la phase
de construction du modéle, autrement dit, la gaesti« un modele, comment faire ? ». La

réponse a cette question est la suivante :

- Définir I'objectif de la modélisation (lié au cahiges charges).

- Définir les éléments du systeme (via la réalisatiome fonction, ou d’un processus).

- Définir les interactions entre ses éléments (hifia).

- Définir la dynamique du systéeme (entités qui cieotl entre les éléments,
comportement du systeme au cours du temps).

- Abstraction (choisir les éléments du systeme pamntspour I'étude).

- Formalisation, conceptualisation: modéle mathémati@algébre (max, +), chaine de
Markov), modéle logiciel (simulink), modele graphé (réseaux de Petri, band

graphe)[1].

Dans ce travail, notre choix s’est portélaumodélisation graphique, plus précisément la

modélisation par les réseaux de Petri, car on @étledisystemes a événements discrets (SED).

Mais avant d’aborder cette méthode de modélisatinrdoit d’abord définir les SED
et les différencier des systéemes continus. lesdguans comme la température et la vitesse
(par exemple) sont des variables continues du tenekes peuvent prendre n'importe quelle

valeur dan®R (R est I'ensemble des nombre réels)

Les équations différentielles sont alors un owtilcchse approprie pour la modélisation,
I'analyse et la commande des systémes physiques@stcontinu.

Il existe aussi des systemes pour lesquels :

- Les grandeurs auxquelles nous avons affaire seotedes telles que : le nombre de
produit dans un stock, le nombre de processustesit@c.etc.
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- L’évolution est conditionnée par I'occurrence d’Bgénents a certains instants tel
que : la fin d’exécution d’'une tache, le franchimsat d’'un seuil entrainer une action,

I'arrivée d’un produit ou d’un client, la défaillea d’'un dispositif...etc.

Ce sont des systemes a événements discrets (SEED§space d’état est un ensemble discret
et I'état change seulement a certains instantemps et de facon instantanée. A chacune des

transitions entre états on associe un événementa'définition informelle d’'un SED.

Il existe des SED a contrainte du temps de séjaurleo facteur temps est une
composante primordiale. Ce dernier n'affecte paseseent les performances du systeme,

mais aussi sa validité fonctionnelle.

Le procédé peut se trouver dans un état interdih sésultat nécessaire a sa bonne évolution
s’est produit trop t6t ou trop tard. On prend pegraple les procédés de l'industrie chimique
ou les réactifs utilisés apportent leur effet dane plage de temps donné, les systemes ou une

mesure devient obsolete voire incohérente apreslume donnée.

Pour établir un modele de spécification du cesesyss qui permettra d’extraire les
performances (temps de cycle, la fréquence delirssEment...) et les contraintes logiques et
temporelles, on utilise un modele spécifique deaéx de Petri se sont les RDPs temporels,
ou la contrainte de temps est représentée partenvatie [tnn, tnay. Ainsi cette intervalle est
associe aux places, on parle des RDPs p- tenspaa@t aux transitions on parle des alors
des RDPs t- temporels.

Pour la modélisation de notre systéme, on a chessgraphes d’événements p- temporels.
Ces derniers vont nous conduire a des modeledriséanplicites ou linéaires généralisés ou

descripteurs.

Pour I'étude des graphes d’événement p-temporetiéhseé par les systéemes implicites, le

travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre se porte sur les réseaux di étegénéral, ou on étudie en détail
les RDPs temporisés et temporels. Ce chapitre peunset d’aborder les méthodes d’analyse
des RDPs en utilisant soit les méthodes graphijeegraphe des marquages accessibles et

graphe des classes) soit la méthode algébriquedtiants et p- invariants).

Le deuxieme chapitre traite I'étude de la dynamidas graphes d’événements
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p-temporisés et p- temporels c’est-a-dire leur fionoement. On a ainsi présenté les
différentes méthodes pour la recherche du tempscyde ainsi que les dates de
franchissement des transitions des graphes d’éw&meroonsidéré. La premiere est basée sur

I'analyse des circuits et la seconde est baséla guogrammation linéaire.

Ensuite le troisieme chapitre s’intéresse essdéanieint aux systéemes linéaires
implicites et leur étude. Le but principal de capuitre est de commander en boucle fermée un
GDE p-temporel modélisé par des équations linéaingticites dans I'objectif est d’atteindre
un fonctionnement désiré tout en assurant I'excgtede solution, le respect des contraintes
imposées sur |'état et la commande et la convesgasgmptotique de la trajectoire vers un

comportement désiré

Enfin le quatrieme chapitre est un exemple d’appilicy, ou on contrble sous

contraintes un systeme de panification modélis&ip&kDP p-temporel.
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Introduction

Introduits par le mathématicien allemand Carl Ad2etri dans les années 1962 dans sa
thése intitulée « communication avec les automsgtdes réseaux de Petri sont un outil
mathématique trés général permettant de décrinelasons qui existent entre les conditions
et les événements et de modéliser le comportenensygstéemes dynamiques a événements
discrets de toute nature. lls possédent de narmbsepropriétés qui sont encor largement

étudiées.
Les réseaux de Petri présentent de caractéristigiggessantes :

- Premierement: ils permettent de modéliser et dealiser des comportements
comportant du parallélisme, de la synchronisagbmlu partage de ressources.

— Deuxiemement : les résultats théoriques qui les@ment sont abondants.

Les principaux utilisateurs de ces réseaux somtinéormaticiens et les automaticiens.
Cependant, I'outil est suffisamment général poudétiser des phénomenes de natures tres

varieegq?2].

1. Définitions de base

Un réseau de Petri est un graphe biparti, compesiedx types de sommets : les places

qui sont représentées par des cercles et lestiomssgui sont représentées par des barres.

Les places et les transitions sont reliées pamades un arc ne relie jamais deux sommets de

méme nature.

Chaque place peut contenir une ou plusieurs marqegsésentees par des points. Ces
marques vont permettre de modéliser le comporteméymamique du systéme.
Si le nombre de marques dans chaque place ne d§passs un, le RDP est dit sauf.

Un RDP est un quadruplet R= (P, T, Pré, Post) ou :

- P={P, P, ........ , R} est un ensemble fini de places.

- T={Ty, Ty eenn.... , Tm} €St un ensemble fini de transitions.
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- Pré: (P xT)— N est I'application d’incidence avarii. est un ensemble des entiers

naturels.

S’il existe un arc qui relie;let T; alors Pré (PT;) = 1, s'il n y a pas d’arc deg fers T alors
Pré (RT)) =0.

— Post: (P x T)> N est l'application d'incidence arrier®l est un ensemble des

entiers naturels.

S’il existe un arc qui reliejTet R alors Post (PT;) = 1, s’il n’y ‘a pas d'arc de;Rers T alors
Post (RT;) = 0[3].

* Notation
°P;: 'ensemble des transitions d’entrée ¢e P
P°: 'ensemble des transitions de sortie ge P
°T;: 'ensemble des places d’entree de T

T;° : 'ensemble des places de sortie gde T

Remarquel.1

« Pré (R T)) et Post (PT;) peuvent prendre des valeurs supérieures a 1 delpoids

de I'arc qui relie les places et les transitionBo{ds d'un arc est le nombre des arcs).

1.1. La notation matricielle

Pour un RDP avec n places et m transitions, omitldfi matrice d'incidence C de

dimension n x m et dont les composantes sont a@nipér la relation suivante :
Ci]' :POSti]' -Préi]- (ll)
C’est la synthese des deux matrices Prés{#.

La figure suivante présente un réseau de Petridées matrices Pré et Post et la matrice

d’incidence C :
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T1 T2
JOEOL®
T3 T4
TlT T2 T3 T4 TL T2 T3 T4 Tl T2 T3 T4
0 0 1 01P1 1 0 0 0]P1 1 0 -1 0]P1
Pré=f0 1 0 1(P2 , PostH41 0 1 o/|P2 C=]|1 -1 1 -1|P2
0 0 0 11P3 0 1 0 ofP3 0 1 0 -11P3

Figure 1.1 : exemple de eésde Petri et sa notation matricielle.

1.2 Le marquage

Le marquage d’un réseau de Petri est un vecteompa@santes entieres positives ou
nulles, et dont la dimension est égale au nombpates, la§"*composante de ce vecteur

représente le nombre de marques darf&'fa place du RDP considéré.
Un RDP marqué est un couple M = (Rg)NEI que :

Mo: P" = N" est le marquage initiaN est I'ensemble des entiers naturels.

R est un RDPF[3].

Le marquage M définit I'état du systéme a un instlmné.

La figure suivante représente un RDP avec son rageju

P3 P4

2
1
MO= 1
0

Figure 1.2 : Un résate Petri et son marquage initial.
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2. La dynamique des RDPs

Le franchissement d’une transition décritdenportement dynamique du systeme
modélisé. Comme on I'a définit auparavant un &atia marquage qui est modifié

conformément aux regles de franchissement suisante

1. Une transition Test dite validée si chaque plagee® amont (c'est-a-dire la place
d’entrée) tel que Pré () # 0, contient un nombre de marquag; supérieur ou

égal au poids de l'arc reliant B T;.
mp,- = Pré (Pi' T]) (|2)

2. Le franchissement d’une transition validégretfranche de chaque place en amont P
un nombre de marques égal a Prél{Pet ajoute dans chaque place en aval P
(Post (R T;) # 0) un nombre de marques égal a Posf(P
Le franchissement d’une ou plusieurs transitiomslpit un nouveau marquaigétel
que :

my; = mgy; + Post(P;,T;) — Pré(P;,T)) (1.3)
On dit que le nouveau marquage &4t accessible a partir de marquage initigl M

A partir de M on peut aboutir a tous les états accessjBles

Remarquel.2

* Une transition franchissable n’est pas forcemenmhédiatement franchie.
* Une transition source, c'est-a-dire sans place tf@mest toujours franchissable.

* Une transition sans place de sortie est une tramsipuits.
3. Les RDPs autonomes et non autonomes
3.1. Le RDP autonome

Quand un RDP décrit le fonctionnement d'ystésme évaluant d’'une fagon autonome,
c'est-a-dire les instants de franchissement desitrons ne sont pas connus, on dit que c’est

un réseau de Petri autonome.
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La figure suivante représente un RDP autonome :

Pl T1 P2

T4

P4

Figure .3 : un réseau de Petri autonome.

Le fonctionnement

La figure 1.3 représente un cycle de saisons. Ajghaaison est associée une place et
chaque passage d’une saison a la suivante estiéssme transition. Si on associe a Pl le
printemps, a P2 I'été, a P3 I'automne et a P4 €hiAlors le marquage de la figure 1.3 va
correspondre au printemps, on voit sur ce RDPl glyia qu’une transition validée, T1, et
gue le prochain franchissement sera donc celuette transition. Donc le prochain marquage
va correspondre a I'été mais on n’a aucune indinasur le moment ou se produira le

franchissement. Ce RDP décrit de fagon qualitdéweycle des saisons.
Comme on a distingué les RDPs autonomes, on @ésdi les RDP non autonomes.
3.2. Le RDP non autonomes

Un RDP non autonome décrit le fonctionnement d'wystesme dont I'évolution
(franchissement des transitions) est conditionmé&lpa événements externes ou par le temps.

Un RDP non autonome est soit synchronisé soit teisgo

La figure suivante représente un RDP non autonome :

Pl

bl

Figure 1.4 : réseau de Petri non autonome.
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Le fonctionnement

La figure 1.4 représente le cycle de fonctionnendénh moteur qui est arrété puis en
marche puis en arrét puis en marche, etc. P1spwnel au mode arrét et P2 correspond au
mode marche. Donc le marquage de cette figure wa&spondre a I'arrét du moteur ce qui
implique que la transition T1 est la seul transiti@lidée et son franchissement se produira
guand un événement extérieur qui est I'ordre deadéage sera produit, c'est-a-dire on

connait le moment de franchissement de la tramdgi#ip

4. propriétés des RDPs

Les réseaux de Petri possedent un certain nombpeogeiétés qui sont I'accessibilité,
la vivacité, la bornitude et la réinitiabilité.

L’interprétation de ces propriétés permet au comeepdu systeme d’identifier la
présence ou I'absence des propriétés fonctionngiésifiques au domaine d’application du

systeme en construction (exemple: systemes de giodulogiciels, etc.)3].

4.1. L'accessibilité
Un marquage M est dit accessible a partir de maeguaitial My, S’il existe une
séquence de franchisseméntel qued = T1 T2 T3 ...Tn qui transforme jen M.
Dans ce cas on écrit :
My[é > M (1.4)

On dit que le marquage M est atteignable par lequzage initial M ou bien il est
accessible.
On note I'ensemble des marquages accessibles & gartMy par R (M), et on note

'ensemble de toutes les séquences de franchisseéadisable a partir de dMpar L (M) [3].

4.2. L'état d’accueil et réinitiabilité

Un RDP posséde un état d’accueil, [our un marquage initial ¢Msi pour tout
marquage accessible &R (M) il existe une séquence de franchisserbeel que :
M[é > M, (1.5)

Un RDP est réinitialisable pour un marquage iniMalsi M, est I'état d’accueil3]
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4.3. La bornitude
On dit qu’'un RDP est k- borné si le nombre de mardans chaque place ne dépasse
pas un nombre fini k, donc pour tout marquage ailolesa partir de marquage initialodn
ecrit :
my; <k (1.6)

Pour un RDP sauf on dit qu’il est 1- bol3§

4.4. La Vivacité
Un RDP est vivant, si quelque soit le marquagerdtéepartir de marquage initial gvil
est possible de franchir chaque transition du eéseaprogressant a travers une seéquence de
franchissement.
Cette propriété nous décrit un RDP sans blocadre.b{ocage est un état ou il n'y a pas de

transitions validéeqB].

5. Les RDPs particuliers
Certains RDPs possedent des caractéristiques era@sétes que n'ont pas les réseaux

dans le cas le plus général ce sont des RDPs it

5.1. Le graphe d’événements

Un RDP est un graphe d’événement si chaque plaeeaetement une transition de
sortie et une transition d’entrée. Un graphe d'éwméents est appelé parfois graphe de
transitions ou graphe marq[8.
Les possibilités qu’on peut avoir pour un graplgéhements sont représentées par la figure

suivante :

P1 T1 P2

T4 T2

P4 T3 P3

Figure .5 : Le graphe d’événement.
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5.2. Le graphe d’états

Un graphe d’états est un RDP ou chaque trangitisseéde exactement une seule place
d’entée et une seule place de sdBie

La figure suivante donne un exemple de graphet$éta

P1 q IT] ’ P2
T3

Figure 1.6 : le graphe d’états.

5.3. Le RDP sans conflit

Un RDP sans conflit est un réseau dans lequel mate a au plus une transition de

sortie, comme le montre la figure suivante :

T1 T2
P1
T3

Figure 1.7 : un RDP sans conflit.

On définit également les RDP avec conflitsilogxiste une place qui a au moins deux

transitions de sorties, comme le montre la figuieante :[4]

T1
P1
T2 T3

Figure 1.8 : un RDP avec conflit.

11
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5.4. Le RDP a choix libre

Un RDP a choix libre est un réseau ordinaire tet gour tout conflit, aucune des
transitions Trentrant dans ce conflit, ne possede une autoe plantée que;P Dans ce type
de RDP on trouve[4]

P1

T1 T2

Figure 1.9 : un RDP a choix libre.

Mais on peut trouver par exemple la représentaiovante :

P1 P2

T1 T2

Figure .10 : un RDP pas a choix libre.

5.5. Le RDP simple

Un RDP simple est un réseau dans lequel chaqusitieenne peut étre concernée que
par un conflit au plus, la figure 1.10 représemeRDP simple. Mais s’il existe une transition

T; et deux conflits alors ce RDP n’est pas simpleyro@ le montre la figure suivant@4]

P1 P2

T1 T2 T3

Figure .11 : un RDP qui n’est pas simple.

Remarquel.3

» D’apres I'analyse de ces cing types des RDPs oh mpater que I'ensemble des RDPs
simples inclut I'ensemble des RDPs a choix libre,igclut 'ensemble des RDPs sans

12
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conflit, qui inclut lui-méme I'ensemble des grapl®événements. I'ensemble des
graphes d'états est inclut dans I'ensemble des RDErwix libre.

* Dans un graphe d’états il existe des conflits, nilaisy a pas des synchronisations,
contrairement a un graphe d’événements ou on penit @es synchronisations mais

il 'y a pas de conflits.
5.6 Un RDP pur

Un RDP pur est un réseau dans lequel il n’exist p# transition ayant une place

d’entrée qui est en méme temps une place de swotiene le montre cette figur4]

P1 T1

Figure .12 : RDP impur.

Un RDP impur peut étre transformé en un RDP purmerie montre I'exemple suivant :

T1

11

Tl L

Figure 1.13 : transformation d’'un RDP impur en ubfRpur.

6. Méthodes d’analyse

L’'analyse des RDP peut se faire en utilisant soijlaphe des marquages accessibles
soit I'algebre linéaire.

6.1. L’'analyse par le graphe des marquages accedsh(GMA)

Le GMA est un graphe qui est composé de nceuds seqsent les marquages
accessibles et darcs représentant les franchisgentes transitions faisant passer d’un

marquage a l'autrg].

L’exemple suivant nous montre un RDP et son graj@semarquages accessibles :

13
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P1
T1 T2
P2
Mo M4 M»
ol — 1t [J— T2, [}
T2 M3

0
[
Figure 1.13 : RDP est son graphe de marquage.

L'utilisation de ce graphe nous permet d’extrd@e propriétés de RDP en se basant

sur les propositions suivantes :
* Proposition 1
Un RDP est vivant si et seulement si les congstisuivantes sont vérifiées :

1- Il faut que toutes les transitions apparaissarnsde GMA.
2- |l faut que le GMA soit fortement connexe, c'esti@ si (i, j) deux sommets du
graphe, il existe un chemin de i vers j. et vicesge
* Proposition 2
Un RDP posséde un blocage s'il existe un marquage & GMA sans successeur.
* Proposition 3
Si le GMA est fini donc le RDP est borné.
* Proposition 4
Un RDP est réinialisable, si quelque soit le magguatteignable, il existe une

séquence qui permet de revenir au marquage initial.

Remarquel .4
Toutes les propriétés citées auparavant dépendentatquage initial.
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6.2. L'analyse par l'algebre linéaire

Il est cependant possible d’obtenir des informmetipertinentes sur le réseau étudié
(bornitude, le blocage et méme la vivacité dantages cas) par des techniques structurelles,
c'est-a-dire indépendant des graphes des margaagessible. C’est I'analyse par l'algebre

linéaire en faisant sortir les composantes consigeget les invariants de marquage.

Etant donner un RDP modélisant un systéme a événsrdiscrets, avec C sa matrice
d’incidence et M son marquage initial.

Si on note °JI'ensemble des place d’entrée deAlors :V B, € °T;

mpl- = Pré(P,,T]) (|7)
T1 Tn
0
cee Pl 5
Pré(Pi, T)) 1l <M
Pn :
0

Test franchissabl&&—> Pée< Mo.
0
0= o 1 avem € N
0
Si Tj est franchissable, le vecteur caractéristiqueatechissement est
On peut écrire :
M1 =M + C§;.

Mz=M;+ Cd =M+ C @ + ).

Mi=Miqg + Cd = Mg + CZI}§=18k (*)
On note . =Y¥_, 8. le vecteur caractéristique de la séquence gusfivtame Men M.

Donc a une séquencer de franchissement donnéesonie un vecteur de franchissement S.

ce vecteur représente le nombre de fois que laitiam T, est franchie dans la séquenc8]S
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Exemple

Figure 1.14 : exemple explicatif

) 1 0 1 1

1 -1 0 0

M[T1T2Ts>Mo, p= [1], C=l1 o 1| M4,
1 0 1 -1 0

En appliquant la relation (*) on obtient :
1 -1 0 1 1
- _ 0 1 -1 0
M=Mo+C.u= H 11 o0 1‘[1
0 0o 1 -1

6.2.1. Les invariants de marquage et les composastconservatives

S OO -

L'intérét de tels invariants et de permettiee analyse structurelle du modeéle étudie
c'est-a-dire sans développer tout ou partie du GidAt la taille devient gigantesque dés que

I'on modélise un systeme qui est un peu complexe.
* Les P- invariants (P-semi-flot)
On appelle P- invariant le vecteur y a cosgmtes entiéres positives tel que :
ylc=0 c’=0 (1.8)
y™™, = yTM,, quelgue soit Matteignable.
Z?z L Y(HM(i) = constante.

On appellecomposante conservatived’'un RDP le support du p- invariant, noﬂé/"

'ensemble des places qui correspondent aux compeEssaon nulles de .

Si 'ensemble des places est une composante catiservon dit que le RDP est conservatif

3].
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Exemple

1
y H .yl ={P1, P2}
0

* Les T-invariants (T-semi-flot)
On appelle T- invariant le vecteur x a cosgites entieres positives tel que :
Cx=0 (1.9)

Le support d’'un T- invariant, notﬁx” est appelée la composante répétitive stationmlaire

réseau.

Si I'ensemble des transitions est une composamiétitée stationnaire, on dit que le
RDP est répétitif stationnaifa].

Exemple
1
xf| o Ixl =212

On remarque que les RDPs étudiés dans cette s@etiorettent une analyse qualitative
(logique) du systéme (vivacité, la bornitude, ledalge...etc.).

L’introduction du temps dans les RDP (RDP temparigé@ RDP temporels) va
permettre de prendre en charge le facteur temgss [frésent dans le domaine industriel).

Ce qui permet de faire I'analyse quantitative, dlyse des performances et ma

commande des systemes a événements discret.
7. Les réseaux de Petri temporisés

On introduit les réseaux de Petri temporis#ég ptenir compte de la notion du
temps dans la modélisation. Il existe pria@ment deux types de réseaux de Petri
temporisés : les réseaux T-temporisés pour &sqon associe a chaque transition un
temps qui correspond au temps qui s'écoule émtdébut et la fin du franchissement de la
transition, et les réseaux P-temporisés pour ldsqureassocie a chaque place un temps qui

représente la durée minimale de séjour d'un jedams dne place.
7.1. Les RDPs p-temporisés

Un RDP p-temporisé est un couple (R, tempo) avec :
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— R un RDP marqué au sens autonome.

- Tempo:P - @, avec Q I'ensemble des nombres rationnels positifs.
P - tempo(P=d (i=1.2...,n).
Tempo (P est la temporisation de la placeBi peut éventuellement étre nul8g.
Exemple

P1

Tll_o_.ITl

dl

Figure 1.15 : exemple d’'un RDP p-temporisé.

7.1.1. Principe de fonctionnement

Lorsqu’'une marque est déposée dans la place Pfe arque doit rester au moins

pendant un temps,n dit que la marque est indisponible pendané ckirée.
Quand ¢gécoulé, alors la marque devient disponible, cofemeontre la figure suivante :

mi

&

Temps d’indispensabilite

tl dl t2

Figure 1.16 : schéma expliquant le fonctionnemét &DP p- temporisé.

A l'instant initial toutes les marques sont disfmes et le marquage initial est constitué
des marques disponibles, a un instant t quelcorigumarquage présent est la somme des
deux marquages (c'est-a-dire le marquage dispoeible marquage non disponible). On
note :

M(t) = M4(t) + Mi(t) (1.10)

Une transition est validée par I'équation (1.10kl& est validée par le marquabfé (t).
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Le franchissement d’'une transition s’effectue comdams un RDP autonome, en

retirant des places d’entrée que les marques digpsnCe franchissement a une durée nulle.

Dans le cas ou les temps d’attente sont nuls, da pkors de fonctionnement a vitesse

maximale, c'est-a-dire que dés qu’une transitiovaglée elle est franchie.
7.2. Les RDPs t-temporisés
Un RDP t-temporisé est un couple (R, tempo) avec :

— R un RDP marqué au sens autonome.

- Tempo:T - @, avec Q I'ensemble des nombres rationnels positifs.
T - tempo (j=d (=1,2..., m).
Tempo (T) est la temporisation de la placaytii peut éventuellement étre nuld.

7.2.1. Principe de fonctionnement

Une marque peut avoir deux états : elle peut éservée pour le franchissement d’'une

transition, comme elle peut étre non réservée.

Exemple explicatif :

T1 T2
dl P1 d2

Figure 1.17 : exemghlen RDP t-temporisé

Lorsque la transition T1 est franchie, une marggieléposée dans P1 ce qui entraine la
validation de la transition T2 qui sera franchidead n'importe quel instant a partir de ce

moment la (c'est-a-dire le moment de la validation)

Quand le franchissement est décide, la marque saicesa ce franchissement est réservée.
Lorsque la durée d2 est écoulée depuis la décidmrfranchissement la transition est
effectivement franchie.

Le schéma suivant résume le fonctionnement de eatmple :
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m0 4 marquage non réserve T2 est franchie

tl

Décision de franchissement

Figure 1.18 : schéma expliquarfohctionnement d'un RDP t- temporisé

Donc le marquage sera la somme des deux marqusggsé et non réserve, on le représente

comme suit :
M(t) = M"(t) + M™(¢t) (1.12)

— Une transition est validée si les marques non vésersont en nombre suffisant pour
la valider.

— Alinstant initial toutes les marques sont norergges.
— Le fonctionnement a vitesse maximale est définlademéme maniére que dans les
RDPs p- temporisés.

7.3. Propriétés des RDPs temporisés

Les propriétés dynamiques et structurelles des RDSoOht les mémes que les RDPs

généralisés et elles ont les mémes définitions.
7.3.1 Les propriétés dynamiques

Les propriétés dynamiques des RDP ne se consepasntout le temps lorsque on

introduit une temporisation, or que :
Un RDPT peut étre vivant alors que son réseau-sgarsent ne I'est pas.et vice versa.

La seule propriété qui est conservée est: si |€ RDus- jacent est borné alors le RDP

temporisé est nécessairement bg#jé
Remarquel.5

Comme nous n'avons pas d’outil pour vérifier pegpriétés € dynamiques des RDPTs

donc, on les traite comme une sous classe des &Dporels (qui seront définis par la suite).
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7.3.2 Les propriétés structurelles

En ce qui concerne les propriétés structurelleselegporisations associées aux RDPTs

imposent des contraintes supplémentaires sur ifomement des RDPs sous jacents.

On déduit alors que I'ensemble des marquages ablessd’'un RDPT est un sous ensemble

des marquages accessibles de RDP sous- jaceat, @nséquence on a :

Les T- invariant (respectivement les P-invariardes RDPTs sont aussi les T-invariants

(respectivement les P- invariants) des RDPs sagsnj4].

8. les RDPs temporels

Les RDPs temporisés garantissent par définitiortemmps de séjour minimum d’un
jeton dans une place, pour les RDPs p-temporisés ¢¢mps de franchissement minimum

d’une transition pour les RDPs t- temporisés.

Mais il existe des procédés, ou le temps opérattmreétre compris entre des valeurs
minimales et maximales, comme lindustrie utilisalgs réactions chimiques telles que le
traitement des piéces dans des bains d’acide gangg. Dans ce cas on nécessite un temps
de trempe minimal et maximal et la violation de cg®cifications peut avoir des

conséguences sur la qualité de la production.
8.1. Les RDPs t-temporels (t-RDP)

On les appelle aussi le modéle de MERLIN, ils otét idtroduits pour I'étude des
problemes de recouvrement des protocoles de consationi. Dans ce modéle a chaque

transition on associé un intervalle de temps. @étrvalle est relatif au moment ou la
transition devient validée, sdid, I cet intervalle. Supposant que la transition salidée a
l'instantt, alors elle peut étre franchie dans l'intervalleténialisé par les quantités (arj-et

(b +7) [4].

8.1.1. Définitions
Un RDP t- temporel est un doublet (R, IS)

— R un RDP marqué au sens autonome.

- 1S: T- Q x(Q Uw), avec Q I'ensemble des nombres rationnels positifs.

- ti: 1S (t) =[ a, b], avec a< b.
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IS () définit I'intervalle statique associé a la tramsi t. Ainsi, une transition; tdoit
étre sensibilisée (validée) pendant au moinm@es de temps avant de pouvoir étre tirée et ne
peut rester validée au dela deubités de temps sans étre tirée. Le tir d’'unesttiam est alors

de durée nulle (instantanid).
8.1.2. Principe de fonctionnement

Le comportement d’'un t —RDP peut étre caractérssdag notion d’état, ce dernier est
caractérisé par un couple composé : du marquagartoet son intervalle de tire pour chaque

transition validé.

L’intervalle de tire considéré sera alors qualdientervalle dynamique qui peut étre differe

de l'intervalle statique. Comme lillustre I'exengpsuivant :

P1 T1 P2 T2
[1.5] [0, 3]

Figure 1.17: portion d’'un t- RDP.

Le réseau si dessus a pour origine des tempsafihstl le jeton arrive dang,Rlans ce
cas seule la transition, T est sensibilisée, donc l'intervalle dynamiquerespondra a son

intervalle statique [1, 5].

Aprés T unités de temps tel que < 5, la marque est toujours contenue dapsdéhc
l'intervalle dynamique associé a 3era l'intervalle défini par (max (0,d; 5=). [4]

8.1.2.1. Définition d'un état d’'un t- RDP

Un état d'un t- RDP est défini par une paire E (Mel que :
M : est le marquage de réseau R € P, M (R)= 0).

| : une application intervalle de tire, associarthaque transition l'intervalle du temps dans

lequel elle peut étre tiréev (T; € T. I(T;) =@ < T; est non validée).

L'intervalle de tire dans I'état courant E de ceassignés initialement aux transitions de

réseau.
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Cette définition donne la possibilité de détermites conditions de franchissement des
transitions depuis un état. Sachant que l'origingetnps pout est I'origine ou I'état E a été

atteint.

Une transition Test franchissable a un instardepuis un état E = (M, I) si et seulement si les

deux conditions suivante sont satisfaites :

- T, est validée par le marquage M aux sens des ROBsamnes.
— 1 est compris entre la date de tire au plus tot eela date de tire la plus petite des

dates de tir au plus tard des autres transitioldées (dans I'état E}4]
8.1.3 Le calcul de I'état suivant
Le tir d’'une transition j[franchissable depuis un état E = (M, 1) a un img6 etant relatif a
l'instant d’apparition de I'état E), conduit au el état E= (M’, I'), déterminé par :

1- le nouveau marquage’'M
VP, €P,M(P;) = M(P;) — Pré(P,T;) + Post(P,T)) (1.12)
2- les nouveaux intervalles de tir:|
- Pour toutes les transitions flon sensibilisées par le marquage M
"£0
- Pour toutes les transitionsgensibilisées par le marquageé, h distingue :
0] Pour toutes les transitiong §ensibilisées par le marquage M €tridn

en conflit avec la transition; T

I' = [max(0,a; — 6),b; — 6] (1.13)
Avec [g, b] l'intervalle statique associé a la transitign t

(i) Pour toutes les transitionsy Tnouvellement sensibilisées par le

marquage M [ay, h]. [4]
8.1.4. Propriétés des t-RDPs

L’ensemble des marques atteints d’'un t-RDP est aus s-ensemble des marques
atteints du RDP sous-jacent. Par conséquent, kesnsal’invariant de transitions et de places

sont préservées entre le t-RDP considéré et sond&RRFAome sous-jacent.
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De plus la bornitude du RDP autonome sous —jaaamgtitue une condition suffisante

pour celle du t- RDP concerrd]

8.1.5. Analyse énumérative des t-RDPs :

hY

L’'analyse énumérative s'intéresse a la définitidnlee construction du graphe des
classes.
Cette construction nous permet d’étudier les péipsi dynamiques des t- RDP. Elle est basée

sur le concept de classe d’états.
8.1.5.1 Notion de classe d’états

Le fait qu'un état puisse avoir une infinité de sesseurs rend impossible la
construction digraphe des marquages accessibles, on définit dogcaphe qui est proche

de ce dernier. C’est le graphe des classes.

Une classe d'états représentera un ensemble dlétaxius, partant du marquage initial
Mo, en tirant une séquence de transitionsette dernier vérifiant un ensemble de contrainte
temporelles. Les états d’'une méme classe aurorgt l@anéme marquage et le domaine de tir

associé a la classe correspondra a la réunionirderValle dynamique des différents états

constitutifs[3].
Exemple
T: 6]
25
T4 4 T2 24 T3 [1.6]
Figure 1.19: exemple explicatif d’'un graphe dessis.

1
Onak: MO= 0] ety = 5<01<6

0
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0 2<02<4
1]etDl={1S 03 <6

1 55604<6

Si on tire T, a un instan®, on obtient : E: M; =

Si on tire par exemplesh une dat@3 tel que 1< 63 < min (4, 6, 6) on arrive a I'état :

E,: My =

1 1<63<4
1let D>={5—-603<604<6—-03
0 5501<6

On trouve une infinité d’états suivant, s appartiennent tous a la méme classe.

D’aprés cet exemple on constate que le domainér déuhe classe d'états peut étre défini
comme I'ensemble de solutions d’'un systeme d’inéggabu les variables sont associées aux

transitions sensibilisées par le marquage de classsEdéree.

Ainsi, soit la classe C = (M, D) ou M est le margei@t D le domaine de tir, alors ce dernier

prendra la forme suivante :
D ={t/A. t > b} avec:

A, une matrice de coefficients,
* b, un vecteur de constante,

* t, un vecteur de variables, fonction des trans#tisensibilisées par le marquage de la

classe considérée.
Pour définir une classe nous devons donner :

* Le marquage associe qui est unique.
* Pour chague transition tous les instants possddetre, donc les domaines de tir de

touts les états de la classe sont grojgEs
—  Condition de tir d’'une transition partant d’'une classe

Partant de la classe d’état précédente, une ti@nditsera alors franchissable si et seulement
Si:
» Test validee par le marquage M.

» T peut étre franchie avant toute autre transitiandsi validée dans [2].
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— calcul de la classe suivante

Soit la transition;tfranchissable depuis la classe C = (M, D), avec{DA. t> b}.

Le tir de la tconduira a la classé€€(M’, D') suivante caractérisée par :

e Le marquage Kbbtenu par :
VP, €P,M (P;) = M(P)— Pré(P,T;) + Post(P;,T)) (1.14)

e Le domaine Dobtenu comme suit :
(1) ajouter au systéme A=tb les conditions de tir de;, Texprimant gu’elle soit la

premiere tirée parmi I'ensemble des transitiongleals :
At =2b,T;<T;,Vj+i (1.15)

(i) supprimer par substitution dans le nouveau systésejariables; tassociées aux

transitions en conflit aveg t

Dans le systeme ainsi réduit effectuer le changenherariables suivant :

Et éliminer par substitution toutes les occurrendeda variable T pour ne garder que les

nouvelles variables'|T
Le domaine de tir des transitions restées validpess le tir de est ainsi actualisé.

(i)  Compléter ce dernier systeme par une variable éoppitaire pour chaque
transition nouvellement validée et associée a @miels leur intervalle de tir
statique.

Par l'intermédiaire des notions précédentes uneadwes classes d'états peut étre
construit. Ce dernier doit alors permettre de réipera un certain nombre d’interrogations
telles que :

L’accessibilité d’'un marquage particulier, I'existe de fonctionnements répétitifs et la

finitude du marquage du réseau étudié [dic.
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Le modele t- RDP a démontré son efficacité poumladélisation, I'étude et la
commande des systéemes temps réel, ou des opératieasiées ne dépendent pas seulement

de I'ordre dans lequel elles sont réalisées, masiale la durée prise pour les réaliser.

bY

Cependant, la régle de franchissement imposant 'hogloge associée a chaque
transition ne soit déclenchée qu’a sa validatiaparmet pas la prise en compte de facon
naturelle le phénomene de synchronisation sougaitdn. Or que dans une place en amont

d’une transition de synchronisation un jeton petgralre infiniment sa validation.

De plus il existe plusieurs explications sur le pomement des t- RDPs dans le cas de multi-

sensibilisation.

Exemple

T [3. 5]

Figure 1.20 : Interprétation de la multi-sensilaien.

La place P contient initialement deux jetons donc la transitl; est 2-sensibilisée.
Deux interprétations sont possibles :

* T, est sensibilisée deux fois de facon indépendaimsi le premier tir peut intervenir
alinstant t = 3 et le second franchissementrestant t = 4.

* Le tir de la transition T est interprété comme une action relative a chaefos la
sensibilisant. L'intervalle de tir associé aréprésente la durée minimum et maximum
nécessaire a I'exécution de I'action. $i€bt franchie la premiére fois a l'instant

t = 3 ; donc le prochain tir sera dans l'intergdb, 8].
8.2. Les RDPs p-temporels (p- RDPSs)

lls ont été introduits par KHANSA car ils ont laipsance de modéliser et analyser les
SED a contraintes du temps de séjours minimum ekimman nécessitant des

synchronisations sous obligations.
8.2.1 Définition

Un p- RDP est un doublek R, IS> ou :
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- R estun RDP marqué.

- IS:P> Q" x (Q" U x) avec Q I'ensemble des nombre rationnels positifs.

- P = IS(R)=[a, b] avec a< b
IS (R) définit I'intervalle statique associe a la pldgeUn jeton contenu dans la placene
participera a la validation des transitions doneft une place d’entrée que s'il a séjourné
pendant au moins; ainités du temps. Au-dela de Umité du temps le jeton est considéré
comme mort, et de ce fait ne participera plus\alalation de la transition.

L’'une des principales caractéristiques est laomotle réseau marques mortes ou bien

séquence de tir marques vivaniéls

8.2.2. Principe de fonctionnement
Pour I'analyse de comportement et I'étude des gty des p- RDPs deux approches
on été proposées qui sont approche « intervalleenhps » et approche « &ge de marque »,

mais il est préférable d'utiliser la seconde pcamdlyse des propriétés du réseau.

8.2.2.1. Définition fondée sur I'age des marques

Comme pour les t-RDP la notion d’état a un rélenpridial dans la détermination de la

régle de fonctionnement.
Un état d’'un p- RDP est défini par une paire E Q)ltel que :
M : est le marquage de réseatt R € P, M (R)= 0)

Q : une application temps de séjour qui assoclegue marque k dans la plageip nombre
réel 0 tel qued* est I'age de cette marque (c'est-a-dire le tempsiléalepuis son arrivée

dans la placeip 6 < b ol [a b] I'intervalle statique associe & p

La marque k dans la placegeut participer a la validation des transitionsdgie sio*> a,

k est morte quané* >b.

L’'age d'une marque k est relatif a I'instant dieée de cette marque dans la place p
Supposons que la margue k arrive dans la plagd’ipstant absolu t. 'dge de cette marque a
cet instant est égal a zéro. A l'instant absglisan age edt® = t - t. elle ne participe a la

validation de ses transitions de sortie qu'a lamstft =t + a, et elle seramorte d >t + h

[3].
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8.2.2.2. Condition de franchissement d’'une transibin
Une transition Test potentiellement tirable a partir de I'état BV Q) si et seulement si :

1. Elle est validée au sens des RDPs autonomes.

2. VPe°T, il existe au moins | (Pi, Tj) marques dans cptéee tel que[3]

min(b;, 0¥) — max (0, max(a;, 6¥) > 0 (1.17)
Remarquel.6

Il n'existe pas de marques j (qui ne participe pasfranchissement de la transition) tel que :
(bi - 6%) < max (0, max (a6").

8.2.3. Calcul de I'état suivant

L'état E = (M', I') est un état accessible a partir de I'état E = (Mpar I'écoulement de

tempst si et seulement si:

- M =M.

-V june marque contenue dans la placefp= max (d —t, 0) et Bl = b/ —t avec:
bl > 0, ot d et B (respectivementizet i) représente la borne inferieure et la borne
supérieure de lintervalle dynamique associé adaque j dans la place &ans I'état

E (respectivement)E

l'état E = (M',I') est un état atteignable depuis I'état E(M, 1) marfranchissement de la
transition T si seulement sijTest directement franchissable depuis un E c'é#tea-la borne

inferieure de son intervalle de tire potentielégl a zéro.
VP, €P,M (P;) = M(P;) — Pré(P,T;) + Post(P;,T)) (1.18)

Les marques qui ne bougent pas, gardent les mér@valles dans E et'HEla durée de

franchissement d’une transition considérée comiaud éiulle).

Les marques nouvellement créées prennent les afliesvstatiques associés a leurs places

d’accueil[4].

8.2.4. Les propriétés des p-RDPs

* Finitude et accessibilité
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La définition d’un p- RDP borné est la méme qu&I2P monotone c'est-a-dire si un p-RDP

est borné donc tout ses places sont k- bornées.
La finitude du marquage et le probleme d’accesgbill’'un marquage
Sont indécidables pour les p- RDB&

» Vivacité et blocage

Un p-RDP est vivant pour un margquage initiaJ ¢Mtoutes ses transitions sont vivantes.
Tel que : une transition d’'un p- RDP est vivante pour gMsi pour tout marquage iM
accessible depuis M il existe une séquence de franchissement réddisalpartir de M

contenant;t

Si toutes les marques dans M sont vivantes on bt lggtat E = (M, 1) est marque
vivante. Ainsi on définit : un p- RDP est marquesamtes (m-v-RDP) pour le marquage
tous les marquages des états accessibles depugignides états marques —vivantes.

Si une marque d’'un marquage d’'un état accessilpeisld’état initial i est morte,

alors le réseau est marque mduie
Remarquel.7:

Un p- RDP peut étre vivant sans étre marques- Yesat inversement. Comme le montre la

figure suivante :

[3. 3]

T1 T2

p-RDP non vivant et marques-vivantes. -ROP vivant et marques-mortes.

8.2.5. L’'analyse énumérative des p- RDPs
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Comme pour les t-RDP, le domaine de tir d’'unesdad’état peut se définir comme
'ensemble de solution d'un systeme d’inégalidésles variables sont alors associées aux

différentes marques présentes dans le marquagectieske considérée.

Ainsi, soit la classe d’état C = (M, D), ou M estrharquage et D le domaine de tir avec

D I'ensemble des domaines de tidlune marque (i =1....00).
Le domaine de tir prendra la forme suivante :

D ={6/A.0 > b} (1.19)
Avec :

* A, une matrice de coefficients.

* Db, un vecteur de constantes.

* 6, un vecteur de variable, fonction des marqueseptés dans le marquage de la
classe considérée. chaque composknteprésentant la date de sortie de la
marque j contenu dans la plage P

Chaque inégalité associée a une marque donne lahbesvalle dynamique associé a cette
derniére dans cette clas§é.

8.2.5.1 Condition de tir d’'une transition partantd’une classe
Définition
Une transition;test tirable depuis la classe C = (M, D) si etsewdnt si:

« T, est validée au sens des RDP autonomes dans tate cvp € °T il existe au
moins pré (P T)) inégalité dans le systeme (1.19).

» T est potentiellement tirable depuis C : I'intereafiotentiel associé a la transition t
doit vérifier le systeme augmenté suivant :

{ A.O=>b

ak < 0, < bt (1.20)

Ou 6y; est la date de franchissement de la transitien ¥, b¥] est intervalle dynamique
associé a la marque k qui participe au franchiseeme T (la place Pde cette marque est
une place d’'entrée de la transitiony.et b* sont calculés & partir des inégalités associéas a |
marque k dans le systeme (1.20).
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De plus pour qu’aucune marque j dans les placegréde de la transition he participe
pas au franchissement de la transitignn& meure, il faut rajouter au systéme (1.20) les
inégalités :

04 < 6/ conduisant au systéme suivant :

A.0 >b
aj < 0, < bf (1.21)
eTij < 0]

4

La transition T doit étre franchie dans lintervalle d’intersectiates intervalles
dynamigues associés aux marques qui la validentdémiere inégalité assure que le
franchissement de la transition a lieu avant latrdes marques des marques qui existent dans

ses place d’entrée ne participant pas au franchese
Si le systéme (1.21) n’a pas de solution alorddase considérée est une classe marque morte.

Aussi il faut vérifier que le franchissement denlentraine pas la mort des marques

dans les places qui ne sont pas des places d'guitéeT. Il faut alors ajouter au systeme
(1.21), les inégalités suivante8p; < eil ou p n'est pas une place d’entée de la transition

Tj.

Comme des relations peuvent exister entre les tatées des jetons ne changeant pas
de place lors de tir d’une transition du réseasijiéquations de la formez,j < Hij < sz ne

suffisent pas pour représenter entierement le dwmnee tir. Pour les couples de jetons

vérifiant la caractéristique précédente, I'inégaditivante doit aussi étre considérée:
14 q
07— 0, < cpq (1.22)
Avec 9,? représente la date de sortie de la marque g aomems la placep

Ces inégalités traduisent la conservation danlavelle classe d’états, des relations

préalablement existantes dans la classe de dépa, les jetons n'ayant pas participés au tir

[4].

8.2.5.2 Calcul de la classe suivante

Soit la transition; tfranchissable depuis la classe C = (M, D), avec{B/ A. 8 = b}
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Le tir de Ty conduira & la class€ € (M', D') suivante caractérisée par :

* le marquage NMobtenu par :

VP, €P,M(P;) = M(P,) — Pré(P,T;) + post(P;,T}) (1.23)
Le domaine Dest obtenu comme suit :

» ajouter au systeme (1.20) les conditions de tiTgleles inégalités qui attribuent ala
variable6; représente son instant de franchissement. Cealité&gauront la forme
suivante :

k k
a; < HT] < bi

[, b"] est I'intervalle dynamique associé a la marqupikparticipe au franchissement de t
a* et h* sont calculés a partir des inégalités associéasratque k dans le systéme (1.20).

Le systéeme augmenté sera alors :

{ A.O=>b

a¥ < 0, < bk (125)

* exprimer qued,; est inferieur ou égal a toutes les quantﬂﬁsassociées aux autres

marques ne participant pas au franchissemenf.de T

O0r; <6 (1.26)

Pour chaque marque j qui ne participe pas au fiageiment de;,til y a une inégalité. Le

systeme d’inégalité deviendra :

A.6 b
af < 67; < bf (1.27)
07, < Of

» Effectuer, pour toutes les marques qui ne partitipas au franchissement gelé

changement de variable suivant :

¢ = 6] + oy (1.28)
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« Eliminer par substitution toutes les quant'ﬂésassociées aux marques participant au

franchissement de la transition gour ne garder que les nouvelles quarﬂ{t’és()n
définit alors, les nouveaux domaines de tir po&ntes marques qui n’ont pas changé
de place lors du franchissement de T

e Compléter ce dernier systeme par une variable pbague marque nouvellement
créée i.e. associé a ces marques les intervadieguss de leurs places d’accueil.

Partant des différents résultats précédents, aphgrdes classes d’états peut aisément
étre construit, conduisant ainsi a la résolutionndtertain nombre de problémes liés au
comportement du p-RDP étudié. Les sommets du grapis obtenu correspondront aux
différentes classes du graphe et lintervalle égot I'arc orienté reliant deux classes,
correspondra a lintervalle de tir de la transitidont le franchissement permet le passage

ainsi matérialisé.

L'une des principales remarques concernant le grapimsi obtenu, est que par
'intermédiaire de ce dernier aucune évaluatios pkrformances n’est possible. En effet, les

intervalles matérialisés sont des intervalles ifslde tir[4].

Conclusion

— Ce premier chapitre s’est porté sur I'étude géeeerdds RDPs passant par les
définitions de base, les propriétés ainsi que BRP®Rparticuliers, tout en abordant les
différentes méthodes d’ analyse.

— Ensuite on a étudié deux modéles différents dessRB#sont les RDP temporisés et
les RDPs temporels qu’'on va utiliser par la suibairpl’analyse quantitative et la

commande.
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Introduction

L’analyse qualitative abordée au premier chapitqgeamis I'étude des propriétés qui
concernent les systémes modélisés par les RDRgseel la bornitude, la vivacité, le blocage

...etc.

Le chapitre présent aborde l'analyse quantitatiest@-dire la dynamique des SED
modélisés par les graphes d’événements. Cette senalgrmet la recherche du cycle de
fonctionnement (le temps du cycle) et la margerdachissement des transitions. Elle nous

permet aussi d’optimiser les dates et les péridddsanchissement.

Avant d’aborder l'analyse quantitative on doit ddath définir quelques notions
concernant la dynamique des SED tel que: le fonogment périodique, le régime

stationnaire... etc.

L'intérét principal de ce chapitre est de démontiienportance de I'utilisation des

techniques analytiques pour I'évaluation des peréorces.
1. Le fonctionnement périodique

L’évolution d’'un RDP meéne a un état identique autlabun temps fini, dans ce cas le
régime stationnaire est établi et le systeme va avofonctionnement périodique.
1.1. Le fonctionnement périodique d'un RDPT

Pour un RDP temporisé borné, le fonctionnementtésseé maximale conduit a un
fonctionnement périodique au bout d’'un temps fimiple marquage initial W[3].
Remarque 1.1

Le régime stationnaire assure le caractére régdétiti systeme. Il assure aussi un
fonctionnement sans blocage.

1.2. La fréquence de franchissement

La fréquence de franchissement dfune transition T est le nombre moyen de

franchissements dg par unité du temps lorsque le régime stationrestetabli3].

36



Chapitre 1l Anabe des SED modélisés par des GDE p-temporisés et
p-temporels.

1.3.Le cycle de fonctionnement (le temps du cycle)

Le temps du cycle noté d’'un graphe d’événements (GDE) est le temps moyen

séparant deux tirs consécutifs d’une transition.

Pour un systéme de production par exemple, il spmed au temps moyen séparant deux
piéces produite$3].

2. Définition d’un graphe d’événements temporisé (BET)

Un GDET est un couple (N, tempo).

N : est un graphe d’événements marqué.

tempo : P ou T» Q'. Q" est 'ensemble des nombre rationnels positifs.
tempo (P = d ou tempo (J) =d.

Ainsi on définit:

2.1. GDEFT fortement connexe (GDEFC)

On dit qu’un GDE est fortement connexe s’il existechemin de i vers j et inversement

de jversitel que :ietjsont deux sommetsé&seau.
Définition

Dans un circuit élémentaire C d’'un GDE, le nombeenthrques est invariant quelque

soit les transitions franchies.

Un circuit élémentaire est un chemin orienté qui gaine ou plusieurs transitions du RDP et

y revient sans plus d’'une fois la place ou la fitaors [3]
Théoreme 11.1

Un GDE vivant si et seulement si le marquage @deh circuit élémentaire est strictement

positif.

Un GDEFC est borné si et seulement si le marquaigialiest borné.
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Dans un GDEFC, s'il existe un circuit ne contenantune marque alors le RDP va atteindre
un état de blocage.

2.2. Types de fonctionnement d'un GDET
2.2.1. Le fonctionnement au plus t6t

Les franchissements des transitions sont initigld#s que celles-ci sont franchissables.
Cette hypothése semble a priori justifiee en viubtoir les performances maximales du

systemda3].
Remarque I1.2

Une fois que les performances maximales, sontnédteila notion de séquence
franchissable est remplacée par la notion d’exd@cutcontrolée, suite de transition dont

l'instant de franchissement est imposé a I'avance.
2.2.2. Le fonctionnement périodique

Lorsqu’on a des GDEFC, alors on peut chercher édeaye fonctionnement autrement

dit le temps du cycle, noféaxqui se calcul comme suit :

d.
Amax = MAXy {ZZ;Lm;} (11.1) avec
C 13

Y.k di, la somme des temporisations des places (ou ticarsi dans le circuit élémentailg

Y.ck Mp;, la somme des marques de circuit élémentairdg3]

Exemple

La méthode de calcul du cycle de fonctionnemenitlastrée dans I'exemple qui suit :
Sur la figure ci-dessous les circuits élémentamy :

C;=P1T1P2T3P1.

C,=P1T1P3T2P4T3P1.

Donc :

N max{” 2 1+3+3} _ max{g g}
max = 1 1 - 1 1
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]

Figure Il .1 : exemple explicatif.

3. Analyse des performances d'un GDEFC p- temporel (&DEFC) :

Les GDEFC p- temporel ont la méme définition que@EDETFC sauf qu’ici les durée

sont replacées par des intervalles du temps note][43]

3.1. Le calcul du temps de cycle

* Le temps de cycle statigue minimal d’un ciragjjitestémin (Cy) tel que :

Omin = ek (1.2)

Yck Mo

Ou ). a; est la somme des bornes inferieures des intesvaligiques associé aux places P

deCy et) . my; est la somme des marques déps

* Le temps de cycle statique maximal d’un circuitstdgax(C) tel que :

ch bi
Omax = —— 1.3
MY cemo; (11:3)

Ou Y . b; est la somme des bornes supérieures des intengadiBques associé aux places P
deCy et) . my; estla somme des marques déps
Le temps du cycle pour un p- GDEFC est gt tel que :

Ain < hmax < Almax (I1.4)
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Amin et Jmax gont calculés comme suit

At = max { —— Aner = max et
max ck Yo Moi ’ max ck Yex Moi

Y.k @; - La somme des bornes inferieures du circuit éldanesT),.
Y.k b; : Lasomme des bornes supérieures du circuit éltmeC;
Y.ckMp; : La somme des marques dans le circuit élémentgaire

L'intervalle [AT% | A™meX] est appelée la fenétre temporelle du temps die.cyc

Exemple
P3
P2 [4. 6]
[7. 9]
Amin — max{$ , 1+14 7} =max{4 12}=12.

100+6+9 10048
1 ! 1

Amax — max{ } =max{117 108} =117.

Donc : 12< Amax <117.

Figure 11.2:exemple de calcul de temps de cycle poup-GDEFC.
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3.2.Calcul des marges de franchissement par la théorges graphes
3.2.1. Définition
Soit G un GDEFC p-temporel gtla période de fonctionnement tel que :

mE {AMmin - pmaxy amin o Jmax gont calculées dans le paragraphe (3.1).

G'est le graphe associéail défini comme suit:

Les sommets dé': a chaque transition, TeG est associé un sommet j @e

Les arcs d&': a chaque place R1dansG, sont associés deux arcs :

1. Unarc orienté dejversj+ 1.
2. Un arc orienté de j + 1 vers|.

* Les valuations des arcs :

1. Lavaleur de 'arc associé @;R et orienté de j vers j +1 est donné par :
Upjj+1 = Gpjj+1 = T-Myjjig (I1.5)

2. Lavaleur associee représentantfet orienté de j+1 vers j est donnée par :
Vpjj+1 = —bpjjr1+ T.Myjiq (11.6)

Avec : a et b sont respectivement la borne infeei@t la borne supérieure associée a la place
p; [3].

Exemple

La figure ci-dessous représente un graphe d’évémigpagemporel et son graphe associé :
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2] 'IUU‘I'T[

mE [Amin - amax] to| que A™N = max,[1, 2] = 2 et A% = max,,[4, 100] donc
T € [2, 104]

Figure 11.3 : exemple de graphe associé.
3.2.2. Calcul de la marge

La marge maximale sur le franchissement d’une itiansT; par rapport au
franchissement d’'une autre transitiore$t la différence entre la date di'%ranchissement

au plus tot possible et la date di'Kranchissement au plus tard possible de la tiansf.

[3]
Théoreme 11.2

Pour un graphe d'événement p-temporglet son graphe développ&’. Pour le
fonctionnement périodique de période [AMin,  Amax] |a date de franchissement au plus
tot de la transition jTpar rapport a la date de franchissement de la sifaon T, noteé :
Stjimin(1) €St donné par la somme des poids du plus lbegiin allant de i vers j danget

la date du premier franchissement dedtée S;;(1)
Explication

Dans le graphe développé dans la figure 1.3 oa plus long chemin de i vers j, de 1
vers 3 par exemple est gal a 2.
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La date du premier franchissemesy; (1) est égale a 0. DonGs i (1) =2 +0 =2,
Théoreme 11.3

Pour un graphe d’événement p-tempafeét son graphe dévelop@?, pour le FP de
périoder € [Amin =~ Jmax] |3 date de franchissement au plus tard de langition T par
rapport a la date de franchissement de la transitip Noté Sy jimq,(1) est donné par la
somme de la valeur absolue des poids du plus Iblegnn allant de j vers i et la date du

premier franchissement denotée Sy;(1)

Explication

Pour la figure 1.3, on a le poids de chemin kesgbng allant de 3 vers lest égal a 4.
Stjimax (1) =4

Corollaire 1.1

SoitG un GEDFC p-temporel &’ son graphe développé &t T deux transitions dans
G, la marge maximale notég;,,,, sur le franchissement de la transitioppér rapport au
franchissement de; €st égal a la valeur absolue du poids du chemiplus long allant de |

vers i dangs’ moins le poids du plus long chemin de i vers jsdangraphe.
Rrjimin (1) = S7jimax(1) - Stjimin(1) (1.7)
Si on reprend le méme exemple que la figure Il.3onve :
Rjimax = 4 — 2 = 2 unités du temps.

En général si on a la date de franchissement deafesition T la transition T peut étre

franchie entreSTﬁmin (l) etSTﬁmin (l) +RTjimin (1)
4. Evaluation des performances d’'un GDE dans l'algébraisuelle

L'évaluation des performances consiste a recherlthéemps de cycle ainsi que les

dates de franchissement des transitions.

Contrairement a I'approche basée sur I'analyseculesits, on peut calculer le temps de

cycle en utilisant le modele décrivant le compogahdu systéme (utilisation des inéquations

43



Chapitre Il Anabe des SED modélisés par des GDE p-temporisés et
p-temporels.

aux dateurs pour les GDE p-temporels). Et pourrdéter les valeurs a optimiser par la
programmation linéaire, on suppose que le GDE mptesi a un comportement 1-

périodique [5]

4.1. Les inéquations aux dateurs dans l'algeébre usllel
4.1.1. Motivation
Soit le GDE p-temporel représenté dans la figureasite :

Figure 1.4 : GDE p-temporel.

On peut écrire les inéquations suivantes :
x2(K) = x;(k) +1
x2(K) < x1(k) +2

Cette derniere expression permet d'exprimer leesddimites de franchissement de la

transition T2 (borne supérieure).
x1(K) = x,(k-1) + 3.
x1(K) < x,(k—1) +4.

Si on met ces inéquations sous forme matricielieplatient :

1 -1 W 0 O = 1) -1
-1 1 X 0O O ve - 2
-1 0 [xi(k)] =lo -1 [xl(k—l)]+ -3

0 0 1 4

44



Chapitre 1l Anabe des SED modélisés par des GDE p-temporisés et
p-temporels.

4.1.2. Le modele général

Plus généralement on obtient un modéle de la forme
Agx(k) < YA; x(k— 1;)+T (1..8)

On peut toujours faire un changement de varialbes pbtenir le modele suivant :
Agx(k) <Ay x(k-21)+T (1.9)

Ceci est possible en dupliguant les places ayast gsin jeton en plusieurs places contenant
exactement un seul jeton. Comme I'explique la ggsuivante :

P [0, O]
P [a, b]

v

P3 [a, b]

Figure I.5 : place a deux jetons dupliquée.

Le modele (11.9) peut étre qualifié de modele pdhage puisqu’ il contient toutes les
trajectoires admissibles.

Pour la figure (11.4) on a :

1 -1 0 0 1

_ -1 1 0 0 2
D=1 oMo 1| T7|-3
1 0 0 1 4

4.1.3. Le fonctionnement 1- périodique
Dans un systeme de production par exemple, ondahee a chercher une conduite qui
nous permet d’avoir un fonctionnement périodique.
Parmi les fonctionnements périodiques connus,aivé le fonctionnement
1- périodique qui est le plus facile et le plus rechér Dans cette section, on donne les

conditions nécessaires et suffisantes permettacamdetériser un ce fonctionnement.

Le fonctionnement 1-périodique est caractériser. par
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x(k+1)=x(k) + Au (11.10)
Si on remplace dans I'équation (11.9) on obtient :
Ag[x (k-1) A u] <Aijx(k-1) +T
Aox (k- 1) +Ag Au < A;x(k-1) +T
(Ag-A)x (k-1) +Ag Au<T
On met(4, -4,) = A donc notre inéquation devient :

Ax(k-1)+A, Au < b, onlametsous forme matricielle on aura :

x(k —

[A Amd[ ]

1)] < T Cette inégalité est sous la forme :
AX<T (1.12)
Avec :A=[A Apu]etx = [x(k - 1)]
A
A partir de cette inégalité on peut chercher ldeslde franchissementk — 1) et le temps
de cyclei.
Mais on doit d’abord prouver I'existence de la ol en utilisant le théoreme de Farkas.

Théoreme de Farkas

Le systéme d'inégalité linéaiex < T a une solution si et seulemenggin vecteury > 0

tel queyt A=0ety! T >0
Remarque I1.3

Le théoréme de Farkas est utilisé dans notre gbode confirmer I'existence du temps de

cycle.
4.2. La programmation linéaire pour la recherche de solutions optimales

Une fois que I'existence de la solution est proywe@epasse a sa recherche on utilisant la

programmation linéaire.

46



Chapitre 1l Anabe des SED modélisés par des GDE p-temporisés et
p-temporels.

Pour cela on prend comme fonction objectiVexr et comme contraintes on mét > 0 et
x = 0, qui sont des contraintes de type inégalité.

Le vecteurC peut prendre différentes valeurs selon I'objed#ifnotre optimisation :

C=[1 .. 1]sionveutoptimiser.
C=[1 1 .. o0]siondésire optimiser les dates de franchissemen
C=[0 0 .. 1] pourloptimisation de temps de cycle.

Formulation du probléme :

Pour augmenter la vitesse du systeme de produatioéduit son temps de cycle, ainsi le

probleme d’optimisation est formé comme suit :

min C¢ x.
Ax <b
x=0
Exemple
Pour le systeme de la figure 11.4 on a :
S IR w5
A1 1 -1 ’le’;zl'b:—a
1 -1 1 4

Existence de la solution :

Selon le lemme de Farkdsx < b admet des solutions si et seulemer gi> 0 /yt ¥ = 0 et
ytbh = 0.

Le calcul dey :
1 -1 0
-1 1 0]_

[YO V1 Y2 y3] -1 1 -1 _[O 0 0]
1 -1 1

y2 =Yz ety, =y, onprendy =[1 1 2 2].
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-1
Le calculdey®* b=[1 1 2 2] l_z?’] =3=0
4

Donc la solution de I'équation 11.12 existe

La solution optimale peut étre calculée sous matlab

Apres I'exécution de programme matlab on a pu arrau résultat suivant :
Pour cet exemple le programme suivant nous pemrecherche des solutions :

X =
0.0000
1.0000
4.0000

Remarque 1.4

La méthode de la programmation linéaire introduwlsns[5] ne suppose pas des graphes

d’événements fortement connexes.

Conclusion

Ce chapitre nous a permet détudier la dynamique &&D c'est-a-dire leur
fonctionnement, en analysant les dates de frarerhisst ainsi que le temps de cycle et ceci

en utilisant de differentes méthodes tel que :

— La recherche du temps de cycle par I'analyse desits (les GDE p-temporels et p-
temporisés).

— Le calcul de la marge de franchissement d’une itiangar rapport & une autre par la
théorie des graphes.

— Optimisation de temps de cycle ainsi que les daéefanchissement en utilisant la

programmation linéaire.
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Introduction
Dans ce chapitre on utilise les équations linéamgdicites pour modéliser un
GDE p-temporel.

Ces équations nous permettent de commander leseSEHB démontrer I'existence et
'unicité de la solution. Notons que le vecteur dedutions a chercher dans un GDE p-

temporel représente les dates de franchissemenmtathsgions et le temps de cycle.
1. Généralités sur les systemes linéaires implicites

L'étude des systémes linéaires implicites nous perde mettre en évidence les

propriétés suivanteq6]

- L’existence et I'unicité des solutions.

— L’atteignabilité et la commandabilite.

— L’observabilité et la reconstructibilité.
1.1.Définition

Un systéme linéaire implicite discret est représaous la forme suivante :
Ex(k+1)=Ax(k)+ Bu(k) (1.1)
Avec :E € Z9X" A€ 79" B € 79X™ [g].

Si la matriceE’ est une matrice inversible le systéme devientiekgpl

1.2.Définition d’'un systeme
On appelle systeme I'ensemble des couplas) de deux suitesfo - X; ..}et
{up .. u; ..}telque I'équation (Ill.1) est satisfaitek > 0.
Ce systeme est noté :
Ex(k+1)=Ax(k)+ Bu(k) (1n.2)

On appelle entrée admissible une suitgour laquelle il existe une suite N* tel le

que :
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(x, u) € (lll.2). On dit quey € X (X = R™) est une condition initiale admissible s'il existe

pour toute entrée admissible une suitee N* tel le que ¢,u) € (l1l.1) etx,=v [6].

1.3.Représentation équivalente

1.3.1. Définition du noyau

E et F sont deux espaces vectoriels, munis respectivedemnbasesh( .. b,) et
(¢1 -+ Cm). La matrice de l'application linéaire relative a ces deux bases est) Le
noyau def noté Ker f) est 'ensemble des vecteursHiglont I'image paf est le vecteur
nul. Soit 1 un vecteur dé& et x = (X1 .- Xn) le n-uplet de ses coordonnées dans la
bas€b; .. by,).La condition nécessaire et suffisante sur  pagrfq{v) soit nul est que

toutes les coordonnéesfd®), c'est-a-dire toutes les lignes du produit, soient nulles.

I{a11x1 al]'x]' v QipXn =0
4 apxy ... AXj o QAQipXy = 0 (1mn.2)
lam1x1 v AmjXj o AupXn =0

Le systeme linéaire (11.2) est homogene, I'ensendlel ses solutions est un sous-espace
vectoriel d&®™. La méthode du pivot de Gauss permet de détermimebase de I'ensemble

des solutions de (l1.2), donc une base de Kgr (
1.3.2. Utilisation du noyau pour la représentation équivaénte

Soit N une matrice de base du noyau a gauche de la efgtdonc on peut noter le

systeme (lll.1) sous la forme :
NE x(k+ 1) = NA x(k) (n.3)

Si x € (lll.3), alors pour toutk (k € N),E x(k+ 1) et Ax(k) sont égaux modulo un

elément de noyau de . Par conséquent :
Ex(k+1)=Ax(k)+ b (11.4)
Oube Im (B) soit

Ex(k+1)=Ax(k)+ Bu(k)
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Ouu(k) est tel quB u(k) = b.
Réciproquement, Bix(k + 1) = A x(k) + B u(k), il est clair que :
NE x(k+1) = NA x(k)
Puisque par définitionN.B = 0 [6].
Remarque I11.1
Si on appligue la transformé erpour le systeme (I11.3), on obtieN{(zE — A)x(z) = 0

Le terme (zE — A) est appelé le faisceau des matriéest A. Ce dernier nous permet de

faciliter I'étude des systemes linéaires implicites
* Proposition 1
Soitx € N¥ (X = R") alors :x € (lI.L1) ©3ueN¥/(x,u)€(Il.3)

(111.3) est la projection de (Ill.1) suN*, donc un vecteur est condition pour (lll.1) si et

seulement s’il est condition initiale pour (111.3).

Pourx, € N*, 3 x, tel que

NEx; = NAx, si et seulement si, € (NA) ™ Im(NE)

En suite 3 x, tel que NEx, = NAx; si seulement si, € (NA)™* (NE) (NA)* Im(NE) [6].

* Proposition 2
D’apreés la proposition (1) on note :

MO - Rn .
{M , 20 (111.5)

i+1= (NA)" (NEYM; = A~' (EM; + Im(B)

Cette suite n’est pas croissante, stationnairesaménombre fini d’itérations vers un espace

vectoriel notéV*, qui est 'ensemble des conditions initiales admide (111.3) et de (l11.1).

La démonstration suivante nous permet de vérdigipropriétés ci-dess(§.

51



Chapitre IlI Etude dggstémes implicites

Démonstration

Il est évident quél; c M, .

On suppose qu¥; c M;_, , alors :

M; = (NA)™1 (NE) M;_, c (NA)™* (NE) M; .

On en déduit donc par récurrence guec M;_; ,Vi €N .

La dimension des espadés est donc décroissante, et inférieurena par conséquent

convergente apres au pla®tapes d'itération. On observe alors :
dim(My4) = dimM;) & My = M; Myy= (NA)™ (NE) M= (NA)™Y (NE) M; = My
Et par récurrenc®;,, =M; ,VkKkEN
Deslorsque M;,; =M; =M".
L'espaceV* vérifie M* = (NA)™1 (NE) M*.
Et donc :
NA M* =NA (NE) M* (NE) M* = Im (NA) n (NEM*) c (NEM*).
Il en vient que sk, € M*, il existex; € M*, tel que N E x;, =NA x, , puis x, € M* tel que
N E x, =NA x,, et ainsi de suite.
Il existe une solution, avec x; € M* ,V i € N.[6]

2. Lathéorie de Kronecker
2.1. La forme de Weierstrass
L'étude de paires de matricEst A de méme dimension est possible grace a I'étude du
faisceau correspondasE — A ou s est un scalaire indéterminé. Notons que lumdode
« Weierstrass» est utilisée dans le cas ou les ohairicesE et A sont carrées. Si en plus le
déterminant desF — A est non nul on dit que le faisceall — A est régulier. Si non il est

singulier[6].
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* Proposition 3

Deux faisceauxsE — A et sE' — A’ sont équivalents s'il existe deux matrices carrées
constantes et inversibleRet Q tel les quesE — A =P (s’ — A") Q7.

On obtient la liste des invariants ainsi que lesnf@s canoniques associées a cette
relation d’équivalence sous la forme de « Weiesstsadans le cas régulier et sous la forme

de Kronecker dans le cas général. Ce résultatrgiexgomme suit :
Théoreme 111.1

Il existe des matrices de changements de lPass Q pour lesquelles le faisceau
réguliersk — A est strictement équivalent a un faisceau de fatimgonale par blocs, lequel
est completement déterminé par les diviseurs élgnnes finis et infinis.
A chaque diviseur élémentaire fi(s — aj)"ﬁ du faisceasE — A, ou k;; correspond a la
multiplicité du facteur irreductibles — a;), correspond un bloc de dimensidy;x k;; de la
forme :

[s—q 1 ]

I I
Lkﬁ:| ] j=1...,teti=1...,n
1

S — a]-
A chaque diviseur élémentaire infiryi correspond un bloc de dimensionx v;de la forme :
r s ]
Ly, o |
L
1
Les termes des matrices qui ne sont pas preaséssls[6].

2.2 La forme canonique de Kronecker

La forme de Weierstrass n'est utilisable que dams$ oE — A est régulier, alors que

la forme de « Kronecker » est applicable dans lesisas.
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Théoreme 1.2

Il existe des matrices de changements de lPas Q pour lesquelles le faisceau
sE — A est strictement équivalent a un faisceau de fodmgonale par blocs, lequel est
complétement déterminé par les invariants de « Kckar », c'est-a-dire les diviseurs

élémentaires finis, infinis et les indices minimaax les colonnes et par les lignes.

Les diviseurs élémentaires finis et infinis sorftnil® de la méme maniére que dans la

forme de « Weierstrass ».

A chaque indice minimal par les colonngscorrespond un bloc de dimensiamx

(e; + 1) de la forme :
L€i = S . 1 i =1, ..., S.

A chaque indice minimal par les ligngsorrespond un bloc de dimensiqn ¢ 1) xu; de la

forme :
s S
14

|
Ly;=
|

FinalementsE — H est équivalent a la forme diagonale par blocs :

{Liyp o oLiys Loy o oLoy Leyp oo SLeglyy o Ly}

— Les termes des matrices qui ne sont pas précisésnusis.

— Les indices minimaux par les colonnes qui sont magespondent a un bloc de
dimension 0 x 1, ce qui correspond a une colomfie dans la forme canonique. De |
a méme maniere, les indices minimaux par les ligmesont nuls correspondent a des
blocs de dimension 1 x 0, une ligne nulle, darferime canonique.

— On considére généralement que les diviseurs él@mentd'ordre fini et infini, les
indices minimaux par les colonnes et les lignest smdonnés de maniere non

croissante.
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— Les blocs de diviseurs élémentaires a l'infiniest indices minimaux par les lignes
fournissent des renseignements quant a l'existdhoee solution. La solution est
unique s'il n'y a pas de blocs d'indices minimaax lgs colonnes dans la forme

canonique de « Kronecker6).

3. Utilisation de la forme de Kronecker pour I'étude des systémes implicites
L'intérét du calcul des invariants structurels dek&onecker », vient dans la
formalisation suivante :

* Proposition 4

Toute condition initiale est admissible, autremdittM™* = R™ si et seulement si le
faisceau des matricesNE — NA n’a ni indice minimal par ligne non nul, ni divige

élémentaire a l'infini. Ou bien :
Im (NA) = Im (NE).
rang (VA — NE) =rang (VE).

Dans ce cas le théoreme de «Kronecker » nous petemetémonter est ce que la

condition initiale est admissib[é].

3.1. Existence et unicité de la solution

* Proposition 5
Ex(k+1) =Ax(k)+ Bu(k) (n.1)

Le systeme (l1.1) admet une solution pour teyietu si et seulement si :
Im (4,B) < Im (E)

Ou bien:

rang E, A, B) =rang €)

Ce systeme admet une solution unique si en plis clendition précédente on a :

rang ¢E — A) =n

Ou bien les deux conditions :
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rang E,A,B) =rang €) et
rang ¢E — A) =n

La derniére condition est équivalente a I'absene® iddices minimaux par colonnes

pour le faisceauzfE — A) [6].
C’est un autre intérét de la forme canonique dean&cker ».

4. Obtention de la forme linéaire implicite a partir d’'un GDE p-temporel
4.1. Motivation

Soit le GDE p-temporel ci-dessous :

[0, 100]

[1, 2]

T2

[0, 1]

Figure 1.3 : Exemple d’'un GDE p-temporel.
Les équations aux dateurs sont obtenues comme suit
x1(k) =x4 (k — 1) +q1(k)
xz(k) =x1 (k — 1) + (k)
x3(k) =x; (k= 1) +q3(k)
x4(k) = x3 (k) + q4(k)
x4(k) =x1 (k) +qs(k)
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Avec :
0< q4(k) <100
0<q,(k)< O
1<q3k) <2
0<q,(k)<1
1<qgs(k) <4
Remarque :

Pour avoir les équations aux dateurs, on a simldi place P3 comme suit :

P [0, O]
P [1,2]

P3 [1, 2]

Les équations ci-dessus nous donnent la forme ciediei suivante :

(o 2 0 o E® [} 0 ol Fk-b
|o 0 1 ol Xz (k) =|o 10 0| el
[o 0 -1 1J %3 (k) lo 0 0 oJ X3(k=1)
10 o 1l batl 1g o o o balk=1D

On remarque bien que la forme obtenue est uneiéguimteaire implicite.

Généralement la modélisation d’'un un GDE p-temigmaeune équation linéaire implicite
est donné comme suit :

{E x(k+1)=Ax(k)+ q(k + 1) (I11.6)

a <qlk)<bh
Avec :
k : Le nombre de franchissement des transitions.
x(k) : La date dé&®™¢ franchissement.
q(k) : Le temps de sejour d’'un jeton dans une place.

a etb sont respectivement la borne inferieure et le @supérieure des intervalles de
franchissement.
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4.2 Définition du temps de séjour

Le temps de sejour d’'un jeton dans une placeoRespond au temps effectif que le

jeton doit passer dans la plag@®ur le franchisseme#t

Pour I'exemple (Ill.1) ona:

[10001 [0001]
[0 1 0 0 10 0 0
E=lo 0 1 o0 A=l0 1 0 0
[00—11] looooJ
10 0 1 00 0 0

5. Commande en boucle fermée des GDE p-temporels

La commande d’'un SED modélisé par un GDE p-tempsiele pilotage des entrées en

vue d’obtention d’un comportement désiré pourykteme et plus précisément les sorties.

Le probleme traité dans cette section consiste léulea a chaque étape (k) une
commandey (k) en fonction de I'état des dateurs de telle soderverger asymptotiquement
vers une trajectoire désireé€k), k € N tout en vérifiandes contraintes imposées sur I'état et

la commande (k).
Pour un GDE p-temporel modélisé par I'équationdirgimplicite suivante :

{Ex(k +1)=Ax(k)+ q(k+1)

a <qlk)<bhb (111.6)

a etb sont respectivement la borne inferieure et le daupérieure des intervalles de
franchissement.

On cherche trouver un retour d'état tel que la solutionx(k) de (Ill.6) tend
asymptotiquement vers une trajectai(&) désirée, solution du systeme d’équations linéaires

implicites suivant :
Ez(k+1)=Az(k)+ qz (n.7)
La trajectoire désirée(k) est donnée par un fonctionnement 1-périodiquest@-alire :
z(k+1)=2z(k)+ Au (111.8)
Tel queA est le temps de cycle désirauetst un vecteur unitaire de dimension appropriée.

Le systeme d’erreur induit par les deux équatidihg) et (111.8) est donné par :
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Ee(lk+1)=Ae(k)+ qz—q(k+1) (1.9)
Avec :
e(k) = z(k) — x(k) (11.10)

Pour un tel systéeme (I11.9) on peut définir detrésq(k + 1) données par un retour t'état
statique de la forme :

q(k+ 1) =Fe(k)+ qz (n.11)
Le systeme en boucle fermée est donné par :
Ee(lk+1)=(A—F)e(k) (1n.12)

Le probleme est de cherch@rtel que le systeme (l1l.12) admet une solutiomsCa-
dire quee (k) existe.

Le systeme (111.12) admet une solution si et seelansi :
Im(A—F) clm (E)
Ou bien:
rang A — F,E) =rang €)
Cette solution est unique si en plus le rén§ — (A — F)) = n.

Exemple

Dans I'exemple de la figure (lll.1), on a:

[1 0 O O] [0 0 0 1]
| 0O 1 0 OI |1 0 0 O
E=10 0 1 0/,4=[0 1 0 0],B=lss
[0 0 -1 1J [0 0 0 OJ
-1 0 0 1 0 0 0O
Donc (Ill.12) sera :
1 0 0 O 0O 0 0 1 fir fiz fizs fia
|r0 1 0 O]| zlgiig /|r1 0 0 O]I [f21 f22 fa3 fzs]\ :1Eg
0O 0 1 0 2 = 0 1 0 0= [fs1 fz2 faz fsa 2
lO 0 -1 1J es(k+1) [0 0 0 OJ far faz  faz  faa es()
~1 0 o 1l lek+D 000 o g £, fis fiul @®
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1 0 0 O —fi1 —f12 —fiz 1— fia
[ 0O 1 0 O 21%2 i B [1 — f21 —f22 —f23 —f24 ] glgg
0 0 1 0 ez(k +1) = | —f31 1—f32 —fi3 —f34 I ez(k)
0 0 -1 1 eg(k +1) l —fa1 —fa2 —fa3 —faa J eg(k)
-1 0 0 1 * —fs1 —fs2  —fs3  —fsa *

Onalerangk)=4

On choisit legf;; de telle sorte que le ran@A(— BF), E) est égal a 4.

0 0 0 1 0 0 0 O

[ 1 0 -1 0] [0 0 1 O]

F= {0 -1 0 0l],A—BF=|0 0 0 O
{—1 1 0 0] {1 -1 0 O‘

-1 0 0 -1 1 0 0 1

Donc la solutione(k) existe et on peut prouver qu’elle est unique sipent également

trouverz tel que :

rangzE — (A —F)) = 4.
Cette derniere équation est vérifiée pour 1
Remarque (111.3)

La méthode de vérification de I'existence et l'iticde la solution est une méthode
approximative et elle devient impossible pour KEuwes systémes importants ou les deux

matrices E etA deviennent gigantesques.

Une autre approche nous permet de vérifier I'eristeet I'unicité de la solution pour

I'équation (l11.12) en utilisant les résultats @edroposition suivante :

* proposition 6
Le systéme impliciteE x(k +1) = Ax(k) a une solution pour chaque condition
initiale si et seulement §7]
ImA cImE

Ou bien:
3 Q € R™™ tel que EEQ = A.

Donc pour I'équation (l11.12), on cherche une ntatcarréeeQ tel que :
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EQ=A-F. (11.13)
La solution du systeme (111.13) est donnée par :
e(k+1)=Qe(k) (11.14)

Le systeme est stable si les valeurs absolues alesrs propres de la matrige sont
inferieurs ou égales a 1. Mais dans notre cas osaitepas est ce que les contraintes sur la

commande et |'état sont satisfaites.

Pour pouvoir vérifier le respect de ces contraintes doit faire appelle a la théorie de la

commande par invariance.

5.1. La commande par invariance

* Proposition 7

Le polyedreD(P,p) ID(P,p) {e, Pe < p} est positivement invariant par rapport au systeme
(1n.14)

Sivk:

e(k) e D(P,p) > e(k+1)€D(P,p)

Pe(k)<p-P e(k+1)< p.Cest-a-dire

Pe(k)<p-PAe(k)< p.Donc

D(P,p) © D(PA,p)

Cette relation est vrai si et seulement si le lemm€&arkas étendu est vérifié c’est- a —dire :

3 une matricéd avec des coefficients tous positifs tel que :

{HPzPA
Hp<p

* Proposition 8
Une propriété définie pour les polyédre fermé (fopg) et compacie 0).
Un polytope compact est contractif par rapporsyatéme (I11.14) si et seulement si

e(k) e D(P,p) »e(k+1)eD(P,lp) (<11

61



Chapitre IlI Etude dggstémes implicites

Pe(k)<p-Pe(k+1)< Ip

Pe(k)<p-PAe(k)< Ip

D(P,p) c D(PA,lp)

Cette relation est vrai si et seulement si :

3 une matriced avec des coefficients tous positifs tel que :

{HP=PA
Hp<lp

* Proposition 9
Les contraintes sur le vecteur commande sont aaésY k si et seulement si

3 une matricg avec des coefficients positif tel que :
_[F
{] xP= [—F] Tel que
] Xp <p

_[b — qz
p“hz - a]

a etb sont respectivement la borne inferieur et la beuy@erieur de I'intervalle du temps.
qz est le temps de sejour des jetons dans les places.
En résumeé
Il faut trouver un retour d’état solution de :
EQ=Q—-F
{HPzPQ

Hp <lp
Jp=p

\Jp= [—FF]
Avec : H;;

;=0 0<l<1 , J;=0
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Chapitre IlI Etude dggstémes implicites

Pour assurer

— L’existence te l'unicité de la solution.
— La convergence asymptotique vers une trajectoisedke
— Le respect des contraintes sur I'état et la command

Conclusion

La modélisation d'un GED p-temporel par les équetidinéaires implicites nous a
permis d’'arriver a une méthode intéressante pontr@er un SED, et cela en utilisant les
faisceaux des matrices ou bien les résultats geofaosition (6).

La commande par invariance introduite dans ce tigapous permet de commander un
SED tout en verifiant les contraintes sur les esgrét I'état du systeme. Les résultats de cette

commande sont utilisés pour étudier un systemeatiuption dans le chapitre qui suit.
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Introduction

Cette application nous permet d'utiliser les métdsd analyse pour les SED modélisés par

des GDE p-temporels étudiées auparavant.

Dans cette application on essaye de trouver uremppur contréler un SED modélisé par
les équations linéaires implicites, en utilisarg feéthodes classiques tel que la poursuite de la

trajectoire et I'étude de la stabilité.

— D’abord on commence par le calcul de temps du cygle. en se basant sur I'analyse des
GDE p-temporels (I'analyse des circuits). Dans urenper lieu on propose un
programme MATLAB pour optimiser les dates de frassbment et cela pour une sortie

désiréez(k) qui a un fonctionnement 1-périodique. C'est-a-dire
Z(k) =Z(k - 1) +Amaxu
Remarque VI.1

« Pour avoir les dates de franchissement au plusotdytilise Amn

* Pour avoir les dates de franchissement au plus terdtiliseljiax.

- Ensuite sous MATLAB aussi et par l'utilisation déguations linéaires implicites, on
propose un programme qui étudie la stabilité etvgufie la poursuite de la trajectoire pour

notre systeme.
Le systeme étudié dans cette application est urepsais de panification.
1. Le fonctionnement

On considere une boulangerie semi-industrielle fabrique deux types de pains, Painl
(qualité supérieure) et Pain2 (qualité ordinaited. procédé de fabrication est représenté par le
graphe d’événements p-temporel de la Figure (IM.&s deux types de pains doivent suivre la
méme séquence de fabrication sur les quatre mackiisponibles : le pétrifM1), la diviseuse
(M2), la fagconneus@M3) et le four(M4).

Painslet2: M1 - M2 - M3 - M 4.
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Les durées sont ffiérentes entre les deux gammes, ainsi qu’'une opRrak pointage

supplémentaire (plac®21) pour la gamme 2, sont a l'origine d'une qualitéfédente. Les

opérations sont les suivantes :

Pétrissage :Le pétrissage commence par un mélange de toursgieslients dans un pétrin,
cette opération durant dé& a 27minutes. Cette étape est représentée par lessptadeet
P20

Pointage : C'est la premiére fermentation. La péate est laisaé repos d&0 a 30minutes
pour permettre a la levure, ou le levain, d’assurer fermentation uasate. Cette étape ne
concerne que le Pain 2 et elle est représenté@pajdans le graphe.

Division : Il s’agit de découper la pate, en patons plustpetvec la diviseuse. Dans le
graphe, cela est représenté (Rit2) pour le Pain 1 gtP22) pour le Pain 2. Deux diviseuses
sont disponibles.

Détente : Les patons sont laissés au repos une nouvelleGeitte étape durg80 minutes
pour le Pain{P13)et del5 a 20minutes pour le Pain@23).

Faconnage :Chaque paton est retravaillé pour lui donner taneovoulue. On utilise pour
cela une faconneuse. Dans le graphe, cela estsegpéepalP14) pour le Pain 1 etP24)
pour le Pain2. Deux fagonneuses sont disponibles.

Apprét : Les patons sont disposés sur une toile de lin powteuxieme fermentation.
L’apprét (repos) dépend du type de Pain et esésepité par les placé?15) et (P25).
Cuisson : Les pains sont enfournés a 250 — €8@ans le four (supposé fisamment
grand). La cuisson dure &9 a 25minutes et est identique pour les deux gammege Cet
opération est représentée pd6 pour le Pain 1 @226 pour le Pain 2.

Sortie des chariots :Elle est représentée pat7 etP27.

2. Modélisation du processus

Le systeme est modélisé par le GDE p-temporel atiiva
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X7 XK yl

i P Pl
2 A (O O
T
trett (5T [1520] 1510 ety Gamme 2
u Xl [0,00]

)
PIZ FL3 P15 Bid
[0,00] [ . A S Gamme |
L) v

X |15

[15,180]
Figure IV.1: systeme de panification modélisé paabDE p-temporel.

3. Le calcul du temps de cycle

Le temps de cycle pour un GDE p-temporel est hgietel que :

min max
)lmax < )vmax < )‘max

Amin et Jmax gont calculés comme suit :

Amin — max{ ck %i } , Amax — max{ ckDi }
max Yk Moi max Yk Moi

Y.k a; - La somme des bornes inferieures de circuit éléarexc,, .
Y.k bi: La somme des bornes supérieures de circuit élimec,, ..
YckMo;: La somme des marques dans le circuit élémerdgire

L'intervalle [AT¥R | A™maX] est appelée la fenétre temporelle du temps de.cyc

min .
Amax .

min — 15X4+10x2+120+20 15X2+180x2+10+20 25 10x3+15X3+180X2+20 15X5+10%2+180+20
max maxl ’ 1 ’ )
1 1 2 2

10X2+15x3+25+120+20 25+10 180+15%x3+20 120

2 ’ 2 }

Amin = 1920, 445, 227.5, 147.5, 115, 200}
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Chapitre IV

445 unités du temps.

min —
Amax_

20Xx2+15X2+30+180x2+240+25

max
)“max

27+15+180+20+240+25+180
1

20%x3+30+15+150+25+180
1

27+15X2+20%x2+150+25+180

20x4+30+15+240+25+180

}

27+15+ 180+20%X2+150+25+180
2

{460, 687, 362.5, 285, 226, 308.5}

max —
Amax"

687 unités du temps.

max —
Amax"

Donc : 445 < A4, < 687

4. Optimisation des dates de franchissement

lité suivante :

7

inéga

En utilisant les inéquations aux dateurs, le systpaut étre décrit par I

avec .

Agx(K) <Ay x(k-1)+T

CO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO OO0 _0
SO OO DO OO DO DD OO DD OO OO DO OO DO OO OO OO OO‘I_A O
SO OO OO DO DO DO OO DO OO DO OO OO DO OO OO 004.10 — O
i
— — —
i i
i i —
SO OO DO OO DO DO OO OO 004.1 SO OO DO OO DO OO OO OO
i i
i i i
i L -
i i

I i i i
[=leleloleleeleleleNejloololsollsBololeol= =l ololeleoBolo oo e lao o oo N N

1

<
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x(k) est un vecteur composé des dates de franchissel@&ttansitions, des deux sortjggk) et
v, (k) etde l'entréec(k).

-0 1
—15
180
180
—15
-15
20
-10
30

-10
15

-15
20

—15
20
—120
150
T={-20
25
—25
27

-10
15
180
180

—15
20

—180
240

-20

[N N

— Apres I'exécution de programme MATLAB pour 10 itiépas on a pu optimiser les dates de
franchissement pour un fonctionnement au plus tot.
Pour ce programme on a choisit :
minf(x) =Y x(k). Comme fonction objectif.

Et 4y x(k) < A; x(k - 1) + T comme contrainte de type inégalité.

La solution (les dates de franchissement au pliesd la suivante :
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Dates de franchi

_ssementx 103 | Date|Date |Date |Date |Date |Date |Date |Date |Date |Date

transitions 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u(k) 0 | 0.0150 0.4600| 0.9050| 1.3500| 1.7950| 2.2400 | 2.685Q 3.1300| 3.5750
x1 (k) 0 | 0.0150 0.4600| 0.9050| 1.3500| 1.7950| 2.2400 | 2.685Q0 3.1300| 3.5750
x5 (k) 0 | 0.0350 0.4800| 0.9250| 1.3700| 1.8150| 2.2600 | 2.705Q 3.1500| 3.5950
x5 (k) 0 | 0.0650 0.5100| 0.9550| 1.4000| 1.8450| 2.2900 | 2.735Q 3.1800| 3.6250
x4 (k) 0 | 0.0800 0.5250| 0.9700| 1.4150| 1.8600| 2.3050 | 2.750Q0 3.1950| 3.6250
x5 (k) 0 | 0.1000 0.5450| 0.9900| 1.4350| 1.8800| 2.3250 | 2.770Q 3.2150| 3.6400
xg (k) 0 | 0.1200 0.5650| 0.0100| 1.4550| 1.9000| 2.3450 | 2.790Q 3.2350| 3.6600
x- (k) 0 | 0.2700 0.7150| 1.1600| 1.6050| 2.0500| 2.4950 | 2.9400 3.2850| 3.6800
xg(k) 0 | 0.2950 0.7400| 1.1850| 1.6300| 2.0750| 2.5200 | 2.965Q0 3.4100| 3.8300
Xq(k) 0 | 0.0400 0.4850| 0.9300| 1.3750| 1.8200| 2.2650 | 2.710Q 3.1550| 3.6000
X10(k) 0 | 0.0500 0.4950| 0.9400| 1.3850| 1.8300| 2.2750 | 2.7200 3.1650| 3.6100
x11(k) 0 | 0.230Q 0.6750| 1.1200| 1.5650| 2.0100| 2.4550 | 2.900Q 3.3450| 3.7900
x12(k) 0 | 0.2450 0.6900| 1.1350| 1.5800| 2.0250| 2.4700 | 2.915Q 3.3600| 3.8050
x13(k) 0 | 0.4250 0.8700| 1.3150| 1.7600| 2.2050| 2.6500 | 3.095Q0 3.5400| 3.9850
x14(k) 0 | 0.4450 0.8900| 1.3350| 1.7800| 2.2250| 276700| 3.1150| 3.5600| 4.0050
v, (k) 0 | 0.4450 0.8900| 1.3350| 1.7800| 2.2250| 2.6700 | 3.115Q 3.5600| 4.0050
v, (k) 0 | 0.4450 0.8900| 1.3350| 1.7800| 2.2250| 2.6700 | 3.115Q 3.5600| 4.0050

Tab IV.1 : dates de franchissement optimisées.

On remarque que aprés la deuxiéme itération, ta de franchissement égale a la date précédente

plus la tempe de cycldfin).
5. La commande du systéme sous contraintes
5.1. Etude de la stabilité

Pour étudier la stabilité de ce systeme, on utlesgesultat de la proposition(6) de chapitre
(ll1). C’est -a- dire on doit chercher les deux ne Q et F tel que I'équation (l11.13) soit

satisfaite.

F est le retour d’état recherché pour que le sys@miaoucle fermée soit asymptotiquement stable.
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Chapitre IV

Le systéme est stable si les valeurs absoluesalesrs propres de la matri@esont inferieurs ou

eégales a 1. Les deux matrices recherchées vériigenespect des contraintes imposées sur le

systeme en utilisant la théorie de la commandénpariance.

Si on modélise le systeme par I'équation linéaiplicite (111.6), on trouve :

CO OO OO OO OO OO OO OO
CO OO OO OO OO OO OO OO
QO OO OO OO OO OO OO O
i
010000000000001_
Al
CO OO OO OO OO OO O _0
i
0000000000001_00
i
CO OO OO OO OO O _000
i
00000000001_0000
00000000011_‘00000
i
001000001_000000
i
SO OO OO O _0000000
Al
1000001_00000000
i
SO OO O _000000000
i
00011_0000000000
1
23]

SRR
C 0000000000000 OO
R == l=R=Y=R=Y=R=X=R=t=R=R=R=Y=R=N=)
el =f=N=Y=R=Y=R=R=R=R=R=f=N=t=l=Y=N=l)
O HO OO 0O OO0 OO
R =f=N=Y=R=Y=R=R=R=i=R=i=R==R=1=R=R=)
R =t=N=taR=1=R=R=R==R==R==R=1=R=E=)
0000000000000 OO
=R =Y=R=Y=R=R=R=R=R=f=R=N=N=V=N=l=)
== l=N=Y=R=Y=R=X=R=t=R=R=R=Y=R=N=)
e E=I=E=1=R=I=RE=E=R=E=R=i=R=f=R=Y=-N=T)
R =f=N=Y=R=Y=R=R=R=t=R=i=R=l=R=I=R=R=)
R =f=N=Y=R=Y=R=R=R=i=R=i=R=1=R=1=R=R=)
C OO0 0000000000000 OO

I

<

Le programme matlab nous a permet de trouver cediaés :
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0 0 0 -0.0058 0 0.0000 0 0.0469 0 -0.0022 0 0.0029 0 0.1444
0 0 0 —0.0002 0 -—0.0009 0 0.0459 0 -0.0093 0 0.0051 0 0.0971
0 0 0 0.0002 0 -0.0005 0 0.0142 0 -0.0585 0 0.0173 0 0.0299
0 0 0 00001 O 0.0004 0 00086 0 -0.0091 0 0.0443 0 0.0097
0 0 0 0.0000 0 00013 0 0.0027 0 -—-0.0008 0 0.0491 0 0.0020
0 0 0 0.0000 0 -0.0002 0 0.0024 0 0.0002 0 0.0508 0 0.0002
0= 0 0 0 0.0000 0 -0.0006 0 00004 0 0.0002 0 0.0260 0 0.0004
0 0 0 0.0000 0 -0.0004 0 0.0006 0 0.0002 0 0.0241 0 0.0002
0 0 0 —0.0526 0 -0.0032 0 0.0346 0 0.0000 0 -0.0008 0 0.0714
0 0 0 —0.0059 0 0.0039 0 0.0154 0 0.0001 0 0.0012 0 0.0315
0 0 0 0.0002 0 -0.0347 0 0.0059 0 0.0000 0 -0.0001 O 0.0096
0 0 0 0.0006 0 0.0048 0 0.0041 0 0.0000 0 0.0002 0 0.0025
0 0 0 0.0003 0 0.0055 0 0.0020 0 0.0000 0 -0.0017 0 0.0015
‘0 0 0 0.0002 0 0.0053 0 0.0022 0 0.0000 0 -0.0023 0 0.0002
0 0 0 0.0084 0 -0.0004 0 -0.0119 0 -0.0000 0 -—-0.0001 0 -0.03157
0 0 0 —0.0000 0 -0.0006 0 -0.0000 0 0.0117 0 -0.0034 0 -0.0042
0 0 0 —-0.0003 0 0.0127 0 0.0002 O 0 0 0.0001 0 -0.0021
0 0 0 —-0.0000 0 -0.0013 0 0.0004 0 -0.0002 0 02308 0 -0.0011
0 0 0 —-0.0003 0 0.0001 0 09630 0 -0.0001 0 -0.0008 0 -—0.0296
0 0 0 0.0058 0 0.0000 0 -0.0469 0 0.0010 0 -—0.0029 0 0.8556
0 0 0 —0.0057 0 0.0009 0 0.0010 O 0.0083 0 -—0.0023 0 0.0473
0 0 0 —0.0004 0 -0.0004 0 0.0316 0 0.0493 0 -0.0122 0 0.0672
0 0 0 0.0001 0 -0.0010 0 0.0056 0 -0.0494 0 -0.0270 0 0.0202
F={o 0 0 0.0000 0 -0.0009 0 0.0060 0 -—0.0084 0 —0.0048 0 0.0077
0 0 O 0 0 -0.0011 0 0.0013 0 0.0002 0 0.0155 0 0.0002
0 0 O 0 0 0.0005 0 0.0019 0 0 0 0.0248 0 -0.0003
0 0 O 0 0 -0.0003 0 -0.000Z2 O 0 0 0.0019 0 0.0003
0 0 0 0.0468 0 -0.0032 0 0.0123 0 -0.0010 0 0.0037 0 0.0730
0 0 0 —-0.0467 0 -0.0007 0O 0.0191 0 -0.0001 0 -0.0021 0 0.0399
0 0 0 —p.0061 O 0.0386 0 0.0096 0 0 0 0.0013 O 0.0219
0 0 0 00002 0 0.0013 0 0.0021 O 0 0 -0.0001 0 0.0023
0 0 0 0.0002 0 -0.0007 0 0.0021 O 0 0 0.0019 0 0.0010
0 0 0 0.0000 0 0.0003 0 -0.000z O 0 0 0.0005 0 0.0013

Le programme MATLAB qui étudie la poursuite der@ectoire nous permet de vérifier les
résultats trouver auparavant (paragraphe5.1), a'dste est ce que le feedback calculé est un

feedback stabilisant.
Apres I'exécution de ce programme on a obtenuidgsds suivantes :

La figure suivante montre I'évolution des datesrdachissement du systeme étudi€k()),
ainsi que I'évolution de systéme quand il a un fmmnement 1-périodique (c'est-a-digk)). Et

cela pour un nombre fini d’itérations.
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Figure IV.2 : état d’évolution de fonctionnementsyisteme.

La figure ci-dessous représente les entrées paystéeme linéaire implicite obtenu. Ces
entrées représentent le temps de sejour des j@amssles places. On remarque bien que cette

valeur devient stable apres un moment donné ogstérse lui-méme devient stable.
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Application sur la commande d’'un SED sous conthiates
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Figure IV.3 : Les entrées .
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Conclusion

Grace a cette application on a pu contréler ED Snodélisé par un GDE p-temporel et par

une équation linéaire implicite, en cherchant wedfck stabilisant.

Dans cette approche on a demontré la possibilit#lidation des méthodes classiques pour
étudier les SED.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Ce travail est une suite de plusieurs travaux gusant portés sur I'étude des SED et
leurs méthodes de modélisation, plus particulierdrfee modélisation par les RDPs. Notons
gue cette méthode est devenue trés répondue dapayls industrialisés, elle est utilisée dans
le domaine de la productique et aussi pour la nisatén des systemes ferroviaires.

Dans ce travail on s’est basé essentiellementasomoldélisation des SED a contraintes
temporelles par les GDE p-temporels (graphe pdigicdes RDPs p-temporel), et qui sont
par la suite modélisé :

Soit par des inéguations aux dateurs qui nous pammis d’optimiser les dates de
franchissement et le temps de cycle.

Soit par les équations linéaires implicites. Cattéthode est trés ressente et ouvre un domaine
de recherche trés intéressant. Son utilisation reoygermis de trouver un moyen pour
commader les SED en utlilisant les méthodes dassi utilisées dans le cas continu, comme

I'étude de la stabilité et la poursuite de traj@et par exemple.

L’étude des systemes lin€aires implicites a molatréomplémentarité qui existe entre
les mathématiques et 'automatique. Vu que lesltasuhéoriques obtenus nous ont permis
de régler des problemes rencontrés dans des systrimmatisés.
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Liste des abréviations

SED : Systemes a événements discrets.
RDP : Réseau de Petri.

P : Place.

T : Transition.

Post : matrice d’incidence arriére.

Pré : matrice d’incidence avant.

M : marquage.

GMA : graphe de marquage accessible.
p-RDP : Réseau de Petri p-temporel.
t-RDP : Réseau de Petri t-temporel.
GDE : graphe d’événements.

GDET : graphe d’événements temporisé.
GDETFC : graphe d’événements temporisé fortement connexe.

p-GDEFC : graphe d’événements p-temporel fortement connexe.
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