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Introduction générale

Les connaissances dont nous disposons sur une situation quelconque sont généra-
lement imparfaites soit parce que nous avons un doute sur leur validité, elles sont
alors incertaines, soit parce que nous éprouvons une difficulté a les exprimer clai-
rement, elles sont alors imprécises.

Les connaissances imprécises n’ont été prises en considération qu’a partir de
1965, lorsque L. A. Zadeh, professeur a I'université de Californie a Berkeley, a in-
troduit la notion de sous-ensemble flou, a partir de I'idée d’appartenance partielle
a une classe, de catégorie aux limites mal définies, dans une généralisation de la
théorie classique des ensembles admettant des situations intermédiaires entre le
tout et le rien.

Les premieres publications sur la théorie des ensembles flous datent de 1965
(Zadeh 1965) suivies par les travaux de Goguen en 1967 et 1969. Ces travaux
démontrent 'intention de leurs auteurs a généraliser la notion classique d’un en-
semble et d’une proposition afin d’accommoder les données floues. Dans le méme
contexte, Bellman et Zadeh 1970 ont développé la programmation linéaire floue
qu’ils ont appliquée a un processus de décision dans un environnement flou.

La théorie des ensembles flous offre donc une structure mathématique dans
laquelle des concepts vagues peuvent étre précisément et rigoureusement étudiés.
Elle peut également étre considérée comme un langage de modélisation convenable
a des situations caractérisées de relations, criteres ou phénomenes flous.



Résoudre un probleme d’optimisation consiste a trouver la ou les meilleures so-
lutions vérifiant un ensemble de contraintes et d’objectifs définis par 1'utilisateur.
Pour déterminer si une solution est meilleure qu’une autre, il est nécessaire que
le probleme introduise un critere de comparaison. Ainsi, la meilleure solution, ap-
pelée aussi solution optimale, est la solution ayant obtenu la meilleure valuation au
regard du critere défini. Les problemes d’optimisation sont utilisés pour modéliser
de nombreux problemes appliqués: le traitemment d’images, la conception d’em-
plois du temps, .... Il n’est en général pas possible de fournir dans tous les cas
une solution optimale dans un temps raisonnable. Lorsqu’un seul critere est donné,
par exemple un critere de minimisation de cott, la solution optimale est claire-
ment définie, c¢’est celle qui a le cotit minimal. Mais dans de nombreuses situations,
un seul critere peut étre insuffisant. En effet, la plupart des applications traitées
integrent plusieurs criteres simultanés, souvent contradictoires. Intégrer des criteres
contradictoires pose un réel probleme. Considérons les actions suivantes:

e Louer un appartement bien situé et d’un prix raisonnable.

e Etablir un planning pour les vacances satisfaisant toute la famille.

e Acheter une voiture.

Organisation du document :

Le chapitre I, pose le contexte du travail, pour cela les principales définitions
liées a la théorie des nombres flous ainsi que la comparaison et 'arithmétique de
deux nombres flous sont présentées.

Dans le chapitre II, 1'essentiel des éléments de 'optimisation linéaire multiob-
jectif est relaté tels que la formulation du probleme, le concept de dominance et
d’efficacité, points particuliers. Pour résoudre notre probleme multiobjectif, nous
avons choisi d’utiliser la méthode d’agrégation des poids que nous avons détaillé
aussi dans ce chapitre.

Le chapitre IIT est composé de deux parties:
— Dans la premiere partie, nous présentons une méthode de résolution d’un probleme
linéaire flou (Fuzzy Linear Programming Problem) dont les coefficients sont de
type triangulaire. Cette résolution basée sur 'arithmétique de nombres flous tri-
angulaires permet de convertir le probléeme unicritere a résoudre en un probleme



multiobjectif a trois objectifs dont la résolution se fera par la méthode d’agrégation.
Nous avons aussi généralisé cette résolution a un probleme dont les coefficients sont
de type trapézoidal ainsi qu’a un probleme linéaire multiobjectif.

— Dans la deuxieme partie, nous exposons une méthode de résolution d’un probleme
linéaire flou dont les variables de décision sont aussi des nombres flous (Fully Fuzzy
Linear Programming Problem). Cette résolution est basée sur les fonctions Ran-
king ou fonctions de classement qui permettent de convertir le probleme flou a un
probleme déterministe équivalent.



Chapitre 1

Théorie des nombres flous

1.1 Introduction

La théorie des ensembles flous est en fait selon Zadeh, un pas vers un rapproche-
ment entre la précision des mathématiques classiques et la subtile imprécision du
monde réel. La théorie des ensembles flous a été développée par Zadeh(1965) [20]
pour représenter l'incertitude due a 'imprécision dans l'information ne pouvant
étre modélisée par la théorie probabiliste.

Aujourd’hui, les domaines d’application dans lesquels il existe des utilisations de
la logique floue sont tres variés: médecine, biologie, écologie, économie, recherche
scientifique...etc. Bien que la recherche ait renforcé la théorie des ensembles flous,
il n’existe toujours pas de consensus sur la détermination des fonctions d’apparte-

narnce.

1.2 Préliminaires sur les ensembles flous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables
pour un élément, appartenir ou ne pas appartenir a un sous-ensemble. Le mérite
de Zadeh a été de tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant la
notion d’appartenance pondérée, permettre des graduations dans l’appartenance
d’un élément a un sous-ensemble, c¢’est-a-dire d’autoriser un élément a appartenir
plus ou moins fortement a ce sous-ensemble [20].
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Fic. 1.1 — Ensemble classique et ensemble flou

Définition 1.1. Soit E un ensemble référentiel appelé univers (qui peut étre fini ou infini,
discret ou continu, ordonné ou non).

Un ensemble flou A de E est défini par la donnée d’une fonction d’appartenance
pi: B —[0,1] ot pz(x) représente le degré d’appartenance de  a A ou bien le degré de
compatibilité de x avec un concept vague ou le degré de similarité de x avec un prototype.
Cette fonction s’appelle ” fonction d’appartenance”. Ainsi un ensemble flou Ade E est
caractérisé par 'ensemble des couples tel que A = {(z,u5(x))/z € E}.

On observe les trois cas possibles suivants :

pi(x) =0 si x mappartient pas a A
0<pz(x) <l si x appartient partiellement a A (1.1)
pilx) =1 si x appartient entierement a A

On peut faire remarquer que si A est un sous-ensemble classique, la fonction d’ap-
partenance qui lui est associée ne peut prendre que les valeurs extrémes 0 et 1.
On a dans ce cas:

5 () :{ 0 si v¢A (1.2)
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1.2.1 Concepts de base

Un ensemble flou est completement défini par la donnée de sa fonction d’ap-
partenance. A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques de
I'ensemble flou peuvent étre étudiées [7], [20].

Coupe de niveau «
Une coupe de niveau o d’un ensemble flou A, noté A%, o €]0,1], est 'ensemble
ordinaire des éléments qui appartiennent & A avec un degré au moins égal i .
Il est défini par A°={z € E/uz(z) > a}.
Support d’un ensemble flou A
Le support de A, noté supp A, est 'ensemble ordinaire défini par
supp A = {z € E/puz(x) > 0}.
Hauteur d’un ensemble flou A
La hauteur de A, notée haut A, est le plus fort degré avec lequel un élément de
E appartient & A. Elle est définie par haut A = supzep(pz(x)).
Noyau d’un sous-ensemble flou

Le noyau d’un ensemble flou A de E, noté Noy(A), est I'ensemble de tous les
éléments qui lui appartiennent totalement (avec un degré 1).

Formellement Noy(A)={z € E/pz(x) = 1}.

Ensemble flou normalisé

Un ensemble flou A est dit normalisé s'il existe 2 € E tel que p F(x)=1.

Ensemble flou convexe

Un ensemble flou A € E est dit convexe si et seulement si:
Var, 20 € B,V A€[0,1] on a pz(Axy + (1 — Nag) > min(pg(z1),p5(22)) -
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1.3 Nombre flou

Définition 1.2. Un nombre flou est un ensemble flou A normalisé et convexe de R dont

la fonction d’appartenance est continue par morceaux.
Définition 1.3. Un nombre flou A est dit non-négatif si, pi(x) =0;Vax<0.

Remarque 1.1. Si le noy(ﬁ)est un intervalle de R, on parle alors d’intervalle flou.

1.3.1 Opérations sur les nombres flous

Soient A et B deux sous-ensembles flous d’un méme référentiel E

— Inclusion: A C B si et seulement si Vz € F on a: pi(z) < pgx).

— Egalité: A = B si et seulement si Vo € E on a: pi(x) = pg(z).

— Intersection: A N B est le sous-ensemble flou de E dont la fonction d’appar-
tenance est définie par: pz.5(x) = min(uz(z); pg(z)).

~ Réunion: A U B est le sous-ensemble flou de E dont la fonction d’appartenance
est définie par: pz z(r) = max(pz(z); pz(x)).

— Complémentaire: A est le sous-ensemble flou complémentaire de A dont la
fonction d’appartenance est donnée par: pz(z) =1 — pz().

— Produit cartésien: Soient Zl,ﬁz,...,ﬁn, n sous-ensembles flous de Ey,FE,, ... ,E,
respectivement. Le produit cartésien A xAyx ... x A, est le sous-ensemble flou
ayant pour fonction d’appartenance piz 5., 7 (z) = min(pz (2),pz, ()05 ().

1.3.2 Nombre flou de type L-R

Définition 1.4. Un nombre flou A est de type L-R il existe deux fonctions L et R et des

réels m, n, a et (§ telles que la fonction d’appartenance est donnée par:

L<m—m) s1 r<m; a>0
a
Mg(ﬁ): 1 . S7 m<xz<n (1.3)
R( ) si r>n; >0
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Ou:

L(Left) et R(Right) sont des fonctions de référence continues, non-croissantes sur|0,00)
et telles que L(0) = R(0) = 1.

m (resp. n) est la moyenne a gauche (resp. a droite).

« est 'écart a gauche de m. g est I'écart a droite de n.

La représentation d’un nombre flou de type L-R est donnée par (m,n,«,3)r ou bien

(m —a,mn,n+ 03)Lg.

Remarque 1.2. Il existe plusieurs types de nombres flous de type L-R, lorsque les fonctions
de référence L et R sont linéaires, on parle alors de nombres flous de type triangulaire et
de type trapézoidal. Dans notre travail, nous nous intéresserons principalement a ce type

particulier de nombres flous.

1.3.3 Nombre flou de type triangulaire

Un nombre flou A est dit de type triangulaire noté (a,a,5) (voir figure 1.2) si
sa fonction d’appartenance sz est donnée par:

r—ata si a—a<z<a,
e
pi(z) = 1 si T =a, (1.4)
a+pf—z .
— 5 st a<z<a+f,

o a-a a atf X

Fia. 1.2 — Nombre flou triangulaire (a,c,[3)
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Comparaison et arithmétique de nombres flous triangulaires [7]

Soient deux nombres flous triangulaires A = (a,a1,3) et B = (b,as,0s).
i) Comparaison de deux nombres flous triangulaires
1. Un nombre flou triangulaire est non-négatif si et seulement si a > 0.
2. A=Boa=b,a,=as, b = fo.
3. ZSE@@Sb ,a—a; <b—ay,a+ 1 < b+ Fs.
ii) Opérations arithmétiques sur les nombres flous triangulaires
l.A®B=(a+b,a+as, i+ ).
2. —A= —(a,01,61) = (—a,pr,00).
3. AOB=(a—b,a1+ s, b1 + ).
4

A ® ;4v_ (Aa’v)\ab)\ﬂl) st A Z 0 y A S R,
' T (Ma, = AB, —Aay)  siA<0,AER;

1.3.4 Nombre flou de type trapézoidal

Un nombre flou A est un nombre flou trapézoidal noté (a,a¥,a,5) (voir figure
1.3) si sa fonction d’appartenance est donnée par:

L
r—a” + o .
_ S? aL—agxgaL,
«
pp(r) =4 1 si. o' <z<a (1.5)
U
a’ +p—x .
Tﬁ si aV <z <av + 3,

a-a a a” a"+p X

F1G. 1.3 — Nombre flou trapézoidal (a*,aV ,a,3)
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Comparaison et arithmétique de nombres flous trapézoidaux 7]

Soient deux nombres flous trapézoidaux A=(a%.a¥,ay,0,) et B=(b" b as,3).

i) Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux
1. Un nombre flou trapézoidal est non-négatif si et seulement si a; > 0
2. ﬁzé@qL:bL,aU:bU,og:ag,ﬁl:ﬁQ.
3. A< Beal <bl  aV <V al —a; <bl —ay, a’ + B <Y + Bs.

ii) Opérations arithmétiques sur les nombres flous trapézoidaux

1. ﬁ@éz(aL—l—bL,aU+bU,Oé1+a2,ﬁ1+52);

2. —g:—(a ay a,01) = (— —aL,ﬁl,Oél);
3. E@Ez(a — b0V, a" —bh a4 Br),

~ | (Aa*Xa" \ay,B3)) si A>0, eR
4 A®A—{ (AU Aab, — G —a1)  si A<0,AeR

Exemple

Soient deux nombres flous trapézoidaux présentés dans la figure (1.4)

345
(2.4.11)

[ e

l
b=

Fi1G. 1.4 — Deux nombres flous trapézoidauz a et b.
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Les résultats de négation, addition et soustraction sont montrés dans la figure (1.5).

Fic. 1.5 — Résultats de négation, addition et soustraction de nombres flous trapézoidaux.

Proposition 1.1. Soient gl,ﬁg,gg et 114 quatre nombres flous de type L-R, et k un nombre

réel, alors:
o Ay <Ay, A3 < Ay = A @ Ay < A0 A,

o 1’4“1 S 1’4'2 N kél S kég Sl- k Z 0,
k‘Al > k’AQ stk < 0,
.Avlggg,ggggligl:gg.

'Zlﬁgz;g2§ﬁ3=>g1§g3-

1.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif d’introduire dans un premier temps, les concepts
fondamentaux de la théorie des nombres flous. Puis nous avons introduit ’arithmétique
des nombres flous de type L-R qui nous servira comme support pour la résolution
de notre probleme principal au chapitre trois.



Chapitre 2

Programmation Linéaire
Multiobjectif

2.1 Introduction

Dans la plupart des problemes du monde réel, il ne s’agit pas d’optimiser seule-
ment un seul critere mais plutot d’optimiser simultanément plusieurs criteres et
qui sont généralement conflictuels.

L’optimisation multiobjectif [3], [4], [6], [11], [13], [21] consiste donc & optimiser
simultanément plusieurs fonctions.

La solution d’un probleme multiobjectif n’est pas une solution unique, mais
un ensemble de solutions connu comme I’ensemble des solutions Pareto optimales.
Toute solution de cet ensemble est optimale dans le sens qu’aucune amélioration
ne peut étre faite sur une composante du vecteur sans dégradation d’au moins une
autre composante.

Apres toute modélisation d’un probleme, vient la question clé qui porte sur la
détermination de la ou les solutions optimales satisfaisant un certain nombre de
contraintes et la facon de les déterminer.

La principale difficulté que 1'on rencontre en optimisation mono-objectif vient
du fait que modéliser un probleme sous la forme d’une équation unique peut étre
une tache difficile. Avoir comme but de se ramener a une seule fonction objectif
peut aussi biaiser la modélisation.

L’optimisation multiobjectif autorise ces degrés de liberté qui manquaient en
optimisation mono-objectif. Cette souplesse n’est pas sans conséquences sur la
démarche a suivre pour chercher un optimum a notre probleme enfin modélisé.

15
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La recherche ne nous donnera plus une solution unique mais une multitude de so-
lutions. Ces solutions sont appelées solutions de Pareto et 1'ensemble de solutions
que 'on obtient a la fin de la recherche est la surface de compromis.

C’est apres avoir trouvé les solutions du probleme multiobjectif que d’autres dif-
ficultés surviennent : il faut sélectionner une solution dans cet ensemble. La solution
qui sera choisie par l'utilisateur va refléter les compromis opérés par le décideur
vis-a-vis des différentes fonctions objectif.

2.2 La classification des problemes d’optimisation

On peut classer les différents problemes d’optimisation que 'on rencontre dans
la vie courante en fonction de leurs caractéristiques :

1. Nombre de variables de décision:
— Une = monovariable.

— Plusieurs = multivariable.

2. Type de la variable de décision:
— Nombre réel continu = continu
— Nombre entier = entier ou discret.

— Permutation sur un ensemble fini de nombres = combinatoire.

3. Type de la fonction objectif:
— Fonction linéaire des variables de décision = linéaire.
— Fonction quadratique des variables de décision = quadratique.

— Fonction non linéaire des variables de décision = non linéaire.

4. Formulation du probleme :
— Avec des contraintes = contraint.

— Sans contraintes = non contraint.
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2.3 Concepts de base sur 'optimisation multiobjectif

2.3.1 Formulation d’un probleme multiobjectif

Pour des raisons de simplicité, nous supposons que toutes les fonctions objectif
sont a minimiser (dans le cas de maximisation, il suffit de minimiser (—F)). Ainsi,
le probleme d’optimisation multicritere peut étre posé sous la forme suivante:

"min” F(x) = (fi (x) .fo (x) ... fr (2))
(PMO) (2.1)
sc. x€S8

— 2 = (21,%2,...,7,) représente l'action (ou vecteur de décision) avec z; les va-
riables du probleme et n le nombre de ces variables;

— F(x) = (fi(x),f2(z),....frx (x)) est le vecteur de fonctions objectif, avec f; les
objectifs (ou criteres de décision) et k le nombre d’objectifs (k > 2);

— 5 est l'ensemble des solutions réalisables. L’ensemble D = F(S), celui des
objectifs correspondants aux solutions de S;

7

— Le symbole ” indique que le probleme est mathématiquement mal posé,

c’est a dire il n’existe en général, aucune solution admissible qui minimise

simultanément les k fonctions objectifs.

Définition 2.1. (hyperplan-frontiére)
1. L’ensemble {x € IR"/a'x = b} représente un hyperplan de R™;
2. L’ensemble {z € IR"/a'xz < b} représente un demi-espace fermé de IR™ dont I’hyper-

plan correspondant constitue la frontiére.

Définition 2.2. (Polyédre-polytope)
1. Un polyédre S est I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés et/ou d’hy-
perplans. Un polyedre est un ensemble convexe fermé.

2. Un polytope est un polyedre borné et non vide.
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Remarque 2.1. Siles k criteres sont linéaires et les contraintes sont linéaires en x, on parle
alors de probleme de programmation linéaire multiobjectif (M OLP)( Multiple Objective
Linear Programming Program) écrit sous la forme suivante:
min F(z) = (c'z,c?x,...,c*x)
(MOLP) (2.2)
sc. v€S={xeR"/Az =b, x > 0}

Avec A€ R™" heR™ et C = (c',c2,....cF) € R,

2.3.2 La multiplicité des solutions

Lorsque l'on cherche a obtenir une solution optimale a un probléeme d’optimisation
multiobjectif donné, on s’attend souvent a trouver une solution et une seule. En fait, on
rencontre rarement ce cas de figure. La plupart du temps, on trouve une multitude de
solutions, du fait que certains des objectifs sont contradictoires.

Donc, quand on résoudra un probleme d’optimisation multiobjectif, on obtiendra une
grande quantité de solutions. Ces solutions, comme on peut s’en douter, ne seront pas
optimales, au sens ou elles ne minimiseront pas tous les objectifs du probleme.

Un concept intéressant, qui nous permettra de définir les solutions obtenues, est le
compromis. En effet, les solutions que ’on obtient lorsque 1’on a résolu le probleme sont des
solutions de compromis. Elles minimisent un certain nombre d’objectifs tout en dégradant

les performances sur d’autres objectifs.

2.3.3 Notion de dominance et d’efficacité

La notion d’optimalité la plus généralement admise est celle introduite par Francis
Ysidro Edegeworth en 1881 [8], généralisée plus tard au XIX®™ siecle, par I’économiste
italien Vilfredo PARETO en 1896 [15] qui formula le concept suivant:

”Dans un probleme multiobjectif, il existe un équilibre tel que 1’on ne peut pas améliorer
un objectif sans détériorer au moins un des autres objectifs”.

Cet équilibre est appelé optimum de Pareto ou solution efficace.

Définition 2.3. Une solution réalisable z* € S est dite efficace (ou Pareto optimale)

si et seulement s’il n’existe aucun point z € S telle que:

filx) < fi(z*), Vi€ {l,.. .k} et fi(x) < fi(z*) pour au moins un indice i € {1,....k}.
Notons que, si un tel point z existe, x* est dit dominé et le k-uplet (f;(z*), fo(z*),..., fr(x*))

est aussi dominé.
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— Cette définition peut s’interpréter de la maniere suivante:
un vecteur A est meilleur qu'un vecteur B au sens de Pareto si:
1) Les composantes de A sont meilleures ou égales que les composantes de B,

2) Au moins une composante de A est meilleure que la composante correspondante
de B.

Définition 2.4. Une solution réalisable 2* € S est dite faiblement efficace si et seule-

ment s’il n’existe aucun point z € S telle que:

Remarque 2.2. Il est clair que toute solution efficace est faiblement efficace et I'inverse
est fausse.
Définition 2.5.

1. Dominance: Soient F'(z*), F(x) € D = F(S) deux vecteurs criteres.
On dira que F(z*) domine F'(z) ssi:

Fi(2) < fi@) Vi€ {1k} et Jie {1k} | fila®) < filz).  (2.4)

2. Dominance forte: Soient F(z*), F(x) € D = F(S) deux vecteurs criteres.

On dira que F(z*) domine fortement F'(x) ssi:

Si F'(z*) domine fortement F(x), alors F/(z*) est meilleur que F(z) sur tous les criteres.

Remarque 2.3.
L’idée de dominance se réfere a ’espace des criteres. Alors que Defficacité se réfere aux

points de I'espace de décision.

Remarque 2.4.

Lorsque l'on applique la définition de la dominance, on peut définir quatre régions
auxquelles on peut attribuer des niveaux de préférence. Ces régions sont représentées a la
figure (2.1). Par exemple, si ce graphique est centré sur une solution A et que 'on compare

cette solution avec une solution B, on aura les possibilités suivantes:
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2 7 @

Zone Zone de
d'indifference preference
»
£2
Zone Zone
dominance d'indifférence

®

Fi1G. 2.1 — Les niveaux de préférence dans la relation de dominance.

— si la solution B se trouve dans le quadrant 1, alors la solution A est préférée a la
solution B,

— si la solution B se trouve dans le quadrant 3, alors la solution A est dominée par la
solution B,

— si la solution B se trouve dans 'un des quadrants 2 ou 4, alors on ne peut pas se

prononcer sur la préférence de A par rapport a B ou de B par rapport a A.

Définition 2.6. Ensemble Pareto et Surface de Pareto
1) L’ensemble des solutions optimales au sens de Pareto s’appelle ensemble de compromis
ou ensemble des solutions non-dominées ou ensemble des solutions efficaces ou encore

ensemble Pareto.

2) L’image de I’ensemble Pareto dans I'espace des criteres est appelé la surface de Pareto

(ou le front de Pareto dans le cas de probleme bi-objectif), ou également frontiere de Pareto.
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2.3.4 Points particuliers

Définition 2.7. (Point idéal)
Le point idéal est un vecteur de R* dont les coordonnées sont les valeurs minimales des

objectifs pris séparément.

Remarque 2.5. Le point idéal ne correspond pas a une solution réalisable car si ¢’était le
cas, cela sous entendrait que les objectifs ne sont pas contradictoires et qu’une solution op-
timisant un objectif, optimise simultanément tous les autres, ce qui ramenerait le probleme

a un probleme ayant une seule solution Pareto optimale.

Définition 2.8. (Point utopique)

De ce point idéal peut étre défini le point utopique ZY de la facon suivante:

7V = M; —e xv (2.7)

ol € > 0 et v est le vecteur unitaire (v = (1,..,1) € R").

Il est clair, de par sa définition, que ce point n’est pas réalisable.

Définition 2.9. (Point anti-idéal)
Le point anti-idéal est un vecteur de R* dont les coordonnées sont les valeurs maximales

des objectifs pris séparément.

Définition 2.10. (Point nadir)
A la différence du point idéal qui représente les bornes inférieures de chaque objectif dans

nad

I’espace faisable, le vecteur nadir z"** correspond a leurs bornes supérieures sur la surface
de Pareto et non pas dans tout 1’espace faisable S.
Soit ™ = (yI,...,y) est point Nadir ssi

Y= max fi(z), 1€{l,. k} (2.9)

xeXPareto
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Remarque 2.6.

22

1. Le point idéal est utilisé dans beaucoup de méthodes d’optimisation comme point de

référence.

2. Le point nadir sert a restreindre I'espace de recherche, il est utilisé dans certaines

méthodes d’optimisation interactives.

3. Par exemple, on peut utiliser le point idéal et le point nadir pour la normalisation

des valeurs des objectifs par:

fi = M,

Une visualisation de I’ensemble de ces définitions est donnée sur la figure 2.2.

fnorm _
i =

¥ X
i} ¥ %
|
| *x g
*
- x
L b
| i
: X X ! ht
| X
| ! |
| ® i
| S
| ;
I |
S B
O
X Solution réalisable [] Solution Pareto Zi
O Point Idéal O Point Utopique /\ Point Nadir O Point Anti-idéal

Fi1G. 2.2 — Illlustration des différentes définitions.

(2.10)
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Définition 2.11. (Fonction convexe)
La fonction f : S — IR est dite convexe sur I’ensemble S convexe non vide de IR" si et

seulement si:
Ve,yeSetvVAe[0,lJona : f(Az+ (1 —Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y) (2.11)

Définition 2.12. (Convexité)
Un ensemble S est convexe si, pour n’importe quels deux points distincts de cet ensemble

notés x1,r,, le segment qui relie ces deux points est contenu dans ’ensemble S c¢’est a dire
Vg, 9 € S et VA € [0,1], A1+ (1 = Nzy € S (2.12)

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probleme. En effet, plusieurs
méthodes d’optimisation sont incapables de résoudre d’une facon optimale des problemes

non convexes.

2.4 Approche de résolution

2.4.1 Difficulté d’un probleme multiobjectif

La difficulté principale d’un probleme multiobjectif est qu’il n’existe pas de définition
de la solution optimale. Le décideur peut simplement exprimer le fait quune solution est
préférable a une autre mais il n’existe pas une solution meilleure que toutes les autres.
Dés lors résoudre un probleme multiobjectif ne consiste pas a rechercher la solution op-
timale mais I’ensemble des solutions satisfaisantes pour lesquelles, nous ne pourrons pas

effectuer une opération de clacement.

Les méthodes de résolution de probleme multiobjectif sont donc des méthodes d’aide a

la décision car le choix final sera laissé au décideur.

Pour répondre a ce probleme la communauté scientifique a adapté deux types de com-
portement. Le premier est de ramener un probléme multiobjectif & un probleme simple a
objectif au risque d’enlever toute signification au probleme. Le second comportement est

de tenter d’apporter des réponses au probleme au prenant en compte I’ensemble des criteres.

La différence entre ces deux démarches s’exprime dans le schéma ci-dessous fig (2.3).

Soit le décideur intervient des le début de la définition du probleme, en exprimant ses
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préférences, afin de transformer un probleme multiobjectif en un probleme simple objectif.
Soit le décideur effectue son choix dans I’ensemble des solutions proposées par le solveur

multiobjectif.

Pondération

des objectifs Probléme

----------- mono-objectif

,"' Choix du

\ décideur
\

- e
. \
S Solveurmono-

Méthodes a \ objectif /

priori

Probléme initial Solution du

probleme

multiobjectif

Méthodes a pe T TT . » .
posteriori . Solveur “\‘ /" Choixdu \‘\‘
! ]

i - ;
'\ multiobjectif g Ensemble de

......

solutions

réalisables

Fia. 2.3 — Quel mode de résolution choisir?

2.4.2 Méthode de résolution: Agrégation pondérée

C’est I'une des premieres approches utilisées pour résoudre les problemes multiobjectif
(PMO) [12]. Elle consiste & transformer un probleme multiobjectif en un probleme mono-
objectif. Les coefficients sont généralement choisis en fonction de 'importance relative des

objectifs. Soit le probleme mono-objectif linéaire suivant:

k
min Zy(z) = min >_ \;c'w
i=1
(P\)} sc. zeS (2.13)
k
N0, V=1, ket SSN=1

i=1
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La résolution du probleme linéaire multiobjectif (M OLP) (2.2) consiste a résoudre le
probléme linéaire paramétrique (2.13).
Cette approche a ’avantage de pouvoir réutiliser tous les algorithmes classiques dédiés aux
probléemes d’optimisation & un seul objectif tels que la méthode du simplexe [1]. Certains
résultats théoriques clarifiant le rapport entre la solution optimale du probleme (2.13) et
les solutions Pareto-optimales du probleme (2.2) ont été établis dans [5], [14].

Notamment, nous avons les deux théoremes suivant:

Théoréme 2.1. Si tous les poids \; sont positifs (N; > 0, Vi = 1,....,k), la solution optimale

du probleme (Py) est une solution Pareto-optimale du probléme linéaire multiobjectif (2.2).

Preuve

Soit z* € S solution optimale de (Py) avec A; > 0. Supposons que z* n’est pas Pareto
optimale pour (2.2) < il 3 une solution x € S tq fi(x) < fi(z*) i = 1,....k et f;(x) < f;(z*)

pour au moins un j € {1,....k}. Puisque les \; > 0, Vi = 1,....k nous avons

k k

Ceci contredit le fait que x* est une solution optimale de (Py) donc z* est Pareto optimale.

Théoréme 2.2. L’unique solution optimale du probléme (Py) est Pareto optimale pour le
probléme (2.2).

Preuve

Soit z* € S l'unique solution optimale de (Py). Supposons que z* n’est pas Pareto
optimale pour le probléme linéaire multiobjectif (2.2). Dans ce cas
il 3 une solution z € S tq fi(z) < fi(z*) Vi = 1,...k et f;(z) < f;(2*) pour au moins un
j€{1,...,k}. Comme \; > 0 on a:

Z Nifi(z) < Z A L5 () oo, (1)

D’un autre coté, I'unicité de z* signifie que

foz gz/\zfi(’f)va?es .............................................................. (2)
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Les inégalités (1) et (2) sont contradictoires donc x* est Pareto optimale pour (2.2).

La figure (2.4) illustre le fonctionnement de la méthode d’agrégation. Fixer un vecteur
poids revient a trouver un hyperplan dans ’espace objectif (une droite pour un probléme bi-
critéres) avec une orientation fixée. La solution Pareto optimale est le point ot I’hyperplan

possede une tangente commune avec l'espace réalisable (le point X dans la figure (2.4)).

» Domaine réalisable *..|
\ g
*, Hyper-plan
|

|
/
Optimiser F

A - 5\
/ % . minimiser
] .
s %
\ \
)

Solution Pareto

I

Z]

= (@) Une frontiére Paeto convexe —— (b) Une frontiére Pareto non convexe

Fi1G. 2.4 — La méthode d’agrégation

Les résultats obtenus dans la résolution du probleme d’agrégation pondéré (2.13) dépendent
fortement des parametres choisis pour le vecteur de poids A. Les poids \; doivent aussi étre
choisis en fonction des préférences associées aux objectifs, ce qui est une tache délicate.
Ainsi, une approche généralement utilisée est de résoudre le probleme (2.13) avec différentes

valeurs de \.

Difficultés de cette méthode:

Cette méthode est simple a mettre en ceuvre et elle est d'une grande efficacité mais les
difficultés essentielles de cette approche sont:
1) Comment le décideur détermine-t-il les poids de chaque critere?

2) Comment exprimer l'interaction entre les différents criteres?



Programmation Linéaire Multiobjectif 27

Choix des poids des objectifs:

Une solution est d’utiliser une combinaison linéaire des objectifs et de faire varier les
poids de fagon a constater I'influence de tel ou tel objectif sur le résultat. Cette approche
est facile a implémenter mais tous les résultats obtenus appartiennent & des zones convexes
de l'espace des objectifs réalisables Fig(2.4). Les solutions potentielles situées dans des

portions concaves sont oubliées.

Comme le probleme (2.2) est linéaire donc il est convexe d’ou le théoréeme suivant:

Théoréeme 2.3. (Geoffrion, 1968) [9]
2% € S est une solution optimale pour le probléme paramétrique (2.13) si et seulement si

20 est une solution efficace pour le probléme multiobjectif (PLMO) (2.2).

2.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter dans un premier temps les principales
définitions nécessaires a la présentation des problemes d’optimisation multiobjectif, le
concept de dominance au sens de Pareto et le concept d’efficacité. Puis nous avons présenté
une méthode scalaire dite méthode d’agrégation des criteres que nous utiliserons au cha-

pitre 3 pour la résolution du probleme principal linéaire flou.



Chapitre 3

Programmation linéaire floue

3.1 Introduction

En programmation linéaire, les données sont supposées connues avec précision. Dans le
cas ou ces dernieres sont mal connues ou imprécises de nature floue, nous avons alors un

programme linéaire flou.

3.2 Programme linéaire floue unicritere

Un probléme de Programmation Linéaire Floue Unicritere (Fuzzy Linear Programming

Problem) (FLPP) est donné sous la forme suivante:

mazx Z(x) =) ¢; Qx;
7j=1

<PF) S.C Zﬁw X Zj < gi s 1= 1, ..o, <31)
j=1
z; >0 , 7=1,....n
Ou ¢j, a;; et b; sont des nombres flous V i = 1,...omet j=1,...n.

3.2.1 Cas ou les nombres flous sont triangulaires

Les nombres flous que nous considérons dans le probléeme (Pr) sont de type triangulaire
[18], c’est a dire:

¢ = (gl  J=1...n

E"j = (a;j,045,0;5) gi=1,...,m

bi = (bi,pi,ni)

28
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Le probleme (Pr) devient alors:

max Z(x) = i(0]77]7 ) ®

< s.C Z(aijaaijaﬁij) ®xj < (bupiﬂ?i) , t=1,....m <3'2)
j=1
z; >0 , j=1,....n
( n n n
maz Z(x) = (3 ¢z, D2 v%5 ) 0;%5)

7j=1 7j=1 7=1
@ . 3-3
(Z aljx] ’ Z alij ’ z Bljx]) S ( Z>pi777i) y 1= 1’ e ( )

L x; >0 ,j=1,....n

En utilisant les opérations arithmétiques sur les nombres flous triangulaires définies
dans la sous-section (1.3.3) du chapitre 1, le probleme (3.3) est converti en un probleme

linéaire multiobjectif équivalent a trois fonctions objectif suivant:

( maz (Z(x), Zg(x) Zs3()) . "
Ou Zi(x)= E cjxy s Zo(x) = 30 Vx5, Zs(x) = j;l 0;x;

Jj=1 Jj=1

M:

a;jry < b ce=1,....m

. <.
NgER
L

~~

w

o

S~—

(a”U OCZ])‘/E < (bl_pz) ) 1= 17"'7m
7j=1
Yol + Bij)r; < (bi+m); i=1,....m
7=1
Ty >0 )= 17 ,1

Le probleme linéaire multiobjectif (3.4) sera résolu par la méthode d’agrégation pondérée

étudiée au chapitre 2.
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Exemple numérique
Soit a résoudre le probleme linéaire flou suivant:

max Z(x) = ¢1xq1 + Cao
5.c AT + a2 < by

(Pr) (3.5)

A1 %1 + G272 < by
Ty, To 2 0

max Z(z) = (10,3,4)x; + (25,5,10)x-

s.c (3,2,1)x; + (6,4,1)zy < (13,5,2)
(4,1,2)2 + (6,5,4)25 < (7,4,2)
T1, g > 0

(3.6)

max (10x1 + 25xs , 321 + Sxe , 41 + 1029)

S.C (31’1 + 65172 s 2.’L‘1 + 4172 , 1+ SCQ) < (13,5,2)
(41 + 6o , 1 + Do | 221 + dg) < (7,4,2)
T, T2 Z 0

(3.7)

(max (1021 + 2525 , 3wy + 5xy , 4xy + 1019)
S.C 3£L'1 + 6%2 < 13
4.7}1 + 6(L’2 S 7
T+ 2£C2 < 8
3:1)1 + 22 S 3
Aoy + Trg < 15
611)1 -+ 10.7]2 § 9
Ty, T2 Z 0

En utilisant la méthode d’agrégation pondérée au probleme (3.8), nous obtenons:

( max ()\1(101'1 + 251’2) + /\2(3£U1 + 5562) + )\3(4%1 + 101’2)
s.c 3r1 +6x9 <13

4171 + 6[172 < 7

1+ 2w < 8

3171 + X9 < 3

4y + Txe < 15

61’1 + 101’2 < 9

Ty, 2 > 0

(3.9)




Programmation linéaire floue 31

n
En variant les valeurs des A\ avec A\; > 0 et > \; = 1 et en utilisant la méthode du
j=1
simplexe [1], nous obtenons le tableau (3.1) suivant:

)\1 )\2 )\3 (Z‘T,J?;)
1| 1/4]1/41/2] (0, 0.9)
2 [1/4[1/2]1/4] (0, 0.9)
3(1/2]1/4]1/4](0,0.9)
A11/3]1/311/3[(0,09)

TAB. 3.1 — Tableau 1

Conclusion
La solution optimale z* = (z7,23) = (0,0.9) du probleme (3.9) est une solution optimale

du probleme initial (Py) et sa valeur optimale floue est:

Z(z*) = 2(0,0.9) = ((10,3,4) x 0 + (25,5,10) x 0.9 = (22.5,4.5.,9).

3.2.2 Cas ou les nombres flous sont trapézoidaux
Quand les coefficients de (Pr) sont de type trapézoidal le probleme (Pr) devient:
Z(]?]?Vj? >®I]

Z(az]7az]’alj7/82j) ® x] -~ (blL,bgj’p“Th) 7’[; = 1’ L. ’n (310)

z; >0 Jj=1...n
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En utilisant les opérations arithmétiques sur les nombres flous trapézoidaux définies

dans la sous-section (1.3.4) du chapitre 1, le probleme (3.10) devient:

(max (Z1(x), Zs(x), Zs(x), Zy(x)) ou

Zi(x) = Y chay, Zo(w) = 32 gy, Zs(x) = D2 a5 5 Za(w) = 3 0
j=1 j=1 j=1 j=1
s.c Zafjxjgbf ,i=1,....m
j=1
> alx; <bY ,i=1,....m (3.11)
j=1
Zl(afj —a)r; < (bF —pi)  ,i=1,...m
]:
Z(a%—Fﬂi]’)ZL‘jS(biU-i—m) ,1=1,....m
j=1
\ $] Z O v )= 17 . 1

Le probleme obtenu (3.11) est un probleme linéaire multiobjectif a quatre fonctions

objectif dont la résolution se fera par la méthode d’agrégation.

Exemple numérique

Soit a résoudre le probleme linéaire flou suivant:

max Z(z) = (2,3,1,1)z1 + (3,4,1,2)25

s.c (1,2,1,1)xy + (2,3,1,2)x9 < (5,6,2,2) (3.12)
(2,3,1,3)a1 + (1,2,1,1)7s < (4,6,2,1) '
T1, o >0

max (21‘1 + 3.1’2 s 3%‘1 + 41’2 , L1 + X9, 1+ 21’2)
s.c (x4 2xy , 221 + 329, 1 + T2, 1 + 229)
(2.1'1 + o s 31‘1 + 2.172 , 1 + Ty s 3.171 +$2)

Ty, T2 >0

< (5,6,2,2)
< (4,6,2.1) (3.13)
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;

s.cxy+2x9 <5
2371+[L'2§4
2.’L’1+3LL’2§6
3!E1+2$2§6
Z‘QSS
I SQ
3$1+5$2§8
6$1+3$2§7
xl,xQZO

\

33

max (21’1 + 31’2 s 31’1 + 41'2 , X1+ T2, X1 + 2$2)

(3.14)

En utilisant la méthode d’agrégation pondérée au probleme (3.14), nous obtenons:

[ max (A (271 + 3x9) + Ao(3my + 4an) + As(xy +22) +
s.cx1+2x9 <5

2331 + 29 < 4

211 + 329 <6

3371 + 2332 S 6

i) S 3

T < 2

3$1 + 51‘2 S 8

65171 + 3332 < 7

T1,L9 >0

\

En variant les valeurs des A avec A; > 0 et Y, A\; = 1 et en
=1
simplexe [1], nous obtenons le tableau (3.2) suivant:

A1 A2 A3 A4 (f{ax;)

1[1/4|1/4]1/4|1/4] (052, 1.28)

3/8 | 1/4|1/4[1/8 | (052, 1.28)

311/6 [ 1/3]1/6|1/3] ((0.52, 1.28)

TAB. 3.2 — Tableau 1

Ai(1 + 229))

(3.15)

utilisant la méthode du
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3.3 Programmation linéaire floue multiobjectif

La forme générale d’un probleme de Programmation Linéaire Multiobjectif Flou (Fuzzy

Multiobjective Linear Programming Problem) (FMOLPP) est donnée comme suit:

(max (Z%(z), Z%(x),..., Z%(x))
Ou Zl(:v):ZEijxj , =1,k
(FMOLPP) n =t (3.16)
S.C anitj S bz s 1= 1, . ,m
7j=1
L .Z']ZO y jzl,...,n

3.3.1 Solution technique pour (FMOLPP)

Considérons un probleme d’optimisation multiobjectif avec k fonctions objectif

Z1, Zo,..., Z;, représentées par des ensembles flous }7}, I =1,....,k et m fonctions contraintes

a;jr; < b;, i =1,...,m représentées par des ensembles flous G;, i = 1,....,m.

7j=1
En généralisant ’analogie d’une fonction objectif unique, la décision floue résultante est

donnée par:
FNFN..NENGNGyN...N Gy

et dont la fonction d’appartenance est définie par:

np(@) = min(ug (2) , pe, (7))

l

Une solution optimale x* est celle dont la fonction d’appartenance de la décision floue

résultante D est maximale c’est & dire pp(z*) = max pg(z).

3.3.2 (FMOLPP) avec des nombres flous triangulaires

Dans le cas ou tous les coefficients du probleme (3.16) sont des nombres flous de type
triangulaires alors le nombre d’objectif est multiplié par 3 d’apres le résultat de la sous-
section (3.2.1). Le probleme résultant aura 3 x k fonctions objectif qui sera toujours résolu

par la méthode d’agrégation.
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Exemple numérique

Soit le probleme bi-objectif suivant:

([ max(Z(z),Z5(x))

Ou Zy(z) = (10,3,4)x; + (25,5,9)a
Zy(z) = (14,4,11)x1 + (35,10,5)5

S.C (3,2,1)%1 + (6,4,1)%2 < (13,5,2)
(4,1,2)[L‘1 + (6,5,4)ZL'2 S (7,4,2)
T1,T9 Z 0

max [(10z1 + 2529 , 321 + Sxs , 41 + 9x9);
(14z1 + 35xg , 421 + 1029 , 1129 + Sxg)
s.c 3ry + 625 < 13
T+ 2$2 S 8
=4 4oy + Txyg < 15
41’1 -+ 65E2 S 7
31’1 + 29 < 3
61’1 + ].OZL’Q S 9
T1,T9 Z 0

(max [(Z}@).Z3@). 2 )) , . (Z(). 2 (), Zh (o)
Ou Zi(x) = 3 cya; , Zy(x) = Yo vy, Zi(w) = YOGy 1 1=1,
j=1 j=1 j=1

S.C ZGijijbi s Z:].,
j=1
Zl(aij — ayj)r; < (b — pi) ;or=1,...
]:

(aij‘f—ﬁi]‘)l‘j S <b2+772) s 7= 1,...

j=1
z; >0 L j=1,...

35

Lk

M
(3.17)

,m

m

N

(3.18)
(3.19)
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En utilisant la méthode d’agrégation pondérée, nous résolvons le probleme suivant:

( maX()q(]_OIl -+ 25$2) + )\2(3I1 + 5.172) + )\3(4$1 -+ 91’2) + )\4(14I1 + 35272)
+)\5(4I’1 -+ 101‘2) + )\6(111'1 + 5%2))

s.c 3x1 +6x9 <13
T+ 2.@2 < 8
4%1 + 6@2 < 7
3T +x2 <3
6(E1 + 10!E2 < 9
ZT1,T2 Z 0

En variant les valeurs des A et en utilisant la méthode du simplexe nous obtenons le

tableau (3.3) suivant:

VIR D VRN S VA I VR B VR B Ve R =)
1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | (0, 0.9
1/4 [3/16 | 1/8 | 1/8 |3/16 | 1/8 | (0, 0.9
1/6 [1/12] 1/3 [1/12| 1/6 | 1/6 | (0, 0.9
110 [ 1/10 | 1/10 | 1/5 | 1/5 | 3/10 | (0, 0.9

= W N =

TAB. 3.3 — Tableau 2

La solution optimale (0,0.9) du probleme (3.20) est une solution Pareto optimale du

probleme (3.18) et sa valeur optimale floue est:
Zy(a*) = (25,5,10) x 0.9 = (19.8,4.5,9)
Zs(z*) = (35,10,5) x 0.9 = (32.5,9,4.5)

3.3.3 (FMOLPP) avec des nombres flous trapézoidaux

Quand tous les coefficients du probleme (3.16) sont trapézoidaux alors le probleme
linéaire multiobjectif a k fonctions objectif devient a 4 x k fonctions objectif dont la

résolution se fera par la méthode d’agrégation des poids.
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((max [(Z{(2),2;(2),Z5(x).Z3(2)) , ..., (Z8(2),25(x). 25 (2), 25 ()]

n
L L _
s.c Y agr; < by ,i=1,....m
J=1
U U
> a;r; < b ,i=1,....m
i=1

3.4 Probléme linéaire flou a variables floues

Ou Zi(x) = 3 (cf)w; ,Zy(w) = 3 (c)'ay , Zi(x) = Zlfy]lmj , Ziy(x) = 3 Oy
=

37

(3.21)

Dans cette section, nous considérons un probleme linéaire flou ou tous les coefficients

sont des nombres flous triangulaires y compris le vecteur de variables de décision

(Fully Fuzzy Linear Programming Problem).

3.4.1 Fonction Ranking R

Une approche efficace pour comparer les nombres flous est 'utilisation des fonctions

Ranking ou fonctions de classement. Une fonction Ranking R est définie de I’ensemble des

nombres flous F'(R) dans R ou 'ordre naturel des nombres existe [2], [17].
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Propriétés

Soient @ et b deux nombres flous, on définit un ordre sur F (R) par:

a % b si et seulement si R(@) = R(b) (3.22)
a > b si et seulement si R(a@) > R(D) (3.23)
a = b si et seulement si R(@) = R(b) (3.24)
a<Db sictseulementsi b>a (3.25)

R R

Lemme 3.1. Soit R une fonction Ranking linéaire. Alors

G)azb o a-b>0 & —b>-—a
R

R R
(i) S 625 et E}glv alors 5—1—525—1—5
R R R

(iii) R(kd +b) = kR(@) + R(b) pour tout @, b € F(R) et tout k € R.

Remarque 3.1. Comme suggestion d’une fonction linéaire Ranking d’'un nombre flou

triangulaire @ = (a,«,3) est de prendre par exemple [2].

R(@@) =a+ 2= (3.26)

Définition 3.1. On dira que le nombre réel a correspond au nombre flou triangulaire

a = (a,a,3) par rapport a la fonction linéaire Ranking R si:

a=R(d) (3.27)
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3.4.2 Résultats théoriques

Soit un probleme linéaire flou correspondant a la relation R suivant:

n
max z(z) = Y ¢z,
R j=1
n ~
sy axy < b i=1,..,mg
j=1
n ~
=1 R
n . ~
Zai]‘l’j :bz i:m1+1,...,m
j=1 R
L 7; >0 j=1..n
ol = < et > signifient égalité et inégalité par rapport a la fonction Ranking R.
R R

Définition 3.2. Solution R-optimale
x* est une solution réalisable R-optimale pour le probleme (Pg) si et seulement si

Z(x*) = Z(x) pour tout z réalisable.
R

Définition 3.3. Deux problemes (P) et (P') sont équivalents s’ils ont méme domaine

réalisable et une solution optimale de I'un est solution optimale de 'autre.
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Théoréme 3.1. Le probleme (Pgr) et le probleme suivant (Pp) sont équivalents

(

n
max z(x) =Y. ¢z;
j=1
s.cy ) azy <b; 1t =1,...mg
j=1
n
(PD) Z i T > b; 1 =mgy+ 1,...,m1 (329)
le
> aizj = b; i=my+1,...m
j=1
rj 20 j=1..n

Preuve.
1°) Soient S et Sp les domaines réalisables des problemes (Pg) et (Pp) respectivement.

Montrons que Sg = Sp.
=1 R j=1 j=1

& > a;x;0b; < v € Sp donc Sg = Sp
j=1

oﬁ@:{<,>,=}et@={§,z,=}.
R R R R

2°) Supposons que x* est une solution réalisable R-optimale pour le probleme (Pg) donc

n
Va € Sg, nous avons z(z*) > Z(z) & Y Gaj > ) vy &
= ~ ,

Jj= R j=1
n n n n n n
R X Gy | ZR | Y grj | & Y R(G)a; = Y R(Gz; & Y ca; =2 Y caj <
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 i—1

z(z*) > z(x) pour tout x € Sp < z* est solution optimale pour (Pp).

Définition 3.4. [17] Multiplication de deux nombres flous triangulaires
Soient A = (a,a1,01) et B = (b,a2,35) deux nombres flous triangulaires, alors on a:
1) Si A et B sont positifs,

(a,01,01) ®(b,a2,02) = (ab , aca + bay , afs + bfh).
2) Si A est négatif et B positif,

(a,01,01) ®(b,as,f2) = (ab , bag — afy , bG1 — aaw).
3) Si A et B sont négatifs,

(a,01,01) ®(b,ag,32) = (ab, —afs — bl , —aay — bay).
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3.4.3 Probléme flou a variables de décision floues

Mathématiquement, un probleme linéaire flou dont tous les coefficients sont des nombres
flous y compris les variables de décision (Fully Fuzzy Linear Programming Problem) cor-

respondant a la fonction ranking R s’écrit:

max z(z) = ) ¢;T;
(Prr) 302@@%E i=1,..m (3.30)
]:

7 >0 j=1,.n

Remarque 3.2. Tous les coefficients flous considérés dans le probleme (3.30) seront des

nombres flous triangulaires positifs.

Le probleme (Prz) s’écrit alors:

(

M=

max z(T) ) 1(Cj,7j79j) ® (z,05,w;)
J

S , 3.31
s.c Zl(aijaaijaﬁij) ® (x,0;,w;) (,2 (bi,pismi)  Li=1,....m (3.31)
]:

(@,05,w;) 2 0 J=L...n

\

3.4.4 Probleme déterministe correspondant

(1) En utilisant la définition (3.4) de la multiplication de deux nombres flous triangulaires

positifs. Le probleme (3.31) devient:

( n n n n n
max R (Z CiTjy Y CjUF T+ D VT, D CWi+ D 9]'93]‘)
j=1 j=1 j=1 j=1 J=1

S.C

n n n n n (332)
R (Z:l iy, Z:lai]"l)j + Z:l Q;;T5, Zlaiju)j + Z:lﬁijl"j> @R (bi7pi777i>
J= J= J= J= J=

(xj,05,wj) >0 J=1,....n
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(2) En utilisant la définition de la fonction Ranking R, le probleme (3.32) devient:

n n n n n
A% i+ 20w+ 3 05wy — 3 cup — 305
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
max
4
S.C
43 agry + Y agw; + Y0 Bty — Y aijvj — Y iy
=1 j=1 j=1 j=1 j=1 o 4b; +n;i — pi
4 4
\ ('Tjavj:wj) ZO ’j:17""n
(3.33)

Le probleme (3.33) est un probleme linéaire déterministe, équivalent au probléeme (Prg),

et peut étre résolu par la méthode du simplexe.

3.4.5 Application numérique

Résoudre le probleme flou suivant:

max Z(7,%2) = ((2,1,1) ®
se (LL)or & (2,1,1)®
(27171) ® Ei':l D (17171> ® T2

71,22 >0

S

1
To

~~

37171) ® %2)
(10,9,17)

(Fr) (11,9,17)

VAN

Posons 77 = (x1,01,w;1) et Ty = (x9,09,ws), alors le probleme donné s’écrit comme suit:
b b ) ) b

max R((2,1,1) X (ml,vl,wl) D (3,1,1) X (%2,1}2,&)2))

s.c R(1,1,1) @ (z1,01,w1) & (2,1,1) @ (22,02,w2) < R(10,9,17)
R(Q,l,l) & (Z’l,Ul,wl) ) (1,1,1) &® (HZ’Q,UQ,WQ) S R(11,9,17)
T1,%2,U1,V9,W1,ws > 0

(1)

En utilisant la définition (3.4) de la multiplication de deux nombres flous triangulaires

positifs, on obtient:
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max R(Z’L’l + 3£C2 ; 1+ X9+ 2’01 + 31)2 T e e 2&)1 + 3WQ)

s.c R(xy+ 2wy ; o1+ T2+ 01+ 20y ; 1 + X9 + wy + 2wsy) < R(10,9,17)
R(Q(L'l + X9 T+ T2+ 2’01 +v9; X1+ X9+ 2(4)1 + (.UQ) < R(11,9,17)
xr1,r2,U1,U9,W1,W 2 0

(%)

En appliquant la fonction Ranking R sur la fonction objectif et les contraintes nous

obtenons le probleme suivant:

max 2z + 3x3 — 0.5v; — 0.75v9 + 0.5wy + 0.75ws
s.c 4dx1 4+ 8x9 — U1 — 20y + Wy + 2wy < 48
8%1 +4$2—2U1 —U2—|—2w1—1—w2 S 46
T1,T2,U1,U2,w1,w2 > 0

()

max W =2z 4+ 3xe — 0.5v1 — 0.75vy + 0.5w1 + 0.75ws

s.c 4ry + 8xrg — v — 209 + Wy + 2wy + 13 = 48
81’1+4$2 —2U1 —U2+2W1+W2+$4 =46
xI1,T2,U1,U2,W1,W2 Z 0

(Pr)

La solution optimale du probléeme (PL) est:

11 25
xTry = ?, To = E et v = vy ;2(,()1 :750.12 =0.
Sa valeur optimale est: W = 3 + 3 ~ 19.83

11 2
La solution du probleme (Pr) est: T, = (E’O’O)’ Tog = (65,0,0).

La valeur floue optimale de la fonction objectif est:

11 25 22 75 11 25 11 25
Z(x7,x%) = (2,1,1 — 1,1 — (=4 =2 -4 0 -
=(—,—,—) et R(Z(x},23))= — + — = — =~ 19.83.
(67676)6 ((xl7x>> 3+6 6
Remarque 3.3. Les deux problémes ont la méme valeur optimale W = Z(z7,25) ~ 19.83

3.5 Conclusion

Ce chapitre comprend deux parties:

1. Résolution d’un probleme linéaire flou via la programmation linéaire multiobjectif
déterministe.

2. Résolution d'un probleme linéaire flou ou les variables de décision sont aussi floues

par 'utilisation des fonctions Ranking.



Conclusion

Depuis plusieurs années, on considere que les deux sources d’incertitude principales
sont le manque d’informations et la variabilité des phénomenes. On modélise alors les in-
formations soit par des distributions de probabilité (informations aléatoires) soit par des
ensembles flous (informations incompletes). La théorie des ensembles flous apparait comme

un outil bien adapté pour modéliser un concept vague.

L’optimisation multiobjectif consiste a optimiser simultanément plusieurs fonctions ob-
jectif souvent conflictuelles.

La solution d’un probleme multiobjectif n’est pas une solution unique, mais un ensemble
de solutions connu comme ’ensemble des solutions Pareto optimales. Toute solution de cet
ensemble est optimale dans le sens qu’aucune amélioration ne peut étre faite sur une com-

posante du vecteur sans dégradation d’au moins une autre composante.

Apres avoir rappeler les concepts de base sur la théorie des ensembles flous au cha-
pitre un et les concepts de base sur 'optimisation linéaire multiobjectif au chapitre deux.
Nous nous sommes intéressé au chapitre trois a la résolution d’un probleme linéaire flou
(Fuzzy Linear Programming Problem) via l'optimisation linéaire multiobjectif et aussi a
la résolution d’un probleme linéaire flou avec des variables de décision floues (Fully Fuzzy

Linear Programming Problem) via les fonctions Ranking.

44
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