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Introduction générale

Introduction générale

Le but de notre travail est de mettre au point un programme du calcul numérique
rédigé en Microsoft Excel ; utilitaire tres polyvalent et présent sur toutes les plateformes de
calcul (ordinateur) ; permettant de résoudre numériquement 1’équation de la chaleur
(conduction). Ce transfert d'énergie thermique ne nécessite pas de mouvement macroscopique
de la matiére. Il est défini comme étant un mode de transmission de la chaleur entre deux

milieux en contact physique.

Le présent travail, est une simulation numérique dont I’intérét est de mettre en
évidence certaines caractéristiques pouvant s’appliquer a la résolution des problémes de
transfert de chaleur en régime permanant et transitoire, ainsi le traitement des conditions aux
limites des sources de chaleur et de rayonnement, des conditions aux limites a 1’état
d’équilibre et transitoires et des interfaces entre les matériaux composites & 1’aide d’un

modele Template. L’outil de calcul élabor¢ a été testé et validé en traitant plusieurs cas.
Nous avons réparti notre étude en quatre chapitres plus une conclusion générale.

Le premier chapitre est consacré pour 1’équation de la chaleur ainsi quelques généralités sur

les transferts thermiques.

Le second chapitre présente les techniques utilisées pour résoudre numériquement les

équations de la chaleur en régime permanant et transitoire.

Le troisieme chapitre contient une présentation du logiciel Microsoft Excel, le modéle que

nous avons utilisé pour la résolution numérique du probléme et les procédures de résolution.

Le quatrieme chapitre a été consacré a la discussion des résultats obtenus avec la simulation

numérique.

En fin, nous terminons ce mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 1 Equation de la chaleur

1.1. Introduction

Le transfert de chaleur est I’'un des modes les plus communs d’échange d’énergie. Il
intervient naturellement entre deux systemes des qu’il existe entre eux une différence de
température et cela quel que soit le milieu les séparait, méme vide. De ce fait, les transferts
thermiques ont un role essentiel, aussi bien dans le domaine des sciences pures que dans celui
des applications technologiques. Ce réle devient méme déterminant lorsqu’il est a 1’origine
des techniques utilisées dans les échangeurs, moteurs thermiques, calorifugeage, utilisation de
I’énergie solaire,...etc.

A la base de I’étude des transferts thermiques se trouvent les concepts de « quantité de
chaleur » et de « différence de température ». Ceux-ci sont définis par la thermodynamique
dans ses principes mémes appelés 1" et 2°™ principe.

Toutefois la thermodynamique s’attache uniquement a des états d’équilibre, négligeant
les mécanismes d’échange qui y conduisent. L’étude de ces mécanismes, en raison de son
importance, constitue une discipline indépendante appelée « les transferts thermiques ».

On distingue trois grandes parties se rattachant chacune a un mode de transfert de la
chaleur particulier : conduction, convection et rayonnement, chacun de ces modes étant lui-
méme li¢ a un processus physique bien déterminé. En effet, comme 1’énergie thermique d’un
milieu matériel correspond a I’énergie cinétique de ses constituants fondamentaux ayant, une
certaine liberté de mouvement (molécules, atomes, électrons libres, ...), ceux-Ci pourront
échanger tout ou partie de leur énergie thermique, c’est-a-dire gagner ou perdre de 1’énergie
cinétique :

e Soit par interaction directe avec les particules voisines (choc de molécules par
exemple), ce qui correspond & « la conduction ».

e Soit par absorption ou émission de radiations électromagnétiques, ce qui correspond
au « rayonnement ».

¢ Enfin dans le cas d’un gaz ou d’un liquide, on consideére également, mais cette fois a
I’échelle macroscopique, comme un mode de transfert de chaleur appelé
« convection », les échanges résultant du mélange des diverses parties d’un fluide a
des températures différentes. [1]

1.2. Le transfert de chaleur par conduction

Apres cette bréve définition sur 1’origine microscopique du mécanisme de conduction
thermique ; intéressons nous a son aspect macroscopique.

La quantité de chaleur élémentaire g, transmise entre deux plans infinis portés aux
températures T et T+ dT, perpendiculaires & un axe ox, est proportionnelle a : la surface
d’échange, la différence de température entre les 2 parois, le temps écoulé est inversement
proportionnel a la distance entre les plans d’apres la loi de Fourier.
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T] T+dT

9

0 “X

Figurel.1 : conduction entre deux plaques horizontales.[2]
oT
Soit : gx = -kA T (1.2)

Lorsqu'un gradient de température existe dans un corps, I'expérience a montré qu'il y a
un transfert d'énergie de la région haute température a la région basse température. On dit que
I'énergie est transférée par conduction et que le taux de transfert de chaleur par unité de
surface est proportionnel au gradient de température normal.

TA Profile de

temperature

4

dx

-
X

Figure 1.2 : Profil de température et direction du flux de chaleur. [3]

Ou g, est le taux de transfert de chaleur et 0T/0x est le gradient de température dans la
direction du flux thermique. La constante positive k est appelée conductivité thermique du
matériau, et le signe moins est inséré pour que le deuxieme principe de la thermodynamique
soit respecte ; C'est-a-dire que la chaleur doit s'écouler progressivement vers le bas suivant les
graduations de la température, comme l'indique le systeme de coordonnées de la figure 1.2.
D'apres le physicien francais Joseph Fourier, qui a apporté des contributions tres significatives
au traitement analytique du transfert thermique par conduction. Il est important de noter que
I'équation (1.1) représente une équation déterminante pour la conductivité thermique et que k
est exprimé en Watts par metre et par degré Celsius dans un systéme classique avec des unités
dans lesquelles le flux thermique est exprimé en watts.
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1.3. Equation générale de la chaleur

Considérons le systeme unidimensionnel illustré a la figure 1.3. Si le systeme est en
régime permanent, c'est-a-dire que si la température ne change pas avec le temps, alors le
probleme est simple, et il suffit dintégrer I'équation (1.1) et de remplacer les valeurs
appropriées pour résoudre la quantité desirée.

Cependant, si la température du solide change avec le temps, ou s'il y a des sources de
chaleur ou des puits dans le solide, la situation est plus complexe. Nous considérons le cas
géneéral ou la température peut changer avec le temps et ou des sources de chaleur peuvent
étre présentes dans le corps. Pour I'€lément d'épaisseur dx, le bilan énergétique suivant I’axe x
s’écrit :

Energie générée dans la face gauche + chaleur générée dans I'élément = Variation de
I'énergie interne + énergie dissipée en face droite

Ces quantités d'énergie sont données comme suit :
. ) aT
Energie dans la face gauche =qy = -kA P

Energie générée a l'intérieur de I’élément =gA dx

= gddx

/ [ e

Tx + ax
gy ——» —

A

|<—x—>|dx|<—

Figure 1.3 : Volume élémentaire pour une analyse unidimensionnelle de la conductivité thermique. [3]

Variation de I'énergie interne = PcAg—I dx
o o . _ aT
Sortie d'énergie a droite de la figure = qy4qx= — ) g
X+dx
_ aT | a (, dT
=-A G+ (k5 @
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Dans lequel :

d = énergie générée par unité de volume, W/ m?
¢ = chaleur spécifique du matériau, J / kg °C
p = masse volumique, kg / m®

En combinant les relations ci-dessus, on obtient :
oT . _ aT oT . @ (, aT
KA =+ Adx=pcAS] dx-A kS + 2 (k2) dx]
Ou:

0 0T T
0x (k Ox) 9=rc ot (1.2)

C'est I'équation unidimensionnelle de conduction thermique. Pour traiter plus d'un flux
de chaleur unidimensionnel, il suffit de tenir compte de la quantité de chaleur qui entre et sort

d'un volume unitaire dans les trois coordonnés, comme le montre la figure 1.4(a). Le bilan
énergétique s’ecrit :

dE

Ox + Qy + 4z + Qgen = Ox+dx T Qy+dy + Qzdz + ——

dt

Et les quantités d'énergie sont données par :
Ox=-k dy dz %
Ox+dx = [k% + % (kZ_Z) dX]dy dz
= or
qy=-k dx dz 3

Qy+dy = [kg—; + aiy (k 3—;) dy]dX dz

_ ot
g:=-kdx dy 3y

d 3] d
Oz+dz = [ka—z + P (k()_:) dZ] dx dy
Cgen = q dx dy dz

dE aT
et dx dy dz P
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¥ £
Qy +
- { 9z P [

v ) f

Iy — Tty
4
/ /J §oen = 4§ v dy dz
vd gz ‘

(a) (b)

k]

X

(c)
Figure 1.4 : Volume élémentaire pour I'analyse tridimensionnelle de la conduction. [3]

(a) Coordonnées cartésiennes ; (b) coordonnées cylindriques ; (c) coordonnées
spheriques.

L'équation générale tridimensionnelle de la conduction thermique s’écrit donc :

e (650) # 35 (650 2 (655) + = oo 3

Pour une conductivité thermique constante, I'équation (1-3) se simplifie a :

T, T 0°T q_1aT 130
0x%2 0y? 0z2 Kk aodt

Ou la quantité a = k/pc est appelée la diffusivité thermique du matériau. Plus la valeur de o est
élevée, plus la chaleur se diffuse rapidement a travers le matériau. C'est ce que l'on peut
constater en examinant les quantités qui composent a. Une valeur élevée de o peut résulter
soit d'une valeur élevée de conductivité thermique, qui indiquerait un taux de transfert
d'énergie rapide, soit d'une valeur peu élevée de la capacité calorifiqgue pc. La diffusivité
thermique o est en métres carrés par seconde [m?/s].
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L'équation (1.3a) en coordonnées cylindriques et sphériques s’écrit :
Les coordonnées cylindriques :

0T 10T 1 0°T 0°T 10T
AN Wk B (1.3b)
ar2 rar r2odp? 9z2 k « at

Les coordonnées sphériques :

1 0°T, q_10T

( ) noae (S in® ae) r2sin20 6T32+ kK odt (1.3¢)
Les grandeurs intervenant dans les équations (1.3b) et (1.3c) sont définies dans les figures
1.4bet1.4c.

1.4. Equation de la chaleur & des cas pratiques

Selon le cas étudie, les équations genérales ci-dessus peuvent se simplifier. Dans ce qui suit
nous donnons les cas pratiques rencontrés dans 1’industrie.

e Dans le cas générale le flux de chaleur unidimensionnel en régime permanent et sans
source de chaleur, 1’équation (1.3) se simplifie a :

9%T

—=0 (1.4)

0x2

Lorsque q =constante, on retrouve 1’équation (1.1)
e Flux unidimensionnel en coordonnés cylindriques :

Le flux de chaleur unidimensionnel en régime permanent en coordonnées cylindriques (pas de
géneration de chaleur) : L’équation (1.3b) s’écrit :
°T 10T
—+-—=0 1.5
ar2 ror (1.5)
e Flux de chaleur unidimensionnel avec source de chaleur, I’équation de la chaleur dans
ce cas et en régime permanent s’écrit :
’T q
0x2 k (1.6)
e Conduction bidimensionnelle en régime permanent sans source de chaleur, 1’équation
(1.3a) devient :

°T 0%T
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1.5. Conductivité thermique

L'équation (1.1) est I'équation qui définit la conductivité thermique. Sur la base de
cette définition, des mesures expérimentales peuvent étre effectuées pour déterminer la
conductivité thermique de différents matériaux. Pour les gaz dont les températures sont
modérement basses, on peut utiliser les méthodes analytiques de la théorie cinétique des gaz
pour prédire avec précision les valeurs observées expérimentalement.

Le tableau 1.1 donne quelques natures de la conductivité thermique pour certains
matériaux a 0°C.

Tableaul.l : Conductivité thermique de différents matériaux a 0 °C.

Matériau Conductivité thermique, k
W/m.°C
Métaux :
Argent (pur) 410
Cuivre (pur) 385
Aluminium (pur) 202
Nickel (pur) 93
Fer (pur) 73
Acier au carbone, 1% C 43
Plomb (pur) 35
Acier chrome-nickel (18% Cr, 8% Ni) 16.3
Solides non métalliques :
Diamant 2300
Quartz, paralléle a 'axe 41.6
magnésite 4.15
marbre 2.08_2.94
gres 1.83
Verre, fenétre 0.78
Erable ou chéne 0.17
Caoutchouc dur 0.15
Chlorure de polyvinyle 0.09
Styrofoam 0.033
Sciure de bois 0.059
Laine de verre 0.038
glace 2.22
Liquides :
Mercure 8.21
Eau 0.556
Ammoniac 0.540
Huile lubrifiante, SAE 50 .0.147
Fréon 12, CCI2F2 0.073
Gaz:
Hydrogéne 0.175
hélium 0.141
Air 0.024
Vapeur d'eau (saturée) 0.0206
Dioxyde de carbone 0.0146
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Les figures 1.5 & 1.6 donnent I’évolution de la conductivité thermique en fonction de
la température. La figure 1.5 pour les gaz tels que I’hélium ; 1’oxygéne I’hydrogéne et le
dioxyde de carbone .la figure 1.6 pour certains liquides comme I’eau saturé, glycérine,
benzéne, huile Iégeére et le fréon 12
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Figure 1.5 : Conductivités thermiques de certains gaz typiques. [3]
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Figure 1.6 : La conductivité thermique de certains types de liquides. [3]

L’évolution de la conductivité thermique en fonction de la température pour I’argent,
I’aluminium I’acier au carbone et I’acier inoxydable est illustrée a la figure 1.7.
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Figure 1.7 : La conductivité thermique de certains types de solides. [3]

Le tableau 1.2 donne les plages des valeurs de conductivité thermique de quelques
matériaux isolants ont lamasse volumique est comprise entre 30 et 80 kg/m3.

Tableau 1.2 : la conductivité thermique efficace des matériaux isolants cryogéniques utilisés dans un
intervalle de 15°C a -195°C. masse volumique de 30 a 80 kg/m?.

Type d'isolation Conductivité Thermique Kk,
MW/m.°C

1. Mousses, poudres et fibres non aspirées 7-36

2. Poudres, évacuées 0.9-6

3. Fibres de verre évacuées 0.6-3

4. Poudres opacifiées, évacuées. 0.3-1

5. Isolants multicouches, évacués 0.015-0.06

1.6. Transfert de chaleur par convection

Il est évident qu'une plaque chauffante en métal se refroidit plus rapidement lorsqu'elle
est placée devant un ventilateur que lorsquelle est exposée a de l'air calme. Le terme
convection donne au lecteur une notion intuitive concernant le procédé de transfert de chaleur.
Par exemple, nous savons que la vitesse a laquelle l'air soufflé sur la plaque chauffante
influence également le taux de transfert de chaleur.

La chaleur cédée par la plague est évacuée par convection. Pour illustrer le mécanisme
physique de la convection, on considere une plaque chauffante illustrée a la figure 1.8. La
température de la plaque est Tw, et la température du fluide estT..le profil de vitesse est
montré également sur la figure 1.8, la vitesse est nulle et la chaleur ne peut étre transférée que

10
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par conduction & ce point. Ainsi nous pourrions calculer le transfert de chaleur, a l'aide de
I’équation (1.1), avec la conductivité thermique du fluide et du gradient de température de
celui-ci au niveau du la plaque. Dans la couche de fluide, La chaleur transférée par convection
dépend du gradient de température. Ce dernier dépend de la vitesse a laquelle se produit
I'échauffement. A une vitesse élevée, le gradient de température est important, et ainsi de
suite.

=

F coulem ent U T..  Flux libre

T Tu

Paroi

Figure 1.8 : Transfert de chaleur par convection a partir d'une plaque. [3]

L'effet global de la convection, est exprimé par la loi de Newton du refroidissement :
q=hA (Tp- Tw) (1.8)

Le taux de transfert de chaleur est lié a la différence de température globale entre la paroi et le
fluide et I’aire A.

La grandeur h est appelée coefficient de transfert de chaleur par convection, et
I'équation (1.8) est I'équation déterminante ; un calcul analytique de h peut étre effectué pour
certains systemes. Pour les situations complexes, il doit étre déterminé expérimentalement. Le
coefficient de transfert thermique est parfois appelé conductance du film en raison de sa
relation avec le processus de conduction dans la mince couche stationnaire de fluide a la
surface de la paroi.

Le transfert de chaleur par convection dépend non seulement des propriétés
thermiques du fluide (conductivité thermique, chaleur spécifique, densité), mais aussi de la
viscosité du fluide. En effet, la viscosité influence sur le profil de vitesse et, par conséquent,
sur le taux de transfert d'énergie située dans la partie a proximité de la plaque.

Les valeurs approximatives des coefficients de transfert de chaleur par convection sont
données dans tableau 1.3.

11
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Tableau 1.3 : Valeurs approximatives des coefficients de transfert de chaleur par convection.

h

Mode W/m?.°C
A travers un entrefer de 2,5 cm, évacué a une pression de
10 atm et subit un AT = 100-C - 30-C 0.087
Convection libre, AT = 30°C
Plaque verticale de 0,3 m (1 ft) de haut dans I'air 45
Cylindre horizontal, 5 cm de diamétre, dans I'air 6.5
Cylindre horizontal, 2 cm de diamétre, dans I'eau 890
Transfert de chaleur a travers l'air vertical de 1,5 cm
écart avec AT = 60-C 2.64
fil fin dans 1’air d = 0,02 mm, T = 55°C 490
Convection forcée
Débit d'air a 2 m/s sur plaque carrée de 0,2 m 12
Débit d'air a 35 m/s sur plaque carrée de 0,75 m/s 75
Débit d'air au nombre de Mach =3, p = 1/20 atm,
T = -40°C, sur plaque carrée de 0.2 m 56
Air a 2 atm s'écoulant dans un diamétre de 2,5 cm
tube a 10 m/s 65
De l'eau a 0,5 kg/s s'écoule dans un tube de 2,5 cm de
diametre 3500
Débit d'air sur un cylindre de 5 cm de diameétre avec une
vitesse de 50 m/s 180
Liquide de bismuth a 4,5 kg/s et 420°C dans un tube de 5,0
cm de diametre. 3410
Débit d'air a 50 m/s sur un fil fin, d = 0,04 mm 3 850
Eau bouillante
Dans un bassin ou un conteneur 2 500 - 35000
Ecoulement dans un tube 5 000 — 100 000
Condensation de vapeur d'eau, 1 atm
Surfaces verticales 4000 - 11 300
Tubes horizontaux extérieurs 9500 —25 000
Condensation par gouttes d'eau 170 000 —290 000

1.7. Transfert de chaleur par rayonnement

Contrairement aux deux phénomeénes de conduction et de la convection qui impliquent
un transfert d'énergie a travers un milieu matériel, la chaleur peut également étre transférée a
travers des zones ou le vide est parfait. Le phénomene dans ce cas est le rayonnement
électromagnétique.

Des études thermodynamiques montrent qu'un émetteur thermique idéal, ou corps noir,
émet de I'énergie a un rythme proportionnel a la quatrieme puissance de la température
absolue du corps et directement proportionnel a sa surface spécifique. Ainsi 1’équation
s’écrit :

JQémis =GAT* (1-9)
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Ou o : la constante de proportionnalité appelée constante de Stefan-Boltzmann. L'équation
(1.9) est appelée la loi de Stefan-Boltzmann de radiation thermique, et elle ne sapplique
qu'aux Ccorps noirs.

L'équation (1.9) ne régit que le rayonnement émis par un corps noir. L'échange radiatif
net entre deux surfaces sera proportionnelle a la différence de tempeératures absolues des
surfaces ; c'est-a-dire :

q echange net

o GA(TA-TZ) (1.10)

Pour tenir compte de la nature "grise" des surfaces, un autre facteur dans I'équation
(1.9), appelé émissivité, qui relie le rayonnement de la surface "grise" a celui d'une surface
noire idéale est introduit. De plus, il faut tenir compte du fait que tout le rayonnement sortant
d'une surface n'atteindra pas l'autre puisque le rayonnement électromagnétique se déplace en
lignes droites et qu'une partie sera perdue dans I'environnement.

Donc deux nouveaux facteurs sont introduits dans I'équation (1.9) pour tenir compte
des deux situations, de sorte que I'équation s'écrit sous cette forme :

q = FeFcoA (T#- T) (1.11)
Ou Fe¢ est la fonction d'émissivité, et Fg est la fonction géométrique "facteur de forme".

1.7.1. Rayonnement dans une enceinte

Un simple probléme de rayonnement est rencontré lorsque nous avons une surface de
transfert de chaleur a la temperature T1 completement fermée par une surface beaucoup plus
grande maintenue a T2. Nous montrerons que I'échange radiant net dans ce cas peut étre
calculé avec :

q = E10A(TY - TF) (1.12)

Les phénomeénes de transfert de chaleur par rayonnement peuvent étre extrémement
complexes et les calculs sont rarement aussi simples que le laisse entendre I'équation (1.11).
Pour l'instant, nous tenons a souligner la différence de mécanisme physique entre les systemes
de transfert de chaleur par rayonnement et les systémes de conduction-convection. [3]

Conclusion

Dans ce chapitre les trois modes de transfert de chaleur sont passés en revue.
L’¢équation de la chaleur dans sa forme générale a été demontrée pour le cas de la conduction.

Le mécanisme physique de convection est lié a la conduction thermique & travers la
mince couche de fluide adjacente a la surface de transfert thermique. En conduction comme
en convection, la loi de Fourier a été appliquée. Cependant pour le cas de la convection,
I’application des lois de la mécanique des fluides sont indispensables pour 1’évolution du
gradient de température.

13
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Le transfert de chaleur par rayonnement implique un mécanisme physique différent,
celui de la propagation de I'énergie électromagnétique. Le concept d'un radiateur idéal, ou
corps noir, qui rayonne I'énergie a un taux proportionnel a sa température absolue a la
puissance quatriéme a été introduit par I’étude du rayonnement thermique.

D’apres les expressions qu’on a dans ce chapitre, il revient que la surface est un
élément important du calcul pour les trois modes de transfert de chaleur : Plus la surface
traversée par la chaleur est grande, plus le transfert de chaleur est important. Plus la surface en
contact avec le fluide est grande, plus le potentiel de transfert de chaleur par convection est
important. Pour la conduction, le transfert de chaleur sera presque toujours directement
proportionnel a la surface. Pour la convection, le transfert de chaleur est une fonction
compliquée de la mécanique des fluides ; Le probleme est a son tour est fonction de la
configuration géométrique de la surface chauffée et des propriétés thermiques et visqueuses
du fluide véhiculé. Le transfert de chaleur par rayonnement implique également une
interaction complexe entre les propriétés émissives de la surface et la géométrie de l'enceinte
qui implique le transfert de rayonnement.

Le chapitre 2 traitera de la résolution numérique des équations décrites dans ce
chapitre.
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Chapitre 2 Résolution numérique des équations de la chaleur

2.1. Introduction

Dans ce chapitre, on présentera les techniques utilisées pour résoudre numériquement
I’équation de la chaleur en régime permanant et non permanant.

2.2. Conduction bidimensionnelle en régime permanant

Le transfert de chaleur en régime permanent sans source de chaleur est régi par
I’équation (2.1) :

4+ —=0 2.1)

Cette équation est connue aussi sous le nom de I’équation de LAPLACE.

En supposant une conductivité thermigue constante. La solution a cette équation peut
étre obtenue par des méthodes analytiques, numériques ou graphiques.

L'objectif de toute analyse de transfert de chaleur est généralement de prédire le flux
de chaleur ou la température qui résulte d'un certain flux thermique. La solution de I'équation
(2.1) donnera la température dans un corps bidimensionnel en fonction des deux coordonnées
spatiales indépendantes x et y. Ensuite, le flux de chaleur dans les directions x et y peut étre
calculé a partir des équations de Fourier suivantes :

aT

qx = _kAx& (2-2)
oT

qy = _kAyE (2.3)

Ces quantités de flux de chaleur sont dirigées soit dans la direction X, soit dans la direction y.

Un grand nombre de solutions analytiques aux problemes de transfert de chaleur par
conduction sont disponibles dans la littérature. Néanmoins, dans de nombreuses situations
pratiques, la géométrie ou les conditions aux limites sont telles qu’aucune solution analytique
n’a ¢été obtenue, ou si la solution a été¢ développée, elle implique une solution en série si
complexe que I’évaluation numérique devient extrémement difficile. Pour de telles situations,
I’approche la plus fructueuse du probleme est celle qui repose sur des techniques de
différences finies, dont nous exposerons les principes de base dans la présente section.

Considérons un corps a deux dimensions qui doit étre divisé en incréments égaux dans
les directions x et y, comme illustré a la figure 2.1. Les points nodaux sont désignés comme
indiqué, les m : emplacements indiquant 1’incrément X et les n: emplacements indiquant
I’incrément y. Nous souhaitons étudier les températures a n’importe lequel de ces points
nodaux dans le corps, en utilisant I’équation (2.1) comme condition principale. Les
différences finies sont utilisées pour approximer les incréments différentiels des coordonnées
de température et d’espace. Plus nous choisissons des incréments finis, plus la distribution
exacte de la température sera approchée.
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’m, n+1
Ay
m—1,n mnulm+1l,n *
. 2 L T
Ay

‘m, n—1 l

-— Ax—>la—Ax—»

Figure 2.1 : Nomenclature illustrant des croquis utilisée dans I'analyse numérique bidimensionnelle de
la conduction thermique. [3]

Les gradients de température peuvent étre écrits comme suit :

oT] =~ Tm+1n=Tmn 2.4)
OX_ m+_’n AX
2
O_T_ ) sz.n_Tm—l.n (25)
0xlm—=n Ax
2

O_T_ 1z Tmn+1—Tmn (26)
9y m,n+5 Ay

oT] =~ Tmn=Tmn-1 2.7
dy | mn-2 Ay

oT _oT
9T _ 9xIm+1/2n 0xIm-1/2n _ Tm+1n+tTm-1n—2Tmn (2.8)
0x%lmn Ax (Ax)2 '
a_T] _a_T]
62_T ~ oy m.n+1/2 oy mn-1/2 __ Tmn+1+Tmn-1—2Tmn (2 9)
ay*l i n Ay (Ay)? '
Ainsi I’approximation en différences finies pour 1’équation (2.1) devient :
Tm+1n+tTm-10—2Tmn Tmn+1 +Tmn-1—2Tmn — 0 (210)
(Ax)? (Ay)?
Si Ax = Ay, I’équation (2.10) devient :
Tm+1n + Tn-1n + Tmn+1 + Tnn-1 = 4Tmn =0 (2.11)

Comme nous considérons le cas de la conductivité thermique constante, les flux de
chaleur peuvent tous étre exprimés en termes de différences de température. L'équation (2.11)
indique trés simplement que le flux de chaleur net dans n'importe quel nceud est nul en régime
permanent. En effet, I'approche numérique par différence finie remplace la distribution
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continue de la température par des tiges fictives conductrices de chaleur reliées entre de petits
points nodaux qui ne produisent pas de chaleur. Nous pouvons également concevoir un
systeme de différences finies pour tenir compte de la production de chaleur. Nous ajoutons

simplement le terme % dans I'équation générale et on obtient :

Tm+1n+tTm-10=2Tmn Tmn+1+tTmn-1—2Tmn q _
A7 + (Ay)? + = 0 (2.12)

Ensuite, pour une grille carrée dans laquelle Ax = Ay,

q(ax)?
K

Tm+1in + Tm-1n+ Tmns1 + Tn-1 + —4Tpn-1=0 (2-13)

Pour utiliser la méthode numérique, I'équation (2.11) doit étre écrite pour chaque
neeud du matériau et le systeme d'équations résultant doit étre résolu pour les températures
aux différents nceuds. Un exemple trés simple est présenté a la figure 2.2, et les quatre
équations pour les nceuds 1, 2, 3 et 4 seraient les suivantes :

100+ 500+ T2+ T3—4T1=0
T14+ 500+ 100+ T4+ —4T2=0
100+ T1+ T4+ 100 —4T3=0
T3+ T2+ 100+ 100 —-4T+=0
La solution de ces équations est :
Ti=T2=250°C et T3 =Ts =150 °C

ff—T=DOOC

100°C
100°C

. 4
—
-2

/-——T
N7

‘.\— T=100°C
Figure 2. 2 : Probléme a quatre nceuds.[3]

Bien s(r, nous pourrions reconnaitre par symétrie que T1 = T2 et Tz = T4 et n'aurait
alors besoin que de deux équations nodales :

100+ 500+ T3 -3T1=0

100+ T1+100—-3T3=0
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Une fois les températures déterminées, le flux thermique peut étre calculé a partir de :
AT
q= kAXA—y (2.14)

Ou le AT est pris aux limites. Dans I'exemple, le flux de chaleur peut étre calculé soit
sur la face a 500 ° C, soit sur les trois faces a 100 ° C. Si une grille suffisamment fine est
utilisée, les deux valeurs devraient étre presque les mémes. En régle générale, il est préférable
de prendre la moyenne arithmétique des deux valeurs a utiliser dans les calculs. Dans
I'exemple, les deux calculs donnent :

Facade de 500 °C :
q= —ki—i [(250—500) + (250—500)]=500 k
Facade de 100 °C:
q= —ki—;[(250—100) + (150 — 100) + (150 — 100) + (150 — 100)

+(150 — 100) + (250 — 100)] = —500k
Les deux valeurs s'accordent dans ce cas.

Lorsque le solide est exposé a une certaine condition limite de convection, les
températures a la surface doivent étre calculées de fagcon différente de la méthode donnée ci-
dessus. Considérons la limite illustrée a la figure 2.3.

Le bilan énergétique sur le nceud (m, n) est :

—kAyTl — kTXA—yH — k?XA—yl = hAy(Tpn — Teo) (2.15)

Si Ax = Ay, la température limite est exprimée dans I'équation :
hA hA 1
Tm.n (TX + 2) - TX T — 2 (ZTm—l.n + Tm.n+1 + Tm.n—l) =0 (2-16)

Une équation de ce type doit étre écrite pour chaque nceud le long de la surface
illustrée a la figure 2.3. Ainsi, lorsqu'une condition limite de convection est présente, une
équation comme (2.16) est utilisée a sa limite et une équation comme (2.11) est utilisée pour
les points intérieurs.

L'équation (2.16) s'applique a une surface plane exposée a une condition limite de
convection. Elle ne sappliquera pas a d'autres situations, comme un mur isolé ou un angle
exposé a une condition limite de convection. Considérons la section d'angle illustrée a la
figure 2.4.
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Le bilan énergétique de la section d'angle est le suivant :

AY Tmn—Tm-1n _ 3 AX Tmn=Tmn-1 _ 1, AX _ Ay _
-k 2 Ax k 2 Ay =h 2 (Tm.n Too) +h 2 (Tm.n Too)(2-17)

SiAx=Ay:
hA hA
2Tm.n (TX + 1) -2 TXToo - (Tm—l.n + Tm.n—l) =0 (2-18)

Les autres conditions aux limites peuvent étre traitées de la méme maniére, et un
résumé pratique des équations nodales est présenté dans le tableau 2.1 pour différentes
situations géomeétries et limites.

Les situations (f) et (g) présentent un intérét particulier car elles fournissent les
équations de calcul qui peuvent étre utilisées avec des limites de surfaces courbées tout en
utilisant des incréments uniformes en Ax et Ay.

T l m, n+1 l m=1,n mn
| T
___JI__.—FT?‘ Ay I
m-—1,n | m, n A) 2 :
_4ﬁ——l——.—+. l A_V _____:_____ Tx
I A ! |
! — |
I L T 7 m =1
m, n— 1 m-1n- ‘ Ay
= Surface -
PN +— Ax—>

Figure 2.3 : Nomenclature de I'équation nodale

avec condition au limite convective. [3] Figure 2.4 : Nomenclature pour I'équation nodale

avec convection a un angle de section. [3]

Tableau 2.1: Résumé des formules nodales pour le calcul des différences finies. (Les lignes
pointillées indiquent le volume de I'élément.) T

Situation physique Equation nodale pour des incréments égaux en x et y (la
deuxieme équation en situation est en forme pour I'itération
de Gauss-Seidel)

a) Neeud intérieur :

mn+1

Tm+1.11'|'Tm.n+1'l'Tm—l.n'l'Tm.n—l = 4'Tm.n:0 (2-10)

o] -

m—1n r;rr, nim+1ln
.

(Tm+1.n+Tm.n+1+Tm—1.n + Tm.n—l)/4 = Tm.n (2-11)

| I
L _1_4

=& o]

m,n—1

|+ Ax —i-|-— Ax —-|
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b) Neeud limite de convection :

hAx

hA
_T - (ZTm 1n+Tmn+1+Tmn 1) ( =

+2) T n=0 (2.19)

r, m+ 1
T - .
Ay r--*_‘\\ Tm-10+t(Tman+1+Tmin-1)/2+BiTe _
b e m n ho 1. 2+Bi - Tm.n (220)
T 1 Bi= 22X
—L m, n—1 k
|1—ﬂ.1' +|
c) Angle extérieur avec limite de
ion : hA hA
convection : ot 2—XT (T 10+ T ) — 2(_"+ 1)T -0 (2.21)
m—1n ’/jj—/
; ,
_11 i (Tm—l.n+Tm.n—1)/2+BiToo _
m,n—1 hA 1+Bi o
X 0
&P
— — hAX
ggn,\bl\:g(:gnlr.\teneur avec limite de ZTT + 2T 10+ Tt 1+ Tt 1.0 T 1
: ' ~2 (3 +2) Tyn=0 (2.22)
m.n .

|-— Ax —-|

e) Limite isolée:

m,n+1

isolée

m,n=1

f) Neeud intérieur pres de la limite

courbe *:
Lm, m+1

hT.- @ r_-i T
()] chAx AV
@ b Ax i
m=1n m, n f m+1,n T
—| a Ax [4— Ay
m, =1 l
\l.) ———

|-t— Ax —lvl-t— Ax —lvl

g) Nceud limite avec convection le
long d'un necud limite courbe-
neeud limite 2 pour (f) ci-dessus § :

BiTwo+Tmn+1+tTm-1.0(Tm+1.ntTmn-1)/2 _

S B =Tmn  (223)
i hix
Bi= n
Tm.n+1"'Tm.n—l'l'ZTm—l.n = 4Tm.n =0 (2-24)
(Tm.n+1+Tm.n—1+2Tm—1.n)/4 = Tm.n (2-25)
2 2 2 2 1 1

b1 2 ars Mgy Tmett ST 2 (5 + B) Tma
=0 (2.26)

=Tt 1T3+i1T 2+ T+v/aZ + bI)T,, —

[sz+b2+ +(\/c2+ + /a ++b2)h sz:O

(2.27)
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+ La condition aux limites de convection se traduit en posant h =0 (Bi = 0).
I Cette équation est obtenue en multipliant la résistance par 4/ (a + 1) (b + 1)
8§ Cette relation est obtenue en divisant la formulation de la résistance par 2.
Exemple : Probléme a neuf nceuds.

Considérons le carré de l'exemple de la figure de I’exemple. La face gauche est
maintenue a 100 °C et la face supérieure est maintenue a 500 °C, tandis que les deux autres
faces sont exposées a un environnement a 100 °C.

h=10W/m2°C et k = 10W/m.°C

Le bloc est de 1m?2. Calculez la température des différents nceuds comme indiqué a la
figure de I’exemple 2.1 et les flux de chaleur aux limites.

Résultat obtenu :
L'équation nodale pour les nceuds 1, 2, 4 et 5 est la suivante :
Tm+1.n+Tm—1.n+Tm.n+1+Tm.n—1 - 4'Tm.n:0

L'équation pour les nceuds 3, 6, 7 et 8 est donnée par 1'équation (2.16), et I'équation
pour le nceud 9 est donnée par I'équation (2.18) :

hAx _ (10)(1) _ 1

k  (3)(10) 3

/’- T=500"C -~\\
:’ | 2 3
|
; I m
= 4 5 6

T.=

- 100°C
|
b 7 8 9

- I m =

Figure 2.5 : Nomenclature de I'exemple d’un probléme a neuf nceuds. [3]
Les équations pour les noeuds 3 et 6 s’écrivent :
2T,+T+567—4.67T53=0
2T5+T3+Tg+67—4.67T¢=0
Les équations pour les nceuds 7 et 8 sont données par :
2T, +Tg+167+-4.67T,=0
2T5+T;+Tg+67—4.67Tg=0
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Et I’équation pour le nceud 9 est :
T6+T8+67_267T9:0

Nous avons donc neuf équations et neuf températures nodales inconnues. La solution de ce
systeme d’équations donne :

Z
)
=
.

Température,°C
280.67
330.30
309.38
192.38
231.15
217.19
157.70
184.71
175.62
Les flux de chaleur aux limites sont calculés de deux manieres : comme flux de

conduction pour les faces 100 et 500 °C et comme flux de convection pour les deux autres

faces.

© 00 ~N o ol hwWwN B

= Le flux de chaleur pour la face 500 °C, est :
AT 1
(=X kAx = (10)[500 — 280.67 + 500 — 330.30 + (500 — 309.38) (3 )|= 4843.4 Wim
Le flux de chaleur sortant de la face 100 °C est le suivant :
AT 1
g= X kAy =(10)[280.67 — 100 + 192.38 — 100 + (157.70 — 100 (3 )|= 3019 Wim

= Le flux de chaleur par convection a la sortie de la face droite est donné par la relation
de convection suivante :

q =X hAy(T — Te)

1 1
q:(10)(§) [309.38 — 100 + 217.19 — 100 + (175.62 — 100) (5)|=1214.6W/m
= Le flux de chaleur par convection qui sort de la face inférieure est le suivant :

g=3 hAX(T — To,)=(10)(3) [(100 — 100) (3) + 157.70 — 100 + 184.71 — 100 +
(175.62 — 100) (3)| = 600.7 Wim
= Le flux de chaleur total a I'extérieur est :
Qror = 3019 + 1214.6 + 600.7 = 4834.3 W/m
Les résultats présentés ci-dessus sont obtenus a 1’aide du logiciel Microsoft Excel.

Le modele ou Template élaboré sous Excel est présenté au chapitre 3.
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2.2.1. Techniques de résolution du systéme d’équations

De la discussion qui précede, nous avons vu que la méthode numérique est
simplement un moyen d'approximer la répartition continue de la température avec les
¢léments nodaux finis. Plus il y a de nceuds, plus 1'approximation est proche ; mais, bien sir,
plus il y a d'equations, plus les solutions sont encombrantes. Heureusement, les ordinateurs et
méme les calculatrices programmables ont la capacité d'obtenir ces solutions trés rapidement.

Dans les problémes pratiques, le choix d'un grand nombre de nceuds peut s'avérer
inutile en raison des incertitudes liées aux conditions aux limites. Par exemple, il n'est pas rare
d'avoir des incertitudes dans h le coefficient de convection de + 15 a 20 %.

Les equations nodales peuvent s'‘écrire comme suit :

(2.28)
a31T1 + a32T3 + -+ a3nTn = C3

an1T1 + an2T2+ +annTn = Cn

Ou Ty, Ty, ..., T, sont les températures nodales inconnues. En utilisant la notation matricielle :

Cy T,
[all dqo aln]
|az1 azz ... Azp | |[C21| R
[A]:|331 dzz .- dzp ; [ClH . | : [T]=
I_anl dpz .- annJ I_ ’ Jl .
Cn T |
L’¢équation (2.28) peut étre exprimee par :
[A][T] =[C] (2.29)
Et le probleme est de donc trouver l'inverse de [A] tel que :
[T]=[A] ~[C] (2.30)

Désignation [A] —1par :

bll b12 'TE bln
[A]71=|b2r D2z .. ban
bp; bpz . bpn
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Les solutions finales pour les températures inconnues sont écrites sous forme développée :
T1:b11C1+b12C2+. . .+b1nCn
T2:b21C1+. .
(2.31)
Tn:bn1C1+bn2C2+. . .+bnnCn

Donc plus le nombre de nceuds est grand, plus la solution est complexe et il prend plus
de temps. Cependant pour la plupart des probléemes de conduction, la matrice contient un
grand nombre d'éléments nuls, ce qui simplifie quelque peu la procédure de calcul.

Par exemple, la notation matricielle pour le systéme de I'exemple précédent serait :

r—4 1 0 1 0 0 0 0 0 rni7 r—6001
1 —4 1 0 1 0 0 0 0 T =500
0 2 —467 0 0 1 0 0 0 T3 —567
1 0 0 -4 1 0 1 0 0 T —100
0 1 0 1 -4 1 0 1 0 T5 | = 0
0 0 1 0 2 —-467 0 0 1 Ts —67
0 0 0 2 0 0 —467 1 0 T —167
0 0 0 0 2 0 1 -467 1 Ty —67

L 0 0 0 0 0 1 0 1 =2671LTd1 L —67 ]

Nous voyons gu'en raison de la structure des équations, la matrice des coefficients est
tres rare. C’est pour sa que les méthodes de solution itératives peuvent étre tres efficaces.
L'itération de la méthode de Gauss-Seidel est probablement la plus utilisée pour la résolution
de ces équations de transfert de chaleur. [3]

2.3. Conduction bidimensionnelle en régime transitoire

Dans ce qui suit, nous reprenons 1’équation de la conduction avec le terme contenant
la variable de temps 1. I’équation de la chaleur bidimensionnelle en cordonnées cartésiennes
est en régime transitoire s’écrit :

a*r | 9*T\_ 0T
k(35 + a—yz)—pc = (2.32)

Les deux dérivees partielles spatiales rapportées précédemment s’écrivent :

0°T 1
ﬁ ~ (Ax)z(Tm,n+1 + Tm.,n—l - ZTm.n) (2.33)
02T 1
372 ~ Gyyrmiin + Tn-1.n = 2Tinn) (2.34)

Considérons un corps bidimensionnel divisé en incréments comme le montre la figure
2.6. Au sein de corps solide.
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m,on+ ]

m=1,n mn |[m+1 1

m,n=1

-— A e Ay -

Figure 2.6 : Nomenclature pour la solution numérigue d'un probléme bidimensionnel de conduction
en régime transitoire. [3]

La dérivée partielle par rapport au temps du terme écrit de 1’équation (2.32) est
approximée par :

+1
T ~ Trzrjl.n _Trﬁ,n

Pl e (2.35)
En remplagant les équations (2.33) a (2.35) dans I’équation (2.32), on obtient :
Trzr)l+1,n+TTIr)l—1,n_2T7?l,n Trzrjl,n+1+TTZT)l,n—1_2T71?l,n _1 Trﬁ,tLl_Trerz,n (2.36)

(Ax)? (Ay)? T a AT

Ainsi, si les températures des différents nceuds sont connues a un moment donné, les
températures apres un incrément de temps At peuvent étre calculées en écrivant une équation

. +1 7
de type Equation (2.36) pour chaque nceud et en obtenant les valeurs deTI‘.fLn . La procédure
peut étre répétée pour obtenir la distribution apres le nombre d'incréments de temps désiré.

Si les incréments de coordonnées spatiales sont choisis de telle sorte que Ax=Ay

L’équation résultante pour TS devient :

p+1 _ aAtT D D D D 4aAt D
Tnn = (Ax)? (Tm+1,n + Tm—l,n + Tm,n+1 + Tm,n—l) +[1 - (Ax)z] Tinn (2.37)
Si les incréments de temps et de distance sont convenablement choisis de maniéere que :
A 2
B0 -4 (2.38)
alAt

On voit que la température du nceud (m, n) aprés un incrément de temps est simplement la
moyenne arithmétique des quatre températures nodales environnantes au début de l'incrément
de temps.

Lorsqu'il s'agit d'un systéme unidimensionnel, I'équation devient :

alAt 4alAt

+1
TTIr)l,n = (Ax)? (Trzrjl+1 + TTI:L—l) +[1 - (Ax)z] Trﬁ,n (239)
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Et si les incréments de temps et de distance sont choisis de telle sorte que :

(Ax)?
alt

La température du nceud m apres l'incrément de temps est donnée comme la moyenne
arithmétique des deux températures nodales adjacentes au début de I'incrément de temps.

Le choix des valeurs 4 et 2 pour le parametre de 1’équation (2.37) facilite grandement
les calculs. Le rapport de I’équation (2.38) est désigné par M :

(Ax)?
aAt

=M (2.40)

Une fois que les incréments de distance et la valeur de M sont établis, I'incrément de
temps est fixé, et nous ne pouvons pas le modifier sans changer la valeur de Ax ou M, ou des
deux.

Plus les valeurs de Ax et At sont élevées, plus la solution sera rapide. Par contre, plus
la valeur de ces incréments dans les variables indépendantes est faible, plus on obtiendra de
précision. On pourrait supposer qu'une petite distance des incréments pourrait étre utilisée
pour une plus grande précision en combinaison avec des incréments de temps importants pour
accélérer la solution.

Cependant les equations de différence finie limitent les valeurs de At qui peuvent étre
utilisées une fois que Ax est choisi. Si M < 2 dans I'équation (2.39), le coefficient de T>
devient négatif.

(Ax)? _{M >2 systems unidimensionnel

art (M >4 systems bidimensionnel

Cette restriction limite automatiquement notre choix de At, une fois que AX est établi. La
restriction ci-dessus est imposee par le sens physique.

Les équations de différences finies données ci-dessus sont utiles pour déterminer la
température interne d'un solide en fonction de I'espace et du temps. A la frontiere du solide,
une résistance de convection a I’écoulement intervient généralement, de sorte que les relations
ci-dessus ne s'appliquent plus.

En général, chaque condition aux limites de convection doit étre traitée séparément,
car elle est en fonction de la forme géométrique considérée. A titre d'exemple, nous
présentons le cas du mur plat.

Pour le systeme unidimensionnel illustré a la figure 2.7, le bilan énergétique avec une
limite de convection s’écrit :

—KAZ|  =hA(T, - T,) (2.41)

0xlparoi
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L'approximation par différences finies donne :

A
~K > (T1 = Ton) = hAy (T sy — Teo)

m—1 m m + 1

Environment
T.

=Y

|«— Surface, Ty = Ty

- Ayl Ay
Figure 2.7 : Discrétisation du probléme de frontiéres avec une condition de convection. [3]
Ou :

T T +(hAX/K)Teo
m+1 7 4 4hAx/k

(2.42)

Pour appliquer cette condition, il faut calculer la température de surface Ty, & chaque
incrément de temps et ensuite utiliser cette température dans les équations nodales pour les
points intérieurs du solide. Ce n'est qu'une approximation car nous avons négligé la capacité
thermique de I'élément du mur a la limite. Cette approximation fonctionnera assez bien
lorsqu'un grand nombre dincréments en x sont utilises parce que la partie de la capacité
thermique qui est négligée est alors faible par rapport au total. Nous pouvons tenir compte de
la capacité calorifique de fagon générale en considérant la paroi bidimensionnelle de la figure
2.3 exposée a une condition aux limites de convection, que nous reprenons ci apres voir figure
2.8. Pour le bilan énergétique transitoire sur le nceud (m, n), on a somme de I'énergie
transférée par conduction et convection dans le nceud est égale a la variation de I'énergie
interne du nceud. Ainsi :

T?n—1,n_T]rJn,n Ax Tgl,n+1_Tpm,n Ax Tpm,n—1_Tpm,n p _ Ax TP;&—TPH’H

kAyT + k?A—y + k?A—y + hAy(Too — Tm,n) = pC7AyT

(2.43)
Lo . +1 . )
Si Ax=Ay, la relation pour T}, devient :

p+1 _ aAt hAx p p p (Ax)? hAx p
T = (Ax)? {2 TTOO + 2Tm—l,n + Tm,n+1 + Tm,n—l + [ aAT 2 k 4'] Timn
(2.44)
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La relation unidimensionnelle correspondante s’écrit :

p+1 __ aAt hﬁ( p (Ax)2 _ hﬁi_ p
Tm = (Ax)? {2 Kk Too + 2T 4 + [(XAT 2 K 2] Tm} (2.45)

On remarque que le choix de paramétre (Ax)?/aAt n'est pas aussi simple que pour les
points nodaux intérieurs car le coefficient de transfert thermique influence le choix.

m-—1,n

m, n—1

o Surface

Figure 2.8 : Schéma de discrétisation du nceud a la frontiére avec une condition de convection. [3]

Il est possible de choisir la valeur de ce paramétre pour que le coefficient de T},
ou T} . soit nul. Ces valeurs seraient alors

hAx . .
(Ax)? ~ 2 (T + 1) pour le cas unidimensionnel
At hAx
ast 2 (T + 2) pour le cas bidimensionnel

Pour assurer la convergence de la solution numérique, toutes les sélections du parametre

(Ax)?/aAT doivent étre restreintes selon les critéres suivants :

hAx . .
(Ax)? N 2 (T + 1) pour le cas unidimensionnel
alAt hAx . .
2 (T + 2) pour le cas bidimensionnel

2.3.1. Différences finies en amont et en aval

Les équations ci-dessus ont été développées sur la base d'une technique de différence
vers l'avant en ce que la température d'un nceud a un incrément de temps futur est exprimée en
termes de températures nodales environnantes au début de lincrement de temps. Les
expressions sont appelées formulations explicites car il est possible d'écrire les températures
nodales Tr‘r’;'nl explicitement en termes de températures antérieures TD, | . Dans cette
formulation, le calcul se fait directement d'un incrément de temps a l'autre jusqu'a ce que la
distribution de température soit calculée a I'état final souhaité.

L'équation de différence peut également étre formulée en calculant les dérivées
spatiales en termes de températures a l'incrément de temps p+1. Un tel arrangement est appelé
une formulation de différence en amont parce que la dérivée temporelle recule a partir des
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temps de conduction thermique dans le nceud. L'équation équivalente a 1'équation (2.36) serait
alors :

p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 ..p
Th+intTm—1n"2Tmn Thns1tTmn-1"2Tmn 1 Trin—Tmn

(8x%)2 (Ay)? % A (2.46)
L'équivalence a I'équation (4-29) est la suivante :
p _ —OAT rp+1 p+1 p+1 p+1 40AT] p+1
Tm,n - (Ax)2 (Tm+1,n + Tm—1,n + Tm,n+1 + Tm,n—l) + [1 + (Ax)z] Tm,n (2'47)

La formulation des différences finies en amont ne permet pas de calculer
explicitement le TP*1 en termes deTP. Au contraire, un ensemble d'équations doivent étre
écrites pour lI'ensemble du systéeme nodal et résolues simultanément pour déterminer les
températures TP*1,

Donc la méthode des différences finies en amont produit une formulation implicite
pour les températures dans l'analyse transitoire.

Les nombres Biot et Fourier peuvent également étre définis de la maniére suivante :

Bi = h;ﬂ (2.48)
alAt
Fo = (Ax)z (249)

Les tableaux 2.2 et 2.3 résument certaines équations nodales typiques dans les
formulations explicite et implicite. Pour les cas de Ax=Ay présentés dans le tableau 2.2,
I'exigence de stabilité la plus restrictive (la plus petite At) est représentée par un nceud d'angle
extérieur, en supposant que tous les nceuds de convection ont la méme valeur de Biot.

Tableau 2.2 : Equations nodales explicites. (Les lignes pointillées indiquent le volume de I'élément).T

Situation Physique Equation nodales pour (Ax=AYy) Criteres de
stabilités
a) Neeud intérieur :
+1 _ 1
] T Trlr)Ln = FO(TIE;—1.n+TIIr)1.n+1+T1?1+1.n+Trr1)1.n—1) Fo< 4 ez
- 4 +[1-4(FO)] T2 , (2.50)
m=1n monlm+1n v
man=1] m.n nr')l—l.n r;n.n+1 m+ln "m.n-1
|-— Ax —b|q— Ax —>| -4Tmn)+ Tm.n (2'51)
b) Neeud limite de convection:
1_ ; . 1
T mn+1 Tom _FO[2T1£)1—1.n+TI£)1.n+_1+T1%.n—1+2(BI) Tol | Fo(2+Bi) < 5
f; 1>; . +[1-4(Fo)-2(Fo)(B)] T2,  (2.53) (3.55)
Ay - 1 .
i mom=1 Tl’}rjltl :FO [ZBI(TOI:C)J -Trli’)l.l’l)+ 2Tr11)1—1.n+Tr}:1.n+1
|- ax ] +Tr1;)1.n—1'4Trrr)1.n]+ Trrrjl.n (2.54)
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c) Angle extérieur avec limite de
convection : :
- s Ton = 2(F0) [Ty _y o +T7 o1 +2(B1) O] Fo(1+Bi) gi
e +[1-4(F0)-2(Fo)(Bi)] T.n (2.56) (2.58)
Ay [—_—
i mon—1 Trrr)ltll = ZFO[TIE)1—1.n+T1£)1_n—1_2Trl:1.n
v Ax BT I 1 (2.57)
d) Angle intérieur avec limite de
convection : 2 3
1 Tom = 5 (FO) [2Tg 1 #2T 1o #2Th 1, | FOB+BI <3
' +2T> _ +2(Bi)TS]+[(1 - 4(Fo) (2.61)
U!—I—l,_ij'_;!,_!; m+1,n — é (Fo) (Bl)]Tp (2 59)
T 3 m,n '
-]; l——‘axh,ﬂ
!
- et Ton = (*/3) FO [T+ Toiin* Tm-1n73Tmn
e) Limite isolée :
et Tam = FOL2To 4 o+ T 1+ T [I1-4(FO)I TR 4 | Fo gi (2.63)
m—1,n g;;: 3 (2'62)
Lo s
—i— J?:T 1
F—QI—%

T: Les surfaces de convection peuvent étre isolées en fixant h=0 (Bi= 0).

Tableau 2.3 : Equations nodales Implicite. (Les lignes pointillées indiquent le volume de I'élément.)

Situation Physique

Equations Nodales pour Ax = Ay

a) Neeud intérieur :

m—1n

m+1n

m+1,n
t
|

m—1Ln

)
+

Ay

+

[1+4(Fo)] T L-Fo(TP*! +TP*L 4pP*l P+l

m-—1.n m.n+1 m+1.n

m.n

1) _TII;I.H

}-v Ax a-|+ Ax $|

b) Neeud limite de convection :

mn+1

Ay -]
I
m—1,n
—*— ——$m, 1 h,
I
Ay .

mn-1

T,

o

-

[1+2(Fo)(2+Bi)] T2t — Fo[TP*! +TP*! +2TP*! 42

m.n+1 m.n—1 m-1.n

-TP =0

=0  (2.64)

(Bi) T2

(2.65)
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c) Angle extérieur avec limite
de convection : [1+4(Fo)(1+Bi)] Tt - 2(Fo)[ TRXS +TR*Y +2(Bi) TOH-TP =0

m—-1n "m.n-1
m-1n h T,
T 1 m,n

DR (2.66)
i- mn-1

= Ax —»]

d) Angle intérieur avec limite
de convection :

i 2
[1+4(Fo)(1 + 3 )ITh - = Fo x [21R7 +TR% L,
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F2TEM, 42T 2(B0) T2 -T2, = 0 @67)

m— 1,n|mn m+1n m+1.n

;f."_‘ !'——Qh,f"
+

@
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|- ax |

e) Limite isolée :
[1+4(Fo)] TR5 — Fo (2TR] +Th*t 4Pl )-TP =0

m-—1.n m.n+1 m.n—

(2.68)

m—1mn m, n

isolée

|-¢— Ax —b-|

L'avantage d'une procédure explicite de différence prévisionnelle est le calcul direct
des températures nodales. Cependant, la stabilité de ce calcul est régie par la sélection des
valeurs de Ax et At. Une sélection d'une petite valeur de Ax force automatiquement la
sélection d'une valeur maximale de At. D'autre part, aucune restriction de ce type n'est
imposeée sur la solution des équations qui sont obtenues a partir de la formulation implicite.

Cela signifie que des incréments de temps plus importants peuvent étre sélectionnés
pour accélérer le calcul.

Pour les problémes impliquant un grand nombre de nceuds, la méthode implicite peut
se traduire par une réduction du temps total consacré par I'ordinateur a la solution finale parce
que de tres petits incréments de temps peuvent étre imposés dans la méthode explicite a partir
des exigences de stabilité. Des incréments beaucoup plus importants dans At peuvent étre
utiliseés avec la méthode implicite pour accélérer la solution.

La plupart des problémes ne concerneront qu'un nombre modeste de nceuds et la
formulation explicite sera tout a fait satisfaisante pour une solution. [3]

Des exemples de feuilles de calcules sont illustrées dans les chapitres 3 et 4.
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Chapitre 3 Simulation numérique

3.1. Introduction

Avant d’entamer la simulation numérique pour la résolution des problemes thermiques
auxquelles nous avons eu recours dans notre étude. A I’aide d’un logiciel de simulation
numérique, il convient de clarifier certains points sur cette méthode.

C’est évident que les méthodes numériques et de nombreux logiciels de grande taille
sont des outils de conception inéluctables, puissants pour l'ingénieur, qui sont amplement
utilisés dans I’industrie.

Le choix d’une telle méthode repose particuliérement sur le type et la complexité du
probléme a résoudre.

Dans notre étude, nous utilisons le « Microsoft Excel ». Ce logiciel est souvent utilisé,
qui nous sert d’outil de simulation et d’analyse. La présentation de ce dernier se fera dans ce
qui suit.

3.2. Présentation de Microsoft Excel

Microsoft Excel est un utilitaire trés polyvalent de tableur, il est bien plus qu’une
"super calculatrice". C’est certes un outil de calcul trés puissant, mais c’est aussi un outil de
présentation des données, que ce soit sous forme de tableaux ou de graphiques, un outil de
simulation et d’analyse, etc. Il est souvent utilise comme outil de gestion de base de données.
En effet, compte tenu de sa grande souplesse, il est tout a fait possible de stocker des données
dans des feuilles de calcul, qui deviennent alors de vraies "mini-bases de données".

Excel dispose d’ailleurs de nombreuses fonctionnalités permettant d’exploiter et
d’analyser ces données. Mais les tableaux croisés dynamiques sont sans conteste la
fonctionnalité la plus performante et la plus souple. Ils permettent d’obtenir rapidement un
tableau de synthése a partir de plusieurs milliers d’informations. De plus, I’utilisateur
bénéficie d’une grande souplesse dans la construction des tableaux car Excel permet de
modifier leur structure de fagon simple et conviviale. [4]
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3.3. Description de I’interface générale de I’Excel

( Barre d'outils Accés rapide

. Ruban
( % d ’ 3 Classeurl - Microsoft &Cﬂg [ c S D-E_ )
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L 3 . |EE @ 100% ) + A}

Barre d'état
Figure 3.1 : Interface générale de Microsoft Excel. [5]

Il est nécessaire de s'attarder sur quelques détails de cette capture de I'interface. Au
milieu, il y a un quadrillage tres vaste. C'est la « zone de travail ».

3.3.1. Le ruban :

Tout en haut de la fenétre, il y a ce qu'on appelle le « ruban ». C'est 1’une des plus
grosses mises a jour d'Office 2007, repris mieux encore dans Office 2010 : un ruban,
graphiquement évolué, duquel sont disponibles toutes les fonctionnalites du logiciel.

Enregistrer Revenir Les onglets.

&' <

IR <o [ Terton e en page ™ Fomuier” Donntes

= % Catibri -1 v oyl 5S¢ Standard - A, S=inserec E- A]’ ﬂ
i | F -~ . 7
iy 6 7 §- Ay EEES T|-%om 3% supprimer - | [ B
Coller - 2 P (I Styte | Trier et Rechercher et
- - | Sy > EEE D R - =y Format ~ 2" futrer = sélectionner =
Presse-pap Nomt 5 ellule Editio

Les groupes

Figure 3.2 : Représentation de ruban. [5]

Dés l'arrivée sous Excel, l'onglet « Accueil » est ouvert dans le ruban, donnant acceés
aux fonctionnalités les plus basiques du logiciel d'analyse de données.
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A gauche de cet onglet se trouve le menu « Fichier ». C’est un panel d'options diverses
et variées sur les classeurs Excel, ainsi que sur le logiciel lui-méme. Toutes les options,
basiques ou avancées, permettent de configurer et de personnaliser Excel.

A droite se trouve un trés large choix de fonctionnalités du logiciel de traitement de
texte, accessibles grace a cette fameuse structure en onglets. Ces onglets peuvent par ailleurs
varier. D'autres onglets pourront apparaitre au cours de l'utilisation de 1’Excel. Ce sont des
onglets contextuels.

Chaque onglet du ruban Office est lui-méme divisé en plusieurs groupes. lls
permettent de mieux se repérer et de ne pas avoir une foule de fonctionnalités dans un espace
aussi réduit. Ainsi Excel a séparé toutes les fonctionnalités selon leur utilisation : la mise en
forme de la police dans un groupe, la mise en forme des paragraphes dans un autre, etc.

Mais n'oublions pas qu'Office 2010, en I'occurrence Excel, posséde plusieurs milliers
de fonctionnalités dans le ruban. C'est la raison pour laquelle certains groupes de
fonctionnalités ne sont pas complétement affichés.

3.3.2. La barre d'outils Accés rapide :

Plus haut encore se trouve la « barre d'outils Accés rapide » a partir de laquelle on
peut ouvrir et enregistrer des fichiers et accéder a beaucoup de fonctions d'Excel.

® e -

Figure 3.3 : Barre d’outils accés rapide [5]

La barre d'Accés rapide fonctionne comme la barre de lancement rapide de Microsoft
Windows. Elle permet l'accés rapide aux fonctionnalités globalement les plus utilisées de
Word, sous forme générale.

L'icbne Excel ne fait pas partie de la barre d'acces rapide. Elle simule simplement le clic
droit sur la barre de titre Par defaut, les fonctionnalités suivantes sont déja présentes :

v’ Enregistrer (dont le raccourci clavier est Ctrl + S, notez-le) : permet d'enregistrer notre
document.

v Annuler la derniére action (dont le raccourcis clavier est Ctrl + Z, notez-le lui aussi).

v’ Répéter la derniére action (dont le raccourci clavier est Ctrl + Y).

En effet les trois fonctionnalités les plus utilisées, quel que soit le document qu’on
édite. Néanmoins, il est possible dajouter plusieurs autres fonctionnalités. On clique
simplement sur la fleche descendante a droite de cette barre. Elle permet d'ajouter (ou
supprimer) plusieurs fonctionnalités telles que la création d'un nouveau fichier (Ctrl + N),
I'ouverture d'un fichier enregistré auparavant sur le disque dur (Ctrl + O), I'impression (Ctrl +
P), la correction orthographique (F7), etc.
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3.3.3. La barre de formules :

C’est cette barre qui se trouve Entre la zone de travail et le ruban. Cette zone est trés
importante, elle se compose des éléments suivants :

v’ Zone de nom : qui affiche le nom de la cellule sélectionné.

v" Inséré une fonction : qui permet d’ouvrir la bibliothéque des fonctions et de choisir celle a
utilisé.

v’ Zone principale de la barre de formule : c’est cette zone qui affiche le contenu d’une
cellule sélectionné.

3.3.4. La barre d'état :

La barre d’état est la partie de la fenétre qui fournit des informations sur 1’état de
programme tels que prét, entrer, modifier,...etc. Dans cette barre se trouvent plusieurs
fonctionnalités importantes comme indique la figure 3.4. [4]

Feuilles de calculs Ascenseurs

N

[W <y v CFeuit | Feuil2 “Feul3 ¥d .

JT ‘ 0
=N (E O = ) &)

Mode d'affichage Zoom

Etat du logiciel Gestion des macros it
du logiciel

Figure 3.4 : Barre d’état de I’Excel. [5]
3.4. Utilisation du logiciel Microsoft Excel

Dans cette partie, nous décrivons certaines caractéristiques pouvant s’appliquer a la
résolution de problémes de transfert de chaleur. Nous supposons que le lecteur a acquis au
moins une connaissance de base sur I’Excel avant d’utiliser ce document afin d’obtenir une
articulation satisfaisante.

3.4.1. Modele Template pour la résolution des problemes thermiques en
régime permanant

La structure de grille de la feuille de calcul Excel et la fonctionnalité de référence de
cellule relative pour la copie de formules de cellule constituent un moyen pratique pour les
solutions numériques de problémes de conduction en régime permanent. Les équations
nodales pour Ax = Ay présentées dans le tableau 2.1, sous forme appropriée pour une solution
itérative. Ces équations peuvent étre répertoriées sous forme d’un modele de feuille de calcul,
puis copiées dans les cellules appropriées de la feuille.
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La solution de lI'ensemble des équations est réalisée par une fonctionnalité de solution
itérative intégréee d'Excel. Un modele Excel répertoriant les équations nodales
bidimensionnelles avec Ax = Ay est présenté a la figure 3.5(a) pour les nceuds intérieurs, les
neeuds a limite de la plaque avec le coefficient de convection h et la température du fluide
Teainsi que les nceuds de 1’angle intérieur et extérieur exposés a la convection. L'équation
pour un nceud droit-extérieur avec une limite de convection est la méme que pour une surface
de convection de gauche, Les équations sont écrites sous la forme fonctionnelle :

. — , -
Ti=f(T/s. B) (3.1)
A B C
3 Formules nodales généralisées pour Ax=Ay et Bi=hAx/kavec Bi=0
x pour une surface isolée
& Neeud intérieur =|BEe+L5+DE+CT) /4
7
2 Surface de convection droite, =|BE+5B516%5B517+(C7+C0)/2)/(2+5B516)
9 ou intérieur gauche
10 |Surface de convection gauche, =[D10+5SBS16%SBS17+(C9+C11),/2)/(2+5B516)
11 ou intérieur droite
12 |Surface supérieur de convection, =[C13+5B%16%5B517+(B12+D12)/2)/(2+5B%16)
13 ou l'intérieur de fond
14 Surface inférieur de convection, =[C13+5B516%5B517+(B14+D14)/2)/(2+5B516)
15 ou en haut a l'intérieur
16 Bi=
17 |Conv, Temp =
18
19 |Angle superieur droit =[SB516*5B517+{B19+C20)/2)/(1+5B516)
20
21 |Angle supérieur gauche =[$B516*5B517+{D21+C22)/2)/(1+5B%16)
22
23 |Angle inférieur droit =|SBS16*5BS17+{C22+B823)/2)/(1+5B516)
24
25 |Angle inférieur gauche =[$B516*5B517+{C24+D25)/2)/(1+5B%16)
26
27 |Angle intérieur supérieur gauche =|S$BS16¥*SBS17+C26+B2T7+(D27+C28)/2)/(3+5B516)
28
29 |Angle intérieur supérieur droit =[$B5$16*5B517+D29+C28+(B29+C30)/2)/(3+5B516)
30
31 |Angle intérieur inférieur gauche =(SB516*5B517+B31+C32+(C30+D31)/2)/(3+5B516)
32
33 |Angle intérieur inférieur droit =|5B516%*5B517+D33+C34+(B33+C32)/2)/(3+5B516)

Figure 3.5(a) : Modéle Template pour les équations nodales bidimensionnelles en régime permanant.

Les équations sont répertoriées dans les cellules C35: C49 du modele de la figure
3.5(b) pour Ax =Ay. Ces formules impliquent le parameétre K= k yterieur ! Kinterieur €t que sa
specification est prévue dans la cellule B51. Cette valeur est appelée $B$51 dans les formules
nodales respectives, tout comme la valeur de Bi est appelée $B$16 dans les formules de
surface de convection.

36



Chapitre 3 Simulation numérique

A B C
34

35 surface composite supérieur =(2*(C36+5B551*C34)+{1+5B551)*(B35+D35))/((1+5B551)*4)

36

37 surface composite droite =[(2*(B37+5B551*D37)+(1+5B551)*(C36+C38))/((1+5B551)*4)

38

39 surface composite gauche =[2¥(SB551*B39+D39)+{1+5B551)*(C38+C40))/((1+5B551)*4)

40

41 |surface comosite inférieur =2*(C40+5B551*%C42)+{1+5B551)*(B41+D41))/((1+5B551)*4)

4z

43 angle composite supérieur droit =[2*5B551*(C42+D43)+{1+5B551)*(B43+Ca4))/((3*5B551+1)*2)

44

45 angle composite supérieur gauche =[2¥5B551%(BA5+C44)+{1+5B551)*(C46+D45))/((3*5B551+1)*2)

46

47 angle composite inférieur gauche =(2*5B5$51%(B47+CA8)+H{1+5B551)*(C46+D47))/((3*5B551+1)*2)

48

43 angle composite inférieur droit =[2*5B551*(DA9+C50+({1+5B551)*(D49+CA8)) /([3*SB551+1)*2))

50

51 | [k(ext)]/[k(int)]= K =

Figure 3.5(b) : Modele Template pour les interfaces composites.
3.4.2. Procédure d'utilisation des modeles en régime permanant

Etape 1: Sur une feuille de calcul vierge, on trace le systtme nodal dans une partie de la
grille de la feuille de calcul prés des cellules occupées par les formules de la figure 3.5(a). La
solution est pour Ax = Ay. On note le type de nceud (intérieur, convection, angle, etc.) pour
chaque cellule ou ensemble de cellules, a savoir que tous les nceuds internes utiliseront la
formule de C6 sur le modéle, une surface de convection extérieure droite utilisera la formule
en C8,...etc.

Etape 2 : On clique sur Fichier / Options / Formules / activer le calcul Itératif.

Etape 3 : On a associe les formules approprie de la colonne C a chaque cellule de la feuille de
calcul mis de coté a 1’étape 1. Lorsque plusieurs applications sont requises, comme pour
plusieurs nceuds intérieurs, la fonctionnalité dupliquer d'Excel est utilisée pour accélérer le
processus. La surface isolée est adaptée en définissant Bi = O pour cette surface. Ainsi, une
surface latérale droite isolée utiliserait la formule de C8 avec zéro (0) substitué a $B$16 dans
la formule comme indique le tableau 2.1 dans le chapitre précédent.

Etape 4 : Entrée des valeurs numériques pour les températures nodales aux limites spécifiées
dans des cellules appropriées. Ces cellules ne nécessitent pas une entrée de formule;
seulement une valeur numérique.

Etape 5 : Entrée des valeurs numériques pour Bi et la température de convection dans les
cellules B16 et B17.

Etape 6 : Si les formules ont été conservées a I'écran pendant les étapes ci-dessus, la solution
numérique n'apparaitra pas encore. Pour afficher la solution, on clique sur Accueil / Formules/
Afficher les formules. La solution apparaitra conformément au nombre d'itérations
sélectionnées. La valeur par défaut est 100 itérations, ce qui est souvent satisfaisant. Le
nombre d'itérations nécessaires dépend du probleme physique et du nombre de nceuds utilisés
dans la formulation.
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Etape 7 : Un affichage graphique des résultats obtenu en utilisant I’assistant graphique Excel
et un graphique de treillis métallique ou de surface de couleur. Ils sont présentés
essentiellement tels qu'ils apparaissent initialement dans l'assistant Graphique.

Etape 8 : Les effets des modifications des conditions aux limites sont observés en modifiant
les valeurs d'entrée pour Bi, T, ou les températures aux limites fixes. Les modifications sont
visibles a la fois dans les valeurs de température et dans les affichages graphiques.

3.4.3. Procédure Excel pour le transfert de chaleur transitoire

3.4.3.1. Mise en place de la feuille de travail :

Etape 1 : On réserve un bloc de cellules pour les calculs de nceud avec : Nombre de nceuds de
température = nombre de colonnes Nombre de lignes temporelles = nombre d'incréments
temporels + 3.

Etape 2 : On détermine et on répertorie les propriétés des matériaux dans une partie de la
feuille de calcul en dehors de ce bloc réservé pour les calculs nodaux et on fournit des cellules
pour répertorier les conditions aux limites dans cette méme zone ainsi des cellules de calcul
pour Bi et Fo dans le cas ou Ax = Ay et une cellule pour la spécification de la sélection
d'incrément de temps conformément au calcul de I'étape 3 ci-dessous.

Etape 3 : On détermine I'incrément de temps maximal autorise At pour chaque neceud.

3.4.3.2. Dans le bloc réservé pour les calculs de température nodale :

Etape 4 : A l'aide d'une esquisse de la disposition des nceuds correspondant au probléme, on
définit la nomenclature des températures des nceuds dans la ligne supérieure de chaque
colonne en entrant Ty =, T» =, etc.

Etape 5 : On ignore une ligne.

Etape 6 : On insére les valeurs initiales (temps = 0 s) pour chaque température nodale dans la
ligne suivante et on entre des formules pour calculer ces valeurs a partir d'autres données du
probléme.

Etape 7 : Dans la ligne suivante, on écrit des formules pour chaque TP * ! et on spécifie
I'incrément de temps ou Fo et Bi pour chaque formule nodale en termes d'emplacements de
cellules fournis a I'étape 2 ci-dessus.

Etape 8 : On duplique les formules pour un nombre de lignes égal au nombre d'incréments de
temps souhaités.

3.4.3.3. Exécution du programme et graphiques des résultats :

Etape 9 : On vérifie les formules pour assurer qu'elles sont correctes.

Etape 10 : On sélectionne un incrément de temps ayant une valeur inférieure a la condition la
plus restrictive déterminée a I'étape 3. Tenant compte du temps total souhaité dans la solution
finale et du nombre d'incréments de temps (lignes) disponibles.

Etape 11 : On insere toutes les propriétés du matériau, les conditions aux limites et les
conditions initiales dans les cellules fournies dans les étapes ci-dessus.

Etape 12 : Si des formules sont toujours affichées, on clique sur Fichier / Formules /
Supprimer la coche de la formule. La solution apparaitra.
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Etape 13 : Des graphiques des températures nodales en fonction du nombre d'incréments de
temps (lignes) peuvent étre obtenus en utilisant l'assistant graphique et un graphique a
courbes. Si un nombre suffisamment grand d'incréments de temps est affiché, les solutions
s'approcheront des valeurs de I'état d’équilibre. Le nombre d'incréments de temps nécessaires
pour obtenir I'état d'équilibre dépend de la configuration géométrique, des propriétés du
matériau, des conditions initiales, et de la valeur de At sélectionnée.

3.4.3.4. Graphes de résultats transitoires avec configuration géométrique :

Les graphiques linéaires obtenus a I'étape 13 correspondent aux numéros attribués a
leurs nceuds respectifs. Les résultats peuvent également étre présentés dans un format
correspondant a la configuration géométrique du probleme physique a l'aide de la procédure
suivante.

Etape 14 : Dans une zone de la feuille de calcul éloignée des calculs de I'étape 12 ci-dessus
ou sur une nouvelle feuille de calcul, on met de c6té un bloc de cellules dont la configuration
correspond au probleme physique ; une cellule pour chaque nceud (Ax = Ay). Des cellules
doivent étre incluses pour toutes les températures nodales a limites fixes.

Etape 15 : Pour chaque cellule, correspondant a la nomenclature du probleme, on entre la
formule = $ colonne (nceud de température), ligne (incrément de temps). Tous les numéros de
ligne seront les mémes pour le méme incrément de temps, méme s'ils apparaissent dans des
lignes différentes de la feuille de travail.

Etape 16 : La matrice de nombres obtenue a I'étape 15 peut étre représentée graphiquement a
l'aide de l'assistant graphique sous la forme d'un treillis métallique, d'un graphique surfacique
ou d'un graphique surfacique 3D afin d'afficher le profil de température sur la geométrie pour
I'incrément de temps correspond.

Etape 17 : Pour obtenir la distribution de température a un incrément de temps ultérieur, on
doit copier le bloc de cellules obtenu a I'étape 15 dans un autre emplacement avec un nombre
de lignes égal a la ligne (étape 15) + différence en incréments de temps = ligne (nouveau bloc
de cellules). Si le haut du bloc de cellules a I'étape 15 était dans la ligne 10 pour l'incrément
de temps 2, le haut du bloc de cellules sera dans la ligne 13 pour l'incrément de temps 5, et
ainsi de suite.

Etape 18 : On répete la procédure de I'étape 17 pour autant de fois. Bien qu'une seule feuille
de calcul puisse accueillir de nombreux affichages.

Il est également possible d'effectuer le calcul transitoire en utilisant la fonction de
recalcule d'Excel, dans laquelle les équations sont disposées en deux lignes pour des
incréments de temps. Le nombre d'incréments de temps peut étre spécifié pour le résultat final
sans affichage de valeurs intermédiaires. Cette approche peut étre préférable pour un grand
nombre d'incréments de temps ou dans les cas ou le seul résultat souhaité est un temps écoulé
specifique. Les résultats peuvent toujours étre copiés dans un bloc de cellules de la feuille de
calcul qui représente la configuration géométrique du probléme physique.
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3.4.4. Criteres de stabilité pour une interface composite

Lorsqu'un probléme transitoire impliquant des interfaces composites est formulé, un
incrément de temps maximal doit étre déterminé pour le calcul, les incréments de temps
maximum autorisés pour les interfaces composites peuvent étre écrits pour le cas Ax = Ay.

Des formules plus complexes se rencontrent avec une surface ou un angle d'interface
séparant deux matériaux ayant des conductivités thermiques différentes. La nomenclature
appliquée a ces nceuds composites est donnée a la figure 3.6.

Surface composite
droite.

/

Angle composite
inférieur droite.

Matérian intérienr

Matériau extérienr

Figure 3.6 : Nomenclature pour les limites composites.

3.4.5. Sources de chaleur et conditions aux limites de rayonnement

Les équations nodales pour Ax = Ay, comme indiqué dans le tableau 2.1, peuvent étre
modifiées pour inclure les sources de chaleur et les conditions aux limites de rayonnement en
ajoutant le terme suivant au numérateur de chaque équation :

q; = q;AV; (3.2)
Pour les sources de chaleur 1’équation est :
i = Gradi X AA; (3.3)

Dans le cas commun ou un neeud limite de surface ayant une émissivité de & échange
de la chaleur avec un environnement a rayonnement élevé a T, , le transfert de rayonnement
net dans le nceud de surface s’écrit :

dradi = 0 EA Ai(Tlfl - Ti4) (3-4)
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Toutes les températures doivent étre en degrés absolus. T, peut étre ou ne pas étre égal
a la température d'une aire de convection en contact avec le nceud de surface. AA; est la
surface du noeud i exposée a la température de rayonnement T;.

La encore, I’avantage de la solution de type feuille de calcul Excel réside dans le fait
que les nceuds peuvent étre disposés dans le méme motif géométrique que le probleme
physique et permettent ainsi un affichage graphique des températures correspondantes.

Au cours de ce chapitre on a interprété la présentation du logiciel « Microsoft office
Excel 2010 » que nous avons utilisé pour la résolution numérique des problémes thermiques.
La procédure de résolution est aussi présentée. Et les résultats que nous avons obtenus ainsi
que leur traitement feront 1’objet du chapitre suivant. [3]

41



4 , O
Chapitre 4 :

Reéesultats et
discussion

o /




Chapitre 4 Résultats et discussion

4.1. Introduction

Aprés avoir bien posé les problémes sous Microsoft Excel, on procedera maintenue a
I'analyse des résultats obtenus par ce logiciel pour résoudre les problemes de transfert
thermique en régime permanant et transitoire, ainsi le traitement des conditions aux limites
des sources de chaleur et de rayonnement, des conditions aux limites a I'état d’équilibre et
transitoires et des interfaces entre les matériaux composite a I'aide d’'un modéle Template
illustré dans la figure 3.5(a) et 3.5(b). Dix cas de l'utilisation d'Excel pour résoudre des
problémes sont traités dans ce chapitre.

4.2. Les cas traités

4.2.1. Répartition de la température dans une plaque bidimensionnelle

Le cas des plaques bidimensionnelles est trés facile a analyser numériquement en
utilisant une configuration Excel pour les équations nodales. Nous choisissons T1 = 0 comme
température limite constante le long du fond et des c6tés de la plaque et T = 100 comme
température constante le long du dessus de la plaque. La grille Excel est configurée comme
illustré a la figure 4.1(a) avec la température constante de 100 insérée dans les cellules E5:Q5.
Les températures zéro sont inserées dans les cellules E6:E44, Q6:Q44 et FA4:P44. Tous les
autres nceuds sont des nceuds intérieurs et ont la méme forme d'équation nodale, c'est-a-dire
celle donnée dans la cellule C6 du modéle figure3.5(a). Cette formule est donc copiée dans la
cellule F6, puis copiée et dupliqué dans les autres cellules. La solution apparait comme
illustré a la figure 4.1(b) :

s |

Figure 4.1(a) : Structure de la plague bidimensionnelle.
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Figure 4.1(b) : La répartition des températures sur la plaque.

Les représentations graphiques des résultats peuvent étre présentées simplement sous
forme de vues 2D, comme le montre la figure 4.1(c), ou sous forme d'un ensemble de
graphiques 3D, comme le montre la figure 4.1(d), et on remarque une élévation des profils de
température dans la plaque.
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Figure 4.1(d) : Les graphes 3D de profiles de température.
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4.2.2 Distribution de la température dans une ailette droite
bidimensionnelle

L'ailette d’épaisse e = 4Ax de la figure 4.2(a) est suffisamment grande par rapport a la
longueur L pour provoquer une distribution bidimensionnelle de la température lorsqu'elle est
exposée a un flux convectif avec un coefficient h et dont la température loin de la paroi vaut
T.. La distribution bidimensionnelle est établie comme le montre la figure 4.2(b). La
température ambiante de convection est 0°C avec la température de base est 100°C. Les
équations nodales sont écrites dans le modéle donné au tableau 1.1 et les valeurs respectives
de Bi = hAx/k. La méthode de configuration du probléme dans Excel est décrite dans le
chapitre précédent, et les résultats calculés sont présentés sur la figure 4.2(d) pour différentes
valeurs du nombre de Biot. Les affichages 3D illustrent I'état du comportement de ’ailette :

La limite de convection h, T,

E]}E.i.SSE'I.II'=4ﬂI o |E|F|E|H|I|

L=21Ax
2.0= "L

[0 CECEN 0 CE 0 0 CECE0 0 5 CEm S B D N ) E N N

1

Température du base

Température de base =100 °C

[
—

a) b

Figure 4.2 (a) et (b) : La structure de ’ailette bidimensionnelle.
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E F G
=(5B516*5B517+{F4+E5)/2)/{1+5B516) =[F5+$B516*SBS17+(E4+G4)/2)f(2+5B516)  |=(G5+5BS16*SBS17+(F4+H4)/2)/(2+5B516)
=(F5+5BS16=5B517+(E4+ER)/2)/(2+5B516) =|ES+F4+G5+F6)/4 =(F5+G4+H5+G6)/4
=(FE+5BS16°SBS17+(E5+E7)/2)/(2+5B516) =|E6+F5+GE+F7)[4 =(FE+G5+HE+G7)/4
=(F7+5B516=5B517+(E6+ER)/2)/(2+5B516) =[ET+F6+GT+FB)[4 =(F7+GhR+H7+GB)/4
=(FB+5B516=5B517+(E7+E9)/2)/(2+5B516) =(EB+F7+GB+F9)/4 =(FB+G7+HB+G9)/4
=(FO+5B516=5B517+(EB+E10)/2)/(2+5B516) |=(E9+FB+G9+F10)/4 =(F9+GA+H9+G10)/4
=(F10+$B516=$BS17+(E9+E11)/2)/(2+5B%16) |=(E10+F9+G10+F11)/4 =(F10+G9+H10+G11)/4
=(F11+5B516*5B517+(E10+E12)/2)/(2+5B516) |={E11+F10+G11+F12)/4 =(F11+G10+H11+G12)/4
={F12+5B516*SB517+(E11+E13)/2)/(2+5B516) |=(E12+F11+G12+F13)/4 ={F12+511+H12+G13)/4
=(F13+$B%16"$BS17+(E12+E14)/2)/(2+5B516) |={E13+F12+G13+F14)/4 =(F13+G12+H13+G14)/4
=(F14+$B516*5BS17+(E13+E15)/2)/(2+5B516) |={E14+F13+G14+F15)/4 =(F14+G13+H14+G15)/4
=(F15+5B516*$BS17+(E14+E16)/2)/(2+5B516) |=(E15+F14+G15+F16)/4 =(F15+G14+H15+G16)/4
=(F16+5B516=5B517+(E15+E17)/2)/(2+5B516) |={E16+F15+G16+F17)/4 =(F16+G15+H16+G17)/4
=(F17+5B516°5BS17+(E16+E18)/2)/(2+5B516) |={E17+F16+G17+F18)/4 =(F17+G16+H17+G18)/4
=(F18+5B516=5B517+(E17+E19)/2)/(2+5B516) |={E18+F17+G18+F19)/4 =(F18+G17+H18+G19)/4
=(F19+5B516=$B517+(E18+E20)/2)/(2+5B516) |={E19+F18+G19+F20)/4 =(F19+G18+H19+G20)/4
=(F20+$B516*5BS17+(E19+E21)/2)/(2+5B516) |={E20+F19+G20+F21)/4 =(F20+G19+H20+G21)/4
=(F21+5B516*5B517+(E20+£22)/2)/(2+5B516) |={E21+F20+G21+F22)/4 =(F21+G20+H21+G22)/4
={F22+5B516*SB517+(E21+E23)/2)/(2+5B516) |=(E22+F21+G22+F23)/4 ={F22+521+H22+G23)/4
=(F23+5BS16"$BS17+(E22+E24)/2)/(2+5B516) |=(E23+F22+G23+F24)/4 =(F23+G22+H23+G24)/4
=(F24+5B516*5B517+(E23+E25)/2)/(2+5B516) |={E24+F23+G24+F25)/4 =(F24+G23+H24+G25)/4
100 100 100

H
={H5+$BS$16°5BS17+(G4+14)/2)/(2+5B516)

|
=({SBS16*SBS17+(H4+15)/2)/( 1+5B516)

=(G5+H4+5+H6)/4

—(H5+$BS16°$BS17+(14+16),2)/(2+$B516)

=(GE+H5+H6+HT)/4

—(H6+SBS16°$BS17+(15+17)/2)/(2+$B516)

=(GT+HB+7+H8)/4

—(H7+$BS16°$BS17+(16+18),2)/(2+$B516)

-(G8+HT+I8+H9)/4

—(HB8+$BS16°$BS17+(17+19),2)/(2+$B516)

=(G9+HB+9+H10)/4

=[HO+$BS16*SBS17+{18+110)/2)/(2+5B516)

=(G10+HI+110+H11)/4

—(H10+5BS16°$BS17+(19+111)/2)/(2+5B516)

=(G11+H10+111+H12)/4

=[H11+5BS$16°SB517+(110+112)/2)/(2+5B516)

-{G12+H11+112+H13)/4

—(H12+$BS16°5BS17+(111+113)/2)/(2+5$BS16)

-{G13+H12+113+H14)/4

—(H13+$BS16°SBS17+(112+114)/2)/(2+$BS16)

=(G14+H13+114+H15)/4

=(H14+$BS16°SBS17+{113+115)/2)/(2+$BS16)

={G15+H14+115+H16)/4

=(H15+$BS16°SBS17+{114+116)/2)/(2+$BS16)

={G16+H15+116+H17)/4

=(H16+$BS16°SBS17+{115+117)/2)/(2+$BS16)

=(G17+H16+117+H18)/4

=(H17+$BS16°SBS17+(I16+118)/2)/(2+$BS16)

{G18+H17+118+H19)/4

=(H18+5BS16°SBS17+(117+119)/2)/(2+5B516)

={G19+H18+119+H20)/4

=(H19+5BS16°SBS17+(118+120)/2)/(2+5B516)

=(G20+H19+120+H21)/4

=(H20+$BS16°SBS17+(119+121)/2)/(2+$BS16)

={G21+H20+121+H22)/4

=(H21+$BS16°SBS17+(120+122)/2)/(2+$BS16)

—(G22+H21+122:H23)/4

=(H22+5BS16°SBS17+(121+123)/2)/(2+5B516)

—(G23+H22+123:H24)/4

=(H23+5BS16°SBS17+(122+124)2)/(2+5B516)

=(G24+H23+124+H25)/4

=(H24+$BS$16°SBS17+(123+125)/2)/(2+$BS16)

100

100

Figure 4.2(c) : Formules utilisées.

Le nombre Biot compare les grandeurs relatives des résistances de convection superficielle
et de conduction interne au transfert de chaleur, plus le nombre de Biot augmente, plus le profil de
température est accentu¢ dans I’ailette.
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Figure 4.2(d) : Profils de température pour les différentes valeurs de Biot.

e Des valeurs plus faibles de Bi (convection faible, conduction importante) donnent des
profils de température plus uniformes sur toute I'épaisseur de lailette, c'est-a-dire que
l'ailette se comporte davantage comme une ailette unidimensionnelle.

e Des valeurs plus faibles de Bi entrainent également une diminution moins rapide de la

température sur toute la longueur de l'aileron.

e Des valeurs plus élevées de Bi (convection élevée, conduction faible) provoquent une
chute rapide de la température sur toute la longueur de lailette. Pour Bi suffisamment
grand, elle se comporte comme une ailette "infinie" dont I’extrémité atteint la température

ambiante.
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Figure 4.2(e) : Profils de température pour Bi = 1.

Les solutions de tableur Excel peuvent également étre utilisées pour obtenir des vues
en plan (2D) et en élévation des profils de température de l'ailette, comme illustré a la figure
4.2(e) pour Bi=1.0.

4.2.3. Bloc de 1m? avec et sans conditions aux limites de rayonnement

Pour ce cas, on réserve 16 cellules : 7 pour les températures limites fixes et 9 pour les
températures nodales inconnues. A I’aide du modeéle et de la procédure en régime permanent,
nous mettons de coté le bloc E2:H5 et copions les formules appropriées, comme illustré a la
figure 4.3(a). Les cellules $B$16 et $B$17 correspondent a Bi = hAx/k = 1/3 et T, = 100°C.

E F G H
1
2 |500{500 500 500
3 | 100|=(E3+F2+G3+F4)/4 ={F3+G2+H3+G4)/4 =(G3+5B516*SBS 17 +H2+H4)/2)/(245B516)
4 |100|=(E4+F3+GA+F5)/4 ={F4+G3+H4+G5)/4 =(GA+5B5 16*SBS 17 +H34H5)/2)/(245B516)
5 | 100|=(F4+3BS16*5BS 17+{ES+G5)/2)/(2+45B516) | =|GA+5BS 16%5BS 17+(F5+H5)/2)/(245B5 16) |=(SBS 16385 17+H{HA+G5)/2)/( 145 B5 16)

Figure 4.3(a) : Formules utilisées.

Lorsque la procédure d'itération est exécutée, la solution apparait comme illustré a la
figure 4.3(b) avec un graphique en treillis metallique des températures.
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Figure 4.3(b) : Solution numérique avec un graphique en treillis métallique.

Considérons maintenant le méme exemple mais avec les surfaces exposées
d’émissivité £=0,9 et échangeant de I'énergie rayonnante avec une grande enceinte ayant
Tr=100°C = 373K. Nous pouvons examiner les effets du rayonnement en incluant le terme :

Qragi = 0&AA; (T — T /k (4.1)

Dans le numérateur de chacune des formules de nceuds limites (nceuds 3,6,7,8,9) comme
illustré a la figure 2.5. La surface spécifique pour chaque formule est Ax = 1/3 et T, = 373
avec T; écrit dans chaque formule comme suit :

T; = T;(°C) + 273
Pour les températures nodales exprimées en °C. Ainsi, I'équation (4.1) devient :
Qradi = (5.669 x 1078)(0.9)(1/3)(393* — (T; + 273)*)/10 4.2)

Ce terme est maintenant entré dans le numérateur pour chaque formule de nceud limite,
comme l'illustre la figure 4.3(c) pour la colonne H.

H

500

=(G3+5B516* 5B517+{H2+H4),/2+0,000000001 701 *(39374-[H3+273)74) ) /{2+5B516)
=(GA+SBS16*5B517+{H3+H5),/2+0,000000001 701 *(393n4-(HA+273)n4) ) /(2+5B516)
=($B516* $B517+{H4+G5)/2+0,000000001701* (39374 (H5+273)"4) )/ (1+5B%516)

s (WM

Figure 4.3(c) : Formules des nceuds limites pour le rayonnement.
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Enfin, les résultats obtenus aprés exécution sont montrés sur la figure 4.3(d). Les
températures sont considérablement plus basses que celles obtenues avec une limite de
convection seule en raison de la perte de chaleur rayonnante supplémentaire. La différence est
représentée graphiquement sur lI'afficheur a mailles métalliques.

L R e

500 |
450 450-500
400 400-450
E- zzz [1350-400
g 250 [1300-350
g 200 0250-300
= 150 [1200-250
100 0150-200
0100-150

Figure 4.3(d) : Conditions aux limites de convection et de rayonnement.

4.2.4. Conduction dans une plaque avec source de chaleur et des conditions
aux limites de contacts

La plaque bidimensionnelle illustrée a la figure 4.4(a) présente les trois cotés inférieurs
maintenus a une température constante de 100 °C, alors que la surface supérieure est exposée
a un environnement de convection a T = 0°C. De plus, une source de chaleur est imposée au
neeud indiqué. La source de la chaleur est g= 400xk ou k est la conductivité thermique du
matériau. La limite de convection est tel que Bi= 0,5. Nous examinerons la distribution de la

température dans le solide pour les valeurs suivantes, avec une configuration qui permet de
modifier les spécifications.
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D|E|F |G |H I 1 K L | M N O

Source de chaleur 4/k Limite de convection, Bi
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= | | e
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Figure 4.4(a) : Structure de la plaque.

Nous utilisons le modele a I'état d'équilibre du chapitre 3 (figure 3.5(a)). On met de
coté le bloc de cellules E4:M13 pour les calculs. L'inclusion de nceuds pour les températures
limites fixes nécessite 90 cellules. Les températures limites fixes de 100 °C sont insérées dans
les cellules E4:E13, F13:L13 et M4:M13. Les formules pour les nceuds intérieurs sont copiées
de la cellule C6 dans le bloc F5:L12. Les formules pour une surface de convection supérieure
sont copiées de cellules C13 a F5:L5. De plus, la valeur de g/k = 400 spécifiée dans la cellule
$B$15 est ajoutée au numérateur de la formule pour la cellule H4, la cellule représentant le
nceud avec la source de chaleur. La figure 4.4(b) illustre une partie des formules nodales.

E F G H
3
4 100 [-(F5+3B516°5B517+{E4+G4)/2)/(2+5B516) |-{G5+5BS16°5B517+(F4:H4)/2)/(2:58516) |EINRASINISRic SEoi G e
5 100 |<(E5+F4+G5+F6)/4 ~{F5+G4:H5+GE)/4 ~{G5+H4+15:HE)/4
6 100 |-(E6+F5+G6+F7)/4 ~{F6+G5:HE+GT)/4 ~{G6+H5+16:H7)/4
7 100 |-(E7+F6+GT+FB)/4 ~{F7+G6+HT+GE)/4 —(G7+HEHT+HE)/4
8 100 |-(E8+F7+GB+Fo)/4 —{F8+G7+HB+GO)/4 —{GB+H7+18+H3)/4
9 100 |-{E0+F8+G9+F10)/4 ~{F0+GB:HO+G10)/4 ~{G9+H8+10:H10}/4
10 100 |-(F10+F2+G10+F11)/4 ~{F10+G9:H10+G11)/4 ~{G10+H0+110+H11)/4
11 100 |=(E11+F10+G11+F12)/4 ~{F11+610:H11:G12)/4 ~(G11:H10+111+H12)/4
12 |100 |=(E12+F11+G12+F13)/4 ~{F12+G11+H12:G13)/3 ~{G12+H11+112+H13)/3
13 100 |100 100 100

Figure 4.4(b) : Formules nodales utilisées.

Lorsque la procédure itérative de la solution est exécutée, les résultats apparaissent
comme indiqué a la figure 4.4(c) avec un diagramme en treillis métallique du profil de
température. La température & un pic évident au niveau du nceud contenant la source de
chaleur, elle est constante le long des limites inférieures et chute prés de la surface de
convection.
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Figure 4.4(c) : Diagramme en treillis métallique du profil de température.

Des vues en plan de la distribution de la température sont également illustrées a la
figure 4.4(d).

==) | RN

240-260 3 240-260
Sa020 HEEREVEN | .

/ [1200-220 5 200-220
[1180-200 = 180-200

[1160-180 = 160-180

4 [1140-160 u 140-160

[J120-140

= 120-140
= || AEDE= NN EEEN
=

D s | MPCAEEENNIIONEN -
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— > 00-20 ' -. ™~ ’ ‘ u 20-40

= 0-20

Figure 4.4(d) : Vue en plan de la distribution de température.

L'utilisation d'une structure de grille plus fine produirait des courbes plus lisses.

Les effets des différentes puissances des sources de chaleur, des coefficients de convection ou
des températures ambiantes peuvent étre examinés en entrant de nouvelles valeurs pour les
quantités respectives dans les cellules B15, B16 et B17.
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4.2.5. Conduction transitoire dans un bloc durant I’établissement du régime
permanent

Soit un bloc carré de 1 m? dont la température initiale uniforme est maintenue a
100°C. Les surfaces inférieure et droite sont alors soudainement exposées a une limite de
convection avec h = 10 W/m?2.°C et T.. = 100°C, tandis que la surface gauche est maintenue a
100°C et la surface supérieure est élevée a 500°C. Les propriétés du matériau sont : p = 8000
kg/m?®, ¢ = 290 J/kg.°C, et k = 10 W/m.°C. Ax = Ay = 1/3 m. Une valeur appropriée de t a été
choisie et la réponse de deux graphiques seront donnés pour n = 5 incréments de temps et
pour n suffisamment grands pour atteindre un état stationnaire. La solution a I'état d'équilibre
correspondra a celle obtenue dans le 3°™ cas présenté précédemment pour le cas du régime
permanent .

Dans un premier temps, nous calculons les valeurs de Bi et o comme suit :
Bi = hAx/k = (10)(1/3)/10 = 1/3 (4.3)
o = k/pc = 10/(8000)(290) = 4.31 x 10°° m?/s (4.4)

Nous avons noté au chapitre 3 que pour Ax = Ay, la sélection d'incrément de temps la
plus restrictive est déterminée par un nceud d'angle extérieur de sorte que :

Atmax < (AX)? 4a.(1 + Bi) = 4833 sec

Nous choisirons At = 4000 sec pour le calcul et déterminerons le nombre de Fourier
comme suit :

Fo = o At/(Ax)? = 0.1862. (4.5)

Il y a seize nceuds dans le probléme physique mais que sept températures nodales
limites sont spécifiées, donc seulement 9 nceuds participent au processus de chauffage. Les
colonnes A a I sont réservées pour le processus de calcul a neuf neceuds avec les étiquettes de
la ligne 1 comme suit :

A B C
T1 =T, =Ts=etc.

La ligne 2 est ignorée ; Les températures initiales pour tous les nceuds sont entrées dans la
ligne 3 comme étant les températures données de 100 ; Les équations nodales sont maintenant
entrées dans la ligne 4 a l'aide des formules de Tableau 2.2. Les valeurs calculées de Bi et Fo
sont insérées dans les cellules M1 et O1 par commodité, et ensuite appelé comme $M$1 et
$0$1 dans les formules nodales. Les équations résultantes sont présentées dans la figure
4.5(a).
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A B C
1 m= |T2= 3=
2
3 |100 100 100
4 :SO51*[500-+B3+D3+IDD-4*A3}+A3 25051“[A3+500+C3+E3-4"B3}+B3 25051*{2*$M$1*[IDD—C3}+2*B3+500+F3-4*C3}+C3
5 |=5051%(500+BA+DA+100-4*A4)+A4 |=5051%(A4+500+CA+EA-A*BA)+B4 =5051%(2*$MS1%(100-C4)+2*B4+500+F4-45CA)+C4
6 |=5081%[500+B5+D5+100-4%A5)+A5 |=5051%(A5+500+C5+E5-4*B5)+B5 =5051%(2*$M51%(100-C5)+2*B5+500+F5-47C5)+C5
D E F
1 Ta= |7s= |[v6=
2
3 100 100 100
4 | =505%1%(A3+100+E3+G3-4*D3)+D3 =5051*{D3+B3+F3+H3-4%E3)+E3 =5051%(2*SMS1*(100-F3)+2*E3+C3+13-4*F3)+F3
5 | =5051%(A4+100+E4+G4-4*D4)+D4 =3051*(D4+B4+FA+HA-4*E4)+E4 =5051%(2*SMS1*(100-F4)+2*EA+CA+14-4*F4)+F4
6 |=30%1%(AS+100+E5+G5-4*D5)+D5 =3081*{D5+B5+F5+H5-4*E5)+E5 =5081%(2*3MS1*(100-F5)+2*ES+C5+I5-4*F5)+F5
G H |
1 1= |18= |To=
2
3 |100 100 100
4 | =5051%(2*SMS1*{100-G3)+2*D3+100+H3-4%G3)+G3  |=50S15(2*SMS1¥(100-H3)+2*E3+G3+13-4%H3J+H3  [=2*50S1%(2*SMS1¥(100-13)+F3+H3-2%13)+13
5 |=5051%(2*SMS1%{100-G4)+2* D4+100+H4-4*GA)+G4  |=50S1%(2*SMS1¥(100-H4)+2*EA+GA+I4-4%HA}+HA  |=255081%(2*SMS1¥(100-14)+F4+H4-2%14)+14
6 |=5051%(2*5MS$1%(100-G5)+2*D5+100+H5-4%G5)+G5  [=5081%(2¥SMS1*(100-H5)+2*ES+G5+I5-4*H5)+H5 |=2*3051%(2*SMS1*( 100-15)+F5+H5-2%15)+15

Figure 4.5(a) : Les équations nodales insérées.

Ensuite, les équations sont copiées et dupliquées sur 43 lignes, ce qui permet d'obtenir
un nombre suffisant d'incréments de temps pour obtenir un état stable. L'affichage des valeurs
de température transitoire en colonne sont illustrées a la figure 4.5(b).

A
T1=

|T2=

B C i E
|T3=  |T4=  |15=

|T6=

F

G

|T7=

|T8=

H |
[Ta=_ |

174, 48

174 48| 174 48

20736

D0 = O R D3 )

Figure 4.5(b) : Valeurs numériques obtenues.

22122 211.98

146,70

13710

141,74

146.25( 160,43

153.65

153.93( 1720

164.03

160 42| 181.86

172 86

12336

13285

140_38

136.30

165.80( 130.03

18023

133.98

14808

142 65

17027 | 13633

18643

13791

15412

14610

174.00( 202,74

13166

141,21

153,23

152,63

177.10( 207.54

136.00

143.33

163.51

156.56

173,69 211.53

133,60

146,30

167,03

159,73

181.83| 214.86

202,60

148,24

170,08

162,43

183.62 | 217,63

205,10

143.85

172.58

164,74

185,11 219.93

207,18

151.13

174,65

166,62

186.35( 221.84

208.91

152.30

176,38

168,18

187,38 223,44

210,35

153.23

17782

16947

188.23| 22476

211.55

154,01

173,02

170.56

188.94 | 22587

21254

15465

180.01

171.45

189,54 | 22678

21337

155,18

180_84

17220

130,03 | 227.55

214 06

155.63

181.53

172,82

130,44 [ 225,16

214,63

156,00

182.10

173.34

130,76 | 228.71

215.11

156.31

182,58

17377

191.07 | 223.15

215.51

156.56

182.38

17413

191,30 223.52

215,84

156,78

183.31

174,43

191.50( 223,82

216.11

156,395

183.58

17468

13166 | 230,07

216,34

157.10

183.81

174, 88

191.80( 230.28

216.53

157.22

184,00

175.05

191.91| 230.46

21663

157.33

184,16

175.20

132.00( 230.60

216,82

15741

184,239

175.32

132,08 | 230.73

216,93

15748

184 40

17541

192_15( 23083

21702

15754

18443

175.50

132.20( 23091

21710

157.59

18457

175,57

192 ?51 23N AR

217 1R

157 R3

184 R3

175 R?
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Les températures nodales apres 5 incréments de temps sont affichées dans la ligne 8 et
les valeurs en régime permanent sont atteintes pour les lignes supérieures a environ 35. Pour
obtenir une représentation graphique de la (des) solution(s) dans une configuration adaptée a
la géométrie, il faut mettre de c6té un bloc de 16 cellules, correspondant a 7 températures
limites fixes plus 9 nceuds a température variable. Nous avons choisi K2:N5 comme bloc voir
la figure 4.5(c). Pour les incréments de 5 temps (ligne 8), les formules sont saisis comme
=$A8, =$B8, et ainsi de suite pour les nceuds 1, 2, etc. Les températures limites fixes de 100
et 500°C sont également saisies comme valeurs constantes pour l'emplacement de leurs
cellules. Les solutions numériques pour n = 5t apparaissent dans le bloc de 16 cellules.

1K L M N 0
Bi= [|=1/3 [Fo=  |-01862 |
500 [500  [s00  [s00
100 |=$a8  [=$B8 [=scs
100 [=$D8 [=SE8  [=5F8
100 |=$G8 [=sH8 [=3I8

[, IR S S R L B

Figure 4.5(c) : Formules utilisées.

Pour afficher la solution a n = 40t (état stationnaire), sélectionner le bloc de cellules a
K2:N5 et copié a un autre emplacement en commencant par la ligne 37 (ligne 2 +
augmentation du nombre d'incréments de temps). Dans ce cas, nous avons choisi le bloc et les
températures correspondant a 40 incréments de temps comme le montre la configuration
géomeétrique du probléme.

Enfin, les graphiques en treillis métallique pour les deux temps Les incréments sont
illustrés a la figure 4.5(d) et 4.5(e). Bien sir, saffiche pour une autre fois les augmentations
d'échelon pourraient étre obtenues en utilisant la méme procédure.

] K L M N 8]
1 36
2 37
3 3a
4 39
5 40
6 41
L 42
- 450.500
8 450-500 43 300
: 450 400450
10 - 400-450 441 a00 £1350-400
- = £1350-400 45 ESEHJ
= 26 || < 300 0300-350
12 5 [1300-350 8
= a7 | 250 [0250-300
5 01250-300 !
13| | 28| 2| 01200-250
14 1200-250 150 -
15 A9 100 0 150-200
0100-150
16 O 100-150 S0
17 51
-8 52

(d)

(e)

Figure 4.5 (d) et (e) : Représentation graphique des résultats obtenus.
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La solution transitoire présentée dans les colonnes A a I n'affiche pas les nceuds de
température limite constante, tandis que les affichages dans le format de configuration
géométrique montrent assez clairement l'influence de la surface chaude et du refroidissement
par convection sur la distribution de température dans le solide.

Une fois que l'inclusion des nceuds de température limite constante est une partie
essentielle de lI'affichage dans les figures 4.5(d) et (e). Et Le coefficient de Fourier compare
une dimension corporelle caractéristique a une profondeur de pénétration approximative de
I'onde de température pour un temps donné (t).

Comparaison avec la solution a I'état d*équilibre de cas 3 :

La solution & I'état d'‘équilibre de 3°™ cas correspond & la solution transitoire ci-dessus
lorsqu'elle est reportée sur un nombre suffisamment important d'incréments de temps.

4.2.6. Refroidissement d’un solide ailetté en aluminium

Les problémes de transfert de chaleur dans la pratique impliquent souvent plus d'un
mode de transfert de chaleur. Dans ce cas, nous examinons le probléme de la réception (ou
perte) de chaleur par un solide a grande capacité a partir d'une aire de surface de convection.
Le coefficient de convection h, et la tempeérature du fluide T., qui peuvent tous deux varier en
fonction du temps ou de la température du solide. On suppose que le fluide est transparent au
rayonnement thermique. La combinaison solide-liquide est entourée d'une grande enceinte
ayant un rayonnement efficace. La tempeérature de T, qui échange de la chaleur avec le solide
par rayonnement. Le systeme est illustré dans la figure 4.6 ou nous avons montré un solide a
ailettes avec un trou en son centre.

Nous supposons que le solide rayonnera avec une certaine émissivité effective a partir
d'une aire de surface rayonnante égale a celle d'un cylindre enfermant la surface a ailettes et
décrite par I'équation suivante :

A est l'aire de convection totale du solide exposé au fluide environnant avec le
coefficient moyen de convection h,.

En supposant que le solide se comporte comme une capacité regroupée, nous avons le
bilan énergétique

Taux d'augmentation de I'énergie interne du solide = transfert de chaleur au solide par
convection + transfert de chaleur au solide par rayonnement.

Ou

pc VAT/dt = h A(T, — T) + €A (T — T%) (4.6)
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Grande enceintea T,

Convection,

h, .T,

A =md, [+2X wd3 /4

A_=surface total exposée au fluide

Figure 4.6 : Solide en aluminium ailetté. [3]

L'équation (4.6) est écrite sous forme de différence finie adaptée a la solution
numérique. En désignant les températures au début de I’incrément de temps avec l'indice (p)
et les températures a la fin de l'incrément de temps At avec l'indice (p+1), I'équation (4.6)

devient :
Tp+1 = Tp + [hcAc(Tep — Tp) + 0€AL(T, — Ty | (At/peV) (4.7

Au cours d'un calcul numérique, il peut étre souhaitable d'observer les effets distincts
de la température du rayonnement et de la convection en écrivant I'équation (4.7) sous la
forme suivante:

Tp+1 = Tp + DTeony + DTraq (4.8)
Avec les désignations évidentes :

DTeonv = hCAC(TC,10 - Tp)(Ar/ pcV) 4.9
Et

DTyaq = 0€A (T, — i) (At/pcV) (4.10)
Toutes les températures doivent étre en degrés absolus a cause des termes de rayonnement.

Lorsqu'il s'agit de problemes de convection libre dans les gaz, le coefficient de
convection prend souvent une forme fonctionnelle de :

h, =B x (T, — T) (4.11)
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Ou la constante B et I'exposant n sont dépendants de la géométrie et du fluide, pour les
situations de convection forcée impliquant des gaz (fluides transparents).

Lorsque le transfert de chaleur par rayonnement est inclus dans le bilan énergétique du
solide, avec la possibilité de coefficients de convection variables, la réponse temps-
température peut différer considérablement du comportement exponentiel simple. Une
description d'un tel systeme avec une constante de temps simple de :

T = cpV/hA (4.12)

Un solide ailetté en aluminium comme celui illustré a la figure 4.4(a) avec des
caracteristiques physiques données dans les colonnes E et F comme le monte la figure 4.6(a).[3]

A B C D
1 Tempss |TempératureK DT Rayonnement, K DT convection, K
20 533
3 =A2+5ES2 |=B24C3+4D3 =5E$13*(0,00000005668*SES8*SES9*(SES1274-B2M)) |=5ES13*%(SES14*( ABS|SEST-B2)) "SES15)*SES10%(SEST-B2
4 =A3+SES2 |=B3+CAHDA  |=SES13*(0,00000005668*SES8*SESO*(SES12M-B3M)) |=SES13*%(SES14* (ABS{SEST-B3)) ASESLS)* SES10*(SEST-B3
5 =A4+5ES2 |=BA+C5+D5  |=$ES13*(0,00000005668*SES8*SESI*(SES12AA-BAM)) |=SES13*(SES14(ABS|SEST-BA)) ASES15)* SES10%(SES7-BA
6 =AS+SES2 |=B5+C6+D6 =$E$13*(0,00000005668*$E58*SE59*(SES127-B5M)) |=SES13%(SES14%(ABS|SEST-BS)) ASES1S) *SES10%($EST-BS
7 =AG+SES2 |=B6+CTD7  |=$ES13*(0,00000005668*SE58*SES9*(SES127M-BEM)) |=SES13*(SES14%(ABS{SEST-B6)) "SESLS) *SES10*(SEST-BE
E E

1 Nomenclature

2 60 incrémet de temps, s

3 2675 densite, kg/m*"3

4 920 chaleur specifique, ] /kgK

5 0,0000334 volume, m"3

6 =SE$3*SES4*SESS capacité thermique, J/K

7 293 température de convection, K

2 0,85 emissivité

9 0,01141 surface effective de rayonnement, m"2

10 0,02298 surface totale deconvection, m”2

11 =5E5$14°(ABS(SES7-B2))ASESLS | coeff, conve W/m™2-k

12 293 température de rayonnement, k

13 =5E52/E6 parametre de temps

14 1,4 conv, const

15 0,25 conv, Exp

Figure 4.6(a) : Formules nodales et caractéristiques physiques de ’ailette.

Le solide est uniforme a la température de 260 °C = 533 K lorsqu'il est placé dans l'air
ambiant a 20 °C et qu'on le laisse refroidir. On peut supposer que le coefficient de transfert de
chaleur par convection libre varie en fonction des facteurs suivants :

h=1.4T — T»)*?® W/m?.°C (4.13)

La température de rayonnement effective des murs de la piece environnante est
également de 20°C.

On cherche a déterminer la courbe de refroidissement température-temps pour cette
situation et a comparer avec ce qui se passerait si le solide était refroidi uniquement par
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convection avec h égale a la valeur au debut du refroidissement. Quelle serait la constante de
temps pour cette derniere situation, on déterminera la constante de temps.

Les équations (4.7), (4.8) et (4.9) sont entrées dans le tableur Excel comme le montre
la figure 4.6(a). Un incrément de temps de 60 secondes est sélectionné et I'équation (4.13) est
insérée pour décrire le coefficient de convection. Les formules sont copiées sur une
cinquantaine de lignes pour produire des conditions proches de I'équilibre. La valeur de h au
début du refroidissement est :

Ninitia1 = 1.4 (533 —293)%2° =551 W/m2.°C

Cette valeur est calculée et indiquée dans la cellule E11.

A B C D E F
Temps,s |Température K |DT Rayonnement, K |I]'T convection, K Nomenclature
60|incrémet de temps, 5
2675 |densité, kg/m"3

920 |chaleur specifique, | kg K
3,34E-05 |volume, m*3
82,1974 | capacite thermique, |/K

293 |tempeérature de convection, K

0,85 |emissivite
0,01141 |surface effective de rayonnement, m"2
0,02298|surface totale deconvection, m*2
5,51037108| coeff, conve W/m"2-k
293 |température de rayonnement, k

13 0,729950096 | parametre de temps
14 1,4|conv, const
15 0,25|conv, Exp
16
17
18
19
550
500
% 450
o
% Courbe de
3 400 refroidissement
.
£
[}
|2
350 \
300 S
250
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Temps,s

Figure 4.6 (b) : Valeurs numériques et courbe de refroidissement par convection et rayonnement.
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La courbe de refroidissement résultante est tracee dans la figure 4.6(b) avec quelques
lignes de calcul. Les chutes de température dues au rayonnement et a la convection sont
presque les mémes au début du refroidissement ; ainsi donc, négliger le rayonnement
entrainerait une erreur grave.

Pour obtenir la courbe de refroidissement pour h = 5,51 = constante, cette valeur est
entrée dans la cellule E14 avec une valeur exposante de zéro dans la cellule E15. La courbe de
refroidissement qui en résulte est illustrée a la figure 4.6(c).

A B C D E F
5 erature, K |DTRay |DT|:umr | Nomenclature
£0|incrément de temps.s
2675 |densité, kg/m*"3
920|capacité calorifique, | /kg.K
3,34E-05 |volume, m*3
82,1974| capacité thermique, ] /K
283 |temp conve, K
0,85 |emissivité
0,01141|surface rayonnt, m"2
0,02298|surface conv, m*2
5,51(coeff, conve W/m"2 K
253 | Temp rayonnt, K
0,729950096 | paramétre de temps
5,51 | constante de conv

0|conv, Exp

500
2 450
; Courbe de
E 400 refroidissement
[}
5

300 —

250

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Temps, s

Figure 4.6 (c) : Valeurs numérique et courbe de refroidissement par convection uniqguement.

Ce qui indique un temps manifestement plus long pour le processus de refroidissement
que pour le refroidissement combiné par rayonnement et convection. La constante de temps
est calculée selon I'équation (4.7) comme suit :

= pcV/hA = (2675)(920)(0.0000334)/(5.51)(0.02298) = 649 sec

C'est le moment d'atteindre 63,2 % de la baisse de température globale.
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T =533 — (0.632)(533 — 293) = 381 K

Pour le refroidissement combiné convection/rayonnement, le temps nécessaire pour
atteindre cette méme température n'est que d'environ 320 secondes, une période beaucoup
plus courte. Une spécification de la constante de temps en fonction de la baisse de 63,2 % de
la température est évidemment un moyen inapproprié pour décrire le probléme du
refroidissement par convection combiné. Une comparaison des deux courbes de
refroidissement est illustrée a la figure 4.6(d).

550 k
500 \\
f- 450 Convection uniquement, h= cst
E
g
‘g 400
g Convection+Rayonnement
[
350
300 ¥
250
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Temps, S
Figure 4.6 (d) : Comparaison entre les deux courbes.

4.2.7. Chauffage transitoire d'un boitier électronique dans une armoire
électrique

Une petite boite métallique contenant un équipement électronique hermétique a des
dimensions approximatives d'un cube de 10 cm avec une masse egale a 0,5 kg et une chaleur
spécifique de 300 J/kg.°C. Le volume du boitier est de 0,06 m? et la chaleur générée dans le
boitier est de 200 W. Le boitier électronique est entouré d'un boitier en aluminium d'environ
25 cm de diametre sur un coté avec une masse de 1,05 kg et une chaleur spécifique de 890
J/kg.°C La surface du boitier est de 0,375 m? et I'émissivité de surface du boitier de
I'équipement électronique et du boitier en aluminium est de 0,9.

L'espace entre les deux boites est rempli d'air a la pression atmosphérique avec une
masse de 0,0176 kg. et C = 718 J/kg.°C. Le systeme est initialement a une température
uniforme de 20°C = 293 K lorsque la puissance électrique de 200 W est appliquée. Le
coefficient de transfert de chaleur par convection entre toutes les surfaces et l'air ambiant est
h=10 W/m2.°C, et I'ensemble est enfermé dans une grande piéce sous une température de
20°C. Nous utiliserons une technique numérique pour déterminer le comportement temporel
de la température du boitier électronique et de son boitier.
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Résultats obtenus :

La nomenclature du systeme est indiquée a la figure 4.7(a). Puisque As>>Aq, le
transfert de chaleur par rayonnement peut étre calculé avec I'équation (1.12) comme suit :

q radl_z = 081A1(T14 - T_’?) (4’14)
qrad3_s = 0_83A3(T3? - TS4) (415)
avec :
Ci=m;.Cy C2 = Cair = Mair .Cair; C3=M3.Cs
Boitier en aluminium, T3
Il_;_ I)_= I,_u-
A&_ \
T
Ty Equipemeut
Environs et électronigue
alentours Q, W,
Figure 4.7(a) : Nomenclature d’un boitier électronique.
C D
1 [T1= |v2=
2
3 293 293
4 |=8H52*(3H3370,06%(D3-C3)+0,000000051%0,06% (E3/M-C3M)+5H56)/150+C3 |=8HS2*(SHS3*0,06%(C3-D3)+5H34*0,375%(E3-D3))/12,58+D3
5 =$HS2*(SH$3*0,06%(D4-C4)+0,000000051%0,06* (E474-CA) +3HS6)/1504C4 | =SHS2*(SHS3*0,06%(C4-D4)+3HS4*0,375%(E4-D4))/12,58+D4
6 =SHS2*(SH$370,06%(D5-C5)+0,000000051%0,06%(E5 4-C5)+$HS6)/150+C5 |=SHS2*(SHS3%0,06%(C5-D5)+$HS4*0,375%(E5-D5))/12,58+D5
E
1 T3= |
L
3 (293
4 | =$HS2*($H$4*0,375%( D3-E3)+SHS5*0,375%(293-E3)+0,0000000510,06%(C3/-E3/4)+0,000000051%0,375%(293M-E3/) ) /934+E3
5 | =8HS$2%(SHSA*0,375% DA-E4)+SHS5*0,375%(293-E4)+0,000000051%0,06*( C4/-E444)+0,000000051 *0,375%( 29374-E444) ) /934+E4
6 |=$HS2*(SH$A*0,375%(D5-E5)+5HS570,375%(293-E5)+0,000000051*0,06%( C5/4-E544)+0,000000051*0,375*(293/M-E54)) /934+E5
Figure 4.7(b) : Formules nodales utilisées.
Ona: Cy=150J/°C; C2=12.63J/°C; C3=934J/°C

Nous pouvons maintenant faire un bilan énergétique sur chacun des trois nceuds, en
réglant le taux d'énergie dans chaque nceud égal au taux de variation dans le temps de
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I'énergie interne de ce nceud. Pour le neeud 1, le boitier électronique, il y a également une
entrée d'énergie provenant de la puissance électrique appliquée, que nous appelons Q.

Ainsi :
CldTl/dT = Ql + hlAl(TZ - Tl) + GglAl(T:;l- - T{l-) (416)
Csz2/dT == hlAl (Tl - Tz) + h2A3 (T3 - Tz) (417)

C3dT3/dt = hyA3(T, — T3) + 06&1A (T — TF) + h3A3(Ts — T3) + 05 A3 (TE — T  (4.18)

Ou toutes les températures doivent étre en Kelvins a cause des termes de radiation. Ts est la
température ambiante de la grande piéce. D'apres les données du probléme, nous avons :

A1=0.06; A3=0.375; hi=h,=h3=10
E1=E3=0.9; Ts=20°C=293K

Les équations (4.6), (4.7) et (4.8) peuvent étre écrites sous forme de différence finie en
exprimant les gradients de température comme suit :

dT/dt = (TP - TP/ (4.19)

Toutes les températures du co6té droit de I'équation comme TP représentent les
températures au début de I'incrément de temps At et TP représente la température a la fin de
I'incrément de temps. Les formules resultantes ont été inserées dans une feuille de calcul
Excel et sont illustrées dans la figure 4.7(b) ci-dessus. Dt est utilisé pour désigner I'incrément
de temps At. Les équations pour un grand nombre d'incréments de temps sont ensuite copiées
pour effectuer le calcul transitoire. Les résultats pour un incrément de temps de 5 secondes
sont illustrés a la figure 4.7(c) pour une puissance électrique de 200W. A titre de
comparaison, les résultats pour une puissance thermique de 100 W sont illustrés a la figure
4.7(d), indiquant des températures 1égérement inférieures pour chacun des trois noeuds.

Dt=5s
h1=hz=hs=10 W/m?°C
Qi=200W
490
470 —— p—
450
X 430 /
‘5 410 /
‘g'g‘ 390 —— T2
g /
‘2 370 7 T3
£ 350 7
= 330 =
310 %
290
= 0 1N N O O MOMNST =H O NOOMOIN
Incrément de temps,

Figure 4.7 (c) : Résultats pour une puissance de 200 W.
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Dt=5s
hi=hz=h3=10 W/m2°C
Q=100 W

410

370 —T1
/ — T2
350
/ T3
330 /
e
310

290

Tempéraure, K

=N OO E NN N
M m N NOWO O

103
109
115
121
127

incrément de temps, Dt

Figure 4.7 (d) : Résultats pour une puissance de 100 W.

La température du boitier électronique atteint environ 473 K (200°C) pour une entrée
de 200 W et seulement 400 K (127°C) pour I'entrée de 100 W, apreés environ 120 incréments
de temps ou 10 minutes. Les températures d'équilibre correspondantes pour le boitier en
aluminium sont environ 52°C et 35°C.

4.2.8. Etude d’une configuration présentant une symétrie

Dans certains problémes, une configuration géométrique se répéte, ce qui permet de
tirer parti de la symétrie dans la formulation des équations nodales, réduisant ainsi le nombre
de nceuds nécessaires pour résoudre le probléme. Dans ce qui suit, nous considérons un
matériau contenu entre deux parois avec des nervures saillantes, comme le montre la figure
4.8(a). La section entre les lignes pointillées se répéte ou est une image miroir d'elle-méme et
peut étre utilisée pour analyser I'ensemble du probleme du mur. Le systéme est configuré sous
la forme de 15 noeuds sur 15 pour représenter la section répétitive. Le bloc A1:015 est utilisé
pour la formulation Excel, dont certaines parties sont illustrées a la figure 4.8(b). La nervure
100° depasse la surface 100° avec des valeurs fixes saisies pour les nceuds A9:A15. De méme,
la nervure 0° dépasse la surface 0° de sorte que des valeurs constantes de zéro sont entrées

dans les cellules O1:07.

100 *

Figure 4.8 (a) : Schéma d’une nervure saillante.

64



Chapitre 4

Résultats et discussion

A B C D E F 6 H
10 0 0 0 0 0 0 0
2 Z{ALPBMAY/A |H(AMBLBHCYM  |{BHCLCHDI/A  |[CHDLDMEN[E  [(DHELERED)E  |[EMFLEMGI)/E  |FHGLGHH2/E  |<{G2H1H3H2)/
3 ={AMPBMAM/A |(AMBMBACID  |(BRCHCUDIMA  |[CHDHDMEIA  [(DHEMEAEI  |[EMEMEMGI  FHGHGHHI  |={GIH2HANI)
4 =(AR2BSHAS)/A |(AMBBSHCA)E  =(BAHCHCHDA)A |<(CHDMDSHEM/S  |-(DAEMESHY/S  |HEMFMFHGA/E  SFHGHGHHY/E  |{GAHIHEHA)/Y
5 =(Ad+2B6+AG)(A |<(ASHBABECS)/ |=(BS+CHHCHDS)/4  |<[CSHDMDEHES)/A  |<(DS4EMEGHS)/A  |<{ESeFAFBIGE)/A  |-[FHGMGHHHE)A  |<{GEHIHEHS)A
6 =(AS:2"BT4AT)/A |(AG+B5+BT+CE)fA  |=(B6HCS+CT4DE)/A  |-[CE+DS+D7+EG)A  [<(DB+ESEV4FG)A  |=[EGeFSHFT4GE)A  |=[FO+GR+GT+HE)/2  |={GEHS+HTHE)/A
7 ={A6:2°BR+AR)/A |(ATsB6BSICT)/A  |[BT+C6+CB4DT)/A  |[CT+DGIDBET)4  |<(DTEGHERHFT)A  |[EMEGHFR4GT)/A  |(FT+GE:GR#HT)/4  |<{GT+HGHHBHT)/A
B ={AT:2°BO+AQ)/A |(ABBT+BO+C)fA  |(BB+CT:CO4DB]/A |-(CB+DT+DOEB)A  (<(DBET+EQ4FB)A  |[EB+F7+FO4GB)/A  |=[FR+GT:GO:HB)/1  |={GB+HT+HOHB)/A
9 100 <(AGBS+BI0HCO)/A  |{BO+CBACINDO)/A  |<[CO:DSDIOWEY)A  [<(DOEBEIDHFO)/A  |[EO+FR+FI04GO)/A  |<(FH4GRIGI0HHO)/A  |<{GO+HB+HIO0HD)/A
10 100 =(A10+B9+B11+C10)/4 |<{BA0HCR+C114DI0)/4 |<(C10:DHDILEL0N/A |={DAO+EOEILHFI0)/A |=(ELHFOF114G10)/4 |=(F10+GO+G11+H10}/A |=(G10+HG+HI1+10)/4
11 100 =(A11+B10+B12+C11)/4 | ={B11+C10+C124D11)/4 |=[C11+D10+DI24E11)/4 |=(DIL+EIOHT24F11)/4 | ={EL14F10+F124G11)/4 |{F11+G10+G12:H11)/4 |={G11+H10+H124111)/4
12 100 =(A124B114B13+C12)/4 | ={BA2C11+C13:D12)/4 |<[C12DIHDIBHEL)/A |<(DIHELHEL3F12)/4 | <{E124F114F134612)/4 |<{F12+G11+G13:H12)/4 |={GL24H11+H13412)/4
13 100 =(A1}+B12+B14+C13)/4 | ={BIHC12+C14:D13)/4 |=[C13:D14DIMELI)/A |=(DIHELHELIF13)/A | ={E134F12+F18+G13)/4 |{F13+G12+.G14:H13)/4 |={G13+H124H144113)/4
14 100 =(A1MBI34B15+C14) /4 | =(BAHCI}CI5+D14)/4 |=[C1ADIHDISHELA)/A |=(DIA+EI3HEI54F14)/4 | ={F1A+F13+F15+G14)/4 |=[F18+G13+G15:H14)/4 |=(G1A+H1+H15+14)/4
15 100 100 100 100 100 100 100 100

I J K L M N 0
10 0 0 0 0 0 0
2 (H2H14342)/4  |S(I24114134K2)/A  |=(I24K1+K34L2)/4  |(K2+L1403+M2)/3  |(12+4MI1+M3N2)/2  |=(M24N1+N3+02)/4 |0
3 (H3H24443)/4  |S(13+24K3)/A  |SIKMKMLI)A  [(K3+2614M3)/3  |(I3+M2+MAN3)/1  |=(M3+N24N:O3)A |0
4 =(HMBH504)/4  |(18+1345K8)/4  |=(+K3+KSHAYA  |=(KaeL3+I54MA)/2  |<(L+M3I+ME+NA)/4  |<(MAN3+N5:04)/2 |0
5 =(H5+MH6+5)/4  |=(I5+14406+K5)/4  |=(J5+Ka+K6H5)/4  |=(K5+l4+164M5)/1  |=(I5+MA+MG+NS)/4  |<(M5+NA+N6:05)/4 |0
6 |<[H6HSHTHIE)/A  |=(I6+I5H7+KE)/ |={I6+KS+KT4L6)/4 |=(KG6+L5eL7+M6)/a  |=(L6+M5+MT+NG)/A  |=(M6+N5+N7+06)/4 |0
7 |Z[HTH6HBHT)/4  |=(ITHI6HBKT)/A |=(I7+KG+KBHLT)/A  |=(KT+L6+L8+MT7)/a  |(L7+ME+MB+NT)/2  |=(M7+N6+NB+O7)/4 |0
B |Z[HBHTHOHIB)/A  |=(IB+I7+I0+KB)/A |=(IB+KT+KO+18)/4  |=(KB+L7+l0+M8)/4  |-(1B+M7+MO+N8)/4  |=(MB+NT+NO+0B)/4  |=(2"N8+07:00)/4
9 |<[HOHBH10+19)/4  |<(I9+I8+110+KO)/4  |={JO+KB+K10+419)/4  |=(KO+1B+L10+MO)/4  |<{10+MB+MI0+NO)/A  |=(MO+NB+N10+09)/4  |={2*N9+08+010)/4
10 =(H1049+11+110)/4 |={110+J3+J114K10)/4 [=(110+K0+K11+110)/2 |=(K10+9+411+M10)/4 |=(L10+MO+M11+N10)/2 |<(M10+NO+N11+010)/4 |={2*N10+09+011)/4
11 =(H11+410+1124111)/4 |={111+J1041124K11)/4 [={111+K10+K12:4111)/4 |=(K11-+110+112+M11)/2 |<(L11+M10+M124N11)/4 |=<(M11+N10+N12+011)/4 |=(2*N11+010+012)/4
12 =(HI24111+113+112)/4 |={12+J10:4113+K12)/8 [=(112+K11:+K134112)/2 |[<(K124112+113+M12)/ [<(L126M11:+M13+N12)/4 |=<(M12+N11+N13+012)/4 |=(2*N12+011+013)/4
13 =(H13+112+114+113)/4 |={113+J12:41144+K13)/4 [={113+K124K146113)/2 [<(K13e1124114+M13)/2 [<(L13eM12+M13+N13)/4 |=(M13+N12+N14+013)/4 |=(2*N13+012+014)/4
14 =(H14+113+115+114)/4 |={114:J134115+K14)/4 |={114+K13+K154114)/4 [<(K126113+115+M14)/2 [=(L136M13+M15+N14)/4 |=(M12+N13+N15+014)/4 |=(2*N14+013+015)/4
15 100 100 100 100 100 100 100

Figure 4.8(b) : Formules nodales utilisées.

Toutes les formules nodales sont de type nodal intérieur, mais celles des cellules A2:A8 et
08:014 impliquent des températures d'image miroir telles que la température a gauche du nceud A2

serait étre le méme que celui de B3. De méme, la température a droite du nceud O8 serait la méme que
celle du nceud O8. N8. Ainsi, 2*B3 et 2*N8 sont saisis dans les formules et ainsi de suite. Une fois
qu'une formule caractéristique les formules de cellules similaires peuvent étre copiées et dupliquées.
Les autres formules de nceuds intérieurs peuvent étre copiées et dupliquées de la méme maniere, et
certaines des entrées sont illustrées a la figure 4.8(b).
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Figure 4.8 (c) : Représentation numérique et graphique des résultats obtenus.

Lorsque la solution itérative est effectuée, les résultats apparaissent comme le montre
d'un graphiqgue a mailles

la figure 4.8(c) ci-dessus,

accompagneés

métalliques
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tridimensionnelles et de vues en plan et en élévation des profils de température. Les solutions
sont illustrées a la figure 4.8(d).

H— W -
30 sS4 80 (— \‘\‘\‘I‘-“-‘“‘i’ = 80-100
o : PR LT T —
60 S5 A \\‘\\‘ \ LY
ig "S6 60 —‘\\\\\!‘h‘!““ = 60-80
20 il WBRRERRE .
20 2 s9o o “\\\“““““ = 40-60
lg mS10 20— ‘!\““‘\‘\‘\“\
ms11 “““\\

N
N ‘_“i “\\
s14 s9 !“““““‘\\:\ ®0-20

S15

|
=S12 “\ = 20-40
s13 s N

15 s1 9
13 7
. 7 g 11 , 3 5

1 3

Figure 4.8(d) : Représentation graphique en 3D des résultats obtenus.

A titre de comparaison, les profils de température d'un mur et d'une seule nervure en
saillie @ 100°C entourés de trois murs a 0°C sont illustrés a la figure 4.8(e).

95100 G095 8500  [B0-& 7580
o775 [O65-M 606 5560 05055
04550 4045 03540 O30 03530
o235 pQl5-A OIS OS50 o5 —
— 51
_-i:‘]: -_'_,-f - 100 | - E0-80
s, W
by ”J—’f} 53 0 D70-80
7 4 [ 60-70
IR i 7
'|IIII t &0 05060
& ‘.L [ 56 5o | o450
57
|L \ \\\":. 40 | O30-40
‘1 . [y B -
., O 20-30
'|l~ ;
o~ = 20
L". O10-20
=10 10
- s11 p D00
512
13 12 11 10 & & 7 & 5 4 3 2 1

Figure 4.8 (e) : Profils de température d'un mur a une seule nervure.
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4.2.9 Conduction dans un solide a matériaux composites

Considérant un solide composite illustré a la figure 4.9(a). Le matériau extérieur est de
10 x 24 cm avec un insert de matériau intérieur de 4 x 10 cm centré verticalement et
horizontalement. Nous réglons le probléme avec la surface supérieure spécifiée comme T =0,
tandis que les cellules indiquées F12, G12 et H12 peuvent étre utilisées pour fournir des
entrées pour les températures des 3 autres surfaces. K est spécifié dans le modéle avec la
cellule B51.

27
28
29
30
31
a2
a3
34
a5
36
a7
33
a9
40
41
42

& &R &

47
48
49

Figure 4.9 (a) : Nomenclature d’un matériau composite.

Il n'y a pas de limites de convection, donc nous n'avons que des nceuds intérieurs, qui
peuvent étre écrits en utilisant la cellule C6 et la copie et dupliquée, et les nceuds d'interface
entre les deux matériaux. L'emplacement des cellules de la feuille de calcul est indiqué a la
figure 4.9(a). L'installation offre un nombre illimité d'alternatives grace a l'affectation de
valeurs a la température limite. Nous choisissons lI'ensemble :

Température de la surface gauche = 100
Température de surface droite = 300
Température de la surface inférieure = 0

Température de la surface supérieure =0
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Les trois ratios extrémes de conductivité thermique sont :

1. K=1.0: Les deux matériaux ont les mémes propriétés

2. K = 0.0001 : Matériau intérieur bon conducteur, matériau extérieur bon isolant.
Matériaux de I'échantillon (cuivre et fibre de verre).

3. K =10000 : Matériau intérieur bon isolant, matériau extérieur bon conducteur.

Il y a trop de nceuds pour afficher toutes les solutions numériques, c'est pourquoi nous
avons donné des diagrammes tridimensionnels a mailles metalliques des distributions de
température pour illustrer les effets. Le premier cas ou K = 1 est illustré a la figure 4.9(c) , les
valeurs trouvées dans ce cas sont illustrées a la figure 4.9(b) et on remarque une variation lisse
de la surface de la température est présentée. Cette solution est indépendante de la valeur
numérique de la conductivité thermique du matériau.

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
a9

41
42

& 5| B8
slelelsls|slslslslsls el ls]s s |s]s s 5 5 -

a7

Figure 4.9(b) : Valeurs numériques trouvées pour k = 1.0.
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Figure 4.9 () : Représentation graphique de 1" cas K = 1.

La solution pour le deuxieme cas est donnée a la figure 4.9(d) et indique a quoi on peut
s'attendre : des gradients de température importants dans le matériau isolant extérieur et de trés
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faibles gradients de température dans le matériau intérieur. la partie supérieure plane du matériau
intérieur a conductivité élevée qui résulte des faibles variations de température.

Figure 4.9 (d) : Représentation graphique de 2™ cas.

La solution pour la troisieme situation est illustrée a la figure 4.9(e) et montre exactement
le contraire de celle de la deuxiéme situation : des gradients de température élevés pour le
matériau intérieur et des gradients relativement peu élevés pour le matériau extérieur.
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Figure 4.9(e) : Représentation graphique de 3°™ cas.

Des vues en plan et en élévation ont été incluses pour les trois cas afin d'illustrer

davantage les effets du gradient de température.
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4.2.10. Etude d’une ailette en saillie

La figure 4.10(a) correspond a un schéma d'une ailette en saillie refroidi par un
environnement de convection, des solutions numériques illustrées a la figure 4.9 (b), pour
correspondre a la configuration géométrique quatre représentations graphiques des résultats
sont définis a la figure (c).

[ 4] E F G H I J
23
24 h,
25 e T.. = 100
26
27
28
29
30
31
32
33 T =300
34 &

25
36
37
38

29

Figure 4.10 (a) : Schémad'une ailette en saillie.

Lorsque la procédure d'itération est exécutée, la solution apparait comme illustré a la
figure 4.10(b) avec un graphique en treillis métallique des températures.

D E F G H | ]

Figure 4.10 (b) : Valeurs numériques obtenus.
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Enfin, les résultats obtenus aprés I’exécution sont montrés sous forme des graphes 3D
et 2D sur la figure 4.10(c). Les températures sont considérablement plus basses que celles
obtenues avec une limite de convection. La différence est représentée graphiquement sur

I'afficheur a mailles métalliques.
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Figure 4.10 (c) : Représentations graphiques des résultats.

La solution est semblable a celle de 3™ cas, mais differe Iégérement en raison de l'arrondi de

4.2/13a4,67.
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Conclusion générale

Afin de mettre au point notre travail, il a fallu en premier maitriser les fonctions et les
instructions de base du logiciel Microsoft Excel.

L’objectif de ce faire est de mettre en évidence la résolution de problémes thermiques,
dans ce cadre, nous avons étudié numériquement 1’équation de la chaleur en régime
permanant et transitoire. En utilisant une revue bibliographique sur le transfert en conduction,
ainsi les techniques de résolution utilisées en méthodes numériques pour la discrétisation des
équations régissant le probleme.

Dix cas pratiques ont été traités avec le succes. Les résultats obtenus sont en bonne
concordance avec ceux données dans la littérature (J. P. HOLMAN).

Les cas traités ont porté essentiellement sur :

La répartition de la température dans une plaque bidimensionnelle.

La distribution de la température dans une ailette droite bidimensionnelle.

Un bloc de 1m? avec et sans conditions aux limites de rayonnement.

La conduction dans une plagque avec source de la chaleur et aux conditions aux limites
de contacts.

La conduction transitoire dans un bloc durant 1’établissement du régime permanent.

HowbdRE

Le refroidissement d’un solide ailetté en aluminium.

Le chauffage transitoire d'un boitier électronique dans une armoire électrique.
L’¢étude d’une configuration présentant une symétrie.

La conduction dans un solide & matériaux composites.

10. L’étude d’une ailette en saillie.

© oo NG

Lescas 1, 2, 3, 4, 8, 9 et 10 sont en regime permanant et les autres cas 5, 6 et 7 sont en
régime transitoire.

En perspective, nous recommandons 1’extension de cette étude a des configurations
géométriques dont les frontieres sont courbées. C'est-a-dire 1’utilisation des équations (2.26)
et (2.27).

Il est aussi souhaitable de confronter les résultats obtenus a 1’aide du logiciel Excel
avec les résultats obtenus a 1’aide des solutions analytiques de certains problémes rapportés
dans la bibliographie disponible.
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