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Introduction générale

« Rien ne se passe dans le monde qui ne soit la signification d’un certain maximum ou
d’un certain minimum.» «L.Euler ».

L'optimisation et plus particulierement la programmation mathématique, vise a résoudre
des problémes ou I'on cherche a déterminer parmi un grand nombre de solutions candidates,
celle qui donne le meilleur rendement. Plus précisément, on cherche a trouver une solution
satisfaisant un ensemble de contraintes, et qui minimise ou maximise une fonction donnée.
L'application de la programmation mathématique est de plus en plus en expansion croissante
et trouve beaucoup d'applications dans plusieurs domaines pratiques.

Faire de la programmation mathématique, c¢’est d’abord considérer un mod¢le. Celui-Ci
appartient a une catégorie de modéles normatifs, ¢’est-a-dire de modeles qui donnent une
mesure, suivant un ou plusieurs critéres, qu’il s’agit ensuite d’optimiser. Ce qui permet
d’obtenir les meilleures mesures dans un espace de solution défini par les relations existantes
entre les différents parameétres et variables du systeme modélisé.

En effet, la programmation mathématique monocritere se résume a rechercher un
n-uplet x*dans R™ qui maximise (ou minimise) une fonction scalaire (fonction objectif) sous
des contraintes. De tels problémes se formulent généralement ainsi :

max f(x),
o)
S={x€eR"/h(x) =0,9(x) <0,x € X} (D

c.

Ici toutes les contraintes d’inégalités sont non strictes, vu que les problémes ou apparaissent
des contraintes d’inégalités strictes sont assez difficiles, & cause du fait que le domaine
réalisable ne sera plus nécessairement fermé. Sachant qu’on peut toujours remplacer une
égalité par une paire d’inégalités non-strictes, on pourrait formuler un modele général ou il
n’y aurait que des contraintes d’inégalités.

L'optimisation quadratique est I'une des théories de la programmation mathématique la
mieux adaptée a la formulation des probléemes pratiques [35]. Cette branche est tres im-
portante d'un point de vue pratique que théorique.

Plusieurs méthodes ont été développées pour la résolution de ce type de problémes,
parmi lesquelles on peut citer :

v' L’activation des contraintes [1] : elle est utilisée dans le cas ou S est donné par des
contraintes d’inégalités, et oU on considérera certaines contraintes d’inégalités comme
des contraintes d’égalités pendant un certain nombre d’itérations. Cette méthode est
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utile pour les problemes de taille raisonnable, ou pour lesquels on a une idée des
contraintes actives (contrainte d’égalité) a 1I’optimum.

v Algorithme du gradient avec projection [2] : Cet algorithme est utilisé dans le cas
ou S est un convexe fermé non vide de R" et le probleme min,.sl|x — x,|| admet une
solution unique. C’est la projection de x, sur S, notée P;x,. Cet algorithme géneére la
suite des itéreés par la relation xy,,-p (X — argy). La méthode du gradient avec
projection est un algorithme efficace pour identifier les contraintes actives en la solution
en un nombre fini d’étapes ; c’est pour cela qu’elle peut étre combinée avec la méthode
de I’activation des contraintes.

v Les algorithmes de point intérieur [3] : Ces méthodes, étudiées maintenant depuis
plus de 20 ans, ont d’abord été développées en 1984 par Karmarkar [4] dans le cadre de
problémes linéaires, avant d’étre généralisées a d’autres problémes plus généraux,
notamment la programmation quadratique et/ou convexe [3]. Dans cette méthode, les
itérés approchent la solution par I’intérieur de S et nécessitent un nombre d’itérations
qui croit de fagcon polynomiale avec le nombre de variables.

Avant 1984, tout probléme d'optimisation linéaire se résolvait par la méthode du
simplexe développée par Dantzig [5] ou par une variante de celle-ci. Des recherches ont été
menées pour mettre au point une autre méthode mais aucune de celles proposées n‘améliorait
celle du simplexe. Aussi, pendant une quarantaine d'années, cette méthode domina
I'optimisation linéaire. Puis, dans les années 70, la théorie de la complexité devint une partie
intégrante de l'optimisation linéaire, si bien que les méthodes développées doivent converger
en un temps polynomial, c'est-a-dire de résoudre le probléme en un nombre d’opérations qui
doit étre borné par un polynéme fonction de la taille du probleme. Mais la méthode du
simplexe n'a pas cette propriété, comme I'ont montré Klee et Minty [6]. On se demanda alors
si un algorithme d'optimisation linéaire avait cette propriété. En 1979, Khachian proposa un
algorithme de programmation linéaire appelé méthode des ellipses de Khachian [7]. Bien que
convergeant polynomialement en théorie, cet algorithme convergeait en pratiqgue moins vite
que le simplexe. Toutefois, Khachian montra théoriqguement I'existence d'algorithmes a
convergence polynomiale. 1l restait maintenant a en trouver qui soient efficaces en pratique.
Ce que fit Karmarkar en 1984 [8]. Il proposa en effet un algorithme de points intérieurs a
convergence polynomiale pour résoudre des problemes d'optimisation linéaire. Cela provoqua
un regain d'intérét pour les méthodes de points intérieurs, aussi bien en programmation
linéaire qu'en programmation non linéaire.

Le succés des méthodes de points intérieurs pour la résolution des problemes de pro-
grammation linéaire entraina son extension aux problemes de programmation non linéaire et
en particulier aux probléemes de programmation quadratique convexes [9,10] ainsi qu'aux
problémes non linéaires convexes [11,12]. Il en découla I'envie de généraliser cette approche
aux problemes non linéaires et non convexes. El-Bakry et al. [13], McCormick et Falk [14],
Akrotirianakis et al. [15], Nocedal [16,17,18] ont développé des algorithmes du type primal-
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dual a convergence globale pour les problemes non linéaires non convexes. Une bibliographie
compléte des différentes versions de ces méthodes peut étre trouvée dans [19].

Le mémoire que nous présentons ici propose un algorithme de résolution d’un
probléme de programmation quadratique convexe a variables bornées. En s’inspirant de la
méthode directe de support pour la résolution d’un programme linéaire, congu par R.
Gabassov et F.M. Kirillova [20,21], une nouvelle méthode dite adaptée pour la résolution
d’un programme quadratique convexe a variables bornées a été réalisée, dont I’avantage par
rapport a la méthode de simplexe [22] réside dans le gain en temps et en espace mémoire
qu’elle présente. L’avantage réside aussi dans le fait qu’elle manipule les bornes des variables
telles qu’elles se présentent ; sans chercher a les modifier. De plus, elle permet de calculer les
solutions optimales a € prés ou € est un nombre positif ou nul choisi a ’avance.

Ce travail commence par une introduction et s’articule autour de quatre chapitres.
Dans le premier chapitre, on a passer en revue quelques rappels d’algébre et certains résultats
classiques importants, concernant les fonctions quadratiques, la convexité, les conditions
d’optimalité de Karush-Kuhn-Tcher. Nous avons aussi exposé une variante de la méthode de
Wolfe, proche de la méthode du simplexe, adapté au cas standard.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution du méme probléme standard par la
méthode directe de support.

Dans le troisieme chapitre, on présente 1’algorithme de la méthode adaptée de support
pour la résolution d’un programme quadratique convexe a variable bornées.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’implémentation des deux méthodes précédentes
sous le logiciel MATLAB. On achéve notre travail par une conclusion générale.



Chapitre I : Rappels sur I'algebre linéaire et la programmation mathématique

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels sur l'algébre linéaire et la programmation
mathématique.

On rappelle tout d'abord les propriétés essentielles des formes quadratiques, ainsi que la
notion des ensembles et fonctions convexes. Par la suite, on résume les résultats
fondamentaux sur I'optimisation non linéaire a la fin on expose une variante de la méthode de
Wolfe.

1.1.1 Vecteurs et matrices

Définition 1.1.1 : Soient n,m € N*. Une matrice d'ordre m x n a ccefficients dans R est un
tableau a deux dimensions, ayant m lignes et n colonnes, representé sous la forme suivante :

a1 0 Ayp
A=AQD={a i€lje))=( ¢ = i
dm1 " dmn

Ourl = {1,2,....,m}et] = {1,2,...,n} représentent respectivement I'ensemble des indices
des lignes et colonnes de A. Pour des calculs pratiques, la matrice A se note aussi

AT a1
AY “2j
A=(ayay o Ajy e a)=| . | aj=ALj)=] - |
AT .
j
A.zn amj

Tel que a; est un vecteur-colonne de dimension m.

AT = A(L, ) = (aip, Qigy e eon oo a;,) estun vecteur-ligne de dimension n.
La matrice A est dite carrée si on a n = m ; de plus, si A = AT, la matrice est dite
symetrique. La matrice identité d'ordre n sera notée I,,.

1.1.2. Matrices et vecteurs partitionnés

On peut effectuer le produit d'une matrice A et d'un vecteur x, apres les avoir parti-
tionnés judicieusement. On dit alors qu'on a effectué le produit par blocs. En effet, si I'on a

A=[A4,),  x= [i—j

Alors en peut écrire :

x
Ax = [A]|4,] [x_l] = A1x; + Azx;
2
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De méme, pour

A A X1 b,
A=|: 11 12:|, X = —:|, b = _]
Az Az X, b,

L’équation Ax = b peut alors s’écrire :

{A11x1 + Ajpx, = b1}
Azyx1 + Azpx, = by

On peut partitionner une matrice d'une maniére arbitraire. Par exemple, si A = A(I,]) est une
matrice d'ordre (m x n), Js et Jy sont deux sous-ensembles quelconques de /, tels que :

Jgl=m,JgUJy =], JgN/y = 9,
alors on peut partitionner A de la fagon suivante :

A= (al, [ Y Ajy woneen s an) = [Ag|AN],
avec
Ag = A(LJp), et Ay = A(l,]n).
Six =x(J) =x= [i—z] avec xg = x(Jg) , xy =x(Jy) , alors on peut écrire :

n
Ax = Z ajx; = Z a;x; + Z ajxj = A(l,Jg)x(Jg) + AL, Jx)x(y) = Apxg + Ayxy.
j=1

Jj€iB JEIN
1.2. Espace vectoriel

Un vecteur (point) x de R™ est une collection ordonnée x = (x4, X5, e vo.., X)) de n
reels x;, j = 1,2,...,n appelés composantes de x. Le nombre n est appelé dimension du
vecteur.

L'espace R™ est I'ensemble de toutes les collections de ce type. Il est muni des deux
opérations linéaires de base :
» Addition : La somme de deux vecteurs x,y € R™ est un vecteur de R™, defini par :

x+y=0;+yL%+ Vo e, X +1)7, (1.1)

> Multiplication par des réels : Soit x = (xy,x3, ... ....., x,)T un vecteur de R™.La
multiplication du vecteur x par le réel A est aussi un vecteur de R", défini comme suit

Ax = (Axq, Axp, eer e, Ax)T, (1.2)

La structure que nous obtenons (I'ensemble de tous les vecteurs n-dimensionnels avec
les deux opérations qu'on vient de définir) s'appelle I'espace vectoriel reel.
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1.2.1. Sous-espace linéaire

Un sous-ensemble S non vide de R™ est appelé sous-espace linéaire de R™ si les deux
operations (1.1) et (1.2) sont stables dans S, autrement dit :

Vx,y €S, Va,f ER = ax + [y € S.
1.2.2. Sous-espace affine

Un sous-ensemble A de E est un sous-espace affine si :

Vx,y €A, VaER, ax +(1— a)y € A.
Autrement dit, un sous-espace affine contient toujours la droite passant par deux de ses points
xety.

1.2.3. Combinaison linéaire
Etant donnés k vecteurs a4, a,, ...., ai, et un ensemble de k scalaires A4, 1,, ...., 4, . Le
vecteur b est dit combinaison linéaire des vecteurs {a;};=,, ., S'il s'écrit sous la forme :
b = Alal + Azaz + i +/1kak. (13)

L'expression (1.3) peut étre écrite sous forme du produit d'une matrice et d'un vecteur comme
suit :

|
b= (al,az,...,ak)| . | = A),

\./

Ou a; est la j®*™¢ colonne de la matrice A4, et A; est le j®*™e élément du vecteur colonne A.

Une combinaison linéaire ou tous les ccefficients sont nuls est appelée combinaison linéaire
triviale ; dans le cas contraire elle est appelée combinaison linéaire non triviale.

1.2.4. Indépendance et dépendance linéaire

Les vecteurs a4, a,, ... a, sont dits linéairement indépendants si :

b =)lla1 +Aza2 +“‘.....+/1kak =0= Al :/12 = :Ak =0
Les vecteurs a;,i = 1,...... ,k, sont dits linéairement dépendants s'il existe une combinaison
linéaire nulle de ces vecteurs, avec des scalaires 4;, j = 1, ......., k, tous non nuls.

1.2.5. Noyau et image d'une matrice

Définition 1.2.1. Soit A une matrice d'ordre m X n.
» Lenoyau de A est I'ensemble
N (A) = {x € R™": Ax = 0},
» L'image ou l'espace image de A est I'ensemble
R(A) = {y e R™ : 3x € R™, Ax = y}

6
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Proposition :
» N (A) est un sous-espace vectoriel de R".

> R(A) est le sous-espace vectoriel de R™, engendreé par les colonnes de A.
1.2.6. Rang d'une matrice

Définition 1.2.2. On appelle rang d'une matrice, la dimension de I'image de la matrice A:
rang(A) = dimR(A). 1.4
Théoreme 1.1. "Theoreme de la dualité™
Soit A une matrice d'ordre m x n, alors
dim R(A) = dim R(AT) ourang(A) = rang(A").
Théoréme 1.2. ""Théoreme du noyau-image"*
Soit A une matrice d'ordre m x n, alors
dim R(A) + dimN(AT) = n.

1.3. Sous-espace complémentaire orthogonal
Le produit scalaire de deux x et y est le scalaire défini par :

n
xTy = zxiyi =x1y1 +  + XY
i=1
Le produit scalaire posséde les propriétés suivantes :
> Commutativité : xTy = yTx;
> Distributivité par rapport a I'addition des vecteurs: x"(y + 2z) = xTy + x"z;
> Positivité : xTx > 0 et xTx = 0o x = 0.
Si xTy = 0, les vecteurs x et y sont dits orthogonaux et on note x L y. Deux parties A et B
de R" sont dites orthogonales si :
Ya€A VbeEB, a'b=0.
Soit A une partie de R™. On appelle orthogonal de A, le sous-ensemble de R™ défini par :
At = {xeR"/Va€eA,  xTa = 0}L

1.4. Discussion générale sur I'existence et le nombre de solutions d'un
systeme linéaire

Soienm t et n deux nombres entiers. Un systeme de m équations linéaires a n inconnus
X1, X2, e wee -+, Xy S'€CFIt COMME SUIL :

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl
ay1X1 + Ay X0 + e+ AoynXy = b2

(1.5)

A1 X1 + QX + -+ QX = by

Ou les coefficients a;; sont des réels. Les nombres by,b,, ........, b, sont appelés les
membres libres du systéeme (1.5) ou les seconds membres. En posant

7
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A=(a,1<i<m1<j<n),

AN

Le systeme (1.5) peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :
Ax = b. (1.6)

Tout vecteur x Vvérifiant les équations (1.5) s'appelle solution du systeme. Le systeme
(1.5) est dit compatible s'il posséde une ou plusieurs solutions. Dans le cas contraire, il est dit
incompatible ou impossible.

D'une maniere générale, le systéme (1.6) possede une solution si le vecteur b € R(A),
i.e, appartient au sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de la matrice A. Lorsque le
vecteur b est nul, le systeme (1.6) est dit homogene. Tout systtme homogene posséde la
solution triviale x = 0.

Définition 1.4.1 : Le systéme linéaire (1.6) est dit de rang complet en lignes si :
rang(A) = m, avec < n, et de rang complet en colonnes si rang(A) = n,avecm > n.

Lemme 1.4.1: Soit m < n et rang A = m. Alors le systtme Ax = b admet toujours des
solutions, quel que soit le second membre b :

(a) une solution unique sim = n,
(b) une infinite de solutions sim < n.

1.5. Propriétés des formes quadratiques [24]

Définition1.5.1 : Une fonction F: R™ — R, est dite forme quadratique de n variables
X1, X2, .., Xp Si €lle s'écrit sous la forme suivante :

n
n
Z Z aijxixj = XTAX, (17)
= =t

Ou x™ = (x4, %3, ..., x,,) est un n-vecteur-ligne et A = (a;;,1 < i,j < n) une matrice carrée
d'ordre n.

Pour i # j, le coefficient du terme x;x; s'écrit a;; + a; . En vertu de cela, la matrice
A peut-étre supposee symétrique. En effet, en definissant de nouveaux coefficients

d;; 1<i,j<n,
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On obtient une nouvelle matrice D symétrique telle que :

aij+aji

D=(d .

l],1Sl,]Sn) avec d,_j:d]l:
Il est clair qu'aprés une redéfinition des coefficients, la valeur de la forme quadratique F (x)

reste inchangée pour tout point x € R™:
F(x) =xTAx = x"Dx.

1.5.1. Gradient d'une forme quadratique

Définition 1.5.2: Soit F: R™ — R une fonction réelle continument différentiable. Son
gradient au point x est défini par :

oF
dxq
JoF

ox;

VF(x) = (1.8)

OF
dx,

Soit une forme quadratique et D sa matrice symétrique associée :

F (x) = x"Dx. (1.9)
En écrivant la matrice D sous forme de vecteurs-colonnes
D == (dl' dz, ey dn),

L’expression (1.9) peut se mettre sous la forme suivante
dlx
dfx

. n

F(x) = (xl,xz, s X ...,xn) d-%x = z xjdij.
j =
j=1

dlx
La dérivée partielle de F par rapport a chaque variable x; est donneé par :

oF
_. = xldlj e xj—ld(j—l)j + d};x + X]d” + .- +x1’ld1’lj

ax]
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= xldlj + -+ xj—ld(j—l)j + x]d” + -+ xndn]‘ + d]Tx = Zd]Tx
Par conséquent, le gradient de F (x) est :
VF(x) = 2Dx (1.10)

Définition 1.5.3 : Soit une fonction réelle de classe C?, F: R™ — R. Le Hessien de la
fonction F est défini par :

oF (_OF _9F _OF  OF
ox;  \ 0x;  ox,” " ox;’ " oxy,
d°F 02F
| 0%x, axlaxn\_
= : o (1.11)
0%F 0%F /
0x,0x, 0%x,

Définition 1.5.4 : Soit F : R™ — R une fonction de classe C'. La dérivée directionnelle de F
dans la direction d au point x est :

JoF F(x +td) — F(x) 0F (x + td) 0F (x + td)
= — di 4o ——— 24
ad ook t o,  att T

= VF(x)7d.

1.5.2. Forme quadratique définie et semi-définie positive
Soit F (x) = xTDx une forme quadratique avec D symétrique.

Définition 1.5.5 :
> F (x) est dite définie positive si: x"Dx >0, Vx € R™ et x # 0. Elle est dite
semi-définie positive ou définie non négative si : x"Dx > 0, Vx € R™.

> F (x) est dite définie négative si: x” Dx < 0, Vx € R" et x # 0. Elle est dite
semi-définie négative ou définie non positive si : x"Dx < 0,Vx € R™.

Définition 1.5.6 : Une matrice symétrique D est dite matrice définie positive (non négative) et
onnote D > 0 (D = 0) sielle est associée a une forme quadratique définie positive (non
négative).

1.5.3. Critére de Sylvester pour les formes quadratiques définies et semi-définies

L'intérét du critére du Sylvester est de caractériser une forme quadratique définie ou
semi-définie. Pour cela, considérons la matrice symétrique suivante :
di1diz o dip
D = : . :

dnldnz o dnn

10
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Le mineur de la matrice D, formé des lignes iy, i, ..., i, €t les colonnes jy, j,, ..., j, sera noté
comme suit :
(izeri [dn.dn d?n]
f1»f2» '] B ' . ) .
P dnldnz dnn

Ce mineur est dit principal si i; = ji, i = ja, ..., i = jip, C'est-a-dire s'il est forme de lignes et
de colonnes portant les mémes numéros. Les mineurs suivants

d.-d I
diy dyiy 1f2 - 1n]

Pr=dwb: =g, a,

Dy, =

dnldnz o dnn

Sont appelés mineurs principaux successifs. Alors, le critére de Sylvester se formule comme
suit :

Théoreme 1.3. (Critére de Sylvester)
» Pour qu'une matrice symétrique D soit définie positive (D > 0), il est nécessaire
et suffisant que tous ses mineurs principaux successifs soient positifs :

D, >0,D, >0,..,D, >0, (1.12)

» Pour que la matrice D soit semi-définie positive (D > 0), il est nécessaire et
suffisant que tous ses mineurs principaux soient non négatifs :
D (‘.1’ f2 “"l.P) >0, 1<i; <ip<-<ip<np=12..,n (1.13)
l,lp, ..., lp

1.6. Propriétés des formes quadratiques semi-définies positives

Les matrices symétriques définies ont des propriétés tres intéressantes. En voici
quelques-unes :
Propriété 1.6.1. Soit la matrice D partitionnée de la maniére suivante :

D D
D= ( 11 12).
D21 D32

Si D> 0 (D > 0), alors les sous-matrices principales D;; et D,, sont aussi définies
positives (non négatives).

D'une maniere genérale, toute sous-matrice principale d'une matrice définie positive (non
négative) est aussi definie positive (non négative).

Propriété 1.6.2. Un élément de la diagonale d'une matrice symétrique D définie non négative
ne peut s'annuler que si les autres éléments de la méme ligne et colonne s'annulent aussi.

Propriété 1.6.3. Soit D une matrice symétrique définie non négative. Si x € R" est un point
quelconque fixe tel que x” Dx = 0, alorsonaura:Dx = 0.

11
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1.7 Notions sur la convexité [25]

La convexité joue un réle central dans la théorie classique de I'optimisation. Elle est un
outil indispensable pour la recherche des conditions & la fois nécessaires et suffisantes
d'optimalité.

1.7.1. Ensembles convexes
Définition 1.7.1. Un ensemble C de R™ est dit convexe, si

Vxq,x, € C,A €[0,1],le vecteur x = Ax; + (1 — A)x, € C.
1.7.2. Propriétés des ensembles convexes

Propriété 1.7.1 : Soit une famille {C;},i = 1, ..., k d'ensembles convexes, alorson a :
> C = NK,Cestunensemble convexe.
> C=[IX, C; est un ensemble convexe.

Propriété 1.7.2 : Si C est convexe, et A € R, alors I'ensemble K = {x/x = Ax,,x; € C} est
convexe.

ensemble convexe ensemble non convexe

Fig.1.1 : Ensemble convexe

1.7.3. Fonctions convexes
Définition 1.7.2 : Une fonction réelle F définie sur un ensemble convexe C de R™, est dite
convexe, si pour tous les pointsx,y € C, et pour tout nombre réel positif ou nul A tel que
0 < 1 <1, I'inégalité suivante est vérifiée :

Flx+ @A —=-Dy) <AFX) + (1 —=21)F(y) (1.14)

Définition 1.7.3: Une fonction convexe F(x),x € C, est dite strictement convexe si
I'inégalité (1.14) est stricte pour tous les points x;, x, € C, avec x; # x,etA €]0,1].

12
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fonction convexe fonction non-convexe

Fig.1.2 : Fonction convexe

1.7.4. Propriétés des fonctions convexes

Théoréme 1.5 : Si F est continlment différentiable, les conditions (a) et (b) ci-dessous sont
equivalentes ; de plus, les conditions (a), (b) et (c) ci-dessous sont (equivalentes si F est deux
fois continiment différentiable :

(a) F est convexe;

(b) Vx € C,Vy € C:F(y) — F(x) = [VF®)]T(y — );

(c) Vx € C, le Hessien VZF(x) est une matrice semi-définie positive.

Alors d'apres ce théoréeme, on déduit facilement qu'une fonction quadratique
F(x) = xTDx + cTx est convexe si et seulement si sa matrice associée D est semi-définie
positive.

1.8. Programmation non lineaire avec contraintes [26]

Un probléme d'optimisation non linéaire avec contraintes se formule de la maniere
suivante :

min,es F(x), (1.15)
ot S={xeR"h(x)=0,i=12,..,k,gi(x)<0,i=k+1,..,m}
désigne I'ensemble des solutions realisables. On suppose que les fonctions F et g;
(i =1,...,m) sont de classe C1, i.e., continGment différentiables sur R™.

Definition 1.8.1:
» Un vecteur x € R™ est appelé solution réalisable ou plan du probléme (1.15) s'il vérifie
toutes les contraintes du probleme, c'est-a-dire, que x € S.
> Une solution réalisable x° est appelée solution optimale du probléme (1.15) si

F(x%) <F(x),Vx €S, eton note min,es F(x) = F(x°).

> x° € S est appelé minimum local du probléme (1.15) s'il existe un réel £ > 0, tel que:
F(x%) < F(x),vx € SNB(x% €) ou B(x° &) = {xeRY, [|x — X°|| < ¢}
est la boule de centre x° et de rayon .

13
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Définition 1.8.2 : Soitx € S. On dit qu'un vecteur d € R™ est une direction admissible en x
s'il existe un nombre réel @ > 0, tel que :

x+ad €S, Va € [0,a]. (1.16)
Si x est un point intérieur, alors toutes les directions sont admissibles.

Théoréme 1.6 : Soit la fonction F: R™ — R de classe C!. Si x° est un point minimum local (ou
global) du probléme (1.15), alors pour toute direction admissible d € R® en x°, ona
dTVF(x%) =0 (1.17)

1.8.1. Conditions d'optimalité sans contraintes

Soit le programme non linéaire et sans contraintes suivant :
MiN,egn F(x). (1.18)
La fonction F est supposée au moins deux fois contindment différentiable. Soit x° un
minimum local pour ce probléme. Alors, pour tout o< > 0 assez petit, on a nécessairement :
F(x°) < F(x° + ad),vd € R™
Ceci implique :
F(x° + ad) — F(x%)
m
a—-0*t a
De plus, la direction d = —VF (x?) est admissible, alors
[VF(x®)]TVF(x%) = |I[VF(x?)||? <0 e VF(x%) =0
Ainsi, on a donc le théoreme suivant :

=d"VF(x°) >0

Théoréme 1.7 :(Condition necessaire de premier ordre)
Si x° est un minimum local pour le probléme (1.18), et si de plus F est différentiable en x°,
alors :

VF(x%) =0 (1.19)
Un point vérifiant la condition (1.19) est appelé point stationnaire. Au deuxieme ordre on
obtient :

F(x°) < F(x° + ad),

2
F(x°) < F(x%) + aVF (x°)T + %dTVZF(xO)d + o(a?)

Ou o (a?) dénote une fonction telle que
a(az):o

a?

lim,_,
Comme x° est un minimum local, on a :

0< %2 dTV?F (x%)d + o(a?).

En divisant par a? et en prenant la limite on aura le théoréme suivant :

14
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Théoreme 1.8. (conditions nécessaires du second ordre)
Soit x° un minimum local (global) pour le probléme (1.18) de F sur R et si de plus F est deux
fois continiment différentiable en x°, alors :
(i) VF(%) = 0 (stationnarité),
(i) dTVv2F(x°)d = 0,vd € R™.
Théoréme 1.9 : (Conditions suffisantes du deuxieme ordre) Soit x° un point vérifiant :
(i) VF(x°) = 0 (stationnarité),
(i) dTV2F(x°)d > 0,vd € R",d # 0.
Alors x%est un minimum local strict.

1.8.2. Conditions d'optimalité pour le cas des contraintes linéaires de type égalités

Le probléme se formule sous la forme suivante :
min, F(x)

{gi(x) =ATx—b;=0,viel={12,..,m} (1,20)

Ou F: R™ — R estune fonction continiment différentiable, b est un vecteur de R™ et A une
matrice d'ordre m x n, formée des vecteurs colonnes et lignes suivants:

I/ﬁ%\l [0

A= (@ az wera); A= -|;etg(x)='k |
kAZn/ gm.(x)/

Est une fonction vectoriel définie de R™ dans R™.

Proposition 1.8.1 : Un vecteur d € R™ est une direction admissible au point x si et seulement
Si :
Ad = 0. (1.22)

De plusona, x(a) = x+ad € S,Ya €R.

Remarque 1.8.1 : Pour que I'ensemble des solutions réalisables S ne soit pas vide ou ne soit
pas réduit & un point isolé, on considérera que rangA = m < n.

Définition 1.8.3. La fonction L(x,A) = F(x) + X%, 4;9:(x) est appelée fonction de
Lagrange associée au probléme (1.20).

Le vecteur A = (44,45, ..., 4,n)€R™, formé des multiplicateurs de Lagrange A;, est unique
grace a la remarque (1.8.1).
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Théoréme 1.10 : Soit x° un minimum du probléme (1.20). Alors, il existe nécessairement un
vecteur A € R™ vérifiant
VF(x°) +ATA=0 (1.22)

Si de plus A est de rang complet en lignes, alors A est unique. La condition (1.22) peut
étre donnée autrement, en utilisant la fonction de Lagrange :

V,L(x,A) = VF(x) + ATA = 0. (1.23)

De plus, un minimum local est tout d'abord un point réalisable, qui vérifie :
Ax =b=>VL(x,1) =Ax — b = 0. (1.24)

En combinant les relations (1.23) et (1.24), on obtient alors la condition necessaire
d'optimalité de premier ordre pour le probléme (1.20).

Théoreme 1.11. (Théoréme de Lagrange,)
Soit x® un minimum local (ou global) pour le probléme (1.20). Alors, il existe un vecteur
multiplicateur de Lagrange A°eR™, tel que:

0 70y —
VL(x%,2°) =0 & {Vl"L(x A= 0}

1,25
onL(xO,/lo) =0 ( )

Le couple (A%, x°) est appelé point stationnaire de la fonction de Lagrange.

La condition necessaire du second ordre pour le probleme (1.20) est la suivante :

Théoréme 1.12. Soit x° un minimum local pour le probléme (1.20) et A° un vecteur
multiplicateur de Lagrange vérifiant (1.25), alors la matrice V2F(x°) est semi-définie positive
sur I'ensemble des points de la variété linéaire Ay = 0. Autrement dit,

yTV2F(x%)y > 0,vy € My, = {y = R Ay = 0}. (1.26)

La condition suffisante de second ordre est la suivante :

Théoréme 1.13. Soit (x° A% un couple de vecteurs vérifiant la condition necessaire
d'optimalité de premier ordre du probléme (1.20), i.e

VL(x° 1% = 0.
Pour que x° soit un minimum local du probléme (1.20), il est suffisant que la matriceV2F(x°)
soit définie positive sur le sous-espace vectoriel M.

1.8.3. Conditions d'optimalité pour le cas des contraintes lineaires de type inégalités

Considérons maintenant un probléme non linéaire avec contraintes lineaires de type
inégalités :
{ min F(x)
X
gi(x)=ATx—b;<0,viel ={12,..,m} (1.27)
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Définition 1.8.4. Soit x une solution réalisable du probléme (1.27). L'ensemble des
contraintes actives (saturées) au point x est I'ensemble d'indices suivants :

Iy=I,(x)={i€el:AT = b}

Lemme 1.8.1. Pour les contraintes d'inégalités du probleme (1.27), un vecteur d € R™ est une
direction admissible au point x si et seulement si

ATd < 0,Vi € IH(x) (1,28)

Lemme 1.8.2. (Farkas)
Soit (m + 1) vecteursde R", ¢ A;,i=1,2,...,m,avecm < n.
Si pour chaque vecteur x € R™ vérifiant ATx < 0,i = 1,...,m, on a CTx < 0. Alors il existe
des coefficients ; > 0,i = 1, ..., m, tels que :
c =2 AA; (1,29)

Théoreme 1.14. (Théoreme de Karush-Kuhn-Tucker 1951)[27]
Soit x° un minimum local (ou global) du probléme (1.27). Alors il existe un m-vecteur
A% >0 tel que:
(i) Pour la fonction de Lagrange L(x° A% = F(x%) + X™, A?g;(x%). la condition de
stationnarité est vérifiée :
VE(x%) + X7, 204, =0, (1,30)

(if) La condition de complémentarité (écarts complémentaires) est remplie :
Mg (x> =0,viel (1,31)

1.9. Programmation convexe

L'hypothése de convexité apporte élégance et simplicité a la théorie de I'optimisation. En
particulier, les conditions nécessaires d'optimalité deviennent également suffisantes, et tout le
résultat acquiert un caractére global.

Définition1.9.1 : On dit qu'un probléme de programmation mathématique est convexe
(respectivement strictement convexe), s'il consiste & minimiser une fonction convexe (res-
pectivement strictement convexe) sur un domaine convexe.

L'étude des probléemes convexes et des algorithmes de résolution correspondants est
I'objet de la programmation convexe. L'hypothese de convexité est cruciale en optimisation.
Notons que :

» Les problémes convexes sont synonymes de minimisation.

> Les probléemes convexes sont les bons problemes de la théorie : ceux pour lesquels il
existe des algorithmes de résolution efficaces.

» L'hypothese de convexité ne garantit cependant ni l'existence ni l'unicité d'une
éventuelle solution.
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Pour tout probléme de programmation convexe, nous avons les propriétés suivantes :

Propriété 1.9.1. Soit F une fonction convexe définie sur un convexe C € R". Alors I'ensemble
des points ou F atteint son minimum est convexe.

Propriété 1.9.2. Tout minimum local est minimum global.

Propriété 1.9.3. Si la fonction F est strictement convexe, alors son minimum global lorsqu'il
existe est atteint en un seul point x°.

Considérons d'abord le probléme sans contraintes donné sous la forme (1.18), ou F est une
fonction convexe de classe C*.

Théoréme 1.15. Soit F une fonction convexe continiment différentiable sur R™. Alors les
conditions suivantes sont equivalentes :

() x° est un minimum global de F sur R®;
(ii) x° est un minimum local de F sur R";
(iii) xO est un point stationnaire de F, i.e, VF(x°) = 0.

Considérons maintenant le probleme avec contraintes donné sous la forme (1.27), ou F est
une fonction convexe de classe C?.

Théoréme 1.16. Considérons (x° 1% un couple de vecteurs vérifiant les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker :

(i) VL (x°,1%) = 0, N >0i€el
(i) g (x) =0,i €L
Alors le vecteur x° constitue un minimum global de (1.27).

Démonstration. En effet, le théoreme 1.5 nous permet d'écrire
F(x) —F(x% = (x —x")TVF(x°),vx €S,
d’ou
m
F(x) = F(x% > —ZA?AL-T(x —x9),vx €S.

i=1
Comme A9 = 0,i € I\I,(x?), alors on aura

F(x) — F(x%) > — z 29 AT (x — x°)
i€l4(x9)
> — z'a ( 0),1? (ATx — ATx®)
i€ly(x

>-)  M(ATx—b)20, vxes.
i€l4(x9)

Par conséquent, x° est un point minimum global de F sur S.
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Ainsi, les conditions de KKT sont donc a la fois nécessaires et suffisantes de minimalité
(c'est le théoreme de KKT-convexe).

1.10. Probléme quadratique convexe (P.Q.C)[28]

Il s'agit d'une classe de problémes d'optimisation ou la fonction objectif est quadratique,
s'écrivant sous la forme (x) = 1/2 x"Dx + cTx, , avec D symétrique, que I'on minimise sur
un polyédre convexe fermé. Ce genre de problémes est convexe des lors que la matrice D est
semi-definie positive.

Remarque 1.10.1. On remarquera qu'un probléme linéaire est un probléme quadratique
dégénéré (D = 0), et c'est toujours un probléme convexe.

L’¢étude des problémes quadratiques (convexes ou pas) constitue un domaine propre de la
théorie de la programmation quadratique ; le résultat le plus remarquable est le suivant :

Théoreme 1.17. Tout probléme quadratique convexe dont la valeur est finie admet (au moins)
une solution.

1.11. Résolution d’un P.Q.C. Méthode du simplexe quadratique de Wolfe
(1959) [29]

1.11.1 Introduction

Beaucoup d’algorithmes ont été développés pour la résolution du probléme de
programmation quadratique convexe, mais il serait intéressant de connaitre la méthode la plus
classique de Wolfe, qui n’est autre que la méthode du simplexe 1égérement modifiée.

Le principe de cette méthode est la résolution du systeme de Kuhn-Tucher et consiste a
trouver une solution réalisable pour un systeme linéaire avec une condition supplémentaire de
type x; §; = 0, ol xetd sont des vecteurs de méme dimension, En d’autre termes, c’est
trouver une solution réalisable basique initiale en résolvant un probleme de programmation
linéaire, assujetti a la nouvelle condition. VVoyons les cas suivants :

1.11.2 Cas d’un P.Q.C. standard
Formulons le théoréeme de KKT pour le probléme suivant :

1 .
F(x) = > x"Dx + ¢Tx > min

Ax = b, (1.32)
x>0,

Ou DT=D=>0,ce R, b E R, rangA =m < n.
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Chapitre I :
Ce probléme peut encore s’écrire sous la forme suivante :

1
F(x) = ExTDx + ¢Tx - min

Ax—b <0, (1.33)
—Ax+b <0,
—x < 0.

Le point de minimum x© est alors caractérisé par les équations et les inégalités suivantes :
Il existe deux m-vecteurs 12 > 0, 19 > 0, ainsi qu’un n-vecteur §° > 0 tels que :

(22,23, 23,6 =0,
29" (4x° = b) = 0,

A0 (=Ax® + b) =0,
5% x0 =0

Ax® —b =0,

\x? >0,

Oou
L(x,A1,2,,8) = %xTDx +cTx + AT (Ax — b) + AT,(=Ax + b) — 87x,

oL T -
a(x,ll,lz,é‘) = Dx+C+D Al - A AZ _6

Enposant 1 = 1; — A,, 1 € R™, le point x° est défini par le systéme suivant :

(Dx° +AT2° - 6° = —c, (L))

Ax® = b, (L)
5% x° =0, (Ls)
2°7(Ax° — b) = 0, (La)

x°>0,1° € R™, 6% > 0.

Comme 1’équation (L,) est tout le temps Vérifiée, le systéme se réduit ainsi :

(Dx° +DTA° - 6% =—¢,  (Ly)
J AxT = b, (Ly)
5" x° =0, (L3)

on >0,1° € R™,§° > 0.

Un tel systéme n’est pas linéaire par rapport au multi-vecteur (x°, 2%, 6%) a cause de
I’équation(L3). On obtient donc un systéme linéaire de (n+m) équations a
(n + m + n) Inconnus, constitué des équations (L,) et (L,), avec en plus n fonctions non
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linéaires &;x; = 0,j = 1,n .pour trouver une solution telle que &x; = 0,j = 1,n, il suffit
d’obtenir une solution réalisable basique du systéme linéaire, avec x; basique et &; non
basique vice-versa. Pour cela, on appliquera la premiére phase de simplexe et on choisira
I’indice j, du vecteur qui entre dans la base de telle sorte que les vecteurs colonnes
correspondants a x;q et &, ne se retrouvent pas en méme temps dans la base. Pour appliquer la
méthode du simplexe, il faut alors écrire le systeme (L,), (L,) sous la forme standard, a savoir
que le second membre doit étre positif ou nul, ainsi que le vecteur A° qui doit étre réécrit sous

la forme :

0 _ 0 0 0 0 P —
Al‘ - ai - am+1 ) am+120,ai 20, ,l—l,m.

1.5.3 Algorithme

Algorithme

Début

1.

Fin.

Introduire les données D, A, b, c;
Appliquer les équations de KKT au probléeme ;
Déterminer les équations de KKT ;

Déterminer des parametres du programme linéaire :
Introduire les variables artificielles u; ;

Construire la matrice des contraintes A4 ;

Construire le vecteur de second membre b ;

Construire le vecteur des colts c ;

Initialiser le vecteur solution (x, A, 6, u) ;

Déterminer I’ensemble des indices Jg, /y ;

Extraire les éléments de base xg, cg, Ap ;

Calculer le vecteur des potentiels u” = c5Ag! ;
Calculer le vecteur des estimations Ef, = ul Ay — ¢k ;
Si El, > 0 alors la solution actuelle est optimale ;
Sinon allera (5);

FinSi ;

Déterminer la variable qui entre en base tout en vérifiant la condition

§xj =0,j=1n;

Déterminer la variable qui sort de la base ;

Mettre a jour xg,cg, Ag, ]z, Jy etallerend;
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1.11.3. Exemple numeérique

Soit le probleme quadratique suivant :

F(x) = x? + x;x, + 6x% — 2x; + 8x, — min,

2x; + %, < 5, (1.34)

X, +2x, < 4,
S.c {
X1, %3 = 0.

Le probléme se formule ainsi :

F(x) = x% + xle + 6x% - le + 8x2 4 min,

2x1+x2+X4:5,

x1+2x2+x3 =4‘,
S.c {
X1,X2X3, X4 = 0.

Si (x4, x5, x3, x4) €st un point de minimum de la fonction F(x), alors 31 € R?;

61, 05, 63, 6, = 0telsque:

== —
axl (x; A; 6) - 0;
aL

a_xz (xl A‘l 6) - Ol
aL

6_963 (xl A‘l 6) - Ol

3 :—i(x,l, 6) =0, (1.35)
et

X1+ 2x, +x3 =4,

2x1 +x, + x4, =5,

\ X} 20,5] = 0,]= 1,4,

Ou

L(X,A, 5) = x12 + X1X2 + 6x% - le + 8x2 + /11(361 + ZXZ + X3 - 4‘) + Az(le + xz +
X45) — 81X — 83X, — O3X3 — 84Xy,

Alors on obtient le systéme suivant :
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(:—;=2x1+x2—2+/11+2).2_51=0;
aaTsz1+12x2+8+2/11+/12_62=01

2

aL

0_9632/11_53=0c>/11=63'

oL
| Z=ty-b,=00 =5, (1.35)
et

X, + 2x; + x3 = 4,

2x1+x2+X5=5,

9% =0,

(% >0,8>0,j =14,

C'est-a-dire :
(2x1 + X5 + 03+ 264, — 6, =2, (L1)
X1+ 12x, + 263+ 6, — 6, = =8, (Ly)
X1+ 2x, +x3 =4, (L3)
< 2x1 +x, + x4 =5, (Ly)

l;=0,8 =0, /=14
En multipliant (L) par (-1) le systéme (1.35) c¢’écrit donc :

(2X1 + Xy — 61 + 03+ 26, = 2,
—x1 — 12x5 + 6, — 265 — 6, = 8,
X1 + 2x, + x3 = 4,
12x; + X, + x4 =5,

\x] 2 O, 6] 2 0; _] = 1:41

Nous avons obtenu un systeme linéaire de 4 équations avec 8 inconnues et 4 équations
non linéaires. Pour trouver une solution telle que 6;x; = 0 avec j = 1,4, il suffit d’obtenir une
solution réalisable basique (x,d) du systéme linéaire avec x; basique et &; hors base ou

vice-versa. Pour cela, il faut choisir I’indice j, entrant dans la base de telle sorte que les
vecteurs-colonnes correspondant a x;, et &, ne se trouve pas en méme temps dans la base.

Appliquons la premiére phase du simplexe en considérant le probléme de
programmation linéaire suivant :

Z = —v; — max

le+x2_51+63+264+v1=2,
_x1_12XZ+62_263_64:8,

Sc{X1+2x; +x3 =4, (1.36)
ZX1+xZ+X4, = 5,

23



Chapitre I : Rappels sur I'algebre linéaire et la programmation mathématique

Le vecteur x = (x,6,v,) = (0,0,4,5,0,8,0,0,2) est une solution réalisable initiale basique du
probléme (1.36), avec Ag = (aq, ag, a3, a,) = L,. Dressons alors les tableaux des simplexes
suivants :

X X1 Xy [ X3 | x4 |67 |02 |03 |64 |V

C 0 0 0 0 0 0 0 0| -1
Cp Base | b a, a, |as |as |as |ag |a; |ag | aq 6
-1 ag 2 2 1 0 0 -1 0 1 2 1 1
0 ae 8 -1 -12 | 0 0 0 1 2| -1 0 0 S, =9
0 a; | 4 1 2 |10 0]0|O0|O0|O0] 4 1
0 ay 5 2 1 0 1 0 0 0 0 0 | 5/2

Z=-2 E -2 -1 0 0 1 0 -1 -2 0
Tjo=1

Tabl1.1 : Phase 1 du simplexe

Remarquons que j, = 1 est I’indice qui entre dans la base tandis que 1’indice j; = 9 sort, car
I’indice j = 8 ne peut pas étre choisi a cause de la présence de a, dans la base, et ce, afin
que la condition x,6, = 0 soit assurée.

X | x X, X3 | X4 o 0, O3 0, | 1y
c 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
cg |Base| b | a a, |as | a, | as |ag a; |ag ay, |6
0 aq 1 1 1/2 0 0 -1/2 0 1/2 1 1/2
0 ag 9 0 - 0 0 -1/2 1 -3/2 0 1/2
0 as 3 0 |23/12| 1 0 1/2 0 -1/2 | -1 | -1/2
0 |a 3|0 ]32 |11 1 |0o]| 1 |=2]4
0
Z=0 E|O 0 0|0 0 0 0 0 1

Tab 1.2 : Phase 2 du simplexe

Le critére d’optimalité étant vérifié, il s’ensuit que le vecteur x = (1,0,3,3,0,9,9,0,0,0) est une
solution optimale du probléme linéaire. Par conséquent, la solution réalisable basique du
systéme d’optimalité du probléme quadratique est le vecteur (%, 8 ) tels que

55 (fll le £3) 554-) = (1101313)1

§ = (81,8,,65,6,) = (0,9,0,0).

Donc le point de minimum du probléme (1.34) est le vecteur x° = (1,0), avec F(x°) = —1.
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1.11.4 Systéme d’optimalité pour un P.Q.C. a variables bornees [30]

Soit le probleme de programmation quadratique

1
F(x) = 5 x"Dx + ¢Tx — min,

Ax = b, (1.37)
d-<x<dt,
Ou DT=D=>0,ce R, beR™d,d" € R", rangA =m < n.

Ce probléme peut encore s’écrire sous la forme équivalente suivante :

1 .
F(x) = ExTDx + ¢Tx — min,

Ax—b <0,
—Ax+ b <0,
—x+d <0,
x—d* <0.

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour ce probléme s’établissent comme suit : le
vecteur x° € R™ est un point de minimum pour le probléme (1.37), aussi il existe des
vecteurs 19 >0,43 > 0,60 = 0,82 > 0, tels que

ij

—L(x°,2°,6°) =
0x

0

- %xOTon +cTx0+ 29" (Ax® = b) + 29 (—Ax® + b) + 6% (—x® +d™) + 69" (x° — d+)] =0
29" (4x® — b) = 0,

1 297 (—4x° + b) = 0,

89 (=x° +d~) =0,

59" (x® —d*) =0,

Ax°—b=0,d <x°<d*,

\ 69,69 20,129,149 > 0.

En posant A° = 29 — A3, 1° € R™, le point x° est défini par le systéme d’optimalité suivant :

(Dx° + ATA® — 60 + 69 = —c, (L)

Ax® = b, (Ly)
{89 (—x° +d) =0, (L3)
89" (x0 — d*) = 0, (Ls)

(A% e R™, 80,80 >0, d >x°>d".
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2.1 Introduction

La méthode de simplexe quadratique de Wolfe est la méthode la plus classique pour la
résolution d’un P. Q .C. Dans ce chapitre, on applique la méthode de R-Gabassov et
F.M.Kirillova [20,21] appelée Méthode Directe du Support, pour la construction d’un
algorithme de résolution d’un probléme de programmation quadratique convexe, donné sous
forme standard.

Le principe de cette méthode est le suivant : partant d’un plan de support initial, formé
d’une solution réalisable et de deux matrices non dégénérées correspondant respectivement
aux contraintes et a la fonction objectif, chaque itération consiste a trouver une direction
d’amélioration et un pas maximal le long de cette direction de fagon a améliorer la valeur de
la fonction objectif, tout en s’assurant de ne pas sortir du domaine admissible déterminé par
les contraintes du probleme.

2.2 Position du Probleme et Définitions [31]

Le probleme de la programmation quadratique convexe se présente sous la forme
standard suivante :

F(x)=1;xT D x + cTx - min, 2.1)
Ax = b, 2.2)
x >0, 2.3)

Ou DT =D > 0, c et x sont des n-vecteurs, b un m-vecteur, A une matrice d’ordre m X n,
avecrang A = m < n;I = {1,2,...,m} : ’ensemble des indices des lignes de A4,
J = {1,2,...,n} : I’ensemble des indices des colonnes de A.

soit une partition de I’ensemble J telle que J = {1,2,...,n} =Jg U Iy ,avec Jg NJIn =0,
| Js |:m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la maniére suivante :
X:X(‘]) = (Xj lj E]),

XB
xz(——), Xe =XB)= (Xj ,J€ IB), Xn =X(An)= (Xj ,]JE In),
XN

Cp
cz(--), ce =Cc(Js)=(cj ,J€E I8), cn =Cn)= (¢j ,] € In),

Cn
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alj\
A=A(d)=(aj I<i<m 1<j<n);A=(g,j€d), a=]| - |,

amj
A= (AB | AN ), AB: A(|, JB), AN :(|, JN)

Définition 2.2.1.  Un vecteur x vérifiant les contraintes (2.2) et (2.3) est appelé plan ou
solution réalisable du probléme (2 .1) - (2.3).

Définition 2.2.2. Un plan x° est dit optimal si

F(x°) = %xOT D x% + ¢"x% =min (%xT D x + cTx)

Ou x est pris parmi tous les plans du probleme (2 .1)-(2.3).

Définition 2.2.3. Un plan x¢ est appelé e-optimal ou suboptimal si

F(x®)- F(x°) = %(xg)TD x& +cT x¢ - %(xO)T Dx%—cTx° <¢
Ou x° est une solution du probléme (2 .1) - (2.3) et £ est un nombre positif ou nul, donné a
I’avance.

Définition 2.2.4. L’ensemble /5 < J,|Jz | = m est appelé support des contraintes si
det AB = det A(I,]B) * 0

Définition 2.2.5. Le couple {x,/5 }, formé du plan x et du support Jp , est appelé plan de
support des contraintes.

Définition 2.2.6. Le plan de support est dit non dégénéré si
Xj >0,VjE€ Jg (2,4)

2.3 Formule d’Accroissement de la Fonction Objectif

Soit {x, Jg} un plan de support des contraintes du probléme (2 .1) - (2.3). Considérons un autre
plan quelconque x = x + Ax.

L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :
_ 1 . _ 1
F(x) — F(x) = ixTDx + cTx — ixTDx — cTx

= 1;(x+Ax)TD(x+Ax)+ cT(x+Ax) — 1;xTDx — cTx

27



Chapitre II : Méthode directe de support pour la résolution d’'un P.Q.C. standard

= (A0)"(Dx +¢) + Z(Ax)T DAx,

F(X)- F(x)= gT (x)Ax + %(Ax)T DA x (2.5)

Ou g(x) = Dx + c est le gradient de la fonction (2.1), avec g(x) = g(J) = (gj ,j €))
98 = 9Us) .gn = gUn).

Par ailleurs, on a :

{Af:b o Ax= A(x+ Ax)=Ax+ AAx= AAx =0

Ax =D

En posant Ax = (%),AxB = Ax(Jg) ,Axy = Ax(Jy) -
N

I’égalité A Ax = 0 peut s’écrire AgAxg + AnxAxy = 0;

d,Ofl AXB = —AEI ANAxN (26)

La formule (2.5) devient alors :
F(x) = F(x) = g" , Axg + g7, Axy + 1/2(Axp, Axy)" D(Axp, Axy).
En vertu de (2.6), on obtient donc
F(x) —F(x) = g", (45" AyAxy) + 9", Axy
+1/2 ((—Az! AyAxy, Axy)TD((—Az" AyAxy, Axy)

_ 1 (—A5'Ay\  [(—AF* Ay
= [—gTBABl AN+gTN]AxN+EAxN< IN > D IN AXN.

Ou Iy = Iy(Jy,Jn) est la matrice identité d’ordre (n — m).

Posons
-1

_AB AN T

Iy
On définit le vecteur des potentiels u ainsi que le vecteur des estimations E comme
suit :
u" = gfAg'  ET(D=g' -u'A=(E}, EY)

ou

EF=0,EL =gh—uTAy.
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Finalement I’accroissement (2.5) aura la forme suivante :

— 1
F(x) — F(x) = EFAxy + > (Axy)TZTDZAxy

1
F(x) — F(x) = EfAxy + > (Axy )™M Axy. (2,8)

Soit [y, et Jy+deux sous ensemble de J tels que

Jvo ={jE€EIN/ =0} vy ={jEJn/ x>0}
Les sous-vecteurs xy et Ey peuvent alors étre fractionnés sous la forme suivante :

X
N = (xgi) xno = (%5,J € Ino)sxws = (%5,J € Ine).

E ] .
En = (Egi) VE = (Ej,j € Jno) En+ = (EjJj € Jn+)-

La formule d’accroissement (2 ,8) peut s’écrire :

F(X) = F(x) = ETyolxyo + ET s Ay +5 (Axy)" M Axy. 2.9)

2.4 Critere d'optimalité

Théoréme 2.4.1."Critere d'optimalite’
Soit {x,/g} un plan de support des contraintes du probléme (2.1)-(2.3). Alors les relations
suivantes :

{Ej >0, sij€ Jno (2.10)

Ej=0, sij€ Jys
Sont suffisantes pour I’optimalité du plan x.
Ces mémes relations sont aussi nécessaires, si le plan de support des contraintes est non-
dégenéré.
Démonstration. Condition suffisante :
Soit {x, /g } un plan de support des contraintes vérifiant les relations(2.10). Pour tout plan x
du probléme (2.1)-(2.3), la formule d’accroissement (2.9) nous permet d’écrire :

AF = F(X) — F(x) = EL,Axyo + EL L Axy.,

Car la matrice M est semi-définie positive. D’ou
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F@-F@ 2 ) EEG-x)+ ) E(G-x)

J€JNno JE€IN+

En vertu des relations (2.10), on aura :

F@-F@ 2 ) BT 20,

J€JNno

Car x est un plan du probléme (2.1)-(2.3). D’ou F(x) = F(x).
Le vecteur x est par consequent une solution optimale du probléme (2.1) - (2.3).

Condition nécessaire : Soit {x,/z} un plan de support optimal non —dégénéré du probléme
(2.1)-(2.3) et supposons que les relations (2.10) ne sont pas verifiées, c-a-d, qu’il existe au

moins un indice j, € Jy , tel que
Ejo < 0, pour jo € Jyo OU bien Ejy # 0,pour j, € Jy,.

On construit alors un autre plan ¥ = x + 61, ou 0 est un nombre réel positif, et [ = [(J) est un
vecteur de direction que 1’on construit comme suit :

{ljo = —signkj,
i=0,j#joj€]y

D’autre part, on doit avoir
Ax = Ax +0Al =b & Al = Aglg + Ayly =0
D’ou
lp = —Ag'Axly = Ag*ajosignEj,.
On a donc

le = _SignE‘jo

L =0,j #jo,j €y,
lB = AElajosignEjO

Le vecteur x vérifie la contrainte principale Ax = b. Pour que X soit un plan du probleme
(2.1)-(2.3), il doit en plus vérifier ’inégalité

x=20ex+00=0
Soit, en écrivant composante par composante :
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{el]- =%, J€Ip {Hlf € [—x;, +oo],
Gl]O > _xjo. BSlgnE'JO < ij'

Pour j, € Jyo,OnaEjy < Oetxjo=0=6=0.

Pour jo € Jy+, Ejo # 0 = Ejp > 0 ou Ejp <O0.

SiEj, > 0,comme xj, >0, ona 0signEj, < xjo = 0 < X;.

SiEj, < 0,comme xj, > 0, onaalors Osignkj, < xjo = 0 = —x;o.

Comme x; >0,j € Jp, le vecteur x sera alors un plan du probleme (2.1)-(2.3) pour un
nombre 6 positif assez petit.

La formule d’accroissement (2.8) nous donne
F(%) — F(x) = ETAxy + % (Axy)TMAxy
= OEfly + 0% My
= O(—EjosignEjo + 5 015 Mly)
= 0(—|Ejo| + 5015 Mly) = ¢(6). (2.11)

Pour 6 et [ ainsi choisis on aura —|Ejo| +%91,7[,M1N < 0.D’ou F(x) — F(x) <0, ce qui

contredit I’optimalité de x.

Par conséquent, les relations (2.10) sont suffisantes, et aussi nécessaires pour 1’optimalité du
plan x dans le cas ou x est non dégénéré.

2.5 Critére de Suboptimalité

Pour estimer 1’écart qui existe entre la valeur optimale F(x°) et une autre valeur F(x)
d’un plan de support des contraintes quelconque {x, J5}, il suffit de remplacer dans la Formule
d’accroissement (2.8) le vecteur X par x° et de minorer I’expression. On aura donc :

F(x°) —F(x) > Z E; (xjp - xj).
JEIN
D’ou:
F(x) - F(x° > Z E; (xj—x)).
JEIN
Puisque la solution optimale x° est admissible et en supposant que Ey = 0, nous aurons
(x]p >0,j €)= (x; — x]p < x —0)=>(Ei(x; — xjp) < Ejx;).
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Par conséquent, on obtient la majoration suivante :

F(x) — F(x°) < Z Ex; = B(x,Jp). (2.12)

JEIN
Le nombre B(x,Jg) est appelé estimation de suboptimalité. On a alors le théoreme
suivant :

Théoréme 2.5.1.(Condition suf fisante de suboptimalité)

Soit {x,/g} un plan de support des contraintes du probleme (2.1)
(2.3) et e un nombre positif ou nul arbitraire .
SiEy = 0etsifB(x,Jg) <€ alors le plan x est € — optimal.

Démonstration :
En vertu de (2.12), nous avons

F(x) — F(x°) < Z Eix; = B(x,J5) < € = F(x) — F(x%) <.
JEIN
Alors le plan x est donc € — optimal

2.6. Méthode de résolution :

Avant d’entamer la méthode de résolution donnons quelques définitions essentielles.

Définition 2.6.1 on appelle support de fonction objectif (2.1) I’ensemble des indices
Js © Jy tel que detMg = detM( Js, Js) # 0, 0u M est la matrice (2.7), on posera
Jvn =JIn\Js.
e On appelle support du probléme (2.1)-(2.3) I’ensemble Jp = {Jp, Js} formé du
support des contraintes J et de celui de la fonction objectif Js.
e On appelle plan de support du probléme (2.1)-(2.3) la paire {x, J,} formée du plan x
et du support Jp ; il est ditaccordé si E(Jg) = 0.
e Ladirection | est dite admissible si Al = 0.

Elle est dite I’amélioration si en outre ET1 < 0, (¢(8) < 0).
2.6 .1 Algorithme de résolution :

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de support initial
{x, Jp}, le but de I’algorithme est alors de construire un plan e-optimal x€ ou carrément un
plan optimal x°.

L’itération de 1’algorithme consiste a faire le passage de {x, Jp}, vers {E, jp}, tel que
F(x) < F(x). Pour cela, construisons le nouveau plan x de la maniere suivante :
x =x+ 61, ou | est un n-vecteur appelé direction d’amélioration ; 6 est le pas le long de
cette direction.
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Dans cet algorithme, on choisira la métrique du simplexe. On ne fera donc varier qu’une
seule composante parmi celles qui ne vérifient pas les relations (2.10).
Pour que I’accroissement soit maximal, il faut choisir I’indice J, tel que :
|EjO| = max(lEj|,j E]NNO)’
Ou Jyno € Jy est I’ensemble des indices non optimaux. On calcule [y, de maniére a assurer
ET1 < 0, on posera alors :
lip = —signEjo, l; = 0,j # jo,j € Jun -

On calculera la composante [, de maniére a assurer Ej = Ej(x +01) =0, € Js. Envertu de
(2.7) nous avons :

-1

Ef=(9"597y) <_A'; AN) = g"(0)Z.

N

Comme | = Zly, on aura donc
El=gT(x+0°DZ =E} +0°"DZ = E} + 6°15Z"DZ = E}, + 6% M.
Finalement, on a
Ey = Ey + 0°Ml,.

Puisque E(Js) = 0, alors 1’équation E (Js) = O est équivalente &
M(s ,Js)Us) + Mg, Jnn)lUnn) = 0.
D’ou
(Js) = —Ms Mg, Jnn)LUnn)-
Ensuite, on calcule Ig de maniére a avoir Al =0 :
lp = l(Jp) = —A5 "M (Asls + Aynlyn).
Alors pour I’indice jo, nous avons les formules suivantes pour la construction de la direction
de x Pamélioration I = (1;,j €J) = (IUp), LUs), LUnn):
lijp = —signEj,
L;=0,j#jo,j € Jan
1(Js) = Ms* M(Js, jo) sign Ejo,
\LUs) = 45" [AU.J9)LUs) = A(L, Ljo)sign Eyo)-
D'autre part, le pas 6 doit vérifier les relations suivantes :
1. —Qlj < Xj,j E]B.
2. —Qlj < Xj,j E]S.
3. Bsign Ejp < xjo.

(2.13)

En calculant les différentes valeurs maximales que peut prendre le pas 6 dans ces relations,
onaura:

—x;/l: sil; <O,
9]'1 = mln(HJ), ou 9] = { ]/] /

Jj€JB o, Sl l] 2 0
_ . . _ —X]/l] si l]<0,
= min(®), ove,={ )75 L
0 xj'o si E]O > 0,
Jjo = {OO, si E]O < 0.
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Ensuite, déterminons le pas 6z pour lequel le passage de x a x doit assurer une diminution
maximale de la fonction objectif, i.e, d’apres (2.11) nous devons avoir :

3p(6) _ _
— =0 —|Ejo| + 0lyMLy = 0.

On en déduit que la valeur de 6y est égale a:
|Ejol
HF = ll'l\",MlN ’
0, silkMly = 0.
Par conséquent, le pas maximal 8° le long de la direction | vaut :
90 = min (9]‘0, 9]‘1, 6]‘5, 01:')
Le nouveau plan s’écrit ¥ = x + 0°L. Si Ey = 0 et B(X,Jz) < €, alors le plan X est e-optimal
et on peut arréter I’algorithme.
Sinon, on changera Jp de la maniére suivante :

- Si 6= j0 alorsjg :]ng :]5,7,3 = Jp;

- Si 0% =6y, alors [y = (Jp/j1) Yo s =JsTp = Up Jsh
- Si 0% =5 alors [, =g, Jg =Js/is, Jp = Up Jsk:

- Si 6% =6, alors J, =Jp, Jg =JsUjo Jp = Up Jsk

si (TMly >0,

On recommencera alors une nouvelle itération avec le nouveau plan de support accordé

{%, Jp}

Remarque 2.6.1 : Le passage de {x,/p} — {X, jp} assure les conditions
det Ap # 0, det Mg # 0, et E(J) = 0.

2.6.2 Finitude de la méthode

La finitude de la méthode de résolution présentée ci-dessus est garantie pour peu qu’une
certaine réglé soit observée, a savoir qu’il faut commencer par changer en premier lieu les
composantes non optimales, ne correspondant pas aux composantes critiques du plan courant Xx.
Soit Jyno I'ensemble des indices non optimaux, formés des sous-ensembles suivants :

Innvo =JeYJer
Avec Jp = {j € Jyn/x; > 0,E; # O}etJ.. = {j € Jun/xj = 0,E < 0}.

Théoreme 2.6.1. Tant que J; # @ l'indice j, est toujours choisi dans Jp .

Pour la démonstration de ce théoréme, nous renvoyons le lecteur aux références suivantes :
[28, 6, 32]
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2.7 Algorithme de la méthode

La méthode est résumée dans I’algorithme suivant :

Algorithme
Début
0. Soit un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan du support initial {x,Jp} tel
que Jp ={Jg, Js}, avec J¢ = @ pour plus de facilité ;
1. Calculer le vecteur des estimations EL, = gh —uTAy ;
2. Test d’optimalité du plan de support {X, Jg} ;
< Si Ey =0 alors
Calculer la valeur des estimations g (x, Jg) ;
e Si B(x, Jg) = 0 alors le processus de résolution s’arréte avec {x,/p} plan
de support optimal ;
FinSi
e Si B(x, Jg) < € alors le processus de résolution s’arréte avec {x,/p} plan
de support e-optimal ;
FinSi
e Si B(x, Jg) > € alorsalleren (3);
FinSi
% Sinon (Ey £ 0) aller directementen 3;
FinSi
3. Changementduplanxenx: x =x+ 0°L
- Choisir I’indice jo tel que | Ejo| = max (| Ej|, j € Inno ), OU Juno est I’ensemble des
indices non optimaux ;
- Calculer le pas 6° = min {6;4, 6;9, 0;s, 0r} ;
- Calculer x = x + 0°L;
4. Test d’optimalité du nouveau plan x ;
% Si Ey 2 0 alors
e Sif(x, Jg) < € alors le processus de résolution s’arréte avec { x, Jp} plan
de support e-optimal ;
e Sinonalleren5;
FinSi
% Sinon (Ey = 0) aller directementen 5 ;
FinSi
5. Changement de support Jp en ], ;

Si 6° = 6, alors
jB :]B; jS:]S; 7]) :]P;
FinSi
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Si 6% = 6, alors

Jg = Us/i) Vijols=JsJp =g I}
FinSi
Si 6° = 6, alors
Jg =Jp fszfs/js’ ]p:‘UB, ]g}F
FinSi
Si 8° = 6, alors

Je=1Is Js=JsYjo, Jp=Us Jsk

FinSi
Aller en 1 avec le nouveau plan de support { x, Jp}.

Fin.
2.8 Exemple numérique :

Soit le probléme de programmation quadratique suivant :
F(x) = x? + x;x, + 6x5 — 2x; + 8x, — min,
X1+ 2x, +x3 =4,
2x1 +x; + x4, =5,
x1=20,x,=>20,x3 >0,x, =0.

Ona:
2 1 0 0 / \
1 12 0 0 _82 4 1 2 1 0
D=10o 0o 0 o) €7 0 ’b_(5>'A_(2 10 1)
0 0 0 0 0

Soit x = (0,0,4,5) un plan initial du probleme. Posons Jz = {3,4}, /Jy = {1,2}. nous avons

1 2 _ 1 2
alors Ap = (az,a,) = L etAy = (a;,a3) = (2 1)"431 Ay = (2 1)'

Déterminons la matrice M = ZTDZ, avec

) 1 0
—Ag Ay 0 1
Z—Z(J.JN)—< I >— 1 o)
-2 -1
D’ou
2 1 0 0 1 0
_,rp,_(1 0 -1 =2y(1 12 0 of[ 0 1 |_(2 1
M_ZDZ_(O 1 =2 —1) 0 0 0 0)J\-1 =2 (1 12)'
0 0 0 0/ \-2 -1

Calculons le vecteur gradient g(x) = (g, gn) :
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-2 -2
gx)=Dx+c=

D’ou le vecteur des estimations :
_ T (2
Ey =gn — (QTBABIAN) = ( g )
Posons Js = @, Jun = JIn/Js = {1,2}, la paire {x, Jp} est alors le plan de support du probléme
considéré.

Itération :
Le criteére d’optimalité n’étant pas vérifié pour ’indice j, = 1,

- Calculons alors la direction d’amélioration | :

lip =1, = —signE; =1, carE; <0,
{lj = 0, Sl] :'th'

l(Jyn) = <(1)>

l(]S) = (l,] € ]S) =0, car (]S = (D)
1(Js) = (1,j € Jz) = —A5'AU 1) = (7).

- Calculons le pas 8° le long de cette direction :

9]‘0 = 61 = 00, CCLTEl < 0,
93=4‘

;1 = minj¢;, 6, = min{63,0,}, avec {04 =5/2

011=94=5/2$]1=4‘
;s = oo, car Jg =@,

O = %1', avec «= l{,MlN =2,

0, =2/2 =1.
Donc 6° = min{6jy, 6}1, 6;s, 6} = 6 = 1. on aalors le nouveau plan :
1
_ o, _[0
x=x+0"1 3 |
3

Donc

Je=Je =04 T, ={1% Iy =25 ], ={J,Js}
On recommence alors une nouvelle itération avec le plan de support {E,]P} ;
Calculons alors le nouveau vecteur des estimations :
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2 1 0 0 1 -2 0
—_ =, . |1 12 0 o}l[o0 8| _[9)= _ 0
g(x)=Dx+c= 0 0 0 0 3 + o =10 ,EN—(()).
0O 0 0 0 3 0 0

Le critére d’optimalité (2.10) étant vérifié, le vecteur x° = (1,0,3,3) est alors un plan optimal
avec F(x°) = —1.
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3.1 Introduction

La méthode de support que nous avons présentée dans le chapitre précédent est une
méthode d’amélioration basée sur la métrique du simplexe, mais les plans de support
admettent encore d’autres métriques pour les directions d’amélioration.

Le principe de cette méthode est pratiquement le méme que celui de la méthode directe
de support, c’est-a-dire, qu’au lieu d’utiliser la métrique du simplexe en changeant un seul
indice non basique jp, on utilisera plutot une autre métrique dite adaptée qui consiste a
considérer tous les indices non optimaux en fonction desquels on construit une direction
d’amélioration de la fonction objectif, et le pas optimal le long de cette direction.

3.2 Position du probléme et définitions [39]

Le probleme de la programmation quadratique convexe a variables bornées se présente
sous la forme canonique suivante :

1

F(z) = §xTD r + ¢’z — min, (3.1)
Az = b, (3.2)
d <z <d (3.3)

oit d ,dT,c etz sont des n-vecteurs, rang(A) =m <n D= DT >0
I'={1,2,...m}, J= {1,2,...,n },J, sont lesindices des variables basiques bornées Jy
sont les indices des variables non basiques bornées, J = J, U J, ,avec J,N J, =0

T, | =m.

On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice de la maniere
suivante :

o d =d(J)=(dj,je]);

o« dt=d"(J )= e T);

ec=c(J)=(c,je]),
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T = - ) xB:x(‘]B):(xj’jEJB )’ xN:x(JN):(xj7jeJN);

d A:A(]7J):(GZJ7ZE]7JGJ):(ajh]eJ)a

A: (AB|AN)7 AB:A([7JB) y AN:A(I,JN),

Définition3.2.1. ”solution réalisable”

Un vecteur (x ) vérifiant les contraintes (3.2) (3:3) est appelé plan ou solution réalisable
du probléeme (3.1)-(3.3).

Définition3.2.2. ”solution optimale”
Un plan (2°) est dit optimal si :

1 1
F(2°%) = §$OTD '+ T2’ = min(z2'D z4+c'z)
T

ou (x) est pris parmi tous les plans du probléme (3.1)-(3.3).

Définition3.2.3. ”solution suboptimale”
Un plan (x) est appelé e-optimal ou suboptimal si

F(a)—F(2")<e,

ot € est un nombre positif ou nul, donné a l’avance et (ato) est une solution optimale

du probléeme (3.1)-(3.3).

Définition3.2.4. ”support des contraintes”
L’ensemble Jp C J, |Jg| = m est appelé support des contraintes si : det A, # 0

Définition3.2.5. ”plan de support”
Le couple { x,J, }, formé d’une solution réalisable x et d’un support J, , est appelé

plande support du probléme (3.1)-(3.3).

Définition3.2.6. ”plan de support non dégénéré”
Le plan de support est dit non dégénéré, si

dy <z <df, VjeJ, .
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3.3 Formule d’accroissement de la fonction objectif
Soit { x,J, } un plan de support du probleme (3.1)-(3.3).

Considérons un autre plan quelconque T = x + Az ,l’accroissement de la fonction

objectif s'écrit alors :
F@) —F(z) = (9(z)"Az+ %(Ax)TDAx, (3.4)
ou g(x) = Dz + c est le gradient de la fonction (3.1), avec 9(x) =9(J) = (g5 € J ),
9B

g= —— ) QBZQ(JB):(QJJEJB)’ gN:g(JN):(gj7j€JN)'
gn

Par ailleurs, on a

Ar = b, _ B
{AE: b &S A=Az =b.
Allz+xz)=Alx+Ar=bs ANz =0.

AI‘B

Nrx=| —— |, Dz =A~Ax(Jp), Day = Ax(Jx), Iégalité AAx = 0 peut étre alors
AZI}N

écrite A, Axp + A, Axy =0, d'ou

A.%B = —A;l AN A.QTN. (35)

et définissons le vecteur des potentiels u ainsi que le vecteur des estimations E comme
suit :
ut = gpA)t, BT =g" —u'A=( Ep EY),

B

avec
EL =0, E{=g%—u"A, .

La formule (3.4) devient alors :

1
F(T)— F(z) =gp Dxp+gy Dxy+ 3 (Axg, Axy)' D (Axg, Axy).
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En vertu de (3.5), on obtient donc

_ T
F(Z) — F(z)=gT (—Ag" AyAxy + g’{v Axy) +1/2 (At AyAxy,Axy) D (—Ag! AyAxy, Axy)

. —Agt AN\ [(—Agt Ay
= [—‘gg1 ABl AN +g£ ]AxN + 1/2 AXN < IN ) D IN A.xN.

Ou Iy = Iy, n) est la matrice identité d’ordre (n — m).

Posons

-1

Z=2(,Jy) = <_AB AN>,M =My, Jy)=2"D Z (3.6)

Iy

Finalement, I’accroissement de la fonction objectif (3.4) aura la forme suivante :
1
F(@) - F(zr) = EyAny+ §(AxN)TZTDZ(AxN)

1

3.4 Critere d’optimalité [35]

Théoreme 3.1 ”Critére d’optimalité”
Soit {x, Jg} un plan de support des contraintes du probleme (3.1)-(3.3) . Alors les
relations suivantes :

E >0, si z;=d;
E, <0, s x;= d;r
E =0, s dy <xzj<df, jel, ; (3.8)

sont suffisantes pour l’optimalité du plan x.

Ces mémes relations sont aussi nécessaires, si le plan de support des contraintes est non
dégénéré.

Démonstration

Condition suffisante : Soit {z, Jg} un plan de support des contraintes du probléme
(3.1)-(3.3) vérifiant les relations (3.8). Pour tout plan T du probleme (3.1)-(3.3), la
formule d’accroissement (3.7) nous permet d’écrire :

F(Z)— F(z) > EI Axy
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car la matrice M est semi-définie positive. D’ou

F(z)- Z E (Tj—x;) +Z E, (Tj—x;)

]EJ E;>0 €y B <0

-Sd;r , alors fj—dj_ZOetfj—djSO , et en vertu

F@)-Fz) > Y B (@-d)+ Y B [@-d)=0

N E;>0 J€Jy E;<0

Dow: F(z)>F(x)

Par conséquent, le vecteur x est une solution optimale du probleme (3.1)-(3.3).

Condition Nécessaire : Soit {x,Jg} un plan de support optimal non dégénéré du
probleme (3.1)-(3.3), et supposons que les relations (3.8) ne sont pas vérifiées, c-a-d,
qu’il existe au moins un indice jy € Jy , tel que :

>0, pour xj >d;,j0 € Jy
ou bien
E <0, pour zj <d0,j0€J

Jo

Jo

On construit un autre plan T = (x + 6l ), ou # est un nombre réel positif, et [ = I(.J)

est un vecteur de direction que 1’on construit comme suit :

L, =—signk,
lj = 07] 7£j07.j € JN

D’autre part, on doit avoir Az =Az+0Al=0& Al + A, Iy =0.
D’ou:
lg = —A;l A ly = A;l ajosignk;

En vertu de la procédure de construction de la direction d’amélioration [, le vecteur
T satisfait la contrainte principale (3.2), et pour qu’il soit un plan du probleme (3.1)-
(3.3), il doit en plus vérifier les inégalités (3.3):

d <zT<dted <z+0l <dted —z<6 <d"-—
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Soit, en écrivant composante par composante :

dj_—xjgé’lj Sd;r—acj, jed

B

d,—xz, <0l <d'—x. JEJ,

Jo J Jjo Jo

En vertu de la non-dégénérescence du plan de support { z,J, } , le pas 6% ainsi
construit est strictement positif, et le vecteur T = x + 0l est une solution réalisable
du probleme (3.1)-(3.3) pour tout 6 tel que 0 < 0 < 6°.

La formule d’accroissement de la fonction objectif (3.7) nous donne alors :

1
F(f)—F(J]) :Ez AIN+§(AQJN)TMAJIN
1 T
= QEE lN—|—§92 ly M1,
— _9E  sionE Lp2 7 l
= —0F  signk, —1—59 ~ M Uy
1 .7
= 0 (-IB, | + 304 Ml )

Pour 6 > 0 assez petit, on aura —|E, |+ 30l Mly <0.Dou  F(z)— F(z) <0,
ce qui contredit 'optimalité de =x.

Donc les relations (3.8) sont forcément vérifiées si le plan de support optimal est
non-dégénéré.

3.5 Critere de suboptimalité

Pour estimer I’écart qui existe entre la valeur optimale F'(z° ) et une autre valeur
F(x) d’un plan de support des contraintes quelconque { z,J, }, remplagons dans
la formule d’accroissement (3.7) le vecteur T par z° et en minorant cette expression,on
aura donc :

F({EO) — F(.CE) = EZ; AZ'N—F%(AZL‘N)TMAJ'N

1
= Z E] (1’? - xj) +§(A$N)TMA$N

jeT

> Z B, (x?—xj) : car M > 0.

jedy
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VAN
(]
=
c)
I
<o
+
(]
S
&
I
Q&o

Nous avons d; < :c? < dj, j € J, ,alors on aura :

E (z;—aY) <E, (x;—d;), si E, >0,

E. (z; —x?) <E, (x;-df), si E <0.

J

Par conséquent, on obtient la majoration suivante :

F(m)—F(mo)Sl > E (w—d)+ > B (z—d)) (3.9)

j€Ty » B, >0 j€Ty » B, <0
Le nombre
Bledy ) = Y B (z—d)+ Y. B, (;—df)
JEJ Ny Ej. >0 Jj€J N ,Ej <0

est appelé estimation de suboptimalité.

Théoreme3.2. ”Condition suffisante de suboptimalité”

Soit { x, J, } un plan de support des contraintes du probleme (3.1)-(3.3), et €
un nombre positif ou nul arbitraire.

si B (x,J, ) <e, alors le plan x est € -optimal.

Démonstration. En vertu de (3.9), nous avons

F(z) = F(’) < 8 (2,J, )

Comme 3 (z,J, ) <6 alors on aura F(x)— F(2") <e

Le plan z est donc e-optimal. Dans le cas particulier ou € = 0, la relation réalisable x
est par conséquent optimale.
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3.6 Construction de I’algorithme [35]

Avant de présenter la méthode de résolution, donnons quelques définitions essentielles.

Définition3.6.1. ”Support de la fonction objectif”
On appelle support de la fonction objectif du probleme (3.1)-(3.3), 'ensemble des indices
Js C Jy tel que :

det M(Js, Js) # 0.
On posera J,, =J, \ Jg

Définition3.6.2. ”Support du probleme”
L’ensemble des indices Jp = {Jp, Js} est appelé support du probléeme (3.1)-(3.3), ou
Jp est le support des contraintes et Jg est le support de la fonction objectif.

Définition3.6.3. ”Plan de support”
On appelle plan de support du probleme (3.1)-(3.3), la paire {x, Jp} formée du plan =
et du support Jp; il est dit accordé si E(Jg) = 0.

3.6.1 Construction d’une direction d’amélioration adaptée

La méthode de support que nous avons vue dans le chapitre précédent est une méthode
d’amélioration basée sur la métrique du simplexe, mais les plans de support admettent
encore d’autres métriques pour les directions d’amélioration. Considérons la métrique
suivante pour les composantes non basiques de la direction admissible [ :

di —a; <l <df—aj, j€ Ty =Jy \Js (3.10)

Cette métrique dépend du plan courant = , et de ce fait, elle est dite adaptée. Afin de
calculer les composantes de la direction admissible d’amélioration [ , considérons

l’accroissement

1
AF = F (z41)—F(z) = > EL+ Y EI + 5 MLy,

j€Jy JE;>0 j€Jy JE;<0

En tenant compte de la métrique (3.10), la partie linéaire de AF atteint son minimum

pour les valeurs des composantes de [ (J,, ) suivantes :

dj —xz; siE, >0,
l, =4 dj —z; siE, <0, pour j € J . , (3.11)

0 siE]. =0.
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Nous calculons la composante [g d’une maniere a assurer que Ej = E;(z400) =0, je Js.
donc

M(Js, J)I(Js) + M(Js, Jyn)l(JInx) =0,

D’ou:

I(Js) = —=Mg'M(Js, Jnn)l(Inn). (3.12)
Puis, nous calculons I tel que Al =0 :

Ip=—A" (Ajls + Ay Inn). (3.13)

Ainsi, on a

di —x; stE, >0;
l; = d;“—xj si B, <0; J€ Jyun
0 si b, =0.

ls = —Mg"M(Js, Jnw)l(Inn); T EJ,

S

lB:—A;1 (ASZS+ANNZNN)‘ j € J

B

\

3.6.2 Calcul du pas 6"

On construit alors un nouveau plan T sous la forme :

7T =x+0°

ou [ est la direction d’amélioration définie par (3.11) -(3.13)et le nombre g0 est le pas le
long de cette direction, avec:

6°= min{l,6; ,6;,,0r}.Les nombres 1,6;, et 6;, se calculent de fagon & ce que les contraintes
directes sur le vecteur T soient vérifiées :

di —x; <Ol <df —z;, jel, , (3.14)
dy —x; <Ol <df —z;, jeEJy , (3.15)
dy —a; <0l <df —xz;, je g, (3.16)
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En calculant les différentes valeurs maximales que peut prendre les pas # dans ces relations,
on aura :

0, =min{d, ,j€J, }

0, =min{0, ,jecJ, }

df —a; .
Jl—x’, sil, >0,
J
0, =min{f, ,j € J,UJ }, avec 6, = 475 g <
i
0, sil, =0.

le nombre 6° =1 représente le pas correspondant aux indices de J,,, -

Quand a O, il se calcule de facon que le passage de x a T puisse assurer une
diminution maximale de la fonction objectif, tout en gardant le méme signe pour

les E; et Ej, ou
—T
Ey = (9(x))" 2 Ey = (g(z+ 6°0)"Z

Finalement, nous avons o
En=ENy+0Miy = Exy +6%x.

On posera donc 0 = 0+ =minoj,j € Jyn, avec
—5, s Ejd; <0,
oo, siE;0; > 0.
d; = M(j, In)In.
Nous devons prendre le pas #° comme suit :

= min{l,0, .0, ,0r}

Le nouveau plan est 7 = x + 6°1
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3.6.3 Estimation de suboptimalité

Calculons la nouvelle estimation de suboptimalité B(x,Jg) en fonction de S (x, J5) :

B(x,Jp) = Z Ej(fj - dj_) + Z Ej(fj - d1'+)'

jE]N'Ej>0 jE]N,Ej<O

= z Ej(x +0°L —dj) + Z Ej(x; +6°L — df)

JEINEj>0 j€INEj<0

= > (B (e —d)+ Y (B +6°5)(x +0% - df)

jE]N,Ej>0 jE]N,E]'<O
— - 0 0 - 0 0
JEJN.Ej>0 JEIN.Ej>0 JEIN.Ej>0 JEJN.Ej>0
+ 0 0 + 0 0
JEJN.Ej<0 JEJN.Ej<0 JEJN.Ej<0 JEJN.E;j<0

En vertu des relations (3.11), on aura alors

B(x,Jg) = B(x,Jp) +

60 z E;(d; —x)) +6° Z E;(d} —x;) + 6° Z 8:(~L))

JEINEj>0 JEJN,Ej<0 JEINEj>0
0 02 0?

LA S TCT D R LA SR T L ST
JEINE <O JEINE >0 JEINE <O

= B(x,Js) —0° B(x,J5) — 6° 8% Ly + 6% &7 Ly.
Donc on obtient la formule suivante

B(x,Js) = (1 —0%B(x,Jp) —6°(1—6)"ML. 3.17)
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SiE, >0etB((7,J,) < e,alorsleplan T  est e-optimal et nous pouvons
arréter ’algorithme ; sinon, on procedera au changement du support.

3.6.4 Changement de support

Si B, ?0oup ((m, J,) > €, nous allons changer le support Jp par un nouveau
support Jp de la maniere suivante :

e Sif =1,

alors le vecteur 2% = x 4 [ est une solution optimale du probleme (3.1)-(3.3).

¢St =0, <1,

contrairement a la méthode de simplexe, le choix de I'indice jo n’est pas unique,

ce qui fait la particularité de cette méthode. Lorsque ce cas se réalise pour un
indice j; € J, , nécessairement on a alors

lh = — Z €£A;l ajlj = — Z ijmlj 7é 0,

JEJIN JEJIN

ol e est un vecteur unitaire de dimension m dont la composante j; vaut 1 . Il existe
alors jo € Jy tel que x;,; # 0. Cette derniere condition nous assure par conséquent,
que Jp = (Jp\j1) U jo est bel et bien un support.

Si on peut avoir z;,;, # 0, avec jy € Jg, on posera donc

7}3 :(JB \jl)Uj(): ‘]s :JS \]0

Sinon, on choisira un indice jo € Jyn tel que [;, # 0, alors

73 :(JB \jl)Ujo, 7s :JS

o Sif = 0. , alors

e Si % = 0p, alors

Jy=J,, J, =J.Uj

Nous commencerons alors une nouvelle itération avec le nouveau plan de support

{7, Tr},si B(7, T,) > ¢.

ou le support Jp satisfait les conditions algébriques

det A, =detA(I,Jp)#0 et det M(Js,Js) # 0.
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3.7 Algorithme de la méthode
La méthode est résumée dans 1’algorithme suivant :

Algorithme Méthode adaptée pour la programmation quadratique convexe a va-
riables bornees

Début
® Soit un nombre réel positif ou nul quelconque €, et un plan de support
initial {z ,Jp} tel que Jp = {Jp,Js}, avec Js = () pour plus de
facilité;

® Calculer le vecteur des potentiels ET =gl —uTA, ;

® Test d’optimalité du plan de support {z,Jp} ;
SILE >0, alors
Calculer la valeur de suboptimalité [ (x,Jp);
SI B(x,JB) =0, alors
le processus de résolution s’arréte avec {z,Jp}
plan de support optimal ;
FIN SI
SI B(x,Jg) <, alors
le processus de résolution s’arréte avec {z,Jp}
plan de support e-optimal ;
FIN SI
SI B(x,Jg) >e€, alors aller en @ ;
FIN SI
FIN SI
SINON(Ex #0), aller directement en @ ;
FIN SI

® Changement du plan =z par T tel que T =z + 0%l
— Calculer la direction d’amélioration [

~ Calculer le pas ¢’ = min{1,0, ,0,,0r} ;
~ Calculer T = x + 6°I

® Test d’optimalité du nouveau plan 7T ;
SI Ex >0, Alors
SI g(7,Jp) <e, alors
le processus de résolution s’arréte avec {Z,Jp}
plan de support e-optimal ;
SINON, aller en ®;
FIN SI
SINON (E # 0), aller directement en ®;
FIN SI
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® Changement de support Jp en 7p;
SI° =1, B(z,Jg) =0 Alors

le vecteur T=x+1 est
une solution optimale, . FIN

FIN SI
SI 0 = 0, , Alors
§I djo € Js tel que Tjyjo #0, alori o
Jp=(Jp\Jj1)UJjo,Js = Js\jo,Jp =1{JB,Js }:
SINON, on choisira jy € Jyn tel que l;, # 0, alors
Jp = (Jp\j1)Ujo,Js = Js,Jp ={JB, Js};
FIN SI
FIN SI
SI 6° = 0;,, alors B o
JB = J37JS = JS\jS7JP - {JBN]S};
FIN SI
SI 6° = 0, alors B o
JB = JB,JS = J5Uj*,Jp = {JB,Js};
FIN SI
aller en @ avec le nouveau plan de support {j,fp}.
FIN
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3.8 . Exemple Numérique :
Soit le probleme quadratique suivant :
F(x) = x? + xyx, + 6x2 — 2x; + 8x, > min
X1+ 2x; +x3 =4,
2x1 +x, + x4 =4,
X1 =20,x,=20,x3>20,x,=0
Ona

2 1
—[1 12
D_<O 0
0 0

o OO0 o

Soit x = (0,0,4,5) un plan initial de probléme. Posons J; = {3,4}, Jy = {1,2}. Nous avons

1 2 - 1 2
alors AB = (a3' a4) = 12 et AN = (a'l' az) = (2 1))_1431 AN = (2 1)

1 0
; ' : T _ —Ag" Ay 0 1
Déterminant la matrice M = Z' DZ , avec Z=Z(J,]y) = I =11 )
N
-2 -1
D’ou
2 1 00 1 0
—orny (1 2 1 0\f1 12 0 O0)\[{ 0 1 )\_(2 1
M_ZDZ_(Z 1 0 1) 0 0 0 0J|\-1 -2 _(1 12)
0 0 0 0/ \-2 -1

Calculant le vecteur gradient g(x) = (Jg,Jy) :

Ul O O

g(x)=Dx + ¢ =<

o oo o
o oo o

D’ou le vecteur des estimations :
En=g9p— (QEAEl AN)T = (_2)-
8

Js =0, Jvn = Iv\Us = {1,2}. La paire {x, Jp }, avec J, ={Jg,/s} est alors le plan de support
du probleme considéré.

Itération 1 :Le critére d’optimalité n’étant pas verifié pour I’indice j, = 1,
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> Calculons alors la direction d’amélioration [ :
{ljo =1, =-signE; =1, carE; <0

l] = 0, Sl] :'th
lJnn) = ((1))
l(]S) =0, CClT']S =0

1Us) = —45* 40,1 = (7))

> Calculons le pas 6° le long de cette direction :
Bjo = 0, = o, car E; <0,
0;1 = minje;,0; = min{63, 6,} avec{ Os =14
B~J 3wk 0, = 5\2

Hjl = 94 = 5\2=>]1 =4

;s = oo, car J¢ = 0,

OF = | E;‘,aveca =1'yMly =2,
0, =2\2=1

Donc 6° = min{6;y,6;1,;s,0r} = 6 = 1. On aalors le nouveau plan :

X=x+6°=

W wo =

Donc
jB :]B :{314} !75 :{1} ;7NN :{2} 17p :{731]5} :
On recommence alors une nouvelle itération avec le plan de support {Xx, jp} :

Calculons alors le nouveau vecteur des estimations :

)8+ ()-()5-0)

Le critére d’optimalité (3 .10) étant vérifié, le vecteur x° = (1,0,3,3) est alors un plan optimal
avec F(x%) = —1.

2 1
g(x)=Dx +c = (10 12
00

o oo o
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Conclusion

La méthode que nous avons développée est inspirée de la méthode directe de support
décrite dans le chapitre précédent. Nous avons proposé une autre métrique dite adaptée pour
la direction d’amélioration, sa particularité est le fait de changer tous les indices non optimaux
a la fois

On peut aussi généraliser ce probleme dans le cas de la programmation quadratique convexe a
variables mixtes dont la forme canonique se présente ainsi :

( F(x)=%xTD1x+ch+%yTD2y+pT—> min,
S.C:
) Ax + Hy = b
d- <x <d*
\ y=0

Ou ¢, x, sont des n,-vecteurs, p,y, sont des n,-vecteurs, b est un m-vecteur, A et H sont
des matrices d'ordre (m X n,) et (m X n, ) respectivement, avec

rang (A\ H) =m <n, +n,.

d~eR™,d*eR™, les matrices D, et D, sont symétriques et semi-définies positives.

Soient les ensembles d'indices suivants :

I ={1,2,....m}, J, = {1,2,...,n,},Jy ={n, + 1,..., n, + n,,} ,Jxp €t Jyp sont les indices
des variables basiques bornées et simple respectivement, ,/,y et J,y sont les indices des
variables non basiques bornées respectivement, | = J,UJ,, Jx = Jxg UJxn )y = Jys Ulyn

avec Jyg N Jxn =B, Jyp N Jyny =D et s | + |]yB| = m.
Posons :
Jg =ix Ulys: INn =]\ g = Jxn UJyn , €t notons par Ayla matrice (A \ H) d’ordr m X
(ny +ny)e
On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice de la maniere suivante :

*d"=d(Jy) = (d, j €J);
kd* = d¥(J,) = (d, j € J);

tc=c(y) = (¢ j € )

*’C = (z_f,)' Cp = CUxB) = (Cj'j € ]xB) yCN = C(IxN) = (Cj 'j € ]xN)

+x = x(J) = (x5, J €Jx);
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tx =D, x5 =xUxs) = (%3] € Jxp) 2w = xUan) = (%5,) € Jun)
*p =pUy) = @5 JEL);
+p =CD, ps =pUys) = (pj.J € Jys) v = PUyn) = (¥.J € Jyn)
*y =y0y) = O JEJy);

+y = (z_z)» Y = J’(]yB) = (¥5,J € Jyg)»yn =YUxn) = (¥j,J € Jyn)

+A = A(I,]x) = (aij , LEL ] E]x);A = (aj,j E]x)r a; = (al.j)’

amj

+A = (AB/AN)’AB = A(Iﬂ]xB)l AN = A(I']xN)
+H = H(I']J’) = (hij , LE ] E]y);A = (hj,j E]y), hj = (hlzj)’

+H = (Hg/Hy),Hg = H(L,Jys), Hy =H(LJyn)-

Ay = Ay(L)) = (amy, €1, j€JU)y) = (amy Jj€JUJy) = (A\H).
Ap = (Aug\Any) = Ay = An(L ey UTyp) = (Ap\Hj),

Apy = An(L]xy Uly,) = (Av\Hy).

wo = (2% Dzuz.]y))'
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5.1. Introduction

L'évolution de l'utilisation du matériel informatique a révolutionne les méthodes de travail
des ingenieurs et chercheurs sans oublier I'enseignement. Le traitement numérique des
données, leur visualisation, ainsi que les techniques de modélisation et de simulation se sont
notamment généralisés.

Dans ce domaine, un logiciel commercial est devenu, ces derniéres annees, presque
incontournable : il s'agit de Matlab de la société The Mathworks. Ce dernier met a la
disposition de l'utilisateur un environnement performant pour mener & bien les calculs
numeriques.

Ce mémoire a également pour but de développer une implémentation informatique sous
Matlab de la méthode du Support ainsi que la méthode Adaptée .

5.2. Choix du langage

Le choix s'est porte sur I'emploi du langage du logiciel Matlab 2008, car il répond aux
critéres suivants :

» La maniabilité du langage : constitue d'un ensemble de possibilités faisant en sorte que
le programmeur travaille avec aisance, assure d'une part par la syntaxe du langage et
d'autre part par un aspect visuel clair représentatif a la fois du détail et du global.

> Le bagage du langage : il contient une interface graphique puissante ainsi qu'une
grande variété de méthodes scientifiques implémentées (prédéfinies).

> La possibilité de travailler avec des fonctions facilite aux utilisateurs leurs travaux en
leur évitant les répétitions.

> Facilite de manipulation des matrices (elles sont considérées comme une seul
variable).

5.2.1. Généralités sur le langage

Matlab est un logiciel parfaitement dédie a la résolution de problemes danalyse
numérique ou de traitement du signal. Permet d'effectuer des calculs matriciels ou de
visualiser les résultats sous forme graphique. La formulation des problémes s'apparente a la
formulation mathématique des problémes a résoudre. L'utilisation de ce logiciel consiste a
lancer des lignes de commandes, qui peuvent le plus souvent ressembler a la programmation
en C.
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Le nom Matlab vient de MATrix LABoratory, les éléments de données de base manipules
par Matlab étant des matrices (mais pouvant évidemment se réduire a des vecteurs et des
scalaires) qui ne nécessitent ni dimensionnement ni déclaration de type. Contrairement aux
langages de programmation classiques, les fonctions du Matlab permettent de manipuler
directement et interactivement ces données matricielles, rendant ainsi le Matlab
particulierement efficace en calcul numérique, analyse et visualisation de données en
particulier. Il existe deux modes de fonctionnement sur Matlab :

v Le mode interactif : les instructions sont exécutées au fur et a mesure qu'elles sont
données par l'usager.

v" Le mode exécutif : dans ce cas, l'utilisateur utilise un fichier "M-file" contenant toutes
les instructions a exécuter.

4.2.2. Programmation avec Matlab

Il existe deux facons pour I'écriture des fonctions Matlab : soit directement dans la fenétre
de commandes, soit en utilisant I'éditeur de développement de Matlab, en sauvegardant les
programmes dans des fichiers texte avec I'extension ".m".

Fichiers *.m

Les programmes sauvegardes dans les fichiers Matlab (*.m) sont alors directement
utilisables comme des fonctions Matlab a partir de la fenétre de commande. Pour cela, le
fichier doit se trouver dans le répertoire Matlab, qui est en pratique le dossier Work.

Création d'une fonction

La création d'une fonction dans Matlab se fait par la syntaxe suivante :
function [s,, S, ...] =nomfonction(eq,e5,...).

Les variables s;, sont les parametres de sortie de la fonction, et les variables e; sont ses
parametres d'entrée.

Remarque 4.2.1. Le fichier *.m (M-file) doit avoir le méme nom que la fonction qu'il contient.
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4.3. Présentation de I’application

Nous présentons dans ce qui suit quelques fenétres de notre programme.

4.3.1. Menu Principale

= 4 T _S
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
TS| R 9 o | & f ) | @ | curentDirectory:| C:\Users\XAVI\Documents\MATLAB ~L@
* Shortcuts (2] Howto Add (2] What's New

—— S O i

(] CHOIX DE LA METHODE (]
e e
e 1. Ce programme résoud un programme quadraticque 2. Ce programme résoud un programme quadratique e
e & variables bornées par la méthode du support & variables bornées par la méthode du support e
e F(X)=(1/2) .X".D.x+C".X F(X)=(1/2) .X".D.x+C".X e
e sie: - EH e
[ A.¥=b A.X=b [
e X>=0 d-<=X<=d+ e
e e

f5 VOTRE CHOIX (1 OU 2):

4.3.2. Exécution d’un exemple :

e Saisir les données du probleme

[#UMATLAB 7.80 (R20093 - — .
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
S| & BB 9 o & rf B | @ curentDirectory:| CAUsers\XAVIDocuments\MATLAB -E@

* Shortcuts (2] Howto Add (2] What's New

e — R T ————— e

D=
2 1 o o
1, A2 o 0 L
o o o o
o o o o
c = 7
-2 8 o o
A=
2 1 o
2 o 1,
b=
4 5
ib =
3 4
in =
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e Donner le réel e > 0 de I’erreur relative sur la solution optimal puis exécuter

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help

G| & B9 o & rf B | @ curentDirectory:| CAUsers XAVIDocuments\MATLAB FE@
© Shorteuts 2] Howto Add (2] What's New
Current Directory | Command History
Donner le réel e de l'erreur relative sur la solution optimale : 0.01
o
8
o
o
Sim
1 o Wl
1
-1 -2
2 -1
o
2 1 -
1 12
g,
1 o -1 -2
le nouveau plan :
=

e Affichage de la solution

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help

IS % B9 o & B | @ cumentDirectory: CAUsers XAVIDocuments\MATLAB ~W@
: Shortcuts (2] Howto Add (2] What's New
Current Directory |"Command History
i
0
9
o
o

La solution optimal est:

x =

1 a 3 3

avec le support :

3b =

Js =

1

i

Le minimum est :
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