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Introduction générale

La maitrise totale des procédés industriels est un impératif que les industriels ont à

assumer dans un contexte économique souvent di�cile. Réduction des coûts d'exploita-

tion, gains de productivité, suivis plus stricts de la qualité des produits, tout ces objectifs

doivent être traités quel que soit le type de l'industrie. Notons que la plupart de ces pro-

cédés industriels sont très fréquemment multivariables.

Ces dernières années, de nouvelles techniques puissantes de la synthèse des régula-

teurs mono-variables ont permis la résolution de beaucoup de problèmes de commande

monovariable. Pour tirer pro�t de ces méthodes dans le cas multivariable, qui représente

la plus grande partie des procédés industriels, l'adoption de la technique multiboucle se

présente comme la solution adéquate. Cette dernière consiste à décomposer le système

multivariable en plusieurs sous systèmes monovariables.

Le degré d'interaction ou de couplage est une caractéristique propre aux procédés mul-

tivariables.Le couplage pose un sérieux problème pour la synthèse ou le fonctionnement

des systèmes multiboucles, car un changement d'une variable d'entrée a pour conséquence

un changement de plusieurs variables de sorties.

La détermination des paramètres optimaux du correcteur reste l'étape la plus impor-

tante et la plus di�cile pour atteindre les performances désirées. La méthode du plus

grand module (BLT) permet de calculer facilement des paramètres d'un correcteur mul-

tiboucle dans l'environnement multivariable. Néanmoins, les paramètres des correcteurs

sont déterminés en fonction d'un autre paramètres appelé facteur de déréglage qu'on doit

choisir entre 1.5 et 4 .

Dans le présent mémoire, l'objectif principal consiste à proposer une approche pour

l'optimisation du facteur de déréglage. Pour cela, on a structuré ce mémoire en quatre

chapitres.

Le premier chapitre, contient des généralités sur les systèmes multivariables et leurs

caractéristiques principales. Dans ce chapitre, on présente également deux méthodes de

10



Introduction générale 11

commande des systèmes multivariables qui sont la commande multivariable et la com-

mande distribuée (multiboucle) et leurs avantages et inconvénients.

Dans le deuxième chapitre, on présente les notions importantes sur le phénomène

d'interaction existant entre les variables des procédés multivariables qui cause pas mal

de problème pour la commande. Ensuite, on présente deux méthodes d'analyse des in-

teractions qui sont : la méthode des gains relatifs et la méthode du plus grand module

(BLT) qui permet de déterminer les paramètres d'un correcteur multiboucle en utilisant

la méthode de Ziegler-Nichols.

Le troisième chapitre est consacré à des généralités sur l'optimisation plus particuliè-

rement comment formuler un problème d'optimisation et les méthodes de résolution.

Dans le quatrième chapitre, on présente une approche proposée pour optimiser la va-

leur du facteur de déréglage. L'approche consiste à résoudre un problème d'optimisation

dont la fonction objectif est un critère de performance, et la variable d'optimisation est

le facteur de déréglage.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Généralités sur les systèmes

multivariables

1.1 Introduction

La commande des procédés constitue un objectif fondamental dans le domaine de

l'automatique. Plusieurs techniques de commande ont été développées dans le but de

réduire le phénomène d'interaction qui existe entre les variables des systèmes.

Dans ce chapitre, on présente des généralités sur les systèmes multivariables, leurs

caractéristiques et les méthodes de commande.

1.2 Dé�nition

On dé�nit un système multivariable comme un système où une variable manipulée

agit sur plus d'une sortie ou inversement une sortie est a�ectée par plus d'une entrée. Un

système multivariable peut être décrit par le modèle suivant :

Figure 1.1 � Système multivariable.

Avec :

u = [u1, u2, ..., up] : Vecteur des entrées (commandes) de dimension (p× 1).

y = [y1, y2, ..., yq] : Vecteur des sorties de dimension (q × 1).

p : Nombre d'entrées du système.

q : Nombre de sorties du système.

12



Généralités sur les systèmes multivariables 13

1.3 Di�érents types de systèmes multivariables

Essentiellement, il existe quatre types de systèmes.

1.3.1 Système SISO (single input-single output)

Système SISO est un système mono-variable à une seule entée et à une seule sortie

p = q = 1.

Figure 1.2 � Système SISO.

1.3.2 Système SIMO (single input-multi output)

Système SIMO est un système multivariable à une seule entrée et à plusieurs sorties

p = 1 et q > 1.

Figure 1.3 � Système SIMO.

1.3.3 Système MISO (multi input-single output)

Système MISO est un système à plusieurs entrées et à une seule sortie p > 1 et q = 1.

Figure 1.4 � Système MISO.

1.3.4 Système MIMO (multi input-multi output)

Système MIMO est un système multivariable à plusieurs entrées et à plusieurs sorties

p > 1 et q > 1.
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Figure 1.5 � Système MIMO.

1.4 Di�érents types de modèles de systèmes multiva-

riables

On peut distinguer deux sortes de modèles :

1.4.1 Modèle de connaissance

C'est le modèle du physicien qui est obtenu en écrivant toutes les équations (souvent

aux dérivées partielles) qui régissent le fonctionnement du système. Il est souvent précis

mais lourd à mettre au point et gourmand en temps de calcul. Les paramètres physiques

du système apparaissent explicitement.

1.4.2 Modèle de représentation

C'est le modèle de l'automaticien qui est obtenu par une approche de type "boite

noire". Il ne s'agit plus de décrire la physique du système mais de trouver une représen-

tation, la plus simple possible, qui soit équivalente dans le sens que soumise à la même

sollicitation d'entrée que le processus réel, elle calcule une réponse identique à celle du

processus réel. Les paramètres d'un tel modèle ne sont en fonction des paramètres phy-

siques du processus.

Les avantages de ce type de modèle sont essentiellement :

� la simplicité.

� Facile à simuler.

1.5 Di�érents types de représentation des systèmes

On peut distinguer deux types de représentations :

� La représentation interne.

� La représentation externe.
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1.5.1 Représentation externe (Équation di�érentielle, Fonction

de transfert)

Cette représentation utilise directement (explicitement) la relation entrée/sortie.

Figure 1.6 � Modèle fonction de transfert.

Y (s) = G(s)U(s) (1.1)

La matrice G(s) est appelée matrice fonction de transfert, liant l'entrée U(s) et la

sortie Y (s), elle est sous la forme suivante :

G(s) =


g11(s) g12(s)...... g1p(s)

g21(s) g22(s)..... g2p(s)

: : :

: : :

gq1(s) gq2(s)..... gqp(s)

 (1.2)

Où :

s : La variable de Laplace.

Y (s) : La transformée de Laplace de y(t).

U(s) : La transformée de Laplace de u(t).

Par dé�nition, la fonction de transfert est :

gij(s) =
bqs

q + bq−1s
q−1 + ......+ b1s+ b0

sp + ap−1sp−1 + ......+ a1s+ a0

(1.3)

La fonction de transfert gij(s) caractérise la dynamique du système.

1.5.2 Représentation interne (Représentation d'état)

La représentation interne pour un système n'est pas unique, mais le nombre de va-

riables est identique pour les di�érentes représentations du système.

L'évolution du système est donnée par les deux équations :ẋ(t) = Ax(t) +B u(t) (équation d′état)

y(t) = C x(t) +Du(t) (équation de sortie)
(1.4)

Avec :
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x(t) : Vecteur d'état de dimension (r × 1).

u(t) : Vecteur de commande de dimension (p× 1).

y(t) : Vecteur de sortie de dimension (q × 1).

A : Matrice d'état de dimension (r × r).
B : Matrice de commande de dimension (r × p).
C : Matrice d'observation de dimension (q × r).
D : Matrice de transmission de dimension (q × p).
r : Nombre de variables d'état du système.

p : Nombre d'entrées.

q : Nombre de sorties.

1.6 Relations de passage d'une représentation à une

autre

1.6.1 Passage d'une représentation externe à la représentation

interne

En général, un système est représenté par la matrice de fonction de transfert G(s)

peut être représentée par un modèle d'état.

Associons à la matrice de fonction de transfert G(s), la représentation d'état suivante :ẋ(t) = Ax(t) +B u(t)

y(t) = C x(t) +Du(t)
(1.5)

L'objectif est de trouver un quadruplet S (A, B, C, D) qui véri�e :

1. G(s) = C (s I − A)−1B +D

G(s) =


g11(s) g12(s)...... g1p(s)

g21(s) g22(s)..... g2p(s)

: : :

: : :

gq1(s) gq2(s)..... gqp(s)

 (1.6)

2. Le système (A, B, C, D) doit être commandable et observable.

Contrairement au précédent, le passage de la représentation externe à la représentation

interne n'est pas unique puisque un système donné possède une in�nité de représentations

internes.
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Par contre, le nombre minimal de variables d'état nécessaires pour représenter un

système est une caractéristique du système. Ainsi, dans le cas monovariable, le nombre

minimal de variable d'états est le nombre de pôles de la fonction de transfert, c'est-à-dire

l'ordre du système.

Figure 1.7 � Schéma fonctionnel de la représentation d'état.

1.7 Caractéristiques d'un système multivariable

Les caractéristiques principales des systèmes multivariables sont la directionalité dont

les mesures principales sont la réponse à l'échelon généralisé et la réponse en fréquences

appelée valeurs singulières et le degré d'interaction dont la mesure est le gain relatif et

ses dérivées.

1.7.1 Réponse à échelon généralisé

A�n de concrétiser et de donner une mesure de la directionalité [3], la réponse à

l'échelon généralisé s'avère un outil de choix. En considérant les entrées dans un espace

multidimensionnel, tel que montré à la Figure 1.8 pour un procédé à deux entrées et deux

sorties, et en gardant la somme vectorielle (uT ) constante, on obtient en sortie un vecteur

(yT ).

Figure 1.8 � Mesure de la directionalité.

En faisant varier u1 et u2 de façon à ce que le vecteur uT parcoure 2π radians tout en

gardant le module de uT constant, on obtient une mesure de l'ampli�cation du procédé
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en fonction de la direction de l'entrée.

1.7.2 Nombre de conditionnement

Le nombre de conditionnement est le rapport entre les valeurs singulières maximales

et les valeurs singulières minimales d'un système.

γ (G (jw)) =
σ (G (jw))

σ (G (jw))
(1.7)

Un système mal conditionné est dé�ni comme étant un procédé dont le gain est for-

tement dépendant de l'entrée ou de façon équivalente un procédé dont le nombre de

conditionnement est élevé .

Un système bien conditionné est un procédé dont le gain est faiblement dépendant de

la direction de l'entrée ou un procédé dont le nombre de conditionnement est proche de un.

Le nombre de conditionnement est une mesure dépendante des échelles et des unités

choisies pour le modèle du système. Il faut donc que les échelles et les unités correspondent

parfaitement aux échelles et aux unités du procédé réel pour que cette mesure re�ète bien

la réalité.

Le fait d'avoir une mesure de conditionnement d'un procédé est un élément très im-

portant pour la commande des procédés [3].

1.7.3 Gains relatifs

Les gains relatifs permettent de mesurer le degré de couplage d'un procédé. Ils me-

surent l'in�uence d'une variable manipulée sélectionnée sur une variable contrôlée par-

ticulière relativement aux autres variables manipulées agissant sur le procédé. Pour un

procédé multivariable, il n'est donc plus su�sant de calculer le gain en boucle ouverte

avec toute les autres variables manipulées constantes. Les gains relatifs s'intéressent aux

changement de gains lorsque les autres boucles passent de ouvertes à fermées. Ils cherchent

à quanti�er, en régime permanent, l'e�et de la fermeture des autres boucles [3].

1.8 Commande d'un système multivariable

Il existe essentiellement deux structures pour commander les systèmes multivariables.

� La commande distribuée.

� La commande multivariable.
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1.8.1 Commande distribuée (Multiboucle)

La commande distribuée (commande boucle par boucle) est la plus utilisée dans la

commande des processus industriels. Elle consiste à utiliser q régulateurs mono-variables

pour un procédé à p entrées et q sorties. Dans le cas où q = p ; nous considérons le système

multivariable comme constitué de p sous-systèmes mono-variables évoluant en parallèle.

La Figure 1.9 représente la commande multiboucle d'un système à deux entrées et deux

sorties.

Figure 1.9 � Commande multiboucle.

Ri(s) : la ième consigne.

Zi(s) : la ième perturbation.

La matrice de fonction de transfert des régulateurs Gc(s) est donc diagonale :

Gc(s) =

[
Gc1(s) 0

0 Gc2(s)

]
(1.8)

Gc1(s) et Gc2(s) sont les fonctions de transfert des régulateurs mono-variables.

La synthèse de la commande multiboucle passe par les deux étapes suivantes :

� Étape 1 : Détermination de la con�guration de commande (couples entrées/sorties).

� Étape 2 : Choix de la commande pour chaque boucle.

1.8.1.1 Choix des couples entrées-sorties

Pour la commande multiboucle d'un système multivariable à p entrées et q sorties,

l'étape la plus importante est le choix de la meilleure con�guration de commande parmi
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les p! combinaisons possibles de couples entrées/sorties. La con�guration de commande

adéquate est dé�nie par les couples entrées/sorties assurant :

� La stabilité du système en boucle fermée.

� Un faible niveau d'interactions entre les boucles de commande.

Considérons le cas d'un système à deux entrées et deux sorties, deux combinaisons de

commande sont possibles tel qu'il est montré par les Figures suivantes (1.10 et 1.11) :

� La Figure 1.10 montre que U1 commande Y1 et U2 commande Y2, désignée par :

[U1, Y1] , [U2, Y2].

� La Figure 1.11 montre que U1commande Y2 et U2 commande Y1, désignée par :

[U1, Y2] , [U2, Y1].

Figure 1.10 � Commande multiboucle(U1Y1, U2Y2).
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Figure 1.11 � Commande multiboucle (U1Y2, U2Y1).

1.8.1.2 Réglage

Tout comme pour la commande monovariable, la méthode multiboucle consiste à ou-

vrir la boucle étudiée et à déterminer la fonction de transfert vue par le régulateur. Ainsi

la fonction de transfert vue par le régulateur Gc1(s) est G1(s), et celle vue par Gc2(s) est

G2(s) tel que montré à la Figure 1.9 s'exprime comme suit :

G1(s) = G11(s)− G12(s)G21(s)Gc2(s)
1+Gc2(s)G22(s)

G2(s) = G22(s)− G12(s)G21(s)Gc1(s)
1+Gc1(s)G11(s)

(1.9)

On note que le réglage d'un régulateur est fonction de l'autre régulateur [3], le système

peut être décomposé en deux systèmes monovariables tel que montré à la Figure 1.12 et

que le changement de consigne sur une variable est vu par l'autre comme une perturbation.
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Figure 1.12 � Commande multiboucle.

1.8.1.3 Avantages de la commande multiboucle

la commande distribuée présente certains avantages que ne possède pas une commande

multivariable. Parmi ces avantages, on peut citer :

� La simplicité et la rapidité de son implémentation sur un équipement industriel.

� Elle permet de maintenir certaines sorties constantes alors que les autres sont

délibérément modi�ées.

� La non-propagation de la perturbation agissant sur une sortie dans le système.

� Après avoir choisi les bonnes con�guration des couples entrées/sorties, une des

boucles peut être supprimée sans engendrer un état d'instabilité.

� La commande multiboucle utilise directement la mesure des grandeurs principales

qui sont les sorties, c'est-à-dire pas d'estimation.

� Permet l'application des techniques de commande utilisées en mono-variable dont

l'e�cacité n'est plus à démontrer.

� La facilité de spéci�er des performances di�érentes pour chaque variable à com-

mander (pour chaque boucle).

� Tolérance des changements d'opération telle que le démarrage et l'arrêt du procédé,

l'entretien de certaines parties du procédé ou la mise en mode manuel d'une partie

de la stratégie de commande.
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1.8.2 Commande multivariable

Le réglage des régulateurs distribuée et la sélection des bons couples de variables loin

d'êtres toujours évidents et des couples au développement de la commande utilise un

régulateur à q entrées et p sorties pour asservir un procédé à p entrées et q sorties.

Le schéma de la commande multivariable pour un procédé 2×2 est illustré à la Figure

1.13.

Figure 1.13 � Commande multivariable.

1.9 Introduction au couplage et découplage

Les systèmes multivariables présente la particularité que les entrées sont couplées aux

sorties. Di�érentes méthodes existent permettant d'assurer un découplage au moins partiel

pour un système multivariable. Pour les systèmes multivariables, il est souvent souhaité de

commander les sorties indépendamment les unes des autres. Ainsi, si un système comporte

deux sorties Y1(s) et Y2(s) , il serait intéressant de pouvoir imposer une consigne R1(s)

pour Y1(s) sans in�uer Y2(s) et, réciproquement, d'imposer une consigne R2(s) pour Y2(s)

sans in�uer Y1(s).

La représentation pour un système 2× 2 est donnée par la Figure suivante :
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Figure 1.14 � Combinaison d'un découpleur et d'un système à régler.

Les matrices fonctions de transfert du système et du découpleur sont données comme

suit :

G(s) =

[
G11(s) G12(s)

G21(s) G22(s)

]
(1.10)

D(s) =

[
D11(s) D12(s)

D21(s) D22(s)

]
(1.11)

Le but est de choisir D(s) de telle sorte que :

G(s)D(s) = T (s) =

[
T11(s) 0

0 T22(s)

]
(1.12)

1.10 Méthodes de découplage linéaires

Di�érentes méthodes de découplage des systèmes linéaires sont possibles, on cite :

1.10.1 Découplage idéal

La forme du découpleur idéal pour un système 2× 2 :

Les signaux de commande U1(s) et U2(s) sont décrits par les équations suivantes :

U1(s) = D11(s)A1(s) +D12(s)A2(s)

U2(s) = D21(s)A1(s) +D22(s)A2(s)
(1.13)
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En remplaçant, on obtient :

Y1(s) = [D11(s)G11(s) +D21(s)G12(s)]A1(s) + [D22(s)G12(s) +D12(s)G11(s)]A2(s)

Y2(s) = [D11(s)G21(s) +D21(s)G22(s)]A1(s) + [D22(s)G22(s) +D12(s)G21(s)]A2(s)

(1.14)

Comme l'objectif est d'avoir Y2(s) indépendant de A1(s) et Y1(s) indépendant de

A2(s), on a :

Figure 1.15 � Découpleur idéal.

Y1(s) = T11(s)A1(s)

Y2(s) = T22(s)A2(s)
(1.15)

D'où :

D11(s)G11(s) +D21(s)G21(s) = T11(s)

D22(s)G12(s) +D12(s)G11(s) = 0

D11(s)G21(s) +D21(s)G22(s) = 0

D22(s)G22(s) +D12(s)G21(s) = T22(s)

(1.16)

On peut calculer la matrice de fonction de transfert par :

D(s) = G−1(s)T (s) (1.17)

Remarque :

L'avantage de ce découpleur est la simplicité de réglage des régulateurs. Cependant,

son inconvénient est la di�culté d'implanter la matrice D(s) car elle est très complexe.
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1.10.2 Découplage simpli�é

Le découpleur est de la forme suivante :

D(s) =

[
1 −G12(s)

G11(s)

−G21(s)
G22(s)

1

]
(1.18)

Par calcul, on obtient :

T (s) =

[
G11(s)− G12(s)G21(s)

G22(s)
0

0 G22(s)− G12(s)G21(s)
G11(s)

]
(1.19)

L'avantage de ce découpleur c'est qu'il est facile à le réaliser mais il est trop di�cile

de régler les régulateurs à cause de la complicité de la matrice de transfert T (s).

1.10.3 Découplage inversé

La forme d'un découpleur inversé pour un système 2× 2 est représenté par la Figure

1.16 :

Les équations des deux signaux de commande U1(s) et U2(s) sont :

U1(s) = A1(s)− G12(s)
G11(s)

U2(s)

U2(s) = A2(s)− G21(s)
G22(s)

U1(s)

(1.20)

Figure 1.16 � Découpleur inversé.

La notion de découplage elle est très importante pour les systèmes à plusieurs entrées

et à plusieurs sorties. Elle permet un réglage facile des régulateurs.
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1.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné des généralités sur les systèmes multivariables.

Puis dans le cadre de la caractérisation de ces systèmes, on a brièvement présenté les

notions de directionalité, du couplage et de découplage. En�n nous avons spéci�é deux

structures pour les commander. Il s'agit de la commande multiboucle et la commande

multivariable.

A�n de synthétiser un système de commande multiboucle performant, une étape d'ana-

lyse des interactions est nécessaire pour déterminer la meilleure con�guration de com-

mande. Pour cela plusieurs méthodes ont été développées. Dans le chapitre suivant, on

s'intéresse à l'analyse des interactions.



Chapitre 2

Analyse des interactions dans un

système multivariable

2.1 Introduction

Les systèmes multivariables se caractérisent par le phénomène d'interaction entre leurs

variables. Ainsi, une action induit généralement un e�et indésirable sur toutes les sorties,

ce qui rend la synthèse d'une loi de commande, assurant les performances désirées,une

étape très di�cile et délicate.

L'analyse des interactions o�re l'opportunité de choisir la meilleure con�guration de

commande assurant un niveau faible d'interaction entre les boucles.

L'objectif de ce chapitre est de dé�nir, d'expliquer le phénomène d'interaction dans les

systèmes multivariables, et de donner un aperçu général sur les méthodes développées pour

l'analyse des interactions particulièrement la méthode de la matrices des gains relatifs.

2.2 Dé�nition

L'interaction dans un système multivariable signi�e :

Le changement d'une entrée entraine la variation des sorties.

ou :

Les boucles de commande d'un système multivariable sont interactives, si une action

de commande Uk(s) dont la kième boucle provoque une action de commande Ul(s) (l 6= k)

dans une ou plusieurs boucles, dans le but de maintenir les variables de sorties Yl(s)(l 6= k)

assignées a leurs points de consignes.

28
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2.3 Explication de phénomène d'interaction

Figure 2.1 � Explication de phénomène d'interaction.

Pour expliquer le phénomène d'interaction dans un système multivariable, on considère

la Figure 2.1.

Lorsque la perturbation Z1 a�ecte la sortie Y1, cette dernière s'écarte de sa valeur de

consigne R1. Le régulateur Gc1(s) génère une commande U1 d'une manière à annuler cet

écart, de plus la commande U1 a�ecte aussi la sortie Y2 à travers G21(s), donc la sortie

s'écarte aussi de sa valeur de consigne R2, ceci oblige le régulateur Gc2(s) de générer une

commande U2 pour maintenir la sortie Y2 à sa consigne désirée R2.

Le correcteur Gc2(s) de la deuxième boucle a�ecte aussi la sortie Y1 à travers G12(s).

A partir de cette illustration, on déduit que, une perturbation ou un changement de

consigne a�ectant une sortie se propage dans le système pour perturber les autres sorties.

Cela est dû essentiellement à l'existence des interactions entre les deux boucles de la

con�guration de la commande considérée.

Exemple : Pour l'analyse des interactions existant entre les variables des procédés on

considère le système suivant :

G(s) =

[
12.8 e−s

16.7 s+1
−18.9 e−3s

21 s+1
6.6 e−7s

10.9 s+1
−19.4 e−3s

14.4 s+1

]
(2.1)
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2.3.1 Résultats obtenus

Figure 2.2 � Réponse sans bouclage de la boucle (1) .

Figure 2.3 � Réponse avec bouclage de la boucle (1) et la boucle (2).
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2.4 Méthodes de réglage des régulateurs PID dans l'en-

vironnement multivariable

Après le choix de la meilleure con�guration de la commande, et le choix de la loi de

commande pour chaque boucle de commande, on passe à la synthèse des correcteurs, en

déterminant leurs paramètres.

La synthèse des régulateurs passe par les étapes suivantes :

� Synthétiser les paramètres du correcteur de chaque boucle en utilisant les méthode

de Ziegler-Nichols et la méthode du plus grand module (BLT).

� Introduire les paramètres des correcteurs obtenus, et e�ectuer des tests de simula-

tions pour le système en boucle fermée.

2.5 Méthode de Ziegler-Nichols

La méthode de Ziegler-Nichols est une méthode empirique qui permet de régler un

correcteur à partir d'un essai en limite de stabilité. Pour obtenir cette limite, on place un

correcteur proportionnel dans la boucle fermée et on augmente doucement le gain de ce

correcteur jusqu'à obtenir les oscillations auto-entretenues.

On note le gain Kru qui amène le système en limite de la stabilité et Tu la période des

oscillations obtenues.

Les paramètres de régulation pour que la réponse du système en boucle fermée soit

satisfaisante sont donnés par le Tableau suivant :

Type de régulateur KZn TZN Td

P 0.5Kru / /
PI 0.45Kru

Tu
1.2

/
PID 0.6Kru

Tu
2

Tu
8

Table 2.1 � Réglage des correcteurs selon Ziegler-Nichols.

Ce régulateur nous donne des réponses très oscillantes, alors Ziegler-Nichols ont pro-

posés d'autres réglages qui permet d'obtenir des réponses très amorties.

Ces réglages sont résumés dans le Tableau suivant :

Types de réponses KZN TZN Td

Oscillante 0.6Kru
Tu
2

Tu
8

Léger dépassement 0.33Kru
Tu
2

Tu
2

Sans dépassement 0.2Kru
Tu
2

Tu
2

Table 2.2 � Réglages Ziegler-Nichols modi�és.
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2.6 Méthode du plus grand module (BLT)

La méthode du plus grand module est proposée par Luyben 1994, elle s'apparente à

la méthode de Ziegler-Nichols, utilisée pour les correcteurs mono-variables, elle représente

l'avantage d'être assez simple à mettre en ÷uvre.

Cette méthode se décompose en quatre étapes :

1. Calcul des paramètres du correcteur PI d'après la méthode de Ziegler-Nichols pour

chaque boucle individuelle.

KZN =
Kru

2.2
(2.2)

TZN =
2π

1.2wru
(2.3)

Avec :

Kru : Le gain ultime de chaque fonction de transfert diagonale Gii(wru) .

wru : La pulsation ultime correspondante à la phase −π.

2. On choisi un facteur de déréglage F (1.5 ≤ F ≤ 4) .

Pour assurer la marge de sécurité on doit diviser tous les gains des régulateurs par le

facteur F et les constantes de temps sont multipliées par le même facteur F .

Kru =
KZN

F
(2.4)

Tu = TZN × F (2.5)

3. Soit la fonction suivante :

G(jw) = −1 + det [I +GBO(s)] (2.6)

Avec :

GBO(s) = G(s)Gc(s)

G(s) : Fonction de transfert du système.

Gc(s) : Fonction de transfert du correcteur.

I : Matrice identité.

On représente la fonction (2.6) dans le plans complexe, plus elle est proche du point

(−1, 0), plus on est proche de l'instabilité, par analogue avec les système monovariables

en boucle fermée, on dé�nit le module multivariable en boucle fermée :

M =‖ G(jw) ‖dB= 20log ‖ G(jw) ‖ (2.7)
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4. Cette étape consiste à faire varier le facteur de déréglage F jusqu'à ce que le maxi-

mum du module M soit égale à 2× n avec n est l'ordre du système multivariable.

2.7 Matrice des Gains Relatifs (RGA)

La méthode basée sur l'étude de la matrice de gain relatif (Relative Gain Array ou

RGA) a été introduite par Bristol en 1966. Cette méthode permet de dégager une con�-

guration de commande avec un faible niveau d'interaction. Le calcul de RGA est basée

sur la matrice des gains statiques du système.

Pour déterminer la formule générale de la Matrice des gains relatifs, considérons le cas

le plus simple un procédé 2× 2.

Figure 2.4 � Schéma bloc d'un système multivariable 2× 2 en boucle ouverte.

Y1(s) = G11(s)U1(s) +G12(s)U2(s)

Y2(s) = G21(s)U1(s) +G22(s)U2(s)

(2.8)

La fonction de transfert en boucle ouverte entre la commande U1 et la sortie Y1 est

donc : (
Y1(s)

U1(s)

)
BO

= G11(s) (2.9)
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Figure 2.5 � Schéma bloc d'un système multivariable 2 × 2 en boucle ouverte avec
régulateur sur la boucle2.

On suppose ensuite que l'on règle uniquement la sortie Y2 en installant un régulateur

de fonction de transfert Gc2(s) le système devient égal à :

Y1(s) =

[
G11(s)− G12(s)Gc2(s)G21(s)

1 +G22(s)Gc2(s)

]
U1(s) +

G12(s)Gc2(s)

1 +G22(s)Gc2(s)
R2(s) (2.10)

Y2(s) =

[
G21(s)

1 +G22(s)Gc2(s)

]
U1(s) +

G22(s)Gc2(s)

1 +G22(s)Gc2(s)
R2(s) (2.11)

La fonction de transfert entre U1 et Y1 est donc modi�ée selon :(
Y1(s)

U1(s)

)
BF22

=

[
G11(s)− G12(s)Gc2(s)G21(s)

1 +G22(s)Gc2(s)

]
(2.12)

Où :

L'indice BF22 indique que la boucle entre U2 et Y2 est fermée.

Le rapport des fonctions en boucles ouverte et en boucle fermée exprime l'in�uence de

la boucle entre U2 et Y2 soit :

µ11(s) =
G11(s) [1 +G22(s)Gc2(s)]

G11(s) +Gc2(s) [G11(s)G22(s)−G12(s)G21(s)]
(2.13)

Comme il est fréquent que le régulateur comporte une action intégrale, cela implique

que : Gc2(0) = +∞, et la mesure de l'interaction µ11(s) est notée λ11 et ne dépend que

des gains statiques de la fonction de transfert G(s), soit :

λ11 =
G11(0)G22(0)

G11(0)G22(0)−G12(0)G21(0)
(2.14)
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Les autres gains relatifs (λ12, λ21, λ22) sont calculés de la façons similaire. Le résultat

peut alors être représenter à l'aide d'une matrice des gains relatifs :

Λ =

[
λ11 1− λ11

1− λ11 λ11

]
(2.15)

Généralement à une dimension supérieure du système multivariable, un élément quel-

conque λij de la matrice de gain relatif est donnée par l'expression suivante :

λij =

(
∂Yi
∂Uj

)
Uk=0, k 6=j(

∂Yi
∂Uj

)
Yk=0, k 6=i

(2.16)

Le numérateur représente le gain statique en boucle ouverte entre Uj et Yi, et le

dénominateur le gain statique entre Uj et Yi lorsque les autres sorties sont contrôlées par

des correcteurs parfaits. Le gain relatif λij indique si le gain d'une boucle ouverte [Uj − Yi]
change lorsque les autres boucles passent de ouvertes à fermées.

2.7.1 Calcul de la Matrice des Gains Relatifs (RGA)

La matrice des Gains Relatifs se calcule directement en utilisant la matrice des gains

statiques comme suit :

RGA = Ks. ∗
[
K−1
s

]T
(2.17)

Avec :

RGA = [λij : i, j = 1, ......, q]

Ks = [Ksij : i, j = 1, ......, q]

Où :

.∗ : Le produit de Hadamard.

Ks : La matrice des gains statiques.

Ksij : Le gain statique entre Uj et Yi.

Les éléments de Ks sont déterminés par la relation suivante :

Ksij = lim
s→0

Gij(s) (2.18)

Remarques :

� Pour un système donné sous la forme d'état S (A, B, C, D), la matrice Ks se

calcule comme suit :

Ks = C(−A)−1B +D (2.19)
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2.7.2 Propriétés de la Matrice des Gains Relatifs

La somme Algébrique des éléments de la RGA le long d'une ligne ”i” ou d'une colonne

”j” est égale à 1. 
n∑

j=1, i=cst

λij = 1

n∑
i=1, j=cst

λij = 1
(2.20)

Pour un élément Ksij nul, le gain relatif λij correspondant est nul.

2.7.3 Interprétation de la Matrices des Gains Relatifs

� Si les éléments de la diagonale de la RGA (λij : i = j) sont proches de 1, alors le

niveau d'interaction dans le système est très faible, dans le cas contraire (inférieur

ou supérieur à 1) les interaction sont fortes.

� Pour λij = 1, la réponse pour le couple entrée-sortie [Uj − Yi] quand toutes les

autres boucles n'ont pas d'in�uence sur la boucle [Uj − Yi].
� Si λij est négatif, la réponse de la boucle correspondante peut changer de sens de

variation (système à réponse inverse ) si les autres boucles sont fermées. De plus, la

boucle elle même peut être instable ou le système global devient instable si jamais

la boucle considérée s'ouvre. Ainsi, le couple correspondant ne doit être choisi dans

la con�guration de commande.

� Le choix de la con�guration de commande porte sur les couples ayant un gain

relatif λij proche de 1.

Remarques :

� La RGA peut être généralisée pour un système ayant un nombre d'entrée p di�érent

de celui de sortie q, par l'utilisation de la pseudo-inverse de la matrice Ks désignée

par K+
s , et les interprétation de la RGA restent valables.

� pour un système 2× 2 dont la RGA est égale :

RGA =

[
0.5 0.5

0.5 0.5

]
(2.21)

Celui-ci présente de fortes interactions.

� La RGA n'est valable que pour les systèmes fonctionnant autour du régime sta-

tique.

� La relation entre le Quotient d'Interaction IQ et la RGA est :

λij =
1

1−Ksi

(2.22)

� Si la RGA d'un système 2× 2 est :
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RGA =

[
0.3 0.7

0.7 0.3

]
(2.23)

Alors la meilleure con�guration de commande est [U1 − Y2] , [U2 − Y1].

Lorsque la boucle [U1 − Y2] est fermée, le gain de la 2ème boucle changera avec un

facteur de 1/0.7 = 1.43, c'est-à-dire une variation de 43%.

� Pour un système à deux entrées et deux sorties, on a :

λ11 = λ22 et λ12 = λ21 (2.24)

Exemple : Le système est représenté sous forme de matrice de fonction de transfert

comme suit :

G(s) =

[
12.8 e−s

16.7 s+1
−18.9 e−3s

21 s+1
6.6 e−7s

10.9 s+1
−19.4 e−3s

14.4 s+1

]
(2.25)

1.Calcul de la matrice des gains relatifs : la matrice des gains statiques Ks du

système est donnée par la relation (2.18) :

Ks =

[
G11(0) G12(0)

G21(0) G22(0)

]
On obtient :

Ks =

[
12.8 −18.9

6.6 −19.4

]
À partir de la relation (2.17) :

RGA =

[
2.0094 −1.0094

−1.0094 2.0094

]

2. Interprétation de la RGA trouvée :

� Les éléments λ11 et λ22 sont loin de 1, ce qui nous permet de déduire que le système

est fortement interactif, d'après les interprétations de la RGA.

� Les éléments de la diagonale de la RGA sont positifs contrairement à ceux de

l'antidiagonale qui sont négatifs. Ainsi, la meilleure con�guration de commande

est :

[U1 − Y1] ; [U2 − Y2]

Cette dernière est représentée par la Figure suivante :
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Figure 2.6 � Système multivariable étudié.

Notons que cette con�guration est caractérisée par de fortes interactions entres les

boucles de commande de la con�guration de commande considérée.

Remarque :

La réponse du système à un échelon unitaire sur U1(s) avec la boucle sur Y1(s) ouverte

et la boucle sur Y2(s) respectivement ouverte et fermée est donnée à la Figure 2.6. On

constate que le gain relatif est exactement le rapport des sorties en régime permanent

[6.599/3.284 = 2.0094].

Figure 2.7 � Réponse en boucle ouverte et en boucle fermée sur Y2.
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2.8 Exemple d'application

Soit la matrice de fonction de transfert suivante [5] :

G(s) =

[
−2.2 e−s

7 s+1
1.3 e−0.3s

7 s+1
−2.8 e−1.8s

9.5 s+1
4.3 e−0.35s

9.25 s+1

]

Pour chaque fonction de transfert Gii(s), on doit déterminer la fréquence critique wru
et le gain Kru en utilisant les formules de Ziegler-Nichols et la BLT.

Pour un système de 1erordre avec retard.

G(s) =
Ks e

−θs

1 + T s

� La réponse en fréquence s = jw est :

G(jw) =
Ks e

−θjw

1 + T jw
(2.26)

Avec :

Ks : le gain statique.

θ : le retard.

T : constante de temps.

� Pour calculer la fréquence critique wru on utilise la formule de la marge de phase :

arg (G(jw)) = −π (2.27)

Pour

G11(s) =
−2.2 e−s

7 s+ 1

on a

G11(jw) =
−2.2 e−jwru1

7 jwru1 + 1

� Calcul de la phase :

ϕ1 = arg (G11(jwru1) = −π

ϕ1 = arg (−2.2) + arg (e−jwru1 )− arg (7 jwru1 + 1)

ϕ1 = −wru1 − arctan (7wru1) = −π (2.28)

La résolution numérique de (2.28) donne :

wru1 = 1.6568 rad/s

� Calcul du gain critique :

GBF (s) =
Kru1G(s)

1 +Kru1G(s)
= 1 (2.29)
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Kru1

n
G(jwru1)

n
= 1 (2.30)

Kru1

−2.2√
(7wru1)

2 + 1
= 1 (2.31)

On remplace la valeur de wru1 dans (2.32), on obtient :

Kru1 =

√
(7wru1)

2 + 1

−2.2
(2.32)

Kru1 = −5.2912

� Calcul des paramètres du correcteur par la la méthode de Ziegler-Nichols :

KZN1 =
Kru1

2.2
= −2.4051

TZN1 =
2π

1.2wru1
= 3.1603

� Calcul des paramètres du correcteur par la méthode de la BLT :

On prend le facteur de déréglage F = 2.25.

KBLT1 =
KZN1

F
= −1.0689

TBLT1 = TZN1 × F = 7.1106

� pour G22(s) :

G22(s) =
4.3 e−0.35s

9.2 s+ 1

G22(jw) =
4.3 e−0.35jwru2

9.2 jwru2 + 1

� Calcul de la phase :

ϕ2 = arg (G22(jwru2) = −π

ϕ2 = arg (4.3) + arg (e−0.35jwru2 )− arg (9.2 jwru2 + 1)

ϕ2 = −0.35wru2 − arctan (9.2wru2) = −π (2.33)

La résolution numérique de (2.33) donne :

wru2 = 4.5561 rad/s

� Calcul du gain critique :
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GBF (s) =
Kru2G(s)

1 +Kru2G(s)
= 1 (2.34)

Kru2

n
G(jwru2)

n
= 1 (2.35)

Kru1

4.3√
(9.2wru2) + 1

= 1 (2.36)

En remplaçant la valeur de wru2 dans (2.37) :

Kru1 =

√
(9.2wru2)

2 + 1

4.3
(2.37)

Kru2 = 9.7508

� Calcul des paramètres par la la méthode de Ziegler-Nichols :

KZN2 =
Kru2

2.2
= 4.4322

TZN2 =
2π

1.2wru2
= 1.1492

� Calcul des paramètres de la BLT :

KBLT2 =
KZN2

F
= 1.9699

TBLT2 = TZN2 × F = 2.5857

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une méthode de synthèse des régulateurs PID mono-

variables dans un environnement multiboucles.Nous avons aussi la méthode de matrice

des gains relatifs utilisée pour l'analyse des interactions.

Un exemple de synthèse d'un système de commande multiboucle en utilisant la mé-

thode du plus grand module est présentée.

Dans le chapitre suivant, on s'intéresse à l'optimisation des fonctions.



Chapitre 3

Évaluation des critères de performance

3.1 Introduction

Avec le développement des moyens de calculs, l'optimisation joue un rôle très impor-

tant dans les sciences exactes et les sciences de l'ingénieur.

D'une manière générale, résoudre un problème d'optimisation revient à chercher le

minimum ou le maximum d'une fonction appelée fonction objectif.

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de base de l'optimisation et quelques

méthodes d'optimisation.

3.2 Dé�nition

L'optimisation consiste à chercher le minimum ou le maximum d'une fonction d'une

ou plusieurs variables. Soit avec contraintes ou sans contraintes.

Le problème d'optimisation peut être représenté sous la forme suivante :

f(x∗) = opt
x
f (x) (3.1)

L'opérateur opt peuvent indiquer soit un minimum noté min ou un maximum noté

max.

Avant de réaliser l'opération d'optimisation, on cherche d'abord x∗ qui va satisfaire la

relation (3.1), il est donc nécessaire de disposer, d'une part, d'un modèle mathématique

de l'opération à optimiser, d'autre part, de la fonction d'évaluation des résultats [4].

L'ensemble des trois éléments est représenté sur la Figure 3.1 .

42
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Figure 3.1 � Optimisation avec modèle.

3.3 Fonction objectif (critère)

La fonction objectif est une fonction à plusieurs variables x1, x2, ..., xn regroupées dans

un vecteur x = [x1, x2, ..., xn] appelé vecteur de variables de décision ou d'optimisation.

Cette fonction peut être linéaire, quadratique et non linéaire.

3.4 Contraintes

Il existe deux types de contraintes [6] :

Type égalité :

gi(x) = 0, i = 1, ......, l

Qu'on peut regrouper dans un vecteur g(x) comme suit :

g(x) =



g1(x)

g2(x)

.

.

.

gi(x)


= 0 (3.2)

Type inégalité :

hj(x) ≤ 0, j = 1, ......, m

Qu'on peut regrouper dans un vecteur h(x) comme suit :
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h(x) =



h1(x)

h2(x)

.

.

.

hj(x)


≤ 0 (3.3)

3.5 Problème d'optimisation avec contraintes

Ce problème consiste à maximiser ou à minimiser une fonction f(x) avec contraintes,

c'est-à-dire la recherche d'un minimum ou d'un maximum qui appartient au domaine de

R d'une fonction.

Soit :

max f(x) , x ∈ Rn

s. c :

PC1

gi(x) = 0, i = 1, ......, l

hj(x) = 0, j = 1, ......, m

(3.4)

max f(x) signi�e le maximum de f(x).

Soit :

min f(x) , x ∈ Rn

s. c :

PC2

gi(x) = 0, i = 1, ......, l

hj(x) = 0, j = 1, ......, m

(3.5)

min f(x) signi�e le maximum de f(x).

Remarque 1 :

En absence de contraintes gi(x) = 0, i = 1, ......, l et hj(x) > 0, j = 1, ....., m les

problèmes PC1 et PC2 deviennent :

P
′

C1

min f(x)

x ∈ Rn
(3.6)

et :

P
′

C2

max f(x)

x ∈ Rn
(3.7)
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Dans ce cas P
′
C1

et P
′
C1

sont des problèmes de maximisation et minimisation sans

contraintes respectivement.

Remarque 2 :

La recherche d'un maximum peut se ramener à la recherche d'un minimum.

max f(x) = −min (−f(x)) (3.8)

min f(x) = −max (−f(x)) (3.9)

3.6 Gradient et la matrice hessienne d'une fonction

3.6.1 Gradient

Soit f : Rn → R, le gradient de f noté ∇f(x) est donné par :

∇f(x) =



∂f(x)
∂x1
∂f(x)
∂x2

.

.

.
∂f(x)
∂xn


(3.10)

3.6.2 Matrice hessienne

La hessienne de f notée H(x) est donnée par :

H(x) = ∇2

xf(x) =



∂2f(x)
∂2x1

∂2f(x)
∂x1∂x2

. . . ∂2f(x)
∂x1∂xn

∂2f(x)
∂x2∂x1

∂2f(x)
∂2x2

. . . ∂2f(x)
∂x2∂xn

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
∂2f(x)
∂xn∂x1

∂2f(x)
∂xn∂x2

. . . ∂2f(x)
∂2xn


(3.11)

3.7 Classi�cation de problème d'optimisation

Un problème d'optimisation peut être classé selon les propriétés de la fonction objectif

et les contraintes par exemple on parle :

� De la programmation linéaire lorsque la fonction objectif et les contraintes sont

linéaires.
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max C x ou min C x

Ax = b

x ≥ 0

(3.12)

Avec A, b, C des matrices de dimensions appropriées.

� De la programmation quadratique quand la fonction objectif est quadratique et les

contraintes linéaire.
min 1

2
xT Ax+ bT x , x ∈ Rn

s. c :

C x = d

D x ≤ e

(3.13)

� De la programmation non linéaire lorsque la fonction objectif et/ou les contraintes

sont non linéaires :
min f(x)

s. c :

gi(x) = 0

hj(x) ≤ 0

(3.14)

3.8 Modélisation d'un problème d'optimisation

La modélisation de problème d'optimisation consiste à représenter le problème mathé-

matiquement.

On distingue trois étapes :

� Le choix (identi�cation) des variable de décision,

� Dé�nition de la fonction objectif,

� Description des contraintes imposés aux variables de décision.

La résolution d'un problème d'optimisation consiste à rechercher l'optimum.

3.9 Méthodes de résolution d'un problème d'optimisa-

tion

Le problème d'optimisation peut être résolu analytiquement ou avec des méthodes

numériques.

Il existe essentiellement trois méthodes :

� Méthode analytique

La recherche analytique de l'optimum consiste à résoudre d'une manière analytique l'équa-

tion ∇f(x) = 0 et la dé�nition de sa nature par le calcul de ∇2
x f(x).
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Vu que la fonction objectif est non linéaire, il est pratiquement impossible de résoudre

le système algébrique de manière analytique et trouver l'optimum.

� Méthode graphique

Cette méthode est applicable si et seulement si le problème posé est à deux variables de

décision.

Cette méthode consiste à tracer le domaine admissibleD, représenté par les contraintes

et les contours de la fonction objectif.

L'intersection du domaine admissible dé�ni par les contraintes et les contours de f(x)

permet de localiser la solution.

� Méthode numérique (descente)

La recherche numérique de l'optimum consiste à utiliser des méthodes itératives pour

déterminer une suite des valeurs x1, x2, ..., xk à partir d'un estimé de départ de la solution

x0 connu de telle sorte à avoir dans le cas d'un minimum f(x0) > f(x1) > f(x2) > ... >

f(xk) > ... > f(x∗).

Comme cette suite générée est bornée inférieurement par f(x∗), alors elle est conver-

gente.

En partant de x0 et en faisant des itérations, on essaye d'approcher l'optimum avec

une précision désirée contrôlée par une tolérance.

Dans notre cas on va se limiter à citer quelques méthodes d'optimisation numériques

itératives ( méthodes de descentes).

3.9.1 Méthode du gradient

Partant d'un point x0, l'algorithme du gradient à pas optimal pour k = 0, 1, 2, ..., N

avec N nombre d'itérations est :

� Calcul de pas optimal αk

� xk+1 = xk − αk∇f(xk) (pas optimal).

Le pas αk est déterminé par les deux approches suivantes :

� Déterminer αk de telle sorte que f(xk+1) < f(xk).

� Déterminer αk qui minimise f(xk+1), avec αk= arg min f(xk − α∇f(xk)).

� Critère d'arrêt :

Un test d'arrêt doit être choisi pour garantir que les algorithmes s'arrêtent toujours après

un nombre �ni d'itérations, et que le dernier point calculé soit su�samment proche du

minimum de f(x).

Généralement, on utilise :
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n
∇x f(x)

n
≤ ε (3.15)

où :
f
�
f
: est la norme Euclidienne

3.9.2 Méthode du gradient conjuguée

Cette méthode est une amélioration numérique de la méthode du gradient à pas opti-

mal.

L'algorithme prend la forme suivante :

On donne x0 et on pose d0 = ∇f(x0), avec : k = 0, 1, 2, ..., N .

� Calcul du pas optimal αk

� xk+1 = xk + αkdk

� Bk =
f
∇f(xk+1)

f2
f
∇f(xk)

f2

� dk+1 = ∇f(x) +Bkdk

Le critère d'arrêt est le même que la méthode du gradient à pas optimal.

3.9.3 Méthode de Newton

Le principe de la méthode de Newton est de calculer une approximation de f(x) autour

de point xk par son développement de Taylor du second ordre.

L'algorithme de la méthode est :

xk+1 = xk −
[
∇2
x f(xk)

]−1∇x f(xk) (3.16)

Avec :[
∇2
x f(xk)

]
: est la matrice hessienne et elle doit être inversible.

Cette méthode demande un e�ort très important de calcul. A chaque itération on doit

calculer l'inverse de la matrice hessienne.

3.10 Fonction à une seule variable (méthode de recherche

unidimensionnelle)

Dans le cas d'un problème d'optimisation sans contraintes, pour une fonction d'une

seule variable, le problème est de chercher le zéro de la dérivée.

f
′
(x) = 0 (3.17)

Plusieurs méthodes ont été proposées, on distingue :
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3.10.1 Méthode analytique

Elle consiste à résoudre l'équation algébrique f
′
(x) = 0 analytiquement.

3.10.2 Méthode de descente

Les méthodes de descente présentées précédemment peuvent être utilisées dans le cas

d'une fonction à une seule variable (méthode de Newton).

3.10.3 Méthode de dichotomie

La recherche du zéro d'une fonction nécessite la connaissance de trois valeurs de la

fonction à chaque étape.

Dans le cas de la recherche de l'optimum d'une fonction uni-modale possédant un seul

minimum ou maximum dans un intervalle de départ [a , b].

la connaissance de la dérivée f
′
(x) remplace celle de f(x).

La méthode de dichotomie est réalisable selon l'algorithme suivant [2] :

� On part d'un intervalle [a , b] dans lequel le minimum se situe. Appelons [xI0 , xS0]

cet intervalle.

� A l'itération k, on calcule xm milieu de [xIk , xSk]. On estime la valeur de la dérivée

f
′
(x) en chacun des 3 points par une formule de di�érence �nie.

f
′
(x) ≈ f (x+ ε)− f (x− ε)

2 ε
(3.18)

� Dans le cas d'un minimum :

1. Si f
′
(xIk) < f

′
(xm) < 0, alors le nouvel intervalle [xI,k+1 , xS,k+1] est [xIk , xm].

2. Si f
′
(xm) < f

′
(xS) < 0, alors le nouvel intervalle [xI,k+1 , xS,k+1] est [xm , xS].

� Véri�cation de la tolérance sur x, sur f et du nombre d'itérations. En cas de non

satisfaction retour à l'étape 2. Sinon passe à l'étape 5.

� Estimation de la dérivée seconde selon la formule de di�érence �nie.

f
′′
(x) ≈ f (x+ ε)− 2 f(x) + f (x− ε)

ε2
(3.19)

Par l'étude de la nature du point.

Remarque :

Pour la recherche de l'optimum d'une fonction unimodale, on trouve aussi la méthode

de "Fibonacci" qui est presque analogue à la méthode de "Dichotomie".

Au lieu de procéder comme dans la dichotomie en divisant l'intervalle[a , b] en deux

partie égales disjointes. Dans cette méthode on divise l'intervalle [a , b] en deux parties
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égales mais ayant un recouvrement et on élimine la partie non convenable, puis on continue

la recherche de la même manière.

3.11 Conclusion

Dans ce chapitre, on a brièvement présenté les généralités sur l'optimisation avec et

sans contraintes, et on a cité quelques méthodes de résolution des problèmes d'optimisa-

tion.

Les méthodes présentées sont simples et faciles à programmer et convergent rapide-

ment vers la solution optimale même pour un grand nombre de variables d'optimisation.

Dans le chapitre suivant, on s'intéresse à l'optimisation du facteur de déréglage. Pour

ce faire, un problème d'optimisation avec contraintes est formulé et sa solution est obtenue

avec la méthode des évaluations simultanées.



Chapitre 4

Optimisation du facteur de déréglage

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter une approche pour l'optimisation du facteur de

déréglage d'un système de commande multiboucle. Le problème d'optimisation consiste à

minimiser un critère de performance.

Pour la résolution, on utilise la méthode des évaluations simultanées.

4.2 Méthode des évaluations simultanées

Pour résoudre le problème de minimisation à une seule variable, on doit dé�nir un

intervalle [0, βmax] sur lequel on va chercher le (ou les) minima globaux de f ∗.

Pour cela, on suit les étapes suivantes [7] :

� Choix d'un pas 4β qu'on peut varier en fonction de β.

� Construction des points de la discrétisation i4β, i = 0, 1, ..., N avecN4β = βmax.

� L'obtention des minima globaux se font à l'aide de la recherche des minima absolus

de l'ensemble �ni

{f ∗(i4β), i = 0, 1, ..., N} .

A l'aide de l'ordinateur on peut facilement résoudre ce problème.

Cette méthode de base possède quelques di�cultés sont :

� Le pas 4β doit être choisi comme une fonction décroissante (augmenter le nombre

de points).

� L'intervalle [0, βmax] sur le quel on cherche les minima de f ∗(βmax) est tel que βmax
est une fonction décroissante.

51
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Lemme : Le temps de calcul pour la recherche des minima globaux vaut :

T =
αβmax
4β

(4.1)

Où α est le temps moyen de calcul de f ∗(β) pour β �xé.

4.3 Rappel sur la méthode des trapèzes

Pour la discrétisation d'un critère on utilise des quadratures (Trapèzes, Simpson,

Gauss, Legondre, ...)

Dans ce qui suit, on présente la méthode des trapèzes utilisée dans notre cas pour

l'évaluation du critère de performance à optimiser.

Lorsque la fonction f est de classe Cn sur l'intervalle réel I = [a , b], on note :

Mi = max
{
| f (i)(x) |; x ∈ [a , b]

}
pour i = 0, ......, n. (4.2)

On subdivise l'intervalle [a , b] en n intervalles (n ∈ N∗) de même longueur h =

(b− a) /n et on note, pour tout i ∈ {0, ......, n} , xi = a+ ih.

4.3.1 Principe

Figure 4.1 � Méthode des trapèze.

On remplace la courbe représentative de f , sur chaque segment de la subdivision, par

le segment qui joint (xi, f(xi)) à (xi+1, f(xi+1)). Cela revient donc à interpoler la fonction

f sur le segment [xi, xi+1] par le polynôme de Lagrange de degré 1 aux points xi et xi+1.

La valeur approchée de l'intégrale de f sur I par la méthode des trapèzes est alors

donnée par :

Tn =
b− a
n

(
f(a) + f(b)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)

)
(4.3)
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Démonstration : L'air du trapèze de base

[xi, xi+1] est (xi+1 − xi) (f(xi) + f(xi+1))/2 = h(f(xi) + f(xi+1))/2.

On en déduit que :

Tn =
n−1∑
i=0

h(f(xi) + f(xi+1))/2 = h

(
f(a) + f(b)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)

)
(4.4)

4.4 Détermination de la valeur optimale pour F

Comme exemple d'application on prend un procédé multivariable à deux entrées et à

deux sorties.

Le modèle est donné sous forme d'une matrice fonction de transfert.

Cahier des charges

Nous allons synthétiser deux correcteurs pour un systèmes multivariable 2×2 a�n que

le système puisse rejeter les perturbations et satisfaire les performances suivantes :

� Précision

On souhaite que la grandeur réglée rejoigne sans erreur l'entrée de consigne.

� Stabilité

Le système doit être stable ou asymptotiquement stable.

� Facteur de déréglage

Avoir la valeur optimale de F qui est le but principal de notre application.

Correcteur PI

Dans notre cas, on s'intéresse à l'optimisation des correcteurs PI.

Le correcteur PI permet d'annuler en régime permanent l'erreur, en ajoutant un pôle

a l'origine.

Ce type de correcteur admet la fonction de transfert suivante :

Gc(s) = kc(1 +
1

Ti s
) (4.5)

Avec :

kc : Le gain proportionnel.

Ti : La constante d'intégration.

Quant elle est associée en cascade, l'action proportionnel intégrale, se traduit par

l'ajout d'un pôle à l'origine, et d'un zéro à − 1
Ti

à la fonction de transfert en boucle ou-
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verte du système compensé.

Pour le calcul des paramètres optimaux des régulateurs, on utilise la méthode de la

BLT.

L'objectif est de déterminer la valeur de F . On propose de suivre les étapes suivantes :

1. Calcul des paramètres de Ziegler-Nichols pour chaque boucle.

2. Dé�nition d'un critère de performance J comme une fonction de F .

3. Résoudre le problème d'optimisation

min J
F

(4.6)

4.5 Exemple d'application

Pour illustrer l'approche proposée, on considère le système suivant [5] :

G(s) =

[
12.8 e−s

16.7 s+1
−18.9 e−3s

21 s+1
6.6 e−7s

10.9 s+1
−19.4 e−3s

14.4 s+1

]
(4.7)

Pour chaque fonction de transfert Gii(s), on doit déterminer la fréquence critique wru
et le gain Kru en utilisant les formules de Ziegler-Nichols et la BLT.

On a un système de 1er ordre avec retard.

G(s) =
Ks e

−θs

1 + T s
(4.8)

� La réponse en fréquence s = jw :

G(jw) =
Ks e

−θjw

1 + T jw
(4.9)

Avec :

Ks : Le gain statique.

θ : Le retard.

T : Constante de temps.

� Pour calculer la fréquence critique wru on utilise la formule de la marge de phase :

arg (G(jw)) = −π (4.10)

Pour :

G11(s) =
12.8 e−s

16.7 s+ 1

on a :

G(jw) =
12.8 e−jwru1

16.7 jwru1 + 1
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� Calcul de la phase :

ϕ1 = arg (G11(jwru1) = −π

ϕ1 = arg (12.8) + arg (e−jwru1 )− arg (16.7 jwru1 + 1)

ϕ1 = −wru1 − arctan (16.7wru1) = −π (4.11)

La résolution numérique de (4.11) est :

wru1= 1.6080 rad /s

� Calcul de gain critique :

GBF (s) =
Kru1G(s)

1 +Kru1G(s)
= 1 (4.12)

Kru1

n
G(jwru1)

n
= 1 (4.13)

Kru1

12.8√
(16.7wru1)

2 + 1
= 1 (4.14)

On remplace la valeur de wru1 dans (4.15) :

Kru1 =

√
(16.7wru1)

2 + 1

12.8
(4.15)

Kru1 = 2.0994

� Calcul des paramètres du correcteur par la la méthode de Ziegler-Nichols :

KZN1 =
Kru1

2.2
= 0.9543

TZN1 =
2π

1.2wru1
= 3.252

� pour G22(s) :

G22(s) =
19.4 e−3s

14.4 s+ 1

G(jw) =
−19.4 e−3jwru2

14.4 jwru2 + 1

� Calcul de la phase :

ϕ2 = arg (G22(jwru2) = −π

ϕ2 = arg (−19.4) + arg (e−jwru2 )− arg (14.4 jwru2 + 1)
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ϕ2 = −wru2 − arctan (16.7wru2) = −π (4.16)

La résolution numérique de (4.16) est :

wru2 = 0.5644 rad /s

� Calcul du gain critique :

GBF (s) =
Kru2G(s)

1 +Kru2G(s)
= 1 (4.17)

Kru2

n
G(jwru2)

n
= 1 (4.18)

Kru1

−19.4√
(14.74wru2) + 1

= 1 (4.19)

En remplaçant la valeur de wru2 dans (4.20) :

Kru1 =

√
(14.4wru2)

2 + 1

−19.4
(4.20)

Kru2 = −0.4221

� Calcul des paramètres par la la méthode de Ziegler-Nichols :

KZN2 =
Kru2

2.2
= 0.1919

TZN2 =
2π

1.2wru2
= 9.2770

Pour optimiser les paramètres des correcteurs, on propose de minimiser un critère de

performance par rapport au facteur de déréglage F .

Ce dernier est situé entre deux contraintes 1.5 < F < 4.

� Critère à minimiser

Le but c'est de minimiser le critère de performance qui est une fonction objectif. Comme la

détermination des paramètres des correcteurs analytiquement est très di�cile, on propose

la résolution par simulation, en déterminant le minimum de la fonction objectif J par la

méthode des évaluations simultanées.

Le critère à optimiser est de la forme :

J =

+∞�

0

(q11 e
2
1 + q22 e

2
2 + r11 u

2
1 + r22 u

2
2) dt (4.21)

Le problème (4.21) est un problème de commande optimale qu'on peut formuler sous

forme d'un problème d'optimisation en utilisant la méthode exposé au début du chapitre.
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Le critère contient deux parties :

� La poursuite

Dans ce cas chaque état doit suivre sa consigne désirée.

Mathématiquement le critère :

J =
+∞�

0

((
y(t)− yd(t)

)T
Q
(
y(t)− yd(t)

))
dt

yi(t)→ ydi (t) i = 1, 2, ......, n

(4.22)

avec

Q =

[
q11 0

0 q22

]
et e =

[
yd1− y1

yd1− y2

]
� Énergie

Dans ce cas, on va minimiser l'énergie mise en ÷uvre.

Mathématiquement :

J =

+∞�

0

uT Rudt (4.23)

avec :

R =

[
r11 0

0 r22

]
et u =

[
u1

u2

]
Ainsi le problème d'optimisation à résoudre est :

min
F

J(F ) =
+∞�

0

eT Qe+ uT Rudt

s. à :

1.5 ≤ F ≤ 4

(4.24)

4.6 Tests de simulation

Dans cette étape, on va faire des tests de simulation, en donnant des valeurs a des

facteurs de pondérations comme montre le Tableau 4.1.
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J J∗ F∗

q11 = 1
q22 = 1
r11 = 1
r22 = 1

10.9816 2.3900

q11 = 1
q22 = 1
r11 = 0
r22 = 0

9.6585 2.2900

q11 = 0
q22 = 0
r11 = 1
r22 = 1

0.9389 4.0000

q11 = 1
q22 = 0
r11 = 1
r22 = 0

3.1068 2.7300

Table 4.1 � Tableau des tests.

Ce problème a été résolu avec la méthode des évaluations simultanées en considérant

la discrétisation de l'intervalle [1.5 ; 4]. Pour les tests e�ectués, on considère di�érentes

valeurs pour les matrices de pondération Q et R.

Les résultats obtenus sont résumés dans le Tableau 4.1.

On remarque que la valeur de F dépend des matrices de pondération Q et R. De

même sur la valeur achevée pour le critère. En conclusion, le choix de Q et R in�ue sur

les performances en boucle fermée.

4.6.1 Résultats de simulations obtenus

Les réponses obtenues pour chaque cas sont données par les Figures (4.2, 4.5, 4.8 et

4.11).



Optimisation du facteur de déréglage 59

1. Avec : q11 = 1, q22 = 1, r11 = 1 et r22 = 1

Figure 4.2 � Les sorties y1(t) et y2(t).

Figure 4.3 � Les commandes u1(t) et u2(t) .

L'évaluation de la fonction objectif en fonction de F est donnée par la Figure 4.4
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Figure 4.4 � La fonction objectif.

2. Avec : q11 = 1, q22 = 1, r11 = 0 et r22 = 0

Figure 4.5 � Les sorties y1(t) et y2(t).
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Figure 4.6 � Les commandes u1(t) et u2(t).

Figure 4.7 � La fonction objectif.
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3. Avec :q11 = 0, q22 = 0, r11 = 1 et r22 = 1

Figure 4.8 � Les sorties y1(t) et y2(t).

Figure 4.9 � Les commandes u1(t) et u2(t).
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Figure 4.10 � La fonction objectif.

4. Avec : q11 = 1, q22 = 0, r11 = 1 et r22 = 0

Figure 4.11 � Les sorties y1(t) et y2(t).
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Figure 4.12 � Les commandes u1(t) et u2(t).

Figure 4.13 � La fonction objectif.

Observation : On constate que les sorties y1(t) et y2(t) rejoignent leurs consignes avec

des régimes transitoires qui dépendent du paramètre Q.

On remarque, aussi, que les commandes dépendent du paramètres R. Selon, les valeurs

de R, on peut pénaliser les commandes et in�uencer le régime transitoire.
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposer une approche pour optimiser le choix du facteur

de déréglage.

Les résultats obtenus par simulation et la quanti�cation con�rment qu'un choix du

facteur de déréglage garantit le rejet de perturbation et stabilise le système rapidement.

Dans le cas étudié, le facteur de déréglage est déterminé par simulation vu que la

fonction objectif ne peut pas être explicitée en fonction du facteur de déréglage.

Dans le cas général, on cherche le minimum de la fonction objectif en utilisant la

méthode d'optimisation illustrée au début de ce chapitre.



Conclusion générale

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire s'inscrit dans le cadre de la com-

mande des procédés multivariables. L'objectif de notre travail est de formuler le problème

de synthèse des correcteur multiboucles sous forme d'un problème d'optimisation. L'idée

consiste à déterminer la valeur optimale du facteur de déréglage qui optimise un certain

critère de performances.

Ainsi, après un bref rappel de quelque notions de base sur les systèmes multivariables

et leur caractéristiques, nous avons présenté la méthode des matrices des gains relatifs

utilisée pour l'analyse des interactions et l'autre, c'est la méthode du plus grand mo-

dule (BLT) pour la synthèse d'une commande multiboucle. Ensuite, nous avons présenté

quelques généralités sur l'optimisation et les méthodes d'optimisation. Pour illustrer, la

démarche proposée par la synthèse des paramètres optimaux d'un correcteur multiboucle,

un exemple d'application a été présenté.

A la lumière des résultats obtenus, on peut a�rmer que selon l'objectif désiré, on peut

jouer sur le facteur de déréglage du correcteur pour améliorer les performances.

Cette approche basée sur l'optimisation peut être étendue à d'autres types de correc-

teur par exemple : la méthode du modèle interne, et la commande �oue.
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                                 Résumé 

Le degré d’interaction ou de couplage est une caractéristique propre 
aux systèmes multivariable. 

La détermination des paramètres optimaux du correcteur reste 
l’étape la plus importante pour atteindre les performances désirées. 

La méthode du plus grand module (BLT) permet de calculer 
facilement les paramètres d’un correcteur multiboucle les 
paramètres de ce correcteur sont déterminés en fonction d’un autre 
paramètre appelée facteur de déréglage. 

Pour l’optimisation de facteur de déréglage on utilise la méthode 
d’optimisation qui est la méthode des évaluations simultanées. 
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