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Introduction générale

La question d’existence (et d’unicité) de solution Bohr (Stepanov) presque périodique a suscité
I'intérét de nombreux chercheurs, une literature trés abondante est dédiée a cette question (voir
e.g. [5], [6], [10], [11], [12], [13], [21], [22] ). Quelques résultats sur les solutions Stepanov presque
périodiques des équations différentielles indiquent que ces solutions sont en fait Bohr presque
périodiques. Cela est di spécialement aux théorémes de type Bohr—Neugebauer et de Favard,

puisque les solutions sont supposées étre bornées.

Notre travail est une synthése de quelques avancées de la théorie des équations différentielles
a coefficients Stepanov presque périodiques. Nous discuterons, en particulier, de deux travaux
récents et complémentaires de Andres et Pennequin. Le premier (voir [12]) clarifie le lien entre
la nature d’une solution d’une équation différentielle en temps continu (de forme particuliére) et
sa discrétisée canonique dans un espace de Banach. L’objectif étant de donner une extension du
théoréme de Meisters [18] de deux maniéres différentes.

Le deuxiéme (voir [13]) porte sur la non-existence de solutions bornées purement Stepanov
presque périodique lorsque les coefficients de I’équation sont Stepanov presque périodiques. Il est
démontré que dans un espace de Banach uniformément convexe, toute fonction Stepanov presque

périodique ayant une dérivée Stepanov presque périodique est Bohr presque périodique.

Notre travail est réparti en deux chapitres:

Dans le chapitre I, nous faisons quelques rappels et mises au point sur les fonctions presque
périodiques. Nous établissons une étude comparative entre les deux notions de presque périodicité

de Bohr et de Stepanov.

Dans le Chapitre II, nous présenterons et développerons des résultats obtenus par les auteurs
J. Andres et D Pennequin [12, 13].



Chapitre 1

Fonctions presque périodiques de Bohr et
de Stepanov

Dans ce chapitre nous faisons une synthése sur les fonctions presque périodiques de Bohr et
de Stepanov a partir des références [1, 16, 17]. Nous rassemblons les outils nécessaires pour la
compréhension de ce manuscrit, entre autres la presque périodicité de Bohr et de Stepanov, la

propriété de Bohl-Bohr-Amerio et ses conséquences et 'opérateur de Nemytskii.

1.1 Définitions et propriétés des fonctions presque pério-
diques de Bohr et de Stepanov

1.1.1 Presque périodicité de Bohr

Nous considérons dans toute la suite de ce mémoire (E, |- |g) un espace de Banach muni de la
norme | - |g, notons par C'(R,E) lespace des fonctions continues sur R & valeurs dans I’espace de
Banach (E, |- |g) et par u la mesure de Lebesgue.

L’ensemble des fonctions continues périodiques présente des insuffisances & savoir qu’il n’est pas
stable par rapport aux opérations usuelles et par passage a la limite uniforme. En 1923, Harald
Bohr a relaxé la notion de périodicité en introduisant la notion de presque périodicité de maniére
a ce que I'ensemble des fonctions qui la satisfont forme un sous espace vectoriel fermé de C'(R, E)

contenant toutes les fonctions continues périodiques.

Définition 1.1.1. On dit qu’un sous ensemble A de [E est relativement dense s’il existe un réel
[ > 0 tel que tout intervalle de longueur [ de E rencontre A.

Définition 1.1.2. Soit f : R — [E une fonction continue, f est dite uniformément presque
périodique ou Bohr presque périodique si pour tout € > 0, il existe [ > 0 de sorte que, pour tout

a € E, il existe un 7 € [a, a + [] satisfaisant :

IFC+7) = FOllee <€
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T est appelée une e—translation de f.
En d’autres termes, f est uniformément presque périodique si I’ensemble de toutes les e—translations
de f qu’on note par E(e, f(x)) est relativement dense dans [E.

On note ’ensemble des fonctions Bohr presque périodiques de R dans E par AP(R,E)

On notera au passage qu’'une fonction continue périodique est presque périodique le contraire

n’est pas vrai, voici un exemple de fonction presque périodique non périodique.
Exemple 1.1.1 ([4]). La fonction f: R — R, f(z) = sinz + sin V22 est presque périodique

bien qu’elle ne soit pas périodique. En utilisant le fait que || cos z||o = || sin z||s = 1,
[f(z+7)= f2) o

| sin(v/27) cos(v/2x) + sin(v/2z)(cos V21 — 1)

sinz(cosT — 1) + cos zsin 7| o

11— cos7| + |1 — cos(v/27)| + | sin 7| + | sin V27|,

IN +

pour € > 0 donné, soient m, n € N telle que |m — v/2n| < }1/—75.

Si on choisit 7 = 2n7 (cosT = 1, sinT = 0)

on aura
f(o+7) = F(@)] < 1 - cos(v3r)| + | sin v/2r],
mais
V2r = (V2n)2r = (m + a)2r, ou |a| < 4i,
s
ainsi
cos(V/27) = cos 2mar et V21 = 27,
comme
|1 —cosf| < 0] et |sinf| < |0|, pour tout 6,
alors

If(z+7) = f@)lle < 2m|al+ 2mlal

€
= 4 <Adr— =€
7| T =€

On peut toujours choisir m et n satisfaisant |m — v/2n| < + avec m et n variant dans N, du

coup il existe un ensemble {7}, appelée 'ensemble des € translations de f.

Définition 1.1.3 (normalité ou critére de Bochner). Une fonction continue f est dite nor-
male si, pour toute suite (h,),en C R, on peut extraire une sous suite (h),),en C R telle que la

suite (fy,)nen donnée par f(z + h!)) soit uniformément convergente.
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Définition 1.1.4. Un polynéme trigonométrique est une application 7' : R — E de la forme

n

T(z) = Zak exp(izgz), avecn € N, A\, € R, q, € C.

k=1

On note 'espace des polynomes trigonométrique par P(R,E).

Définition 1.1.5. Une fonction f : R — [E posséde la propriété d’approximation polynémiale

si pour tout € > 0 il existe un polynéme trigonométrique 7, tel que:

sup |f(x) — Te(x)|g < e

zeR

Le théoréme fondamental suivant fait le lien entre la presque périodicité de Bohr, I"approxi-
mation polynomiale et le fait d’étre normale.
Théoréme 1.1.1. Soit f : R — E une fonction continue, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

— f posséde la propriété d’approximation polynomiale,

— f est normale,

— f est Bohr presque périodique.

La preuve étant longue et technique, le lecteur est orienté vers le rapport de Giraudo [9] pour

de plus amples détails.

On a les propriétés des fonctions Bohr presque périodique suivantes

Propriétés 1.1.1 ([15]). Voici quelques propriétés des fonctions Bohr presque périodiques
1. Si f une fonction presque périodique, pour tout a € R les applications x — af(x), © —

flax), et x +— f(a+ x), sont presque périodique.

2. Si f une fonction presque périodique |f| est presque périodique.
3. St f et g deux fonctions presque périodiques, alors f* g et f + g sont presque périodiques.
4. Une limite uniforme de fonctions presque périodiques est presque périodique.
5. Les parties réelles et imaginaires d’une fonction presque périodique sont presque périodiques.
Ces propriétés nous assurent que 'espace des fonctions Bohr presque périodique présente une

structure d’espace vectoriel.

1.1.2 Opérateurs de Nemytskii

Les opérateurs de Nemytskii sont une classe d’opérateurs non linéaires continus bornés dans

les espaces LP, ils prennent leurs nom du mathématicien Viktor Vladimirovich Nemytskii.
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Définition 1.1.6. Etant donnés un espace E et une fonction f : R x E — E, Lopérateur de

superposition ou de Nemytskii construit sur f est
Ny [t u()] = ¢ [f(E u(t)]

Opérateurs de Nemytskii dans les espaces des fonctions presque périodiques de Bohr

La condition suffisante assurant que 'opérateur de Nemytskii envoie un espace de fonctions
AP(R,E) dans un espace du méme type est que f soit uniformément presque périodique en le

parameétre( par rapport a ¢ ), elle a été introduite par Yoshisawa [23]. Rappelons cette notion

Définition 1.1.7 ( [23] Définition 2.1 p. 5-6). On appelle APU(RXE, E) I'espace des fonctions
f i RxE — [E continues telles que pour toute partie K compacte de E et tout ¢ > 0, il existe

[ =1(K,e) > 0 telle que pour tout r € R, il existe 7 € [r,r + [] satisfaisant :

sup | f(t +72) — f(t,2))|e = 0.
(t,x)eERx K

Remarque 1.1.1 ([3]). On notera qu’une fonction continue de x et ne dépendant pas de ¢ satisfait

cette hypothése; une fonction presque périodique en ¢ et ne dépendant pas de x également.

Théoréme 1.1.2 ([3]). Soit f € APU(R x E,E), alors l'opérateur Ny est continu de AP(R,E)
sur AP(R,E). Réciproquement, si lopérateur Ny est continu de AP(R,E) sur AP(R,E), alors
fe APU(R x E,E).

Ce résultat est due a P. Cieutat.

1.1.3 Généralisations de la Bohr-presque périodicité

Presque périodicité de Stepanov: La presque périodicité trouve aussi un sens pour les
fonctions localement intégrables (pas nécessairement continues). L’idée consiste a remplacer dans
la définition de la Bohr presque périodicité la norme infinie par une norme du type LP. On obtient
ainsi plusieurs extensions de la presque périodicité (selon la norme choisie). Les plus connues sont
celles de Stepanov, Weyl et Besicovitch (voir [1], [16], [15]). Nous nous limiterons dans le cadre
de ce mémoire a la presque périodicité au sens de Stepanov.

Soient f,g € LI (RE), 1 < p < 0o, on introduit la norme et la distance de Stepanov par:

loc

1 x+L %
Il =sup |7 [ o]

1
P

1 z+L »
D) = I ~allsy =sup [ [ 1000 - g0
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Comme toutes les normes de Stepanov sont équivalentes pour tout L, i.e. pour Ly, Ly € R, il

existe ki, ky € R, telles que
killflsy, < I1fllsy, < kell sy,
On peut se limiter & L = 1.

Définition 1.1.8. Une fonction f € L} (RE), 1 < p < oo est dite Stepanov presque périodique
si pour tout € > 0, il existe [ > 0 de sorte que, pour tout a € R, il existe un 7 € [a,a + ]

satisfaisant :
Der(f(.+7) = f()) <e

T est appelée une S e—translation de f.

En d’autres termes, f est Stepanov presque périodique si ’ensemble de toutes les S]” e—translations
de f qu’on note par SE(e,f(z)) est relativement dense.

On note 'ensemble des fonctions Stepanov presque périodiques de R dans E d’ordre p par
SE(R,E).

Lorsque p = oo, on dit qu'une fonction f € L2 (R,E) est essentiellement Stepanov presque

périodique bornée lorsque:3l > 0, Va € R, 37 € [a,a + [] satisfaisant :

sSup ||f]1[x,x+l]Hoo < +00.

TER

Remarque 1.1.2. En posant p = oo dans la norme de Stepanov, I'espace de SEP(R,E) devient
I'espace L= (R, E) car
Hfﬂ[:c,x-i-l}Hoo = Hf”oo

Le premier sens étant évident, on montre ’autre sens, Ve > 0, il existe un ensemble A de mesure
positive tel que |f|g > || f]|oc — € dans I'ensemble A. Ainsi, il existe z € R tel que AN [z,z+ 1] a

une mesure positive et |f|g||f|lcc — € dans AN [z, 2 + 1] , donc

1 f Tz, e1lloo 2 ([ flloo — €

Définition 1.1.9 (S” normalité). Une fonction f € L} (R,E), 1 < p < oo est dite SP-normale
si pour toute suite (h,),eny C R, on peut extraire une sous suite (h]),en C R telle que la suite
(fn)nen donnée par f(x + hl) soit SP-convergente.

Définition 1.1.10. Une fonction f : R — E posséde la propriété d’approximation polyndmiale

si pour tout € > 0 il existe un polynéme trigonométrique 7. tel que:

a+1
sup/ |f(z) — To(x)|gdx <e.

zeR

[’espace S(R,E) s’obtient comme 'adhérence de P(R,E), S = pllls.
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Le théoréme suivant est analogue au théoréme 1.1.1, il fait le lien entre la presque périodicité
de Stepanov, 'approximation polynémiale et le fait d’étre normale au sens de Stepanov.
Théoréme 1.1.3 ( [15]). Les trois espaces définit dans les définitions 1.1.9, 1.1.8, 1.1.10 sont

équivalents.

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés des fonctions Stepanov presque périodiques.
Comme 'espace des fonction Bohr presque périodiques, ces propriétés assurent que l'espace des
fonctions Stepanov presque périodiques présente aussi une structure d’espace vectoriel.
Propriétés 1.1.2. Soient les fonctions f,h € SAPP(R,E) et g € SAPI(RE), 1 < p,q < oo telle
quei—k%:l, on a:

1. f+he SAPP(RE),

2. f.ge SAP(RE),

Démonstration. 1. D’apreés Levitan [17], on peut trouver une e—translation 7 commune & f et

g.
En utilisant I'inégalité de Minkowski.

P

|:/xz+1 (f(x+7)+g(z+7)) — (f(z)+ g(x))!ﬁf;dx]

=

VAN

) — @)l L 9z +7) — g(w)lzdw
| R |

< 2e.

2. Pour tout € > 0, prenons une e—translation 7 commune a f et g.

En vertu de l'inégalité triangulaire et I'inégalité de Holder, on a

[ st ngte+ 1) gt

IN

z+1 z+1
/ \f(93+T)IE|g(x+T)—g(ﬂf)lxﬁdm+/ l9(@)[el f(z +7) = f(z)[e

([ s r>r%;;dx); (" 1ot~ tfear )

- ([ |g<x>|§@dx); ([ 1+ - stoeas )
<

2Ae

A= max {sgp ([ 1) ) s ([ lato )} .

IN

avec
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La caractérisation de Danilov des fonctions Stepanov presque périodique

On note par Sp(R,E) 'ensemble des fonctions mesurables, telles que pour touts
€,0 >0,

S;elﬂg(u{t &+ [ft+7) = ft)e > €}) <0

et par M) (R,E) 'ensemble des fonctions mesurables f: R — E, telles que: || f|s» < o0, et

lim sup sup / |f(t)|5dt = 0.
T

507 ¢eR TCle, e+1], u(T)<8

Danilov a donné une autre caractérisation de la Stepanov presque périodicité en termes des classes
Sp(R,E) et M}(R,E). Plus précisément,
Théoréme 1.1.4 ([7]).

SAPP(R,E) = M;(R,]E) NSp(R,E).

Cette caractérisation a permit & Andres et Pennequin d’obtenir un résultat de superposition
d’une fonction Stepanov presque périodique avec une fonction continue moyennant une condition

de croissance polynoémiale sur la fonction continue.

Lemme 1.1.1 ([7]). Soit F' continue de E dans E une fonction linéairement bornée i.e.
2
Ve e E, |F(z)|lg <alz|f+b a,b>0etp,g>1.

Pour tout f: R — E dans SAPP(R,E).
on aura
FofeSAPI(R,E).

Démonstration. On a f € SAPP(R,E), comme
f S SD(RJE)

on aura

FofeSpRE). (1.1)

Il reste & montrer que
Fofe MQ(R,E)

pour tout intervalle borné 7', on a

/ F(f)dr < 2070 / 09| f ()| + bidt
T T
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< 2q_1aq/T |f(2)|gdt + bim,

comme f € ¥ (R,E), on aura F o f € L] (R,E), pour tout § > 0et £ € Ret T C [§,€ + 1],

loc loc

telle que p([¢, £+ 1]) < ¢

on aura
[1ruoa <2 [ ek
T T

comme f € M/(R,E) et de la derniére inégalité, on déduit que:
FofeM(RE) (1.2)
De (1.1) et (1.2), on déduit que
Fofe M(R,E)NSp(R,E)

donc
Fofe SAPYR,E).

Remarque 1.1.3. Si F' est seulement continue et f est dans SAPP(R,E), nous ne pouvons pas
affirmer que F'o f € SAPY.
En effet, considérons la fonction f définie par: f(z) = > ", fu(x), fu est 4n périodique et
2
fula) /=20, 20) = B (1= = nls ) T2 2
1
12
périodique et on a | fu|ls,, = 20,0, si on suppose que Y «a,B3, < oo alors f est Stepanov

avec «a, € (0 ) et B, > 0,f, est périodique, continue et bornée donc f, Stepanov presque

presque périodique comme limite uniforme de fonctions Stepanov presque périodiques. On choisit
F(-) = exp(-)

exp(f(x)) = exp (Z fn) > fn, pour tout N dans [2, + oo

n

) a3
[exp(fa)ll = =~ exp(By — 1) > TN.
Si ayB% — +oo quand n — +o0, alors
o, 7
lexp(F)lo > 22 o

1 ce qui donne exp(f) n’est pas dans Stepanov presque périodique.

Un exemple de suite «,, (3, vérifiant les conditions précédentes est a,, = n—15 et 5, = n’.
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1.2 Comparaison entre les fonctions presque périodiques de
Bohr et les fonctions presque périodiques de Stepanov

La notion de Stepanov presque périodicité est la généralisation la plus naturelle de la notion

de Bohr presque périodicité, principalement pour deux raisons:

— Premiérement : Toute fonction Bohr presque périodique est Stepanov presque périodique
APRE) Cc SAPP(R,E) comme
- llse < - oo
la réciproque n’est pas toujours vraie. Le théoréme suivant nous fournit une condition
supplémentaire pour obtenir 'uniforme presque périodicité a partir de la notion de Stepanov
presque périodicité.
Théoréme 1.2.1 (Bochner [1]). Toute fonction f Stepanov presque périodique uniformé-

ment continue dans IE est Bohr presque périodique.

Démonstration. Pour montrer le résultat précédant il suffit de montrer que I'ensemble des
e—translations de f, F(e,f(z)) est relativement dense pour tout € > 0.

Pour cela, on montre qu’on peut correspondre & tout € un 6 > 0, telle que

SE(e.f(x)) C E(e.f(x)),

f est une fonction uniformément continue, a tout € on associe 0 < h < 1/2 telle que

\f(2) — f(2")|g < 1/4e, si|z' —2"|g < h.

Soit 7 quelconque dans SE(eh,f(z)), on montre que |f(z +7) — f(z)|g < €, Vz,
on suppose qu’il existe un xq telle que pour xg —h <z < zg+h

on a
|f(zo+T7) — fzo)|e > €

f est uniformément continue,

[f(z+7) = flz)le > €/2;

on aura alors,
ro—h+1 zo+h
[ e = g@lsde > [ )~ f@)lade > eh
zro—h xo—h
ce qui est absurde vu que 7 est une S-translation de f,

on déduit que
|flx+7)— flz)le <€
D’ou le résultat. O
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— Deuxiémement Bochner a donné une caractérisation élégante de la presque périodicité au
sens de Stepanov via la presque périodicité au sens de Bohr d’une fonction a valeurs dans
LP. Plus précisément:

Définition 1.2.1. On définit la transformée de Bochner d’une fonction f € SAPP(R,E)

par:
ffrR — L7(0,1],E)
fllo) = J@)=fle+n),nel01]zeR.
La transformation de Bochner transforme la presque périodicité de Stepanov en une presque
périodicité de Bohr a valeurs dans un espace LP.

Théoréme 1.2.2 ([16]). Si f € SAPP(R,E), alors la transformée de Bochner de f, f°:
R — LP([0,1],E) est Bohr presque périodique.

Démonstration. Une fonction f est Stepanov presque périodique, si a tout € on correspond

un ensemble SE(g, €) telle que V7 € SE(g,€), on a

sup U If(t+7+n)—f(t+?7)!%dtr <e

z€R

Soit une fonction g : R — LP(E),

9(t) = {g(t;n)m € 0, 1]} et [lg(t)]| = {/0 \g(tm)lﬁ}p,

en particulier, g continue et presque périodique si a tout €, on correspond un ensemble
E(e,g(x)) tel que V7 € {7}, on a

1
supllot-+7) — o)l =sup | [+ ron) - stepar] <
zeR z€R

soit f € LP(R,E) et ¥t € R et f(t) = {f(t +n), n € [0,1]}; ainsi, on obtient une fonction
continue de R dans LP([0, 1],E) (comme f(t) € L} (R,E))

- 1 :
iy e+ = S0 = g { [ 4740 - pe ) =0
0

de plus, f est Stepanov presque périodique.
En effet, & tout € on correspond un ensemble {7}, telle que V7 € SE(e,f(x), on a

1 .
sup [ [ isten - f(t,m\%édt] <e
zeR 0

done, f est presque périodique, Si (1.3) est vérifice Ve > 0,

sup ft+7)— ft)s < e

f est uniformément presque périodique. Ce qui achéve la démonstration. O
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Grace a la transformée de Bochner, on peut construire un opérateur linéaire T qui envoie
SAPP(R,E) dans AP(R,E) définit par T(f) = f° pour tout f dans SAPP(R,E). De plus,
T est une isométrie puisque ||f’||oc = ||f||s». Cette identification permet entre autre d’in-
terpréter les différentes caractérisations de la Bohr presque périodicité (Définition de Bohr,
critére de Bochner et approximation polynémiale), et ce dans le contexte de Stepanov.

Le tableau récapitulatif suivant donne les différentes caractérisations des deux notions:

presque périodicité presque périodicité presque périodicité
via les € translations via Bochner via 'approximation polynomiale
Bohr AP & normale o | pll=
I 4 U
Stepanov SAP & SP normale o | Pl

TAB. 1.1 — Différentes Caractérisations de la Bohr et Stepanov presque périodicité.

Nous cloturons cette section par la présentation de quelques exemples qui pourraient ren-
forcer la comparaison entre les deux concepts de la presque périodicité (au sens de Bohr et
de Stepanov).

Exemple 1.2.1. Soit f € SAPP(R,E) non continue et non bornée.

{ cost pourt # km,

1) = k pourt = km.

f n’est pas uniformément continue donc elle n’est pas uniformément presque périodique.

Propriétés 1.2.1 ([17], page 209-212). Soit f € AP(R,R). Alors la fonction

+1 si f(x) >0,
sign(f(@) =4 0 si f(z) =0,
-1 si f(x) <0.

est dans SAP'(R,E).

St f est une fonction périodique, il est évident que le signe de f est aussi une fonction pé-
riodique. Supposons maintenant que f est une fonction uniformément presque périodique. La
question est, quelle est la nature des fonctions signf ¢ Le théoreme suivant nous dit que sign f est
une fonction purement Stepanov presque périodique.

Théoréme 1.2.3. Soit F(2)(z = x+1iy) est une fonction analytique Stepanov presque périodique,
réguliere dans la bande a < x <b(a<0<b). Six=0,F(2) = F(iy) = f(y).

f une fonction uniformément presque périodique alors le signe de f est une fonction Stepanov
presque périodique

Preuve. Soit a > 0, on définit l'ensemble E, = {y € R,|f(y)| > a}. Soit T est une a—presque
période de f. On a pour y € F,

sign f(y+ 7) = sign f(y)
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car dans le cas contraire on aurait

fy+7) = fWl=1fWl+fly+71)>a,

par conséquent, T ne serait pas une o presque période de f.

Soit ES l'ensemble complémentaire a E,. Pour tout y, nous avons:

y+1
/ [sign f(y + 7) — sign f(y)|dy < 2/E dy = 2u(Eg N (y,y + 1))

&Ny, y+1)

Pour conclure que signf est Stepanov presque périodique, il suffit de montrer que

lim sup st € [y, y + 1], |£(8)] < @) = 0. (1.4)
a—0 yeR

Supposons le contraire. Soient

1. mg > 0 un nombre fini fixé

2. une suite aq,qa, ..., Qy,, -+ de nombres positifs décroissante vers 0,
3. une suite infinie y, de nombres croissante,

tels que
(e, O (Ynsyn + 1)) > mo.

Considérons la suite de fonctions ¢, (y) = f(y + yn), n = 1,2,---. Pour chaque fonction ¢,(y)
dans Uintervalle (0,1) il existe un ensemble U, de mesure supérieure a mg, sur lequel l’inégalité

sutvante est vérifiée

lon(y)] < .

Comme ¢, (y) est une suite normale donc elle est uniformément convergente. Soit p(y) sa limite
uniforme. Par ailleurs, soit U la limite supérieure de la suite d’ensemble U,. Par définition,
chaque point de U appartient a un nombre infini d’ensembles U,,. Par un résultat de la théorie de
la mesure, on a que w(U) > mg. Soit y € U, cela signifie qu’il existe une suile infinie d’indices
ng, tel que y € U, . A partir de la définition de U,,, on a que |¢n, (y)| < an, Par conséquent,
pour k — oo ety € U

lim ¢, (y) = ¢(y) =0

n—o0
D’autre part, p(y) est une fonction analytique comme limite de fonctions analytiques réguliéres
dans la bande a < x < b(a < 0 < b). Nous avons une contradiction, pour une fonction analytique,
non identiquement nulle ne peut pas s’annuler sur un ensemble de mesure strictement positive.

En particulier, ce théoréme implique que le signe d’un polynome trigonométrique réel est fonction

Stepanov presque périodique.
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1.2.1 Le théoréme de Bohl-Bohr-Amerio et ses conséquences

On se pose la question suivante : sous quelles conditions, on peut assurer que 'intégrale d'une
fonction f Stepanov presque périodique est Bohr presque périodique?.
La réponse a cette question nous fournit encore un champ de rencontre des deux notions de
presque périodicité etudiées dans ce chapitre. Pour plus de détails sur les théorémes cités dans

cette partie, on envoie le lecteur a la référence [16] d’ou ils sont extraits.

Théoréme 1.2.4. Soient E un espace de Banach uniformément convexe' et f une fonction

uniformément presque périodique, si F(z fo t)dt < 0o alors F(x) est uniformément presque
pértodique.
Théoréme 1.2.5. Si f est une fonction Stepanov presque périodique alors F(x fo t)dt est

uniformément continue.

On rappelle ici la propriété de Bohl-Bohr-Amerio.
Théoréme 1.2.6 (Bohl-Bohr-Amerio). Soient E un espace de Banach uniformément conveze
et f: R — E une fonction dans SAPP(R,E) presque périodique avec (1 < p < oo) lintégrale
indéfinie F(x fo t)dt est uniformément presque périodique si et seulement si elle est bornée

pour la norme ||H5p

Démonstration.
/ 1)t = /ft+n Fz+m) — F(1), 1 € 0,1],
et x+T
/ [(t)dt = F(z +n) — F(0),
0
d’ou

e = [

= Fle+71)— f(r F(O) (1.5)
On a par hypothése

: :
sup F(t) = sup (/ |F(t + 77)|€;d77) < 00.
R R 0

1. [2] Un espace de Banach E est dit uniformément convexe si:Ve > 0, 3§ > 0

+
(@,y €E, | <1, gl <1, et [z —yls > ¢) = ””2@/ <1-4.

E
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Si E uniformément convexe, alors LP(E) I'est aussi pour 1 < p < oo (|2] page 51).
On a démontré précédemment que la transformée de Bochner d’une fonction Stepanov presque
périodique est uniformément presque périodique, de I'équation (1.5) et du théoréme 1.2.4, on
déduit que F est uniformément presque périodique, donc F' est Stepanov presque périodique.
D’apres le théoréme 1.2.5, F' est aussi uniformément continue, donc F' est uniformément presque
périodique.

m

D’une maniére immédiate, le théoréme de Bohl-Bohr-Amerio implique qu’il n’existe pas de
fonction f purement Stepanov presque périodique ayant une dérivée Stepanov presque périodique
(non bornée). Cette implication a comme importantes conséquences:

Conséquence 1.2.1. La dérivée d’une fonction bornée purement Stepanov presque périodique
non presque périodique ne peut pas étre Stepanov presque périodique.

Conséquence 1.2.2. Pour que la dérivée d’une fonction Stepanov presque périodique soit elle-
méme Stepanov presque périodique, il est indispensable que la fonction soit elle-méme presque
périodique ou non bornée.

Ces deux conséquences sont illustrées par les exemples suivants:

Exemple 1.2.2. [12]| f est une fonction réguliére (dérivable), obtenue comme somme d’une série

de fonctions 2n—périodiques f,.

fl@) =Y ful®)

( 2(93_1/ .k+€n)2 n
2% —, pour x € (ymk — €EnyYnk — %],

2(m_yn,k)2 n n
1— 2 ,pour r € (yn,k - %7yn,k + %]7

fa() =
2(I_yn,k+6n)2 "
2 , pour x € (yn,k: + %7yn,k + 6n]7
0 ailleurs.

Unk = (2k’ + 1)77,, keZ.
0<e, < ! eN i <
€n < =, 1 , € < 00.
2 n=1
f n’est uniformément continue car elle n’est pas bornée,
@) =) fula),
n=1

avec
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( 4(z—yYn kten) €
:ﬁ ; pour x € (yn,k: — €nyYnk — ?n]a

n

Az— n,x €n €n
_ A= 651 ,k)7 pour x € (Yn — 5 Unk T 7],
/ n
fo(x)
4(x— nkten "
(z ye%k )’ pour x € (ynyk + %’yn,k + en]’
0 ailleurs .

f' n’est pas bornée.

Exemple 1.2.3. Considérons les fonctions suivantes:

g(z) = 2+ cos x + cos V2.

Jle) =i <$) ' = cos <9(1fv)) (Sinl" +9\2/(i§in \/%) '

Il s’en suit de la premiére conséquence du théoréme Bohl-Bohr-Amerio que f’ ne peut pas étre

Stepanov presque périodique car f est bornée et purement Stepanov.
B. M. Levitan dans son livre (|17], page 212-213) a montré que f est purement S'.presque pério-
dique non uniformément presque périodique. En effet,soient o > 0 et 4 > 0 choisis arbitrairement.

Considérons E, = {y € R,|f(y)| > a} Soit 7 une J§ presque période de g. Nous avons pour tout

x € b,
[fl@t7) = f@)] = |sin (g<x_1+ ﬂ) e (ﬁ)
< Zgn (|9(93 +7) - g(f’f)hf)

E

g(x +7)g(x)
< )
— ala—9).
9e ., ., . . . . o T+ .= . .
L’inégalité précédente provient du fait que sinx — siny = 2cos ¥ sin %5¥, sinz < z et du fait
qu’on a
| gz + 1)l = l9(@)|& | < |g(z +7) — 9(z)]g,
donc
—lg(z +7) = g(2)[e < gz +7)le — 9(z)[e < |g(z +7) — g(2)]z,

on aura

lg(z +7)]

v

l9(2)|e — |g(x +7) — g(2)|&
> a— 0.
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D’oui, pour tout réel x

/z et 7) - fla)ede < [E o ) @ / @+ 1) — f(2)|eda

Esn[z, xz+1]

< m +2u(ES N [z, x + 1)).

Soit € > 0, par la propriété (1.4) on peut choisir « aussi petit de sorte que:

2u(ES N[z, x +1]) <

DO ™

Choisissons ¢ par la condition
) €
e — < -,
ala—0) 2
ainsi

r+1
sup / @+ 1) — f(@)ledz < e,

zeR
par conséquent, 7 est une S-e€ presque période de f.
Il reste & montrer que f n’est pas uniformément continue. Par la continuité de g, soient x,, et

x, deux suites positives telles que
9(@n) = 75— glal) = —,
(n—3g)m

telles que

|z], — xn|g — 0 quand n — oo.

On suppose le contraire, c’est & dire que f est uniformément continue. Seulement, on a
. 1 :
sin | n— 5 | 7 —sinnm

|z, — 2| — 0 quand n — oo,

=1
E

|f (n) = f(a)|e =

Y

alors que

donc, f ne peut pas étre uniformément continue.
Exemple 1.2.4 ([12]). Soit La fonction h définie par:
hz) = ¢*(z) sin (L)
g(xz) )"
avec g la méme fonction que dans I'exemple précédent.

h est continue, bornée et Stepanov presque périodique comme produit de deux fonctions Stepanov

presque périodique, la dérivée de h est donnée par

1) = o) |2atoysin () = oos (75|
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qui est Stepanov presque périodique comme produit de

¢ (x) = —sinz — v2sin(v2x),

s (1)< ).

ce qui veut dire que h est elle méme uniformément presque périodique déduction faite a partir de

la deuxiéme conséquence du théoréme de Bohl-Bohr-Amerio.

1.3 Fonctions presque périodiques dans le cadre discret

1.3.1 Les suites presque périodiques de Bohr

Dans cette section, nous nous intéressons a la notion de fonctions uniformément presque pé-
riodiques définies sur 7Z, dite aussi suites presque périodiques valeurs dans un espace de Banach.
Cette notion a été initié en 1928 par A. Walther dans le cas de suites réelles ou complexes, et
indépendamment par K. Fan en 1942 dans le cas de suites qui sont & valeurs dans un espace
de Banach. Cette notion développée récemment par de nombreux auteurs tel que Corduneanu
et d’autres, a réussi a s'imposer dans divers domaines de sciences appliquées grace aux modéles

mathématiques discrets.

Définition 1.3.1. Une suite z : Z — EZ est dite uniformément presque périodique si pour tout
e > 0, il existe un entier positif N = N(e) (appelée longueur d’inclusion) tel que tout ensemble

de N entiers consécutifs {m, ..., m + N} contienne p € {m,..., m + N}, satisfaisant

’£ —g‘E<E7kEZ,

n—+p

p est appelée une e-presque période de la suite x.

Définition 1.3.2. Une suite est dite normale ou elle vérifie le critére de Bochner si pour toute
suite d’entiers (my)ren, On peut extraire une sous suite (my;); telle que la suite (Uynym, )j>0
J

converge uniformément.

On peut a partir de z définir son interpolée f, : R — E par:
Ve Z, Vo € [O, 1], fg(k + 6) =T+ 9<$k+1 — l’k)

Propriétés:|[8]]
1. x est une suite presque périodique.

2. f, est presque périodique.
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3. xp est uniformément presque périodique si et seulement s’il existe une fonction presque
périodique f : R — E, f(k) = x, pour tout k& € Z appelée 'extension linéaire de la
fonction f.

4. Pour E = R, toute suite de translations {xy 4+ m; },en contient une sous suite {zy + my, }ien

qui converge uniformément.

Démonstration. On montre le troisiéme point.

Nécessité : Supposons que la suite (zy)rez est presque périodique.
f(k) =2p + (b — k) (vps1 —ap), h € [k, k+ 1] et k € Z.

Evidement , f est continue sur R, nous allons montrer qu’elle est Bohr presque périodique
La presque périodicité de x entraine par définition que pour tout € > 0, il existe N entiers

consécutifs qui contiennent une e-presque période de la suite x, p satisfaisant :
|Tpip — T|g < €, k € Z. (1.6)

Remarquons que si h € [k, k + 1], alors h +p € [k + p,k + p + 1] et la valeur de la fonction f au
point h + p est
f(h+p) =zpp + (h = k) (Tpirs1 — Tpik)-

En tenant compte du fait que (h — k) € [0, 1] et de P'inégalité 1.6, on obtient :

[Z(h+p) —z(h)[e = |2pik + (b = k) (@nipr1 — Tprr) = (2 + (B — k) (@pr1 — 2i)][e
= |Zpsr — 2 + (b = E)[(Tnapi1 — Tpar) — (@pr1 — 20)][E
= |zpre — x| + (B = ) |[(@ntpt1 — Tpra) — (Trs1 — z0)]|e
= |zpsr — k| + |[(@ntpt1 — Tprw) | + [(@h1 — i) e

= 3¢

cela signifie que p est une e-translation associée a la longueur d’inclusion N. Donc, f est Bohr
presque périodique.

Inversement, soit f presque périodique, nous allons utiliser le critére de Bochner pour montrer
que la suite (f(k))rez est presque périodique.
Soit (Uy,)nez C Z, il existe une sous suite (U,, Jreny qui converge uniformément sur R ou encore,
la suite ((Uy, )ken) de (Un)nez, telle que la suite f(U,, + m)ren converge uniformément sur Z, ce

qui signifie que f(m))m,ez est presque périodique. a

Discrétisation de fonctions presque périodiques

Définition 1.3.3 ([20]). La discrétisation d’une fonction f est une suite de la forme f(ak + b), ;.
avec a > 0 et b € R.
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Remarque 1.3.1 ([20], [1]). On a les assertions suivantes:
— la fonction f est Bohr presque périodique, toutes ses discrétisations sont (Bohr)-presque
périodique.
— lensemble des nombres entiers d’e-translations sont les mémes pour une fonction et sa
discrétisée canonique. De ce fait, ceux de z et f, sont les mémes.

— On notera que les liens entre continu et discret sont surtout dans ce sens:
Lorsqu’une suite est presque périodique (au sens de Bohr ou de Stepanov), elle est en

particulier la discrétisée d’une fonction presque périodique. (au sens de Bohr).
— Lorsque a =1 et b = 0, on parle de discrétisation canonique.

Exemple 1.3.1. f définie dans I’exemple 1.2.2 est une fonction purement Stepanov presque pé-
riodique qui a une discrétisation Stepanov presque périodique et une autre non Stepanov presque
périodique.

Une premiére discrétisation : considérons la suite f(k),.,, ot
fm(m(2k 4+ 1)) =1, pour m € Net k € Z.

On obtient
fm(l) - 17 fm(6) + f2m<6) = 27

fmn(20) + fon(20) + f22,,(20) =3, - - .
En général:

k
ngjm(Qk(Zk +1)) = k+ 1, pour tout k, m € N,
=0

f est positive, donc pour tout m € N, on peut voir que

limsup f(k) = lim Supin(k)
n=1

k—o00 k—o0

k
> lim Supigjm(k)
=0

k—o0
k
> I}LD&Z()fz%(Q’“(% +1)) = lim (k + 1) = co.
p

Dot la discrétisée {f(k)}rez de f qui est une fonction non Stepanov presque périodique.
Une deuxiéme discrétisation : considérons une autre discrétisation de f définie par {f (k: + %) }kez.

On montrera qu’elle est constante, donc Stepanov presque périodique

f(:L‘) = ZZ(’O”(I - yn,k)'

n>1 kEZ
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v, définie comme suit :

¢ 2(x+en)? €
=", pourze (—en, 3"} ,

n

22 —€ €
1—¥, pour x € ( 2",7”},

2(z—en)? —€
=, bpourxe€ ( 2”,671},

L 0 ailleurs.

On pose T = 3 +p,p € Z. Si pu(T — Y, i) # 0, alors [T — y k| < €,, donc d(z,Z)) < €,, mais
d(T.Z) = 5
f(T) = 0 pour p € Z et on obtient f(% + p) = 0 pour tout p € Z.

> €n, et on a ©,(T — Y, k=) = 0 pour tout k € Z et tout entier positif n. Ainsi,

Exemple 1.3.2. On considére la fonction f définie dans I'exemple 1.2.3, f est une fonction

Stepanov presque périodique dont la discrétisée {f(7r (k + %))}ke%

f<7r (“%» - <2+sin<kw>+cjs(ﬂw(k+%))>

. 1
- (2—1—008 (\/§7r (k—l—%))) ’

est uniformément presque périodique.

Comme go(x) = 2 + cos v2x > 1 est une fonction /2m périodique, donc <go+x)>, par définition
sa discrétisation est aussi uniformément presque périodique.

Comme les valeurs de f(x) = sin (ﬁ) et sin ( ) coincident pour v = w(k+3), k€ Z - - -,
{f(r(k+1)) }keZ est presque périodique.

_1
go()
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Chapitre 2

Probléme d’existence de solutions
purement Stepanov presque périodiques
des équations différentielles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux oscillations presque périodiques de Stepanov
introduites par J. Andres et D. Pennequin dans les articles ( voir [12], [13]). Nous présenterons et
développerons I'essentiel des résultats obtenus par les auteurs entre autres:

— L’étude de la notion de presque périodicité de Stepanov dans le cadre discret dont ils

montrent qu’elle est équivalente a la notion de Bohr.

— Le lien entre suites et fonctions presque périodiques au sens de Stepanov.

— Le lien entre la nature d’une solution d’'un systéme en temps continu et sa discrétisée

canonique, probléme déja initié par Meisters, théoréme 2.1.
— Non existence de solutions purement Stepanov a une équation différentielle non linéaire via

Iopérateur de Nemytskii.

2.1 Les oscillations presque périodiques de Stepanov et leurs
discrétisations

Commencons par énoncer le résultat de Meisters
Théoréme 2.1 ([18]). Soit x(-) le vecteur solution de I’équation différentielle
¥ = F(t,x) (2.1)

avec :
1. Soit x appartient & ouvert D C C" qui est un espace vectoriel complexe de dimension n
muni de la norme euclidienne. F'(-,x) : R — C" est une fonction presque périodique,

2. F(t,) : C" — C" est lipscthitzienne i.e.

|F(t,z) — F(t,y)|g < Llz — y|g, v,y € D, t € R,L € RT.



Probléme d’existence de solutions purement Stepanov p. p. des EDO 26

Et soit D contenant la fermeture de l’image de x(-). une condition nécessaire et suffisante pour
que x(-) soit uniformément presque périodique a valeurs dans C" est telle que {x(k)}rez soit une

suite uniformément presque périodique dans C".

Andres et Pennequin ont généralisé ce théoréme de deux maniéres différentes.
Une premiére généralisation dans le cadre général de la fonction ' = F(¢,x), une deuxiéme

généralisation dans le cadre de I'équation (2.4).

2.1.1 Etude des suites Stepanov presque périodiques

Nous allons expliquer ici que les suites Stepanov presque périodique sont en fait Bohr presque

périodique. Définissons un analogue discret de la norme de Stepanov par:

n+T

1
|zl|s1, = sup <1+—T Z |9U1<:|E> € [0,00], pour T € N.
nez b—n

Nous constatons que ||z[|s1 = [|z[|
posons

St = A{z] |lzlls. < o0}

Soit f € L}OC(RE), nous rappelons ici 'expression de la norme de Stepanov, et nous introduisons

une autre norme ot la borne supérieure est seulement prise sur Z,

a+1
Ifls: = sup ( / rf<t>\Edt)e[o,oo1,

aceR

n+1
I, = sup ( / |f<t>|Edt)e[o,oo]

nez

et nous définissons les espaces S} et Sy 71 par:

Si={f1lIflls; <00} et Siz={flflls:, < oo}

L’espace S} (resp. S} ;) muni de ||.[s1 (resp.||.[[s: ), est un espace vectoriel normé.

Le point crucial est le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 ([12]). Pour tout x e E*, T €N et f € L} (RE):

loc

1o |zllsz = llzlloos

2. (757) Izlloo < lzllsy < llzllooi
3 sz, < W Fllsy < 2l sz 5
4o N f st < M1 flloos

5. | felloo = Izl
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Démonstration. 1. On a
n+T 14T 24T

Z |[2kle = Z|$k!E+Z|xk|E+...,
k=n k=1 k=2

il suffit de remplacer dans ’expression de la norme, 7' = 0 on obtient le résultat.

2. On montre la premiére partie de 'inégalité (T+1) [2]loo < llzllsz.

cela revient & montrer

n+T
lalloe < sup > lole.
neN k—=n,
soit |z;|g = max|z;|g = ||z]|ec, i € N
Alors,

T+j
|z|e < Z |zi|e  (tout les termes sont positifs) .

On montre la deuxiéme partie de I'inégalité
Izl 53 < 120,

cela revient & montrer

n+T
supz lzkle < (T + 1|2 oo,
nEN
soient
T+3 n+1T
2jle =) |wkls =sup Y |ails. n €N, j € {1,... n},
k=j &N =
et
|zile = |zl
on a
T+ T+1 termes
2ile =) lokls =lzile + . +lergle < (T + Dlals = (T + 1))z
k=j
car
‘xlhE > |xk‘E7 Vk € {]7 s 7j +T}
3. On a

a+1
[ flls1 = Sup (/ |f(t)|IEdt) .

a+1 a+1
/ 1F(8)dt < sup | £(2)] / 0t = || ]).
a teR a
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4. On montre que || fz|lco > ||Z]| -
On a

fz(k’ + (9) =T+ 9($k+1 — ilfk), ke Z,(g c [0, 1]

[fzlle = sup|[f(k+0)]|
keZ

= sup |0zp1 + (1 — 0)xklg
kEZ

O sup |Trq1|e + (1 — 0) sup |z e
keZ keZ

IN

IN

sup |zx|g-
keZ

Dans le cas discret Andres et Pennequin ont donné un résultat assez surprenant précisant que
la notion de presque périodicité de Bohr et de Stepanov coincident pour tout 7' € N c’est ce que
le point (1) et (2) impliquent i.e S = [, et que les normes ci-dessus définies sur S}. et [* sont
équivalentes.

De plus, (3) assure que S} = Si; vu le lien qu’on souhaite faire entre temps discret et temps
continu pour les oscillations Stepanov presque périodiques.

La proposition suivante rend plus précis ces liens avec la fonction f,.
Proposition 2.1.1 ([12]). Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. x €l™
2. x € Sk, pour tout T € N;
3. x €Sk pourun T €N;
4. f» € SY;
0. fu € Sll,Z;
6. fz € L™

De plus, toutes les normes ||.||loo; ||-[ls7: & = || falloo, & — || falls1 sont équivalentes.

Démonstration. On montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout x € EZ,

Hf£||51 > CHfQHOO

1.2 —

Ce qui permettra d’écrire :

Clifelloo < fells, . < fallsp < 201 fells, , < 20 fallo = 2]zl
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Le résultat sera alors vérifié.
Cherchons la valeur de C', fixons n € Z,

Nous avons

n+1 1 1
[ 180kt = [ 10~ 8)0 4 02alodd > [ 10— 8)lgule — Bl a0,
n 0 0

Posons u = |#,|g, v = |Zn 11|, nous avons (u,v) € (RT)?,

et comme
1 1
/ |(1—0)u—Ov|gdd = / lu — 0(u + v)|gdb.
0 0
_u 1
= /+ u—@(u+v)d9+/ —(u—0(u+v))dd
0

u+v
u? + 0?2
2(u+v)

Nous supposons que u > v, donc u? 4+ v? > u?, 4u > 2u + 2v,
d’ou

)

1
/ |(1—0)u — Ov|gdd >
0

e

ce qui donne

n+1
maxy|Tn|E, |Tn
/n | fa(t)|pdt > {l ’Ii | +1’E}‘

Nous considérons la norme infinie

1 1
1fellsr, 2 gllzllee = Z 1 felloo-

1,2 —

Alors, pour C' = i:

1
||f£||3117Z = Z”ngoo

La proposition précédente induit la conséquence suivante qui dit que la notion de suite presque
périodique. au sens de Stepanov est équivalente a la notion de suite presque périodique. au sens
de Bohr. De plus, ce lien se lit également sur la fonction f, puisque pour elle, étre Stepanov ou
Bohr presque périodique c’est équivalent :

Conséquence 2.1.1.

x est Stepanov-p.p. << 1z est Bohr-p.p.

3

fz est Stepanov-p.p.
& fy est Bohr-p.p.
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Démonstration. Pour f, le fait d’étre stepanov implique son coté (uniformément) bornée et donc
lipschitzienne vue sa construction; or toute fonction Stepanov presque périodique et uniformément

continue uniformément presque périodique. O

Remarque 2.1.1. On peut dire que z est St presque périodique si pour tout € > 0, il existe un
entier positif N = N(e) tel que tout ensemble de N entiers consécutifs {m, ..., m+ N} contienne

p € {m,...,m+ N}, satisfaisant
[Tnp — Talls1 <€ k € Z.

Des conditions (1) et (2) du lemme 2.1.1 les normes ||.[|co, ||-[s1, ||-||s3 sont équivalentes, donc la

définition ne change pas si on utilise I'une de ces trois normes. De plus,

V(k.p) € Z27 f&(-ﬂ?)*z(k) = fo(k+p) — fgp(k) = Thtp — Tk-

On obtient la méme définition avec les normes x — || fulloo, @ — || f2lls2,

2.2 Généralisations du théoréme de Meisters

2.2.1 La premiére généralisation du théoréme de Meisters

La premiére maniére de généraliser Le théoréme 2.1 est la suivante:

Théoréme 2.2.1. Soit x(-) € AC,.(R,E) la solution de l’équation différentielle (2.4) dans un

espace de Banach E de dimension finie, ot

- F(-,z) : R — E une fonction essentiellement bornée au sens de la norme || - ||so. Pour tout

sous ensemble ouvert D de E.

- F(t,) : E — E satisfaisant, pour tout z,y € D, la condition de Lipschitz
|[F(t,x) — F(t,y)le < Llz —yls, t€R.

Et soit D contient la fermeture de l'image de x(.). Alors, une condition nécessaire et suffisante
pour que x(.) soit une solution uniformément presque périodique de (2.1) a valeurs dans D C E

est que {x(k)}rez soit une suite uniformément presque périodique dans D C E.
Pour démontrer ce théoréme on aura besoin de ces deux lemmes:

Lemme 2.2.1 ([18]). Soit C C D, et F(t,x) une fonction définit sur C™, si x est restreint a C,
on dira que est une famille de fonctions uniformément continues presque périodiques dans C"

Lemme 2.2.2 ([18]). Si x(k) est une suite presque périodique dans E. Pour tout nombre réel
positif €, 'ensemble des e—translations communes & x(k) et toutes les fonctions de la famille

{F(t,z), x € C C D} est relativement dense.
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Démonstration. On suppose que {z(k)}rez est une suite presque périodique dans E et que x(t)
satisfait I'équation différentielle (2.1) pour tout ¢ € R, on montre que z(¢) est uniformément
presque périodique, on pose R 'image de z(t).
Premiérement, on montre que l'image de x(t), R est bornée, on a
[z()|e < |2(t) — z(k)|e + sup (i) e (2.2)
ic

sup |z;|g < oo, car toute suite presque périodique est bornée. De plus,

|E(tz(k)le < [F(t,z(k) — F(t2(0)] + [F(t,2(0))]s
< Lsgp lz(k) — 2(0)|g + sgp |F'(t,2(0))|g

(2.3)

|F'(t, z(k))|r est bornée, Vk € Z et Vt € R. L’équation différentielle peut s’écrire sous la forme de

Newton-Leibnitz .
x(t) = x(0) —l—/ F(s,x(s))ds
0

On utilise (2.3), on pose M = sup,,, |F'(t,x(k))|z , on a pour tout t € R, k <t <k +1

2(t) — 2(k)e < /kF(s,x(s))ds—/k F(s, 2(k))ds

E

_|_

/}: F(s, 2(k))ds

E

t
< L/ |z(s) — z(k)|eds + M.
k
en vertu de I'inégalité de Gronwall, on aura
|z(t) — z(k)|g < Mexp(L) pour k <t <k+1

Deuxiémement, on montre que z(t) est uniformément presque périodique sachant que x(k) est
uniformément presque périodique. Pour z € R C D (R bornée comme fermeture de R qui est
bornée, comme E est de dimension finie, R C D est compacte), en utilisant le lemme 2.2.1, F (¢, x)
est uniformément continue dans E. Par le lemme 2.2.2, on prend 7 une e—translation commune
a x(k) et toutes les fonctions de la famille {F(t,x), x € R C D}, pour t € R, on prend k = [t] (la

partie entiére de t),

lz(t+7)—z(t)|lg =

/Ot+T F(s,z(s))ds — /Ot F(s,z(s))ds

E

_ /0 T P(sas))]ds — /0 P (s.r(s)))ds 4
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t+r ¢
i /k [F(s,x(s))]ds—/k[F(s,w(s))]dSIE

+7

< |a;(k—{—7)—:1:(k:)|E~|—/k |F(s+Tx(s+ 7)) — F(s,z(s+7))|gds

+ /k |F(s,x(s+ 7)) — F(s,2(s))|gds
(I)+ (II)+ (II1)

on a
Premiérement (/) <e, z(k) est presque périodique

Deuxiémement (//) < sup,cp fttH |F(s+ mx(s+ 7)) — F(s,2(s + 7))|rds, car k = [t]
Troisiémement (//]) < Lf,: |z(s + 7)) — x(s)|gds, car F(t,-) est Lipschitzienne

donc, en utilisant le lemme de Gronwall,

t+1
2t +7) —2(t)ls < e+ sup / F(s + 7,0(s 4+ 7)) — F(s,2(s +7))|ads
teR t

+ L/k |z(s +7) — x(s)|gds
< 2eexp(L).

x(t) est presque périodique, on dira que T est une 2¢ exp(L) presque période de x(t). ]

2.2.2 La deuxiéme généralisation du théoréme de Meisters

Considérons un cas particulier de 'équation ' = F(¢,z) qui est:

x’ = p(x) +p(t) (2.4)

1

loe(R,R™), 2 une solution qui est bien entendu

avec ¢ une fonction continue de R dans Ret p € L
une fonction localement absolument continue i.e. z € AC? € AP(R,R"). Lorsque p € C(R,R"),

loc

on obtient la notion classique de solution i.e. x € C1(R,R").

Comme conséquence de la propriété de Bohl-Bohr-Amerio, on a les deux propositions sui-

vantes :

Proposition 2.2.1. Toute solution x(-) Stepanov presque périodique de 'équation (2.4) est uni-

formément presque périodique si l'une des propriétés suivantes est satisfaite :
1. ¢ est bornée el p essentiellement bornée ;

2. x est bornée et p est essentiellement bornée ou Stepanov presque périodique.
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Démonstration. La bornitude des deux fonctions ¢, p implique que z’ I'est aussi, et donc z(.)
est uniformément continue ce qui implique que z(.) est uniformément presque périodique. La
bornitude de z(.) implique que @(z(.)) est aussi uniformément presque périodique. Ainsi, si p est
Stepanov presque périodique et non essentiellement bornée, de la conséquence 2 de la propriété
de Bohl-Bohr-Amerio, on déduit que toute solution z(.) Stepanov presque périodique bornée est

uniformément presque périodique. O

Remarque 2.2.1. 1. L’équation (2.4) avec p(x) =0 et p(t) = h'(t), (h est la fonction définie
dans I'exemple 1.2.4 a comme solution la fonction h(t), toutes les conditions de la proposi-

tions sont vérifiée.

2. L’équation (2.4) avec p(x) = —x et p(t) = h(t) + h'(t) a la méme solution h(t), les deux
derniéres conditions sont vérifiées.
Proposition 2.2.2. Pour avoir une solution purement Stepanov presque périodique de 2.1.1, il
est nécessaire d’étre dans ['une des trois situations suivantes :
1. x et ¢ non bornées;
2. x et p non bornées;

3. p est ni Stepanov presque périodique ni bornée.

Démonstration. 1. Si x n’est pas bornée, on est dans les deux premiéres situations, x ne peut
pas étre Bohr presque périodique (de la propriété de Bohl-Bohr-Amerio) .
2. Si x est bornée

— Si p est Stepanov presque périodique non essentiellement bornée, la dérivée z’ est non
essentiellement bornée, mais on a x est bornée donc, de la propriété de Bohl-Bohr-
Amerio on aura que x est uniformément presque périodique.

— si p est non Stepanov presque périodique si p est ni Stepanov presque périodique ni
bornée, on est dans la troisiéme situation et de la propriété de Bohl-Bohr-Amerio
on aura que x n’est pas uniformément presque périodique car z’ n’est pas Stepanov
presque périodique

O]

Remarque 2.2.2. 1. L’équation (2.4) avec p = 0 et p(t) = >~ f/(t) définie dans I'exemple
1.2.2 a comme solution z(t) = Y 7, f.(t) qui est purement Stepanov, on est dans la

deuxiéme situation.

2. L'équation (2.4) avec ¢ = —x et p(t) = > o7, fu(t) + f.(t) ayant la méme solution Sy,
z(t) =Y 7, fa(t) et on est dans la situation 1.
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g(t) g(t) g2(t)

2 + cost + cos v/2t, a une solution purement Stepanov x(t) = sin (ﬁ» on est dans le cas

3. L’équation (2.4) avec ¢ = —x et p(t) = sin <L> + cos (L> (M> avec ¢(t) =

de la troisiéme situation.
Le théoréme suivant représente la deuxiéme généralisation. Selon le théoréme de Milman—Pettis
(voir 2], page 51), un espace de Banach uniformément convexe est réflexif. De plus, un espace de

Banach réflexif admet la propriété de Radon—Nikodym (voir [19], page 694).

Théoréme 2.2.2. On suppose que x(-) est une solution de Caratheodory localement absolument
continue (i.e. ©(-) € AC,(RE)) a valeurs dans un espace de Banach E satisfaisant la propriété
de Radon—Nikodym (par exemple un Banach réflexif), et que:

1. ¢ : E — E est Lipschitzienne.

2. p: R — E est Stepanov presque périodique.
Alors, pour que x(-) soit une solution presque périodique de (2.4), il est nécessaire et suffisant que

sa discrétisée {x(k)}rez soit une suite (Stepanov) presque périodique

Démonstration. La partie nécessaire est triviale comme conséquence de la remarque 1.3.1, la
descritisée d’une fonction uniformément presque périodique est (Stepanov) presque périodique
(voir la proposition 1.3.1).

La partie suffisante, espace E satisfait la propriété de Radon—Nikodym [14], donc la dérivée 2/(+)
de z(-) qui est une solution de Caratheodory est localement Lebesgue-Bochner intégrable et on a

la formule de Newton-Leibnitz

Pour montrer que z(-) est uniformément presque périodique, il suffit de montrer qu’elle posséde
un ensemble relativement dense des e-presque périodes.

Pour t € R, on prend k = [t] (la partie entiére de t),

lz(t+7)—z(t)|g =

/0 T[SO(JU(S))—FP(S)]ds—/O [p(z(s)) + p(s)]ds

-1 p(a(s)) + p(s)]ds — / [p((s)) + pls))ds +
" / ) p(a(s)) + pl(s))ds — / [p(a(s)) + p(s))dsls

< ek +7) —2(k)]e + /k o(z(s + 7)) — p(a(s))|eds + /k Ip(s +7) = p(s)|eds

t k+1
< e =l L [ fa(s ) = aloleds + [ ot +7) - p(O)sd.
k k
D’aprés la proposition 2.1.1, on déduit :

247 = 2lloo = NSl +7) = fa()llso
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IN

SN+~ L0l
= Al 1)~ £eO)lsy

de plus,
k1
/ Ip(t +7) — p(t)|edt < |lp(t +7) — p(t)ls-
k

Donc,

2t +7) —2O)le < 4Ll +7) = L(lls + L/k (s +7) — (s)|pds + [lp(. +7) = p( )]s,

comme z = {x(k)}rez est Stepanov presque périodique, donc sa discrétisation canonique f, est
p.p, donc Stepanov presque périodique. Alors il existe un ensemble relativement dense {7}, des
e—stepanov presque périodes qui sont les mémes pour f, et p, (voir [17], page 203-204). L’inégalité

ci-dessus implique que
t
lz(t+7) — z(t)|g < He+ L/ |z(s + 1) — z(s)|rds,
k
en vertu de I'inégalité de Gronwall, on aura
|z(t + 7) — 2(t)|e < beexp(L), Vt € R,

de plus, on dira que 7 est une 5e exp(L) presque période de x(t).

Le théoréme est démontré. ]

Remarque 2.2.3. L’équation
¥ +x=h(t)+ (),

ou, h(t) est la fonction définie dans 'exemple 1.2.4, qui représente un exemple d’application du
théoréme précédant, la fonction h+ A’ est une fonction Stepanov presque périodique et x(-) = h(-)
est une fonction uniformément presque périodique dont la discrétisation est uniformément presque

périodique.

Remarque 2.2.4. I’équation

v+’ = f(t)+ [(),

oun, f(-) = f ( + 5) et f est la fonction définie dans 'exemple 1.2.2, un contre exemple, il ne
vérifie pas les conditions du théoréme précédant car la fonction f(t) + f/(t) n’est pas Stepanov
presque périodique. D’autre part, z(-) = f() est une fonction Stepanov presque périodique dont
la discrétisation est uniformément presque périodique car z(k) = 0, pour tout k € Z, Z(-) doit

étre (uniformément continue) presque périodique
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La remarque précédente nous suggére de formuler la proposition suivante qui rend plus précis

la deuxiéme conséquence du théoréme de Bohl-Bohr-Amerio.

Proposition 2.2.3 ([12]). Dans un espace de Banach E satisfaisant la propriété de Radon-
Nikodym, il n’existe pas de fonction purement Stepanov g € AC,.(R,E) qui a au moins une

discrétisation uniformément presque périodique et qui a une dérivée Stepanov presque périodique.

Démonstration. Procédons par 1’absurde.

Supposons qu’une telle fonction existe. soient g € AC),.(R,E), a > 0 et b € R telle que {g(ak +
b) }rez est Stepanov presque périodique Soit f : x +— g(ax + b). On peut dire que f est purement
stepanov et f’ est Stepanov presque périodique et sa discrétisation standard est Stepanov presque
périodique.

considérons I’équation

vt = f(t)+ f(1).

Pour cette équation, on a p(t) = f(t) + f'(t) qui est Stepanov presque périodique et ¢(x) = —x
qui est lipschitzienne. Cette équation admet z(-) = f(-) comme unique solution Stepanov presque
périodique comme {x(k)}rez. Par hypothése du théoréme précédant, on aura x(.) uniformément
presque périodique, ce qui est absurde.

O

Conséquence 2.2.1. Pour avoir une solution x(-) purement Stepanov de ’équation (2.4) ot ¢ et
p satisfont les conditions 1 et 2 du théoréeme 2.2.2 aucune de ses discrétisées {x(ak +b)} ne doit
étre Stepanov presque périodique (uniformément presque périodique). En particulier, si E = R"

de telles solutions doivent étre non bornées.

2.3 Non-existence de solutions purement Stepanov presque
periodiques via l'opérateur de Nemytskii

L’objectif de cette section est d’améliorer la conséquence 2.2.1 au sens ou dans des situations
plus générales, et sous les mémes hypothéses 1 et 2 du théoréme 2.2.2, au moins dans un espace

uniformément convexe 1'équation (2.4) n’admet pas de solutions purement Stepanov.

Proposition 2.3.1 ([13]). Soit f € ACi,.(R,E), ot E est un espace de Banach satisfaisant la
propriété de Radon—Nikodym. Si f et f' sont bornées au sens de la norme de Stepanov, alors f
est bornée en norme infinie. En particulier, si f € ACi,.(R,E), ot E est uniformément conveze,
est telles que f et f' sont presque périodiques au sens de Stepanov, i.e. f, f' € SAP(R,E), alors

f est presque périodique au sens de Bohr.

Démonstration. La premiére partie, F posséde la propriété de Radon Nikodym et comme f €
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AC).(R,E) et comme la dérivé de f existe presque partout, on pourra écrire le formule

f@—f@%i/fWMw

notons k = [t], on a
1) = fR) e < |1f'[|st, (2.5)
en effet, .
¢ +1
0= Bl < [ 1FOleds < [ 17 Olsds < 17 s

ceci donne

sup [f(t)[e < [|f'l[st + sup|f(n)]e,
teR nel

au méme temps, pour tout n € 7Z,

s =" sma= [ s~ s+ [ o

en utilisant ’équation (2.5), on obtient

n+1 n+1
/ |ﬂm—fmmﬂ+/“ () et
1 ls + 1l

[f(n)]e

IA

ainsi, on aura
1£llec = sup |f )]s < 20| Flls + [1F]ls2-
€

Pour la seconde partie, si f € ACi,.(R,E) est telles que f et f’ sont simultanément Stepanov
presque périodique, on voit que f est bornée et donc f est Bohr presque périodique en vertu de

la propriété de Bohl-Bohr-Amerio. O

Remarque 2.3.1. Cette proposition est également valide pour f € SAPR,E) et f' € SAPY(R,E)

pour tout p,q > 1 puisque nous avons:

Vp =1, [ fllsr < [[f]lse-

On étudie l'opérateur de Nemytskii dans le cadre de Stepanov, afin d’obtenir des résultats
de non existence de solutions purement Stepanov. On parle ici de 'opérateur de Nemytskii non

autonome.

Proposition 2.3.2. On suppose que
1. f(t,r) € L=(E,E) pour tout t € R.
2. [t— f(t,)] € SAPY(R,L*(E,E)).
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Alors Uopérateur Ny = f(t,-) envoie SAPP(R,E) dans SAPY(R,E) avec p,q > 1.

Démonstration. Du lemme 3 de Danilov (voir[7]) on sait que si z € SAPP(R,E), alors N¢(z) €
Sp(R,E), (1).
On prend maintenant

b(t) = sup [ f(t, z)[g,

z€E
On obtient

b(t +7) = b(t)] < sup|f(t+7.2)— f(t,2)le

z€E

Ainsi, si 7 est une e— translation de F' = [t — f(¢,)] , on a
16(t +7) = b@)|lsr < (- +7) = F()llsr <€

Qui vérifie que b € SAPP(R, E), ce qui implique que Ny(2) € M(R, E) (2), comme

[tz < [ pofar

(1) et (2) implique que
N;(z) € SAPY(R,E)

]

Théoréme 2.3.1 ([13]). On suppose que Uopérateur de Nemytskii Ny envoie SAPP(R,E) dans
SAPYR,E), ou E un espace Banach uniformément conveze et p,q > 1. Alors toute solution de
' = F(t,z) qui est dans SAPP(R,E) est Bohr presque périodique

Démonstration. La dérivée d’une solution z(-) € SAPP(R,E) sera dans SAPY(R,E). De la re-
marque 2.3.1 on dira que z(+) et 2/(-) sont dans SAP(R,E), en appliquant la deuxiéme partie de

la proposition 2.3.1, on déduit que la solution z(-) rst uniformément presque périodique. O

Exemple 2.3.1. L’opérateur de nemytskii construit sur I'équation F(z,t) = ¢(z) + p(t), ¢(z)
lipschitzienne et p est Stepanov presque périodique envoie 'espace SAP(R,E) en lui méme. Il n’y

aura donc pas de solutions purement Stepanov.
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Appendice

.1 Propriété de Radon-Nikodym

Le théoréme de Radon-Nikodym-Lebesgue est un théoréme d’analyse, une branche des

mathématiques qui est constituée du calcul différentiel et intégral et des domaines associés.

Définition .1.1. Soit (E, A, 1) un espace mesuré. On dit que la mesure p est o-finie lorsqu’il
existe un recouvrement dénombrable de E par des sous-ensembles de mesure finie, c¢’est-a-dire

lorsqu’il existe une suite (I,),en d’éléments de la tribu A, tous de mesure finie, avec

E:U]In.

neN

Définition .1.2. Soient p et v deux mesures sur un espace mesurable (E; . 4). On dit que v est

absolument continue par rapport a u, et on note v < u, si pour tout A € A,

u(A) =0=rv(A) =0.

Théoréme .1.1 (théoréme de Radon Nikodym). Un espace de Banach E admet la propriété
de Radon Nikodym si pour tout espace (2, A, 1) et toute mesure v : A — B a variation bornée

telle que v < i, on peut trouver f € L'(Q,E) telle que

v(A) = /Af(x)d,u pour tout A € A.

f est appelée la dérivée de Radon Nikodym et est noté par Z—Z.
Exemple .1.1. Si f: (E, A) — (R;,B(R")) est mesurable alors la mesure de v de densité f par
rapport a p définie par

v(A) = /E]IAfdM-

On note souvent f Z—Z et on 'appelle dérivée de Radon-Nikodym en référence au théoréme qui
établit la réciproque de ce théoréme qui établit la réciproque de cet exemple sous la condition

que 4 et v sont toutes deux o—finies.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au probléme d’existence de solutions purement
Stepanov presque périodiques des equations différentielles. Ce probléme a été consigné dans les
travaux de Andres et Pennequin [12, 13] ou ils ont montré que de telles solutions n’existent pas. A
la lumiére de cette étude, nous avons vu que pour avoir des solutions purement Stepanov presque
périodique, sous des hypothéses naturelles imposées sur le coté de droite telles que Lipschitz en la
variable espace et la Stepanov presque périodicité en la variable temps, aucun de ses discrétisation
ne doit étre (Stepanov) presque périodique. Au moins dans les espaces euclidiens, ces solutions

doivent étre, sous les mémes conditions, non bornées.

Les perspectives ouvertes par ce travail s’orientent vers 1’étude des systémes dynamiques ré-
gis par des équations différentielles ou équations aux différences ayant des solutions purement
Stepanov presque périodiques ot il est question de caractériser les équations ayant des solutions
purement Stepanov presque périodiques. Une autre perspective de recherche consiste a interpréter

le probléme des oscillations dans le cas stochastique.

40
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