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Introduction générale 4

Introduction générale

La question d'existence (et d'unicité) de solution Bohr (Stepanov) presque périodique a suscité
l'intérêt de nombreux chercheurs, une literature très abondante est dédiée à cette question (voir
e.g. [5], [6], [10], [11], [12], [13], [21], [22] ). Quelques résultats sur les solutions Stepanov presque
périodiques des équations di�érentielles indiquent que ces solutions sont en fait Bohr presque
périodiques. Cela est dû spécialement aux théorèmes de type Bohr�Neugebauer et de Favard,
puisque les solutions sont supposées être bornées.

Notre travail est une synthèse de quelques avancées de la théorie des équations di�érentielles
à coe�cients Stepanov presque périodiques. Nous discuterons, en particulier, de deux travaux
récents et complémentaires de Andres et Pennequin. Le premier (voir [12]) clari�e le lien entre
la nature d'une solution d'une équation di�érentielle en temps continu (de forme particulière) et
sa discrétisée canonique dans un espace de Banach. L'objectif étant de donner une extension du
théorème de Meisters [18] de deux manières di�érentes.

Le deuxième (voir [13]) porte sur la non-existence de solutions bornées purement Stepanov
presque périodique lorsque les coe�cients de l'équation sont Stepanov presque périodiques. Il est
démontré que dans un espace de Banach uniformément convexe, toute fonction Stepanov presque
périodique ayant une dérivée Stepanov presque périodique est Bohr presque périodique.

Notre travail est réparti en deux chapitres :

Dans le chapitre I, nous faisons quelques rappels et mises au point sur les fonctions presque
périodiques. Nous établissons une étude comparative entre les deux notions de presque périodicité
de Bohr et de Stepanov.

Dans le Chapitre II, nous présenterons et développerons des résultats obtenus par les auteurs
J. Andres et D Pennequin [12, 13].
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Chapitre 1

Fonctions presque périodiques de Bohr et

de Stepanov

Dans ce chapitre nous faisons une synthèse sur les fonctions presque périodiques de Bohr et
de Stepanov à partir des références [1, 16, 17]. Nous rassemblons les outils nécessaires pour la
compréhension de ce manuscrit, entre autres la presque périodicité de Bohr et de Stepanov, la
propriété de Bohl-Bohr-Amerio et ses conséquences et l'opérateur de Nemytskii.

1.1 Dé�nitions et propriétés des fonctions presque pério-

diques de Bohr et de Stepanov

1.1.1 Presque périodicité de Bohr
Nous considérons dans toute la suite de ce mémoire (E, | · |E) un espace de Banach muni de la

norme | · |E, notons par C(R,E) l'espace des fonctions continues sur R à valeurs dans l'espace de
Banach (E, | · |E) et par µ la mesure de Lebesgue.
L'ensemble des fonctions continues périodiques présente des insu�sances à savoir qu'il n'est pas
stable par rapport aux opérations usuelles et par passage à la limite uniforme. En 1923, Harald
Bohr a relaxé la notion de périodicité en introduisant la notion de presque périodicité de manière
à ce que l'ensemble des fonctions qui la satisfont forme un sous espace vectoriel fermé de C(R, E)

contenant toutes les fonctions continues périodiques.

Dé�nition 1.1.1. On dit qu'un sous ensemble A de E est relativement dense s'il existe un réel
l > 0 tel que tout intervalle de longueur l de E rencontre A.
Dé�nition 1.1.2. Soit f : R → E une fonction continue, f est dite uniformément presque
périodique ou Bohr presque périodique si pour tout ε > 0, il existe l > 0 de sorte que, pour tout
a ∈ E, il existe un τ ∈ [a, a + l] satisfaisant :

‖f(. + τ)− f(.)‖∞ < ε
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τ est appelée une ε−translation de f .
En d'autres termes, f est uniformément presque périodique si l'ensemble de toutes les ε−translations
de f qu'on note par E(ε,f(x)) est relativement dense dans E.
On note l'ensemble des fonctions Bohr presque périodiques de R dans E par AP (R, E)

On notera au passage qu'une fonction continue périodique est presque périodique le contraire
n'est pas vrai, voici un exemple de fonction presque périodique non périodique.
Exemple 1.1.1 ([4]). La fonction f : R −→ R, f(x) = sin x + sin

√
2x est presque périodique

bien qu'elle ne soit pas périodique. En utilisant le fait que ‖ cos x‖∞ = ‖ sin x‖∞ = 1,
‖f(x + τ)− f(x) ‖∞

= ‖ sin(
√

2τ) cos(
√

2x) + sin(
√

2x)(cos
√

2τ − 1)

+ sin x(cos τ − 1) + cos x sin τ‖∞
≤ |1− cos τ |+ |1− cos(

√
2τ)|+ | sin τ |+ | sin

√
2τ |,

pour ε > 0 donné, soient m, n ∈ N telle que |m−
√

2n| <
√

ε
4π
.

Si on choisit τ = 2nπ (cos τ = 1, sin τ = 0)

on aura
|f(x + τ)− f(x)| < |1− cos(

√
2τ)|+ | sin

√
2τ |,

mais √
2τ = (

√
2n)2π = (m + α)2π, où |α| < ε

4π
,

ainsi
cos(

√
2τ) = cos 2πα et √2τ = 2πα,

comme
|1− cos θ| ≤ |θ| et | sin θ| ≤ |θ|, pour tout θ,

alors
‖f(x + τ)− f(x)‖∞ ≤ 2π|α|+ 2π|α|

= 4π|α| < 4π
ε

4π
= ε.

On peut toujours choisir m et n satisfaisant |m−
√

2n| < ε
4π

avec m et n variant dans N, du
coup il existe un ensemble {τ}ε appelée l'ensemble des ε translations de f .

Dé�nition 1.1.3 (normalité ou critère de Bochner). Une fonction continue f est dite nor-
male si, pour toute suite (hn)n∈N ⊂ R, on peut extraire une sous suite (h′n)n∈N ⊂ R telle que la
suite (fn)n∈N donnée par f(x + h′n) soit uniformément convergente.
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Dé�nition 1.1.4. Un polynôme trigonométrique est une application T : R → E de la forme

T (x) =
n∑

k=1

ak exp(iλkx), avec n ∈ N∗, λk ∈ R, ak ∈ C.

On note l'espace des polynômes trigonométrique par P (R, E).

Dé�nition 1.1.5. Une fonction f : R −→ E possède la propriété d'approximation polynômiale
si pour tout ε > 0 il existe un polynôme trigonométrique Tε tel que :

sup
x∈R

|f(x)− Tε(x)|E ≤ ε.

Le théorème fondamental suivant fait le lien entre la presque périodicité de Bohr, l'approxi-
mation polynômiale et le fait d'être normale.
Théorème 1.1.1. Soit f : R → E une fonction continue, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

� f possède la propriété d'approximation polynômiale,
� f est normale,
� f est Bohr presque périodique.
La preuve étant longue et technique, le lecteur est orienté vers le rapport de Giraudo [9] pour

de plus amples détails.

On a les propriétés des fonctions Bohr presque périodique suivantes
Propriétés 1.1.1 ([15]). Voici quelques propriétés des fonctions Bohr presque périodiques

1. Si f une fonction presque périodique, pour tout a ∈ R les applications x 7→ af(x), x 7→
f(ax), et x 7→ f(a + x), sont presque périodique.

2. Si f une fonction presque périodique |f | est presque périodique.
3. Si f et g deux fonctions presque périodiques, alors f ∗ g et f + g sont presque périodiques.
4. Une limite uniforme de fonctions presque périodiques est presque périodique.
5. Les parties réelles et imaginaires d'une fonction presque périodique sont presque périodiques.
Ces propriétés nous assurent que l'espace des fonctions Bohr presque périodique présente une

structure d'espace vectoriel.

1.1.2 Opérateurs de Nemytskii
Les opérateurs de Nemytskii sont une classe d'opérateurs non linéaires continus bornés dans

les espaces Lp, ils prennent leurs nom du mathématicien Viktor Vladimirovich Nemytskii.
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Dé�nition 1.1.6. Étant donnés un espace E et une fonction f : R × E → E, L'opérateur de
superposition ou de Nemytskii construit sur f est

Nf : [t 7→ u(t)] 7→ t 7→ [f(t, u(t)].

Opérateurs de Nemytskii dans les espaces des fonctions presque périodiques de Bohr
La condition su�sante assurant que l'opérateur de Nemytskii envoie un espace de fonctions

AP (R, E) dans un espace du même type est que f soit uniformément presque périodique en le
paramètre( par rapport à t ), elle a été introduite par Yoshisawa [23]. Rappelons cette notion
Dé�nition 1.1.7 ( [23] Dé�nition 2.1 p. 5-6). On appelle APU(R×E, E) l'espace des fonctions
f : R × E → E continues telles que pour toute partie K compacte de E et tout ε > 0, il existe
l = l(K,ε) > 0 telle que pour tout r ∈ R, il existe τ ∈ [r, r + l] satisfaisant :

sup
(t,x)∈R×K

|f(t + τ,x)− f(t,x))|E = 0.

Remarque 1.1.1 ([3]). On notera qu'une fonction continue de x et ne dépendant pas de t satisfait
cette hypothèse; une fonction presque périodique en t et ne dépendant pas de x également.
Théorème 1.1.2 ([3]). Soit f ∈ APU(R× E, E), alors l'opérateur Nf est continu de AP (R, E)

sur AP (R, E). Réciproquement, si l'opérateur Nf est continu de AP (R, E) sur AP (R, E), alors
f ∈ APU(R× E, E).

Ce résultat est due à P. Cieutat.

1.1.3 Généralisations de la Bohr-presque périodicité
Presque périodicité de Stepanov : La presque périodicité trouve aussi un sens pour les

fonctions localement intégrables (pas nécessairement continues). L'idée consiste à remplacer dans
la dé�nition de la Bohr presque périodicité la norme in�nie par une norme du type Lp. On obtient
ainsi plusieurs extensions de la presque périodicité (selon la norme choisie). Les plus connues sont
celles de Stepanov, Weyl et Besicovitch (voir [1], [16], [15]). Nous nous limiterons dans le cadre
de ce mémoire à la presque périodicité au sens de Stepanov.

Soient f,g ∈ Lp
loc(R,E), 1 ≤ p < ∞, on introduit la norme et la distance de Stepanov par:

‖f‖Sp
L

= sup
x∈R

[
1

L

∫ x+L

x

|f(t)|pEdt

] 1
p

DSp
L
(f,g) = ‖f − g‖Sp

L
= sup

x∈R

[
1

L

∫ x+L

x

|f(t)− g(t)|pEdt

] 1
p

.
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Comme toutes les normes de Stepanov sont équivalentes pour tout L, i.e. pour L1, L2 ∈ R+, il
existe k1, k2 ∈ R+ telles que

k1‖f‖Sp
L1
≤ ‖f‖Sp

L2
≤ k2‖f‖Sp

L1
.

On peut se limiter à L = 1.
Dé�nition 1.1.8. Une fonction f ∈ Lp

loc(R,E), 1 ≤ p < ∞ est dite Stepanov presque périodique
si pour tout ε > 0, il existe l > 0 de sorte que, pour tout a ∈ R, il existe un τ ∈ [a,a + l]

satisfaisant :
DSp(f(. + τ)− f(.)) < ε

τ est appelée une S ε−translation de f .
En d'autres termes, f est Stepanov presque périodique si l'ensemble de toutes les Sp

l ε−translations
de f qu'on note par SE(ε,f(x)) est relativement dense.
On note l'ensemble des fonctions Stepanov presque périodiques de R dans E d'ordre p par
SE(R, E).

Lorsque p = ∞, on dit qu'une fonction f ∈ L∞loc(R,E) est essentiellement Stepanov presque
périodique bornée lorsque:∃l > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a,a + l] satisfaisant :

sup
x∈R

‖fI[x, x+1]‖∞ < +∞.

Remarque 1.1.2. En posant p = ∞ dans la norme de Stepanov, l'espace de SEp(R, E) devient
l'espace L∞(R, E) car

‖fI[x, x+1]‖∞ = ‖f‖∞

Le premier sens étant évident, on montre l'autre sens, ∀ε > 0, il existe un ensemble A de mesure
positive tel que |f |E ≥ ‖f‖∞ − ε dans l'ensemble A. Ainsi, il existe x ∈ R tel que A ∩ [x, x + 1] a
une mesure positive et |f |E‖f‖∞ − ε dans A ∩ [x, x + 1] , donc

‖fI[x, x+1]‖∞ ≥ ‖f‖∞ − ε

Dé�nition 1.1.9 (Sp normalité). Une fonction f ∈ Lp
loc(R, E), 1 ≤ p < ∞ est dite Sp-normale

si pour toute suite (hn)n∈N ⊂ R, on peut extraire une sous suite (h′n)n∈N ⊂ R telle que la suite
(fn)n∈N donnée par f(x + h′n) soit Sp-convergente.
Dé�nition 1.1.10. Une fonction f : R −→ E possède la propriété d'approximation polynômiale
si pour tout ε > 0 il existe un polynôme trigonométrique Tε tel que :

sup
x∈R

∫ a+1

a

|f(x)− Tε(x)|Edx ≤ ε.

L'espace S(R,E) s'obtient comme l'adhérence de P (R, E), S = P
‖·‖Sp .
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Le théorème suivant est analogue au théorème 1.1.1, il fait le lien entre la presque périodicité
de Stepanov, l'approximation polynômiale et le fait d'être normale au sens de Stepanov.
Théorème 1.1.3 ( [15]). Les trois espaces dé�nit dans les dé�nitions 1.1.9, 1.1.8, 1.1.10 sont
équivalents.

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés des fonctions Stepanov presque périodiques.
Comme l'espace des fonction Bohr presque périodiques, ces propriétés assurent que l'espace des
fonctions Stepanov presque périodiques présente aussi une structure d'espace vectoriel.
Propriétés 1.1.2. Soient les fonctions f,h ∈ SAP p(R, E) et g ∈ SAP q(R,E), 1 ≤ p, q < ∞ telle
que 1

p
+ 1

q
= 1, on a :

1. f + h ∈ SAP p(R,E),

2. f.g ∈ SAP (R,E),

Démonstration. 1. D'après Levitan [17], on peut trouver une ε−translation τ commune à f et
g.
En utilisant l'inégalité de Minkowski.[∫ x+1

x

|(f(x + τ) + g(x + τ))− (f(x) + g(x))|pEdx

] 1
p

≤
[∫ x+1

x

|f(x + τ)− f(x)|pEdx

] 1
p

+

[∫ x+1

x

|g(x + τ)− g(x)|pEdx

] 1
p

≤ 2ε.

2. Pour tout ε > 0, prenons une ε−translation τ commune à f et g.
En vertu de l'inégalité triangulaire et l'inégalité de Hölder, on a∫ x+1

x

|f(x + τ)g(x + τ)− f(x)g(x)|Edx

≤
∫ x+1

x

|f(x + τ)|E|g(x + τ)− g(x)|Edx +

∫ x+1

x

|g(x)|E|f(x + τ)− f(x)|E

≤
(∫ x+1

x

|f(x + τ)|pEdx

) 1
p
(∫ x+1

x

|g(x + τ)− g(x)|qEdx

) 1
q

+

(∫ x+1

x

|g(x)|qEdx

) 1
q
(∫ x+1

x

|f(x + τ)− f(x)|pEdx

) 1
p

< 2Aε

avec
A = max

{
sup

x

(∫ x+1

x

|f(x)|pE
) 1

p

, sup
x

(∫ x+1

x

|g(x)|qE
) 1

q

}
.
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La caractérisation de Danilov des fonctions Stepanov presque périodique
On note par SD(R, E) l'ensemble des fonctions mesurables, telles que pour touts

ε, δ > 0,
sup
ξ∈R

(µ{t ∈ [ξ, ξ + 1], |f(t + τ)− f(t)|E ≥ ε}) < δ

et par M ′
p(R, E) l'ensemble des fonctions mesurables f : R → E, telles que : ‖f‖Sp < ∞, et

lim
δ→0+

sup
ξ∈R

sup
T⊂[ξ, ξ+1], µ(T )<δ

∫
T

|f(t)|pEdt = 0.

Danilov a donné une autre caractérisation de la Stepanov presque périodicité en termes des classes
SD(R, E) et M ′

p(R, E). Plus précisément,
Théorème 1.1.4 ([7]).

SAP p(R, E) = M ′
p(R, E) ∩ SD(R, E).

Cette caractérisation a permit à Andres et Pennequin d'obtenir un résultat de superposition
d'une fonction Stepanov presque périodique avec une fonction continue moyennant une condition
de croissance polynômiale sur la fonction continue.
Lemme 1.1.1 ([7]). Soit F continue de E dans E une fonction linéairement bornée i.e.

∀x ∈ E, |F (x)|E ≤ a|x|
p
q

E + b a, b > 0 et p, q ≥ 1.

Pour tout f : R → E dans SAP p(R, E).

on aura
F ◦ f ∈ SAP q(R, E).

Démonstration. On a f ∈ SAP p(R, E), comme

f ∈ SD(R, E)

on aura
F ◦ f ∈ SD(R, E). (1.1)

Il reste à montrer que
F ◦ f ∈ M ′

q(R, E)

pour tout intervalle borné T , on a∫
T

|F (f(t))|pEdt ≤ 2q−1

∫
T

aq|f(x)|
p
q

E + bqdt
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≤ 2q−1aq

∫
T

|f(x)|
p
q

Edt + bqm,

comme f ∈ Lp
loc(R, E), on aura F ◦ f ∈ Lq

loc(R, E), pour tout δ > 0 et ξ ∈ R et T ⊂ [ξ, ξ + 1],
telle que µ([ξ, ξ + 1]) < δ

on aura ∫
T

|F (f(t))|pEdt ≤ 2q−1aq

∫
T

|f(x)|
p
q

Edt + bqδ

comme f ∈ M ′
p(R, E) et de la dernière inégalité, on déduit que:

F ◦ f ∈ M ′
q(R, E) (1.2)

De (1.1) et (1.2), on déduit que

F ◦ f ∈ M ′
q(R, E) ∩ SD(R, E)

donc
F ◦ f ∈ SAP q(R, E).

Remarque 1.1.3. Si F est seulement continue et f est dans SAP p(R, E), nous ne pouvons pas
a�rmer que F ◦ f ∈ SAP q.
En e�et, considérons la fonction f dé�nie par : f(x) =

∑∞
n=2 fn(x), fn est 4n périodique et

fn(x)/[−2n, 2n] = βn

(
1− 2

αn

|x− n|E
)

I[n− 2
αn

, n+ 2
αn

]

avec αn ∈
(
0, 1

2

) et βn > 0,fn est périodique, continue et bornée donc fn Stepanov presque
périodique et on a ‖fn‖Sap = 2αnβn, si on suppose que ∑n αnβn < ∞ alors f est Stepanov
presque périodique comme limite uniforme de fonctions Stepanov presque périodiques. On choisit
F (·) = exp(·)

exp(f(x)) = exp

(∑
n

fn

)
≥ fN , pour tout N dans [2, +∞[

‖ exp(fn)‖ =
αn

βn

exp(βN − 1) ≥ αNβ2
N

6
.

Si αNβ2
N → +∞ quand n → +∞, alors

‖ exp(f)‖S1 ≥ αnβ
2
n

6
→∞

1 ce qui donne exp(f) n'est pas dans Stepanov presque périodique.
Un exemple de suite αn, βn véri�ant les conditions précédentes est αn = 1

n5 et βn = n3.
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1.2 Comparaison entre les fonctions presque périodiques de

Bohr et les fonctions presque périodiques de Stepanov

La notion de Stepanov presque périodicité est la généralisation la plus naturelle de la notion
de Bohr presque périodicité, principalement pour deux raisons :

� Premièrement : Toute fonction Bohr presque périodique est Stepanov presque périodique
AP (R,E) ⊂ SAP p(R,E) comme

‖ · ‖Sp ≤ ‖ · ‖∞.

la réciproque n'est pas toujours vraie. Le théorème suivant nous fournit une condition
supplémentaire pour obtenir l'uniforme presque périodicité à partir de la notion de Stepanov
presque périodicité.
Théorème 1.2.1 (Bochner [1]). Toute fonction f Stepanov presque périodique uniformé-
ment continue dans E est Bohr presque périodique.
Démonstration. Pour montrer le résultat précédant il su�t de montrer que l'ensemble des
ε−translations de f , E(ε,f(x)) est relativement dense pour tout ε > 0.
Pour cela, on montre qu'on peut correspondre à tout ε un δ > 0, telle que

SE(ε,f(x)) ⊂ E(ε,f(x)),

f est une fonction uniformément continue, à tout ε on associe 0 < h < 1/2 telle que
|f(x′)− f(x′′)|E < 1/4ε, si |x′ − x′′|E ≤ h.

Soit τ quelconque dans SE(εh,f(x)), on montre que |f(x + τ)− f(x)|E ≤ ε, ∀x,

on suppose qu'il existe un x0 telle que pour x0 − h ≤ x ≤ x0 + h

on a
|f(x0 + τ)− f(x0)|E > ε.

f est uniformément continue,
|f(x + τ)− f(x)|E > ε/2;

on aura alors,∫ x0−h+1

x0−h

|f(x + τ)− f(x)|Edx >

∫ x0+h

x0−h

|f(x + τ)− f(x)|Edx > εh,

ce qui est absurde vu que τ est une S-translation de f ,
on déduit que

|f(x + τ)− f(x)|E ≤ ε

D'où le résultat.
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� Deuxièmement Bochner a donné une caractérisation élégante de la presque périodicité au
sens de Stepanov via la presque périodicité au sens de Bohr d'une fonction à valeurs dans
Lp. Plus précisément:
Dé�nition 1.2.1. On dé�nit la transformée de Bochner d'une fonction f ∈ SAP p(R, E)

par:
f b : R → Lp([0, 1],E)

f b(x) = f̃(x) = f(x + η), η ∈ [0, 1], x ∈ R.

La transformation de Bochner transforme la presque périodicité de Stepanov en une presque
périodicité de Bohr à valeurs dans un espace Lp.
Théorème 1.2.2 ([16]). Si f ∈ SAP p(R, E), alors la transformée de Bochner de f , f b :

R → Lp([0, 1],E) est Bohr presque périodique.
Démonstration. Une fonction f est Stepanov presque périodique, si à tout ε on correspond
un ensemble SE(g, ε) telle que ∀τ ∈ SE(g, ε), on a

sup
x∈R

[∫ 1

0

|f(t + τ + η)− f(t + η)|pEdt

] 1
p

≤ ε.

Soit une fonction g : R → Lp(E),

g(t) = {g(t, η),η ∈ [0, 1]} et ‖g(t)‖ =

{∫ 1

0

|g(t, η)|pE
} 1

p

,

en particulier, g continue et presque périodique si à tout ε, on correspond un ensemble
E(ε,g(x)) tel que ∀τ ∈ {τ}ε, on a

sup
x∈R

‖g(t + τ)− g(t)‖E = sup
x∈R

[∫ 1

0

|g(t + τ, η)− f(t, η)|pEdt

] 1
p

≤ ε, (1.3)

soit f ∈ Lp(R, E) et ∀t ∈ R et f̃(t) = {f(t + η), η ∈ [0, 1]}; ainsi, on obtient une fonction
continue de R dans Lp([0, 1],E) (comme f(t) ∈ Lp

loc(R, E))

lim
τ→0

|f̃(t + τ)− f̃(t)|E = lim
τ→0

{∫ 1

0

|f(t + τ + η)− f(t + η)|pE
} 1

p

= 0,

de plus, f est Stepanov presque périodique.
En e�et, à tout ε on correspond un ensemble {τ}ε telle que ∀τ ∈ SE(ε,f(x), on a

sup
x∈R

[∫ 1

0

|f(t + τ, η)− f(t, η)|pEdt

] 1
p

≤ ε,

donc, f̃ est presque périodique, Si (1.3) est véri�ée ∀ε ≥ 0,
sup
x∈R

|f̃(t + τ)− f̃(t)|E ≤ ε.

f̃ est uniformément presque périodique. Ce qui achève la démonstration.
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Grâce à la transformée de Bochner, on peut construire un opérateur linéaire T qui envoie
SAP p(R, E) dans AP (R, E) dé�nit par T (f) = f b pour tout f dans SAP p(R, E). De plus,
T est une isométrie puisque ‖f b‖∞ = ‖f‖Sp . Cette identi�cation permet entre autre d'in-
terpréter les di�érentes caractérisations de la Bohr presque périodicité (Dé�nition de Bohr,
critère de Bochner et approximation polynômiale), et ce dans le contexte de Stepanov.
Le tableau récapitulatif suivant donne les di�érentes caractérisations des deux notions:

presque périodicité presque périodicité presque périodicité
via les ε translations via Bochner via l'approximation pôlynomiale

Bohr AP ⇔ normale ⇔ P
‖·‖∞

⇓ ⇓ ⇓
Stepanov SAP ⇔ Sp normale ⇔ P

‖·‖Sp

Tab. 1.1 � Di�érentes Caractérisations de la Bohr et Stepanov presque périodicité.

Nous clôturons cette section par la présentation de quelques exemples qui pourraient ren-
forcer la comparaison entre les deux concepts de la presque périodicité (au sens de Bohr et
de Stepanov).
Exemple 1.2.1. Soit f ∈ SAP p(R, E) non continue et non bornée.

f(t) =

{
cos t pour t 6= kπ,

k pour t = kπ.

f n'est pas uniformément continue donc elle n'est pas uniformément presque périodique.
Propriétés 1.2.1 ([17], page 209-212). Soit f ∈ AP (R,R). Alors la fonction

sign(f(x)) =


+1 si f(x) > 0,

0 si f(x) = 0,
−1 si f(x) < 0.

est dans SAP 1(R, E).

Si f est une fonction périodique, il est évident que le signe de f est aussi une fonction pé-
riodique. Supposons maintenant que f est une fonction uniformément presque périodique. La
question est, quelle est la nature des fonctions signf? Le théorème suivant nous dit que sign f est
une fonction purement Stepanov presque périodique.
Théorème 1.2.3. Soit F (z)(z = x+ iy) est une fonction analytique Stepanov presque périodique,
régulière dans la bande a ≤ x ≤ b (a < 0 < b). Si x = 0, F (z) = F (iy) = f(y).

f une fonction uniformément presque périodique alors le signe de f est une fonction Stepanov
presque périodique

Preuve. Soit α > 0, on dé�nit l'ensemble Eα = {y ∈ R,|f(y)| > α}. Soit τ est une α−presque
période de f . On a pour y ∈ Eα

sign f(y + τ) = sign f(y)



Fonctions presque périodiques de Bohr et de Stepanov 16

car dans le cas contraire on aurait

|f(y + τ)− f(y)| = |f(y)|+ |f(y + τ)| > α,

par conséquent, τ ne serait pas une α presque période de f .
Soit Ec

α l'ensemble complémentaire à Eα. Pour tout y, nous avons:∫ y+1

y

|sign f(y + τ)− sign f(y)|dy ≤ 2

∫
Ec

α∩(y, y+1)

dy = 2µ(Ec
α ∩ (y, y + 1))

Pour conclure que signf est Stepanov presque périodique, il su�t de montrer que

lim
α→0

sup
y∈R

µ(t ∈ [y, y + 1], |f(t)| ≤ α) = 0. (1.4)

Supposons le contraire. Soient
1. m0 > 0 un nombre �ni �xé
2. une suite α1,α2, . . . , αn, · · · de nombres positifs décroissante vers 0,
3. une suite in�nie yn de nombres croissante,

tels que
µ(Ec

αn
∩ (yn,yn + 1)) > m0.

Considérons la suite de fonctions ϕn(y) = f(y + yn), n = 1,2, · · · . Pour chaque fonction ϕn(y)

dans l'intervalle (0,1) il existe un ensemble Un, de mesure supérieure à m0, sur lequel l'inégalité
suivante est véri�ée

|ϕn(y)| < αn.

Comme ϕn(y) est une suite normale donc elle est uniformément convergente. Soit ϕ(y) sa limite
uniforme. Par ailleurs, soit U la limite supérieure de la suite d'ensemble Un. Par dé�nition,
chaque point de U appartient à un nombre in�ni d'ensembles Un. Par un résultat de la théorie de
la mesure, on a que µ(U) > m0. Soit y ∈ U , cela signi�e qu'il existe une suite in�nie d'indices
nk, tel que y ∈ Unk

. A partir de la dé�nition de Unk
, on a que |ϕnk

(y)| < αnk
Par conséquent,

pour k →∞ et y ∈ U

lim
n→∞

ϕnk
(y) = ϕ(y) = 0

D'autre part, ϕ(y) est une fonction analytique comme limite de fonctions analytiques régulières
dans la bande a ≤ x ≤ b(a < 0 < b). Nous avons une contradiction, pour une fonction analytique,
non identiquement nulle ne peut pas s'annuler sur un ensemble de mesure strictement positive.
En particulier, ce théorème implique que le signe d'un polynôme trigonométrique réel est fonction
Stepanov presque périodique.
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1.2.1 Le théorème de Bohl-Bohr-Amerio et ses conséquences
On se pose la question suivante : sous quelles conditions, on peut assurer que l'intégrale d'une

fonction f Stepanov presque périodique est Bohr presque périodique?.
La réponse à cette question nous fournit encore un champ de rencontre des deux notions de
presque périodicité etudiées dans ce chapitre. Pour plus de détails sur les théorèmes cités dans
cette partie, on envoie le lecteur à la référence [16] d'où ils sont extraits.

Théorème 1.2.4. Soient E un espace de Banach uniformément convexe 1 et f une fonction
uniformément presque périodique, si F (x) =

∫ x

0
f(t)dt < ∞ alors F (x) est uniformément presque

périodique.

Théorème 1.2.5. Si f est une fonction Stepanov presque périodique alors F (x) =
∫ x

0
f(t)dt est

uniformément continue.
On rappelle ici la propriété de Bohl-Bohr-Amerio.

Théorème 1.2.6 (Bohl-Bohr-Amerio). Soient E un espace de Banach uniformément convexe
et f : R → E une fonction dans SAP p(R, E) presque périodique avec (1 < p < ∞) l'intégrale
indé�nie F (x) =

∫ x

0
f(t)dt est uniformément presque périodique si et seulement si elle est bornée

pour la norme ‖.‖Sp.

Démonstration. ∫ x

0

f̃(t)dt =

∫ x

0

f(t + η)dt = F (x + η)− F (η), η ∈ [0, 1],

et ∫ x+τ

0

f(t)dt = F (x + η)− F (0),

d'où ∫ x

0

f̃dt =

∫ x+τ

0

f(t)dt−
∫ τ

0

f(t)dt

= F (x + τ)− f(τ) = F̃ (x)− F̃ (0). (1.5)

On a par hypothèse
sup

R
F̃ (t) = sup

R

(∫ 1

0

|F (t + η)|pEdη

) 1
p

< ∞.

1. [2] Un espace de Banach E est dit uniformément convexe si:∀ε > 0, ∃δ > 0

(x, y ∈ E, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, et |x− y|E > ε) ⇒
∣∣∣∣x + y

2

∣∣∣∣
E

< 1− δ.
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Si E uniformément convexe, alors Lp(E) l'est aussi pour 1 < p < ∞ ([2] page 51).
On a démontré précédemment que la transformée de Bochner d'une fonction Stepanov presque
périodique est uniformément presque périodique, de l'équation (1.5) et du théorème 1.2.4, on
déduit que F̃ est uniformément presque périodique, donc F est Stepanov presque périodique.
D'après le théorème 1.2.5, F est aussi uniformément continue, donc F est uniformément presque
périodique.

D'une manière immédiate, le théorème de Bohl-Bohr-Amerio implique qu'il n'existe pas de
fonction f purement Stepanov presque périodique ayant une dérivée Stepanov presque périodique
(non bornée). Cette implication a comme importantes conséquences :
Conséquence 1.2.1. La dérivée d'une fonction bornée purement Stepanov presque périodique
non presque périodique ne peut pas être Stepanov presque périodique.
Conséquence 1.2.2. Pour que la dérivée d'une fonction Stepanov presque périodique soit elle-
même Stepanov presque périodique, il est indispensable que la fonction soit elle-même presque
périodique ou non bornée.

Ces deux conséquences sont illustrées par les exemples suivants:
Exemple 1.2.2. [12] f est une fonction régulière (dérivable), obtenue comme somme d'une série
de fonctions 2n−périodiques fn.

f(x) =
∞∑

n=1

fn(x)

fn(x) =



2(x−yn,k+εn)2

ε2n
, pour x ∈ (yn,k − εn,yn,k − εn

2
],

1− 2(x−yn,k)2

ε2n
,pour x ∈ (yn,k − εn

2
,yn,k + εn

2
],

2(x−yn,k+εn)2

ε2n
, pour x ∈ (yn,k + εn

2
,yn,k + εn],

0 ailleurs.
yn,k = (2k + 1)n, k ∈ Z.

0 < εn <
1

2
, n ∈ N,

∞∑
n=1

εn < ∞.

f n'est uniformément continue car elle n'est pas bornée,

f ′(x) =
∞∑

n=1

f ′n(x),

avec
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f ′n(x) =



4(x−yn,k+εn)

ε2n
, pour x ∈ (yn,k − εn,yn,k − εn

2
],

−4(x−yn,k)

ε2n
, pour x ∈ (yn,k − εn

2
,yn,k + εn

2
],

4(x−yn,k+εn)

ε2n
, pour x ∈ (yn,k + εn

2
,yn,k + εn],

0 ailleurs .
f ′ n'est pas bornée.

Exemple 1.2.3. Considérons les fonctions suivantes:

g(x) = 2 + cos x + cos
√

2x.

f(x) = sin

(
1

g(x)

)
, f ′ = cos

(
1

g(x)

)(
sin x +

√
2 sin

√
2x

g2(x)

)
.

Il s'en suit de la première conséquence du théorème Bohl-Bohr-Amerio que f ′ ne peut pas être
Stepanov presque périodique car f est bornée et purement Stepanov.
B. M. Levitan dans son livre ([17], page 212-213) a montré que f est purement S1.presque pério-
dique non uniformément presque périodique. En e�et,soient α > 0 et δ > 0 choisis arbitrairement.
Considérons Eα = {y ∈ R,|f(y)| > α} Soit τ une δ presque période de g. Nous avons pour tout
x ∈ Eα

|f(x + τ)− f(x)| =

∣∣∣∣sin( 1

g(x + τ)

)
− sin

(
1

g(x)

)∣∣∣∣
E

≤ 2

2
sin

(
|g(x + τ)− g(x)|E

g(x + τ)g(x)

)
≤ δ

α(α− δ).

L'inégalité précédente provient du fait que sin x − sin y = 2 cos x+y
2

sin x−y
2
, sin x ≤ x et du fait

qu'on a

| |g(x + τ)|E − |g(x)|E | ≤ |g(x + τ)− g(x)|E,

donc
−|g(x + τ)− g(x)|E ≤ |g(x + τ)|E − |g(x)|E ≤ |g(x + τ)− g(x)|E,

on aura

|g(x + τ)| ≥ |g(x)|E − |g(x + τ)− g(x)|E
≥ α− δ.
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D'où, pour tout réel x∫ x+1

x

|f(x + τ)− f(x)|Edx ≤
∫

Eα∩[x, x+1]

|f(x + τ)− f(x)|Edx +

∫
Ec

α∩[x, x+1]

|f(x + τ)− f(x)|Edx

≤ δ

α(α− δ)
+ 2µ(Ec

α ∩ [x, x + 1]).

Soit ε > 0, par la propriété (1.4) on peut choisir α aussi petit de sorte que :

2µ(Ec
α ∩ [x, x + 1]) <

ε

2
.

Choisissons δ par la condition
δ

α(α− δ)
<

ε

2
,

ainsi
sup
x∈R

∫ x+1

x

|f(x + τ)− f(x)|Edx < ε,

par conséquent, τ est une S-ε presque période de f .
Il reste à montrer que f n'est pas uniformément continue. Par la continuité de g, soient xn et

x′n deux suites positives telles que

g(xn) =
1(

n− 1
2

)
π

; g(x′n) =
1

nπ
,

telles que
|x′n − xn|E → 0 quand n →∞.

On suppose le contraire, c'est à dire que f est uniformément continue. Seulement, on a

|f(xn)− f(x′n)|E =

∣∣∣∣sin(n− 1

2

)
π − sin nπ

∣∣∣∣
E

= 1,

alors que
|xn − x′n|E → 0 quand n →∞,

donc, f ne peut pas être uniformément continue.
Exemple 1.2.4 ([12]). Soit La fonction h dé�nie par :

h(x) = g2(x) sin

(
1

g(x)

)
,

avec g la même fonction que dans l'exemple précédent.
h est continue, bornée et Stepanov presque périodique comme produit de deux fonctions Stepanov
presque périodique, la dérivée de h est donnée par

h′(x) = g′(x)

[
2g(x) sin

(
1

g(x)

)
− cos

(
1

g(x)

)]
,
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qui est Stepanov presque périodique comme produit de

g′(x) = − sin x−
√

2 sin(
√

2x),

et
2g(x) sin

(
1

g(x)

)
− cos

(
1

g(x)

)
,

ce qui veut dire que h est elle même uniformément presque périodique déduction faite à partir de
la deuxième conséquence du théorème de Bohl-Bohr-Amerio.

1.3 Fonctions presque périodiques dans le cadre discret

1.3.1 Les suites presque périodiques de Bohr
Dans cette section, nous nous intéressons à la notion de fonctions uniformément presque pé-

riodiques dé�nies sur Z, dite aussi suites presque périodiques valeurs dans un espace de Banach.
Cette notion a été initié en 1928 par A. Walther dans le cas de suites réelles ou complexes, et
indépendamment par K. Fan en 1942 dans le cas de suites qui sont à valeurs dans un espace
de Banach. Cette notion développée récemment par de nombreux auteurs tel que Corduneanu
et d'autres, a réussi à s'imposer dans divers domaines de sciences appliquées grâce aux modèles
mathématiques discrets.

Dé�nition 1.3.1. Une suite x : Z → EZ est dite uniformément presque périodique si pour tout
ε > 0, il existe un entier positif N = N(ε) (appelée longueur d'inclusion) tel que tout ensemble
de N entiers consécutifs {m, . . . , m + N} contienne p ∈ {m, . . . , m + N}, satisfaisant

|xn+p − x|E < ε, k ∈ Z,

p est appelée une ε-presque période de la suite x.
Dé�nition 1.3.2. Une suite est dite normale ou elle véri�e le critère de Bochner si pour toute
suite d'entiers (mk)k∈N, on peut extraire une sous suite (mkj

)j telle que la suite (Un+mkj
)j>0

converge uniformément.

On peut à partir de x dé�nir son interpolée fx : R → E par :

∀ ∈ Z, ∀θ ∈ [0, 1], fx(k + θ) = xk + θ(xk+1 − xk).

Propriétés:[[8]]
1. x est une suite presque périodique.
2. fx est presque périodique.
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3. xk est uniformément presque périodique si et seulement s'il existe une fonction presque
périodique f : R → E, f(k) = xk, pour tout k ∈ Z appelée l'extension linéaire de la
fonction f .

4. Pour E = R, toute suite de translations {xk + ml}l∈N contient une sous suite {xk + mli}l∈N

qui converge uniformément.
Démonstration. On montre le troisième point.
Nécessité : Supposons que la suite (xk)k∈Z est presque périodique.

f(k) = xk + (h− k)(xk+1 − xk), h ∈ [k, k + 1] et k ∈ Z.

Évidement , f est continue sur R, nous allons montrer qu'elle est Bohr presque périodique
La presque périodicité de x entraîne par dé�nition que pour tout ε > 0, il existe N entiers
consécutifs qui contiennent une ε-presque période de la suite x, p satisfaisant :

|xn+p − x|E < ε, k ∈ Z. (1.6)

Remarquons que si h ∈ [k, k + 1[, alors h + p ∈ [k + p, k + p + 1[ et la valeur de la fonction f au
point h + p est

f(h + p) = xp+k + (h− k)(xp+k+1 − xp+k).

En tenant compte du fait que (h− k) ∈ [0, 1[ et de l'inégalité 1.6, on obtient :

|x(h + p)− x(h)|E = |xp+k + (h− k)(xn+p+1 − xp+k)− [xk + (h− k)(xk+1 − xk)]|E
= |xp+k − xk + (h− k)[(xn+p+1 − xp+k)− (xk+1 − xk)]|E
= |xp+k − xk|+ |(h− k)| |[(xn+p+1 − xp+k)− (xk+1 − xk)]|E
= |xp+k − xk|+ |(xn+p+1 − xp+k)|+ |(xk+1 − xk)|E
= 3ε

cela signi�e que p est une ε-translation associée à la longueur d'inclusion N . Donc, f est Bohr
presque périodique.

Inversement, soit f presque périodique, nous allons utiliser le critère de Bochner pour montrer
que la suite (f(k))k∈Z est presque périodique.
Soit (Un)n∈Z ⊂ Z, il existe une sous suite (Unk

)k∈N qui converge uniformément sur R ou encore,
la suite ((Unk

)k∈N) de (Un)n∈Z, telle que la suite f(Unk
+ m)k∈N converge uniformément sur Z, ce

qui signi�e que f(m))m∈Z est presque périodique.

Discrétisation de fonctions presque périodiques
Dé�nition 1.3.3 ([20]). La discrétisation d'une fonction f est une suite de la forme f(ak + b)k∈Z,
avec a > 0 et b ∈ R.
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Remarque 1.3.1 ([20], [1]). On a les assertions suivantes :
� la fonction f est Bohr presque périodique, toutes ses discrétisations sont (Bohr)-presque
périodique.

� l'ensemble des nombres entiers d'ε-translations sont les mêmes pour une fonction et sa
discrétisée canonique. De ce fait, ceux de x et fx sont les mêmes.

� On notera que les liens entre continu et discret sont surtout dans ce sens :
Lorsqu'une suite est presque périodique (au sens de Bohr ou de Stepanov), elle est en
particulier la discrétisée d'une fonction presque périodique. (au sens de Bohr).

� Lorsque a = 1 et b = 0, on parle de discrétisation canonique.
Exemple 1.3.1. f dé�nie dans l'exemple 1.2.2 est une fonction purement Stepanov presque pé-
riodique qui a une discrétisation Stepanov presque périodique et une autre non Stepanov presque
périodique.
Une première discrétisation : considérons la suite f(k)k∈Z, où

fm(m(2k + 1)) = 1, pour m ∈ N et k ∈ Z.

On obtient
fm(1) = 1, fm(6) + f2m(6) = 2,

fm(20) + f2m(20) + f22m(20) = 3, · · · .

En général :
k∑

j=0

f2jm(2k(2k + 1)) = k + 1, pour tout k, m ∈ N.

f est positive, donc pour tout m ∈ N, on peut voir que

lim sup
k→∞

f(k) = lim sup
k→∞

∞∑
n=1

fn(k)

≥ lim sup
k→∞

k∑
j=0

f2jm(k)

≥ lim
k→∞

k∑
j=0

f2jm(2k(2k + 1)) = lim
k→∞

(k + 1) = ∞.

D'où la discrétisée {f(k)}k∈Z de f qui est une fonction non Stepanov presque périodique.
Une deuxième discrétisation : considérons une autre discrétisation de f dé�nie par {f (k + 1

2

)}
k∈Z.

On montrera qu'elle est constante, donc Stepanov presque périodique

f(x) =
∑
n≥1

∑
k∈Z

ϕn(x− yn, k).
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ϕn dé�nie comme suit :

ϕn(x) =



2(x+εn)2

ε2n
, pour x ∈

(
−εn,

εn

2

]
,

1− 2x2

ε2n
, pour x ∈

(−εn

2
, εn

2

]
,

2(x−εn)2

ε2n
, pour x ∈

(−εn

2
,εn

]
,

0 ailleurs.
On pose x = 1

2
+ p, p ∈ Z. Si ϕn(x − yn, k) 6= 0, alors |x − yn, k| < εn, donc d(x,Z)) < εn, mais

d(x,Z) = 1
2

> εn, et on a ϕn(x − yn, k=) = 0 pour tout k ∈ Z et tout entier positif n. Ainsi,
f(x) = 0 pour p ∈ Z et on obtient f(1

2
+ p) = 0 pour tout p ∈ Z.

Exemple 1.3.2. On considère la fonction f dé�nie dans l'exemple 1.2.3, f est une fonction
Stepanov presque périodique dont la discrétisée {f(π

(
k + 1

2

))
}k∈Z,

f

(
π

(
k +

1

2

))
= sin

(
1

2 + sin(kπ) + cos
(√

2π
(
k + 1

2

)))

= sin

(
1

2 + cos
(√

2π
(
k + 1

2

))) ,

est uniformément presque périodique.
Comme g0(x) = 2 + cos

√
2x ≥ 1 est une fonction √2π périodique, donc

(
1

g0(x)

)
, par dé�nition

sa discrétisation est aussi uniformément presque périodique.
Comme les valeurs de f(x) = sin

(
1

g(x)

)
et sin

(
1

g0(x)

)
coïncident pour x = π(k + 1

2
), k ∈ Z · · · ,{

f
(
π(k + 1

2
)
)}

k∈Z est presque périodique.
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Chapitre 2

Problème d'existence de solutions

purement Stepanov presque périodiques

des équations di�érentielles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux oscillations presque périodiques de Stepanov
introduites par J. Andres et D. Pennequin dans les articles ( voir [12], [13]). Nous présenterons et
développerons l'essentiel des résultats obtenus par les auteurs entre autres :

� L'étude de la notion de presque périodicité de Stepanov dans le cadre discret dont ils
montrent qu'elle est équivalente à la notion de Bohr.

� Le lien entre suites et fonctions presque périodiques au sens de Stepanov.
� Le lien entre la nature d'une solution d'un système en temps continu et sa discrétisée
canonique, problème déjà initié par Meisters, théorème 2.1.

� Non existence de solutions purement Stepanov à une équation di�érentielle non linéaire via
l'opérateur de Nemytskii.

2.1 Les oscillations presque périodiques de Stepanov et leurs

discrétisations

Commençons par énoncer le résultat de Meisters
Théorème 2.1 ([18]). Soit x(·) le vecteur solution de l'équation di�érentielle

x′ = F (t, x) (2.1)
avec :

1. Soit x appartient à l'ouvert D ⊂ Cn qui est un espace vectoriel complexe de dimension n

muni de la norme euclidienne.F (·,x) : R → Cn est une fonction presque périodique,
2. F (t,·) : Cn → Cn est lipscthitzienne i.e.

|F (t, x)− F (t, y)|E ≤ L|x− y|E, x,y ∈ D, t ∈ R,L ∈ R+.
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Et soit D contenant la fermeture de l'image de x(·). une condition nécessaire et su�sante pour
que x(·) soit uniformément presque périodique à valeurs dans Cn est telle que {x(k)}k∈Z soit une
suite uniformément presque périodique dans Cn.

Andres et Pennequin ont généralisé ce théorème de deux manières di�érentes.
Une première généralisation dans le cadre général de la fonction x′ = F (t, x), une deuxième
généralisation dans le cadre de l'équation (2.4).

2.1.1 Étude des suites Stepanov presque périodiques

Nous allons expliquer ici que les suites Stepanov presque périodique sont en fait Bohr presque
périodique. Dé�nissons un analogue discret de la norme de Stepanov par:

‖x‖S1
T

:= sup
n∈Z

(
1

1 + T

n+T∑
k=n

|xk|E

)
∈ [0,∞], pour T ∈ N.

Nous constatons que ‖x‖S1
0

= ‖x‖∞
posons

S1
T = {x| ‖x‖S1

T
< ∞}.

Soit f ∈ L1
loc(R,E), nous rappelons ici l'expression de la norme de Stepanov, et nous introduisons

une autre norme où la borne supérieure est seulement prise sur Z,

‖f‖S1
1

= sup
a∈R

(∫ a+1

a

|f(t)|Edt

)
∈ [0,∞],

‖f‖1
S1,Z

= sup
n∈Z

(∫ n+1

n

|f(t)|Edt

)
∈ [0,∞]

et nous dé�nissons les espaces S1
1 et S1,Z1 par :

S1
1 = {f | ‖f‖S1

1
< ∞} et S1

1,Z = {f | ‖f‖S1
1,Z

< ∞}.

L'espace S1
1 (resp. S1

1,Z) muni de ‖.‖S1
1
(resp.‖.‖S1

1,Z), est un espace vectoriel normé.

Le point crucial est le lemme suivant :
Lemme 2.1.1 ([12]). Pour tout x ∈ EZ, T ∈ N et f ∈ L1

loc(R,E):
1. ‖x‖S1

0
= ‖x‖∞;

2. ( 1
T+1

)
‖x‖∞ ≤ ‖x‖S1

T
≤ ‖x‖∞;

3. ‖f‖S1
1,Z
≤ ‖f‖S1

1
≤ 2‖f‖S1

1,Z
;

4. ‖f‖S1
1
≤ ‖f‖∞;

5. ‖fx‖∞ = ‖x‖∞.
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Démonstration. 1. On a
n+T∑
k=n

|xk|E =
1+T∑
k=1

|xk|E +
2+T∑
k=2

|xk|E + . . . ,

il su�t de remplacer dans l'expression de la norme, T = 0 on obtient le résultat.

2. On montre la première partie de l'inégalité ( 1
T+1

)
‖x‖∞ ≤ ‖x‖S1

T

cela revient à montrer
‖x‖∞ ≤ sup

n∈N

n+T∑
k=n

|xk|E,

soit |xj|E = max |xi|E = ‖x‖∞, i ∈ N
Alors,

|xj|E ≤
T+j∑
k=j

|xk|E (tout les termes sont positifs) .

On montre la deuxième partie de l'inégalité

‖x‖S1
T
≤ ‖x‖∞,

cela revient à montrer
sup
n∈N

n+T∑
k=n

|xk|E ≤ (T + 1)‖x‖∞,

soient
|xj|E =

T+j∑
k=j

|xk|E = sup
n∈N

n+T∑
k=n

|xk|E, n ∈ N, j ∈ {1, . . . ,n},

et
|xl|E = ‖x‖∞

on a

|xj|E =

T+j∑
k=j

|xk|E =

T + 1 termes︷ ︸︸ ︷
|xj|E + . . . + |xT+j|E ≤ (T + 1)|xl|E = (T + 1)‖x‖∞,

car
|xl|E ≥ |xk|E, ∀k ∈ {j, . . . , j + T}.

3. On a
‖f‖S1

1
= sup

a∈R

(∫ a+1

a

|f(t)|Edt

)
.

∫ a+1

a

‖f(t)‖Edt ≤ sup
t∈R

|f(t)|
∫ a+1

a

dt = ‖f‖∞.
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4. On montre que ‖fx‖∞ ≥ ‖x‖∞.

On a
fx(k + θ) = xk + θ(xk+1 − xk), k ∈ Z,θ ∈ [0, 1]

‖fx‖∞ = sup
k∈Z

‖fx(k + θ)‖

= sup
k∈Z

|θxk+1 + (1− θ)xk|E

≤ θ sup
k∈Z

|xk+1|E + (1− θ) sup
k∈Z

|xk|E

≤ sup
k∈Z

|xk|E.

Dans le cas discret Andres et Pennequin ont donné un résultat assez surprenant précisant que
la notion de presque périodicité de Bohr et de Stepanov coïncident pour tout T ∈ N c'est ce que
le point (1) et (2) impliquent i.e S1

T = l∞, et que les normes ci-dessus dé�nies sur S1
T et l∞ sont

équivalentes.
De plus, (3) assure que S1

1 = S1
1,Z vu le lien qu'on souhaite faire entre temps discret et temps

continu pour les oscillations Stepanov presque périodiques.
La proposition suivante rend plus précis ces liens avec la fonction fx.

Proposition 2.1.1 ([12]). Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. x ∈ l∞

2. x ∈ S1
T , pour tout T ∈ N;

3. x ∈ S1
T , pour un T ∈ N;

4. fx ∈ S1
1 ;

5. fx ∈ S1
1,Z;

6. fx ∈ L∞.
De plus, toutes les normes ‖.‖∞, ‖.‖ST

1
, x → ‖fx‖∞, x → ‖fx‖S1

1
sont équivalentes.

Démonstration. On montre qu'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x ∈ EZ,

‖fx‖S1
1,Z
≥ C‖fx‖∞.

Ce qui permettra d'écrire :

C‖fx‖∞ ≤ ‖fx‖1
S1,Z

≤ ‖fx‖S1
1
≤ 2‖fx‖1

S1,Z
≤ 2‖fx‖∞ = 2‖x‖∞
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Le résultat sera alors véri�é.
Cherchons la valeur de C, �xons n ∈ Z,
Nous avons∫ n+1

n

|fx(t)|Edt =

∫ 1

0

|(1− θ)xn + θxn+1|Edθ ≥
∫ 1

0

|(1− θ)|xn|E − θ|xn+1||Edθ.

Posons u = |xn|E, v = |xn+1|E, nous avons (u, v) ∈ (R+)2,
et comme ∫ 1

0

|(1− θ)u− θv|Edθ =

∫ 1

0

|u− θ(u + v)|Edθ.

=

∫ u
u+v

0

u− θ(u + v)dθ +

∫ 1

u
u+v

−(u− θ(u + v))dθ

=
u2 + v2

2(u + v)
.

Nous supposons que u ≥ v, donc u2 + v2 ≥ u2, 4u ≥ 2u + 2v,
d'où ∫ 1

0

|(1− θ)u− θv|Edθ ≥ u

4
;

ce qui donne ∫ n+1

n

|fx(t)|Edt ≥ max{|xn|E, |xn+1|E}
4

.

Nous considèrons la norme in�nie
‖fx‖S1

1,Z
≥ 1

4
‖x‖∞ =

1

4
‖fx‖∞.

Alors, pour C = 1
4
:

‖fx‖S1
1,Z
≥ 1

4
‖fx‖∞.

La proposition précédente induit la conséquence suivante qui dit que la notion de suite presque
périodique. au sens de Stepanov est équivalente à la notion de suite presque périodique. au sens
de Bohr. De plus, ce lien se lit également sur la fonction fx puisque pour elle, être Stepanov ou
Bohr presque périodique c'est équivalent :
Conséquence 2.1.1.

x est Stepanov-p.p. ⇔ x est Bohr-p.p.
⇔ fx est Stepanov-p.p.
⇔ fx est Bohr-p.p.
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Démonstration. Pour fx le fait d'être stepanov implique son coté (uniformément) bornée et donc
lipschitzienne vue sa construction; or toute fonction Stepanov presque périodique et uniformément
continue uniformément presque périodique.

Remarque 2.1.1. On peut dire que x est S1
T presque périodique si pour tout ε > 0, il existe un

entier positif N = N(ε) tel que tout ensemble de N entiers consécutifs {m, . . . , m+N} contienne
p ∈ {m, . . . , m + N}, satisfaisant

‖xn+p − xn‖S1
T

< ε, k ∈ Z.

Des conditions (1) et (2) du lemme 2.1.1 les normes ‖.‖∞, ‖.‖S1
1
, ‖.‖S1

T
sont équivalentes, donc la

dé�nition ne change pas si on utilise l'une de ces trois normes. De plus,

∀(k,p) ∈ Z2, fx(.+p)−x(k) = fx(k + p)− fxp
(k) = xk+p − xk.

On obtient la même dé�nition avec les normes x → ‖fx‖∞, x → ‖fx‖S1
1
,

2.2 Généralisations du théorème de Meisters

2.2.1 La première généralisation du théorème de Meisters
La première manière de généraliser Le théorème 2.1 est la suivante :

Théorème 2.2.1. Soit x(·) ∈ ACloc(R, E) la solution de l'équation di�érentielle (2.4) dans un
espace de Banach E de dimension �nie, où

� F (·, x) : R → E une fonction essentiellement bornée au sens de la norme ‖ · ‖Sp. Pour tout
sous ensemble ouvert D de E.

� F (t, ·) : E → E satisfaisant, pour tout x,y ∈ D, la condition de Lipschitz

|F (t, x)− F (t, y)|E ≤ L|x− y|E, t ∈ R.

Et soit D contient la fermeture de l'image de x(.). Alors, une condition nécessaire et su�sante
pour que x(.) soit une solution uniformément presque périodique de (2.1) à valeurs dans D ⊂ E
est que {x(k)}k∈Z soit une suite uniformément presque périodique dans D ⊂ E.

Pour démontrer ce théorème on aura besoin de ces deux lemmes:
Lemme 2.2.1 ([18]). Soit C ⊂ D, et F (t, x) une fonction dé�nit sur Cn, si x est restreint à C,
on dira que est une famille de fonctions uniformément continues presque périodiques dans Cn

Lemme 2.2.2 ([18]). Si x(k) est une suite presque périodique dans E. Pour tout nombre réel
positif ε, l'ensemble des ε−translations communes à x(k) et toutes les fonctions de la famille
{F (t, x), x ∈ C ⊂ D} est relativement dense.
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Démonstration. On suppose que {x(k)}k∈Z est une suite presque périodique dans E et que x(t)

satisfait l'équation di�érentielle (2.1) pour tout t ∈ R, on montre que x(t) est uniformément
presque périodique, on pose R l'image de x(t).
Premièrement, on montre que l'image de x(t), R est bornée, on a

|x(t)|E ≤ |x(t)− x(k)|E + sup
i∈Z

|x(i)|E. (2.2)

sup |xi|E < ∞, car toute suite presque périodique est bornée. De plus,

|F (t, x(k))|E ≤ |F (t, x(k))− F (t, x(0))|+ |F (t, x(0))|E
≤ L sup

k
|x(k)− x(0)|E + sup

i
|F (t, x(0))|E

(2.3)

|F (t, x(k))|E est bornée, ∀k ∈ Z et ∀t ∈ R. L'équation di�érentielle peut s'écrire sous la forme de
Newton-Leibnitz

x(t) = x(0) +

∫ t

0

F (s,x(s))ds

On utilise (2.3), on pose M = supk,t |F (t,x(k))|E , on a pour tout t ∈ R, k ≤ t ≤ k + 1

|x(t)− x(k)|E ≤
∣∣∣∣∫ t

k

F (s, x(s))ds−
∫ t

k

F (s, x(k))ds

∣∣∣∣
E

+

∣∣∣∣∫ t

k

F (s, x(k))ds

∣∣∣∣
E

≤ L

∫ t

k

|x(s)− x(k)|Eds + M.

en vertu de l'inégalité de Gronwall, on aura

|x(t)− x(k)|E ≤ M exp(L) pour k ≤ t ≤ k + 1

Deuxièmement, on montre que x(t) est uniformément presque périodique sachant que x(k) est
uniformément presque périodique. Pour x ∈ R ⊂ D (R bornée comme fermeture de R qui est
bornée, comme E est de dimension �nie, R ⊂ D est compacte), en utilisant le lemme 2.2.1, F (t, x)

est uniformément continue dans E. Par le lemme 2.2.2, on prend τ une ε−translation commune
à x(k) et toutes les fonctions de la famille {F (t, x), x ∈ R ⊂ D}, pour t ∈ R, on prend k = [t] (la
partie entière de t),

|x(t + τ)− x(t)|E =

∣∣∣∣∫ t+τ

0

F (s,x(s))ds−
∫ t

0

F (s,x(s))ds

∣∣∣∣
E

=

∫ k+τ

0

[F (s,x(s))]ds−
∫ k

0

[F (s,x(s))]ds +
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+

∫ t+τ

k+τ

[F (s,x(s))]ds−
∫ t

k

[F (s,x(s))]ds|E

≤ |x(k + τ)− x(k)|E +

∫ t

k

|F (s + τ,x(s + τ))− F (s, x(s + τ))|Eds

+

∫ t

k

|F (s,x(s + τ))− F (s,x(s))|Eds

= (I) + (II) + (III)

on a
Premièrement (I) ≤ ε, x(k) est presque périodique
Deuxièmement (II) ≤ supt∈R

∫ t+1

t
|F (s + τ,x(s + τ))− F (s, x(s + τ))|Eds, car k = [t]

Troisièmement (III) ≤ L
∫ t

k
|x(s + τ))− x(s)|Eds, car F (t, ·) est Lipschitzienne

donc, en utilisant le lemme de Gronwall,

|x(t + τ)− x(t)|E ≤ ε + sup
t∈R

∫ t+1

t

|F (s + τ,x(s + τ))− F (s, x(s + τ))|Eds

+ L

∫ t

k

|x(s + τ)− x(s)|Eds

≤ 2ε exp(L).

x(t) est presque périodique, on dira que τ est une 2ε exp(L) presque période de x(t).

2.2.2 La deuxième généralisation du théorème de Meisters
Considérons un cas particulier de l'équation x′ = F (t,x) qui est :

x′ = ϕ(x) + p(t) (2.4)

avec ϕ une fonction continue de R dans R et p ∈ L1
loc(R,Rn), x une solution qui est bien entendu

une fonction localement absolument continue i.e. x ∈ ACp
loc ∈ AP (R,Rn). Lorsque p ∈ C(R,Rn),

on obtient la notion classique de solution i.e. x ∈ C1(R, Rn).

Comme conséquence de la propriété de Bohl-Bohr-Amerio, on a les deux propositions sui-
vantes :
Proposition 2.2.1. Toute solution x(·) Stepanov presque périodique de l'équation (2.4) est uni-
formément presque périodique si l'une des propriétés suivantes est satisfaite :

1. ϕ est bornée et p essentiellement bornée ;
2. x est bornée et p est essentiellement bornée ou Stepanov presque périodique.
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Démonstration. La bornitude des deux fonctions ϕ, p implique que x′ l'est aussi, et donc x(.)

est uniformément continue ce qui implique que x(.) est uniformément presque périodique. La
bornitude de x(.) implique que ϕ(x(.)) est aussi uniformément presque périodique. Ainsi, si p est
Stepanov presque périodique et non essentiellement bornée, de la conséquence 2 de la propriété
de Bohl-Bohr-Amerio, on déduit que toute solution x(.) Stepanov presque périodique bornée est
uniformément presque périodique.
Remarque 2.2.1. 1. L'équation (2.4) avec ϕ(x) = 0 et p(t) = h′(t), (h est la fonction dé�nie

dans l'exemple 1.2.4 a comme solution la fonction h(t), toutes les conditions de la proposi-
tions sont véri�ée.

2. L'équation (2.4) avec ϕ(x) = −x et p(t) = h(t) + h′(t) a la même solution h(t), les deux
dernières conditions sont véri�ées.

Proposition 2.2.2. Pour avoir une solution purement Stepanov presque périodique de 2.1.1, il
est nécessaire d'être dans l'une des trois situations suivantes :

1. x et ϕ non bornées ;
2. x et p non bornées ;
3. p est ni Stepanov presque périodique ni bornée.

Démonstration. 1. Si x n'est pas bornée, on est dans les deux premières situations, x ne peut
pas être Bohr presque périodique (de la propriété de Bohl-Bohr-Amerio) .

2. Si x est bornée
� Si p est Stepanov presque périodique non essentiellement bornée, la dérivée x′ est non
essentiellement bornée, mais on a x est bornée donc, de la propriété de Bohl-Bohr-
Amerio on aura que x est uniformément presque périodique.

� si p est non Stepanov presque périodique si p est ni Stepanov presque périodique ni
bornée, on est dans la troisième situation et de la propriété de Bohl-Bohr-Amerio
on aura que x n'est pas uniformément presque périodique car x′ n'est pas Stepanov
presque périodique

Remarque 2.2.2. 1. L'équation (2.4) avec ϕ ≡ 0 et p(t) =
∑∞

n=1 f ′n(t) dé�nie dans l'exemple
1.2.2 a comme solution x(t) =

∑∞
n=1 fn(t) qui est purement Stepanov, on est dans la

deuxième situation.

2. L'équation (2.4) avec ϕ = −x et p(t) =
∑∞

n=1 fn(t) + f ′n(t) ayant la même solution Sap

x(t) =
∑∞

n=1 fn(t) et on est dans la situation 1.
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3. L'équation (2.4) avec ϕ = −x et p(t) = sin
(

1
g(t)

)
+ cos

(
1

g(t)

)(
sin t+

√
2 sin

√
2t

g2(t)

)
avec g(t) =

2 + cos t + cos
√

2t, a une solution purement Stepanov x(t) = sin
(

1
g(t)

)
, on est dans le cas

de la troisième situation.
Le théorème suivant représente la deuxième généralisation. Selon le théorème de Milman�Pettis

(voir [2], page 51), un espace de Banach uniformément convexe est ré�exif. De plus, un espace de
Banach ré�exif admet la propriété de Radon�Nikodym (voir [19], page 694).

Théorème 2.2.2. On suppose que x(·) est une solution de Caratheodory localement absolument
continue (i.e. x(·) ∈ ACloc(R,E)) à valeurs dans un espace de Banach E satisfaisant la propriété
de Radon�Nikodym (par exemple un Banach ré�exif), et que :

1. ϕ : E → E est Lipschitzienne.
2. p : R → E est Stepanov presque périodique.

Alors, pour que x(·) soit une solution presque périodique de (2.4), il est nécessaire et su�sant que
sa discrétisée {x(k)}k∈Z soit une suite (Stepanov) presque périodique
Démonstration. La partie nécessaire est triviale comme conséquence de la remarque 1.3.1, la
descritisée d'une fonction uniformément presque périodique est (Stepanov) presque périodique
(voir la proposition 1.3.1).
La partie su�sante, l'espace E satisfait la propriété de Radon�Nikodym [14], donc la dérivée x′(·)
de x(·) qui est une solution de Caratheodory est localement Lebesgue-Bochner intégrable et on a
la formule de Newton-Leibnitz

x(t) = x(0) +

∫ t

0

x′(s)ds.

Pour montrer que x(·) est uniformément presque périodique, il su�t de montrer qu'elle possède
un ensemble relativement dense des ε-presque périodes.
Pour t ∈ R, on prend k = [t] (la partie entière de t),

|x(t + τ)− x(t)|E =

∣∣∣∣∫ t+τ

0

[ϕ(x(s)) + p(s)]ds−
∫ t

0

[ϕ(x(s)) + p(s)]ds

∣∣∣∣
E

= |
∫ k+τ

0

[ϕ(x(s)) + p(s)]ds−
∫ k

0

[ϕ(x(s)) + p(s)]ds +

+

∫ t+τ

k+τ

[ϕ(x(s)) + p(s)]ds−
∫ t

k

[ϕ(x(s)) + p(s)]ds|E

≤ |x(k + τ)− x(k)|E +

∫ t

k

|ϕ(x(s + τ))− ϕ(x(s))|Eds +

∫ t

k

|p(s + τ)− p(s)|Eds

≤ ‖x.+τ − x‖∞ + L

∫ t

k

|x(s + τ)− x(s)|Eds +

∫ k+1

k

|p(t + τ)− p(t)|Edt.

D'après la proposition 2.1.1, on déduit :
‖x.+τ − x‖∞ = ‖fx(. + τ)− fx(.)‖∞
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≤ 1

C
‖fx(. + τ)− fx(.)‖S1

1

= 4‖fx(. + τ)− fx(.)‖S1
1
,

de plus, ∫ k+1

k

|p(t + τ)− p(t)|Edt ≤ ‖p(t + τ)− p(t)‖S.

Donc,

|x(t + τ)− x(t)|E ≤ 4‖fx(·+ τ)− fx(.)‖S + L

∫ t

k

|x(s + τ)− x(s)|Eds + ‖p(. + τ)− p(.)‖S,

comme x = {x(k)}k∈Z est Stepanov presque périodique, donc sa discrétisation canonique fx est
p.p, donc Stepanov presque périodique. Alors il existe un ensemble relativement dense {τ}∞ des
ε−stepanov presque périodes qui sont les mêmes pour fx et p, (voir [17], page 203-204). L'inégalité
ci-dessus implique que

|x(t + τ)− x(t)|E ≤ 5ε + L

∫ t

k

|x(s + τ)− x(s)|Eds,

en vertu de l'inégalité de Gronwall, on aura

|x(t + τ)− x(t)|E ≤ 5ε exp(L), ∀t ∈ R,

de plus, on dira que τ est une 5ε exp(L) presque période de x(t).

Le théorème est démontré.

Remarque 2.2.3. L'équation
x′ + x = h(t) + h′(t),

où, h(t) est la fonction dé�nie dans l'exemple 1.2.4, qui représente un exemple d'application du
théorème précédant, la fonction h+h′ est une fonction Stepanov presque périodique et x(·) = h(·)
est une fonction uniformément presque périodique dont la discrétisation est uniformément presque
périodique.

Remarque 2.2.4. L'équation
x + x′ = f̃(t) + f̃ ′(t),

où, f̃(·) = f
(
·+ 1

2

) et f est la fonction dé�nie dans l'exemple 1.2.2, un contre exemple, il ne
véri�e pas les conditions du théorème précédant car la fonction f̃(t) + f̃ ′(t) n'est pas Stepanov
presque périodique. D'autre part, x̃(·) = f̃(·) est une fonction Stepanov presque périodique dont
la discrétisation est uniformément presque périodique car x̃(k) = 0, pour tout k ∈ Z, x̃(·) doit
être (uniformément continue) presque périodique
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La remarque précédente nous suggère de formuler la proposition suivante qui rend plus précis
la deuxième conséquence du théorème de Bohl-Bohr-Amerio.
Proposition 2.2.3 ([12]). Dans un espace de Banach E satisfaisant la propriété de Radon-
Nikodym, il n'existe pas de fonction purement Stepanov g ∈ ACloc(R, E) qui a au moins une
discrétisation uniformément presque périodique et qui a une dérivée Stepanov presque périodique.

Démonstration. Procédons par l'absurde.
Supposons qu'une telle fonction existe. soient g ∈ ACloc(R, E), a > 0 et b ∈ R telle que {g(ak +

b)}k∈Z est Stepanov presque périodique Soit f : x 7→ g(ax + b). On peut dire que f est purement
stepanov et f ′ est Stepanov presque périodique et sa discrétisation standard est Stepanov presque
périodique.
considérons l'équation

x + x′ = f(t) + f ′(t).

Pour cette équation, on a p(t) = f(t) + f ′(t) qui est Stepanov presque périodique et ϕ(x) = −x

qui est lipschitzienne. Cette équation admet x(·) = f(·) comme unique solution Stepanov presque
périodique comme {x(k)}k∈Z. Par hypothèse du théorème précédant, on aura x(.) uniformément
presque périodique, ce qui est absurde.

Conséquence 2.2.1. Pour avoir une solution x(·) purement Stepanov de l'équation (2.4) où ϕ et
p satisfont les conditions 1 et 2 du théorème 2.2.2 aucune de ses discrétisées {x(ak + b)} ne doit
être Stepanov presque périodique (uniformément presque périodique). En particulier, si E = Rn

de telles solutions doivent être non bornées.

2.3 Non-existence de solutions purement Stepanov presque

periodiques via l'opérateur de Nemytskii

L'objectif de cette section est d'améliorer la conséquence 2.2.1 au sens où dans des situations
plus générales, et sous les mêmes hypothèses 1 et 2 du théorème 2.2.2, au moins dans un espace
uniformément convexe l'équation (2.4) n'admet pas de solutions purement Stepanov.
Proposition 2.3.1 ([13]). Soit f ∈ ACloc(R, E), où E est un espace de Banach satisfaisant la
propriété de Radon�Nikodym. Si f et f ′ sont bornées au sens de la norme de Stepanov, alors f
est bornée en norme in�nie. En particulier, si f ∈ ACloc(R, E), où E est uniformément convexe,
est telles que f et f ′ sont presque périodiques au sens de Stepanov, i.e. f, f ′ ∈ SAP (R, E), alors
f est presque périodique au sens de Bohr.

Démonstration. La première partie, E possède la propriété de Radon Nikodym et comme f ∈
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ACloc(R, E) et comme la dérivé de f existe presque partout, on pourra écrire le formule

f(t)− f(s) =

∫ t

s

f ′(u)du,

notons k = [t], on a
|f(t)− f(k)|E ≤ ‖f ′‖S1 , (2.5)

en e�et,
|f(t)− f(k)|E ≤

∫ t

k

|f ′(s)|Eds ≤
∫ k+1

k

|f ′(s)|Eds ≤ ‖f ′‖S1 ,

ceci donne
sup
t∈R

|f(t)|E ≤ ‖f ′‖S1 + sup
n∈Z

|f(n)|E,

au même temps, pour tout n ∈ Z,

f(n) =

∫ n+1

n

f(n)dt =

∫ n+1

n

f(n)− f(t)dt +

∫ n+1

n

f(t)dt,

en utilisant l'équation (2.5), on obtient

|f(n)|E =

∫ n+1

n

|f(n)− f(t)|Edt +

∫ n+1

n

|f(t)|Edt

≤ ‖f ′‖S1 + ‖f‖S1

ainsi, on aura
‖f‖∞ = sup

t∈R
|f(t)|E ≤ 2‖f ′‖S1 + ‖f‖S1 .

Pour la seconde partie, si f ∈ ACloc(R, E) est telles que f et f ′ sont simultanément Stepanov
presque périodique, on voit que f est bornée et donc f est Bohr presque périodique en vertu de
la propriété de Bohl-Bohr-Amerio.

Remarque 2.3.1. Cette proposition est également valide pour f ∈ SAP (R, E) et f ′ ∈ SAP q(R, E)

pour tout p, q ≥ 1 puisque nous avons :

∀p ≥ 1, ‖f‖S1 ≤ ‖f‖Sp .

On étudie l'opérateur de Nemytskii dans le cadre de Stepanov, a�n d'obtenir des résultats
de non existence de solutions purement Stepanov. On parle ici de l'opérateur de Nemytskii non
autonome.
Proposition 2.3.2. On suppose que

1. f(t,·) ∈ L∞(E, E) pour tout t ∈ R.
2. [t 7→ f(t, ·)] ∈ SAP q(R,L∞(E, E)).
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Alors l'opérateur Nf = f(t, ·) envoie SAP p(R, E) dans SAP q(R, E) avec p, q ≥ 1.

Démonstration. Du lemme 3 de Danilov (voir[7]) on sait que si z ∈ SAP p(R, E), alors Nf (z) ∈
SD(R, E), (1).
On prend maintenant

b(t) = sup
x∈E

|f(t, x)|E,

On obtient

|b(t + τ)− b(t)| ≤ sup
x∈E

|f(t + τ, x)− f(t, x)|E

≤ ‖f(t + τ,·)− f(t,·)‖∞

Ainsi, si τ est une ε− translation de F = [t → f(t,·)] , on a

‖b(t + τ)− b(t)‖Sp ≤ ‖F (·+ τ)− F (·)‖Sp ≤ ε.

Qui véri�e que b ∈ SAP p(R, E), ce qui implique que Nf (z) ∈ M ′
q(R, E) (2), comme∫

T

|f(t, z(t))|qEdt ≤
∫

T

|b(t)|qEdt.

(1) et (2) implique que
Nf (z) ∈ SAP q(R, E)

Théorème 2.3.1 ([13]). On suppose que l'opérateur de Nemytskii Nf envoie SAP p(R, E) dans
SAP q(R, E), où E un espace Banach uniformément convexe et p, q ≥ 1. Alors toute solution de
x′ = F (t, x) qui est dans SAP p(R, E) est Bohr presque périodique

Démonstration. La dérivée d'une solution x(·) ∈ SAP p(R, E) sera dans SAP q(R, E). De la re-
marque 2.3.1 on dira que x(·) et x′(·) sont dans SAP (R, E), en appliquant la deuxième partie de
la proposition 2.3.1, on déduit que la solution x(·) rst uniformément presque périodique.

Exemple 2.3.1. L'opérateur de nemytskii construit sur l'équation F (x, t) = ϕ(x) + p(t), ϕ(x)

lipschitzienne et p est Stepanov presque périodique envoie l'espace SAP (R, E) en lui même. Il n'y
aura donc pas de solutions purement Stepanov.
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Appendice

.1 Propriété de Radon-Nikodym

Le théorème de Radon-Nikodym-Lebesgue est un théorème d'analyse, une branche des
mathématiques qui est constituée du calcul di�érentiel et intégral et des domaines associés.
Dé�nition .1.1. Soit (E,A, µ) un espace mesuré. On dit que la mesure µ est σ-�nie lorsqu'il
existe un recouvrement dénombrable de E par des sous-ensembles de mesure �nie, c'est-à-dire
lorsqu'il existe une suite (In)n∈N d'éléments de la tribu A, tous de mesure �nie, avec

E =
⋃
n∈N

In.

Dé�nition .1.2. Soient µ et ν deux mesures sur un espace mesurable (E,A). On dit que ν est
absolument continue par rapport à µ, et on note ν � µ, si pour tout A ∈ A,

µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.

Théorème .1.1 (théorème de Radon Nikodym). Un espace de Banach E admet la propriété
de Radon Nikodym si pour tout espace (Ω,A, µ) et toute mesure ν : A → E a variation bornée
telle que ν � µ, on peut trouver f ∈ L1(Ω, E) telle que

ν(A) =

∫
A

f(x)dµ pour tout A ∈ A.

f est appelée la dérivée de Radon Nikodym et est noté par dν
dµ
.

Exemple .1.1. Si f : (E,A) → (R+,B(R+)) est mesurable alors la mesure de ν de densité f par
rapport à µ dé�nie par

ν(A) =

∫
E

IAfdµ.

On note souvent f dν
dµ

et on l'appelle dérivée de Radon-Nikodym en référence au théorème qui
établit la réciproque de ce théorème qui établit la réciproque de cet exemple sous la condition
que µ et ν sont toutes deux σ−�nies.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au problème d'existence de solutions purement
Stepanov presque périodiques des equations di�érentielles. Ce problème a été consigné dans les
travaux de Andres et Pennequin [12, 13] où ils ont montré que de telles solutions n'existent pas. A
la lumière de cette étude, nous avons vu que pour avoir des solutions purement Stepanov presque
périodique, sous des hypothèses naturelles imposées sur le côté de droite telles que Lipschitz en la
variable espace et la Stepanov presque périodicité en la variable temps, aucun de ses discrétisation
ne doit être (Stepanov) presque périodique. Au moins dans les espaces euclidiens, ces solutions
doivent être, sous les mêmes conditions, non bornées.

Les perspectives ouvertes par ce travail s'orientent vers l'étude des systèmes dynamiques ré-
gis par des équations di�érentielles ou équations aux di�érences ayant des solutions purement
Stepanov presque périodiques où il est question de caractériser les équations ayant des solutions
purement Stepanov presque périodiques. Une autre perspective de recherche consiste à interpréter
le problème des oscillations dans le cas stochastique.

40
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