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Introduction générale

L'automatique comporte un certain nombre d'outiéotiques permettant de prévoir et
d'appliquer ses concepts afin de remplir les olfgegtii sont en relation directe avec elle. Ces
outils sont nécessaires a I'élaboration d'un assemment sur un procédé particulier et sont
présents a difféerents stades de celle-ci. Commenghes de sous-domaines ou l'on peut
rencontrer ces outils théoriques, citons la modtitia de systemes, lidentification des
paramétres d'un procédé, la construction de loisotlemande, le réglage de parametres de
ces lois et la vérification de la stabilité du gyse asservi. Cette liste n'étant bien entendu pas

exhaustive.

Les progres réalisés dans les domaines de matiéemaet d’'informatique ont
contribués, ces derniéres années, et aider lematitiens a s’attaquer aux systémes les plus
complexes, parmi lesquels nous retrouvons les wgstaynamiques a parametres distribués
(SPD). Ces derniers sont modélisés par les éq@atior dérivées partielles (EDP) puisque

leurs variables caractéristiques dépendent deriabla spatiale et de la variable temporelle.

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sonhipmdsentes dans toutes les
sciences, puisqu’elles apparaissent aussi bienyerandque des structures, mécanique des
fluides que dans les théories de la gravitation deu I'électromagnétisme. Elles sont
primordiales dans des domaines tels que la simual@éronautique, la synthése d’'images, la
prévision meéteorologique, la démographie, ou lesarfces. Ce sont des équations
indispensables pour la résolution de presque Hitbtdes problemes. En automatique, la
commande des systemes décrits par des équatiordeauges partielles et leur stabilisation

constitue un domaine de recherche trés actif.

Parmi les commandes utilisées pour la stabilisaties systemes dynamiques, nous
retrouvons la commande « backstepping ». Cetteiaterrest non linéaire et permet de

concevoir une loi de commande non linéaire sousdad’un retour d'état.

L’objectif de ce travail est I'application de cettemmande pour la stabilisation d’un
modele « benchmark » décrit par I'équation de lalaalr présentant un terme de réaction
modélisant la source d’instabilité. L'exemple é&udbncerne la diffusion de la chaleur dans

une barre métallique dont le but de cette appboatist d’assurer la stabilité.




Introduction générale

Le plan de ce mémoire se décompose comme suit :

Le chapitrel porte sur des généralités sur les systemes a paesnaistribués (SPD), et les

différents types de commandes et observations lgessiEnsuite, nous s’intéresserons a la
classification des systemes a parameétres distrigteislie sur la base des équations aux
dérivées partielles (EDP) de deuxieme ordre qui étieel une grande partie des systémes

physiques.

Le chapitrd | est consacré a la modélisation d’'un transfert @decin par conduction dans une
tige. Nous commencerons par la présentation dédrelits modes de transfert de chaleur,
puis nous s'intéresserons a la modélisation dungiéne de diffusion de la chaleur et nous

terminerons ce chapitre par la normalisation dgu&&ion de la chaleur.

Le chapitrel Il présente des généralités sur la stabilité desrsgst@lus précisément au sens
de « Lyapunov », puis nous étudierons la stabd@gél’équation de la chaleur en utilisant
quelques inégalités mathématiques tres utiles.hlapitre se termine par la résolution d'une
équation de la chaleur avec un terme source (unetaetéstabilisant) avec la méthode de
séparation des variables.

Dans le chapitréV nous allons présenter I'application de la commanbdackstepping » pour
stabiliser la distribution de la température d’tige métallique dont la dynamique est décrite
par I'équation de la chaleur ayant un terme deti@acui constitue la source de l'instabilité.
Nous commencerons le chapitre en énoncant le perde la méthode « backstepping », puis
nous enchainerons avec la conception de la loiotken@ande stabilisant I'équation de la

chaleur. Les résultats de simulation en boucle éerseront présentés a la fin du chapitre.

Enfin, nous terminerons notre mémoire par une logian générale.
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Chapitre | Descriptiamathématique des Systemes a Paramétres Distribués

[.1. Introduction

L'objet de ce chapitre est de présenter les notieladives aux systemes a parametres
distribués (parfois appelés a parametres repatiede dimension infinie) utilisées le long de
ce méemoire. Ces notions portent sur la définititen, modélisation mathématique, la

classification et les différentes méthodes de sapréation de ce type de systéme.

En effet, nhous commencons par la description madtigoe d'un systeme a

parametres distribués (SPD), les différents tygesainmandes et les observations possibles.

Ensuite, nous s’intéressons a la classification siestemes a parametres distribués
établie sur la base des équations aux dérivéeselfat (EDP) de deuxieme ordre qui
modélise une grande partie des systemes physiques.

l.2. Systémes a parametres distribués

Les SPD concernent un large spectre d’applicatenmms de domaine des sciences de
'ingénieur, dont notamment : la thermique, I'élechagnétisme, la mécanique des fluides, le
génie des procédés, la chimie, la biologieEn effet, pour la quasi-totalité des systemes
physiques, les variables caractéristiques (paras\étr variables) sont rarement uniformes et
homogenes par rapport a I'espace géométrique, graséquent elles ne peuvent pas étre
considérée comme indépendantes de la variableatesp’hypothése de 'lhomogénéité est
peut étre utile quand il s’agit de situations pesticulieres. Par exemple, la température dans
une enceinte thermique n’est pas la méme en tdat pmais elle est distribuée, ou encore
I'évolution d’'une épidémie dans une population tdontes des variables de nature distribué
et ne peuvent pas étre ignorées dans les probldensmmmande.

Ainsi, la dynamique de nombreux systemes physigagsnt des applications
industrielles essentielles, est décrite par desateps aux dérivées partielles. Parmi ces
systemes, nous pouvons citer les réacteurs (blug)igques, les décanteurs, les réacteurs
thermiques, les échangeurs de chaleur et les fiodwstriels. De ce fait, leur espace d’état est

i
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de dimension infinie, et les outils habituels deutomaticien utilisés pour les systemes a
parametres localisés (SPL), c'est-a-dire des systatécrits par des équations aux dérivées
ordinaires (EDO), ne sont donc plus utilisablesrpes systemes a variables caractéristiques

non homogenes spatialement. [1]

1.3. Description mathématique d’'un systeme a paraniges distribués

Les équations aux dérivées partielles mettent erdgs variables d’espace et de temps
lorsque I'équation traduit un phénoméne d’évoluti@es équations ont leurs origines dans
I'écriture des bilans macroscopiques de masse,ale/ement ou d’énergie, si bien qu’on les

rencontre dans tous les dames de la physique.

En effet, la modélisation de nombreuses classesysi@mes physiques conduit a des
EDP. Ceux-ci sont appelés les systemes a parantistebués (SPD), qui sont des systemes
décrits essentiellement par des EDP linéaires on tinéaires dont les variables
caractéristiques ou/et les parametres sont non ge@neospatialement. Ce type de systeme est
de dimension infinie, c'est-a-dire que le nombrevdeables caractérisant I'état du systeme
est infini, contrairement au systeme a parameétealisés qui sont décrit par des équations
EDO qui sont de dimension finie. [2][3][4]

Cependant, il n'existe pas de méthodes générales gtadier ces équations. Mais en
générale, I'étude d’'un systeme a parametres régaatit se ramener a I'étude d’un systeme a

parametres localisés obtenu par discrétisation adeie SPD.

D’une facon générale nous pouvons décrire un systenparameétres distribués, dans le
cas monodimensionnel, désignées respectivemetagaariables etz, comme suit : [5]

* un domaine géométrigue borné derR™, de frontieredQQ.

 unintervalle de tempg =]0, [ (1.2)

* une équation d’évolution a l'intérieure du domaineT :

aT(z,7)

pranb M(T(z1)) + H(u(z,1)) (1.2)

AveczeQ et TET.

]
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* Une équation de sortfexT

y(z,7) = C(T(z,7)) (1.3)
* une condition initialey=0) surQ :

R(T(z,0)) =T, (1.4)

La condition aux limites établissant les relati@mére I'état et la commande aux limites (si

elle existe) :
L (T(z/, T)) =w(z,1), z € 0Q (1.5)

H(),M(.),L(.),C(.)etR(.) Sont des operateurs matriciels différentiels nemartant que

des dérivées par rapporta

H(.),M(.)etC(.) Sont appelées respectivement opérateur d’étatatguerde commande et

opérateur de sortie (ou d’observation).
e L’état T du systeme est représenté par la fonction vetito(ae dimension infinie) :

[T,(2,7)
T,(z,1)

T(z,7) =

[T, (.z, 7).

Avec les fonctionsi(z, )et u;(z, ) représentent les commandes (entrées) du systéemes .

)



Chapitre | Descriptiamathématique des Systemes a Paramétres Distribués

l.4. Les différents types de conditions aux limites

> Condition de Dirichlet

Dans le cas ou les extrémités d’une barre métallgpnt maintenues a des températures

données que nous notd@hér) et T,(T), Nous aurons :
T(0,7) =Ty(7) (1.6)
T(l,7) = T,(1) (1.7)
» Condition de Neumann

Si le dispositif est tel que le flux de chaleur dehné au bord, c’est le gradient de la

températurd(t) qui est ainsi fixé et les conditions aux limitesisalors :
aT
—c 2 | 4=0 = Vo(1) (1.8)
T
¢—lz=1 = Vi (D). (1.9)

> Condition de Fourier

Si maintenant la donnée que nous disposons c’'dstripérature a I'extérieufg,, nous
savons que le gradient de la température au bard de chaleur) sera proportionnel a la
difféerence(T — Tex) :

|-cZ = k(T =T (1.10)
|-cZ = k(T =T (.11)

Avec :

k : Constante R.

C : Caractérise la diffusion de la chaleur (la agrtibité).

)
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Remarques I1[6]

» «Les contraintes (condition initiale et conditions aux limites) sont en général imposées
par la nature du probléeme que nous essayons de modéliser, Iéquation aux dérivées
partielles et ses conditions restrictives seront donc a priori cohérentfes.

o De facon générale une équation aux dérivées partielles ne donne lieu 4 un probleme
raisonnable que si nous lassocions 4 un cerfain type de conditions restrictives, par
exemple des conditions inifiales pour des probléemes dévolution (équation de la chaleur,

équation des ondes) ou des conditions au bord pour Iéquation de Laplace.»

I.5.Commandes d’un systéme a parametres distribués

Les actions que nous pouvons envisager sur un nsgsté& parametres
distribués peuvent étre de natures multiples, diesia I'intérieure du domaine que sur sa

frontieredQ. Nous pouvons distinguer de fagcon formelle : [2]

1.5.1. Commande répartie

Représentée par des fonctions définie)sid? ; dans de nombreux cas, la commande

u(z, T)peut étre décomposée comme suit :

u(z,v) = q(2).u. (1) (1.12)
q(z) : représente la structure géométrique du systeactiahneurs.
u,: représente le signal d’entrée.

Cette formulation est une simplification de caldahs la formulation du modele et la

détermination de la commande.
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1.5.2. Commande par zone

Une zone {2; représente une portion du domaine spa(tﬁalceuipzl Q;). Une
commande par zone est définie sur un sous-dongires". Si, par exemple, la commande

est appliquée syr zones, nous avons donc :
u(z,7) = ?:1 qi(2)ue; (). (1.13)

ou q;(z) caractérise la structure géométrique du systemetidhneurs, et,;(7) est le signal

d’entée relatifs a la zorie
[.5.3. Commande ponctuelle
Dans le cas particulier ou la zone de commandédiét a un point situé dang , la

fonction q;(t) est remplacée dans I'équation précédente formetheémar I'impulsion de

Dirac, donnée comme suit :

w(z, ) = X0 U 6(z — z;) (1.14)

1.5.4. Commande par balayage
Pour la quelle les zones ou les points d’actiastidnneurs) sont mobiles dafls
1.5.5. Commande aux frontieres (aux limites)
La commande est définie &4k X T, elle peut étre par zones, ponctuelles, fixea ou
balayage.
1.6. Observations d’'un systeme a parametres distrilés

Le vecteur de sortie du systeme coincide généraleragec I'ensemble des

observations, se déduit souvent des transformatiodsires sur le vecteur d'état. Par

Y
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analogie aux commandes citées ci-dessus, noussciésndifférents types d’observations

suivantes :
1.6.1. Observation répartie

Le vecteur de sortig(z, t) est défini pour tout € 7" et toutz appartenant a un sous-

ensemble d& comme suit :

y(z,7) = p(2).T(2) (1.15)

p(z) : caractérise la structure géométrique du systBoieservation.

1.6.2. Observation ponctuelle

Nous prenons quelques points particuligrsur I'espace? sur lesquels nous allons définir la

sortie pour chacun de ses points comme suit :

y(z,1) = [,T(2,1)8(z - z)dz = T(z,7) (1.16)

1.6.3 Observation par balayage
Obtenue par déplacement des points d’observatitimtérieur du domaine admissible.
1.6.4. Observation par moyennage spatial

Définie par I'intégrale suivant
y(z,1) = [,c(2).T(z,1)dz (1.17)

c(z) : caractérise la structure géométrique de I'enseids capteurs fournissant le signal.

y(T) : ne peuvent pas étre assimilés a des pointsefoations.

2
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I.7. Classification des Systemes a Paramétres dibués (SPD)[7]

La classification des systemes a parameétreshdliés dépend du type de 'EDP. La
discussion sera restreinte a la catégorie d’EDBIUa souvent rencontrée, celle des EDP
linéaires. Une EDP est linéaire si elle ne faieiménir que des combinaisons linéaires des
dérivées partielles de la variable dépendante, Bomdre d’'une EDP est l'ordre de la plus
grande dérivée présentée dans I'équation.

Dans les disciplines du génie mécanique, un gnantbre des EDP rencontrées dans

les applications sont dd™ordre (transfert thermique, vibration, mécanique ftlédes).

Par exemple, toutes les EDP linéaires dtf @rdre, et qui dépendent de deux variabteg,

peuvent s’écrire :

2 2 2
aa T(z,7) n Zba T(z,7) n Ca T(z,7) _ F(Z, 1, oT aT) (|.18)

at? 010z 0z2 az’ ot

. . ) aT aT L,
ouT est la fonction inconnue étinclut tous les autres tern(easr,;,a) sans les dérivées

secondes de I'équation et a, b, ¢ sont des caaiftgisupposés constants et indépendants de

la variable d’espace
Nous posons :
A= ac — b? (1.19)

by

le discriminant associé a cette EDP. Nous disonsc daju’il existe trois types d’EDP

linéaires :

EDP elliptique siac — b? > 0 (exemplxuation de Laplace)
EDP paraboliquesi ac — b?> =0 (exemple uatjon de chaleur)
EDP hyperboliquesi ac — bh? < 0 (exemple : équation d’'onde)

Si les trois parametres a, b et ¢ sont nullesype d’équation dépend des seules dérivées

premiéres d& (z,1), alors I'équation est hyperbolique d’ordre un.

Cette classification est importante car elle infice le choix d'une méthode

numérique de résolution et la facon d’appliquer temditions limites et initiales. Un

=,
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probleme hyperbolique par exemple ne peut étrétrdiun point de vue numérique, de la
méme facon qu’un probléme elliptique parce queolamortement de la solution n’est pas le
méme dans les deux cas. Cette classification esgti aalable pour les systemes d’EDP

linéaires d’'un ordre supérieur.

1.8. Probléme bien posé6]

Considérons une équation aux dérivées partiallearsdomaine avec éventuellement des

conditions auxiliaires sur la solution, nous disqos le probleme est bien posé si nous avons

» existence d'une solution du probleme,
» unicité de cette solution,

» stabilité par rapport aux données du probleme.

Si la solution change beaucoup quand les donnéagyeht peu nous disons que le probléme

est sensible aux données.

1.9. Méthodes usuelles de représentation des systesm parametres distribué$7]

La plupart des méthodes d’approximation utiliseesr les EDP tentent de ramener
le probleme a une simple résolution d'équationgédshtielles ordinaires (EDO), dont
I'objectif est de se ramener a ce qui est bien apnlest-a-dire un SPL. Les plus utilisées de
ces méthodes se classifient en deux catégorissmé&hodes spectrales et les méthodes de

discrétisation spatiale.

1.9.1 .Méthodes spectrales

Les méthodes spectrales sont des méthodes baséde developpement d’une
fonction T (z, 7)dans une base orthogonale de fonctipn&) dites de projection ou de tests
ou encore dites modales sont connues. L'idée de ceéthode est de se ramener a un
probléme de résolution d’équations différentieldedinaires en supposant que la solution est
séparable.

La solution approchée s’écrit sous la forme :

uy
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Ty(z,7) = XiL, a;(2) 9;(7), (1.17)

L’orthogonalité des fonctions de projection perrdet reformuler le probleme sous
forme d’équations différentielles ordinaires plium@es a résoudre. Cette approximation est
en quelque sorte un développement en séries ddidosc(solution du probleme est
séparable) de la fonction inconnue. Il existe uaeiété de méthodes spectrales dans la
littérature, comme la méthode Tau, la méthode dmmctéristiques, la séparation des

variables, etc.
1.9.2. Méthodes de discrétisation spatiale

Dans les domaines de la mécanique des solides sefluides, ou encore de la
thermique, le comportement des systemes consig&Etesraduit a l'aide d’équations aux
dérivées partielles; de plus, ces systemes prégesriegénéral des géometries trés complexes.
Les méthodes de décomposition spatiale, qui endlebenéthodes des éléments finis, des
différences finies et des volumes finis, sont pdesiméthodes les plus utilisées aujourd’hui
pour résoudre effectivement ces problemes. Ellesegsitent [|'utilisation intensive des
calculateurs. Ce sont des méthodes qui s’appligadatmajorité des problémes rencontrés
dans la pratique : problémes stationnaires ou natosnaires, linéaires ou non linéaires,
définis dans un domaine géométrique quelconqueea deux ou trois dimensions. De plus
elles s’adaptent trés bien aux milieux hétérogesms/ent rencontrés dans la pratique par

ingénieur.

Les méthodes de décomposition spatiale sont baséeme discrétisation du domaine
en sous-domaines sur lesquels une interpolatiota dmlution est réalisée en utilisant les
valeurs sur les nceuds du maillage. Elles consistartliser une approximation simple des
variables inconnues pour transformer les équateuns dérivées partielles en équations

différentielles ordinaires ou algébriques. Ellestfappel aux trois domaines suivants :

* les sciences de l'ingénieur pour définir les congroents locaux : les
eéguations aux derivées partielles,

* les méthodes numériques pour construire et résdadsgsteme d'équations
algébriques,

* la programmation et I'informatique pour exécutdicaecement les calculs sur

ordinateur.
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[.10. Conclusion

Comme nous venons de le mettre en évidence, la priscompte de systemes a
parametres répartis introduit de nombreuses difés supplémentaires du point de vue
modélisation. Bien que la formulation mathématiqglee ces problémes soit généralement

connue, la recherche des solutions n’est pasleivia

Elle nécessite le plus souvent une reformulation plebléme sous forme
d’approximations des propriétés du probleme intelles que la géométrie, la description des
phénomenes aux frontieres (conditions aux limitles),relations entre I'espace et le temps,

..efc.

Dans le chapitre suivant, nous allons présentenagtéliser un systeme a parametres
distribués a deux variables, qui sont le temp&spéce, connu sous le nom de I'équation de

la chaleur.
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I1.1. Introduction

Un transfert thermique, appelé plus communémentcligeur, est un transfert
d'énergie microscopique désordonnée. Cela corrdsponréalité a un transfert d'agitation
thermique entre particules au gré des chocs atéatagui se produisent a I'échelle

microscopique.

La thermique se propose de décrire quantitativerfaants I'espace et dans le temps),
I'évolution des grandeurs caractéristiques du systéen particulier la température, entre

I'état d’équilibre initial et I'état d’équilibre fial.

Ce chapitre portessentiellement sur la modélisation d’'un transfiertchaleur par
conduction et la normalisation de I'équation declaleur afin d’avoir un modele sans

dimension plus simple a étudier.

[1.2. Modes de transfert thermique

Le transfert thermique est un processamplexe qui peut-étre realisé par la
superposition de trois modes fondamentaux : comtyatonvection et rayonnement. Dans le
cas ou I'un de ces trois modes est dominant,ugespeuvent étre négligés, ce qui simplifie
considérablement I'analyse du cas concerné. [8]

« Conduction thermique: I'énergie se propage au sein d'un méme corpsassepd’'un
corps a un autre sous l'influence d'un gradierted®érature. Bien qu'il n'y ait pas de
transfert de matiere, il s'agit d'un phénomeneiffiesibn. [9]

T1>T2
Solide1 - | Solide2
TempératureT1 Chaleur Q Température T2
Contact
Solide

Figurell.1 Représentation schématique du transfert thernpgueonduction.

=
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« Convection: les différences de températures au sein d'umeli@ngendrent des
difféerences de masse volumique. Ainsi les partkciude mettent naturellement en
mouvement et les particules plus légeres remon@tiéplacement de matiere induit

un déplacement de la chaleur. [9]

Solide Fluide

Température T Température Tr

./y Molécules
animées de ./
mouvements
.‘\.A/. hrowniens .\
1. contacte-

transfert de
chaleur

Figurell.2 Représentation schématique du transfert thernpgueonvection.

+ Rayonnement :tous les corps émettent un rayonnement électronigge¢ on parle

de rayonnement thermique. [9]

Surface 1
T,

Chaleur Q4

\ \ ‘ I Chaleur Q,

Surface 2
T,

Figurell.3 Représentation schématique du transfert thernpgueayonnement

&
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Au cours de notre mémoire nous s'intéresserons raosfert de chaleur par

conduction, que nous étudierons dans ce qui sulit.

[1.3. Diffusion de chaleur par conduction

Le transfert de chaleur par diffusion prend liemslles solides et les fluides au repos.
Sa modeélisation a été pour la premiéere fois abogle« J. Fourier » dans son « traité

analytigue de la chaleur ».
[1.3.1. Loi de Fourier [10]

La relation de Fourier est phénoménologique, cedire issue des résultats
expérimentaux. La figurd.4 représente un matériau homogéne et isotrope softmrhe
d’'un tube supposé parfaitement isolé a sa péighiptons par S la section du tubd st
longueur. Les températures a ses deux extréemitis fioetT, sont imposés constantes au

cours du temps.

Un flux de chaleur apparait dans la direction dastés températures vers les basses
températures. Les lignes de flux sont définies cemues lignes perpendiculaires aux
isothermes du tube. Notorsle vecteur tangent aux lignes de flux. Comme leetest
parfaitement isolé sur sa périphérie, aucune lgmdélux ne sort du tube et donc le flux est
constant tout le long du tube.

« J. Fourier » obtient expérimentalement que lezsigs températures sont stabilisés
dans le temps (régime stationnaire), il existe wvelation liant le flux a I'écart de la

température entre I'entrée et la sortie sous laéor

g=1s 2z (I1.1)
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N

Lignes de flux
Figurell.4 Tube de flux de chaleur

Lorsque nous faisons tendre la longuewers zéros, nous trouvons I'expression de flux de

conduction sous la forme différentielle :

rd daT

@ =-1S — (1.2)
En générale la relation a une configuration tridisiennelle, nous obtenons :

B =-3SVT (11.3)

a 0 0

L'operateurV = (ax'ay'az

) désigne le gradient. Nous définissons la densitéux comme

le rapport de flux a la section de passage :
=3VT (1.4)

Remarque I 1

«Le signe (-) indique que le fransfert thermiques fendent a uniformiser la

température du milieu, et se font du chaud vers le froid. »

La relation (11.4) montre bien que les lignes dexfsont perpendiculaires aux isothermes.

Dans le systéme de cordonnés cartésiennes, datiemes’écrit

- aT_, 0T 0T
<p=—l(&x+a—yy+gz (1.5)
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Cette loi traduit le fait que I'énergie thermiquemopage des points les plus chauds
vers les plus froids, et que le flux est d'autdns intense quedcart de température par unité

de longueur est grand.

Le coefficient de proportionnalite est la conductivitéhermique du corps considéré,
est exprimée di// m.K]. Elle peut varier d'un point a l'autre du corpa connaissance de
la conductivité thermique des matériaux reste wblpme majeurCette grandeur dépend
d'un certain nombre de parametres

» nature chimique du matériau,
» nature de la phase considérée (solide, liquidesug),
» température. [11]

[1.3.2. Phénomene de la conduction thermique

La conduction est définie comme étant le mode afestert de chaleur provoqué par la
différence de température entre deux régions d’'Uieunsolide, liquide ou gazeux. L'effet
macroscopique est une légalisation des tempéraduregsteme. Cependant si certaines zones
sont maintenues a température constante par agpodhaleur (réservoir de chaleur) ou
évacuations de chaleur (puits de chaleur), il blétan transfert continu de la chaleur de la

région chaude vers la région froide.

[1.4. Equation de chaleur

I1.4.1.Notion de chaleur

Il s’agit de I'énergie transmise entre deux mousedu solide. Cette énergie est

transférée sous forme thermique, car en négligeardilatations, il n’y a pas de mouvements

macroscopiques, donc pas d’énergie propagee sous firdonnée de travail mécanique.

-
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[1.4.2. Equation de conduction de chaleur

L’équation de chaleur caractérise I'évolution deéelmpérature dans un corps ou fluide
en fonction du temps et de la variable d’espage décrite par une équation aux dérivées

partielles parabolique.

Pour la modélisation de cette derniere nous cormidéaun domain€ de I'espace &
dimensions (notRM avec N # 0 ). Supposons que le domaine occupé par un matériau
homogene, isotrope conducteur de chaleur (métalpdigye de longueuk placée le long de
I'axe de la variable d’espaege de conductivité uniforme La températurd (z,t) est en
fonction de la variable spatiale et de temps. Les extrémités de la tige sont maintenues

constantes a des températliyes T,.
Avec :

@1, P, sont les flux de chaleur (quantité de chaleuryraté de temps qui traverse la surface

dans la direction z).

La figurell.5 montre la distribution de la température dangyla nétallique.

P1

Figure 11.5 Evolution de la température dans une tige homogéne.

Nous déduisons que la forme la plus simple, paesiférmes compliquées pour I'expression

du flux de chaleur est bien la loi de «Fourier »:

g=-%3 (11.6)

Avec

E
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@ : est la densité de flupw/m?].

D’aprés la premiere loi de la thermodynamique, Uandité de chaleuA@ qui est
emmagasinée dans un matériau de masse volumjque longueudAz, durant une

augmentation de températWy@ est :

AQ = c,p Az AT (1.7)
D’aprés la définition la quantité de chaleur quirempendant un intervalle de terAp<sest :

AQ = —(¢2 — p1)AT (1.8)
En appliguant le théoréme de la moyenne pour I'touidll.8), nous aurons :

AQ = —Az (‘Z—‘Z) At (1.9)
D’aprés la définition la quantité de chaleur quirempendant un intervalle de tempsest :

cpp Az AT = —Az (Z—‘;’) At (11.10)

En allégeant cette équation (11.10), nous la dmsspar AzAt avedt — 0, alors nous

obtenons I'équation de la chaleur établit a pdes lois de conservation suivante :

dT(z1) _  99(z7)
pep— == —— (1.12)

¢, . Capacité calorifique massiqu¢Kg K ).
p . La masse volumiqy& g/m?).

Compte tenue de la loi de Fourier

P 97 OZ( 0z )

o(zn) _ _ 2 97D (1.12)

&



Chapitre 1 Méldsation et Normalisation de L’équation de la Ghad

Remarque I11.2

« Bien souvent, le coefficient de conduction sera pris constant, mais il peut dépendre
de la position (si nous mettons des matériaux différents en contact), et il peut aussi dépendre
de la température si nous chautfons frop, ou si nous voulons résoudre de maniere fres

precise. »

Si nous ne sommes pas dans ces cas, nous éciaviamsk simplifiee classique :

T (z,7) 92T (z,7)
pPCp—5- =1 prea (1.13)

En fin, nous notons aussi :

oT(z7) c 9%T(z,7)
at 0z2

(11.14)

c=— (I1.15)

C : est le coefficient de « diffusivité thermiquém?s~1) caractérise la vitesse de diffusion

de la chaleur dans le matériau

L equation de la chaleur est une équation auxvdées partielles. Il y a deux

variablesx ett sont toutes les deux indépendantes.

Pour la résolution il faut ajouter a cette équatiii est valable dans le domaine
une relation appelée condition aux limites, quiidqoueé ce qui se passe aux frontied@sdu
domaine, et une autre relation qui indique quel I&tat initial de la température. Par
convention, nous choisissons l'instant 0 pour étre le temps initial, et nous choisissons
une condition initiale. Maintenons la températuomnstante aux extrémitégl et T2 , la

température vérifie les conditions aux limites dedblet. [12]
Ces conditions aux limites sont :

7(0,7) = T1 (11.16)
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T(l,t)=T2 (1.17)
Et la condition initiale est :
T(z,0) =Ty(2) (1.18)

En rassemblant a la fin 'équation et ces cond#fl@s conditions aux limites et la

condition initiale) satisfaites par la tempéraiuremus obtenons I'équation de chaleur

suivante :
oT 0°T B
ot ¢ 0z2
T(0,7)=T1
(11.19)
T(l,7)=T2
T(z,0) =Ty(2)
Avec

T(z,t) est la température dans la tige en un point dderi&axez a un instant donng

Le probleme (11.19) est constitué d'une équation deérivées partielles munies de
conditions aux limites et d’une condition initialé.cause de la présence de conditions aux
limites, nous disons (1.19) est un probléme amxitks, mais nous disons aussi que c’est un

probléme de « Cauchy » a cause de la donnée éngtiatemps. [12]

Remarques I1.5[13]

o Les métaux sont de bons conducteurs de chaleur, car ils ont une bonne conductivité
thermique.

»  A(T) croit avec la température pour les gaz.

o M) décroif avec la fempérature pour le cuivre, le zinc, les aciers doux, le plomb,

mais croit avec la température pour I'aluminium ef les aciers inoxydables.

)
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o M(T) est quasi constant pour les huiles de moteur.

o A(T) pour l'eau augmente avecT, puis diminue.

[1.5. Normalisation [14]

Notre objectif est d’écrire I'équation de chaleueades variables sans dimensions qui

décrivent I'erreur entre la température réelleeepiofil d’équilibre de la température. Nous

précédons comme suit :

nous faisons le changement de variable suivant :

Nous remplacgons (11.20) dans I'équation (l1l.19neus aurons :

AT (x,1) _ ¢ 92T (x1)
at 12 9x2

Avec les conditions aux limites
T(0,7) =T,
T(L1) =T,
Puis nous faisons un deuxieme changement de vesiabl

t=l—2T

Nous aurons :

OT(x,t) _ 02T (xt)
ot ox?

Nous introduisons une nouvelle variable :

u=T-T

(0@

(11.21)

(11.22)

(11.23)

(11.24)

&
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ou :
T(x) =T1+x(T2—-T1) (11.25)
C’est le profil de I'état d'équilibre, et la sotriide 'EDO avec les conditions aux limites.

Ce qui donne :

T"(x) =0 (11.26)
T(0) =T1 (11.27)
T(1) =T2 (11.28)

Enfin, nous obtenons I'équation de la chaleur ndis@a donnée comme suit :

Up = Uy (11.29)
Avec les conditions aux limites :

u(0) =0

u(1) =0

I1.6. Conclusion

L’équation de la chaleur linéaire constitue le mMedgpe de la classe des équations
aux dérivées partielles paraboliques qui décriventgénéral, un phénomene de diffusion
(conduction). Son analyse mathématique et la comepiton des propriétés qualitatives de
ses solutions ont conduit a développer des outitg textension permet de mieux aborder les
modeles les plus complexes a appréhender. L'éaqudt la chaleur est la seconde équation
ayant une grande importance dans les sciencesinggrieur. La normalisation avec les
conditions aux limites homogene de cette équationsnfacilitera la résolution avec la

méthode de séparation des variables que nous abosd#ans le prochain chapitre.
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I11.1.Introduction

Un des aspects qualitatifs les plus importants siegémes dynamiques est leur
comportement asymptotique, c’est-a-dire le compoetr® des solutions lorsque le temps tend
vers l'infini. Ce concept qui est directement lidaastabilité a fait I'objet d’'une recherche
abondante. Son importance réside dans le fait guetion de la stabilité est commune a
plusieurs domaines, d’'une part, et d’'un point de général, I'analyse de la stabilité est une
étape nécessaire pour la commande des systemesg(ms; mécaniques, électroniques, etc.).

La stabilité est le souci majeur de I'automaticien.

Pour cette raison, il est indispensable d’introgluitans la premiére partie de ce
chapitre quelques notions relatives a la stabiptés étudier la stabilité de I'équation de la
chaleur tout en présentant quelques inégalités émattiques trés importantes pour son
analyse. La deuxieme partie de ce chapitre consigtsoudre I'équation de la chaleur avec la

méthode de séparation des variables.

[11.2 .Rappels et généralités

[11.2.1. Stabilité des systemes dynamiques : Staiig de Lyapunov

Dans cette premiére partie, nous rappelons quelgaesepts sur la stabilité des
systémes dynamiques, nous s'intéressons en p&tiaulx systemes a temps continu.
La notion de stabilit¢ d'un systtme dynamique da&rése le comportement de ses
trajectoires autour des points d’équilibre. L’ars&yle la stabilité de ce systeme permet donc
d’étudier I'évolution de sa trajectoire d’état lgue I'état initial est proche d'un point

d’équilibre.

La stabilité au sens de « Lyapunov » est une ighépénérale valable pour toute
eéquation différentielle. Cette notion signifie glee solution d’une équation différentielle

initialisée au voisinage d’'un point d’équilibre egste suffisamment proche.
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[11.2.2. Définition de la Stabilité de Lyapunov dessystemes linéaire§l5]

Le systéme linéaire X = AX est asymptotiquement stable si et seulemernosir
toute matrice symétrique définie positiveil existe une matriceP définie positive et

symeétrique satisfaisant I'équation de « Lyapunov »:
A'P+PA+Q =0
Démonstration (condition suffisante)

» Considérons cette fonctioV:= X7 PX.
« DérivonsV = XTPX + XTPX
= XTPAX + XTATPX
= XT(PA+ ATP)X
» Soit Q une matrice définie positive, Bi est une solution positive de I'équation de
Lyapunov.
» Alors:V(x) >0 ,Vx # 0,
> etV(x) =—-XT0X =V (x) <0,Vx #0,

» donc le systeme est asymptotiguement stable.

[11.3. Méthode directe de Lyapunov

Méthode directe de « Lyapunov » est bas@da recherche d’'une fonction scalaire de
signe défini a valeurs réelles. Quand sa dérivéergggport au temps est définie de signe
opposé, la vitesse du point(x € R™) est toujours dirigée vers l'intérieur, ce pointifa par
arriver a l'origine, dans le cas contraire, le poirs’en écartera davantage. Dans quelques
classes de systémes physiques, la fonckiopeut étre choisie comme étant I'énergie du

systeme.

.
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[11.4. Analyse de la stabilité de I'équation de lachaleur [14]

Apres avoir normalisé I'équation de la chaleur denshapitre précédent, nous allons
étudier la stabilité du systeme.

L’équation de la chaleur normalisée est :

U (X, t) = Uyx(x,0) (111.1)
ou u(x,t) : est la température en un point donné de la&eaun instant donngé
Avec les conditions aux limites suivantes :

u(0) =0

u(l) =0
Considérons la fonction de « Lyapunov » :

V(e) = f, u?(x, )dx (I11.2)
La dérivée temporelle déest :

. av
V_E_

) 01 u(x, tu.(x, t)dx 11.3)
Nous remplacgons (111.1) dans (l11.3), nous auronad

V= ugdx (I11.4)
Nous appliguons une intégration par parties (lldldyient :

V= uw,lb - [ uddx (I11.5)
Considérons les conditions aux limites, la relafidins) devient :

V= - udx (11.6)

Dans ce cas, nous pouvons rien dire sur la s&@lmlitI'instabilité du systéme malgré
la bornitude déd/ car, la dérivée de la fonction de « Lyapunov »petél deu, non deu ,

donc nous ne pouvons pas I'exprimer en fonctioli.de
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Pour cela, nous utilisons les trois inégalités metitiques suivantes:
Inégalité de « Young » :
ab <Xa? + = p2 (I1.7)
2 2y
Inégalité de « Cauchy-Schwartz » :
Cwdx < ([uzdx) ([rwzdx) 111.8
fouwx_(fou x) (fow x) (111.8)

Inégalité de « Poincaré » : pour tautontindment différentiable dans l'intervdllel], nous

avons :

fol u?dx < 2u*(1) + 4f01 uz dx

[, u?dx < 2u? (0) + 4 [, u? dx (11.9)
Nous revenons a I'équation (ll.6). L'inégalité déoincaré » Permet d’écrire :
Ju? dx < 2u?(1) + 4 [, uZ dx (111.10)
D’aprés les conditions aux limites, (111.10) devien
[iu?dx < 4[] u?dx (I1.11)
D’ou
V=-fluddes -2 [fut< -V (12)L
DoncV (t) prend la forme suivante :
V(t) <V (0)e~t/? (11.13)
D’ou
[lu@)l] < e+ [fuo | (I1.14)

Avec
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uy, = u(x,0) est la condition initiale et ||.|| désigne la nerlp d’'une fonction définie

comme suit :

o)l = (F ue, 02 dx)” (11.15)

Ce systeme posséde la propriété he_,., V(t) = 0 quel que soi (0)(c-a-d que le
point d’équilibre0 est globalement asymptotiquement stable).

Ainsi, le systeme (lll.1) est exponentiellemenbasuivant la norme,.

[11.5. Méthode de séparation des variables
[11.5.1.Définition du systeme a réaction-diffusion

Un systéme a réaction-diffusion est un modeéle nma#tigue qui décrit I'évolution
des concentrations d'une ou plusieurs substanegiglement distribuées et soumises a deux
processus : un processus de réactions chimiquale$paans lequel les différentes substances
se transforment, et un processus de diffusion gaugmue une répartition de ces substances

dans l'espace.

Mathématiquement, les systemes a réaction-diffussont représentés par des
équations aux deérivées partielles paraboliquegrnnent dans le cas d’'une composante la
forme suivante :

du(xt) . 9%u(xt)

= =C— =+ Ru(xt) 16}

C’est I'équation de réaction-diffusion la plus sieppne portant que sur la concentration

u d'une seule substance dans une seule dimensitspade.

Avec

R(x,t) : Réaction.

.
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[11.5.2.Définition de la méthode de séparation desariables

La méthode la plus frequemment utilisée pour dbtas solutions aux équations aux

dérivées partielles a coefficients constants estdéhode de séparation des variables qui est

une méthode modale. Cette derniére permet d’obfansolution exacte d'un probléme

différentiel sous la forme d’'une série.

[11.5.3. Principe mathématique de la méthodd14]

Le principe de la méthode de séparation des vasaddt, comme I'indique son nom,

de supposer que la fonction de la températuest le produit de fonctions ne dépendant

chacune que d’'une seule des variables.
ulx,t) = X(x)T(t)
Avec

X(x) : Fonction qui dépend de la variable spatiale.

T(t) : Fonction qui dépend de la variable du temps.

Considérons I'équation de réaction-diffusion soiga

du(x,t) _ 9%u(xy)
at  ox2

+ fu(x,t)
Avec les conditions aux limites :

u(0) =0

u(1) =0
Et la condition initiale :

u(x, 0) = up(x)

ou p estle coefficient de réaction.

Nous remplacgons la solution (l11.17) dans I'EDR.18), nous obtenons :

XCOT () = X"(OT®) + BX ()T (L)

(I1.17)

(11.18)

(11.19)
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Nous regroupant les termes de la méme variablgpertiante, il vient :

T(t) _ X"+BX(x)

6= %00 (111.20)

Pour que cette égalité soit vraie pour toyt), sachant que la partie gauche de
I'équation ne dépend que du tempst la partie droite ne dépend quexdel faut que les

deux termes soient égaux a une constante aotée obtient deux équations différentielles.

Pour que la solution " séparée" existe, il faut tpsedeux equations différentielles (I11.21) et
(Il1.22) soient satisfaites. Le probleme est dorensformé en un probléme différentiel

ordinaire.

T =oT (11.21)
Avec la conditiorT'(0) =T, .

X'+(B—-0)X=0 (111.22)
Avec les conditions aux limit&€0) = X (1) = 0.
La solution de I'équation (111.21) est :

T(t) = Tye’" (111.23)

La solution de I'équation (111.22) se présente slau®rme suivante :

X(x) = Asin(y/f —0 x) + Bcos(y/B — 0 x) (1n.24)

Avecf — o < 0.

Ou A et B sont des constantes qui doivent étre détermingastia des conditions aux limites.
Nous avons:
X(0)=0=>B=0 (111.25)
X()=0=>Asin({J—0)=0 (111.26)
Ce qui implique:
A=
ou
sin(w/ﬁ - a) =0

(I1.27)
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Pour ne pas avoir de solutions triviales, prenons :

sin(y/f —0) =0 (11.28)

Ce qui implique

JB -0 =mnPoun=0,12,., 111.29)
D’ou

c=f—-n?n% n=012, .., (111.30)

Nous substituons (111.30) et (111.23) dans (lll.1hpous obtenons :
u, = ToA,eB-"* ")t sinmmx n=0,1,2, ... (111.31)

L’équation étant linéaire, la somme de plusieudsiteins a I'équation est toujours
solution de I'équation (théoreme de superpositidigus écrivons donc la solutian(t, x)
comme somme de toutes les solutions élémentaisescdPséquent, la solution générale de

(111.18) est donné par :
u(x,t) = Y2, ¢, eB~m*")t sin rnx (111.32)
Avec

cn = AnTo (11.33)

La solution sous la forme (111.32) est suffisapteur I'analyse de stabilité compléte
d’EDP. Si nous sommes intéressés par la réponsteexain état initial particulier, alors nous

devrions déterminer les, constantes.

En posonst = 0 dans (111.32) et multiplier les deux c6tés de &g qui résulte

parsin(mmx) a fin de neutraliser lein(rnx).
Uy (x) sin(mmx) = sin(mmx) Y5—; cysin(mnx) (1.34)

Comme la fonction §iny) est périodique, de périozle, nous pouvons la représenter sous

forme d’une série trigopnométrique.

fol uy(x) sin(mmx) dx = Y %_, ¢y fol sin(mmx) sin(mnx) dx
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= %Cn Yoy fol cos(m(n —m)x) — cos(m(n + m)x)dx  (111.35)

Puis, en utilisant l'identité suivante :

fol sin(mmx) sin(mnx) dx = {% = m} (111.36)
O,n#m
Nous obtenons :
Cy = 2 f01 U, (x)sin(rmx) dx. (111.37)
Nous introduisons (111.37) dans (111.32), nous ceivons :
u(x,t) =2X0-1 e(B-7*n?)t 5in nx fol sin(mxn)uy(x)dx. (11.38)

Méme si nous avons obtenu cette solution formdli@eut étre prouvé que c'est

effectivement une bonne solution définie dans uns sgielle est unique.
La structure de cette solution se compose des atérsaivants:

« valeurs propregif — m?n?),

» fonctions propressin(mnx),

« |'effet des conditions initialeg‘(')1 sin(mnx) uy(x)dx.

La plus grande valeur proprg —m?(n = 1), indique le taux de croissance ou de

décroissance de la solution.

Nous pouvons voir que le systéeme est stable pgi 72) et instable autrement
(divergence). La réponse transitoire due a desitions initiales, provoque un profil de I'état
proportionnel a la premiere fonction propm(mx). Parfois, il est possible d'utiliser la

méthode de séparation des variables pour détermemeropriétés de stabilité du systeme.

.
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I11.6. Conclusion

D’aprés I'étude de la stabilité de I'équation delelr, nous constatons qu’elle est
asymptotiquement stable mais devient instable #nduoisant un terme de réactifn(x, t)
pour certaines valeurs dg(coefficient de réaction). La stabilisation dansces doit étre

assurée par une loi de commande. Le chapitre duestnconsacré a la stabilisation de
I’équation de chaleur par I'approche « backstepping

=



CHAPITRE IV :

COMMANDE BACKSTEPPING



Chapitre IV Commande Backstepping

IV.1. Introduction

La conception d'un contréleur pour un systéme im@alre dont le vecteur d'étstest
de dimension élevée, peut souvent s'avérer une tiifficile, voire impossible. La technique
« backstepping » offre une méthode systématique rEmondre a ce type de probleme. Elle
combine la notion de fonction de contrdle de « lurap » (fcl) avec une procédure récursive
de conception. Cela permet de surmonter I'obstiecla dimension et d'exploiter la souplesse
de conception dans le cas scalaire pour résoudrgreblemes de commande pour des
systemes d'ordre plus élevé. Cette technique sappas I'on est en mesure de trouver au
moins pour un systeme scalaire, une loi de commaneé¢ une fonction de contrdle de

LyapunovV (z) qui stabilise son origine.

« Backstepping » a été développé par « Kanellakopouetal. (1991) [16] et inspiré
par les travaux de « Feurer & Morse » (1978) [1dhe part et « Tsinias » (1989) [18] et
« Kokotovit & Sussmann » (1989) [19] d'autre pararrivée de cette méthode a donné un

nouveau souffle a la commande des systémes nairbsé

La technique « backstepping » se base sur la deexiaéthode de « Lyapunov » et
combine le choix de la fonction avec celui des iescommande. Ceci lui permet, en plus de
la tache pour laquelle le contréleur est congu (faite et/ou régulation), de garantir, en tout

temps, la stabilité globale du systeme compensé.

Dans la conception par la technique « backsteppirgicune contrainte n'est imposée

a la caractéristiqgue non linéaire du systeme.

Notre travail est basé essentiellement sur cettentqgue que nous utiliserons pour la

stabilisation de I'équation de la chaleur.

IV.2.Principe mathématique de la technique backstgung

Pour bien illustré le principe de la méthode « lsésping », nous considérons le

systeme de troisieme ordre suivant : [20]

%
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.X:z = X3 + x% (|V2)
%3 = u (IV.3)

ol x; , X, etxzsont des variables d’état,est une entrée de commandexgtsont les termes

non linéaires pour = 1,2.

L'objectif est de concevoir une commande sous falime retour d'état pour stabiliser
asymptotiquement l'origine. Pour la conceptiorcete loi de commande, nous passons par
trois étapes.

Etape 1: Commencons par la premiére équation (IV.1), sraéfinissong, = x; et dérivons

la dynamique de la nouvelle coordonnée

Nous considérong, comme variable de commande et définissons uneldocommande
virtuelle pour (IV.4), nous la notong,, et laissonsz, comme une variable d'erreur

représentant la différence entre les commandeesétlvirtuelles de (1V.4), c-a-d :
Zy =Xy — (IV.5)
Ainsi en fonction des nouvelles variables d'étatjs pouvons réécrire (1V.4)
Z1=a;+x2+ 2z, (1V.6)

Dans cette étape, notre objectif est de concevairloi de commande virtuelte, qui permet

d’avoir z; — 0. Considérons la fonction de « Lyapunov » suivante

Vy =27 (IV.7)

En, dérivant; , nous obtenons :
Vl = Z1(0(1 + x%) + 21Z2 (|V8)

Nous pouvons maintenant choisir une commande Vigtappropriéex; qui rend le systeme

du premier ordre stable qui est donnée comme suit :
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a, = —C12 — X% (IV.9)
dl = _(Cl + le)(xz + x%) (IVlO)

ol c; est une constante positive.

Alors V,devient :
Vl = _C1Z12 + 21Z2 = _2C1V1 + 21Z2 (IVll)

Il est clair que siz, =0 , alorsV, = —c;z? = —2¢,V, et z,est garantie pour converger
asymptotiquement vers zéro.

Etape 2: Dérivons la dynamique d'erreur pogy = x, — a;
Z.z = 3'62 - dl
=x3 +x2 + (c; + 2x1)(x, + x2) (vn2

Avec x; est considérée comme une entrée de commande. rBgfimissons une loi de
commande virtuellea, et z; une variable d'erreur représentant la différenctreeles

commandes réelle et virtuelle
23 = x3 —_— az (IV13)
Alors (1V.12) devient :

Zy = z3 + ay + x2 + (cq + 2x) (x, + x%) (IV.14)

L'objectif de commande est d’avaiy — 0. Choisissons la fonction de Lyapunov suivante
V, =V, + %z% (IV.15)
Nous dérivonsV, par rapport au temps nous obtenons :
V, =V, + 2,2,
= —122 + 2125 + 75(23 + ay + x5 + (c1 + 2x1) (g + x7))

= —c1z2 + zy(a, + 7 + %2 + (¢1 + 2x1) (% + x2)) + 2,25 (IV.16)

Nous pouvons maintenant choisir une commande Wetappropriéex, pour annuler certains

termes relatifs a,, ax; et ax,, alors que le terme comportanyhe peut étre annulé.
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@, = —2Z1 — C3Z, — x5 — (c1 + 2x1) (x5 + x2) (IV.17)
ou c, est une constante positive. Ainsi la dérivée ppport au temps dé devient
Vz = _Clzlz - sz% + ZyZz = _Zizzl CLZLZ + ZyZ3 (IV18)

Nous voyons clairement, que zgi= 0, nous avong = — Y72, ¢;z?, ainsi z; etz, sont
garanti de converger asymptotiquement vers zéro.

Etape 3: dérivons la dynamique d'erreur pour

Z3 = X3 —x (IVlg)

. 3 2
Z3 =U— % (x, + x2) — a;:z (x3 + x2) (IV.20)

Dans cette équation, I'entrée de commande réedlpparait et est a notre disposition. Notre
objectif est de concevoir I'entrée de commandderéelels quez,,z, et z; convergent a zeéro.

Choisissons une fonction de « LyapunoVz:
Vs =V +73 (IV.21)
Sa dérivée par rapport au temps est :

. a 0
Vs =—Yi ¢zl + z3 (u +2z; — ﬂ(xz +x7) - a;:j(xg + x%)) (IvV.22)

dx,
Le choix de la loi de commande est :
U= —2z,— C3Z3 + z_Z: (xp +x2) + Z—Zz (x5 + x2) (IV.23)
ou c5 est une constante positive. Alors la dérivée derlation de LyapunovV; devient :

Vs =—3Y3, ¢;z? (IV.24)

La loi de commande (IV.23) peut étre réalisée,que permet de stabiliser I'origine du
systeme. L'objectif de stabilisation est ainsiiatte

IV.3. Discrétisation mathématique du systeme

Considérons I'équation de diffusion- réaction smite:

U (6, 1) = Uy (%, 8) + Bulx, t) (IV.25)

|
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Avec les conditions aux limites :
u(0,t) =0,
u(l,t) = U(t).
Et la condition initiale :
u(Ax,0) = uy(Ax) .
Ou B est le coefficient de réaction.

Nous décomposons le domaine d’espi@:é] en N intervalles égaux correspond a un pas de

discrétisatiomX comme le montre la figul®/.1 suivante :

.......................... —
|
o 1 2
<« /
AX

FigurelV.1 Schéma de discrétisation mathématique.

AX = (IV.26)

l
N

Les schémas classiques de discrétisation de laéddpremiére et second sont donnés comme

suit :
M| x intiTln (IV.27)
ax ' Ax )
0%u o U—2Up+Up_q
Py |, = a2 (Iv.28)

D’ou I'équation différentielle :
. 1
Un = G [Upe1 — 2Uup +Up—q], n=123,..,N—1 (IV.29)

Avec les conditions aux limites :

u(0,t) =0,
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u(l,t) =U(t) .
Et les conditions initiales :
u, (0) = uy(nAx) .

Soit le modéle d’état du systeme sous forme matkécsuivante :

5--.--.—21[3J [J
0 -« 0 1 —2lluy_, Uy—1

Le systéeme ci-dessus est écrit sous la forme

Uy -2 1 0 .. 0 % Uy

Uy 1 =2 =~ . [uzw [”Zl
l E ]2(1/(Ax)2) o -~ = =~ 0 Pl+p]

uN 1

u(x, t) = Au(x, t) + Bu(x,t) (30)

Avec A est une matrice tri-diagonale symétrique.
IV.3.1.Simulation du systeme non commandé

U (x, t) = Uy (x, t) + Bulx, t) (Iv.31)
Avec les conditions aux limites :
u(0,t) =0=u,,
u(l,t) =0 = uy,q -
Et les conditions initiales :
u, (0) = uy(nhx) .
Uy, . L'operateur de dérivée partielle dti"2ordre.
u, : L’'operateur de dérivée partielle dti"fordre.

La simulation donne les résultats représentés gmffifjuresiV.2 et IV.3, pourN = 100,

B =20 etl = 1. AvecN est le nombre de points de discrétisation.
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Températures u(z,t)

Longueur [m] 10 Temps [S]

FigurelV.2 Evolution spatio-temporelle de la températuresdartige métallique.

7 T T T T I I 1 L
o] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Temps [s]

FigurelV.2 Evolution spatio-temporelle de la températuresdartige métallique.

IV.3.1.1.Interprétation des résultats

D’aprés les résultats de simulation du systemeamommandé, nous remarguons des
figureslV.2 etlV.3 que le systeme est instable, le systeme s’élotgthe point d’équilibre
(divergent) pour régime permanent# o).

Donc nous constatons que le ternfai(x,t) est la source d’instabilité car I'équation de la
chaleur est stable comme nous venons de le démanéedemment (chapitre Ill), pour des

valeurs deg suffisamment grandes.
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IV.4. Choix de la commande

L’intérét d’'une telle commande est d’assurer ldiité du systeme. En éliminant le

terme Bu(x,t) qui est la source d'instabilité.

La commande backstepping est 'une des commandssplus performantes pour

assurer la stabilité avec un bon choix de la t@ansition d’état.

IV.5.Commande backstepping de I'évolution de la teperature dans la tige

L'idée principale de la méthode « backsteppirest d'utiliser la transformation de

coordonnées appelée aussi « transformation d’é&matvante : [14]
w(x,t) = ulx,t) — f;ck(x, Yuly, t)dy (IV.32)

Nous définissons la loi de commande comme suit :

u(1,6) = [, k(1,y)uly, )dy (IV.33)
Notre objectif est de transformer le systeme (1YY 81 systeme cible suivant :

we(x,t) = wir(x, 1) (IV.34)
Avec les conditions aux limites :

w(0,t) =0,

w(l,t) = 0.
Remarques 1V.1[15]

» La fransformation integrale Volterra en (IV.32) a les caractéristiques suivanfes:

Les limites de lintégrale sont de O a x, pas de O a 1 ce qui la rend « Spatialement

causaley.
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e La stabilité du systéeme cible se fraduif par une stabilité du systeme en boucle fermée

constitué du systeme ainsi que les conditions aux limifes.

[11.5.1. Détermination du gain de la commande (Noya) [14]

Notre objectif maintenant, c'est de traulge fonction k (x, y)(que nous appelons le
«gain (noyau)» qui impose au systeme (IV.31) agecdmmande (IV.33) de se comporter
comme le systéme cible (référence) (IV.3 4).

En introduisant les notations suivantes:

a

. kx(x,x)zak(x,y)lyzx;
0

. ky(X,X)zak(x;Y)lyzx;

. %k(x,y) = Ky (2, %) + Ky (x, x).

En utilisant la regle de Leibnitz suivante :

d rx X

£ [ Fy)dy = f(x,2) + [ f (6. y)dy.
La différenciation de la transformation (1V.32) papport ax donne :
Wi () = ue (%) = kG, )u) — ) ke (6 y)u@)dy,
Wiy (X) = Uyy — % (k(x, x)u(x)) — ky (x, x)u(x) — f;c kyr O, y)u(y)dy

= Uy () — () -k (6, %) — k(2,14 () — ey G, ()

— [ ke Gt y)u(y)dy. (IV.36)

Ensuite, nous différencions la transformation (R).par rapport au temps, nous obtenons :

We = U — foxk(x» Yue (y)dy

= Uy, + pu(x) — f;( k(x, Y)(uyy (Y) + Bu(y))dy
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En intégrant par partie, il vient :
X
Wi = Uy (X) + Bu(x) — K(x,x)ui (%) + k(x,0)u,(0) + j ky (x,y)u,dy
0
X
- [ syt
0

= Uy (x) + fu(x) — k(x, x)uy(x) + k(x, 0)uy (0) + ky (x, x)u(x) — ky (%, x)u(x) —

ky (x,0)u(0) — f; kyy (x, y)u(y)dy — fox B k(x,y)u(y)dy. (integration par partie) (IV.37)

La soustraction (IV.37)- (IV.36), donne :

We = Wy = [+ 25-k0x, %) | () + k(x, 001,(0) + [ (ki (6, 9) = ey (6, 9) =
Bk(x, y)u(y)dy. (IV.39

Pour avoir le coté gauche de I'équation (IV.38)lé@azéro, nous devons imposer ceci :

ke (2, y) — kyy(xr y) — Bk(x,y) =0 (IV)39
k(x,0) =0 (IV.40)
B+25k(xx) =0 (IV.41)

Nous simplifions I'équation (IV.41) en l'intégrapar rapport & et comme, d’apres (1V.40),

k(0,0)=0, par conséquent les conditions deviennent

kyx(,y) — kyy(xr y) = ,Bk(X, ),

k(x,0) =0,
(IV.42)

. " B
Avecx joue lerg k(x,x) = —Zx.
Ces trois conditions forment une EDP. Pour trouves solution de I'équation aux dérivées

partielles de I'équation (1V.42), nous allons debla convertir en une équation intégrale.
IV.5.2.Conversion du gain de la commande (noyau)@ne équation intégrale[14]

Nous introduisons les changements de variablessis :
E=x+y, n=x-—-y (IV.43)
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Nous avons:

k(x,y) = G(&,n);
o kx = Gf + Gn;

° kxx = fo + 26577 + Gnn;

ky :GE_Gn;

© kyy = Ggg — 26y + Gy

Ainsi, le noyau d’EDP devient :

6.6 =0, (IV.45)
G(§,0) = -5¢ (IV.46)

En intégrant (1V.44) par rapport@ pourn allant de O &, nous obtenons :

Ge(&,m) = Ge(£,0) + [2 G(§ 9)ds = =+ [T2 G(¢,5)ds (IV.47)

Ensuite, en intégrant (1V.47) par rappod, ouré allant den a&, nous obtenons I'équation

intégrale suivante :

cEm=-LE-n+L15[760,5)dsde (IV.48)

Nous avons obtenu I'équation intégrale, ce quivegia I'EDP (IV.42) dont toute

solution est une solution de (1V.48). Le but denartir 'EDP sous forme d’'une équation

intégrale est de simplifier sa résolution avec &hunde des approximations successives.
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IV.5.3.Méthode des approximations successivés4]

IV.5.3.1. Introduction

En analyse numérique, la méthode des approximasioosessivesest une technique

courante de recherche de solutions approchéesatiéqgi intégraleCette méthode consiste

a utiliserG (§,n) directement dans la récurrence.

IV.5.3.2.Principe de la méthode

Pour résoudre ['équation intégrale (IV.48), nousilisans la méthode des

approximations successives qui est donnée pahénsxitératif suivant :

G°(&,m) = 0, estimation initiale
GMI(E,n) = — é E-n+ éf: fon G™(8,s) dsd®, formule récurssive

Nous voyons que ce n'est rien d'autre que la rdétdes itérations successives.

(IV.49)

Si la suite générée™ (§,m) converge, alors la solution du probleté, n) est donné par

G & m) = limp,, G" (€,7)

Notons la différence entre deux termes successitsit :

AGn(E! T’) = Gn+1(ff 77) - Gn(fl T’)
Alors que
+1 _B & m
AG™(E,n) = 4fn J, AG™(8,s) dsdt
et (IV.50) peut s’écrire sous la forme :

G (E' 11) = Z?lo=0 AGn(E' 77)

D’apreés la relation (IV.51), nous avons :

(IV.50)

(B4)

(IV.52)

(IV.53)
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AG® =G (Em =L@ -m, (IV.54)
AGY = G2(&,1) — G (&) = —%(é)z EmE -, (IV.55)
a6 (em =SS (V59

Cette formule peut étre vérifiée par déduction. dodution a cette équation intégrale est
donnée par :

G(En) = — Yoo, (ﬁ)m1 (IV.57)

n!(n+1)! \4

La fonction de Bessel modifiée de premier ordrgiumier type est représentée comme sulit :

(5)2n+1
L) =20 2o (IV.58)
Nous comparons cette équation avec (IV.57) et nbtenons :
B L(/BEn)
GE,n)=—7(¢—n)-——= V.
€m)=-3 C-m175m (IV.59)
En revenant a l'origing et y, nous avons :
Ii(VBx*-y?)
k(x,y) = —By—l( =g ) (IV.60)

* Le tableau ci-aprés résume la conception de ldda@ommande « backstepping » pour

I'équation de chaleur avec un terme de réaction.
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Tableau IV.1. Résumé de la conception de la commande powakién de réaction-
diffusion. [14]

Systeme :

ut(xl t) = uxx(xl t) + BU(X, t):

(IV.61)
u(0,t) = 0.
Commande

u(® = gy D), ),
(IV.62)

Transformation d’état

wx) =u) + [y %U(y)dy-
(IV.63)

Systeme cible (référence)

we (X, 1) = Wiy (%, 1),

(N RA)

&
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VI.6. Simulation numeérique du systeme commandé

Dans cette section, nous allons présenter lestaésule I'application de la commande

« backstepping » pour I'équation de la chaleur ataresant le transfert de chaleur dans la

tige.
Les résultats de simulation sont donnés par lesdgysuivantes :

Pour N=100 efp=20.

u®)

I I I I I I
[0} 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Temps [s]

FigurelV.4 Représente la commandé) en fonction du temps.

04f

Températures

05l

Températures u(z,t)

06
07

0.8

0.9 L L L L L L L L L
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Longueur [m] Temps [S] Temps [s]

FigurelV.5 Evolution spatio-temporelle FigurelV.6 Evolution de la température
de la température dans la tige en fonction du temps dans la tige
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Pour N=200 e =30.

0.5

ut)

-1.5

. . . . . .
(o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Temps [s]

L
0.35

L L
0.4 0.45 0.5

FigurelV.7 Evolution de la commande en fonction du temps.

Températures x(z.t)

02

Temps [S
Longueur [m] pe 1]

FigurelV.8 Evolution spatio-
temporelle de la température dans la

Températures

0.5

o
[

-

-15

2L . . . . . . . . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Temps [s]

FigurelV.10 Evolution de la
température dans la tige en fonction du

=



Chapitre IV Commande Backstepping

IV.6.1.Interprétation des résultats

D’aprés les résultats de simulation obtenus, nomsstatons que la commande
« backstepping » garantit la stabilité du systémepaint d’équilibre ¢, = 0 ) puisque le
systeme converge asymptotiquement vers le podgfuilibre au régime permanent.

Les schémas de simulation montre la performanca @emmande en stabilité pour

différentes valeurs de N Bt

IV.7.Conclusion

Dans ce chapitre nous avons appliqué la commanbackstepping » pour la
stabilisation de I'équation de la chaleur. Le terohe réaction constitue la source de
déstabilisation pour le systeme. La commande «dt@pRing » introduit un gain déterminé
en utilisant d’abord une transformation d'état puiss conditions équivalentes on été
déterminées pour la stabilisation. Ces conditiomst slonnées sous forme d’une équation

intégrale dont la résolution permet de détermiaardyau de la commande.

Les résultats de simulation présentées démontrentagcommande « backstepping »
permet de stabiliser le systéeme malgré la préséniceterme de réaction important.

&



CONCLUSION
GENERALE




Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons appliqué la commanackstepping » pour commander
la distribution de la température (diffusion de lebi@ dans une tige métallique. Le modele
mathématique est donné par I'équation de chaleac awm terme source qui représente la
source de linstabilité. L'objectif de la commaneks de stabiliser le systéme.

Aprés avoir présenté les systémes a parameétresbdés, nous avons abordé la
modélisation du transfert de chaleur par conductdans une tige métallique et la
normalisation du modéle final. Ensuite, nous avanslysé la stabilité de I'équation de
chaleur puis nous avons déterminé sa solution lave@thode de séparation des variables. La
fin du mémoire est consacrée a la commande « lmugksg » de I'évolution de la

température dans une tige métallique dont I'objesti d’assurer la stabilité.

La commande backstepping constitue une techniqumhenande bien adaptée pour
les systémes a parametres distribués. Cette amprpelmet de déterminer une loi de
commande distribuée qui assure de bonnes perfoemaec utilisant une démarche tres
simple. Les performances de cette stratégie dastaldisation des systémes dynamiques ont
été illustrées par une application a une équatercithleur caractérisée par un terme de
réaction qui représente la source d’instabilités lrésultats obtenus ont montré que la

commande « backstepping » a assuré la stabilisdéol’équation de chaleur.

Le travail présenté dans ce mémoire peut étre étpodr les systémes a parametres

distribués fortement non linéaires.

)
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