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Introduction

L’objectif de ce mémoire est I'étude d’un systéme de réaction-diffusion de type SIS non linéaire
dégénéré. Notons que les systémes de réaction-diffusion sont des systémes d’équations aux dérivées
partielles de type parabolique. Ces systémes décrivent 1’évolution des concentrations d’une ou plu-
sieures espéces ou populations spatialement distribuées soumises & deux processus : un processus de
réactions locales, dans lequel les différentes populations se transforment et un processus de diffusion
qui engendre une répartition de ces populations dans l'espace. De tels systémes peuvent décrire
des phénoménes de natures différentes tels que les processus de fusion, certains modéles biologiques
comme les processus cellulaires, la propagation des maladies en épidémiologie, le transport cataly-
tique de contaminants dans l’environnement, la dynamique des populations, la dynamique des gaz
et bien d’autres. dans ce présent travail, nous intéressons particuliérement aux systémes de réaction-
diffusion de type S — I — S, dans ce modéle, la population étudiée est divisée en deux classes : la
classe des susceptibles notée S qui représente les individus susceptibles d’étre infectés et la classe
des infectés notée I qui représente les individus infectés. Si un susceptible S est contaminé aprés
contact avec un infecté I, il quitte la classe des susceptibles et rentre dans la classe des infectés avec
un taux v > 0 proportionnel au produit des densités des célasses S et I. Les individus qui sont guéris
ou qui n'ont pas survécu a la maladie quittent la classe des infectés et rentrent dans la classe des
susceptibles, ce nombre est représenté par un taux o > 0 proportionnelle & la la densité de la classe
1.

Dans ce travail, on développe 'article [9], ou I'on s’intéresse a I’étude d’un systéme de réaction-
diffusion non linéaire et dégénéré, modélisant la propagation spatiale d’une maladie épidémique au
sein d’une population , il s’agit de montrer I'existence globale d’une unique solution positive et de
donner son comportement asymptotique. On suppose que la maladie se propage dans un domaine
borné de RY, de frontiére assez réguliére.

Ce mémoire est organisé selon l'ordre suivant, on commence par donner une introduction qui
inclut un bref historique sur la problématique, viennent ensuite les préliminaires ot ’on rappelle les
différents outils et résultats classiques utilisés pour montrer les résultats établis dans [9]. Le premier
chapitre consacre I’étude de I'existence globale d’une solution classique du probléme, on commence
par donner la position du probléme et son interprétation, puis on developpe un résultat d’existence
local, d’unicité de la solution ainsi que sa positivité, on termine ce chapitre par la construction
d’une suite de problémes auxilliaires, puis nous établissons des estimations a priori nécessaires afin
de montrer 'existence globale . Dans le deuxiéme chapitre et pour terminer ce travail, nous étudions
le comportement asymptotique de la solution classique.



Préliminaires

0.1 Opérateurs différentiels

Pour n un entier, on note x = (z1,...,zy,) un vecteur de R".
On appelle champ de vecteurs sur R™ une application v : R” — R" qui A z = (x1,...,x,) associe

v(x) = (v(z1), ..., v(x,)).

Pour une fonction u : R®™ — R, son gradient est le champ de vecteurs défini par :

ou ou ou )

grad u(x) = Vu(z) = <('“)951(x)7 a—xz(az), ce 8—%(:5)

Pour un champ de vecteurs v : R®™ — R, on appelle divergence de v la fonction définie par :

_Ov ov ov

divou(z) = V.(v(x)) = 90 x %(x)—l——i—a—%(x)

On appelle Laplacien d’une fonction « : R™ — R la fonction définie par :

0%u 9%u 0%u " 9%

Au@) = div(V)(@) = 5@ + 5@+ + 5@ =3 55
n i=1 "

()

Soit € un ouvert borné de R™ de frontiére 0f2 réguliére. On appelle dérivée normale d’une fonction
réguliére u sur le bord 012 la fonction définie sur les points de 02 par :

ou

5 (@) = Vu(@).n(o),

0.2 Espaces fonctionnels

0.2.1 Espaces de Lebesgue :
Soit © un ouvert de RV, soit T' > 0 et p un réel vérifiant 1 < p < 4o00.

Définition 0.2.1. [13] On désigne par LP(Q) I'ensemble des fonctions définies sur €2 & valeurs réelles,
mesurables pour la mesure de Lebesgue telles que :

1
Sil<p<oo,|fll,q= (/ |f|pdx)” < o0
Q

Sip = 00, [[flloc, = sup |f(2)] < o0

2



On définit les espaces LP(]0,¢[x€2) , si 1 < p < oo, comme suit :
. 1
P
£ 1lp0x 0. = </0 /Q If\”dwdt> < o0

théoréme de convergence dominée de lebesgue

(0.1)

Théoréme 0.2.1. Soit {f,} une suite de fonction de L' . on suppose que :

1. fo(z) = f(z) pp sur Q.
2. Il existe une fonction g € LY(Q) telle que pour chaque n , |f.(z)| < g(x) pp sur Q.
alors f € LY(Q) et |[fo — fllLiq) — 0-

0.2.2 Espaces de Sobolev :

Soit © un ouvert de RY et p un réel vérifiant 1 < p < 4o00.
Définition 0.2.2. [6] L'espace de Sobolev W1P(Q) est défini par :

ueLP(Q),3f1,..., fn € LP(Q)telsque :

0
w2¥ —/ fio,Vo e D(Q),Vi=1,...,N
o Oz Q
En d’autres termes,
1 . ou
WHP(Q) ={u e lLP(Q),Vi=1,...,N, . e LP(Q)}
Ti
L’espace WP est muni de la norme :
N
ou
U » = U +
il = s + 3 5|
Ou parfois de la norme équivalente :
1
ou !

p
Lr

1
2 2
L2

N
[ellrp = (HUHﬁp +>
i=1

Pour p = 2,0n pose : H'(Q) = W'2(Q) muni de la norme :

6@

N
1
\w%zom@+z
=1

ou
81‘1’



0.3 Quelques inégalités

On rappelle quelques inégalités qui serviront dans la suite :

A. Inégalité de Young :
Soit € > 0 :

B. Inégalité de Cauchy généralisée :

b2
Va,b€R+,V€>O:ab§ga2+Z
€

C. Inégalité de Cauchy-Schwarz :

V(f.9) € / |fgldz < (/ f2da:> 1/2. (/abgzd:c>

D. Inégalité de Gronwall(forme intégrale) :
Soit & une fonction positive, intégrable sur [0, T et satisfaisant pour presque tout ¢ 'intégrale :

1/2

t
t) < cl/ £(s)ds + c2
0
oll ¢1 et ¢y sont des constantes positives, alors :
£(t) < co(1 4 crtet)

E. Formule de Green :
Soit € un ouvert borné régulier de classe C1.Si v € H?(2) et v € H(2), on a :

/Au vdr = /Vqudx+/ —.vds
8Q

ou 7 est la normale unitaire extérieure a 0f).

0.3.1 principe du maximum :

Considérons le probléme suivant :

= Au=
9 u=20 surQ
u=20 sur Z (0.2)
u(z,0) = up(z) surS)

Théoréme 0.3.1.
Soit ug € L2(Q) et soit u solution de ??. alors on a :

min{0, igf uo} < u(z,t) < max{0,supug} V(z,t) € Q
Q



0.4 Systéme dynamique

Définition 0.4.1. [I7] Soit (Z,d) un espace métrique complet. Un systéme dynamique sur Z est
une famille {T'(¢) }+>o d’applications sur Z telle que :

i) T(t) € C(Z,Z)
i) T(0) = I,
i) T(t +s) = T(t).T(s)
iiii) Vz € Z,T(t)z € C([0, +0), Z).
Définition 0.4.2. (trajectoires, ensemble w—limite)[I7] Pour tout z € Z,
i) La courbe continue t — T'(t)z est appelée trajectoire issue de z.
ii) Pensemble w(z) = {y € Z/3t, — +o00;T(tn)z — y lorsque n — +o0} est appelé ensemble

w—limite de z.

Définition 0.4.3. : Un systéme dynamique dans 2 est une application de classe C*

p:RxQ—Q

avec € ouvert de R™ et si ®;(x) = ¢(t, z), alors ®, satisfait
(1)Po(z) == Vo e Q
(i) ProP4(x) = Ppys(x) Vs, t eR et x €

Définition 0.4.4. (Région invariante)
Un sous-ensemble fermé ¥ C R™ est appelé une région invariante pour un systéme différentiel donné
si, toute solution u(x, t) ayant ses valeurs initiales dans X, reste dans ¥ pour tout (z,t) € Qx[0, Thnaz]

Proposition 0.4.1. [17/ Pour tout z € Z et pour tout t > 0, on a :
i) T(t)(w(z)) € w(z) (w(z)est alors dit positivement invariant par T(t)).
Si de plus, ;T (t) est relativement compacte dans Z, alors
ii) T(t)(w(z)) = c;(z) # 0. w(2) est dit alors invariant par T (t)
iii) w(z) est un compact connexe de Z et limy_,o dist(T(t)z,w(z)) = 0.

Définition 0.4.5. :(Orbite)
Si z est un point de E,
L’orbite compléte issue de x est I’ensemble

I(2)) = {¢(t,2),t € R}.
La semi-orbite positive issue de x est I’ensemble

't (x) = {p(t,x),t > 0}.

La semi-orbite négative issue de = est ’ensemble

Fi(x) = {So(th)?t < O}



— Chapitre 1
Existence globale d'une solution
unique positive

Le but de ce chapitre est d’établir ’existence globale d’une solution unique positive d’un systéme
de réction-diffusion dégénéré de type S.I.S. Pour cela, on commence par donner la position du
probléme, son interprétation, puis on develope un résultat d’existence locale, d’unicité et la positivité
de la solution.

1.1 Position du probléme

Soit € un domaine ouvert, borné et connexe dans RV, N > 1, avec une frontiére réguliére 02 et
T >0.
On considére dans Q x [0, T le systéme parabolique dégénéré suivant :

Su(a,t) — As(S) = —I(vS — 9) (L1)
Li(w,t) = D6r(1) = I(3S — 0) (1.2)

Dans Q x (0,00), avec les conditions initiales
S(xz,0) = So(z), I(x,0) = Iy(x), =x€Q (1.3)
et aux conditions sur le bord, de type Neumann :

a¢s<l’, t) _ 8¢I (:Ea t)
on N on

=0, (2,t)eQx(0,7) (1.4)

Avec In,Sp € C(Q) , So, Iy > 0 ;pour K € {S, I}, ¢ € C*(R) , ¢ (0) = ¢5 = 0, et Pp(s) >0,
¢r(s) > 0 pour s > 0.
On suppose que :

So( ), Io( ) € HY() (1.5)



Interprétations du probléme :

Le systéme — modélise la propagation spaciale d’une maladie épidémique au sein d’une
population. Le domaine © est un ouvert de RY il représente une surface géographique ou un lieu
qui forme la région touchée par la maladie (une ville, des cellules, etc). La population étudiée ne
sort pas de cette région, ce qui veut dire qu’il n’y a pas de migration a travers le bord 9Q( qui est
traduit par les conditions sur le bord ).

La population étudiée est divisée en deux classes :la classe des susceptibles notée S, et la classe
des infectés notée I, 751 est la force de 'infection, il représente le nombre d’individus susceptibles
S infectés par contact avec des personnes infectieuse I par unité de temps , enfin §1 est le nombre
de sujets infectés qui deviennent susceptibles aprés leur guérison.



1.2 Existence locale d’une solution unique positive

Le but de cette section est d’établir I’existence locale de solution pour les problémes non-
dégénérés réguliers.Notons qu’en général ni la question de positivité ni d’unicité des solutions des
problémes non-linéaires dégénérés n’ont été completement élucidées, on essayera donc de donner un
résultat d’existence locale, d’unicité et de positivité dans le cas des problémes non-dégénérés. Pour
cela, on donnera une définition d’une solution classique du systéme et on énoncera un théoréme pour
assurer son existence ainsi que sa preuve [2].

Définition 1.2.1.
Le couple (S(, ), I(,)) est une solution classique du systéme (1.1)-(1.4) sur Q x [0, T] s'il satis-
fait :

(i)Pour tout t € [0, T],(S(,1),I(,t)) € C?(2,R?) N CHQ,R?); pour tout x € Q,
(S(z,),I(z,)) € CY([0, T],R?) et P'équation différentielle partielle est satisfaite pour = € et
te 0, T7.

(if) Jim [1SG 6) = S0l + 116 6) = Tl =

Théoréme 1.2.1.
Si est vérifié, les conditions initiales sont positives et T > 0, alors il existe une unique

solution classique du systéme — sur Q x [0, T7.

Démonstration.
Pour cette démonstration, on commence d’abord par montrer I'existence locale de la solution
ensuite son unicité.

Existence locale :
On pose :
H(S,I)=S+1

En sommant les équations (1) et(L.2), on obtient :
0S + Ol = DNos(S) + Ar(I)

Il vient que :

(S +1) = Ags(S) + ¢r(1))
En intégrant le premier membre sur Q X [0, ¢] pour ¢ € [0, Tinaz], il vient que :
t
/ / (S + I)dadt — / (S + I)(x, t)dz — / (S + I)(z, 0)dz
o JQ Q Q

:/QH(S(x,t)—I—I(x,t))da:—/H(So(x)—i-lo(a:))da:
= [[H(SH), 1)) = H(So(), o)l g



On intégre le second membre sur 2 x [0, ¢]
t t t
/ / (Abs(S) + Ady(I))dadt = / / Adg(S)ddt + / / Ay (1) dadt
0 Ja 0 Jo 0 Jo
En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord,on obtient :

/ t / Aog(S)dadt =0
o (1.6)

De la méme maniére,on trouve que :

/ot /Q Agr(I)dadt =0

On obtient :
¢
/ / Npg(S) + A¢r(I)dxdt =0
0 Ja
Ou
t
/ / Nps(S) + A¢r(I)dzdt <0
0 JQ
Alors,

IH(S( 1), 10 0)) o — IH (S0 () To()ll10 <0
C’est a dire,
IH(S (1), I )l < IH(So(), o))l 0

Alors il existe une constante C7 > 0,telle que :
IH(S(, 1), 1(, 1)l 0 < C
C’est a dire que :

/ H(S, I)dzdt < C,
Q

En intégrant sur [7, t] avec 0 < 7 < t < Tj44, On trouve que :

/Tt/QH(S,I)dxdt <Ot —7)

Ce qui veut dire que la solution classique du systéme existe localement.
Unicité Pour montrer 'unicité de la solution, on a suivi le méme raisonnement que le résultat établit
par M.Kirane et S.Kouachi [I].
On suppose que le systéme — admet deux solutions (S1,I1) et (S2,I2). On pose :

S=5-5
I=5LHL—-1

9



Alors : (S, ) est aussi solution du systéme (1.1)-(1.4) sur Q x [0, 7], donc elle satisfait :

8S = Nes(S) — ySI + 51
oI = ANy (I) +~SI — 61

Avec les conditions :
S(z,0)=0, I(x,0) =0

On multiplie les équations du systéme précédent respectivement par S,I puis on intégre sur 2,on
obtient :

/ S8, Sdx = / SA$s(S)dx — / ~S?Idx + / SI1Sdz
Q Q Q Q

/ 10, 1dx = / INAG;(I)dx + / yST?dx — / §I%dx
Q Q Q Q

1
d|5||§Q:—/ VSV(;SS(S)dm—/752Idx+/518dm
2dt ’ Q Q Q

—/¢S/(S)|VS|2dﬂs—/'ySzId:c+/(51de
Q Q Q

Alors,

1
d 11150 = /VIV¢1(I)dx+/'yI2de—/5[2dz
2dt 0 o o

—/¢1'(I)|VI|2da:+/7SI2d:c—/(5[2da:
Q Q Q

31810 + 1180l + [ os'S)9sPde+ [ o/ (DIV1fds

— / ~vS%Idx + / 81Sdx + / ~vSI?dx — / SI%dx
Q Q Q Q

< / 61Sdzx + / vST?dx
Q Q

En utilisant 1'inégalité de Cauchy généralisée, on obtient :

En sommant on obtient :

S? S?
2 2
3 7lISIBa+ MBI < [ sl + Do+ [ (o1 + DIl

S 2
§/5512dw+/ Sde+/m2I2dx+/ S—I%zx
[e) 0 4e Q Q 4e

4] 1
< 8¢ | Ill30 + = IS1I2.0 + 12 P S)? 2.0

4e
(up S)? 0
< (o2 + PPNy 2+ sl

< Le(ll2.0+ 1S12.0)

10



On choisit ¢ de sorte que L. — 0. Alors,

1d

2 2
5%[”5”2@ + [ ll50] <0

Ce qui veut dire que (HSH%Q + HIH%Q) est décroissante.
C’est a dire :

||S($at)||§ﬂ + Hl(xat)Hgg < ||S(£U,t)||§g + Hl(fb’at)HgQ
On déduit que :
I1S@@, D30 = II(,D)]30 =0
ie:
S(x,t) =0,1(z,t) =0
Donc,

Si(z,t) = So(x,t)
Li(z,t) = Ix(z,t)

D’otu 'unicité de la solution.

11



1.2.1 Positivité

Dans cette partie, on donnera un résultat de positivité. Dans un premier temps, on rappelle le
résultat suivant :

Lemme 1.2.1. [6/
Si ¢ € HY(Q) alors ¢ = maze,0) € HL(Q) pour tout x € Q et de plus : (¢T)z = ¢u i () >0
et (1), =0 si ¢p(z) =

Théoréme 1.2.2.
Si[LH est vérifiée, les conditions initiales sont positives, T > 0, et

(S(w,t),I(x,t)) est Uunique solution classique du systéme (1.1 (D (-) sur Qx[0, T, alors S(z,t), I(z,t) >
0 pour x € Q, t > 0.

Démonstration.
On multiplie I’équation (|1.1)) par S~ puis on intégre sur €2, on obtient :

/S_ﬁtSd:U:/S_Ang(S)dx—/’yS_SIdx—l—/5S_Id$ (1.7)
Q Q Q Q

par conséquent :

/Qs 9,5dx = —/Qs 0,5~ d = —Q/th(\s (. )P = — |5 (@ 1)
Ou : 5
S =(-9)" = max(0,-S) = | |2_
En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord,on aura :
/ ST Aps(S / VS Vos(S)dx + MS*ds
oo On
—/ VS~ Vs(S)dx
Q
= - / VS~ (¢5(S)VS)dx
Q
— [ s(S)IVS o
Q
Ou :

VS =-VS§~
On remplace dans 'inégalité ,on obtient,

th Hs }|m /qssvs |dx—/7[(S 2dx+/5s Idx

Ou encore :

1d _ 112 / —2 / —\2 / _
—— de=— [ ~I dr — [ 657 Id
2dt(HS \}2,Q)+/Q¢>S|vs 2da 7 (S™)da i S~ Idx

12



Et en utilisant la condition initiale :

$5(S) >0

On obtient :
/ $5(S)|VS™[2dz > 0
Q

alors,

1d 2 _ _
57157 l2q) < —/Qw(s )%m-/gas Idx

Il vient que :
1d 2 _
5@(\\5 5.0) S—/nyI(S )?dx

Soit ¢ € [0, T] pour T' < Tiax d’aprés lexistence locale,il vient que :

1d

S ls o) < M) 15713

Ou :
M) = [IvI() oo 0

En intégrant de nouveau sur [0, t] avec t < T', on obtient :

1d [t

_ 1 _ 1 B
Sdi ), (IIs (x,S)H;Q)dSZEHS (x,t)H;Q—gHS (2,0)[|5¢

1. 1, . b
=55 @DlEa - 51T @50 < [ 1@ o)l g0

Il vient que :

t
5@ 0li30 < 157 @ g+ 2 [ 1593 s
D’aprés I'inégalité de Gronwall, on obtient :
1S~ (@ 1)][5.0 < (1S5 (@)][5¢ (1 + 2ct exp (2ct))

Comme Sy(x) > 0 donc : S, (z) = 0 pour tout z € 2
Par suite,

S™(x,t) =0,Vz € Q,Vt € [0, T

Et comme T < Tjaq, il vient donc : S™(x,t) = 0,V(z,t) € Q % [0, Thnaz|
D’ou :

S(z,t) > 0,Vo € Q,Vt € [0, Thnaz|

13



Pour la seconde composante, on procéde de la méme maniére que précédemment. On multiplie les
deux membres de I’équation ((1.2) par I~ puis on intégre sur € :

/Q I~ Idx — /Q I~ Ay (I))da = /Q ~SIT™dx — /Q SIT dx (1.8)

Il vient que :

1 [ d
/I@tlda;:—/latldm:—/ — (I (2, t)]*)dx
0 0 2 Jq dt
1, 2
=2 I 2,

Ou : N_T
I~ =(=I)" = max(0,-1I) = "2_

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord, on aura :
|1 s =~ [ V1 Vernds = [ oniv1Pds
Q Q Q
Ou :
VI=-VI~
On remplace dans l'inégalité (|1.8]) :
1 /
Iz, —/ o7 ()| VI~ |Pde = / ~SIT dz — / §11™du
2 ’ Q Q Q
= —/ 'yS(I)de+/5(I)2dac
Q Q
—— [ 5= P
Q
sl B+ [ GV Pde = [ (05— 81 2ds
2 dt 2.0/ 7 J T o
Par suite en utilisant la condition initiale :
¢1(1) >0
On obtient :
/ ¢r(1)|VI~|?dz > 0
Q

Alors
1d _ 2 )
sl @Ol < [ 6891
Soit t € [0, T] pour T < Tyax,d’aprés existence locale il vient que :
1d

5o (T [3g) < M) 1[5
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My (t) = [|vS(t) = 6l 0
Il vient donc, pour ¢t € [0, T7,

1d ., ._ _
e TN e

Ci= sup |M(t)|
tel0,T)

En intégrant de nouveau sur [0, ¢] avec ¢ < T, on obtient :

t
@0l < 15 @ +201 [ 1@ 9l gde
D’aprés la formule de Gronwall, on obtient :

HI*(x,t)H;Q < HIO_(.%')Hgg (14 2Ctexp(2Cht))

Comme Io(z) > 0 donc : I () = 0 pour tout = € §2

I (z,t) =0,Yz € Q,Vt € [0, T]

Et comme T < Tyqz, il vient donc : I~ (z,t) = 0,V(z,t) € Q X [0, Taz]
D’ou :

I(z,t) > 0,Vz € Q,Vt € [0, Tnaz|
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1.3 Problémes auxiliaires et estimations a priori

1.3.1 Problémes auxiliaires

Dans cette section nous considérons dans €2 x (0,00) le systéme auxiliaire quasilinéaire non
dégénéré :

{ St_Adl(S):_(I_g)(’Y(S_e)_é)v (ajvt)EQX(()?T):QT (1 9)
—Ady(I) = (I =e)(v(S —¢) =9), '
Avec des conditions initiales et limites
S(x,0) = Soe(x),I(x,0) = loe(z), =€ (1.10)
0L (1 1y = 205 1) — 0, (a,0) € 02 x (0,T) |
di,do : RN — (5,00) sont des fonctions réguliéres et croissantes avec :
di(S) = ¢s(95),e < Ssetda(I) = ¢pr(1),e < 1. (1.11)

1.3.2 Estimation a priori

Il est bien connu que le probléme général (L)) — (L4) n’a pas de solution classique , une notion
appropriée de solution généralisée est nécessaire nous adoptons la notion de solution faible introduite
par Oleinik [10].

Définition 1.3.1.
un couple de fonctions non négatives et continues (S, I) est solution de systéme (LI) — (I4) en
Qr; T >0, pour chaque ¢,v € C1(Q7) tel que % a“” = W = 0 sur 992 x (0, 7).

1. Vos(S), Vor(I) existent au sens des dlstrlbutlons et Vos(9), Vor(I) € L2(Qr) .
2. S vérifie I'identité intégrale :

Jo 8@, T)p(z, T)dx — [, [Ser — Vos(S)Ve — I(yS — 6)]dzdt = [, S(z,0)p(z,0)dx.
3. I vérifie I'identité intégrale :

Jo I(z, T (2, T)dx — fQ [Ipsiy — Vor(I)Vy 4+ I(vS — §)]dxdt = [ I(z,0)(x,0)dz.

Si Uy, représente I'une des fonctions réguliéres Sp . ou Iy sur £, alors nous avons besoin :

Upe(x) > e,2 €0 0<e<l,
Jo Woe(x) —e)dr = [, Up(x)dz, (1.12)
Uo,e — U, dansC(Q)lorsques — 0

On se référe a [I7] pour la construction d’un tel ensemble de données initiales, des résultats stan-
dard,l’existence local et I'unicité d’une solution classique (Se, Iz) pour (1.9)-(1.10) dans un intervalle
maximale [0, Tiax,c) sont garantis. Il est facile de verifier que [g, 00)? est une région invariante, donc

0<e<S(2,1),0<e<I(x,t),x€N0<t<Thaxe- (1.13)
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On peut appliquer les résultats en [7] pour montrer I'existence globale. ie : Thax. = oo , d'une

solution classique pour ([1.9))-(1.10]) ,en utilisant (1.11]) et (1.13)) nous obtenons une existence global

pour :

{ St - Aﬁbs(s) = _(1_5)(7(8_5) - 6)7 (mvt) € x (O’T) = QT (1 14)
Iy = Apr(I) = (I —e)(v(S —¢) = 9), '

Dans € x (0,00) , ensemble avec (1.10)).
Nous obtenons Iestimation a priori , d’abord en sommant les deux equations, en (|1.9) et en intégra-
nant sur Qr, on obtient :

T T T T
/ / Sydwdt + / / Ldadt — / / Ady(S)dadt — / / Adp(I)dzdt =0 (1.15)
0 Q 0 Q 0 Q 0 Q

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord,on obtient :

T T
/ /Adld:ndt :/ /Adgd:cdt =0
0 Jo 0 Jo

En remplace dans ([1.15]), on obtient :

/Q S.(2,T)dz + /Q I(2, T)dz /Q Soc(2)dz + /Q Io.(2)d, T > 0. (1.16)

Donc, on déduit la conservation de la masse totale. Dans ce qui suit , 7" est un nombre positif
My, My, ..., M, sont des constantes indépendente de T,¢;0 < e <1, et Fy, Fb, ..., F}, sont des fonc-
tions croissantes de T' , indépendentes de €.

Lemme 1.3.1.
Il existe une constante My et une fonction croissante indépendente de e € (0,1] tel que :

0<e<S(x,t) < My,zeQt>0. (1.17)

0<e<I(z,t) <Fi(T),z€Q0<t<T. (1.18)
Si0 < Sp(z) < g, alors Fy est une constante.

Démonstration.

Comme HSO,OOHoo,Q + % est une super solution d’équation pour S. dans 1 1) Pestimation
(1.17) suit. multipliont 1’équation pour I. par P(I. —£)P~! , p > 1, on obtient :

LP(I.— )P 4+ p(I. — )P Agr (1) = P(I. — &)P (7(S. — ) = 9)

Il vient que :

O (1 =27~ PU — )" 84 (1) = PUL ~ )7 (1[5 — ) — 0)
on sait que :

'Y(Sa_e) -0 S'Y(Sa_e)
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on déduit que :

%((L—: — )"y = P(I. — )" A¢r(I.) < yP(I. — )7 (S. — e)nonumber

En intégant sur €2, on obtient :

0

o ), (I. — e)Pdx — /QP(Ia — )P A (1) dx < P’y/ﬂ (I. — )(S: — e)dx

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord,on obtient :
9 _ _\P—1 _ \Pro
de+ | V(P(I: —e)" )Voér(le)de < Py [ (I —¢€)" (Se —e)dx
Ot J(1.—eyp Q Q

En utilisant les conditions initiales, on aura :

R AT
Q

D’ou
0

5 [ =yt < m/ (I — &)P(S. — &)(z, t)da, t > 0.

Q

(1.19)

(1.20)

L’estimation ([1.17)) et I'inégalité de Gronwall conduisent & l’estimation ([1.18). maintenant si 0 <
So(z) < % , nous pouvons construire Sy, ,tel que : 0 < Sp(x) < %—}— € , puis par le principe de

maximum appliqué a I’équation de S; , on obtient :
1)

0< Se(z,t) —e< —,2€Q,t>0.
8

une deuxiéme application du principe de maximum a I’équation pour I, donne
e < I(z,t) <|[ollpoqg+ 12 €Q0<t<T.

Lemme 1.3.2.
Il existe une constante My indépendente de € € (0,1] tel que :

/OO/ (I — £)(0 — 4(S. — &) 2dwdt < M
0 Q

Démonstration.
posons Uz = (v(S: — ) — §) , alors ’équation pour S; peut étre écrite comme :

Uy — div(¢g(Se)VU) +~y(I —e)U =0, (z,t) € Qx (0,T),
%—g(x,t) =0, (x,t) € 02 x (0,7)
U(z,0) =v(Soe — ) — 9, x e

On multiplie (1.23) par U, on trouve :

Uy Ue — div(¢g(Se) VU U, +~(I. — ) U2 =0
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puis, on intégre sur Qp, on obtient :

e [t [ o
- /0 /Qdiv(gb:qwe)VUa)dxdt -0

Il vient que :

1 2(x X ' J 2(z x — 2dx

2/QUE< t)d +/0 /Q¢S<SS>|VUE| (z,t)d dt+V/OT/Q(Ia &)Uz dadt
1

=3 /Q (7(So.e =€) = 6)*(x)de.

Alors on utilisant 'estimation ((1.22]) on obtient ([1.12)).

Lemme 1.3.3.
Il existe une fonction Fy croissante indépendente de € € (0, 1] tel que :

/ / Vos(S.)[2(x, t)dadt + / / V(L) (x, t)dzdt < Fy(T). (1.25)

Si0< Sp(z) < % , pour tout x € Q , alors Fy est une constante.

Démonstration.
lestimation V¢r(I:) est obtenu en multipiant ’équation de I. par ¢;(I;), puis on intégre sur

QT =0 x (0, T) :
T T
/0 /Q Ty (1) dadt — /O Ar(L)ér(LL)dxdt

:/OT/Q(IE—E)(V(SE—S)—(5)dxdt

/@ (I (z, T))da;dt—i—/ /!V(b[ )2 dxdt

Il vient que :

(1.26)
/ (o (@ d:z:+/ r(I)(L — &) (v(S. — £) — 8)(x, ¢)dadt
O
I
I) = d
)= [ ontsyas
. Par I'inégalité de cauchy et ,ona:
T
/(I)I(Ie(x,T))dxdt+/ /\w[(le)y?dxdm/@I(IO,E(x))der
@ (1.27)

T2mes? (Q)Fy ¢ (Fy (T / / (I. — €)(6 — 4(S- — €))2(x, t)dzdt)2
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En utilisant le lemme (1.3.2)) on obtient l’estimation souhaitée.

Si0 < Sy(z) < % pour tout z € Q , En injectant 1) dans l) on obtient :

/OOO/Q\VébI(Ig),?d;cdt:/ﬂ@l(jo,s(x))dx.

Maintenant pour obtenir une estimation sur VS, nous multiplions I’équation de S. par ¢g(Se

nous intégrons sur (7, nous aurons :

/OT /Qstﬁ%we)dfﬁdt— /0 ' /Q Aps(Se)¢s(Se)dudt
/OT/Q(IES)(V(SE €) — 0)¢s(5:)dudt

Il vient que :
T
/ (S (2, T))dz — / B(S.(z,0))dz — /0 /Q Ads(S.)bs (S )dadt
/ /<Z5S V(I —€)(0 — y(Se — €))(x, t)dxdt

En utilisant la formule de Green et les conditions sur le bord, on obtient :

T
2 = X XT
[ astsi e+ [ [ 1vosisPasit = [ as(s.a)a

T
4 /O /Q Abs(S2)¢s(S2)ddt

et utilisons I'inégalité de cauchy et le lemme (1.3.1)
T
/‘bs(SE(CC,T))dSU*F/ /|V¢S(Sg)\2d$dt
= [@stoctonans [ [ os(500 - 6 -5 - o
< / D5(So(x))dx + ps(My) Flmes% / / (Ie —&)(6 —v(S: — 8))2d(lﬁdt)%.
Q
alors I’ estlmatlon de VS, dans ) découle de - ) et -

Si 0 < Sy(x) < 2,xeQ, en 1ntegrant I’équation en I. on obtient :

/OOO /Q (Ie = €)(6 = v(Se — €))dwdt < /91075(:,3)@‘

Par (|1.29)) et (1.29) , nous avons :
r 5
/ /\V¢5(58)|2da:dt§/@5(5075(x))da:+¢5()/Io,g(a:)dx.
0 Q Q 7 Ja

Lemme 1.3.4.
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1l existe des fonctions F3, Fy croissantes, indépendantes de ¢ , 0 < ¢ < 1, tel que pour tout

t>ty>0,

/ V(S22 (x, )de + / V(L) (e, t)de < Fi(t),
Q Q

/t:/Q|(¢S(Sa))t|2d:zds—|—/t:/ﬂ(|¢I(IE))t|2dde§F4(t)'

Si0 < Sp(z) < % pour chaque x € Q0 , alors F3 et Fy sont des constantes.

Démonstration.

Multiplions 'équation de S par (¢g(S:)); et on intégrons sur Q x (7,t) , £ <7 < T, on trouve :

//qﬁs (z,s)dxds + = /!V(]ﬁg P (z,t)dx

(1.30)

/ / (65(S (L. — £)(8 — A(S. — ))(w, 5)dads + / V65(S2) (. 7)da,

Mais

// (65(S))e(Ie — ) (6 — v(Se — €))(x, s)dxds

<3 / / b (S (z, s)dads

+ 2 ‘ ¢ (52) 12 ~ 8”OO,Q/T /Q(IE —&)(0 — (S — 6))2dxds.

En injectant cette estimation dans ((1.30)) , on obtient :
[ [wos(soP .0t
< [ IVas(so,r)dot
Q

\I I ,QT// — (8. —€))2dads.

En intégrant cette 1negahte en 7 sur (

[6stsa|_

% , on trouve :

t
< 2/ Vs (S.) (. 7)dzdr
t JQ
2

+ H¢ig(5€ or HIEHOO,QT /;/Q (I —)(0 —v(S: — 6))2(x, s)dxds.

L’estimation de V¢g(S:) découle des lemmes ((1.3.1]) , (1.3.2]) et (1.3.3)).
De la méme maniére , on peut obtenir I'estimation de V¢r(I;) , 'estimation de (¢s(

diatement déduite de ((1.30f) , (1.31) et lemme (|1.3.3]) en gardant :
[(65(S))il” = ($5(5))*(Se)F < (suPocs<|s.|. . s () D5 (S)(S)(Se)?

I'estimation de ¢;(I.) suit immédiatement.

00,QT
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1.4 Existence globale

Dans cette section,nous fournissons une preuve du théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1. - -
pour chaque donnée initiale positive (Sp, Iy) dans C(€2x C(Q)) il existe une solution unique faible

(S,I) de probléeme (L)) — (L4) sur Qoo en outre,

1. S € C(Qx) NL*®(Qx0)s
2. 1 €C(Qu); et siSy< % , alors I € C(Qoo) NL®(Qo)

1.4.1 Existence

A partir des estimations établies dans la section précédente, on a (S: —¢€)o<e<1 €t (VPs(S:))o<e<1
sont respectivement bornés en L2(Qr) et (L2(Q7))"™ pour un T > 0 fixé. puis ,il existe deux suites
qui sont encore noteés (S —€)o<e<1 et (Vog(Se))o<e<1 telles que (Se —€)o<e<1 converge faiblement
vers une fonction S dans L2(Qr) et (Vps(S:))o<e<1 converge faiblement vers V dans (L2(Qr))V .
d’autre part (S:)o<e<1 borné dans L*°(Qr); en utilisant la formulation faible de ’équation de S
on peut utiliser les résultats de Di Benedetto [8] pour obtenir (S:)o<c<1 relativement compact dans
C(Q2 x [0,T]) . 11 en résulte que (Se — €)g<e<1 converge vers S dans C(Q x [0,7]) et (¢5(S:))o<e<1
converge vers ¢5(S) dans C(92 x [0,7]). Comme premére conséquence de ¢a; V = Vogg(9) . de la
méme manére , on peut prouver qu’il existe une fonction I telle que (I:)o<e<1 converge vers I dans
C(Q x [0,T]) et (Ver(I))o<e<1 converge faiblement vers V¢r(I) dans (L2(Qr))Y . Maintenant,
multiplions ’équation de S¢ en par ¢ , I’équation de I. par v , intégrons par parties sur
Q x [0, T] et € — 0 ,pour conclure que (5, I) est la solution souhaitée.

Les résultats de régularité pour Vg (S) , Vor(I) , (¢s(S)): et (¢7(I))s proviennent des estimations
a priori des lemmes (1.3.1]) , (1.3.2)) et (1.3.4).
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Chapitre 2
Comportement asymptotique

On termine ce travail par le traitement du comportement asymptotique en grands temps de la
solution du systéme (L.1)-(1.5)). On commence par introduire la notion suivante

Ensemble w — limite :
Dans cette section, on suppose que 0 < Sy < % , et on définit ¥, = gb,;l pour k € {S,I}.

par le lemme (1.3.3) , Pensemble {¢s(S)(.,t),d1(I)(.,t) }1>t, est borné dans (H(Q))? , donc pré-
compact dans (IL'(£2))? , et nous concluons que I’ensemble W-limite

W (S0, Io) = {(U, V) € (H'(2) NL2(2))? : 3t — 00(6s(S), 61(1) (-, tx) = (U, V) ()sur(L' (€))%}

est bien défini. maintenant nous donnons une caractérisation de W (S, Io).

Proposition 2.0.1.
Si (U, V) € W(So,Ip) , alors (U, V) est une solution du probléme homogéne de Neumann

{ “AU =~y (V) (0s(U) — 8),  sur€ (2.1)
AV = (V) (ys(U) = 8), surd |

C;Z = %‘; =0 sur 02 (2.2)
Démonstration.
Si (U, V) € W(Sp, Ip) , alors il existe t;, — oo tel que :
(UV)() = limk — 00(@s(S), é1(1))( t) dans (L3(%2))2.
considérons deux séquences Uy, , Vi, dans L?(Q x (—1,1)) comme :
Up(z,y) = S(z,tp +y), Vi(z,y) = [(z,tp +y) v € Q, -1 <y <1,k > 0. pour chaque
ye (_17 1)7

/ 165(U) (@, y) — 65(8) (. ty)Pde = / 165(S) (@, 1 + y) — 63(S) (@, t4) Pda
Q Q

A /+ (65(S))udid
< /t:k+y|(¢s(s))t|2dxdt

<[ /: (65(8))Pddt
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Dou :
165 (Uk) — d5(S) (s t) 2 gan—11y) < Lo Ji | ))il?dedt]z

par le lemme , on obtient :
limy 00 fQ ftio ’(¢S<S))t’2dxdt =0.
alors pour une sous-séquence encore notée Uy, Vi, : ¢s(Uy) — U, ¢1(V,) — V dans

L2(2 x (—1,1)) et presque partout sur € x (—1,1) , comme k — oo , puis par le théoréme de
convergence dominé de lebesgue, nous avons :

Uk = ¢s(U) , Ve = ¥1(V), Vi(YUy, = 8) = ¢1(V)(7¢s(U) — 6) dans L*(Q x (~1,1)).
En suite, soit e € C*(Q) tel que § @ =0 sur dQ et p € Cj(—1,1),

p>0, fil p(y)dy =1, on note p(x,t) = p(t — tx)e(x) et utiliser ¢ comme fonction test dans
la définition de S avec T' =t + 1 et ¢, > 1 . on obtient :

T
/0 /Q [Spu(t — tr)e(x) + ds(S)p(t — tr)Ae — I(vS — 6)p(t — tx)e]dadt = 0
| trt1
/ / [Spu(t — t)e + b5(S)p(t — tx)Ae — I(7S + 8)p(t — t4)eldwdt = 0

On pose : y =t — ¢t , on obtient :

/tk“/ [Spe(t — tr)e + ds(S)p(t — tr) Ae — I(yS — d)p(t — ty)e]dadt = 0

passant & la limite lorsque k£ — oo et puis f_ll pl (y)dy = 0 , on obtient :

1
( / o(y)dy) /Q U(2) Ae(z) — b1 (V)(1bs(U) — 8)edi) = 0

-1

Nous concluons que pour tout € € C2(Q) , g—; =0surdf),ona:

/U JAe — (V) (0s(U) — 8)edz = 0

Ainsi U est une solution faible de :

SAU =~y (V) (vbs(U) — 8),  dansQ
(%V =0, surdf)

Nous pouvons & présent énoncer le résultat de cette section concernant le comportement asymp-

totique de la solution du probléme ({1.1})-(|1.5])

24



Théoréme 2.0.1.
supposant 0 < So < = et M = ﬁ Jo (So + Io)(x)dzx , alors :

1.8i M <2 alors : limy 00 S(t,.) = M et limy o0 I(t,.) = 0 dans C().
2. Si M > % , alors : limy_yo0 S(t,.) = % et limy_yo0 I(t,.) = M — % dans C(Q).

Démonstration. -
Les semi-orbites {(S(.,t),I(.,t));t > 0} sont relativement compactes en (C(£2))? , car elles sont
borneés en (L*°(Qo))? par le lemme ([1.3.1)) , et utilisent les résultats de Di Binidetto [g].

Si (U, V) € W(So, Ip) , alors (U, V) est solution de (2.1)-(2.2).
la fonction (U + V') est solution de :
—A(U+V)=0, dansQ
{ S U+V)=0, surdQ
Alors (U + V) est constante.
Maintenant, multiplions '’equation pour V par V et intégrons sur €2 , on obtient :

/ YV dz + / Vi (V)(6 — ibs(U))de = 0 (2.3)
Q Q

puisque § — y¥g(U) > 0, nous concluons que V' est une constante puis aussi U est une constante.
En injectant ces conclusions dans (2.3)) , on a :

Vr(V)(0 —1s(U)) =0 =V =0o0u U = ¢s(9)

maintenant en utilisant 1’estimation (1.16]) , nous obtenons :

bs(U) + (V) = |§12| /Q Sol) + Io(x)dz

En gardant S < % ,ie: U < gbs(%) ,alorssoit : V=0—U= qbs(ﬁ Jo So(x) + In(x)dx) < qﬁs(%)
et cela est possible seulement si :

1 1
— | So(x) + Ip(z)dx < —,
o [ Sola) + Tfa)de < 2

U= ¢S<i) (V) = /QSO(a:) 4 Io(a)da — i >0

et cela possible seulement si :

1 J
@] /Q So(x) — Ip(x)dx > 5
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Conclusion :

Dans ce travail, on a montré I’existence globale d’une solution positive d’un systéme d’équations
de réaction-diffusion non linéaires et dgénéré modélisant la propagation d’une maladie épidémique
et on a établi des estimations a priori qui ont permis de montrer ’existence globale d’une unique
solution positive. On a terminé ce travail par une déscription du comportement asymptotique de la
solution .
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