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Nomenclature

Tabledesindices

t : Temps.

to . Instant initial.

tr . Instant final.

T : Horizon de commande.

x(t) € R™ : Vecteur d'état.

x%(t) : Trajectoire désiré.

Xo . Etat initial.

Xf . Etat final.

n : Nombre d’état.

m : Nombre de commande.
H : Fonction d’Hamilton.

Ji : Fonction objectif (ou critere).
q : Contrainte intégrale.

p : Contrainte instantanée.
I : Cout optimale.

At) : Variable d’état adjointe.
u*(t) : Commande optimal.
A*(t) : Trajectoire extrémale.
Min : Minimum.

Max : Maximum.

y(t) : Vecteur de sortie.

F : Force.

fc : Force de frottement

m : Masse.

I : Matrice identite.

Q : Matrice de pondération.
R : Matrice de pondération.
\Y : Gradient.

E,. : Energie cinétique.

E, : Energie potentielle.



Nomenclature

Ep : Energie dissipative.

ky, k, :Coefficients d’amortissements.
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Commande optimale

[.1 Introduction :

La théorie de la commande optimale permetéderminer la commande d'un systéme qui
minimise (ou maximise) un critere de performaneenéuellement en présence des
contraintes. Le but est alors d’amener le systéne état initial donné a un certain état final.

Dans ce chapitre nous abordons ladtation mathématique d’'un probleme de commande

optimale et nous présentons les différentes méthdeerésolution.

I.2 Commande optimale :

La command@ptimale consiste a déterminer une commaride) qui permet de conduire
I'état d'un systémex(t) d’un état initial x(t,) vers un état fina:t(tf), tout en optimisant un
certain critere de performance imposé par le cateasharge et en respectant un ensemble de

contraintes [2].

|.3 Formulation mathématique d’'un probleme de commade optimale :
Pour formuler un probleme de commande optimal@lainspécifier les éléments suivants :

+ Le modele mathématique.
+ Les conditions terminales (initial et final).
% Les contraintes physiques et de ressource.

% Le critere de performance.

1.3.1 Modéle mathématique :

En commande optimale, on utilise le modele d’état.

{X(t) = f(x(t),u(t),t) (1.1)

y() = h(x(t),u(t),t)

Ou teRr

]
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x(t) € R™ estle vecteur d'état
u(t) e R™ estle vecteur d’état

f=1fi for -, fulT estune fonction vectorielle.
Lorsque le systeme est linéaire, le modele d'éiat e

{x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 1.2)
y(t) = C(O)x(t) + D(O)u(t) '

: Matrice d’état de dimension x n.
: Matrice d’entrée ou de commande de dinmmai X m.

: Matrice de sortie de dimensidix n.

O 0O m >

: Matrice de transmission directe de dimemngix m.

1.3.2 Conditions terminales : [3]

Le systeme est souvent soumis a des condifiutiales et finales dites terminales,

données par :

a. Etatinitial :
L’état initial représente I'état du systeme a fard initialt, noté par :

x(to) = xo

b. Etatfinal :

L'état final représente I'état du systemérsstant finalt, noté par;.

On distingue deux cas pour I'état final :

- Etat final imposé (fixeX(t;) connu, c'est-a-dire(t;) = x;.

)
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» Etat final libre (non imposé).Dans ce cas l'état final et imposé par une cormditio

intrinseque au probléme.

L’intervalle du temp$t0 tr ] est appelée horizon de commande. Ce dernier peutirdtsi

ty est.connu ou infini sty — +oo

1.3.3 Contraintes physiques :

Ces derniéres doivent étre respectées poureadsdonctionnement du systeme.

On distingue deux types de contraintes, camianstantanée et contrainte intégrale.

[.3.3.1 Contrainte instantanée :

Cette contrainte doit étre respectéee [¢o, t/ |.

Mathématiquement, elle prend la forme suivante

gi(x(t))u(t)) t) <0 ) i = 1, 2, e , P

1.3.3.2 Contrainte intégrale :

Cette contrainte doit étre respectée le long d&ilon de commandgt, t]

Mathématiquement, elle prend la forme suivante

t .
LJai@®u®,0dt <0 5 j=1,2 e p

1.3.4 Critére de performance :

Ce critere doit étre choisi selon les obijectifs irdSs (poursuite, régulation, énergie

minimale, temps minimal, consommation minimale,), il prend la forme générasiivante :

Y
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Iu®) = o(x(t). ;) + j "0, u(®), Ot 1.3)

« o(x(tr), ty) Partie terminale.

. fttof Yx(t),u(t),t)dt Partie intégrale.

La partie terminale exprime I'objectif & apiser a linstant final par contre la partie
intégrale exprime les objectifs & optimiser suofihon de commande.

Selon la forme du critére, on distingue trgsets de probléme de commande optimale :

» Probléme de Mayer (partie terminale) :

I(u®) = o(x(t7). &) (14)

» Probleme de Lagrangedtie intégrale) :
I(u®) = [ @), u(®), Oydt (1.5)
» Probléme de Bolza (partie terminale et partie iratk) :
Iw®) = o(x(tr), tr) + [;) p(x(0), u(®), Ddt (1.6)

Parmi les principaux criteres d’optimisation, astitigue :

)
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1.3.4.1 Poursuite :

Dans ce cas, on cherche a minimiser I'erreur digti@t du systeme(t) est la trajectoire
désiréex?(t) , il s'agit donc de maintenir I'état du systémistproche de I'état désirée dans

lintervalle de tempsto, tf |-

Mathématiquement, on doit minimiser :

9®) = [ (x40 - ) 0(xt) - x(0))d (1.7)

to
Avec Q=0T , Q=0

Q : Matrice de pondération.

1.3.4.2 Régulation :

La régulation est un cas particulier de lairpoite avea(t) =0 avect € [to, tf],

I'objectif ici est de rejeter les perturbations.

Le critére est donné comme suit :

ty
Ju®) =] [x®I"Qx(®)]dt (1.8)

Avec Q=0T ,0>0
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1.3.4.3 Commande a énergie minimale :

bY

Elle consiste a conduire le systeme de I'étdial x,a l'état final x, en minimisant

I'effort de la commande. Le critére a utiliser @shné comme suit :

tr
Ju@®) = uT@®Ru()dt (1.9)

to
Avec R=RT , R>0
R : Matrice de pondération.

Pour un systeme monovariable, le critere devient :

t

f
Ju@®)=| [u®]*dt (1.10)

to

1.3.4.4 Commande en temps minimal :

Dans ce cas, on cherche a minimiser I'horizon damsande T, c'est-a-dire I'action doit
se faire rapidement. Ce critere utilisé dans lesblpmes de sécurité et de santé,

mathématiquement, on cherche a minimiser :

t

f
Ju®)=| 1de=t;—t, (1.11)

to

Remarque :

On parle de la commande bang-bang quand la codenat toujours saturee,

alternativement a sa valeur minimale ou a sa vateximale

Umin < u(t) < Umax ’ vVt € [to, tf]
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1.3.4.5 Commande terminale :

On cherche a minimiser des objectifs a lanstt, . Le critere a minimiser dans ce cas

est:

J(u(t)) = go(x(tf), tf) (1.12)

1.3.4.6 Commande a consommation minimale :

Elle concerne surtout les processus de productatinue dont on veut diminuer les codts

de fonctionnement. Le critére s’écrit :

J(u®) = f ' [z Bi Iui(t)ll dt (1.13)

pi=0
Ou p; sont des facteurs de pondération positifs constant

Pour un systeme monovariable, le critére devient :

tr
Ju@®) = lu@®lde (1.14)

to

Remarque :
Ces criteres de base peuvent étre combinésfpaner d’autres critéres selon des objectifs
désirés, par exemple :

» Temps minimal et commande a énergie minimale :

)
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J(u(®) = ffof 1dt + ft’;f uT (O Ru(t)dt (1.15)

_ f tf(1 +uT (ORu(®)) dt

0

» Poursuite et commande a énergie minimale :

I(u®) =’ (xd(t) - x(t))TQ(xd(t) - x(t))dt + [ uT () Ru(t)dt (1.16)

|.4 Exemple d’application :

Soit le systéme mécanique de la Figure tialament(t = 0), les longueurs des ressorts
k.et k, sont respectivemerit et [/2.Les trois masses ont la méme largeu©On désire
déterminer la forcef a appliquer, pour déplacer les trois masses, toutaintenant une
distance minimale entre les deux masses etm,. Le transfert doit se faire, aussi, en
minimisant I'’énergie mise en ceuvre. Pour garamtiban fonctionnement, la distance entre

les deux masses, etms doit étre supérieure &/2 .

k
—
] f
o X

Brg 1.1 : Systéme mécanique

Formulons mathématiqguement ce probleme de comnaptdeale.

La formulation de ce probléeme est comme suit :

)
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* Modéle :
Pour la modélisation, on utilise le formalisme dgtange.
Désignons respectivement pay, x, et x; les déplacements des masses, m, etms,
Axqy = x3 — x4
Ax, = x3 — x,
L’énergie cinétique du systéme est :
E.= %mlxlz + %mﬁc% + %mgy'c%

L’énergie potentielle du systéeme est :

1

1
E, = Ekl(x3 —x)% + 5"2(353 — x)?

L’énergie dissipative du systeme est :

* Formalisme de Lagrange :

La dynamique de chaque masse est décrite par tiéqudifférentielle suivante :

d (E)EC> 0E, N 0E, N JEp Z F 1.17)
dt Oxl Oxi Oxi Oxl B '

Avec x(i=1,2,3)

&
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»Massem;:
d (0E.,\ O0E., O0E, O0Ej
dt - =) F 1.18
dt (0561> 0x4 + 0x, + 9%, z 'my ( )
d : 2-1
E(mlxl) —0+k((x3—x)) (-1)+0=0
mljél + k1x1 - k1x3 = O
»Massem, :
d (0E,\ O0E. O0E, O0Ep
E(axz)_axz +ax2 + 0%, _Zsz (1.19)

d
75 (Mat2) = 0+ k(33 = x)* 7 (=1) +0 =0

mzjéz + kzxz - k2x3 = O

»Massem; :

d (aEC) 0E, N 0E, N 0Ep ZF 2%
dt\0xs)  Oxs | Oxs  Ox3 Lu (1.20)

d
a(m's?'%) — 0+ k(3 —x1) —kp(x3—x) +0=f

m3jé3 - k1x1 - kzXz + (kl + kz)x3 = f
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* Modele d'état :

En introduisant les variables vitesses x: etxy, on obtient

.X"l :x4
xz :xs
x3 :x6
kq kq
x4 = x1 - ——x1 +_x3
my 1
k, k,
x5 = xz == __xz +_x3
m; m;
ky k (k; + k) f
Xg = X3 = _x1+_x2_—x3 e

ms ms m; m;

* Condition terminales :

» Etat initial:
xI(O) a/2
EAREA
| B\ Bat+ D)2
D=1 20 | o |
x5(0) 0 /
x6(0) 0
» Etat final :

L’état final est libre car il n’est pagécifie.
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« Contraintes :

Pour garantir la distance entre les deux massgset ms lors du déplacement, on

doit imposer la condition

6a(0) ~ %) > 5

» Critéres:

Pour garantir la distance minimale entredesx masses; et m, on doit aussi imposer
gue leurs vitesses soient tres proches. Pour ogteeat imposer la position et la vitesse de la

massem, comme des consignes pour la maagse Mathématiquement en écrit :
tr
dr= f (2 — x1)? + (x4 — x5)2dt
0
Pour assurer une énergie minimale, on impose
tr
N
0

Donc le critere a optimiser est le suivant :

Jd=d1+d>
ty
g= j (G — x0)2 + (g — x5)% + 2] dt
0

Sujet a
X‘l = Xy

Xo = Xs5

&
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X'_g = Xq
k; k;
Xy=X; = —Fxl +FX3
1 1
k; k;
X5 =Xy = —sz-l—FJQ
2 2
k k (k; + k)
Xg= X3 = —1x1+—2x2—1—2x3+L

m; m; m; m;

X(O) — | X3(0) — (3a + l)/2

= | x(0) 0 o x(y)
x5(0) 0

x](O) a/2

( xz(O)\‘ { (@a+1)/2 \
|
A

(0~ x:(0) > 5

1.5 Méthodes de résolution d’'un probleme de commareloptimale :

Il existe plusieurs meéthodes pour résoudrprobleme de commande optimale, le choix
de la méthode dépend du type de probléme considé&méralement les problemes de

commande optimale sont résolus par les méthodeargas :

1.5.1 Méthode de calcul des variations (Equation &uler-Lagrange) :

Le calcul des variations est la brancherdathématiques appliquées qui s’intéresse a

I'optimisation des fonctionnelles.
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mi(n)J(x(t)) = tfg(x(t), x(t),t) dt (1.21)

ty
Sujet a:
x(tp) = xg
x(tf) =Xx; oulibre

Pour déterminer le minimum ge on doit résoudre I'équation d’Euler-Lagrange asles

conditions aux limites appropriées.

> Etat final fixe :

dg d (6g>
ax

Ox dt
x(ty) = xg
x(tr) = %

> Etat final libre :

dg d(@g)_o
ox dt\dx/

X(t()) =Xy -

dg

. =0
ox t=ty
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1.5.2 Programmation dynamique (principe d’optimalité de Bellman):

Soit ¢y, telque 0 <t; <tf.
Le principe de Bellman établit que la trajectoire optimale sur[t1 tf], avec comme
condition initiale x; = x*(t;) . Autrement dit, si J*(x,) est la valeur optimale du critére

sur [0 tf] pour une condition initiale x; , alors :

tr
J*(xo) = rlfl(ltr)l <] (WYx(t),u(t), t)dt + v(xf)> (1.22)

= min ( 1lp(x(t),u(t),t)dt+J*(x1)>

T (o) teloty]

Avec J*(x;) la valeur optimale de critére sur l'intervalle [tl tf]pour une condition

initiale x;.

1.5.3 Principe du minimum de Pontriaguine PMP :

Soit le probléme de commande optimale suivant
minJ(u()) = ¢ (x(ty), tr) + 79 @), u®), Hdt (1.23)

Sujet a:

x(t) = f(x(O), u(®), t)
x(to) = xo
x(tf) = x; ou libre

Pour résoudre ce probleme, Pontriaguine agsexpd’introduire I'équation de modele

dans le critére en utilisant des variables adjsiae)

&
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gl(itr)lg(u(t)) = o(x(tr). tr) + fttofzp (x (), u(®), ©) + AT (f (x(©), u(t), t) — x(¢))dt

(1.24)
Sujet a:

HCx(@®),u(®), A1), 1) = @x(0), u(®), t) + AT () f (x (1), u(®),t)

Le critére devient :

gl(itr)lg(u(t)) = (px(tr), t7) + ftsz(x(t),u(t),A(t), t) — AT(O)x(t)dt (1.25)

Les étapes a suivre pour résoudre le probléeme menemde optimal sont :

» Déterminer la fonction d’Hamilton

> Déterminer I'expression de la loi de commande oglinen résolvantV, H = 0

» Ecrire et résoudre les équations d’Hamilton Pogtriiae
x(t) =V,H (1.26)
A(t) = _va 0)2

» Application les conditions terminales pour déterenila solution particuliére des

éguations de Hamilton Pontriaguine. Les conditi@nsinales sont données comme

Suit :

> Etat finale imposé :

x(to) = xo (1.28)

x(tr) = x; (1.29)
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> Etat finale libre :

x(to) = xo

do(x(tr), t

Aty) = O9(xlty).ty) (1.30)
ox(tr)

* Etudier la nature de la solution : pour étudiendéure de la solution, on doit étudier la

matrice suivante :
V2H (1.31)

Si elle définit positive, on un minimum. Dans les @@ntraire, la solution est un

maximum.

|.6 Conclusion :

L’objectif de ce chapitre est de mettre erdénce les €éléments nécessaires et la démarche
a suivre pour la formulation d’un probléme de comd®optimale et de présenté les
différentes méthodes utilisées pour la résolutemra dernier. Parmi ces méthodes, le
principe du minimum de Pontriaguine reste la méghadlus utilisée. Cette derniére sera

exposee dans le chapitre suivant.

&




Introduction générale

La théorie moderne de la commande optimale a cornéngans les années 50, avec la
formulation du principe du maximum de Pontriaguimg, généralise les équations d’Euler-
Lagrange du calcul des variations. De nos jousssystemes automatisés font complétement
partie de notre quotidien, ayant pour but d’améliartre qualité de vie et de faciliter

certaines taches. [1]

L’objectif de probleme de commande optimalesiste a transférer I'état du systeme d’un
état initial vers un état final en minimisant uitére de performance. Une voiture sur
laquelle on agit avec les pédales d’accélératede étein, et qu’'on guide avec le volant est un
exemple de systeme dynamique commander pour leguatut imposer de faire un itinéraire
en un temps bien déterminé. L'objectif peut étresad’atteindre une ville en temps ou en
énergie minimale. Un autre exemple concerne la miggiion de rendement d’un processus
industriel par exemple. Pour réaliser on doit dgimaniéere optimale sur les grandeurs

manipulées (commandées).

Plusieurs méthodes ont été proposées pousdéutéon d’un probleme de commande
optimale. Parmi ces méthodes, on retrouve le grende minimum qui permet de concevoir

des lois de commande méme pour les systemes gutiesent perturbé.

L’objectif de ce travail est étudier la commaraptimale d’un systeme intrinsequement

perturbé.

]



Principe du minimum de Pontriaguine

[I.1 Introduction :

Le principe du minimum de Pontriaguine esttdiorent utilisé dans la théorie de
l'optimisation mathématique et de la commande oplemdes systemes dynamiques. |
consiste a trouver la commande optimale permettantener le systéme d’un état a un autre
état. Ce principe est une généralisation des é@qnsatHamilton de calcul des variations
formulé par le mathématicien soviétique Lev Semafo¥ontriaguine et ses étudiants. Ce
principe permet d’examiner la minimisation d’'un Haamien sur un espace des commandes

admissibles.

[I.2 Condition d’optimalité : [4]

En 1962, Pontriaguine a développé son principmislimum célébré qui a permis d'inclure
des limites sur les variables de commande. Le problque Pontriaguine et ses collégues
considéraient était la détermination de la fonctiencommande admissible qui minimise ou

maximise l'indice de performance :

tf
Jd= f Y(x, u, t)dt (11.1)
to
Sous la contrainte égalité :
x=f(x,ut) (11.2)

Et la contrainte du variable du contréle :

u(t) eU

U est un sous-ensemble A&

t € [to, tf]
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On suppose que I'état initial est connu :

x(to) = xo

Et que le temps initial est connu :

t=t0

Si nous considérons le cas d’'un maximum reldtfsa
AJ=Ju+6u)—Jw) <0 (I11.3)

L'incrément peut étre exprimé en termes der&mjere variation de la fonctionnelle

comme Suit :

AJ = 6J(u, 6u) + g(u, du)l||sul| (11.4)

Comme la normiul tend vers zéro, la fonctiam qui a des termes d'ordre supérieur dans
du tend vers zéro. Par conséquent, une conditionseate pour un maximum relatif est

comme suit :
dJ(u,6u) <0 (11.5)
Si la commande optimale se trouve sur la érdit I'ensemble admissible, alors la variation
dun'est pas libre. Ceci est illustré dans la figut& Nous avons développé la premiere

variation de la fonctionnelle augmentée pour urblgntme de commande optimale. Cette

éguation peut étre écrite comme suit :

T

. QH\' r (OH
574(u,6u) = —AT(t;) 8x; + H(t;) 5t; + f (A+3;) oxar+ f (5 %) ona
to ox t, \0X
(MY sud 1.6
* f (a) ouee (r-6)
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Région Inadmissible

Figure 1.1 : Contraintes de commande

Puisque les variatiord& et §A sont libres, les équations d'Euler-Lagrange, tedraintes
du type égalité et les conditions de transversalitét des conditions nécessaires pour un
extremum de la fonctionnelle. Si ces conditiond satisfaites, la premiere variation se réduit

a:

tr

5.4, 6u) = f (—Z) Su dt (I1.7)

to

Lorsque la commande atteint la limite du lemble de la commande admissible, la

variationdu n'est pas libre. L'intégrale de I'équation (lledt au premier ordre
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T

0H B
(%) ou=Hu+ édu) — H(u) (11.8)

La premiere variante est donc :

6J4 = ftO[H(u +6u)—H)]dt <0 (11.9)
tr

La condition nécessaire pour un maximum est :

H(x,A,u) = H(x,A,u+ du) (11.10)

Le principe du minimum de Pontriaguine stipule ¢acommande optimale qui maximise
la fonctionnelleJ doit maximiser le HamiltoniaH. De méme, la commande qui minimise la

fonctionnelle doit minimiser ’'Hamiltonian. La comidn nécessaire pour un minimum est :

H(x,A,u) < H(x,A,u+ du) (I1.11)

Les conditions nécessaires pour un extremum duiome! J peuvent étre résumées

comme Suit :

Equations des variables adjointes :

A= oH 11.12
- ax ( . )

Equations des variables d’état

'—aH— (11.13)
x—al—f .
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Les équations (11.12) et (11.13) sont appelées &qna d’Hamilton -Pontriaguine.
Condition initiale

x(ty) = xo (11.14)

Condition de transversalité

—AT(tr)6x; + H(tf)St; = 0 (11.15)

Expression de la commande optimale :

OH _

= =0 (I1.18)

La résolution de cette équation permet de détemtieepression de la commande optimale

en fonction de I'état et des variables adjointes.
w*(t) = d(x(t), A(t),t) (11.19)
Puis par la résolution des équations d’HamiltontRaguine, on détermine les trajectoires

optimales des états’(t) et les variables adjointes(t). En substituant ces dernieres dans

I'expression de la commande optimale (11.19), otiestt la commande optimale comme suit :

w (t) = d(x*(t), 17 (t), t) (11.20)
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[1.3 Exemple illustratif :

Soit le probléme de commande optimale

_l o 2 2
(rirll(agﬁﬂ(u(t)) = 2[0 (x ) +u (t)) dt (11.20)
Sujeta:
x(t) = u(t)
x(0)=1

Pour résoudre ce probléme en utilisant le prindipeninimum, on suit les étapes suivantes :

Hamiltonian:

H(x(©),u(),A(t)) = L(x(0) + u(®)) + ZAi(t) x(t)

= — % (x2(0) + u?(@®) + A(D)x(t)

=— % (x2(®) + u2(D) + AOu(t) (11.21)

Commande optimale :

Vi H(x(0), u(®), A1) = —u(®) + A(t) = 0

= u*(t) = A(t)

H*(x(®),u" (), A1) = —%(xz(t) +22(D))

= —%xz(t) +%/12(t) (11.22)

=
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Equations d’Hamilton-Pontyaguine:

*

x1(t) = o A(t) (I1.23)
. dH*
=== x(t) (11.24)

En dérivant I'équation (11.24), il vient :

At) = (0)(t) (11.25)

Et d’apres (I1.23), on aura :

A =2t =1t)-2(t) =0 (I11.26)

La solution de cette "équation différentielle est :

A(t) = aet + Bet (11.27)

Pour déterminer les constantegtf, on utilise les conditions terminales. D’apres2d),

ona:

x(t) = A(t) = x(t) = aet — et (11.28)
En imposant les conditions terminales, il vient :
Pourt =0,0ona:

x(0)=a—-p=1

Pourt = 2, on a un état final libre, alors

&
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1 1 _1
A(E)z aez+ fe 2=0
La résolution du systéme d’équation :

a—pf =
1 _1
aez+ fe 2=0

Donne :

p=- e+1
Ce qui donne la commande optimale suivante :

SORTNEEFREER

[1.4 Conclusion :

L’objectif de ce chapitre est le principe miinimum. Ce principe est le plus utilisé pour

résoudre le probleme de commande optimale. Lesitoomsl d’optimalité sont données sous

la forme d'un systéme d'équation différentielle inadre (du premier ordre) simples a

résoudre numériquement.

Dans le prochain chapitre, on présente lecgpérdu minimum dans le cas d’'un systeme

intrinsequement perturbé.




Commande optimale d’un systeme perturbé

[11.1 Introduction :

De nombreuses applications telles que les dssques, les robots a bras flexibles, les
machines-outils de haute précision, les servomstesont des applications ou la présence de
friction est un facteur important de la détériaratdes performances de ces appareils. Ainsi,
il est intéressant d’étudier les correcteurs quieet faire face au probleme de friction et
suivre avec précision la sortie souhaitée. En pi@sde frottement, on peut dire que le
systeme est intrinsequement perturbé. Dans cetohapn s’intéresse a la commande

optimale d’'un systeme perturbé.

l1l.2 Présentation du probléme :

[11.2.1 Force du frottement (Friction) :

La friction est une non-linéarité qui est omngaéte. Dans les applications ou une
précision tres élevée est souhaitée et ou la dynamdu systéme se caractérise par des modes
flexibles, la présence de friction pose un déf adnception. Pour les systémes ou les
coefficients de frottement et d’amortissement gtftéquences naturelles des modes flexibles
sont incertains, il est nécessaire de concevoicdesodleurs capables d’assurer les

performances désirées.[5]

En effet, la présence des forces de frictieut ggir de sorte a forcer le déplacement du

systeme dans le sens inverse au sens désirée.

[11.2.2 Exemple d’'un systeme perturbé

Soit le systéme mécanique de la figure cisapbi désire appliquer une force u pour
déplacer le systéme d’une position initiale vers pasition finale. En présence d’'une force
de friction dont le sens dépend de la variatiotadatesse de déplacement de la masse m, le

systeme est dit intrinsequement perturbé.

Dans ce qui suit, on formule un probleme de canmae optimale pour ce systéme.
L'objectif est de déplacer la masse d’une positinitiale vers une autre position finale en un

temps minimale.

Yy
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>< >< - fesgn(x)

Figure Ill.1 : Systeme de corps rigide soumis a une force desfnatit

l11.3. Modéle mathématique :

Pour modéliser le systéme, on utilise la loi ésvbdn. On désigne par x la position de la

masse.

Yi Fi = mi(t) (111.2)

On a deux forces qui agissent sur la masstorda u appliqué et la force de frottement.
Cette derniere est égale au signe de la viteskerdasse multiplié par un facteur de
frottementf,. Cette derniéere force est de sens opposé au eépdat. Ainsi, la loi de Newton
donne

=
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u(t) — fosgn(x) = mi(t) (111.2)
%(t) = %u(t) —% fosgn(x) (111.3)

On pose

x1=x
. dx .
x2=x1=—=x

dt

X, =X,
{XZ =x= %(u(t) — fesgn(x)) (1.4)

D’ou le modéle d'état suivant

X2

[X1]= 8 (1)] [i;]Jf[%l (u(®) - fesgn(®)) (111.5)

L'objectif est de déplacer la masse en temps mil@nunc le critére a optimiser est :

Ty

minJ (u(®) = [ 1t

0

Donc le probléeme de commande optimale a résouwgdre e

T

) f
r&ltgl](u(t)) = f 1dt

0

Sujet a:

#(t) = Ax(©) + B (u(t) - fosgn(x(®))) ,

x1(0)
x(0) = [le(o) ] (111.6)
[x(Ty)
x(Tf) = LCZ(Tf)

&
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Et pratiguement, on doit imposer la contrainte anie
-U=su()<U,

Ou les matrices A et B sont définies comme suit :

Appliquons le principe du minimum pour détermirgesblution du probleme de commande

optimale.
Hamiltonian
HooAwt) =1+ A7 (Ax(t) + B (u(®) - fcsgn(jc(t)))) (11.7)
La commande optimale est obtenue en calculant
VapH =0 (111.8)

BTA=0 (111.9)

On déduit que la commande optimale est sur laifrmtc’est-a-dire
u(t) = —U sign(BT1) 1(110)

Les conditionsd’optimalité sont données comme :
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Le profil de la commande optimale résultantdestype bang-bang ou la commutation est

déterminée par la fonctids’ 1 .
lll.4 Paramétrage de la commande

L’équation du mouvement (I11.1) est non lin@adr cause de la fonction signe dans le
modele de frottement. Pour éliminer la non-linéaaittribuée a la fonction signe, une
technique simple est présentée dans cette seElierconsiste a introduire une nouvelle
commande qui comprend I'entrée externe et la fdedeottement. Cette nouvelle commande
agit maintenant sur un systeme linéaire. Ceci pednéliser de tous les outils disponibles

pour la conception des contrdleurs pour les sysidiméaires.

Supposons que le profil de la commande opéraat un profil du type bang-bang a une

commutation. En définissant la nouvelle entrée cemsmit :
u, =u— f,sgn(x) (I11.13)

L'équation du mouvement du systeme deviegtlhne. Cependant, la nouvelle entrée n'est
plus un profil bang-bang. La figure III.2 illusttemment peut-on déterminer la commande
optimale. Tout d'abord, le profil de la vitesseiggiosé par exemple comme indiqué dans le
graphique supérieur de la figure llIZ2. etT; correspondent au moment ou la vitesse de la
masse devient nulle & est le moment ou la nouvelle commande commutéorca de
frottement peut étre déterminée a partir de calmtefvitesse qui est représenté dans le
troisieme graphique de la Figure 111.2. Ensuite,nbuvelle commande peut étre déterminée
comme la somme de l'entrée réelle et de la fordeottement comme indiqué dans le dernier

graphique de la Figure IlI.2.

Maintenant, la nouvelle commande peut étrarpatrée par les instants de commutation
de la vitesse et de commande, et le temps fin&jiés respectivement par T1, T2, T3 et Tf.
On impose aussi la position finale de la mass&egiurs supérieure a la position initiale de

la masse, c'est-a-dire,

xl(Tf) > x,(0).

&
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Ainsi, selon les profils de vitesse et de commang®seés on peut avoir plusieurs scénarios

pour la nouvelle commande. Par exemple, on peut Begcas suivants :

U-f. 0<t<T
u,(t) ={-U—fc T <t<Ty (11.14)
0 T <t
(U+fc 0<t<Ty
_Ju-f T, <t<T,
=\ _yZf T, <t<T (111.15)
0 T;<t
( U-—f. 0<t<Ty
_)-Uu-+f T, <t<T,
u, (t) = _U+F T,<t<T, (11.16)
0 T, <t
(U+f. 0<t<T
U—f T, <t<T,
u,(t) =3 “U—fc T <t<T; (11.17)
|-U+f T, <t<T;
0 T <t
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x(t)

u(t)

-U

_fcsgn(x)

fe

un ()

U+ f.

Figure 1l1.2: Interprétation de la nouvelle commande.
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Etant donné que la nouvelle commande est garamen termes d'instants de
commutations inconnus et du temps final, I'équatiomouvement du systéme peut étre

intégrée sur I'horizon de commande. Considéromsdeier cas (), pour déterminer les
différents instants de commutations, on a

Tr
x(T,) = eTix, +f (u—f.) eA"=PBdr
0

(111.18)

Ty
x(Tp) = AT Mx(T) + |~ (—u—£) eA"OBdr

Ty

(Dx(0) = 0;%(Tf) = 0

/ t

(i)%(0) < 0;x(T;) = 0

(ii))x(0) = 0; %(T;) < 0

\

(iv)%(0) < 0;%(T;) < 0

Figure I11.3 : Exemples de profils possibles de vitesse différpots la masse.

g
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De méme pour le cas (2), on a les équations s@sant

T
x(T,) = eTixg + | (U + f,)eA(""DBdr
0

(11.19)

T;
x(Ty) = e Tx(T) + | (U + £.)e*T2"DBdr
T,

T3
x(Tp) = eAT Ty (T,) + ) (U + £.)e*TrDBdr
2

Dans dernier ca¥; est l'instant de commutation de la vitessg,eest I'instant de

commutation de la nouvelle commangg Ainsi, comme d%, on a

x(Tp) = [a(Ty)  x(T0)] (111.20)
Et aT, , la vitesse doit satisfaire
x2(T1) =0 (111.21)

Ainsi, la résolution des équations (111.18), perrdetdéterminer les différents instants de

commutationT; , T, et le temps final. Il reste a déterminer les trajectoires optimalesr

les états et la commande

[11.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons introduit lasdadu systéme intrinsequement perturbé par
un exemple illustratif. Il s’agit d’'un systeme maizpie caractérisé par une force de friction
dont le sens dépend de la vitesse de déplacemémtiesse. Pour résoudre un probleme de
commande optimale d’'un systeme perturbé, nous adéiits une nouvelle entrée permettant
de linéariser le systeme. Puis, des profils desséeet de commande peuvent étre imposés de

sorte a satisfaire le cahier des charges. La preratape consiste a déterminer les différents
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instants de commutation et éventuellement le teimpkpour les profils de vitesse et de
commande choisis de sorte a réaliser les objectifs.

Dans le chapitre suivant, pour déterminer la comaeaptimale et profiles optimaux pour
les états, on utilise le principe du minimum.

&
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IV.1 Introduction
Certain systeme dynamique caractérisé papelesrbations internes, par exemple la force
de frottement est liées directement a la vitessgegdacement d’une masse, la conception des

lois de commande optimale est difficile pour ceetge systeme.

Dans ce chapitre, on présente s’intéresse&stdution d’'un probleme de commande
optimale d’'un systeme intrinséquement perturbétdéisant le principe du minimum de
Pontriaguine pour concevoir des lois de commands Bacas de la présence des

perturbations interne.

IV.2 Formuler le probleme:

Dans le chapitre précédent, nous avons mentionné que les profils de vitesse et de
commande peuvent étre imposés. La premiére étape consiste a déterminer les différents
instants des différentes commutations. Dans cette section, on s’intéresse a la détermination
des trajectoires optimales des états et de la commande. Pour cela considérons le probléme

de commande optimale suivant :

Ty
rlrll(ltgljo 1dt (1v.1)
Sujet a:
#(t) = Ax(©) + B (u(t) - fosgn(x(©))),
x(0) = [1,(0) (01", x(0) = [x,(T7) x,(T)]"
—U<u(t)<U,
U+f. 0<t<T,
{U—ﬁ T, <t<T,
=) -U-f. T, <t<Tf
0 T, <t
Avec :

=
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U, = u(®) — fosgn(x(®)) (1v.2)

Un exemple de profiles, avec trois commutationssjide est donné par la Figure IV.1.

x(t) 4

u(t),

7

—fesgn(x) 4

fe

—fe

up(t) A

U+ f,

U~—fe

Figure IV.1 : Exemple de profils possibles.

|
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IV.3 Conditions d’optimalité :

Pour un systeme dynamique caractérisé paotieifent, le profil de commande est du

type bang-bang avec une fonction de commutatioimi¢gfarB”

Supposons que l'entrée de commande commute aarts® (i = 1,2, ....,1) , etla
vitesse du systeme change son sigrfeis aux instantsT; (j = 1...m). Par exemple, dans
la figure 1.2, T, est I'instant de commutation de la commandg etst I'instant de
commutation de vitesse. Par conséquiest2,k, = 1 etm = 1. Dans le cas général, le
probleme de contréle optimal dans I'équation (dyt étre réécrit avec la nouvelle

commande comme suit :

. Ty
min J,/1dt V(B)

Sujeta:
x =Ax+B(u+ (-1)’f,) Tio1 <t <T;
x,(Tx;) =0

x(To) = [x1(To) 2, (T)IT . x(Ty) = [xa(Ty) x,(Ty)]"
—U<u<U

Pourj = 1,...,m + 1. Le Lagrangienne de nouveau probléme s’écrit cosuite

L=¢TN+ ft’;f (H— AT%) dt (A.

Fonction d’Hamilton :
H=1+A[Ax+B(u+ (-1'f,)] , T, <t<T; (IV.5)

Avec les contraintes intérieures aux points de catations de la vitesse :

)
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[X(Txp) wo enone *(Tem)] =0 (IvV.6)
L'indice m+1, correspond a l'instant find}, est une variable libre.

Les multiplicateurs de Lagrange sont définis comme

20 t:Tkj

lpj{:() et J=le.m (IV.7)

Les conditions d’optimalité est sont données coramie:

. 0H
}L(t) = - m (IV 9)
u = —Usgn( BTA(t)) (1v.10)

Et les conditions aux points de commutations dosigéenme suit :

N
A1) = 4(13) + v 32
J
N
et H(Tg) = H(TY) —wax(T"k’.) (IV.11)
J

L'Hamiltonian doit étre continu aux pointsa®@nmutation car la contrainte du poiNy

dans I'équation (IV.11) n'est pas une fonctioniekpldu temps. Alors, on dit imposer

H(Ti;) = H(TE) (Iv.12)
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IV.4 Exemple d’application :

Considérons le probleme de contrble optimal suivant

miny) [ 1 dt (IV.13)

Sujet a:
10 =[ 3@ +[J] w® - fsgn®)

x(0)=[0 -1]
x(Tr)=[1 o]
-1<u<l1

Ouf, = 0.4. Le profil de contréle optimal est un bang-bangha commutation &= T, et

la vitesse aussi commute une foig & T; .

Ainsi, la nouvelle commande est paramétrée comite su

( 1.4 0<t<Ty
0.6 T, <t<T,
Up = { —14 T,<t<T; (IvV.14)
L o T, <t

Pour déterminer les différents instants de comnuutadt le temps final, on résoudre les

éguations suivantes :

x(Ty) = edTix, + fOTl(U + f.)e4"1=DBdr (v.15)

x(T,) = eAT2"T)x(T,) + fTTZ(U + f.)eAT"9Bdr (v.16)
1




Application du principe du minimum aux systémes perturbés

x(Tf) = eATF~T2) (T, + fqu(U + £.)eATrDBdr V.17)

La résolution de ces trois équations donne leaimstde commutation suivants :

T, = 0.7143
T, = 2.4938 (IV.18)
Ty = 3.2564

A partir du temps de commutation qui en ré&suét condition d'optimalité peut étre
vérifiée. Le probleme de contrble optimal dansuaiopn (IV.14) peut étre réécrit comme

suit:

x(t) =Ax(t) + B(u+ f;) 0<t<T
x(t) =Ax(t) + Blu—f,) T, <t<T
x,(Ty) =0 (IV.19)

x(=[0 -11" ; x(T;)=[1 o]
-1<u<l1
Le Lagrangien du systéme s’écrit

L =x,(Ty) + [, (H — AT%) dt (IV.20)
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D’ou I'Hamiltonian

(14 2AT[Ax+Bu+f)] 0<t<T, Viol
|14+ 2T[Ax+Bu—-f)] Ty <t<T; (Vi.21)
Les conditions d’optimalité s’écrivent
. 0H Ax+Bu+f,) 0<t<Ty
x‘ﬁ_{Ax+B(u—fc) T, <t<Ty (v.22)
A= o _ AT V.23
u=—sgn(BTA) (IV.24)

Et la contrainte a I'instant de commutatifnest :

ON
M) = (T + Y H(Ty) = H(T}) (IV.25)

OUN est une contrainte a vérifier a I'instant de cortatianT,, on aN = x,(T;). La

continuité de 'Hamilton impose

1+ [4(T7)  A(T7)] (Ax(T1_) +B(1+ fc))

=1+ [T ATHI(Ax(TH) + B(1 - £)) (IV.26)
Puisque seulememnt,est discontinu & = T;, on suppose que :

Ay (T1) = 2,(T7) + yA(Ty) (v.27)
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Remplacant les matrices A et B dans I'équatidn(T)

D) R[] = e a0
L(TDA+ f) = 4(THA - f) (Iv.28)

En remplacant (IV.28) dans (IV.29) on trouve

L(THA+f) = (/12 (T) + )//12(T1_))(1 — fe) (1vV.29)

D’ou

2fc
1-fe

(IV.30)

L’équation des variables adjointes permet d’édasetrajectoires optimales suivantes :

AT) = e~4'T: A(0)
A(T1+) = (1 +]) /1(T1_)
MTy) = e~ A" T=T) (T} (IV.31)

OuJ et définit comme suit :

= [8 3 (IV.32)

=



Application du principe du minimum aux systémes perturbés

Le probleme revient a chercher A1(0). Ainsi a t=0, on a

H(0) = ] + AT[Ax(0) + B + £)] = 1+ A7(0) [(1_+1f B (IV.33)
Qui nécessite

AT(0) [(1 Tl-lfc)] S (IV.34)

Cette équation permet de définir la valeurid@) permettant de définir la commande
optimale. Ainsi, en faisant des tests de simulationdétermine la valeur(0) et de déduire

la commande optimale.

Les résultats de simulation obtenus sont donnékepdiigures suivantes, on remarque

gue les obijectifs fixés soattraient.
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Figure IV.2 : Trajectoires optimales pour les états.
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Figure 1V.3 : Commande optimale(t)

V.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le preacip minimum pour la synthése d’une loi de
commande du type bang-bang pour un systéme ingquesgent perturbé. Nous avons montré
gue les conditions d’optimalité restent les mémassrdes contraintes imposées aux temps de
commutations sur les variables adjointes doiveet @éfinies. Ainsi, par le choix d’une valeur

adéquate aux variables adjointes, la commande algtipeut étre déterminée en faisant des
tests de simulation.

La résolution de ces conditions d’optimalité poarsgénario donné pour la
commande a été illustrée par exemple d’application.

=



Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit damsdre de la commande optimale des
systemes dynamiques. L’'objectif est d’étudier riagpe de minimum pour concevoir des
lois de commande pour un systeme intrinsequementrpé. Un exemple du systeme

mécanique avec une force de frottement est pristaexemple d’application.

En premier, on a présenté les difftag étapes de la formulation d’'un probléme de
commande optimale et nous avons présenté asdgidiffiérentes méthodes de la résolution
optimale. Puis, on a présenté le principe de minindle Pontriaguine, une méthode élégante
gui permet de déterminer la commande optimale. #préus avons introduit les systemes
perturbés et leur commande optimale. A la fin, nexmns utilisé le principe du minimum

pour la détermination de la commande optimale pousystéme incertain.

L’étude effectuée démontre I'efficacité du prireiggu minimum dans la détermination de la
commande optimale méme en présence de commutgtiagifet, en plus des conditions
d’optimalité définies par les équations d’HamiltBontriaguine et les conditions aux limites,
des contraintes aux instants de commutation stnoidnites. La résolution des ces conditions
d’optimalité permet de déterminer la commande oglgnpermettant de ramener le systeme a

I'état désiré en présence des perturbations ingerne

=
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Les mots clé :

e Lacommande optimale

e Principe du minimum de Pontriaguine

e Commande optimale d’un systeme perturbé

e Systeme intrinsequement perturbé

e Meéthode de résolution d’un probleme de commande optimale
e Condition d’optimalité

e Lacommande bang-bang

e Commande a temps minimale

e Equation d’Hamilton-Pontriaguine



Résumé :

Certains systemes dynamiques sont caractérisés par des perturbations internes. Par
exemple, les forces des frottements sont liés directement aux vitesses .la conception des lois
de commande optimale est trés difficile. Dans ce travaille, on utilise le principe du minimum
de Pontriaguine pour concevoir des lois des commandes dans le cas de la présence des

perturbations interne.
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