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À

tous ceux qui ont une relation de près ou de loin
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Introduction générale

De nombreuses distributions utilisées dans la pratique sont des distributions à queues
fines, la longueur et le poids des animaux par exemple sont généralement de distributions
à queues fines.Certains phénomènes aléatoires ne sont pas modelisés par de telles distribu-
tions mais par des distributions à queues lourdes.

Le premier exemple de ce type de distribution a été trouvé dans Mandelbort [15] où
il a montré que le changememnt des prix de coton est une distribution à queue lourde.
Depuis lors, de nombreux autres exemples se trouvent, parmi ceux-ci : le rendement des
marchés financiers (Rachev [18], Embrechts et al [7]) et l’ampleur des tremblements de terre
et les inondations (Latchman et al [13], Malamud et Turcotte [14] ). Problème : comment
définir les distributions à queues lourdes ? par quel moyen peut on les détecter et dans quel
domaine peut on les appliquer ?

Dans ce mémoire nous intéressons à l’étude des distributions à queues lourdes.

Ce travail s’articule autour de deux chapitres. Le premier chapitre donne une définition
et des exemples de distributions à queues lourdes ainsi qu’une caractérisation de ces dis-
tributions par les moyens de taux de hasard où nous introduisons un critère qui identifie si
une distribution est à queue lourde ou à queue légère. Ensuite, on s’intéresse aux propriétés
caractéristiques des distributions à queues lourdes, i.e. des distributions dont tous les mo-
ments exponentiels positifs sont infinis ; le principal résultat concerne les limites inférieurs
des queues de convolution.

Ensuite, on présentera les différentes classes des distributions à queues lourdes : on
parlera plus profondément des distributions sous-exponentielles et des distributions à va-
riation régulière qui sont les classes les plus importantes de distributions à queues lourdes
et les distributions à variation dominnée.

Dans le deuxième chapitre, on donnera quelques applications des distributions à
queues lourdes : on commençera tout d’abord par la probabilité de ruine, ensuite, on
introduit une application sur le calcul de la VaR.

7



Chapitre 1

Distributions à queues lourdes

Les distributions à queues lourdes sont des distributions qui ont des queues non ex-
ponentiellement bornées, i.e. qui ont des queues plus lourdes que celles des distributions
exponentielles.

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F (x) = P[X ≤ x].
Notons F (x) = 1− F (x), F (x) est dite fonction de queue.

1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Une distribution F sur R est dite à support non borné si F (x) > 0,∀x ∈
R.

Définition 1.1.2. Une distribution F (ou X) est dite à queue lourde si et seulement si :

∫

R
eεxF (dx) = ∞, ∀ε > 0

(Ce qui signifie que la fonction génératrice n’existe pas)
D’une manière équivalente

lim
x→∞

P[X > x + y|X > x] = lim
x→∞

F (x + y)

F (x)
= 1, ∀x, y ≥ 0, F (x) > 0.

Cette dernière peut s’écrire comme suit :

F (x + y) ∼ F (x), ∀y ≥ 0 pour x relativement grand

On note L l’ensemble des distributions à queues lourdes.

Proposition 1.1.1. Une fonction f, (f > 0) est dite à queue lourde si et seulement si :

lim sup
x→∞

f(x)eεx = ∞, ∀ε > 0
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Remarque 1.1.3. On dit qu’une fonction non négative est à queue lourde si elle est bornée
par une fonction exponentielle décroissante.

Définition 1.1.4. Une distribution F est dite à queue légère si et seulement si :

∫

R
eεxF (dx) < ∞, ε > 0

Ou d’une manière équivalente
E[eεx] < ∞, ε > 0

Remarque 1.1.5. Si F est une distribution à queue légère, alors tous ses moments sont
finis, i.e.,

∫∞
0

xkF (dx) < ∞, k > 0.

1.2 Exemples de distributions à queues lourdes

1. Distribution de Pareto :

Sa fonction de queue est donnée par :

F (x) = (
k

x + k
)a; k, a > 0, x ∈ R+

On a :

E(Xα) < ∞, ∀α < a

E(Xα) = +∞, ∀α ≥ a

On note la distribution de Pareto par Pa(a, k)

2. Distribution de Burr :

Sa fonction de queue est donnée par :

F (x) = (
k

xτ + k
)α; k, α, τ > 0, x ∈ R+

On a :

E(Xα) < ∞, ∀γ < ατ

E(Xα) = ∞, ∀γ ≥ ατ

Remarque 1.2.1. Pour τ = 1, la distribution de Burr est équivalente dans sa queue
à celle de Pareto.
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3. Distribution de Cauchy (sur R) :

Sa fonction de densité f est donnée par :

f(x) =
k

π((x− α)2 + k2)
; k, x, α ∈ R

E(Xα) < ∞, ∀α < 1

E(Xα) = ∞, ∀α ≥ 1

4. Distribution lognormale (sur R+) :

Sa fonction de densité f est donnée par :

f(x) =
1√
2π

e
−(log(x)− µ)2

2σ2 ; µ, σ > 0, x > 0

E(Xα) < ∞, ∀α.

5. Distribution de Weibull (sur R) :

Sa fonction de queue F est donnée par :

F (x) = e−(x
k
)α

, x ≥ 0, 0 < α < 1, ∀k > 0

E(Xα) < ∞, ∀α.

Remarque 1.2.2. Si α = 1, on retrouve la distribution exponentielle.

Un exemple de distributions à queues non lourdes est la distribution exponentielle :

F (x + y)

F (x)
=

e−θ(x+y)

e−θx
= e−θy.

1.3 Propriétés des distributions à queues lourdes

Proposition 1.3.1. Soient X ∈ L et Y ≥ 0 une variable aléatoire indépendante de X,
alors

P[X − Y > x] ∼ P[X > x]

10



preuve :

P[X − Y > x] = P[X − Y > x|X > x]F (x)

= F (x)

∫ ∞

0

P[X > x + y|X > x]fY (y)dy

→ F (x) puisque P[X > x + y|X > x] → 1, x →∞

Lemme 1.3.1. [19]

Soit F la distribution sur {a + hn, n ∈ Z}, a ∈ R, h > 0 telle que
F{a + hn} = pn, alors F est à queue lourde si et seulement si la suite (pn) est à queue
lourde,i.e.,

lim sup
n→∞

pneεn = ∞, ∀ε > 0.

Proposition 1.3.2.

X ∈ L ⇔ lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1, ∀y ≥ 0. (1.1)

Notons que pour toute variable aléatoire X, et ∀y ≥ 0, on a

F (x− y)

F (x)
≥ 1

Par conséquent

lim inf
x→∞

F (x− y)

F (x)
≥ 1

Alors, (1.1) peut se réécrire comme suit :

X ∈ L ⇔ lim sup
x→∞

F (x− y)

F (x)
≤ 1, ∀y ≥ 0

1.4 Caractérisations des distributions à queues lourdes

par les moyens de taux de hasard

Soit F (x) une fonction de distribution sur [0,∞), avec une fonction de distribution
équilibrée Fe(x). Nous étudions dans cette partie la fonction re(x) , qui est appellée le taux
de hasard équilibré de F .

Par le comportement de la limite de re(x), nous donnons un critère qui identifie F si
une distribution à queue lourde ou bien à queue légère et nous introduisons deux grandes
classes de distributions à queues lourdes.
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Définition 1.4.1. Soit F une fonction de distribution et f sa densité.
La fonction R(x) = − ln F (x) est appelée fonction de hasard de F , si R(x) est différentiable

alors r(x) =
f(x)

1− F (x)
est appelée taux de hasard.

1.4.1 Notation de la fonction re(x)

Soit X une variable aléatoire de fonction de distribution F et de fonction de queue F .
Supposons que

{
P(X ≥ 0) = 1, F (x) > 0, ∀x ≥ 0;
0 < E(X) =

∫∞
0

xdF (x) =
∫∞
0

F (x)dx = µ < ∞.
(1.2)

On note

V (x) =

∫ x

0

F (u)du, V (x) =

∫ ∞

x

F (u)du et Fe(x) =
1

u
V (x)

Fe(x) est appellée distribution équilibrée de F.
La fonction hasard de la distribution Fe est donnée par :

Re(x) = − ln Fe(x)

Et puisque F
′
e(x) = F (x)/u pour tout point continu de F, on a la fonction taux de hasard

de Fe(x) qui suit

re(x) =
F (x)∫∞

x
F (u)du

=
F (x)

V (x)
(1.3)

Dans ce qui suit, on note
t+F = sup{t ≥ 0 :

∫∞
0

etxdF (x) < ∞}, a+ = lim infx→∞
R(x)

x
, αF = lim supx→∞

R(x)
x

Lemme 1.4.2. [6]
Si a+ > 0, alors F est à queue légère et t+F = a+ ; si αF = 0, alors F est à queue lourde

Théorème 1.4.3. [6] Pour une distribution F qui satisfait (1.2), on a :

1. limx→∞ re(x) = 0 ⇒ F est à queue lourde.

2. lim infx→∞ re(x) > 0 ⇒ F est à queue légère

preuve :

1. Pour ε > 0 arbitraire, il existe x0 > 0 tel que

re(x) =
F (x)∫∞

x
F (u)du

< ε, pour x ≥ x0
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et

Re(x)−Re(x0) = log F e(x0)− log F e(x) =

∫ x

x0

re(u)du ≤ ε(x− x0),

ce qui signifie que
Re(x)−Re(x0)

x
≤ ε, x ≥ x0,

par conséquent

lim
x→∞

Re(x)

x
= 0.

De ce fait et par le lemme 1.4.2, on sait que Fe est à queue lourde. Puisque ”F est à
queue lourde si et seulement si Fe est à queue lourde,” on conclut la preuve de (1).

2. Dans ce cas, on a

t0 = t+F = a+ = lim inf
x→∞

R(x)

x
= lim inf

x→∞

∫ x

0
re(u)du

x
> 0,

et la conclusion est immédiate par le lemme 1.4.2.

Maintenant, on introduit deux classes de distributions à queues lourdes.

1. La classe : M = {F/ limx→∞ re(x) = 0.}
2. La classe : M∗ = {F/ lim supx→∞ xre(x) < ∞.}
Le kurtosis est une autre manière de determiner si une distribution est à queue lourde.

1.5 Kurtosis

On rappelle que pour tout entier naturel n, le moment centré d’ordre n d’une variable
aléatoire X, s’il existe, est défini par

µn(X) = E([X − E(X)]n).

Définition 1.5.1. Le kurtosis (ou le coefficient d’aplatissement) d’une variable aléatoire
est défini par :

k =
µ4

µ2
2

.

k vaut 3 pour une distribution normale.

Un coefficient d’applatissement élevé indique que la distribution est plutôt pointue à
sa moyenne avec néccessairement des queues de distribution (épaisses).

13



0 5 10 15 20

0.0
0

0.0
5

0.1
0

0.1
5

0.2
0

0.2
5

0.3
0

0.3
5

x

De
nsi

ty

log−norm(1,0.5)
norm(1,2)

(k−3)>0

−0.4 0.0 0.4

0.0
0.5

1.0
1.5

2.0
2.5

x

De
nsi

ty

Gamma(0.1)
norm(0,0.15)

(k−3)<0

Fig. 1.1 – Illustration de kurtosis

En effet comme l’intégrale sous la densité vaut toujours 1, plus la distribution est
pointue prés de la moyenne plus les queues de la distribution sont chargées et donc plus le
moment d’ordre 4 est important par rapport au carré du moment d’ordre 2.

On dit qu’une distribution est platykurtique si le kurtosis est négatif (k − 3 < 0), et
elle est liptokurtique si (k − 3 > 0).

La figure 1.1 montre que la distribution liptokurtique a une queue plus lourde et un
pic plus élevé que la distribution normale (la partie gauche de la figure ), tandis que la
distribution platikurtique a une queue plus légère et un pic moins élevé que la distribution
normale.(La partie droite de la figure)

1.6 Caractérisation des distributions à queues lourdes

Le théorème suivant montre qu’une distribution est à queue lourde si et seulement si
sa fonction de queue l’est aussi.

Théorème 1.6.1. [19]
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. F est une distribution à queue lourde.

14



2. La fonction F est à queue lourde.

3. La fonction de hasard correspondante satisfait lim infx→∞ R(x)/x = 0

4. La fonction F [x, x+T ] est à queue lourde, ∀T > 0 avec F [x, x+T ] = F [x+T ]−F [x].

preuve :

On suppose que F [x, x + T ] n’est pas à queue lourde, alors :

c = sup
ε′>0

F [x, x + T ]eε′x < ∞.

Pour ε < ε′

∫ ∞

0

eεxF (dx) ≤
∞∑

n=0

eε(n+1)T F (nT, nT + T )

≤ c

∞∑
n=0

eε(n+1)T e−ε′nT

= ceεT

∞∑
n=0

e(ε−ε′)nT < ∞.

Cette intégrale est finie ∀ε ∈ (0, ε′), alors F n’est pas à queue lourde.

Les deux théorèmes qui suivent sont essentiels à l’étude de la convolution.

Théorème 1.6.2. Soit ε ≥ 0 une variable aléatoire du distribution à queue lourde et g une
fonction vérifiant g(x) →∞ quand x →∞. Alors, il existe une fonction concave monotone
h : R+ → R+ telle que

h(x) = o(x), x →∞, E(eh(ε)) < ∞ et E(eh(ε)+g(ε)) = ∞.

preuve :

On considère une fonction h(x) linéaire par morceaux, et on construit deux suites (xn)
croissante et (εn) décroissante telles que

h(x) = h(xn−1) + εn(x− xn−1), x ∈]xn−1, xn], n ≥ 1.

Cette fonction est monotone si εn > 0. De plus elle est concave puisque εn est mono-
tone.
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Soit x0 = 0 et h(0) = 0. Puisque ε est à queue lourde et g(x) →∞, on peut choisir x1 tel
que eg(x) ≥ 2x1 , ∀x > x1 et

E{eε; ε ∈ [x0, x1]}+ ex1F (x1) > F (x0) + 1

On choisit ε1 > 0 tel que

E{eε1ε; ε ∈ [x0, x1]}+ eε1x1F (x1) = F (0) + 1/2,

qui est équivalent à

E{eh(ε); ε ∈ [x0, x1]}+ eh(x1)F (x1) = eh(x0)F (0) + 1/2

Par récurrence, on construit une suite croissante (xn) et une autre décroissante (εn) > 0
telle que eg(x) ≥ 2n, ∀x > xn et
E{eh(ε); ε ∈ [xn−1, xn]}+ eh(xn)F (xn) = eh(xn−1)F (xn−1) + 1/2n, ∀n ≥ 2
Puisque ε est à queue lourde et g →∞, il existe xn+1 tel que

eg(x) ≥ 2n+1, ∀x > xn+1

et
E{eεn(ε−xn); ε ∈ [xn, xn+1]}+ eεn(xn+1−xn)F (xn+1) > 2

Pour une fonction εn+1, la somme

E{eεn(ε−xn); ε ∈ [xn, xn+1]}+ eεn(xn+1−xn)F (xn+1)

est continument décroissante vers F (xn) quand εn+1 → 0.
Par conséquent, on peut choisir εn+1 ∈ (0, εn) de façon que

E{eεn(ε−xn); ε ∈ [xn, xn+1]}+ eεn(xn+1−xn)F (xn+1) = F (xn) + 1/(2n+1eh(xn))

qui est équivalent par la définition de h(x) à

E{eh(ε); ε ∈ [xn, xn+1]}+ eh(xn+1)F (xn+1) = eh(xn)F (xn) +
1

2n+1
.

Notre hypothèse de récurrence est vérifiée avec n + 1 à la place de n.
Maintenant ∀N,

E{eh(ε); ε ≤ xN+1} =
N∑

n=0

E{eh(ε); ε ∈ [xn, xn+1]}

=
N∑

n=0

(eh(xn)F (xn)− eh(xn+1)F (xn+1) + 1/2n+1)

≤ eh(x0)F (x0) + 1
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Ce qui montre que
E(eh(ε)) est fini. De l’autre coté, puisque eg(x) ≥ 2n, ∀x > xn,

E{eh(ε)+g(ε); ε > xn} ≥ 2nE{eh(ε); ε > xn}
≥ 2n(E{eh(ε); ε ∈ [xn, xn+1]}+ eh(xn+1)F (xn+1))

= 2n(eh(xn)F (xn) + 1/2n+1).

Alors E{eh(ε)+g(ε); ε > xn} ≥ 1
2
, ∀n, ce qui implique que E(eh(ε)+g(ε)) = ∞.

Notons aussi que limn→∞ εn = 0 est nécessaire, autrement dit lim infx→∞ h(x)/x > 0
et ε sera à queue légère.

Remarque 1.6.3.

∫ ∞

0

xe(k−1) ln xdx = ∞ et

∫ ∞

0

e(k−1) ln xdx < ∞ (1.4)

(1.4) est un exemple particulier de théorème ci-dessus avec g(x) = ln x. Si les moments de
ε sont infinis, alors on peut prendre la fonction concave h(x) = (k − 1) ln x.
Ce théorème garantit l’existence d’une fonction concave h, ∀g.

Remarque 1.6.4. Si ε a une distribution de Weibull de fonction de queue
F (x) = e−xa

, a ∈ (0, 1), et si g(x) = ln x, alors on peut choisir h(x) = (x + c)a − ln(x + c),
avec c > 0 suffisament grand.

En effet, on considère chaque variable ε de distribution à queue légère, alors
E(eγε) < ∞, ∀γ > 0.

Si g(x) = ln x et h(x) = o(x), x →∞, alors h(x) ≤ c + γx
2

, c < ∞ d’où
E(eh(ε)+g(ε)) ≤ E(ec+γε/2) < ∞.

Théorème 1.6.5. [19]

Soit ε ≥ 0 une variable aléatoire de distribution à queue lourde et
f : R+ → R une fonction concave telle que E(ef(ε)) = ∞.

Soit la fonction g : R+ → R telle que g(x) →∞, x →∞, alors il existe une fonction
concave h : R+ → R+ telle que h ≤ f, E(eh(ε)) < ∞, E(eh(ε)+g(ε)) = ∞.
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1.7 Limite inf des queues de convolution

Rappelons que la convolution F ∗G de deux mesures de probabilité F et G est donnée
par :

(F ∗G)(B) =

∫ ∞

−∞
F (B − y)G(dy) =

∫ ∞

−∞
G(B − y)F (dy)

pour chaque borélien dans B où B − y = {x− y; x ∈ B}.

Si ε et η sont des variables aléatoires indépendantes de distributions F et G respec-
tivement, alors

(F ∗G)(B) = P{ε + η ∈ B}.
La fonction de queue de la convolution de F et G est donnée par :

F ∗G(x) = P{ε + η > x}
=

∫ ∞

−∞
F (x− y)G(dy)

=

∫ ∞

−∞
G(x− y)F (dy), ∀x ∈ R

Soit F une distribution sur R+, on s’interresse à :

lim inf
x→∞

F ∗ F (x)

F (x)
,

dans le cas où F est à queue lourde. On commence par le résultat suivant.

Théorème 1.7.1. Soient F1, ..., Fn des distributions à supports non bornés, alors

lim inf
x→∞

F1 ∗ ... ∗ Fn(x)

F1(x) + ... + Fn(x)
≥ 1.

preuve :

Soit ε1, ..., εn des variables aléatoires indépendantes de distributions
respectives F1, ..., Fn.
Du fait que les évènements {εk > x, εj ∈ [0, x], ∀j 6= k} sont disjoints ∀k, alors
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F1 ∗ ... ∗ Fn(x) ≥
n∑

k=1

P{εk > x, εj ∈ [0, x], ∀j 6= k}

=
n∑

k=1

Fk(x)
∏

j 6=k

Fj(x)

∼
n∑

k=1

Fk(x), x →∞

Pour des distributions sur la droite réelle, la conclusion est généralement fausse.
Il s’ensuit que pour chaque distribution F sur R+ de support non borné,

lim inf
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
≥ n, ∀n ≥ 2. (1.5)

En particulier

lim inf
x→∞

F ∗ F (x)

F (x)
≥ 2. (1.6)

Le théorème suivant montre qu’il est suffisant que F soit à queue lourde pour avoir une
égalité dans (1.6).

Théorème 1.7.2. [19]

Pour chaque distribution à queue lourde F sur R+

lim inf
x→∞

F ∗ F (x)

F (x)
= 2. (1.7)

preuve :

Par (1.6), il suffit de montrer que :

lim inf
x→∞

F ∗ F (x)

F (x)
≤ 2

Supposons le contraire, i.e., ∃σ > 0 et x0 tel que,

F ∗ F (x) ≥ (2 + σ)F (x), ∀x > x0. (1.8)

Appliquons le théorème 1.6.2 avec g(x) = ln x, on peut choisir une fonction concave
croissante h : R+ → R+ telle que E(eh(ε)) < ∞ et E(εeh(ε)) = ∞.
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On considère la fonction concave suivante

hb(x) = min{h(x), bx}, ∀b > 0

Puisque F est à queue lourde, h(x) = o(x), x →∞, alors ∀b fixé, ∀x1 tel que
hb(x) = h(x), ∀x > x1, il existe b tel que

E(ehb(ε1)) ≤ 1 + σ/4. (1.9)

∀α, t, soit α[t] = min{α, t}, alors

E(ε
[t]
1 + ε

[t]
2 )ehb(ε1+ε2)) = 2E(ε

[t]
1 ehb(ε1+ε2))

≤ 2E(ε
[t]
1 ehb(ε1)+hb(ε2))

Et ce gràce à la concavité de la fonction hb. Donc

E((ε
[t]
1 + ε

[t]
2 )ehb(ε1+ε2))

E(ε
[t]
1 ehb(ε1))

≤ 2
E(ε

[t]
1 ehb(ε1))E(ehb(ε2))

E(ε
[t]
1 ehb(ε1))

= 2E(ehb(ε2)) ≤ 2 + σ/2 (1.10)

par (1.9).

De l’autre coté, puisque (ε1 + ε2)
[t] ≤ ε

[t]
1 + ε

[t]
2

E((ε
[t]
1 + ε

[t]
2 )ehb(ε1+ε2))

E(ε
[t]
1 ehb(ε1))

≥ E((ε1 + ε2)
[t]ehb(ε1+ε2))

E(ε
[t]
1 ehb(ε1))

=

∫∞
0

x[t]ehb(x)(F ∗ F )(dx)∫∞
0

x[t]ehb(x)F (dx)
(1.11)

Aprés intégration par parties, on trouve
∫∞
0

x[t]ehb(x)(F ∗ F )(dx)∫∞
0

x[t]ehb(x)F (dx)
=

∫∞
0

F ∗ F (x)d(x[t]ehb(x))∫∞
0

F (x)d(x[t]ehb(x))
.

Puisque E((ε1)e
hb(ε1)) = ∞, les deux dernières intégrales tendent vers l’infini, quand

t →∞. La fonction hb(x) étant croissante, et avec l’hypothèse (1.8), on obtient :

lim inf
t→∞

∫∞
0

F ∗ F (x)d(x[t]ehb(x))∫∞
0

F (x)d(x[t]ehb(x))
≥ 2 + σ (1.12)

20



En remplaçant (1.11) dans (1.12), on obtient une contradiction avec (1.10) pour t
suffisamment grand.

Ce qui donne lim infx→∞
F ∗ F (x)

F (x)
= 2, pas uniquement pour des distributions à queues

lourdes mais aussi pour des distributions à queues légères.
On donne l’exemple suivant :

Soit F une distribution atomique aux points xn, n = 0, 1, ...; du masse pn, i.e.
F (xn) = pn. On suppose que x0 = 1, xn+1 > 2xn, ∀n. Alors la queue de convolution F ∗ F
au point xn − 1 est donnée par

F ∗ F (xn − 1) = (F ∗ F )([xn,∞[∗R+) + (F ∗ F )([0, xn−1] ∗ [xn,∞[)

∼ 2F (xn − 1), n →∞
Par conséquent

lim
x→∞

F ∗ F (xn − 1)

F (xn − 1)
= 2

De cette équivalence et en vertue de (1.6), on a :

lim inf
x→∞

F ∗ F (xn − 1)

F (xn − 1)
= 2 (1.13)

Prenons maintenant xn = 3n, n = 0, 1, ... et pn = ce−3n
, où c est la constante

normalisée, alors F est une distribution à queue légère satisfaisant la relation (1.13).

On conclut cette partie par le résultat suivant sur la covolution de distributions non
identiquement distribuées.

Théorème 1.7.3. [19]

Soit F1 et F2 deux distributions sur R+. Si la distribution F1 est à queue lourde, alors

lim inf
x→∞

F1 ∗ F2(x)

F1(x)F2(x)
= 1. (1.14)

preuve :

Supposons qu’il ∃ε > 0 tel que pour x suffisamment grand

F1 ∗ F2(x)

F1(x)F2(x)
≥ 1 + 2ε. (1.15)
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On considère la distribution G = (F1 + F2)/2, cette distribution est à queue lourde,
par le théorème 1.7.2 on obtient

lim inf
x→∞

G ∗G(x)

G(x)
= 2 (1.16)

Dans l’autre coté, (1.15) et le théorème 1.7.1 impliquent que pour x suffisamment
grand

G ∗G(x) =
F1 ∗ F1(x) + F2 ∗ F2(x) + 2F1 ∗ F2(x)

4

≥ 2(1− ε)F1(x) + 2(1− ε)F2(x) + 2(1 + 2ε)(F1(x) + F2(x))

4
= 2(1 + ε/2)G(x)

Ce qui contredit (1.16)

1.8 Les sous-classes de distributions à queues lourdes

1.8.1 Les distributions sous-exponentielles

Définition 1.8.1. Une fonction de distribution F avec F (x) > 0,∀x < 0 est appelée
sous-exponentielle si

lim
t→∞

1− F ∗2(t)
1− F (t)

= 2.

Ou d’une manière équivalente

lim
x→∞

F ∗n(x)

F
= n, F (x) > 0, x ≥ 0, n ≥ 0 (1.17)

On note S la classe de distributions sous-exponentielles.
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Exemples de distributions sous-exponentielles

Distribution La densité f ou la queue F paramètres
Lognormale f(x) = 1

σx
√

2πe
− (ln x−µ)2

2σ2

µ ∈ R, σ > 0

Weibull F (x) = e−cxτ
c > 0, 0 < −τ < 1

Tab. 1.1 – Exemples de distributions sous-exponentielles

0 5 10 15

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Densité de W eibull

X

y

weibull(2,0.5)
weibull(0.7,0.9)
weibull(0.5,0.2)

Fig. 1.2 – La densité de Weibull
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0 5 10 15

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

La densité log−normale

x

y

log−norm(−0.5)
log−norm(1)
log−norm(0.2)

Fig. 1.3 – La densité log-normale

Pour simuler des lois usuelles avec R mais dont nous ne connaissons pas la commande,
taper ? distribution Pour simuler des lois peu usuelles, aller sur http ://cran.r-project.org/,
cliquer sur ”Task Views”, puis sur ”Distributions”. Ensuite installer le package utile en
tapant la commande install.packages (”nom du package”). Nous pourrons alors utiliser ce
package pour simuler la loi désirée.

Propriétés de distributions sous-exponentielles

Proposition 1.8.1. S ⊂ l, i.e. : toute distribution sous-exponentielle est à queue lourde.

preuve :

Soit X ∈ S, par la proposition 1.3.2, on montre :

lim sup
x→∞

F (x− y)

F (x)
≤ 1, y ≥ 0.

Pour y ≤ x, on considère

P[X1 + X2 > x] = P[X1 + X2 > xI{X1>x}] + P[X1 + X2 > xI{X1≤y}] + P[X1 + X2 > xI{y<X1≤x}]

= P[X1 > x] +

∫ y

0

F (x− u)dF (u) +

∫ x

y

F (x− u)dF (u)
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P[X1 + X2 > x]

P[X1 > x]
= 1 +

∫ y

0

F (x− u)

F (x)
dF (u) +

∫ x

y

F (x− u)

F (x)
dF (u)

≥ 1 + F (y) +
F (x− u)

F (x)
[F (x)− F (y)]

Ce qui implique

F (x− y)

F (x)
≤ [

F ∗2(x)

F (x)
− 1− F (y)]

1

F (x)− F (y)

F ∗2(x)

F (x)
→ 2 quand x →∞ et

lim sup
x→∞

F (x− y)

F (x)
≤ 1.

Remarque 1.8.2.

• Si (1.17) est vérifiée pour un n particulier alors elle est vérifiée ∀n.

• Soient X1, ..., Xn une suite de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identique-
ment distribuées) de distribution F , on a :

P[max{X1, ..., Xn} < x] = P[X1 < x, ..., Xn < x]

= (P[X1 < x])n

= [F (x)]n

P[max{X1, ..., Xn} > x] = 1− [F (x)]n

= [1− F (x)](1 + F (x) + [F (x)]2 + ... + [F (x)]n−1)

∼ nF (x), x →∞.

car (1 + F (x) + [F (x)]2 + ... + [F (x)]n−1) → n, x →∞.
Par définition , si X est sous-exponentielle, on a :

P[Sn > x] = F ∗n(x) ∼ nF (x)

Ce qui veut dire que pour une distribution sous-exponentielle, la somme et le maxi-
mum des variables aléatoires se comportent de la même manière.
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• Pour toute suite de variables aléatoires i.i.d.,

P[X1 + ... + Xn > x] ≥ P[max{X1, ..., Xn} > x],

En passant à la limite quand X →∞ on obtient :

lim inf
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
≥ n.

Pour montrer que X ∈ S, il suffit que

lim sup
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
≤ n, n ≥ 2.

Remarque 1.8.3. Si X ∈ S alors E[eεX ] = ∞, ∀ε > 0, ce qui signifie que la fonction
génératrice des moments n’existe pas.

Proposition 1.8.2. [19]
Si F ∈ S et G est plus légère que F i.e.,

lim
x→∞

G(x)

F (x)
= 0

alors F ∗G ∈ S et F ∗G(x) ∼ F (x).

Définition 1.8.4 (Queues équivalentes). [5]

Deux distributions F et G de supports non bornés sont dites à queues équivalentes si

lim
x→∞

F (x)/G(x) = c ∈ (0,∞).

Proposition 1.8.3. Si F ∈ S, F etG sont des distributions à queues équivalentes, alors,

G ∈ S, F ∗G ∈ S et F ∗G(x) ∼ (1 + c)F (x).

Pour une suite de variables aléatoires i.i.d. sous-exponentielles, on sait que

P[X1 + ... + Xn > x] ∼ nF (x)

P[max{X1, ..., Xn} > x] ∼ nF (x)

Il s’ensuit que la somme et le maximum de variables aléatoires i.i.d. sous-exponentielles
sont sous-exponentielles (par la proposition 1.8.3)
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Proposition 1.8.4. [20]
Soit Y =

∑N
i=1 Xi où X = (Xi, i ≥ 1) est une suite de variables aléatoires i.i.d., et N

une variable aléatoire indépendante de X à valeurs entières et telle que 0 < E[N ] < ∞.
• Si F ∈ S et E[eεN ] < ∞, ε > 0 alors,

P[Y > x] ∼ E[N ]F (x).

De plus Y ∈ S.
• Inversement, si P[Y > x] ∼ E[N ]F (x) et ∃n ≥ 2 tel que P[N = n] > 0 alors F ∈ S

et Y ∈ S.

Lemme 1.8.5. Si F est sous-exponentielle, alors ∀t ∈ R

lim
x→∞

1− F (x− t)

1− F (x)
= 1.

preuve :

Soit t > 0, si x →∞, on a :

1− F ∗2(x)

1− F (x)
− 1 =

F (x)− F ∗2(x)

1− F (x)

=

∫ t

0−

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y) +

∫ x

t

1− F (x− y)

1− F (x)

≥ F (t) +
1− F (x− t)

1− F (x)
(F (x)− F (t)).

Donc

1 ≤ 1− F (x− t)

1− F (x)
≤ (F (x)− F (t))−1(

F (x)− F ∗2(x)

1− F (x)
− 1− F (t))

Si t < 0

lim
x→∞

1− F (x− t)

1− F (x)
= lim

x→∞
1

1−F ((x−t)−(−t))
1−F (x−t)

= lim
y→∞

1
1−F (y−(−t))

1−F (y)

= 1

Avec y = x− t
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Lemme 1.8.6. Soit F une fonction de distribution sous-exponentielle et r > 0, alors

lim
t→∞

ert(1− F (t)) = ∞
En particulier

∫ ∞

0−
erxdF (x) = ∞.

Le lemme ci-dessous nous donne une condition pour q’une distribution soit sous-exponentielle.

Lemme 1.8.7. Pososns γ(z) = limx→∞
1− F (zx)

1− F (x)
, z ∈ (0, 1).

Si cette limite existe et γ(z) est continue à gauche en 1, alors F est une fonction
sous-exponentielle.

preuve :

F ∗2(x) = P [X1 + X2 ≤ x] ≤ P [X1 ≤ x,X2 ≤ x] = F 2(x)

Pour simplifier, on pose F(0)=0, alors

lim
x→∞

1− F ∗2(x)

1− F (x)
≥ lim

x→∞
1− F 2(x)

1− F (x)

= lim
x→∞

(1 + F (x))

= 2.

Soit n ≥ 1 fixé, alors

lim
x→∞

1− F ∗2(x)

1− F (x)
= 1 + lim

x→∞

∫ x

0

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)

≤ 1 +
n∑

k=1

1− F (x− kx/n)

1− F (x)
(F (kx/n)− F ((k − 1)x/n))

= 1 + γ(1− 1/n).

car γ(z) est continue à gauche en 1.
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Exemple 1.8.8. Considérons la distribution Pa(α, β)

1− F (zx)

1− F (x)
=

( β
β+zx

)α

( β
β+x

)α

= (
β + x

β + zx
)α → z−α, x →∞

Ce qui montre que la distribution de Pareto est sous-exponentielle.

Lemme 1.8.9. Soit F une distribution sous-exponentielle, alors ∀ε > 0, ∃d ∈ R tel que :

1− F ∗n(t)

1− F (t)
≤ d(1 + ε)n,∀t > 0, n ∈ N.

preuve :

Soit an = supt≥0
1−F ∗n(t)
1−F (t)

, et on note :

1− F n+1(t) = 1− F (t) + F ∗ (1− F ∗n)(t). Soit T ≥ 0 tel que :

sup
t≥T

F (t)− F ∗2(t)
1− F (t)

< 1 + ε/2.

Soit AT = (1− F (t))−1. Pour n ≥ 1

an+1 ≤ 1 + sup
0<t<T

∫ t

0−

1− F ∗n(t− y)

1− F (t)
dF (y) + sup

t≥T

∫ t

0−

1− F ∗n(t− y)

1− F (t)
dF (y)

≤ 1 + AT + sup
t≥T

∫ t

0−

1− F ∗n(t− y)

1− F (t− y)

1− F (t− y)

1− F (t)
dF (y)

≤ 1 + AT + αn sup
t≥T

F (t)− F ∗2(t)
1− F (t)

≤ 1 + AT + αn(1 + ε/2).

On choisit D = max{2(1+AT )
ε

, 1} et on note α1 = 1 < D(1 + ε). L’assertion est vérifiée par
récurrence.

Lemme 1.8.10. [19] Soit F (x) = 0, ∀x < 0, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est sous-exponentielle

2. Pour n ∈ N
lim

x→∞
1− F ∗2(x)

1− F (x)
= n. (1.18)
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3. ∃n ≥ 2 tel que (1.18) est vérifiée.

preuve :

1) ⇒ 2)
L’assertion est triviale pour n ≤ 2.

Soit ε > 0. On choisit t tel que |1− F ∗2(x)

1− F (x)
− n| < ε

Pour x ≥ 2

1− F ∗(n+1)(x)

1− F (x)
= 1+

∫ x−t

0−

1− F ∗n(x− y)

1− F (x− y)

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)+

∫ x

x−t

1− F ∗n(x− y)

1− F (x)
dF (y).

La deuxième intégrale est bornée par
∫ x

x−t

1− F ∗n(x− y)

1− F (x)
dF (y) ≤ F (x)− F (x− t)

1− F (x)
=

1− F (x− t)

1− F (x)
− 1.

qui tend vers 0 quand n →∞ (grâce au lemme 1.8.5)
∫ x−t

0−
n

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y) = n(

F (x)− F ∗2(x)

1− F (x)
−

∫ x

x−t

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)) → n, x →∞

Alors

|
∫ x−t

0−
(

1− F ∗n(x−y)

1− F (x− y)
−n)

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)| ≤ ε(

F (x)− F ∗2(x)

1− F (x)
−

∫ x

x−t

1− F (x− y)

1− F (x)
dF (y)) → ε.

Alors

lim
x→∞

|1− F ∗(n+1)(x)

1− F (x)
− (n + 1)| ≤ ε.

Ce qui prouve l’assertion car ε est arbitraire.
2) ⇒ 3) est trivial.
3) ⇒ 1)

Supposons que (1.18) est vraie pour n > 2. Elle est donc vraie pour n− 1. puisque

1− F ∗n(x)

1− F (x)
− 1 =

∫ x

0−

1− F ∗(n−1)(x− y)

1− F (x)
dF (y)

≥ F (x)
1− F ∗(n−1)(x)

1− F (x)

Alors

lim
x→∞

1− F ∗(n−1)(x)

1− F (x)
≤ n− 1
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Car F ∗(n−1)(x) ≤ F (x)n−1 est triviale donc

lim
x→∞

1− F ∗(n−1)(x− y)

1− F (x)
≥ n− 1

Il s’ensuit que (1.18) est vérifiée pour n = 2 et F est une distribution sous-exponentielle.

Lemme 1.8.11. Soit U et V deux distributions avec
U(x) = V (x) = 0, ∀x < 0. Alors

1− V (x) ∼ α(1− U(x)), x →∞, α > 0.

Si U est sous-exponentielle alors V l’est aussi.

preuve :

On veut montrer que :

lim
x→∞

∫ x

0−

1− V (x− y)

1− V (x)
dV (y) ≤ 1.

Soit 0 < ε < 1, ∃y0, ∀y ≥ y0

(1− ε)α ≤ 1− V (y)

1− U(y)
≤ (1 + ε)α.

Soit x > y0

∫ x

x−y0

1− V (x− y)

1− V (x)
dV (y) ≤ V (x)− V (x− y0)

1− V (x)

=

1− V (x− y0)

1− U(x− y0)

1− V (x)

1− U(x)

1− U(x− y0)

1− U(x)
− 1 → 0

par le lemme 1.8.5

∫ x−y0

0−

1− V (x− y)

1− V (x)
dV (y) ≤ 1 + ε

1− ε

∫ x−y0

0−

1− U(x− y)

1− U(x)
dV (y)

≤ 1 + ε

1− ε

∫ x

0−

1− U(x− y)

1− U(x)
dV (y).
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1 + ε

1− ε

∫ x

0−

1− U(x− y)

1− U(x)
dV (y) =

V (x)− U ∗ V (x)

1− U(x)

= 1− 1− V (x)

1− U(x)
+

U(x)− V ∗ U(x)

1− U(x)

= 1− 1− V (x)

1− U(x)
+

∫ x

0−

1− V (x− y)

1− U(x)
dU(y).

1− (1− U(x))−1(1− V (x)) tend vers 1− α, x →∞, et
∫ x

0−

1− V (x− y)

1− U(x)
dU(y) ≤ U(x)− U(x− y0)

1− U(x)
tend vers 0.

Finalement,

∫ x−y0

0−

1− V (x− y)

1− V (x)
dU(y) ≤ (1 + ε)α

∫ x−y0

0−

1− U(x− y)

1− U(x)
dU(y)

≤ (1 + ε)α

∫ x

0−

1− U(x− y)

1− U(x)
dU(y)

Qui tend vers (1 + ε)α. En additionnant ces limites, on obtient :

lim
x→∞

∫ x

0−

1− V (x− y)

1− V (x)
dV (y) ≤ (1 + ε)(1 + αε)

1− ε
ε arbitraire.

Car ε est arbitraire.

Le concept de la variation régulière est largement utilisé dans la théorie des valeurs
extrêmes. Nous résumons ici quelques principaux résultats de la théorie de la variation
régulière.

1.8.2 Fonctions à variation régulière

Définition 1.8.12. [3]
Une fonction g : R+ → R mesurable est à variation régulière à l’infini si et seulement

si, il existe un réel α tel que pour tout x > 0

lim
t→∞

g(tx)

g(t)
= xα

On note g ∈ RVα; α est appelé indice (ou exposant) de la fonction à variation régulière.

Remarque 1.8.13. Soit α > −1. Une primitive de la fonction xα sur R+ est la fonction
(1 + α)−1x1+α ; plus généralement , toutes les primitives de xα sont équivalentes à l’infini,
et à variation régulière d’indice (1 + α).
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Exemples des fonctions à variations régulière

Distribution la distribution F ou la queue F Indice de la variation régulière

Pareto F (x) = x−α, F (x) =

{
1− cx−γ si x ≥ xm

0 si x < xm
−α

Burr F (x) = ( 1
xτ + 1)α −τα

Tab. 1.2 – Exemples des fonctions à variation régulière

0 5 10 15

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

 Densité de P areto

X

y

ParetoI(1)
ParetoII(1,3)

Fig. 1.4 – la densité de Pareto
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0 5 10 15
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2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Densité de Burr

X

y

burr(1,3)
burr(0.5,2)

Fig. 1.5 – la densité de Burr

Remarque 1.8.14. Dans le cas particulier où α = 0, on dit que g est à variation lente, i.e.,

lim
t→∞

g(tx)

g(t)
= 1, ∀x > 0.

Les fonctions à variation lente sont notées par `(x).

Conséquences

Une fonction g : R+ → R mesurable est à variation régulière
d’indice α au voisinage de 0 notée g ∈ RV 0

α , si pour tout x > 0, limt→0
g(tx)
g(t)

= xα.

g(1/x) est donc à variation régulière d’indice (−α) à l’infini.

Lemme 1.8.15. [3] [inverse généralisé d’une fonction à variation régulière]
• Si g est à variation régulière d’indice α > 0, à l’infini, alors son inverse généralisée

est à variation régulière d’indice 1/α > 0, (à l’infini).

• Si g est à variation régulière d’indice α < 0, à l’infini, alors son inverse généralisée
est à variation régulière d’indice −1/α > 0, (à l’infini).

1.8.3 Les propriétées de base

En introduisant certaines des propriétées les plus importantes des fonctions à variation
régulière, on a :
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Proposition 1.8.5. Soient a ∈ R et g ∈ RVa, alors il existe une fonction à variation lente
` à l’infini telle que :

∀x > 0, g(x) = xa`(x).

Ce résultat montre que l’étude des fonctions à variation régulière à l’infini se ramène à
celle des fonctions à variation lente. Parmi les fonctions à variation lente, on peut citer :

1. Les fonctions possédant une limite strictement positive à l’infini.

2. Les fonctions de la forme g :7→| log x |β, β ∈ R.

3. Les fonctions g telles que ∃M > 0, ∀x ≥ M, g(x) = c + dx−β(1 + o(1)) où c, β > 0 et
d ∈ R.

L’ensemble de ces fonctions g est appelé classe de Hall.
Le résultat suivant étend cette propriété à l’ensemble des fonctions à variation régulière.

Théorème 1.8.16 (Théorème de convergence uniforme). [3]

Soit α un nombre réel et g une fonction à variation régulière d’indice α à l’infini, alors :

limy→+∞
g(xy)

g(y)
= xα,

et la convergence est uniforme en x sur tout compact de (0, +∞)

Le théorème de Potter en découle :

Théorème 1.8.17 (Théorème de Potter). [3]

Soit α un nombre réel et g une fonction à variation régulière d’indice α en +∞, alors
pour tout A > 1, ε > 0 et pour tous x, y suffisamment grands

g(y)

g(x)
≤ A max{y

x

α+ε

,
y

x

α−ε}

Théorème 1.8.18 (Représentation de Karamata).

1. l est à variation lente si et seulement si

l(x) = C(x)e
R x
1 t−1ε(t)dt, x > 0

limx→∞ C(x) = c ∈ (0, +∞) et limt→∞ ε(t) = 0; ε, C : R+ → R+
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2. Une fonction U : R+ → R+ est à variation régulière d’indice ρ si et seulement si

U(x) = C(x)e
R x
1 t−1ρ(t)dt

limt→+∞ ρ(t) = ρ.

Théorème 1.8.19 (Théorème taubérien de Karamata). [12]

Soit α ≥ 0 et g une fonction positive, croissante sur R+ et nulle en 0, alors g est à
variation régulière d’indice α à l’infini si et seulement si la fonction λ 7→ ∫

R+
e−stdγ(t) est

à variation régulière d’indice (−α) en 0. De plus,
∫

R+

e−stdg(t) ∼ γ(1 + α)γ(1/s) en 0.

Théorème 1.8.20 (Théorème taubérien de Karamata, α < 1). [12]

Soit α < 1 et g une fonction strictement positive et croissante sur R+. Les propositions
suivantes sont équivalentes

– g est à variation régulière d’indice α à l’infini.
–

∫
R+

e−stdg(t) est à variation régulière d’indice α− 1 en 0
De plus, si ces propositions sont vérifiées, alors :

∫

R+

1

g(t)
e−stdt ∼ γ(1− α)

sγ(1/s)
en 0

Théorème 1.8.21 (Théorème taubérien de Karamata, α = 1). [12]

Soit g une fonction strictement positive, croissante sur R+ et à variation régulière d’indice
1 à l’infini, alors : ∫

R+

1

g(t)
e−stdt ∼

∫ 1/s

0

1

g(t)
dt en 0,

et le membre de droite est à variation lente en (0).

Proposition 1.8.6. Pour toute fonction à variation lente ` à l’infini, on a

limx→∞
log(`(x))

log(x)
= 0.

1.8.4 Les distributions à variation dominée

On note D l’ensemble des fonctions à variation dominée tel que

D = {F sur (0,∞)/ lim sup
x→∞

F (x
2
)

F (x)
< ∞}

36



Proposition 1.8.7. [9]
Si F est à variation dominée alors, la distribution F est aussi sous-exponentielle.

On a les relations :

• R ⊂ S ⊂ l et R ⊂ D
• l ⊂ D ⊂ S
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Chapitre 2

Applications

2.1 Théorie de la ruine

L’étude de la probabilité de ruine dépend significativement du type de la loi de X (queue
fine ou lourde).

2.1.1 Définitions et hypothèses simplificatrices

• On note Yi le ieme sinistre pour l’assureur.
• Entre une date 0 et une date t, il ya N(t) sinistres.

Définition 2.1.1 (Processus de renouvellement). Un processus de renouvellement
N(t) est un processus de comptage où les inter-arrivées sont i.i.d.
Soient Yi, i = 1, ..., n les inter-arrivées entre le (i− 1) et le ieme évènement.

Sn =
n∑
1

Yi, S0 = 0, n ≥ 1

N(t) = sup
n≥1

{n/Sn ≤ t}, t ≥ 0

Lorsque N(t) est un processus de renouvellement, le modèle est connu sous le nom de
Sparre-Andersen.

2.1.2 Modèle de Sparre-Andersen

Ecriture du processus sous forme d’une marche aléatoire

R(t) = u + ct− S(t)
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= u−
N(t)∑
i=1

Zi, Zi = (Yi − c4Ti)

avec
– R(t) est les réserves d’une compagnie d’assurance
– 4Ti = Ti− Ti−1, (Ti)i sont les temps d’inter-occurrence des sinistres indépendants et

identiquement distribués
– u est la réserve initiale.

– c est les primes reçues par unités de temps.

Définition 2.1.2. [10] On appelle ruine l’évènement {∃t ≥ 0 : R(t) < 0} et

• Le temps de ruine est alors Tu = inf{t ≥ 0 : R(t) < 0} ∈ [0,∞] avec la convention
que inf ∅ = ∞

• La probabilité de ruine en un horizon infini
ψ(u) = P (∃t ≥ 0 : R(t) < 0|R(0) = u) = P (Tu < ∞), u > 0.

Théorème 2.1.3. Dans le modèle de Sparre Andersen, notons Y les incréments de la
perte agrégée Y = X−cT. x0 est défini comme le supremum de l’ensemble {x, FY (x) < 1}.
Pour u ≥ 0, nous disposons de l’encadrement suivant

b−e−γu ≤ ψ(u) ≤ b+e−γu

où γ est solution de l’équation MX(r)MT (−rc) = 1, et MX(r) = E(erX),
MT (−rc) = E(e−rcT ).
Les constantes b−, b+ ont pour expression

b− = inf
x∈[0,x0[

eγxF Y (x)∫ +∞
x

eγydF Y (y)
et b+ = sup

x∈[0,x0[

eγxF Y (x)∫ +∞
x

eγydF Y (y)

2.1.3 Ruines avec des grands sinistres

Théorème 2.1.4. [8] Dans le modèle de Sparre Andersen, où les espérances des montants
(Xi)i et des temps d’attente des sinistres (Ti)i sont finis et
E(X) < cE(T ). Notons FX,0 = 1

E(X)

∫ x

0
FX(y)d(y). Si FX et FX,0 appartiennent à la

classe sous-exponentielle, on a alors

ψ(u) ∼ 1

cE(T )− E(X)

∫ +∞

u

FX(y)d(y), u → +∞
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Ce théorème donne lieu aux cas particuliers suivants. Considérons des montants de
sinistre Pareto Pa(k, α), c’est à dire P (X > x) = (k/x)α avec α > 1. On a alors

ψ(u) ∼ k

(α− 1)(cE(T )− αk)
(
k

u
)α−1, u → +∞

De manière similaire, pour les lois à variations régulières dont les queues de distribution
vérifient P (X > x) ∼ `(x)/xα pour des grandes valeurs de x et ` une fonction à variation
lente, telle que `(xt)/`(x) → 1 pour t > 0 et x → +∞, nous obtenons

ψ(u) ∼ 1

cE(T )− αk

`(u)

(α− 1)uα−1
, u → +∞.

2.2 Application au calcul de la VaR

2.2.1 La VaR

La VaR est apparue (sous ce nom) dans les années 90, en réponse à de nombreux
désastres qui ont touché les marchés de capitaux à cette période.

Définition 2.2.1 (L’inverse généralisé). [1]

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F connue, on définit l’inverse
généralisé de F , noté F−1 par :

F−1
X (α) = inf{x ∈ R/F (x) ≥ α}; 0 < α < 1

= sup{x ∈ R/F (x) ≤ α}
Selon Esch et al en 1997 et Jorion en 2000 , la VaR est définie par

Définition 2.2.2 (La VaR). [4]

La VaR au niveau α est définie par le quantile de niveau α(α-quantile) :

P [X ≤ V aRα] = α ⇔ F (V aRα) = α

D’où
V aRα(X) = F−1

X (α)

Définition 2.2.3. L’expected shortfall est une mesure de risque, elle mesure la taille
moyenne des pertes sachant que celle-ci dépasse la VaR.
L’expected shortfall au seuil α d’une distribution FX de X, notée ESα(X) est définie par

ESα(X) =
1

1− α

∫ 1

α

V aRµ(X)dµ
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2.2.2 Distribution de Pareto généralisée (GPD)

Lorsque nous avons des données issues d’une distribution inconnue, il est possible
d’approximer la distribution au-delà d’un certain seuil par une distribution de Pareto
généralisée qui est une distribution à queue lourde.

Définition 2.2.4. Une distribution Gξ,β est dite de Pareto généralisée de paramètres
ξ ∈ R et β > 0, si elle s’écrit

Gξ,β =

{
1− (1 + ξx

β
)−1/ξ si ξ 6= 0

1− e−x/β si ξ = 1

Cette distribution est définie pour

x ≥ 0, si ξ ≥ 0

0 < x < −β/ξ, si ξ < 0.

Le paramètre ξ a un effet important sur le caractère de la distribution

• Pour ξ > 0, on a une distribution de Pareto d’indice de queue γ = 1/ξ,
• Pour ξ = 0, on a la distribution exponentielle,
• Pour ξ < 0, on a une distribution sur l’intervalle borné [0,−β/ξ] (appellée distribution

de Pareto de type II.)

2.2.3 Estimation des paramètres de la GPD

La méthode du maximum de vraisemblance

Une fois le seuil optimal choisi, on construit une nouvelle série d’observations au des-
sus de ce seuil et la distribution de ces données suit approximativement une distribution
généralisée de Pareto

La fonction de densité de la distribution GPD est

g(x) =

{
β

1
ξ (β + ξx)−

1
ξ
−1, si ξ 6= 0;

β−1e−
x
β si ξ = 0.

Le logarithme de fonction de vraisemblance que nous maximisons est de la forme

log l(ξ, β; X1, ..., Xn) = − log β − (1 +
1

ξ
)

n∑
i=1

log(1 +
ξ

β
Xi)

On pose τ =
ξ

β
, l’annulation des dérivées partielles des logarithmes de la fonction de

vraisemblance conduit au système
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



β̂ =
1

n

n∑
i=1

log(1 + τXi) = ξ̂(τ)

1

τ
=

1

n
(1 +

1

τ̂
)

n∑
i=1

Xi

1 + τXi

L’estimateur de maximum de vraisemblance de (ξ, τ) est (ξ̂ = ξ̂(τ̂), τ̂), où τ̂ est solution
de

1

τ
=

1

n
(1 +

1

τ
)

n∑
i=1

Xi

1 + τXi

2.2.4 Distribution de l’excès

Définition 2.2.5 ((Fonction de distribution de l’excès)). [17]

Considérons un échantillon X1, ..., Xn, de la variable aléatoire X de distribution F et de
point terminal xF ≤ ∞. Alors, pour un seuil u < xF fixé, on s’intéresse aux excès au-
dessus du seuil u, définies par Xi − u, i = 1, ..., n La fonction de distribution de l’excès de
X au dessus du seuil u est

Fu(x) = P (X − u ≤ x/X > u) =
F (X − u)− F (u)

1− F (u)

Pour 0 < x < xF − u

Définition 2.2.6 ((La fonction moyenne des excès)). [11]

La fonction moyenne des excès de X au dessus du seuil u est

e(u) = E(X − u/X > u).

Notons
Nu = card{i ∈ {1, ..., n}, Xi > u}

L’estimateur empirique de la fonction moyenne des excès est défini comme :

en(u) =

∑n
i=1(Xi − u)+

∑n
i=1 I{Xi > u} =

1

Nu

n∑
i=1

(Xi − u)+

C’est la somme des excès au-dessus du seuil u divisé par le nombre Nu de données qui
excèdent u. La loi essentielle pour modéliser les excès est la GPD, sa fonction moyenne
des excès est donnée par

e(u) =
β + ξu

1− ξ
.
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Le théorème essentiel pour la modélisation des excès est celui de Balkema-de
Haan- Pickands déterminé en 1974− 1975.

Définition 2.2.7. Le point terminal d’une distribution F est défini par :

xF = sup{x ∈ R : F (x) < 1}

2.2.5 Théorème de Belkema-De Haan-Pickands

Le théorème suivant fait le lien entre le comportement asymptotique de la distribution
des excès et la loi de Pareto généralisée.

Théorème 2.2.8. [2]

Soit Fu la distribution des excès ; lorsque le seuil u tend vers le point terminal xF , on
a :

lim
u→xF

sup
0<x<xF−u

|Fu(x)−Gξ,β(u)(x)| = 0

où β(u) est une fonction mesurable positive.

2.2.6 Quantile extrême

On appelle quantile extrême d’ordre (1− p)

xp = inf{x ∈ R : F (x) ≥ p}
= F−1(1− p).

où p est proche de 0.

2.2.7 Méthode POT (Peaks Over Threshold)

C’est une méthode qui est basée sur l’approximation de la distribution des excès par la
loi de Pareto généralisée.
La méthode consiste à suivre les étapes suivantes :

1. Soit X1, ..., Xn, un échantillon ; on choisit un certain seuil élevé u. Notons Nu le
nombre d’observations qui dépassent le seuil u.
On définit les variables aléatoires des excès, Yi − u ≥ 0.
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2. Soit Y1, ..., YNu un échantillon des excès au dessus du seuil u, de distribution
conditionnelle

Fu(x) = P[X − u ≤ x/X > u] =
F (x + u)− F (u)

1− F (u)

Le théorème 2.2.8 nous donne l’approximation de cette distribution :

Fu(x) ≈ Gξ,β(x), x > 0, u → +∞
Ou encore

F u(x) ≈ Gξ,β(x), x > 0, u → +∞.

3. La loi F peut se décomposer de la manière suivante :

F (x) = P[X > u]× Fu(x− u) + P[X ≤ u], pour x > u.

Cette distribution peut être estimée par :

F̂ (x) = (1− Fn(u))×Gbξ,bβ + Fn(u), pour x > u. (2.1)

où Fn(u) est la fonction de répartition empirique au point u, tel que

Fn(u) = 1− Nu

n
,

donc F̂ est la loi GPD de paramètres ξ = ξ̂, β = β̂(1− Fn(u))
bξ

et µ = u− β̂

ξ̂
((1− Fu(u))

c−ξ − 1).

On peut écrire aussi :

L’estimateur pour la queue F (u + x) prend la forme

F̂ (u + x) =
Nu

n
(1 + ξ̂

x

β̂
)
− 1
bξ

et

F̂ (x) = 1− Nu

n
(1 + ξ̂

x

β̂
)
− 1
bξ

D’où F̂ (x) = 1− Nu

n
(1 + ξ̂

x− u

β̂
)
− 1
bξ

4. Finalement on inverse la fonction définie dans (2.1) et l’estimateur du quantile
extrême est donné par :

x̂p = G−1
bξ,bβ(

1− p− Fn(u)

1− Fn(u)
)u +

β̂

ξ̂
[(

n

Nu

(1− p)−
bξ − 1)]
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On obtient

x̂POT
p = u +

β̂

ξ̂
[(

n

Nu

(1− p)−
bξ − 1)].

2.2.8 Les données

On s’intéresse aux données qui représentent le nombre de réservations de billets
internationaux (en milliers) par mois de la Pan Am pour la période 1949− 1960
(AirPassengers). Ces données sont dans le logiciel R.

2.2.9 Analyse descriptive des données

On commence par donner les représentations graphiques : Le graphe ainsi que
l’ histogramme représentatif des données.

> AP<-AirPassengers

> plot(AP,type=’l’,xlab="Time")

Time
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s

1950 1952 1954 1956 1958 1960

10
0
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40
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0
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0

Fig. 2.1 – Graphique de AirPassengers entre 1949 et 1960.

On remarque que le nombre de voyageurs augmente avec le temps.
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>hist(AP)

Histogram of AirPassengers

AirPassengers
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Fig. 2.2 – Histogramme de AirPassengers.

>summary(AP)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

104.0 180.0 265.5 280.3 360.5 622.0

2.2.10 Analyse descriptive des logarithmes des rendements de
AirPassengers

L’objectif de la procédure suivante est d’obtenir une série des logarithmes des
rendements puis calculer la VaR.
Soit Pt le nombre de réservations de billets à la date t :

Définition 2.2.9 (Les rendements).
Les rendements sont définis par l’expression suivante :

Rt =
Pt

Pt−1

− 1

Définition 2.2.10 (Les log-rendements).
Les log-rendements sont donnés par :

rt = log(
Pt

Pt−1

)
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Comme on peut utiliser directement la fonction log et l’opérateur ”diff” qui se trouve
dans le package ”base” :

log.rap <- diff(log(AP))

on affiche le graphe du log-rendement du AirPassengers par :

>plot(log.rap,type=’l’)

ainsi que l’histogramme des rendements du AirPassengers et la courbe de la loi normale
N(µ, σ2).
Où µ = mean(log .rap) et σ2 = sd(log .rap) sont la moyenne et la variance calculées à
partir de la série des logarithmes des rendements.

Time

lo
g.

ap

1950 1952 1954 1956 1958 1960

−
0.

2
−

0.
1

0.
0

0.
1

0.
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Fig. 2.3 – Logarithmes des rendements de AirPassengers.
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>hist(log.rap,prob=T,breaks=100,col="light blue")

>curve(dnorm(x,mean(log.rap),sd(log.rap)),add=T, lwd=2)

Histogram of log.ap

log.ap

D
en

si
ty

−0.2 −0.1 0.0 0.1 0.2

0
1

2
3

4

Fig. 2.4 – Histogramme des log-rendements.

>summary(log.rap)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

-0.22310 -0.08002 0.01482 0.00944 0.10590 0.22310
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2.2.11 Estimation de la VaR

2.2.12 Modélisation par la méthode POT

On donne la représentation graphique de la GPD ;
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Pareto II G(−0.5,1)

Fig. 2.5 – La distribution de Pareto généralisée Gε,1(x), pour Pareto (ε = 0.5), exponen-
tielle (ε = 0) et Pareto de typeII (ε = −0.5).

Cette méthode consiste à sélectionner un échantillon des excès indépendants et à
supposer que les valeurs des excès sont reparties selon une distribution généralisée de type
Pareto(GPD).
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Fig. 2.6 – Densité de Pareto généralisée gε,1(x), pour Pareto (ε = 0.5), exponentielle
(ε = 0) et Pareto de typeII (ε = −0.5).

2.2.13 Sélection de seuil

Avant de pouvoir estimer la GPD, il nous faut trouver un seuil u au dessus duquel nous
conservons assez de données pour des estimations précises. Pour cela, on fait appel à la
courbe de la fonction moyenne des excès.

• Un des outils de choix du seuil est le graphe de la fonction moyenne des excès e(u).
On le trace à l’aide de R en utilisant la commande ”meplot”.
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me.ap<-meplot(log.rap)
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Fig. 2.7 – La distribution moyenne des exès.

le meplot semble avoir un comportement linéaire au-dessus d’une certaine valeur de u,
cela signifie que les excès au-dessus de ce seuil suivent une GPD (comportement de type
Pareto). Nous pouvons définir le seuil à −0.06.
Après avoir obtenu le seuil u, nous estimons la GPD par la méthode de maximum de
vraisemblance et nous obtenons le résultat suivant :

>t<-gpd(log.rap,-0.06,method="ml")

$n

[1] 143

$data

[1] 0.052185753 0.112117298 -0.022989518 0.109484233 0.091937495

.

.

.

[96] 0.023580943 0.125287761 0.150673346 -0.026060107 0.102278849
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$threshold

[1] -0.06

$p.less.thresh

[1] 0.3006993

$n.exceed

[1] 100

$method

[1] "ml"

$par.ests

xi beta

-0.7438814 0.2123264

$par.ses

xi beta

1.026231e-02 1.999871e-06

$varcov

[,1] [,2]

[1,] 1.053150e-04 -2.297986e-11

[2,] -2.297986e-11 3.999485e-12

$information

[1] "observed"

$converged

[1] 0

$nllh.final

[1] -129.7186

attr(,"class")

[1] "gpd"

Pour obtenir les estimateurs :

>estim=t$par.ests[1]
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>estim

xi

-0.7438814

>estim=t$par.ests[2]

>estim

beta

0.2123264

>riskmeasures(t,0.95)

p quantile sfall

[1,] 0.95 0.1853216 0.2024307

VaR= 0.1853216

• Un autre outil pour le choix du seuil de la GPD est d’utiliser directement la commande
”findthresh” qui se trouve dans le package ”evir” qui consiste à trouver le seuil u en
précisant la taille de l’échantillon des extrêmes par Nu = 100.

>findthresh(log.rap,100)

-0.06402186

Pour une taille de l’échantillon des excès Nu = 100, on trouve la valeur de u est
approximativement égale à la valeur calculée à partir du graphe de la fonction moyenne
des excès.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail on s’est intéressé à l’étude des distributions à queues lourdes.

De nombreux phénomènes ne sont plus modelisés par des variables gaussiennes mais
plutôt par des distributions à queues lourdes.

Ces distributions ont pris un essor consédérable à cause des applications pratiques,
comme c’est le cas en finance, l’actuariat, la météorologie, l’hydrologie, etc.

Dans ce travail, une étude exhaustive a été faite sur ce type de distributions et leurs
propriétés ont été minutieusement détaillées. Nous avons donné quelques exemples pra-
tiques de l’utilisation des distributions à queues lourdes en théorie de la ruine et dans la
théorie des valeurs extrêmes.

Il serait intéressant d’élargir ces exemples aux files d’attentes de type G/G/1 et à
d’autres phénomènes.

Le cas multivarié serait aussi une perspective, du fait que dans la gestion des risques,
ce cas multivarié est très répandu.
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