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Introduction générale : 

Par opposition aux systèmes dynamiques dont l’évolution est continue dans le temps 

et peut être décrite par des équations différentielles, les systèmes à événements 

discrets (SED) sont des systèmes dynamiques dont les transitions entre les états sont 

associées à des événements. 

 

Des théories et des modèles spécifiques à cette classe de systèmes sont nécessaires 

pour pouvoir faire de la modélisation, de l’analyse de performances et de la 

commande. La modélisation est la première étape pour la commande des SED, et elle 

peut être réalisée avec différents outils tels que : les automates à états finis et les 

langages formels, l’algèbre max-plus, les chaînes de Markov, le grafcet et les réseaux 

de Petri. 

 

Le problème général de la commande d’un système à événements discrets consiste, à 

établir une loi de commande adéquate à partir de la connaissance d’un modèle du 

système et du fonctionnement souhaité (objectif à atteindre). Dans les SED, la 

commande a pour effet de restreindre l’ensemble des états possibles du système à un 

sous-ensemble d’états admissibles. 

 

Dans la théorie de la supervision de Ramadge et Wonham, l’outil utilisé pour modéliser 

les SED est les automates et les langages. Bien que cet outil fournit une structure 

générale pour établir les propriétés fondamentales du problème de contrôle des SED. 

L’inconvénient majeur de son utilisation est celui de l’explosion combinatoire : en 

effet, pour des systèmes complexes le nombre d’états utilisés pour modéliser le 

système croît exponentiellement, ce qui limite la possibilité de développer des 

algorithmes efficaces pour l’analyse et la synthèse de la commande. 
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Ces limitations ont poussé à l’utilisation de modèles plus évolués, tels que les réseaux 

de Petri. Cet outil est très puissant en raison de sa capacité graphique et algébrique 

essentiellement appliqué aux SED. Les RDP présentent plusieurs avantages par rapport 

aux automates : 

-Les états des RDP sont représentés par le marquage de ses places. Ainsi le RDP donne 

une description plus compacte car la structure du réseau peut être maintenue petite 

même si le nombre de marques augmente. 

-Au lieu d’utiliser les descriptions textuelles ambiguës ou les notations mathématiques 

qui sont difficiles à comprendre, le système et les spécifications peuvent être 

représentés par un graphe facile à comprendre en utilisant les RDP. 

-Finalement, en utilisant les RDP, le modèle peut être utilisé pour l’analyse des 

propriétés et l’évaluation des performances et la construction systématique du 

superviseur. 

 

Le concept de la supervision des SED peut s’énoncer comme suit : 

-Il existe deux types d’événements qui peuvent se produire dans les SED : les 

événements contrôlables, qui peuvent être contrôlés par l’action de la commande, et 

les événements non contrôlables qui ne peuvent pas être inhibé par l’action d’un 

contrôle. 

-Etant donné un modèle SED et un comportement désiré du système à contrôler,  

l’objectif est de synthétiser un superviseur pour satisfaire ce comportement désiré. 

 

-Le superviseur doit être non bloquant et maximum permissif. 

 

Comme la synthèse de superviseur est une question essentielle dans la commande des 

SED, des méthodes efficaces ont été proposées pour la conception de superviseur. 

C’est la théorie de RW qui est à l’origine de toutes ces méthodes. 
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Le problème principal de la théorie de supervision est l’existence des événements non 

contrôlables. Lors de synchronisation d’un événement non contrôlable du modèle du 

procédé avec celui de la spécification, le modèle final ne peut pas respecter cette 

synchronisation. Dans ce cas il apparaîtra un ensemble d’états interdits. Pour les 

approches basées sur les automates, on peut résoudre ce problème par l’algorithme 

proposé par Kumar. L’inconvénient principal est que le contrôleur est donné sous 

forme d’automate dont la taille peut être inexploitable. 

 

La contribution principale de ce travail de Magister, est la proposition d’une approche 

qui nous donne l’ensemble des transitions à interdire pour garantir le respect des 

spécifications. 

 

Notre objectif dans ce travail est d’étudier les SED en vue de leur commande. Pour cela 

il nous a paru nécessaire de commencer par une présentation générale des SED. C’est 

l'objet du premier chapitre. Tout d’abord nous évoquons quelques notions relatives 

aux langages formels. Puis nous présentons les outils les plus usuels dans le champ de 

commande des SED tels que les automates, et les Réseaux de Petri. 

 

Le deuxième chapitre présente dans un premier temps les principales méthodes 

existantes dans la littérature sur la commande des systèmes à événements discrets. La 

théorie de la supervision des SED proposée par Ramadge & Wonham est d’abord 

présentée en détail. Elle est à l’origine de la commande par supervision. Puis les 

approches de  synthèse de lois de commande basées sur le Réseaux de Petri sont 

décrites.  

 

Nous présentons au chapitre trois le cas où les transitions sont non contrôlables en 

explicitant l’algorithme de paramètrisation linéaire des moniteurs proposé par Basile 
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et al, 2009. Une application de cet algorithme à un système de production modélisé 

par réseau de Petri est effectuée.  

  

Le chapitre quatre est consacré à la présentation d’une approche de commande 

proposée dans le cadre de ce mémoire. Cette contribution est basée sur la 

représentation des spécifications sous forme d’un ensemble polyèdral, ensemble des 

contraintes. Un certain nombre de résultats sont obtenu en appliquant la propriété 

d’invariance positive bien connue dans le cas des systèmes continus. Il s’agit en fait, de 

garantir que le franchissement d’une transition ne fait pas sortir le système de cet 

ensemble polyèdral. 

 

Enfin, nous terminons notre mémoire par une conclusion et des perspectives. 
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Chapitre 1 

Généralités sur les systèmes à événements 
discrets 
 

 

1.1. Introduction  

 

Avec les progrès de la technologie, l’homme s’est mis à construire des systèmes 

de plus en plus complexes dont l’enchaînement dynamique des tâches provient de 

phénomènes de synchronisation, d’exclusion mutuelle ou de compétition dans 

l’utilisation des ressources communes. Ce qui nécessite une politique d’arbitrage ou de 

priorité. Ce type de dynamique échappe totalement à la modélisation par équations 

différentielles. 

 

Au début des années 80, le monde de l’automatique a pris en compte ces 

systèmes, on les a alors appelé systèmes à événements discrets. Le mot ‘discret’ ne 

signifie ni temps discret, ni état discret, mais se réfère au fait que la dynamique est 

composée d’événements qui peuvent avoir une évolution continue, ce qui nous 

intéresse, c’est le début et la fin de ces événements, dans la mesure où les fins 

conditionnent de nouveaux débuts.  

 

La théorie des SED peut être divisée en deux grandes approches : 

 

L’approche qualitative  (logique) qui ne s’intéresse qu’à l’occurrence des événements 

ou l’impossibilité de cette occurrence (impasse ou blocage), et à la succession de ces 

événements. 
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L’approche quantitative qui s’intéresse à l’aspect évaluation des performances 

(nombre d’événements survenant dans un laps de temps donné), et à l’optimisation de 

ces performances. 

 

1.2. Différents outils de modélisation des SED 

Les réseaux de Petri, l’algèbre des dioïdes, les langages et les automates, sont 

les trois outils de base utilisés pour la modélisation, la commande et l’analyse des SED. 

 

1. Langages et automates 

Ils permettent le traitement mathématique des problèmes relatifs aux SED, 

essentiellement du point de vue logique (analyse qualitative). 

Une présentation plus détaillée est donnée dans [5], [11], [19]. 

 

1.1. Langages : 

Définitions de base 

Un alphabet est un ensemble fini de symboles par exemple {a, b, c…,z}. On 

suppose l’alphabet fini et on le note Σ. Un mot est une suite finie de lettre dans 

l’alphabet de référence, exemple : w= σ1σ2σ3…..σk, σi∈  Σ, i=1,…,k. On appelle k la 

longueur du mot w, notée w.  

 

La concaténation de deux mots w1, w2 sur Σ est le mot w1.w2. La longueur de ce mot 

est w1+w2. 

 

On note Σ * l’ensemble de tous les mots sur Σ. Le mot de longueur zéro, noté ε, est le 

mot vide, ε ∈Σ *.  

Soit un mot w ∈Σ *, un mot u ∈Σ * est un préfixe de w s’il existe un mot v ∈Σ * telle 

que : u .v = w.   
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Un langage sur l’alphabet Σ est un sous ensemble de Σ *, et on le note L. L = Ø est le 

langage vide, il ne contient aucun mot. 

 

On définit la préfixe-clôture d’un langage L, comme étant le langage noté L , 

contenant tous les préfixes des mots de L. 

On dit qu’un langage L est préfixe-clos, s’il est égal à sa préfixe-clôture L = L . 

 

1.2. Opérations sur les langages 

Soit deux langages : L1 défini sur Σ1, et L2 défini sur Σ2. 

Union : l’union de L1 et L2, notée L1 ∪ L2, est le langage contenant tous les mots 

contenues soit dans L1, soit dans L2. 

Formellement : L1 ∪ L2 = {v / v ∈L1 ou v ∈L2}. 

 

Intersection : l’intersection de L1 et L2, notée L1 ∩ L2, est le langage contenant tous les 

mots contenues à la fois dans L1 et dans L2. 

Formellement : L1 ∩  L2 = {v / v ∈L1 et v ∈L2}. 

 

Différence : la différence entre L1 et L2, notée L1 - L2 ou L1 / L2, est le langage contenant 

tous les mots de L1 qui ne sont pas dans L2. 

Formellement : L1 - L2 = { v / v ∈L1 et v ∉L2}. 

 

Concaténation : la concaténation de L1 et L2, notée L1 . L2 est le langage contenant tous 

les mots formés d’un mot de L1 suivie d’un mot de L2. 

Formellement : L1. L2 = {w / w = u.v,  u ∈L1 et v ∈  L2}. 

 

Fermeture itérative : la fermeture itérative d’un langage L, notée L*, est l’ensemble 

des mots formés par une concaténation finie des mots de L. 

Formellement : L* = {v / ∃ k≥0 et v1,v2,…..vk ∈  L et v = v1.v2…..vk}. 
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Projection naturelle : soient deux alphabets Σ1 et Σ2 avec Σ1 ∩ Σ2 ≠ Ø. Soit Σ = Σ1 ∪ Σ2. 

On définit la projection naturelle  Pi : Σ*→ Σ*
i (i=1,2), telle que : 

Pi(ε) =  ε  .  

Pi(σ) =  
i

i

si
si

∑∈σσ
∑∉σε

                                  

Pi(sσ) = P1(s).P2(σ)     avec s ∈Σ*, σ ∈Σ. 

 

Projection naturelle inverse : soient deux alphabets Σ1 et Σ2, avec Σ1 ∩ Σ2 ≠ Ø. Soit Σ = 

Σ1 ∪ Σ2. 

On définit la projection naturelle inverse  P-1
i : Σ

*
i→ Σ* telle que : 

P-1
1(ε) = (Σ2- Σ1)* 

P-1
1(σ) = (Σ2- Σ1)* σ (Σ2- Σ1)* 

P-1
1(sσ) = P-1(s) P-1(σ) avec s ∈Σ*

1, σ ∈Σ*
1  

 

1.3. Langage régulier 

Une expression régulière sur un alphabet Σ est composée d’opérandes 

(symboles de Σ), et d’opérateurs pris dans l’ensemble {+, . , *}. 

Un langage régulier est celui défini par une expression régulière. Les opérateurs sont 

classés du plus prioritaire au moins prioritaire, dans l’ordre : fermeture itérative, 

concaténation et union.  

 

1.4. Automates 

Un automate est une machine à états qui permet de décrire le fonctionnement 

d’un système à événements discrets. 

 

1.4.1. Définitions 

-Un automate peut être défini par un 5-uplet A = (Q, Σ, δ, q0, Qm) tel que :  

Q : est l’ensemble des états (espace d’états discret). 

Σ : est un alphabet fini. 
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δ : est la fonction de transition. 

q0 : est l’ensemble des états initiaux. 

Qm : est l’ensemble d’états finaux (marqués) Qm ⊆Q. 

 

-Si l’ensemble des états Q est fini, on parle d’automate fini. 

-Un automate est dit déterministe, si l’état initial est unique, et si la relation de 

transition, appliquée à un couple (qi , σ) définit toujours un unique état δ: Q x Σ → Q. 

-Un automate non déterministe est défini de la même façon qu’un automate 

déterministe, excepté qu’il peut avoir plusieurs états initiaux, et sa relation de 

transition est définie par δ : Q x Σ →2Q. Ce qui veut dire qu’à partir d’un état donné, un 

même symbole σ permet d’atteindre deux états différents, au moins. 

 

1.4.2. Représentation 

 Un automate peut être représenté par un graphe de transition d’états. Les 

états sont représentés par des cercles. 

L’état initial est repéré par une flèche entrante. 

Les états finaux sont représentés par des doubles cercles. 

La fonction de transition δ est représentée par des arcs associés à des symboles de 

l’alphabet Σ. 

 

Exemple 1.1: 

 

 

 

                                                   Figure 1.1 : Automate A. 

 

Soit A = (Q, Σ, δ, q0, Qm) l’automate de la figure 1.1. 

Q ={1 , 2},   Σ ={a , b},   q0 ={1},  Qm ={2},  δ ={(1,a,1), (1,b,2), (2,b,2) }. 

 

1 2 

a b 
b 
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1.4.3. Langage reconnu par un automate 

Un mot w est reconnu ou accepté par un automate fini, s’il existe un chemin 

menant de l’état initial q0 à un état final de Qm, étiqueté par la suite de lettres du mot 

w dans le même ordre.  

L’ensemble des mots acceptés par un automate fini A forme le langage reconnu par 

cet automate, on le note L(A). 

 

1.4.4. Langage généré et langage marqué 

Le langage généré par un automate A est donné par : L(A) ={s ∈Σ* / δ(q0,s)∈Q}. 

Ce langage représente l’ensemble de tous les mots qui permettent d’atteindre un état 

quelconque de l’automate à partir de l’état initial. Toute séquence d’événements qui 

se produit dans l’automate est précédée par des préfixes, donc L(A) = L (A), d’où tout 

langage généré par un automate fini est préfixe-clos.   

On définit le langage marqué noté Lm(A) par l’ensemble de tous les mots w de L(A) 

telle que δ(q0,w)∈Qm. Ce langage représente l’ensemble de tous les mots qui 

permettent d’atteindre un état marqué à partir de l’état initial. 

 

Lm(A) ⊆ L(A), puisque Qm ⊆Q. 

 

1.4.5. Accessibilité et co-accessibilité 

Un état q est dit accessible s’il existe un mot w telle que q =δ(q0,w), c, à, d que 

l’automate peut y accéder depuis l’état initial. L’automate est dit accessible si ∀ q∈Q, 

q est accessible. 

 

Un état q est dit co-accessible, s’il existe un mot w telle que δ(q,w)∈Qm, c, à, d 

qu’à partir de cet état l’automate peut atteindre un état marqué. L’automate est dit 

co-accessible si ∀ q ∈Q, q est co-accessible. 

 

1.4.6. Automate non bloquant et émondé 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


Chapitre 1 :Généralités sur les systèmes à événements discrets 
 

11 
 

Un automate A est qualifié de non bloquant lorsque tout état accessible est co-

accessible, c'est-à-dire, que tout mot générée par A est le préfixe d’un mot marqué : 

L(A) = L m(A). 

Un automate A est émondé s’il est à la fois accessible et co-accessible. Si A est 

émondé, A est aussi non bloquant, la réciproque est fausse : un automate non 

bloquant peut avoir des états non accessibles. 

 

 

1.4.7. Théorème de Kleene  

Le théorème de Kleene établi les équivalences suivantes : 

1- Un langage sur un alphabet Σ est régulier (rationnel) si et seulement si il est reconnu 

par un automate fini. En d’autres termes, pour toute expression régulière, on peut 

construire un automate fini qui reconnaisse cette expression. De même, pour tout 

automate fini, on peut exprimer sous forme d’une expression régulière le langage qu’il 

reconnaît. 

 

A partir d’une expression régulière, on peut construire un automate fini : en 

effet les expressions régulières de base peuvent être décrites par des automates de la 

Figure 1.2 : 

 

                            Ø :                    

                            ε :     

                            a :  

                  Figure 1.2 : Expressions régulière de base décrites par des automates 

 

De même, pour les opérations sur les expressions régulières. 

2- A partir d’un automate fini on peut construire une expression régulière qui décrit le 

langage reconnu par cet automate : les systèmes d’équations linéaires unilatères 

permettent le calcul d’une expression régulière à partir d’un automate fini. 

a 
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-A chaque état i on associe une expression régulière Xi du langage associé à cet état. 

-On obtient un système d’équations dont les inconnus sont des expressions régulières, 

Xi.  

-Si i =1, c’est l’état initial, alors X1 décrit le langage reconnu par l’automate.  

 

Exemple 1.2: 

 

 

 

 

 

                                      

Figure 1.3 : Automate B 

 

Soit l’automate de la figure 1.3 : 

X1 = bX2 + aX3. 

X2 = bX1 + aX4. 

X3 = ε + aX4 + bX2. 

X4 = ε + (a+b)X4. 

 

Résoudre un tel système revient à calculer X1, car il est associé à l’état initial, et 

pour cela on procède par substitutions. Deux résultats sont nécessaires pour la 

résolution de ces équations : 

 

-La plus petite solution de l’équation X = AX + B est X = A* B. 

-La plus petite solution de l’équation X = XA + B est X = BA*. 

 

1.2.8  Composition d’automates 

a,b 
a 

b 

b 

1 

2 

3 

4 

b a 

a 
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Un procédé réel est souvent composé de procédés élémentaires en interaction, 

de là vient l’intérêt de la composition des automates qui les modélisent. 

La composition intervient aussi dans l’élaboration de la commande par supervision du 

procédé (composition du procédé avec les spécifications). 

1. Si Σ1 ∩ Σ2 ≠ Ø synchronisation des événements étiquetés de σi en commun. 

2. Si Σ1 ∩ Σ2 = Ø pas de synchronisation d’événements. 

3. Si Σ1 = Σ2 synchronisation totale. 

 

Composition synchrone :  

Soient A1 = (Q, Σ1, δ, q0, Qm), A2 = (X, Σ2, ξ, x0, Xm), Σ1 ∩ Σ2 ≠ Ø, Σ = Σ1 ∪ Σ2. 

Le composé synchrone est défini (Q x X, Σ1 ∪ Σ2, δ x ξ, q0 x x0, Qm x Xm). 

Q x X, définit l’ensemble des états.  

Σ1 ∪ Σ2, définit l’alphabet du composé. 

(q0 x x0) : est l’état initial du composé. 

(Qm x Xm) : est l’ensemble des états finals. 

La fonction de transition d’états δ x ξ est définie par : 

(δ x ξ) ((q,x),σ) = (q’,x’) si δ(q,σ) =q’! et ξ(x,σ) =x’! 

(δ x ξ) ((q,x),σ) = (q’,x) si δ(q,σ)! Avec σ∈Σ1 / Σ2 . 

(δ x ξ) ((q,x),σ) = (q ,x’) si ξ(x,σ)! Avec σ ∈Σ2 / Σ1. 

 

Exemple 1.3: 

Soient les automates A1 et A2, dont Σ = { ,  } et Σ = { ,  } respectivement. Σ ⋂ Σ = { }.(figure 1.4 ) 

 

 

 

 

 

Figure 1.4 automates A1, A2. 

    

  

  

  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


Chapitre 1 :Généralités sur les systèmes à événements discrets 
 

14 
 

 

Le résultat final est donné en figure 1.5 

 

 

 

 

 

Figure 1.5 composé synchrone 

 

Composition asynchrone : 

Soient A1 = (Q, Σ1, δ, q0, Qm), A2 = (X, Σ2, ξ, x0, Xm), Σ1 ∩ Σ2 = Ø, Σ = Σ1 ∪ Σ2. 

Le composé asynchrone est défini (Q x X, Σ1 ∪ Σ2, δ x ξ, q0 x x0, Qm x Xm). 

La fonction de transition d’états δ x ξ définie par : 

(δ x ξ) ((q,x),σ) = (q’,x) si δ(q,σ) = q’ pour σ∈Σ1. 

(δ x ξ) ((q,x),σ) = (q ,x’) si ξ(x,σ) = x’ pour σ∈Σ2. 

La composition asynchrone n’est qu’un cas particulier de la composition synchrone. 

 

Exemple 1.4: 

Considérons un système manufacturier composé de deux machines identiques : M1 

et M2, et un stock entre ces deux machines. Conformément à la figure 1.6, les deux 

machines travaillent de façon indépendante, puisent des pièces brutes en amont et 

rejettent des pièces usinées en aval. 

 

 

 

 

 

Soient les automates M1 et M2 dont Σ = {  ,   ,   ,   } et Σ = {  ,   ,   ,   } 
respectivement. (figure 1.7) 

M1 M2 
Pièce 
brute 

Pièce 
brute 

Pièce 
usinée 

Pièce 
usinée 

Fig. 1.6 Un système manufacturier 
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Σ ⋂ Σ =   

 

 

 

 

 

 

  

Figure1.7 automates M1 ,M2. 

 

Le résultat final est donné en figure 1.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           Figure 1.8 composé asynchrone. 

 

2  Réseaux de Petri [1], [3] 

2.1  Définition 1.1 

Définition informelle : un réseau de Petri (RdP) est un graphe biparti orienté, composé 

de places et de transitions, reliées par des arcs. Une place peut contenir un nombre 

entier de jetons ou marques. A chaque arc peut être associé un poids (nombre entier) 

qui détermine la dynamique du réseau.  

 

q0 

f1 d1 

p1 

r1 

q2 q1 p2 

q3 

f2 d2 
r2 

q5 q4 

f2 f2 f2 
r1 

r1 

r1 

r2 r2 r2 

p2 p2 p2 

d1 

d1 

d1 

d2 d2 d2 

f1 

f1 

p1 

p1 

p1 

f1 

q02 

q25 q15 
q05 

q22 q12 q02 

q13 q03 
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Définition formelle : un réseau de Petri est quadruplet Q = (P, T, Pré, Post) où : 

P = {P1, P2,……Pn} est un ensemble fini de places. 

T = {T1, T2,…….Tm} est un ensemble fini de transitions. 

Pré : P x T→ N est l’application d’incidence avant. 

Post : P x T→ N est l’application d’incidence arrière. 

Pré(Pi, Tj) représente le poids de l’arc reliant Pi à Tj, alors que Post(Pi, Tj) représente le 

poids de l’arc reliant Tj à Pi. 

  On définit la matrice d’incidence du réseau par l’application W telle que : 

  W= W+ - W-. 

Avec: W+
ij= Pré(Pi, Tj) , W

-
ij = Post(Pi, Tj). 

On définit le vecteur de marquage M = (m(P1), m(P2), ….m(Pi), ..). 

 

2.2 Franchissement d’une transition 

 Une transition Tj est franchissable si les places Pi en amont de Tj ont un marquage 

supérieur ou égal au poids de l’arc reliant Pi à Tj : ∀ Pi ∈P, m(Pi) ≥ Pré(Pi, Tj). 

Lors du franchissement de Tj, le marquage des places Pi en amont de Tj est décrémenté 

de Pré(Pi, Tj) marques, et le marquage des places Pk en aval de Tj est incrémenté de 

Post(Pi, Tj) marques. 

 

2.3 Equation fondamentale 

 On appelle séquence S une suite ordonnée de franchissements. Le vecteur S dont 

les composantes sont le nombre d’occurrence de franchissement de chaque transition 

(indépendamment de l’ordre de franchissement), est appelé vecteur caractéristique de 

la séquence S. 

Le passage d’un marquage M0 à un marquage Mf s’écrit sous la forme matricielle 

suivante : 

Mf = M0 + W. S 
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2.4 Propriétés d’un PdP : 

2.4.1    Accessibilité : un marquage Mf est accessible à partir du marquage initial M0 s’il 

existe une séquence de franchissement S telle que : du franchissement de cette 

séquence à partir de M0, résulte un nouveau marquage Mf et on note: M0 [ S › Mf  

Cette propriété permet de savoir si un état non désiré risque de se produire. 

2.4.2 Vivacité : Un réseau de Petri est dit vivant pour un marquage initial M0 si pour 

tout marquage M accessible à partir de M0 et pour toute transition Ti, il existe une 

séquence de franchissement S qui inclut la transition Ti. 

Cette propriété permet de déduire si le système ne comporte pas de blocage. 

 

2.4.3   Bornitude : Une place Pi est dite bornée pour un marquage initial M0 si pour 

tout marquage accessible à partir de M0, le nombre de marques dans Pi est fini. 

Un RdP est dit borné si toutes ses places sont bornées.  

 

2.4.4 Réversibilité : Un RdP est dit réversible ou réinitialisable pour un marquage 

initial M0, si pour tout marquage M accessible à partir de M0, il existe une séquence de 

franchissement S qui ramène à M0. 

 

2.5 Eléments de modélisation 

 Les RdPs permettent de modéliser un certain nombre de comportements 

importants dans les systèmes à événements discrets: le parallélisme, le partage des 

ressources, la mémorisation et lecture d’informations, la limitation d’une capacité de 

stockage. 

 

2.5.1 Parallélisme :(Figure 1.9) Le parallélisme représente la possibilité que plusieurs 

processus évoluent simultanément au sein du même système.  
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                                       Figure 1.9 Parallélisme. 

 

2.5.2 Synchronisation Mutuelle : (Figure 1.10) La synchronisation mutuelle ou 

rendez-vous permet de synchroniser les opérations de deux Processus. 

    

                                      Figure 1.10 Synchronisation mutuelle 

   

2.5.3  Sémaphore : (Figure 1.11) Les opérations du processus 2 ne peuvent se produire 

que si le processus1 a atteint un certain niveau dans la suite de ses opérations. 

                                             

                                                 Figure 1.11 Sémaphore. 

 

2.5.4   Partage des ressources : (Figure 1.12) Cette structure modélise le fait qu’au sein 

du même système plusieurs processus partagent une même ressource 
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                                   Figure 1.12 Partage des ressources 

 

2.5.5 Mémorisation : (Figure 1.13) Mémorisation d’une transition (c, à, d, 

l’occurrence d’un événement), le franchissement de la transition T12 n’est possible que 

s’il y a une marque dans la place P2. Seul le franchissement de T1 peut mettre une 

marque dans la place P2. 

                                

                         Figure 1.13 Mémorisation  

 

2.5.6  Lecture : (Figure 1.14) Le franchissement de la transition T1 est lié au marquage 

de P23. lors du franchissement, son marquage n’est pas modifié. On fait alors une 

lecture de ce marquage. 

                                                      

                                                Figure 1.14 Lecture 
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2.5.7  Capacité limitée : (Figure 1.15) Pour que la transition T3 soit franchissable il est 

nécessaire que la place P5 contienne des marques. Le marquage de P5 ne permet que 

deux franchissements successifs de T3, la transition T3 sera à nouveau franchissable si 

le franchissement de la transition T4 permet de mettre des marques dans la place P5. 

Au total, la place P4 ne pourra pas contenir plus de 3 marques, cette partie du réseau 

peut modéliser un stock de capacité 3.  

 

                                                       

                                           Figure 1.15 Capacité limitée 

 

2.6  Les classes de Réseaux de Petri 

2.6.1 RdP sans conflit : C’est un RdP dans lequel toute place a au plus une transition 

de sortie. 

Conflit :  ‹ P1, T1, T2 › (figure 1.16). 

 

    

   

                                          Figure 1.16  Conflit :  ‹ P1, T1, T2 ›. 

 

2.2.1 RdP à choix libre: C’est un RdP dans lequel pour tout conflit ‹ Pi, T1, T2… ›, 

aucune des transitions T1,T2… ne possède une autre place que Pi. 

 

2.6.2 RdP simple : C’est un RdP dans lequel chaque transition ne peut être concernée 

que par un conflit au plus. 

 

P1 

T1 
T2 
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2.6.3 RdP pur : C’est un RdP dans lequel il n’existe pas de transition ayant une place 

d’entrée qui soit également place de sortie de cette même transition. 

 

2.6.4 Graphe d’événements : C’est un RdP dans lequel chaque place a exactement 

une transition d’entrée et une transition de sortie, ainsi un graphe d’événements ne 

présente jamais de conflits, mais peut toute fois comporter des synchronisations. 

 

2.6.5 Graphe d’états : C’est un RdP dans lequel chaque transition a exactement une 

place d’entrée et une place de sortie, c’est le dual du graphe d’événements, ainsi un 

graphe d’états peut présenter des conflits, mais jamais comporter de synchronisations. 

Définition : [20] 

Un réseau de Petri est appelé : 

Une arrière-machine à états si et seulement si chaque transition posséde une seule 

place de sortie. 

Une avant-machine à états si et seulement si chaque transition possède une seule 

place d’entrée.  

 

2.7  Réseaux de Petri particuliers : 

2.7.1   RdPs à arcs inhibiteurs :  

Un ars inhibiteur est un arc orienté d’une place Pi vers une transition Tj, pour le 

distinguer d’un arc classique, on représente son extrémité par  un cercle à la place 

d’une flèche. Lorsque la place Pi est reliée à la transition Tj par l’arc inhibiteur Ak alors 

Tj est sensibilisé si le marquage de Pi est inférieurs au poids de Ak, et aucune marque 

n’est ôtée de Pi. 

 

2.7.2 RdPs colorés :  

La modélisation d’un système réel peut mener à des réseaux de Petri de taille 

trop importante rendant leur manipulation et leur analyse difficile. La question est 

alors de modifier (étendre) la modélisation par RdP de façon à obtenir des modèles 
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plus petits. Cette question a motivé l’introduction des RdP colorés. Une taille trop 

importante peut découler du fait que l’on ne peut pas distinguer entre les différentes 

marques d’une place. Plusieurs marques dans une place peuvent modéliser un certain 

nombre de pièces identiques dans un stock. Si le stock contient plusieurs types de 

pièces, des places supplémentaires doivent être introduite pour sa modélisation. 

Intuitivement, si on est capable de distinguer les différentes marques les unes des 

autres, on pourrait associer à chaque type de marques un type de pièce. Pour 

distinguer les marques les une des autres, on introduit la notion de couleurs.   

 

2.7.3   RdPs non autonomes :  

2.7.3.1  RdPs temporisés : 

Le comportement de ces modèles dépend du temps. Ils permettent d’évaluer le 

temps d’exécution d’une série d’opérations par exemple dans un procédé de 

fabrication industriel en fonction de la capacité des machines et des stocks. Il existe 

des RdPs P-temporisés et des RdPs T-temporisés. Dans un RdP P-temporisé par 

exemple, quand une marque est déposée dans une place Pi, elle reste indisponible 

pendant un temps Tempo(Pi), une fois ce temps écoulé elle devient disponible. 

 

2.7.3.2 RdPs synchronisés : 

Dans la modélisation RdP, le fait qu’une transition soit franchissable indique que 

toutes les conditions sont réunies pour qu’elle soit effectivement franchie. Le moment 

où se produira le franchissement n’est pas connu. Un RdP synchronisé est un RdP ou 

chaque transition est associée à un événement, la transition sera alors franchie si elle 

est validée mais quand l’événement associé se produit. Généralement un événement 

est un front montant ou descendant d’une variable logique. Un événement n’a pas de 

durée il est caractérisé par l’instant ou il se produit. 

 

Pour plus de détails se référer à [1], [3], [15]. 
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3. Algèbre des dioïdes  

La commande supervisée des SED par les réseaux de Petri a élaborée des lois de 

commande optimales et efficaces, qui garantissent le respect des spécifications sur le 

marquage. Cependant, elle ne prend pas en compte explicitement l’influence du 

temps, elle considère que les événements peuvent avoir lieu à des moments 

arbitraires, ce qui est contraire à la réalité, le fonctionnement de la plupart des 

processus industriels exige un certain nombre de contraintes temporelles, telles que 

les durées opératoires et les dates de début et de fin des taches. D’où l’intérêt de la 

modélisation de ces processus par des graphes d’événements temporisés, dont le 

comportement est représenté par des systèmes d’équations linéaires définies dans 

l’algèbre des dioïdes : Max-plus ou Min-plus, ainsi que la possibilité d’évaluation des 

performances et d’optimisation. 

 

3.1   Définitions [16] 

Définition1.2 : On appelle un monoïde, un ensemble M muni d’une loi interne ⊕  

associative et qui possède un élément neutre ε  tel que :  

               .mmm,Mm =⊕ε=ε⊕∈∀  

Le monoïde est commutatif si la loi ⊕  est commutative. 

 

Définition 1.3 : on appelle demi-anneau un ensemble D muni de deux lois internes ⊕  

et ⊗ tel que : 

- ( D, ⊕ ) est un monoïde commutatif dont l’élément neutre est appelé élément nul. 

- ( D, ⊗ ) est un monoïde. Son élément neutre est appelé unité et est noté e. 

- La multiplication ⊗  est distributive à droite et à gauche par rapport à la loi ⊕

 Mc,b,a ∈∀ : 

( ) ( ) ( )bcacbac ⊗⊕⊗=⊕⊗  et ( ) ( ) ( )cbcacba ⊗⊕⊗=⊗⊕ . 

- L’élément nul ε est absorbant pour la loi ⊗  : .aa ε=⊗ε=ε⊗∀  

Si la loi additive ⊕  est idempotente : aaa,Da =⊕∈∀  alors ( D, ⊕ , ⊗ ) est appelé un 

demi-anneau idempotent ou dioïde. 
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Exemple 1.5: 

{ }( )+∞+∞−∪ℜ ,max,,  est un dioïde commutatif pour lequel ∞−=ε  et e=0, ce dioïde 

noté maxℜ est appelé algèbre (max,+). Dans ce dioïde, la loi ⊕  correspond à 

l’application max et la loi ⊗ est la somme usuelle. 

 

{ }( )+∞−∞+∪ℜ ,min,,  est un dioïde commutatif pour lequel ∞+=ε  et e=0, il est 

appelé algèbre ( min,+). Dans ce dioïde, la loi ⊕  correspond à l’application min et la loi 

⊗ est la somme usuelle. 

 

3.2 Résolution d’équations dans les dioïdes 

Par analogie avec la théorie des systèmes linéaires classiques. Le comportement 

dynamique du graphe d’événements temporisés est décrit par une équation d’état 

définie dans l’algèbre des dioïdes : 

 X=A ⊗X⊕ B 

Remarque : la loi ⊗ est remplacée par un point. 

La quantité (A*.B) est la plus petite solution de l’équation X=A.X⊕ B. 

Avec A*  = i

Ni
A⊕

∈

 et  A0 = I n (Etoile de Kleene).  

 

3.3  Fonctions compteurs et fonctions dateurs 

L’évolution du graphe d’événement peut être représentée dans le domaine temporel 

par les fonctions compteurs, et dans le domaine événementiel par les fonctions 

dateurs. 

 

3.3.1 Fonctions compteurs : on associe à chaque transition du graphe considéré une 

fonction du temps correspondant au nombre cumulé de franchissements de la 

transition à l’instant t. cette fonction est appelée compteur.  
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3.3.2 Fonctions dateurs : on associe à chaque transition du graphe considéré une 

fonction de la variable k∈  N* , correspondant à la date du kième franchissement de la 

transition, cette fonction est appelée dateur.  

 

3.4 Evaluation des performances et optimisation 

 L’évaluation des performances s’effectue à partir du calcul d’indices de 

performance du système. Ces indices sont essentiellement  

le taux de production λ , et le temps de cycle TC = 
λ
1

. 

Quant à l’optimisation, les deux critères à optimiser sont le coût de fonctionnement et 

la productivité. Le problème d’optimisation des ressources consiste à minimiser le 

nombre des ressources de production qu’il faut engager initialement pour atteindre la 

productivité souhaitée. En d’autres termes, on calcule le marquage initial d’une ou de 

plusieurs places pour atteindre le taux de production fixé.  

 

Conclusion :  

 Dans ce chapitre, des outils de modélisation, d’analyse et de commande de 

systèmes à événements discrets sont présentés. Nous avons introduit, dans un 

premier temps, les automates à états finis et les langages formels puisque la théorie de 

la supervision telle qu’initialement présentée, se base sur ces outils. L’outil réseau de 

Petri est par la suite étudié, pour pouvoir présenter les différentes extensions à la 

théorie de base introduite par Ramadge et Wonham.  
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Chapitre 2 
 
Méthodes de synthèse de superviseurs pour les 
systèmes à événements discrets. 
 
 

2.1  Introduction 

Les SED sont de plus en plus complexes, ce qui rend plus difficile la réalisation d’un 

système de commande efficace et réaliste. Plusieurs travaux ont été consacrés au problème 

de la synthèse de commandes pour les SED. L’objectif de la synthèse est de déterminer un 

superviseur garantissant le respect des spécifications. 

L’approche proposée par Ramadge et Wonham s’intéresse à l’existence et à la synthèse d’un 

superviseur le plus permissif pour les SED. Cette approche est basée sur la modélisation des 

systèmes par des automates à états finis, et des langages formels. Cependant le manque de 

structure dans ces modèles limite le développement des algorithmes de calcul efficaces pour 

l’analyse et la synthèse de superviseur [11]. 

C’est pourquoi plusieurs méthodes de synthèse de commande basées sur les réseaux de 

Petri ont été proposées, pour exploiter la puissance de modélisation offerte par cet outil [2], 

[5], ainsi que les nombreux résultats mathématiques disponibles pour la vérification du 

comportement du système, tels que l’atteignabilité, la bornitude et la vivacité. 

 

2.2  Synthèse de superviseur basée sur les automates et les langages 

2.2.1 Concept de supervision : 

Le modèle d’un procédé peut être vu comme un générateur spontané de mots 

d’événements sans control externe. En vue de commander un tel procédé dans le cadre de 

la théorie de la supervision, certains événements sont interdits ou autorisés. Ainsi, lorsque le 

procédé se trouve dans un état qi, il reçoit de la part du superviseur une liste γi 

d’événements autorisés. La prochaine évolution du procédé se fera alors sur occurrence 

d’événement σi+1 de γi. A partir du nouvel état qj atteint par le procédé, une nouvelle liste 
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d’événements autorisés est fournie. Ce principe d’inhibition / autorisation est représenté en 

figure 2.1 et est appelé supervision, et le fonctionnement qui en découle représente le 

comportement en boucle fermée du procédé. 

                                  

         

  
  
 
 
 
 
 
 

Figure 2.1  principe de supervision. 
 
 
Remarque : 

Ramadge et Wonham ont initié une théorie de synthèse automatique de superviseur pour 

les SED. Cette théorie considère l’aspect qualitatif des actions (via l’ordre d’occurrence 

d’événements), et permet au superviseur d’interdire l’apparition de certains événements 

(contrôlables) au procédé. L’aspect quantitatif des actions fait intervenir le concept 

d’événement forcé, la supervision devient alors commande supervisée puisque le 

superviseur peut forcer l’occurrence de certains événements du procédé. 

 

2.2.2 Notion de contrôlabilité 

2.2.2.1 Evénements contrôlables et événements non contrôlables : 

 L’ensemble Σ des événements d’un procédé est divisé en deux sous ensembles disjoints 

Σ c et Σ u, représentants respectivement l’ensemble des événements contrôlables, et 

l’ensemble des événements non contrôlables. Les événements contrôlables (Σ c) sont les 

événements sur lesquels le superviseur peut avoir une action directe, c'est-à-dire, qu’il peut 

les interdire ou les autoriser. Par contre, le superviseur ne peut exercer aucune influence 

directe sur les événements dits non contrôlables (Σ u). Tous les événements de Σ u sont 

toujours autorisés quelque soit l’événement généré par le procédé, la condition Σ u ⊆ γi est 

toujours vraie pour tout i. 

 

Superviseur S 

  Procédé P 
(Générateur 
d’événements) 

Inhibition/autorisation 
d’événements. 

Evénements 
générés autorisés. 
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2.2.2.2  Condition de contrôlabilité [19] 

Une spécification permet de traduire les contraintes imposées par le cahier des charges. 

Etant donné un procédé P défini par le langage L(P), et une spécification définie par un 

langage K.  

Le but est de synthétiser un superviseur V qui permet de faire respecter cette spécification. Il 

convient d’abord de déterminer si le langage de la spécification K est admissible par le 

système, autrement dit si le système peut le respecter : c’est la notion de contrôlabilité. 

 

Un langage K ⊆ Σ * est dit contrôlable si :  

K .Σ u ∩ L(P) ⊆ K .        2.1 

C'est-à-dire que K est contrôlable s’il n’existe pas de mot wσ, avec w∈ K , et σ∈Σ u, telle que 

wσ ∉Σ u : l’occurrence d’un événement non contrôlable ne fait pas sortir le système de la 

spécification. 

 

2.2.3   Définition formelle d’un superviseur [21] 

Soit P = ( Q, Σ, δ, q0, Qm ) un procédé avec Σ = Σ c ∪ Σ u. l’ensemble des événements autorisés 

qui inclus nécessairement Σ u, est appelé l’ensemble de contrôle noté Г. Il est composé de 

l’ensemble des entrées de contrôle notées γ : 

 Г ={ γ ∉2Σ / Σ u ⊆ γ }.       2.2 

 

On définit le superviseur comme une fonction V : L(P) → Г qui attribut à chaque événement 

généré w, une entrée de contrôle γ = V(w) devant être appliquée. On note V/P le procédé 

supervisé par V. 

 

On appelle fonctionnement en boucle ouverte, le comportement de P seul et le 

fonctionnement en boucle fermée, celui de P supervisé par V, V/P. Le langage L(V/P) ⊆ L(P) 

est défini :  

  
( )

( ) ( ) ( ) ( )



∈σ∈σ∈∈σ
∈ε

.PLwetwV,P/VLwsiseulementetsiP/VLw
P/VL

   2.3     

 

Le langage Lm(V/P) (comportement marqué) est définit : 
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  ( ) ( ) ( ).PLP/VLP/VL mm ∩=          2.4 

 

2.2.4 Existence d’un superviseur [19] 

 

Théorème 2.1 : Soit K ⊂ L(P) le langage généré par P. 

Il existe un superviseur V tel que L(V/P) = K si et seulement si : 

  K est préfixe clos : K = K . 

  K est contrôlable : K . Σ u ∩ L(P) ⊆ K . 

 

Théorème 2.2 : Soit K ⊂ Lm(P) le langage marqué de P. 

Il existe un superviseur V non bloquant (L(V/P) = K ) tel que Lm(V/P) = K si et seulement si :  

  K est Lm-clos : K = K ∩ Lm(P). 

  K est contrôlable : K .Σ u ∩ L(P) K⊆   

Un langage K ⊂ L est dit L-clos si K = K ∩ L : tout préfixe de K, qui est aussi un mot de L, est 

également mot de K. 

 

2.2.5 Langage suprême contrôlable 

Si K n’est pas contrôlable, alors on doit chercher un sous ensemble de K appelé Sup C(K) qui 

a la propriété de contrôlabilité en respectant toutes les contraintes. Il représente le plus 

grand langage contrôlable dans K. 

Le superviseur est dit maximum permissif ou optimal lorsque, couplé avec le procédé, il 

génère le langage Sup C(K) tel qu’il est donné à la figure 2.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.2. Langage suprême contrôlable d’un fonctionnement désiré 

L(P) K Sup(C (k)) 
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2.2.5.1 Algorithme de Kumar [22]  

Cet algorithme permet de déterminer le Sup C(K). Il est constitué des 4 étapes suivantes : 

 

Pas 1 :  construire le composé synchrone de L(P) et K. 

 

Pas 2 :  déterminer les états défendus du composé synchrone. 

On appelle état défendu tout état (q,x) du composé synchrone tel qu’il existe un 

événement non contrôlable σ ou δ(q,σ) est définie pour P et ξ(x,σ) n’est pas 

définie pour K. 

 

Pas 3 :  déterminer les états faiblement défendus du composé synchrone. On appelle 

état faiblement défendu tout état (q,x) du composé synchrone qui n’est pas un 

état défendu, et tel qu’il existe une séquence d’événements non contrôlables Su 

qui conduit à un état défendu.  

 

Pas 4 :  supprimer du composé synchrone les états défendus, les états faiblement 

défendus, ainsi que toutes les transitions liées à ces états. 

 

2.2.6 Synthèse du superviseur 

Le superviseur sera construit à partir de l’automate associé au langage Sup C(K) résultant des 

étapes vues ci-dessus, en déterminant les entrées de contrôle à appliquer au procédé.  

Exemple 2.1: 

Reprenons l’exemple 1.4, Le fonctionnement de notre système manufacturier doit respecter 

la présence d’un stock de capacité limitée à 1, situé entre les 2 machines (figure 2.3). 

 

 

 

 

 

Le superviseur S de la figure 2.4 permet de garantir le respect de cette spécification. Dans 

cet automate les états v0 et v1 correspondent respectivement aux états : "stock vide" et 

"stock plein". 

M1 M2 
Pièce 
brute 

Pièce 
usinée 

Fig. 2.3. Le système manufacturier sous la contrainte de 
stock 

Stock 
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Lorsque le stock est vide, l'occurrence de l'événement contrôlable d2 est interdit (début du 

cycle de M2). Sur l'occurrence de l'événement f1 (fin du cycle de M1 et dépôt d'une pièce 

dans le stock), l'automate  S change d'état et passe dans l'état v1. Dans cet état, l'occurrence 

de l'événement f1 est interdite (fin du cycle de M1). 

Le modèle automate reconnaissant le fonctionnement en boucle fermée  est obtenu en 
effectuant le composé synchrone de P et de S. 

Le modèle de fonctionnement désiré en boucle fermé du système supervisé est donné dans 
la figure 2.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Par application de l’algorithme de Kumar pour notre exemple, nous trouvons les états 

interdits suivants : { (q13,v1), (q14,v1), (q15,v1) }.  Dans cet exemple il n’y a pas d’états 

faiblement interdits (figure 2.6). 

 

d2 

S  : 
Φ(v0) = {d2} à 

f1 Σ \ {f1, d2} 

v1 
v0 

Σ \ {f1, d2} 

ß Φ(v1) = {f1} 

Fig. 2.4. Modèle automate de la spécification 

(q03, v0) 
(q13, v0) 

p1 

d1 

p2 

f2 r2 

d1 

d2 

r1 

r1 

r2 

f1 

p1 

p2 
f2 

f2 

(q04, v0) 

(q23, v0) 

(q03, v1) 

(q05, v0) 

(q14, v0) 
f1 

(q04, v1) 

(q05, v1) 

(q24, v0) 

p2 

f2 

(q15, v0) 

p1 

(q25, v0) r1 

r2 

p2 

S’/P : 

(q13, v1) 

d1 

d1 

(q15, v1) 

(q14, v1) 
d1 

r2 

f2 

f1 

         Fig. 2.5. Modèle de fonctionnement désiré en boucle fermée 
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Le modèle final de cet automate est présenté dans la figure 2.7. 

 

 

2.3   Synthèse de superviseur basé sur les RdPs 

Comme les systèmes réels sont devenus de plus en plus complexes, et en raison des 

limitations que présentent les modèles basés sur les automates et les langages, telles que la 

difficulté de modélisation, l’explosion combinatoire et la non garantie d’absence de blocage, 

le besoin d’un outil tel que les RdPs est devenu plus important. Les RdPs sont apparus 

comme l’outil le plus prometteur pour faciliter de tels modèles, de plus c’est un outil qui 

facilite l’implémentation sur un automate programmable industriel API. 

Fig. 2.7. Modèle final de système supervisé sans états interdits 

(q03, v0) 
(q13, v0) 

p1 

d1 

p2 

f2 r2 

d1 

d2 

r1 

r1 

r2 

f1 

p1 

p2 
f2 

f2 

(q04, v0) 

(q23, v0) 

(q03, v1) 

(q05, v0) 

(q14, v0) 
f1 

(q04, v1) 

(q05, v1) 

(q24, v0) 

p2 

f2 

(q15, v0) 

p1 

(q25, v0) r1 

r2 

p2 

S/P : 

Fig. 2.6. Modèle automate du système supervisé avec des états interdits 

(q03, v0) 
(q13, v0) 

p1 

d1 

p2 

f2 r2 

d1 

d2 

r1 

r1 

r2 

f1 

p1 

p2 f2 

f2 

(q04, v0) 

(q23, v0) 

(q03, v1) 

(q05, v0) 

(q14, v0) 
f1 

(q04, v1) 

(q05, v1) 

(q24, v0) 

p2 

f2 

(q15, v0) 

p1 

(q25, v0) r1 

r2 

p2 

S’/P : 

(q13, v1) 

d1 

d1 

(q15, v1) 

(q14, v1) 
d1 

f1 

r2 

f1 

f2 

f1 
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2.3.1 Synthèse de superviseur par la méthode des invariants de marquage [4] 

Cette méthode est appliquée pour les systèmes modélisés par les RdP, et dont les 

spécifications (contraintes) peuvent être exprimées en égalités, inégalités ou expressions 

logiques, et peuvent comporter des éléments du vecteur de marquage et / ou du vecteur de 

franchissement. 

Les contraintes exprimées par le vecteur de franchissement doivent être transformées pour 

ne comporter que des éléments du vecteur de marquage pour pouvoir utiliser le principe 

des P- invariants pour la synthèse du superviseur. 

Le superviseur est composé de places de contrôle qui sont connectées aux transitions de 

l’RdP du procédé de sorte à garantir que le système ne tombe pas dans les états interdits. La 

taille du contrôleur est proportionnelle au nombre de contraintes à satisfaire. 

 

2.3.1.1 Principe des invariants de places (P-invariants) : 

Les invariants est l’une des propriétés structurelles des RdPs (càd qui dépendent seulement 

de la structure topologique du RdP et non de son marquage initial). Il existe deux types 

d’invariants : les P-invariants et les T-invariants. 

Les P-invariants sont des ensembles de places dont le nombre de jetons reste toujours 

constant. Le P-invariant est défini par le vecteur X(1xn), dont les éléments non nuls 

correspondent aux places appartenant au P-invariant, (avec n nombre de places du réseau) 

soit à partir du marquage initial m0 : 

  mT. X =  m0
T. X        2.5 

Ou bien à partir de la matrice d’incidence W : 

  XT. W = 0       2.6 

 

2.3.1.2 Description de la méthode : 

Cette méthode exige que le procédé à contrôler soit modélisé par un RdP, et permet de 

construire un contrôleur par réseaux de Petri lié au procédé. 

Les contraintes qui doivent être satisfaites peuvent être soit des expressions logiques, des 

égalités ou des inégalités. 

Supposons que le système à commander est modélisé par un RdP ayant n places et m 

transitions, et doit satisfaire la spécification suivante :  
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  +  ≤ 1        2.7 

 

où mi et mj sont les marquages des places Pi et Pj respectivement. Cette contrainte veut dire 

qu’au plus, une de ces deux places soit marquée (les deux places ne peuvent être marquées 

en même temps). Cette inégalité peut être transformée en une égalité en introduisant une 

nouvelle variable ms, et la contrainte devient alors : 

     +  +  = 1       2.8 

La variable ms représente dans ce cas une nouvelle place PS qui reçoit l’excès de marques, 

ainsi on assure que la somme des marques mi et mj est toujours inférieure ou égale à 1. 

Cette place appartient au réseau contrôleur. 

 

La structure de ce réseau sera calculée en notant que l’introduction de la variable mS va 

introduire un P-invariant. Puisque une nouvelle place a été ajoutée au réseau, alors la 

matrice d’incidence W du système contrôlé global est la matrice originale DP (n x m) 

augmentée d’une ligne correspondant à la place introduite PS. Cette nouvelle ligne 

appartient à la matrice d’incidence du contrôleur notée WC. Le problème peut être situé en 

général comme suit : 

Toutes les contraintes peuvent être groupées et écrites sous forme matricielle :  ∙   ≤         2.9 

Où mp est le vecteur de marquage modélisant le procédé, L est une matrice  (nC x n), b est un 

vecteur (nC x 1) et nC est le nombre de contraintes. 

 

De la même manière toutes les équations de P-invariants générés après l’introduction de la 

variable mS peuvent être groupées sous forme matricielle :   ∙   +  =          2.10 

où mC est le vecteur (nC x 1) qui représente le marquage des places du contrôleur. 

 

L’équation matricielle suivante est l’équation P-invariant de tous les invariants définis par 

l’équation précédente : 

 XT.W = [ L  I ] 







Wc
Wp

 = 0. 

L.WP + WC = 0        
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WC = -L.WP          2.11 

Où I est la matrice identité (nC x nC) puisque les coefficients de la variable mS dans les 

contraintes sont égaux à 1. 

La matrice WC contient les arcs qui connectent les places du contrôleur aux transitions du 

réseau du procédé. 

Le marquage initial du réseau contrôleur doit être calculé d’après l’équation des P-invariants  

  ∙   +  =   : 

On a :  ∙    +   =   d’où     =  −  ∙           2.12 

 

Exemple 2.2: 

Considérons à titre d’exemple le réseau de la figure 2.8 suivante: 

 

 

                                   Figure 2.8 réseau du système à superviser 

 

La matrice d’incidence de ce réseau WP = 

















−−
−

−

1110
0111
1001

 

Son marquage initial mp0 = 

















3

2

1

m
m
m

 =  

















0
0
3

 

 

L’objectif est de contrôler le réseau afin que les places P2, P3 ne contiennent jamais plus 

d’une marque, c’est à dire, on désire appliquer la contrainte :   +  ≤ 1. L = [ 0 1 1 ]    ,    

b = 1. 

On introduit la variable mS et l’inégalité devient une égalité :   +  +  = 1   
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Cette équation représente l’invariant X = [ ]T1110          

La matrice d’incidence contrôleur : WC = - L.WP = [ ]1001−  

Le marquage initial du contrôleur : mC0 = 1 – L. mp0 =  1. 

La structure du réseau contrôlé est décrite par la matrice d’incidence :  

 

W = 








C

P

W
W

 = 



















−
−−

−
−

1001
1110

0101
1001

 

Tandis que son marquage initial : m0 = 








0

0

C

P

m
m

 = 



















1
0
0
3

 

Le réseau de Petri du système contrôlé est donné par la figure 2.9 suivante : 

 

                                                                                    

                               Figure 2.9 Réseau du système supervisé. 

 

2.3.1.3 Transformation de RdP : 

 Cette méthode transforme les contraintes qui contiennent des éléments du vecteur de 

franchissement. Elle est basée sur la transformation du modèle RdP lui-même. Supposons 

que la contrainte à satisfaire est de la forme :  

    +   ≤ 1    (qj élément du vecteur de franchissement). 

Cela veut dire que la transition Tj ne peut pas être franchie si la place Pi est marquée et vice 

versa. La transformation est la suivante : la transition tj est remplacée par deux transitions et 

une place entre elles comme le montre la figure 2.10 suivante : 
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                              Figure 2.10 Transformation de RdP 

 

Par conséquent la matrice WP est augmentée d’une ligne et d’une colonne. Cette 

transformation est artificielle, et n’ajoute ou ne soustrait rien du modèle, son seul but est 

d’introduire la place P’j qui enregistre le franchissement de la transition tj. Le marquage m’j 

de P’j remplace qj dans la contrainte   +   ≤ 1 qui devient : 

   + ′ ≤ 1.       2.13 

 

La contrainte peut maintenant être transformée en égalité en introduisant mS, et le 

contrôleur peut être calculé comme déjà vu précédemment. 

 

Après le calcul de la structure du contrôleur, la transition et la place ajoutées sont 

supprimées, et la jème et (j+1)ème colonne de W sont sommées pour produire la colonne 

correspondant à tj, et la ligne correspondant à la place P’j est supprimée. 

 

Exemple 2.3 : 

 Considérons encore le réseau de l’exemple précédant. Supposons que la contrainte 

cette fois est : q2+q3 ≤ 1 càd que les transitions t2 et t3 ne peuvent être franchies en même 

temps. 

Chacune des deux transitions est remplacée par deux transitions et une place entre elles 

comme le montre la figure  2.11 suivante : 

                                           

              Figure 2.11  Réseau transformé 
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        WP = 























−
−

−−
−

−

011000
000110
110010

001101
100001

  

                     mp0 =  























0
0
0
0
3

 

La contrainte peut maintenant être exprimée en fonction du marquage de P’2 et 

P’3 :  ′ + ′ ≤ 1. 

L = [ ]11000 ,    b = 1. 

On introduit la variable mS qui traduit le marquage de la place du contrôleur PS :   ′ + ′ +  = 1. 

 

WC = -L . WP = [ ]011110 −−     ,   mC0 = 1 – L. mp0 =  1. 

 

  W= 








C

P

W
W

 = 



























−−
−

−
−−

−
−

011110
011000
000110
110010

001101
100001

 

m0= 








0

0

C

P

m
m

 = 



























1
0
0
0
0
3

 

Le réseau contrôlé est donné par la figure 2.12 suivante: 
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                               Figure 2.12 Réseau transformé supervisé 

 

Une fois le contrôleur calculé : la 2ème et la 3ème colonne de W sont sommées pour produire 

la colonne correspondant à t2, alors que la 3ème et la 4ème colonne de W sont sommées pour 

produire la colonne correspondant à t3. Et les lignes 4 et 5 correspondant aux deux places de 

transformation sont supprimées, alors la structure du RdP original contrôlé est : 

 

W = 








C

P

W
W

 = 



















−−
−

−

0000
1110

0111
1001

 

m0 =  








0

0

C

P

m
m

=



















1
0
0
3

 

 

et son réseau de Petri est donné par la figure 2.13. 

                                                            

 Figure 2.13  Réseau original supervisé. 
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Remarque : 

La méthode telle qu’initialement proposée, est applicable que dans le cas où toutes les 

transitions sont contrôlables. 

Dans le cas de présence de transitions non contrôlables, une méthode a eté proposée (Basile 

et al, 2006), ce cas sera étudié au chapitre suivant. 

 

2.3.2 Synthèse de superviseur par la méthode des régions : [6]  

 L’approche de supervision par la théorie des régions a été proposée par A. Ghaffari et 

N. Rezk. Le système est modélisé par un Rdp borné et le superviseur à synthétiser doit être 

maximum permissif en respectant les spécifications (états interdits), la vivacité du réseau, et 

les transitions non contrôlables. 

Le superviseur résultant est un ensemble de places de contrôle à ajouter au réseau initial, 

qui interdisent l’accès aux états interdits. 

2.3.2.1  Description de la méthode 

 Cette méthode est divisé en deux étapes, déterminer l’ensemble des marquages 

admissibles, puis construire des places de contrôle en utilisant la théorie des régions. 

 

Etape 1 : Pour déterminer l’ensemble des marquages admissibles on suit les étapes 

suivantes : 

- déterminer l’ensemble des marquages interdits. 

- Générer le graphe des marquages partiel. 

- Déterminer l’ensemble des marquages dangereux. 

- Générer le graphe des marquages admissibles Rc. 

 

Etape 2 : Cette étape construit les places de contrôle à ajouter au modèle initial à partir du 

graphe des marquages admissibles en utilisant la théorie des régions.  

 

2.3.2.2  Synthèse du contrôleur  

 Etant donné le modèle du système à contrôler ( )0M,N et le graphe d’atteignabilité cR

(le comportement admissible du système contrôlé). On utilise la théorie des régions pour 

construire les places de control { }cP à ajouter. 
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Considérons une place de control pc, chaque marquage M dans le graphe des marquages 

admissibles cR doit rester atteignable après l’ajout de cp , ce qui implique que cp doit 

satisfaire la condition d’atteignabilité : 

 

  ( ) ( ) ( ) 0,0 ≥Γ⋅+= MCCC pWpMpM
r

            2.14          

 

où MΓ     est un chemin non orienté quelconque dans cR de 0M  à M  . 

 

Chaque place cp , doit satisfaire l’équation cycle pour les cycles dans cR : 

 

( ) ( )∑
∈

∈∀=
Tt

CC Sttp γγ 0.,
r

      2.15 

où cS est l’ensemble des cycles du graphe d’atteignabilité cR , ainsi que la condition de 

séparation : 

 

  ( ) ( ) ( ) 0,.,0 ≤+Γ+ tpWpWpM CMCC

r

       2.16   

 

Les relations 2.14 2.15 2.16 déterminent la place de control cp   

Exemple 2.4 : 

 Considérons encore l’exemple 1.4. 

 

                    

                                       Figure 2.14 le système sous la contrainte de stock. 

 

Les modèles Rdp des machines 1 et 2 et de la spécification sont donnés respectivement par 

a, b, et c de la figure 2.15. 
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Figure 2.15 Modèle Rdp. a) Machine 1. b) Machine 2. c) spécification. 

 

Le fonctionnement en boucle fermée du procédé global (M1, M2, et stock), nous donne le 

graphe de marquage de la figure 2.16. En boucle fermée, une transition est franchissable si 

elle est validée par rapport au procédé et validée par rapport à la spécification. 

                           

Figure 2.16 : graphe des marquages. 

 

Comme la capacité du stock est de 1, alors l’ensemble des marquages interdits est {M8, M9}, 

où M8= (1 0 0 1 0 2) et M9= (1 0 1 0 0 2). 

L’ensemble des marquages dangereux qui mènent aux marquages interdits est {M3, M6}. 

L’ensemble des marquages admissibles est {M1, M2, M4, M5, M7}. 

Pour ne pas atteindre le marquage M3, il faut interdire la transition d1 à partir du marquage 

M2, ainsi que pour ne pas atteindre le marquage M6, il faut interdire la transition d1 à partir 

du marquage M5. Cela nous donne le graphe de marquages admissibles de la figure 2.18. 
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                                                Figure2.17 : graphe des marquages partiel 

 

 

 

                             Figure 2.18 : graphe des marquages admissibles RC. 

 

Equations d’atteignabilités :   (  ) ≥ 0   (  ) =   (  ) + (  ,   ) ≥ 0   (  ) =   (  ) + (  ,   ) +  (  ,   ) ≥ 0   (  ) =   (  ) + (  ,   ) +  (  ,   ) +  (  ,   ) ≥ 0   (  ) =   (  ) + 2 (  ,   ) + (  ,   ) +  (  ,   ) ≥ 0   (  ) =   (  ) + 2 (  ,   ) + 2 (  ,   ) + (  ,   ) ≥ 0 

 

Equation cycle :  (  ,   ) +  (  ,   ) +  (  ,   ) + (  ,   ) = 0 

Equations de séparation d’événements :   (   ) + 2 (   ,   ) + (   ,   ) ≤ 0   (   ) + 3 (   ,   ) + 2 (   ,   ) +  (   ,   ) ≤ 0 
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En résolvant le système précédant, on trouve la places de contrôle pC1 telle que

1)p(Met)0101(.),p(W 1C01C =−=  interdisant la première transition, et pC2 telle que 

1)p(Met)0101(.),p(W 2C02C =−=  interdisant la deuxième transition. 

On supprime la place pC2 car elle est redondante. Le modèle du système supervisé est donné 

dans la figure 2.19.  

 

                                           Figure 2.19 : modèle Rdp du système supervisé. 

 

Conclusion :  

Dans ce chapitre, trois méthodes de supervision sont introduites et discutées. La première 

approche est celle de ramadge et Wonham, utilisant les automates et les langages pour la 

synthèse de superviseur. Malgré la puissance de l’approche, elle souffre du problème 

d’explosion combinatoire souvent rencontré dans le cas de SED à grande dimension. La 

deuxième approche est basée sur les réseaux de Petri et utilise la notion de P-invariant pour 

synthétiser des places de supervision qui permettent de garantir le respect des spécifications 

imposées par un cahier des charges. Cette approche est intéressante parce qu’elle est 

structurelle. Elle ne prend malheureusement pas en charge les transitions non contrôlables.  

La troisième approche est due à (Rezk el al, 1999) et utilise la théorie des régions pour la 

synthèse des places de supervision. Elle se base sur la construction de l’espace 

d’atteignabilité du réseau de Petri modélisant le processus étudié. 
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Chapitre 3 
 
Synthèse de superviseur en présence de 
transitions non contrôlables. 
 
 
 
1   Introduction : 

Le principe de la supervision est d’interdire à un système donné d’atteindre un ensemble 

d’états interdits qui sont traduit part un ensemble de contraintes. 

Avec les réseaux de Petri, interdire l’accès à ces états se traduit par l’interdiction de 

franchissement des transitions en amont de ces états. Lorsque ces transitions sont non 

contrôlables (spécifications non contrôlables), leur interdiction ne correspond pas avec la 

réalité physique du système, par exemple, interdire le franchissement d’une transition 

associée à l’événement panne. 

Rencontrer des transitions non contrôlables dans un système est inévitable, d’où l’idée de 

restriction de l’ensemble des spécifications à un sous ensemble contrôlable et qui doit être 

le moins restrictif (le plus permissif) possible.      

 

2   Supervision en présence de transitions non contrôlables : 

La synthèse du superviseur restreignant le comportement en boucle fermée d’un système à 

)G(LL ∩ , où L est le langage en boucle ouverte et L(G) la spécification, est possible si et 

seulement si deux conditions sont vérifiées : L est préfixe clos et commandable. Si L n’est pas 

commandable, on peut considérer une classe de sous langages préfixes clos et 

commandables de L, { }ecommandabletclospréfixeest/L)L( γ⊆γ=Ω , pour chaque 

langage  γ  de cette classe on peut construire un superviseur qui restreint le comportement 

en boucle fermée à )G(LL)G(Lk ∩⊂∩ . La classe )L(Ω est fermée pour l’union des 

langages et non vide. Elle admet un unique élément suprême )L(SupL Ω=↑ appelé sous 

langage suprême commandable qui est la solution optimale du problème de commande. 
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Une approche similaire peut être envisagée en considérant l’évolution d’état du système 

plutôt que les traces des événements générés.  

Cette approche est particulièrement intéressante quand le système est représenté par un 

réseau de Petri. Dans ce cas on suppose que certaines transitions, appelées contrôlables, 

peuvent être interdites par une action extérieure. 

Considérons le système réseau de Petri (N,m0) avec m places, dont l’ensemble des 

marquages atteignables est m
0 N)m,N(R ⊆ , supposons que nous avons un ensemble de 

marquages admissibles mN⊆Γ , et considérons le problème de synthèse de superviseur qui 

restreint l’ensemble d’atteignabilité du système en boucle fermé à )m,N(R 0∩Γ . Cela est 

possible si deux conditions sont vérifiées : Γ doit être contrôlable et son atteignabilité est 

admissible càd que les marquages admissibles doivent être atteint à travers une évolution 

d’état ne contenant pas de marquages interdits. Cette condition est équivalente à la 

propriété de préfixe clôture. 

Si Γ  n’est pas contrôlable, on peut considérer une classe de sous ensembles contrôlables de

Γ , { }econtrolabl/)( γΓ⊆γ=ΓΩ . Pour chaque ensemble γ  de )(ΓΩ , on peut synthétiser un 

superviseur qui restreint l’ensemble d’atteignabilité du système en boucle fermé à 

)m,N(R)m,N(R 00 ∩Γ⊂∩γ . La classe )(ΓΩ est fermée et non vide, et admet un élément 

suprême unique )(Sup ΓΩ=Γ↑ appelé sous ensemble suprême contrôlable qui est la 

solution optimale du problème de control dans le sens où elle autorise le plus large 

ensemble d’atteignabilité en boucle fermé. 

 

Un intérêt particulier est donné pour le problème de control où l’ensemble des marquages 

admissibles Γ est exprimé par un ensemble de nc inégalités linéaires appelées contraintes 

d’exclusion mutuelle généralisées (CEMG).  

 

Dans ce cas on écrit { } ncmxncm Zk,ZL,kLm/Nm)k,L(M ∈∈≤∈==Γ , les problèmes de 

ce type ont été étudiés par plusieurs auteurs (Giua,DiCesare et Silva,1992 ; Krogh et 

Holloway,1991 ; Li et Wonham,1994 ; Moody, Lemmon et Antsaklis,1996). Cette structure de 

l’ensemble des marquages admissibles a l’avantage que si Γ est contrôlable, le superviseur 

de cette classe de problèmes prend la forme d’autant de places qu’il y a de contraintes, 
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appelées moniteurs. Chacune d’elles possède des arcs entrant et sortant de certaines 

transitions du réseau. 

Supposons maintenant que Γ est non contrôlable, suivant l’approche précédente, on doit 

trouver l’ensemble ↑Γ . La synthèse du superviseur devient complexe puisque on a affaire à 

des sous ensembles contrôlables.  

 

Dans la plupart des cas cette structure spéciale de l’ensemble admissible est perdu (Giua et 

al 1992), ↑Γ ne peut pas être exprimé par un ensemble d’inégalités linéaires, le superviseur 

correspondant n’a pas la structure des places de supervision. 

 

Ce problème a motivé Moody et al (1996) et Moody et Antsaklis (2000) à considérer une 

restriction de l’ensemble d’atteignabilité. L’idée est de trouver un sous ensemble ↑Γ tel que:  

 

a) Il soit contrôlable par les conditions structurelles, la condition de contrôlabilité 

structurelle indique qu’il n y a pas d’arcs allant des places de supervision vers les transitions 

non contrôlables pour prévenir le franchissement de ces dernières.  

 

b) Il peut être exprimé par un ensemble de nc contraintes. 

 

On peut définir l’ensemble : 

{ })k,L(M:Zk,ZL,econtrolabllementstructurelestk/)( ''nc'mxnc'
nc =γ∈∈∃Γ⊆γ=ΓΩ . 

 

Dans Moody et al (1996) et Moody et Antsaklis (2000), une procédure a été donnée pour 

calculer l’élément )(nc ΓΩ∈γ  et sa structure de moniteurs correspondant.  

 

2.1 Définitions [14] 

Définition 3.1  

Considérons le réseau N, et les CEMG, on définit le réseau non contrôlable de N, noté  

Nu= (P, Tu, W-
u, W+

u) le réseau résultant de l’élimination de chaque transition contrôlable de 

N. Il est évident que ).m,N(R)m,N(R u ⊆  
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Définition 3.2  

L’ensemble des marquages admissibles mN⊆Γ est comportementalement contrôlable pour 

un système 0m,N , avec le sous réseau non contrôlable Nu si Γ⊆
∩Γ∈U )m,N(Rm u

0
)m,N(R  

Γ est contrôlable si à partir de chaque marquage Γ∈m , il n y a pas de marquage interdit 

atteint par le franchissement de séquence contenant que des transitions non contrôlables. 

 

Définition 3.3  

Soit l’ensemble des marquages admissibles représenté par )k,L(M=Γ , et le réseau N ayant 

l’ensemble des transitions uc TTT ∪= , avec =∩ uc TT Ø. 

Γ est structurellement contrôlable si 0WL u ≤  où unxm
u ZW ∈ est la matrice d’incidence du 

réseau non contrôlable Nu, avec nu est le nombre de transitions non contrôlables. 

 

2.2 Proposition 3.1 (Moody et al, 1996) 

Si on peut trouver CCC nxn
2

mxn
1 NR,NR ∈∈ satisfaisant [ ] 1

)1k(Lmp
mp

RR
0

0
21 −≤








+−

 

alors le contrôleur 00Cpc mp'L'km,W'LW −=−= où 1)1k(R'k,LRR'L 221 −+=+=  peut 

assurer que le système en boucle fermée vérifie kLmp ≤ . 

 

2.3 Théorème 3.1 : (Basile et al, 2006) 

Considérons un système représenté par un réseau de Petri 0m,N . Soit 

{ }kLmm)k,L(M m ≤ℵ∈==Γ  un ensemble non contrôlable avec ncmxnc ZketZL ∈∈ , la 

classe )(nc ΓΩ est : 

a) non vide ; 

b) non fermé par l’union. 

 

Dans la partie a) du théorème, on peut montrer que )(nc ΓΩ n’est pas vide car il contient 

l’ensemble vide. Cependant, si l’élément suprême de )(nc ΓΩ est l’ensemble =γ Ø, alors le 

problème de contrôle n’a pas de solution, car la condition γ∈0m  n’est pas vérifiée. 
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L’interprétation de la partie b) est que l’union des ensembles )(,...., nc21 ΓΩ∈γγ , 

....21 ∪γ∪γ=γ n’est pas un ensemble convexe et ne peut pas être exprimé par un 

ensemble d’inégalités linéaires 

 

3  Algorithme de paramétrisation linéaire des moniteurs : (Basile et al. (2006)). 

L’algorithme consiste à construire la table 








2

1mxmxmu

rqn
OIW

, où pour la première étape 

.1r,0q,W.ln 2xm1u ===  

 

A chaque étape le but de l’algorithme est de rendre nuls les éléments positifs de n. Un 

élément positif de n correspond à une transition st , et l’élément négatif de la même colonne 

dans uW correspond à une place rp . 

L’algorithme annule les éléments positifs de n notés ( )stn  en sommant la dernière ligne de 

n multipliée par l’élément pivot noté ( )sru t,pW−  avec la ièmer ligne de uW multiplier par 

( )stn . La dernière ligne de la table est remplacée par le résultat de l’addition. 

 

Si on dénote ( )k,l ′′  les contraintes transformées à l’étape courante de l’algorithme nous 

avons ( ) u22 Wlnet,11krk,qlrl ′=−+=′+=′ . 

 

Par cette opération les composantes du vecteur l′  relatifs à la place sr tp ο∈  sont 

augmentées d’une quantité positive, le résultat de la transformation de contraintes est que 

la place de contrôle dérivée de l′  n’a aucun arc sortant vers st , mais un arc sortant vers la 

transition rPt ο∈ . 

 

S’il existe plus d’un élément négatif dans la ièmes colonne de uW , différentes solutions sont 

alors obtenues. 

 

Pour considérer toutes les solutions possibles, une variable symbolique iα  de valeur 

naturelle est introduite pour chaque élément négatif de la colonne ( )su t,W ⋅ . 
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La table est augmentée d’autant de lignes qu’il y a de combinaisons linéaires de la ligne 

contenant l’élément positif dans n et les lignes annulant cet élément dans uW . 

Ces lignes ajoutées sont définies par ( ) ( )[ ]⋅α⋅α ,P,N ii  comme suit : 

 

( ) ( ) ( ) sissrui ttsi0t,N,ttsit,pWt,N ==α≠⋅β=α  avec β  le plus petit multiplieur commun 

entre les éléments négatifs de ( )su t,W ⋅ . 

( ) ( ) riri ppsi1p,P,ppsi0p,P ==α≠=α . 

La table est alors augmentée comme suit :
















1Zx

2

1mxmxmu

OPN
rqn

OIW
 

Chaque ligne de [ ]1ZxOPN  est relative à une des z variables symboliques. 

A chaque étape NnWl,Pqll T
u

T α+=′α++=′ , alors que les variables symboliques 

n’interviennent pas dans le calcul de k′ . 

Puisque uWln ′= , alors annuler l’élément positif ( )stn  revient à annuler )t,(Wl su ⋅′ . La 

résolution de l’équation 0)t,(Wl su =⋅′  à chaque étape donnera le système d’équations 

bA =α . Une nouvelle équation doit être ajoutée au système à chaque étape. 

Après l’introduction des variables symboliques, le but de l’algorithme est maintenant de 

rendre nuls les éléments positifs de la portion 







N
n

. 

L’algorithme s’arrête lorsque il n’existe plus d’éléments positifs dans n ou N , ou lorsque il 

n’existe plus d’éléments négatifs dans les colonnes de uW  pour rendre nuls les éléments 

positifs de n ou N . 

 

Exemple 3.1 : 

Considérons le réseau de Petri de la figure 3.1. Soit la contrainte sur le marquage suivante : 

( ) ( ){ }1pmmk,lM 3
m ≤ℵ∈= . La place de control cp  ne satisfait pas la condition de 

contrôlabilité structurelle car il existe un arc (en discontinu) de cp vers la transition non 

contrôlable 4t . 

Dans ce qui suit, Les transitions en doubles traits représentent les transitions contrôlables, et 

celle en un trait représentent les transitions non contrôlables. 
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En appliquant l’algorithme de Basile et al, la procédure de transformation de la contrainte 

est donnée en figure 3.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Fig 3.2 Etapes de l’algorithme de transformation de la contrainte 1)p(m 3 ≤  
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig 3.1 Réseau de Petri avec transitions non contrôlables 
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La transition 2t  contrôle le franchissement de 43 tett , alors que 1t  contrôle seulement le 

franchissement de 3t , d’où si 1p  est inclue dans la contrainte transformée, cela implique 

nécessairement que 2p  est inclue aussi. 

Les deux solutions possibles sont : 

 

{ }

{ }







≤++ℵ∈=

≤+ℵ∈=

.1)()()(),(

.1)()(),(

321
22

32
11

pmpmpmmklM
ou

pmpmmklM

m

m

 

Remarquons que )k,l(M)k,l(M 1122 ⊂  d’où )k,l(M 11 est la moins restrictive donc la 

solution optimale.  

Si )k,l(M 11 et  )k,l(M 22 sont incomparables, on peut choisir l’une des deux solutions. 

Cependant, si d’autres spécifications de contrôle sont présentes telles que la condition de 

vivacité par exemple, l’un des deux moniteurs est préférable que l’autre pour avoir un 

contrôle optimal. 

 

 

 

 

  
 
 

Fig 3.3 Réseau en boucle férmée. 
 

 

pc 

t2 

p2 

t5 

t3 

p1 

t1 
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t4 
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4  Application sur un système manufacturier 

Dans cette section, nous appliquons la méthode de transformation de contrainte à un 

système industriel d’assemblage.  

Les produits sont transportés par des palettes libres, chaque palette ne peut transporter 

qu’un seul produit à la fois. 

Le système peut être décomposé en trois classes d’éléments (Figure 3.4) : 

1. Le magasin : il permet le stockage des palettes qui ne sont pas en production. 

2. La boucle centrale de transfert : elle permet le transport des palettes entre les 

postes de travail. 

3. Les quatre postes de travail en dérivation : ils permettent la transformation des 

produits transportés par les palettes.   
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Figure 3.4 système manufacturier. 
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Les postes 1 et4 sont respectivement les deux postes de palettisation (mettre le produit 

sur la palette), et de dépalettisation (enlever le produit de la palette). Les deux postes 

successifs 2 et 3 dont le rôle est l’assemblage, ont une structure identique (Figure 3.5). 

   

 

 

 

 

                        

 

 

Figure 3.5 postes 2, 3. 

 

Afin de réduire la complexité du problème de supervision, nous optons à utiliser une 

supervision modulaire qui permet de découper le problème en n sous-problèmes 

indépendants. [10] 

Le superviseur résultant est la conjonction des n superviseurs S1^ S2 ^….. Sn (Figure 3.6 ) 

 

 

 Figure 3.6 supervision modulaire 

 

 

 

Procédé P  
(dans l’état q) 

Superviseur S1 
  

Superviseur Sn 
  

 

Φ1
(i) 

Φn
(i) 

σ(i+1) 

(événement généré et 
non interdit) 

 

Poussoir 

Station 
d’assemblage 

Sortie PDP 

Palette 

Détecteur  
palette  

Butée  

Ancrage devant 
station 
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Le modèle RdP du poste 2, 3 est donné par la figure 3.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig 3.7 Le modèle RdP du poste 2, 3. 

 

Les événements associés à chaque transition et les places du réseau sont explicités aux 

tableaux 3.1 et 3.2 respectivement : 

  

Tableau 3.1. Evénements associés aux transitions 

 
 
 
 
 
 

Evénement Action Evénement Action Evénement Action 

DPA Détection palette  
devant  Ancrage 

OA Ouverture  ancrage APA Absence palette  
devant Ancrage 

FA Fermeture ancrage DPB Détection palette  
devant Butée 

SRT début lecture étiquette 

FEE Fin écriture 
étiquette 

OB Ouverture  Butée SPDP Sortie palette du PDP 

FB Fermeture Butée SP Sortie du poste   

  SP 
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Tableau 3.2. Description de chaque place 

 

Concernant les postes 2 et 3 nous avons choisi les spécifications suivantes :  

1) le nombre de palettes entre l’ancrage devant station et la butée est limité à 1.  

2) le nombre de palettes à la sortie du poste de présentation (SPDP) est limité à 3.  

Les spécifications sont traduites par les contraintes suivantes : 
 





≤=
≤=

3)p(m)k,l(M
1)p(m)k,l(M

112

121  

La première spécification ne sera pas transformée car elle vérifie la condition de 

contrôlabilité structurelle (sa place de contrôle n’a pas d’arc sortant vers une transition non 

contrôlable). Cependant, la deuxième spécification doit être transformée à cause de l’arc 

sortant de sa place de contrôle vers la transition non contrôlable 8t (SPDP).  

L’algorithme de transformation est donné par la table de la figure 3.8. 

 

 

 

 

 

Nom de 
place 

Description Nom de 
Place 

Description 

P0 L’ancrage est fermé 
L’absence de   palettes 

P7 Opération de lecture, assemblage 
et écriture 

P1 Présence de  palettes devant 
l’ancrage 

P8 Fin d’assemblage 

P2 L’ancrage est ouvert P9 Butée est ouvert 

P3 Absence de palet lorsque l’ancrage 
est ouvert 

P10 Absence de palette après butée 

P4 Présence de palette entre l’ancrage 
et butée 

P11 Une palette après butée 

P5 Butée est fermé P12 Une palette entre ancrage  et 
butée 

P6 Présence de  palette devant butée   
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Fig 3.8 Etapes de l’algorithme de transformation de la contrainte 3)p(m 11 ≤ . 

 

De cette transformation résultent deux possibilités de contrôle, et les contraintes 

résultantes sont alors : 

{ }

{ }







≤+ℵ∈=

≤+ℵ∈=

3)()(),(

3)()(),(

119
22

2

1211
11

2

pmpmmklM
ou

pmpmmklM

m

m

 

 
Le choix de l’une de ces deux solutions est fait selon leurs optimalité : la solution dont 

l’élément maximal coïncide avec l’élément maximal de la contrainte contrôlable )k,l(M1 , est 

la solution optimale. 

L’élément maximal de )k,l(M1 est 1)p(m 12 = ; 

L’élément maximal de )k,l(M 11
2 est )10)p(m,3)p(m( 1211 ≠== ; 
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L’élément maximal de )k,l(M 22
2 est )2)p(m,1)p(m( 119 == , dans ce cas on peut aussi avoir 

1)p(m 12 =  . 

D’où )k,l(M 22
2  est la solution optimale du problème de commande. 

Le réseau du système en boucle fermée est donné par la figure 3.9. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig 3.9 Réseau du poste 2, 3 en boucle fermée. 
 
 
Le moniteur 1Cp  garantie la première spécification, les moniteurs 2C2C petp ′  sont les deux 

choix garantissant la deuxième spécification, où 2Cp est le moniteur optimal.  

 
Les tâches exécutées dans chacun des postes 2 et 3 sont modélisées par des macro places 

afin de réduire la taille du réseau. Chaque tâche est modélisée par un simple réseau avec 

une seule place (une fois marquée représente la tâche en exécution) et deux transitions 

(début de tâche, fin de tâche). Les transitions début de tâche sont toujours contrôlables, et 

les transitions fin de tâche sont non contrôlables.  

Le modèle Rdp de la ligne est donné par la figure 3.10. 
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Figure 3.10 modèle Rdp de la ligne. 
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Les événements associés à chaque transition et les places du réseau sont explicités aux 

tableaux 3.3 et 3.4 respectivement : 

 

Tableau 3.3 Evénements associés aux transitions 

 

 

 Tableau 3.4 Description de chaque place. 

Evénement Action Evénement Action Evénement Action 

t0 Sortie du magasin et 
entrée dans AB 

t7 Sortie de EG et 
entrée dans poste 

2. 

T14 Sortie du poste 4 et 
entrée dans BC. 

T1 Sortie de AB et 
entrée bans BC. 

T8 Sortie du poste 2 et 
entrée dans HI. 

T15 Sortie de BC et entrée 
dans CD. 

T2 Sortie de BC et 
entrée dans poste 1. 

T9 Sortie de HI et 
entée dans poste 3. 

T16 Sortie de CD et entrée 
dans DE. 

T3 Début de 
paléttisation. 

T10 Sortie du poste 3 et 
entrée dans JK. 

T17 Sortie de DE et entrée 
dans EF. 

T4 Fin de paléttisation. T11 Sortie de JK et 
entrée dans poste 

4. 

T18 Sortie de EF et retour au 
magasin. 

T5 Sortie du poste 1 et 
entrée dans DE. 

T12 Début de 
dépalettisation. 

  

T6 Sortie de DE et 
entrée dans EG. 

T13 Fin de 
dépalettisation. 

  

Nom de 
place 

Description Nom de 
Place 

Description 

P0 Palette dans le magasin. P11 Palette dans HI. 

P1 Palette dans AB. P12 Palette dans poste 3. 

P2  P13 Palette dans JK. 

P3 Palette dans BC. P14 Palette dans poste 4. 

P4 Palette dans poste 1. P15 Dépalétisation. 

P5 Palettisation P16 dépalétisation finie. 

P6 Palettisation finie. P17  

P7 Palette dans DE. P18 Palette dans CD. 

P8  P19  

P9 Palette dans EG. P20 Palette dans EF. 

P10 Palette dans poste 2.   
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Les spécifications imposées au reste du système sont : 

-chacun des tronçons AB, BC, CD, DE, EF contiennent une seule palette au plus. 

- la capacité des postes 1 et 4 est de 1.  

-la capacité des postes 2 et 3 est de 6. 

Ces spécifications sont alors traduites par les contraintes suivantes : 

.1)p(m)k,l(M 11 ≤=  

.1)p(m)k,l(M 32 ≤=  

.1)p(m)p(m)p(m)k,l(M 6543 ≤++=  

.1)p(m)k,l(M 74 ≤=  

.6)p(m)k,l(M 105 ≤=  

.6)p(m)k,l(M 126 ≤=  

.1)p(m)p(m)p(m)k,l(M 1615147 ≤++=  

.1)p(m)k,l(M 188 ≤=  

.1)p(m)k,l(M 209 ≤=  

 

Seules Les deux contraintes )k,l(M8 et )k,l(M9  nécessitent une transformation, car leurs 

places de control possèdent un arc sortant vers les transitions non contrôlables t15 et t17. 

 

L’algorithme de transformation de la contrainte )k,l(M8  est donné par la figure 3.11 
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Figure 3.11 Etapes de l’algorithme de transformation de la contrainte )k,l(M8 . 

 

De cette transformation résultent deux possibilités de contrôle, et les contraintes 

résultantes sont alors : 
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{ }

{ }
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≤+ℵ∈=

3)()(),(
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pmpmmklM
ou
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Le choix entre ces deux possibilités est indifférent.  

 

L’algorithme de transformation de la contrainte )k,l(M9  est donné par la figure 3.12. 

 

  
 
 

20

19

18

17

16

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p

 

 
 171615131084 ttttttt    

1000000
1100000
0110000
0010000
0001000
0001000
0000000
0000100
0000100
0000010
0000010
0000000
0000000
1100000
0000001
0000001
0000000
0010000
0000000
0000000
0000000

−
−

−

−

−

−

−

−

−

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

uC  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   1000000  ulCn =  1k),000000000100000000000(l ==  

1Step    0000000       n  1),1000000000000000000( 21 =′=′ kl αα  

     
2

1

α
α

  
0100000
0100000

 
     
     N  
 

 
2

i

21 1
ℵ∈α

=α+α
 

 
2Step    0000000       n  1),100000000000000000( 231 =′=′ kl ααα  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


Chapitre 3 : Synthèse de superviseur en présence de transitions non contrôlables 
 

65 
 

     

3

2

1

α
α
α

  

0010000
0100000
0000000

 

 
     N   

3
i

321

21 1

ℵ∈α

α=α+α
=α+α

 

 
3Step  

  0000000       n  1),1)(00000000000000000( 2431 =′+=′ kl αααα  

     

4

3

2

1

α
α
α
α

  

0010000
0010000
0000000
0000000

 

 
 
    N   

4
i

4321

321

21 1

ℵ∈α

α+α=α+α
α=α+α

=α+α

 

4Step    0000000      n  1),1)(000000000000000( 243615 =′+=′ kl αααααα  

     

6

5

4

3

2

1

α

α
α
α
α
α

  

0000000
0000000
0010000
0000000
0000000
0000000

 

 
 
 
    N  

 

6
i

6543

4321

321

21 1

ℵ∈α

α+α=α+α
α+α=α+α

α=α+α
=α+α

 

5Step    0000000      n  ),1)()(000000000000)(000( 24386175 ′+++=′ kl αααααααα

     

8

7

6

5

4

3

2

1

α
α

α
α
α

α
α
α

  

0000000
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000

 

 
 
 
 
   N  

8
867543

6543

4321

321

21 1

ℵ∈

+++=+
+=+
+=+

=+
=+

iα

αααααα
αααα
αααα

ααα
αα

 

 

Figure 3.11 Etapes de l’algorithme de transformation de la contrainte )k,l(M9 . 

 

Nous avons 8 possibilités de contrôles dont 3 sont redondantes, puisque α = α = α = 0  

Les contraintes résultantes sont : 

 

⎩⎪⎨
⎪⎧m(p  ) + m(p  ) + m(p  ) + m(p  ) ≤ 1m(p  ) + m(p  ) + m(p  ) + m(p ) ≤ 1m(p  ) + m(p ) + m(p  ) + m(p ) ≤ 1m(p  ) + m(p ) + m(p  ) + m(p  ) ≤ 1m(p  ) + m(p ) ≤ 1
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Le choix du superviseur optimal se porte sur m(p  ) + m(p ) ≤ 1, car c’est le plus permissif 

possible entre les 5 choix. 

 

Le réseau du système global en boucle fermée est donné par la figure 3.12 
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Figure 3.12 réseau global supervisé 

 

5  Conclusion : 

L’existence d’événements non contrôlables, entraîne des états interdits. Nous avons vu que 

pour éviter ces états, il faut restreindre l’ensemble d’atteignabilité du système en boucle 

fermée en un sous ensemble qui soit le maximum permissif, et la solution optimale est 

l’élément suprême de cet ensemble. 

Nous avons vu aussi une paramètrisation linéaire du choix existant entre plusieurs moniteurs 

résultants d’une transformation d’une contrainte non contrôlable, ainsi que l’algorithme de 

Basile et al, donnant ces différents choix. 

Le choix du moniteur optimal se fait alors selon sa permissivité par rapport aux autres 

moniteurs et selon d’autres conditions telles que la vivacité par exemple.   
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Chapitre 4 

Supervision par invariance. 

 

4.1 Introduction : 

Dans cette section, une nouvelle méthode est présentée pour la supervision des 

systèmes à événements discrets par Rdps. Contrairement à l’approche structurelle, 

basée sur les invariants de marquage, cette méthode est basée sur la propriété 

d’invariance des ensembles. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes 

sur le franchissement des transitions afin de garantir le respect des spécifications 

imposées au système. 

 

4.2 Absence de transitions non contrôlables 

4.2.1 Position du problème :  

Etant donné un système à événements discrets modélisé par réseaux de Petri, à 

commander avec des contraintes sur l’évolution du marquage de type Polyèdrale 

( ) { }µ≤∈=µ m.QNm,QP n  où : n est le nombre de place du réseau de Petri. 

Supposons que toutes les transitions du modèle RdP sont contrôlables. La commande 

de ce système consiste à interdire au marquage de sortir du Polyèdre des contraintes. 

Autrement dit, à partir d’un marquage ),Q(Pm K µ∈ , le marquage 1Km +  résultant du 

franchissement d’une transition validée est toujours dans ),Q(P µ . 

 

4.2.2 Synthèse de superviseur basée sur la propriété d’invariance positive 

Hypothèse :  

On suppose dans ce qui suit que seulement une transition est franchie à la fois (non 

concurence). 
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On considère la classe graphe d’états arrière des réseaux de Petri. 

Etant donné un ensemble Г, on dénote ( )ΓInt son intérieur, et ( )Γ∂  son contour  

 

4.2.1 Définitions [18] 

Définition 4.1 

Un ensemble C est dit convexe lorsque, pour tout x et y de C, le segment [x, y] est 

tout entier contenu dans C, i.e. [ ] ( ) Cyt1xt,1,0t,Cy,x ∈−+∈∀∈∀  

Définition 4.2  

L’ensemble convexe nR⊆Ρ , formé de l’intersection d’un nombre fini q de demis 

espaces fermés, défini par : { }gx.GRx n ≤∈=Ρ  est un polyèdre, où 

Nn,q,Rg,RG qnxq ∈∈∈ . 

Définition 4.3  

L’ensemble ( )g,GΡ  est dit positivement invariant pour un système donné si et 

seulement si sa trajectoire d’état reste dans ( )g,GΡ . 

 

Soit un système à événement discrets modélisé par un Rdp dont l’évolution est 

décrite par l’équation KK1K Wmm σ+=+ , et soumis à des contraintes de marquage 

polyhèdrales données par : ( ) { }µ≤∈=µΡ m.QNm,Q n  où ncxnNQ∈ et ncN∈µ . 

 

Notre objectif est de contrôler le système de sorte que le polyèdre des contraintes de 

marquage soit respecté. La loi de commande qui assure cet objectif est le superviseur 

défini par : 

Définition 4.4 [15]  

( )
( ) KKK

0

mfm
TmR:f

Σ=→
→

       4.1
 

Où ( )0mR  est l’ensemble de tous les marquages atteignables à partir de 0m , T est 

l’ensemble des transitions du réseau, Km  est un marquage donné et KΣ  est 

l’ensemble des transitions autorisées à partir de Km . 
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Les propositions suivantes nous donnent des conditions nécessaires et suffisantes 

pour l’invariance positive de l’ensemble des contraintes polyèdrales : 

 

4.2.2 Résultats [15] 

Proposition 4.1  

L’ensemble KΣ  est égal à l’ensemble des transitions T pour tout marquage Km  

appartenant à ( )( )µΡ ,QInt . 

En d’autres termes, une transition Tj d’un réseau de Petri donné, est toujours 

autorisée à partir d’un marquage Km  appartenant à ( )( )µΡ ,QInt .  

Preuve : 

C’est évident que si Km appartient à ( )( )µΡ ,QInt  alors 1Km + appartient à ( )( )µΡ ,QInt  

ou à l’une des faces du polyèdre, en tenant compte qu’une seule transition est 

franchie à la fois (non concurrence). 

 

On a vu dans la Proposition 1, la condition de franchissement lorsque ( )( )µ∈ ,QPIntm K

, la proposition suivante nous donnera la condition de franchissement lorsque 

( )( )µ∂∈ ,QPm K  :  

Proposition 4.2  

Le franchissement d’une transition Tj d’un réseau de Petri donné est autorisé à partir 

d’un marquage Km appartenant à la ièmei facette du polyèdre ( )µ,QP  si et seulement 

si : 

0.W.Q k
i ≤σ        4.2 

Et interdit sinon, où Kσ est le vecteur caractéristique du franchissement de la 

transition Tj. 

Preuve :  

La ièmei facette  ( )ii ,QP µ  du polyèdre ( )µ,QP  est définie par : 









µ≤

≠
µ=

l
K

l

i
K

i

m.Q
li

m.Q
.       4.3 
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L’ensemble ( )µ,QP  est positivement invariant si et seulement si : 

( ) ( )
µ≤⇒

µ∈⇒µ∈∀

+

+

1K

1K
ii

K

m.Q
,QPm,QPm

 

 

Condition nécessaire : 

Montrons que si i
1K

i m.Q µ≤+  implique que .0.W.Q k
i ≤σ  

En remplaçant 1km +  par son expression d’évolution, nous aurons : 

( ) ..Wm.Q KK µ≤σ+   









µ≤σ+

≠
µ≤σ+

l
K

l
K

l

i
K

i
K

i

.W.Qm.Q
.li

.W.Qm.Q
 

Puisque i
k

i m.Q µ= , alors la condition de franchissement est : 

.0.W.Q k
i ≤σ  

Condition suffisante : 

Montrons que si 0.W.Q k
i ≤σ implique que i

1K
i m.Q µ≤+ . 

i1K
i

iKK
i

iK
i

iK
i

K
i

iiiK
i

K
i

m.Q

)m.W.(Q
)mQpuisque(mQ.W.Q

)0puisque(.W.Q0.W.Q

µ≤⇒

µ≤+σ⇒

µ=µ≤+σ⇒

≥µµ≤µ+σ⇒≤σ

+

 

0.W.Q k
i ≤σ est une condition nécessaire et suffisante pour le franchissement de la 

transition Tj.  

 

Exemple 4.1: 

Soit le système de transport de la figure 4.1 composé d’un entrepôt E et deux 

postes de travail W1 et  W2. Des véhicules autoguidés circulent entre ces trois 

postes. L’objectif assigné au superviseur est d’éviter les collisions des véhicules.  
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Figure 4.1 système de transport. 

 

Le modèle réseau de Petri du système est donné par la figure 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.2 Modèle réseau de Petri du système de transport ; 
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La matrice d’incidence du réseau est : 

 



































−

−
−

−
−−

−
−

−

=

0001100000
0000011000
0110000000
0000000110
1101000000

0000001011
0000110000
0010000100
1000000001

W

 

 

Les spécifications garantissant cet objectif sont les suivantes :   











≤++
≤+
≤+

≤+

2mmm
1mm
1mm
1mm

DBCBAB

DBBD

CBBC

BAAB

 

 



















=

101001000
110000000
001100000
000011000

Q  

Intuitivement, et à partir du réseau, pour satisfaire les contraintes, il est nécessaire 

d’interdire les transitions d’entrée des places contraintes : 

Facette 1 : interdire T1, T7, T9. 

Facette 2 : interdire T2, T8. 

Facette 3 : interdire T4, T6. 

Facette 4 : interdire T1, T6, T8. 

 

Testons ces résultats intuitifs en utilisant la proposition 2 : 

Soit j
kσ  le vecteur de franchissement élémentaire de la transition Tj, càd, seulement 

la jième composante de kσ est égale à 1. 
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Facette 1: mAB + mBA = 1. 

Pour j=1:  ⇒>=σ 01.W.Q 1
K

1  T1 est interdite. 

Pour j=2: ⇒≤−=σ 01.W.Q 2
K

1  T2 autorisée. 

M  

Comme kσ est un vecteur de franchissement élémentaire, on peut conclure sur les 

transitions interdites à partir du vecteur W.Qi : 

 









−−−

=
1101001011

TTTTTTTTTT
WQ 109876543211 . 

Les composantes positives indiquent les transitions interdites qui sont T1, T7,T9. 

 

Facette 2: mBC + mCB =1. 









−−

=
0110000110

TTTTTTTTTT
WQ 109876543212 . 

Les transitions interdites sont T2, T8. 

 

Facette 3: mBD+ mDB =1. 









−

=
0001101000

TTTTTTTTTT
WQ 109876543213  

Les transitions interdites sont T4 , T6. 

 

Facette 4: mAB + mCB + mDB =2. 









−−−−

=
0111101011

TTTTTTTTTT
WQ 109876543214  

Les transitions interdites sont T1, T6, T8. 
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2.3 La synthèse du superviseur : 

On peut synthétiser un superviseur en associant à chaque facette une place de 

contrôle : 

§ pour la facette i, calculons le vecteur W.Qi . 

§ Les composantes positives de W.Qi  correspondent aux transitions interdites, 

qui sont les transitions de sortie de la place de contrôle. 

§ Les composantes nulles de W.Qi  correspondent aux transitions qui n’ont aucun 

lien avec la place de contrôle. 

§ Les composantes négatives de W.Qi  correspondent aux transitions d’entrée à la 

place de contrôle [4]. 

§ Le marquage initial de la place de contrôle est 0K
iii

0C mQm −µ= [4]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.3 Réseau du système supervisé 
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Chaque place de control pCi, i=1,4 correspond à une facette i du polyèdre des 

contraintes. 

  

3  Présence de transitions non contrôlables : 

On sait qu’on peut  toujours interdire le franchissement d’une transition contrôlable, 

quand celle-ci mène à l’extérieure du polyèdre des contraintes. 

Examinons le cas du franchissement d’une transition non contrôlable : 

  

Proposition 4.3  

D’après la définition 3.2 et en tenant toujours compte de l’hypothèse de non 

concurrence, nous aurons : 

L’ensemble ( )µ,QP  est contrôlable si à partir d’un marquage ),Q(Pm K µ∈ , et après le 

franchissement d’une transition non contrôlable ncT  le marquage résultant

),Q(Pm 1K µ∈+ . 

- ( )( )µ∈ ,QPIntm K  : même résultat et même preuve que dans proposition 4.1. 

- ( )( )µ∂∈ ,QPm K  : appliquons la propriété d’invariance positive : 

 

( ) ( )
µ≤⇒

µ∈⇒µ∈∀

+

+

1K

1K
ii

K

m.Q
,QPm,QPm

 

                            ( ) µ≤σσ+⇒ T
kcknccncK )(.)WW(m.Q  

Or, pas de transition contrôlable franchie, d’où 0kc =σ . 

                              ( ) µ≤σ+⇒ kncnck .Wm.Q  

                              








µ≤σ+

≠
µ≤σ+

⇒
l

kncnc
l

K
l

i
kncnc

i
K

i

.W.Qm.Q
.li

.W.Qm.Q
 

Comme i
k

i m.Q µ= , alors la condition suffisante de franchissement est : 

0.W.Q kncnc
i ≤σ         4.4  
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4  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons d’abord défini quelques notions sur les ensembles que 

nous avons estimés nécessaires pour notre travail, telles que la convexité d’un 

ensemble, et l’invariance positive d’un ensemble. 

Puis nous avons élaboré deux conditions garantissant que l’évolution du marquage 

du modèle Rdp, ne sorte pas du contour d’un ensemble polyèdral représentant 

l’ensemble des contraintes imposées au système à superviser. 

Cette méthode a l’avantage d’identifier les transitions qui mènent à des états non 

désirables pour les interdire, sans passer par l’étape du graphe des marquages 

accessibles qui peut être de grande dimension. 

Nous l’avons appliqué sur un exemple et nous avons conclu que ses résultats 

conviennent bien aux résultats intuitifs. 
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Conclusion générale : 
 
La synthèse de contrôleurs pour les systèmes à événements discrets a été 

abondamment étudiée dans la littérature à partir des outils automates et Réseaux de 

Petri. La théorie de la synthèse de contrôleurs a été introduite par Ramadge et 

Wonham en utilisant les automates. L’inconvénient principal de cette approche est 

l’explosion du nombre d’états pour les systèmes complexes. Pour pallier à ce 

problème, il existe différentes approches qui utilisent les modèles RdP. 

 

La commande des SED rencontre un problème majeur quand celui-ci est en présence 

de spécifications non contrôlables. Lorsqu’un événement non contrôlable non désiré 

se produit, le contrôleur reste incapable de l’interdire. De là, vient l’idée de chercher 

un sous ensemble contrôlable mais ceci restreint le comportement du système en 

boucle fermée, et on perd beaucoup du point de vu permissivité. On cherche  alors, la 

solution optimale qui soit la moins restrictive (ou la plus permissive).  

 

Nous avons étudié, dans ce mémoire, les travaux de Basile et al. qui ont élaboré un 

algorithme simple et efficace pour transformer des contraintes linéaires non 

contrôlables. Cet algorithme permet de paramétrer toutes les solutions possibles par 

une équation linéaire, mais symbolique. Chaque solution de cette équation est un 

superviseur « contrôlable ». Une application de cet algorithme à un système 

manufacturier dont la spécification présente une composante non contrôlable a 

permis d’extraire deux solutions (superviseurs) possibles. Notre choix s’est porté sur 

le superviseur maximalement permissif.  

 

Par la suite, nous avons proposé deux conditions nécessaires et suffisantes qui 

permettent de nous donner l’ensemble des transitions à interdire à la suite d’un 

marquage donné. En particulier, il a été établi d’une part, que cet ensemble est vide 

lorsque le marquage est à l’intérieur de l’ensemble des contraintes. D’autre part, si le 
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marquage est sur les bords de cet ensemble, on interdit le franchissement des 

transitions qui nous font sortir de cet ensemble. Cette méthode a l’avantage de 

prédire les transitions qui mènent à des états non désirables pour les interdire, sans 

passer par l’étape du graphe de marquages accessibles qui peut être de grande 

dimension. 

 

Comme perspective à ce travail, on pense généraliser les résultats établis dans ce 

mémoire à des contraintes non contrôlables. Il s’agit au fait, de chercher le plus grand 

ensemble commandable « viable » inclus dans cette ensemble de contrainte. 
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