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Résumé

On s'intéresse dans cette thèse à l'étude du problème de contrôle en temps optimal de l'équation de
la chaleur linéaire, unidimensionnelle, en présence d'un paramètre d'échelle. Ce problème est fortement
lié aux di�érentes notions de contrôlabilité, du principe du maximum de Pontriaguine et de la propriété
de bang-bang. A cet e�et, nous construisons en premier lieu une solution exacte. La dépendance de
cette solution par rapport au paramètre d'échelle conduit ainsi à étudier l'existence et l'unicité d'un
contrôle en temps optimal . On voit qu'en supposant la contrôlabilité à zéro, on peut établir une pro-
priété de type bang-bang.

Dans la suite, on traite un exemple numérique de contrôle en temps optimal pour l'équation de la
chaleur linéaire avec l'invariance d'échelle par une méthode de type directe. Nous comparons en�n les
résultats obtenus par une autre méthode indirecte.

Keywords : Contrôle en temps optimal, contrôlabilité, équation de la chaleur linéaire, Propriété
de bang-bang, principe du maximum de Pontriaguine, l'invariance d'échelle.

Abstract

In this paper, we study the optimal time problem for the one-dimensional, linear heat equation,
in the presence of a scaling parameter. To begin with, we build an exact solution. The dependence
of this solution as regards the scaling parameter naturally opens the way to study the existence and
uniqueness of an optimal time control.
If, moreover, one assumes the L∞ null controllability, it enables to establish a bang-bang type property.

Keywords :Optimal time control problem, null controllability, bang- bang property, heat equation,
Scaling parameter.
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Notations

∀ : pour tout.
∃ : il existe.
| ou t.q. : tel que.
p.p. : presque partout.
R : ensemble des nombres réels.
R+ : ensemble des nombres réels positifs.
Rn : espace vectoriel de dimension n construit sur le corp des réels.
C : ensemble des nombres complexes.
N : ensemble des entiers naturels.
Z : ensemble des entiers relatifs.
ε : nombre petit positif ( tolérance ).
R(.) : résolvante.
Ω : sous-ensemble de Rn.
ω : sous-ensemble de Ω.
Re z : partie réelle d'un nombre complexe z.
Im z : partie imaginaire d'un nombre complexe z.
Ran : l'image d'un opérateur.
Ker : le noyau d'un opérateur.
∂Ω : frontière de Ω.
x : variable d'espace.
t : variable de temps.
[0, l] : intervalle fermé de R d'éxtrémités 0 et l.
[0, tf ] : intervalle fermé de R d'extrémités 0 et tf .
y = (y1, y2, ..., yn)T ∈ Rn : vecteur d'état.
u = (u1, u2, ..., um)T ∈ Rm : vecteur de contrôle.
p = (p1, p2, ..., pn)T ∈ Rn : vecteur adjoint.
λ : multiplacteur de lagrange général.
Λ : paramètre d'échelle.
ẏ = dy

dt : dérivée temporelle.
∂y
∂t ou yt : dérivée partielle du premier ordre par raport à t.
∂y
∂x ou yx : dérivée partielle du premier ordre par raport à x.
∂2y
∂x2

ou yxx : dérivée partielle du second ordre par raport à x.
H : fonction hamiltonienne.
L : focntion de lagrange.
X : espace des états.
U : espace des contrôles.
inf : l'in�mum.
sup : le supremum.
min : le minimum.
max : le maximum.
lim : la limite.
Vect : espace vectoriel engendré par.



Notation ix

det : Déterminant .
rg(A) : Rang de la matrice A.
A′ : Transposé de la matrice A.
int X : l'intérieur d'un ensemble X.
∂X : la frontière d'un ensemble X.
X : l'adhérence d'un ensemble X.
X ′ : le dual d'un espace X.
X⊥ : l'orthogonal de X.
A∗ : l'adjoint d'un operateur A.
σ(A) : le spectre d'un operateur A.
µ(e) : la mesure de Lebesgue d'un ensemble e. Mn×m(K) : ensemble des matrices à n lignes et m
colonnes, à coe�cients dans K.
Mn(K) : ensemble des matrices carrées d'ordre, à coe�cients dans K.
| | : valeur absolue ou module.
〈, 〉X′,X : le produit scalaire dans la dualité X ′, X.
‖‖X : norme associée à un espace de Banach.
ET : Application entrée sortie au temps T. L(E,F ) : ensemble des opérateurs linéaires continues de E
dans F .
Lp(Ω,K) : ensemble des applications mesurables de dans X de puissance p intégrables.
L∞(Ω,K) : ensemble des applications mesurables bornées de dans X.
H1

0 (Ω) : ensemble des applications f ∈ H1(Ω) t.q. f s'annule sur ∂Ω.

Les opérateurs :
∇ : gradient.
4 : laplacien.
χe : la fonction indicatrice d'un ensemble e.
S(t) : le semigroupe fortement continu engendré par l'opérateur A.
Qtu : voir (3.6).
Ψt : l'opérateur d'observation en temps t > 0.
Ψt,e : l'opérateur d'observation en temps t > 0 sur e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive.
Ψd
t : l'opérateur d'observation pour le couple (A∗, B∗) en temps t > 0.

Ψd
t,e : l'opérateur d'observation pour le couple (A∗, B∗) en temps t > 0 sur e ⊂ [0, t] de mesure stricte-

ment positive.
Rt : l'opérateur de ré�exion sur L2([0, t];U).
Ct, Ct,e : coût du contrôle.

Les ensembles admissibles pour le contrôle :
LK(t) : voir (3.5).
L1(t) : voir (3.27).

Les ensembles accessibles :
R∞K : voir (3.8).
R∞ : voir (3.7).
B∞1 : voir (3.29).



Liste des travaux scienti�ques

Publication internationale

1. Karim BENALIA, Claire DAVID and Brahim OUKACHA. An optimal time control pro-
blem for the one-dimensional, linear heat equation, in the presence of a scaling parameter. RAIRO-
OPERATIONS RESEARCH, DOI :10.1051/ro/2017006.

Communications :

1. Karim BENALIA, Claire DAVID and Brahim OUKACHA. Contrôle en temps de l'équation
linéaire unidimensionnelle de la chaleur avec paramètre d'échelle. colloque international sur l'optimi-
sation et les systèmes d'information (COSI),Université Ferhat Abbas setif, 31 Mai au 01 juin 2016.

2. Karim BENALIA, Claire DAVID and Brahim OUKACHA. Contrôlabilité de l'équation de la
chaleur linéaire avec l'invariance d'échelle. JSLAROMAD'III UMMTO, du 26 au 28 Octobre 2015.

3. Karim BENALIA, Claire DAVID and Brahim OUKACHA.Optimisation et l'invariance d'échelle.
JDROM'2015 USTHB, 25-26 November 2015.

4. Karim BENALIA, Claire DAVID and Brahim OUKACHA. Contrôle optimal stochastiques et
application en économie. MSTD -USTHB -22-23 Avril 2017.

5. Karim BENALIA, Claire DAVID and Brahim OUKACHA. Contrôle en temps optimal. Prix du
meilleur papier jeune chercheur, COSI 2016, 31 Mai 2016.

x



Introduction Générale

Les études sur la théorie du contrôle optimal ont pour but de présenter les aspects théoriques et
numériques de cette discipline, ainsi que les applications dans des domaines très divers. La théorie
du contrôle (ou commande) analyse les propriétés des systèmes commandés, c'est-à-dire des systèmes
dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d'une commande (ou contrôle). Pour le modéliser, on
peut avoir recours à des équations di�érentielles [40, 35, 91, 98, 99], des équations intégrales, des équa-
tions intégro-di�érentielles, des équations aux dérivées partielles, et des équations stochastiques, etc
[72, 8, 12, 16, 32, 37, 39]. Pour cette raison la théorie du contrôle est à l'interconnexion de nombreux
domaines des mathématiques. Les problèmes de contrôle optimal décrits par les équations di�éren-
tielles ordinaires sont appelés des systèmes de contrôle à paramètres localisés ou systèmes de contrôle
en dimension �nie [40, 51, 87, 88, 57, 66] . Tandis que les problèmes de contrôle optimal décrits par
les équations aux dérivées partielles sont appelés des systèmes de contrôle à paramètres distribués ou
répartis ou problèmes de contrôle optimal en dimension in�nie [ 53, 71, 77, 41, 42, 45, 31].

L'objectif de la théorie du contrôle est de stabiliser le système pour le rendre insensible à certaines
perturbations (stabilisation), ou encore d'amener le système d'un état initial donné à un certain état
�nal, en respectant éventuellement certains critères. On dit qu'un système est contrôlable si on est ca-
pable de l'amener d'un point initial arbitraire vers un point �nal souhaité. Ainsi la théorie de contrôle
optimal a de nombreuses applications : les guidages aérospatiaux et aéronautiques, automobile, robo-
tique, réseaux informatiques, télécommunication, bioréacteurs, contrôles des procédes chimiques, etc.

En mathématiques, la théorie du contrôle optimal s'inscrit dans la continuité du calcul des varia-
tions. Historiquement, le problème de contrôle optimal est apparu après la seconde guerre mondiale,
répondant à des besoins pratiques de guidage, notament dans le domaine de l'aéronautique et de la
dynamique de vol. Il est fortement lié à la mécanique classique (principe de Fermat, problème de la
brachistochrone, équations d'Euler-Lagrange etc). On se réfère au livre de H. Herman Goldstine [30]
pour le développement de la théorie du calcul des variations.

La résolution du problème de contrôle optimal a pu démarré avec le célèbre principe du maximum
de Pontriaguine (PMP), formulé par L.S. Pontriaguine en 1956 [70], qui donne une condition nécessaire
d'optimalité et permet ainsi de calculer les trajectoires optimales ( voir par exemple l'article de R.V.
Gamkrelidze [29] pour la découverte de ce principe). Ainsi la programmation dynamique de Hamilton-
Jacobi-Bellman [7] qui fournit une condition su�sante d'optimalité. Cette théorie est développée plus
tard dans di�érentes branches mathématiques : le problème de contrôle optimal en dimension �nie (ou
contrôle des équations di�érentielles ordinaires) et en dimension in�nie ( ou contrôle des équations aux
dérivées partielles ), la théorie de contrôle stochastique, la théorie des jeux, etc [40, 51, 53, 78, 36].

Un problème de contrôle optimal se décompose en deux parties : pour déterminer une trajectoire
optimale joignant un ensemble initial à une cible, il faut d'abord savoir si cette cible est atteignable,
c'est le problème de contrôlabilité appelé aussi problème de commandabilité [69, 70, 43, 44, 46]. En
suite, une fois le problème de contrôlabilité résolu, il faut chercher parmi toutes les trajectoires pos-
sibles celle qui donne le coût minimum ( ou maximum)[70]. Pour obtenir la solution d'un problème de
contrôle optimal, on utilise généralement deux approches.
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La première est dite directe et la deuxième est dite indirecte. L'approche directe consiste à discrétiser le
système et le contrôle en transformant le problème de contrôle optimal en un problème d'optimisation
non linéaire sous contraintes, puis résoudre ce problème d'optimisation ainsi obtenu, en se basant, par
exemple, sur les méthodes d'Euler, de Rung-Kutta ou bien les méthodes de types SQP( Méthode de
programmation quadratiques successive), etc [8, 52, 21, 17, 47, 49, 81]. Ces méthodes sont les plus
simples à mettre en oeuvre. Tandis que l'approche indirecte est basée sur le principe du maximum de
Pontriaguine (PMP) [69, 70], qui donne des conditions nécessaires d'optimalité. On cherche ensuite
les trajectoires véri�ants ces conditions, ce qui revient en pratique à chercher le zéro d'une certaine
fonction de tir associée au problème original. Ces méthodes sont à la fois précises et rapides, mais en
revanche elles sont très sensibles à l'initialisation [57, 68, 66, 62].

Un problème de contrôle en temps optimal consiste à trouver le temps minimal pour qu'un contrôle
admissible amène un système dynamique d'un point initial arbitraire au point �nal prescrit. Plus pré-
cisement, nous considérons le problème de contrôle en temps optimal qui se formule de la manière
suivante :

Problème : Trouver le temps minimal t∗ > 0 tel que la solution du problème de Chauchy :

ẏ = f(y, u), y(0) = y0, t ∈ [0, T ],

avec u une fonction de contrôle, satisfasse les contraintes suivantes :
• l'état �nal est imposé : y(t∗) = y1

• les contraintes sur le contrôle : u(t) ∈ U, pour t ∈ [0, T ],
• les contraintes sur l'état : y(t) ∈ K, pour t ∈ [0, T ].

Les données de ce problème sont la fonction f , les conditions initiales et �nales y0 et y1 et les
ensembles admissibles U et K, respectivement pour les variables de contrôle et d'état. Ce problème
est classique en dimension �nie (contrôle des équations di�érentielles ordinaires) et il est connu qu'un
contrôle en temps optimal possède des propriétés intéressantes : le principe du maximum de Pontria-
guine et la propriété de bang-bang. Ces résultats ont été découverts dans l'article de R. Bellman, I.
Glicksberg et O. Gross [7]. L'extension en dimension in�nie ( ou contrôle des équations aux dérivées
partielles ) est initialement apparue dans l'article de H.O. Fattorini [24] et est beaucoup développée
dans le livre de J.L. Lions [53] et le livre de H.O. Fattorini [26].

Beaucoup de progrès ont été faits ces dernières années dans le cadre du contrôle en temps optimal
associés à quelques équations aux dérivées partielles (contrôle en dimension in�nie). Plus particulière-
ment, dans [55] J. Lohéac et de M. Tucsnak ont établi la propriété de bang-bang pour le contrôle en
temps optimal en passant par le principe du maximum. La condition pour qu'un contrôle en temps
optimal satisfasse le principe du maximum est la contrôlabilité exacte du problème. on sait que pour
certaines équations, comme pour l'équation de la chaleur, la contrôlabilité exacte n'est pas véri�ée.
Dans [61] M. Tucsnak, S. Micu et de I. Roventa ont étudié d'autres conditions pour qu'un contrôle
en temps optimal satisfasse la propriété de bang-bang sans passer par le principe du maximum. De
plus, en supposant un type de contrôlabilité approchée du système ( comme pour les équations de type
Schrödinger), on peut établir la propriété de bang-bang [94, 89, 25, 85, 83].

Cependant, on sait que beaucoup d'équations aux dérivées partielles possèdent une invariance
d'échelle comme pour l'équation de la chaleur. Dans cette thèse, nous nous somme intéressés à l'étude
d'un problème de contrôle optimal en temps de l'équation de la chaleur linéaire, unidimensionnelle, en
présence d'un paramètre d'échelle. A cet e�et, nous construisons en premier lieu une solution exacte.
La dépendance de cette solution par rapport au paramètre d'échelle conduit ainsi à étudier l'existence
et l'unicité d'un contrôle optimal en temps. On voit qu'en supposant la contrôlabilité à zéro, on peut
établir une propriété de type bang-bang.
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Le présent travail est divisé en quatre chapitres , organisés de la manière suivante :

Le premier chapitre sera consacré à la présentation de quelques notions de base sur les équations dif-
férentielles ordinaires, ainsi que quelques méthodes numériques de résolution d'équations aux dérivées
partielles, qui sont la base fondamentale du contrôle optimal des systèmes décrits par des équations
aux dérivées partielles.

Au second chapitre, on s'interesse à donner les fondements théoriques du contrôle optimal, ainsi
que quelques méthodes de résolution d'un problème de contrôle optimal, à savoir les méthodes directes
et les méthodes indirectes.

Dans la première partie du troisième chapitre, on présente quelques résultats sur le contrôle en
temps optimal en dimension �nie. La deuxième partie est consacrée à présenter quelques notions pré-
liminaires sur la contrôlabilité et l'observabilité. On voit la dualité entre elles et aussi la notion du
coût de contrôle. Dans la troisième partie, on présente des résultats en dimension in�nie. on se réfère à
l'article de M. Tucsnak, S. Micu et de I. Roventa [61] et à l'article de G. Wang [94] pour cette partie.
En�n, dans la quatrième partie , on présente quelques méthodes numériques pour la résolution de
problème de contrôle en temps optimal.

Le quatrième chapitre est décomposé en deux parties. La première partie est consacré à l'étudier
l'existence et l'unicité d'un contrôle en temps optimal de l'équation de la chaleur avec l'invariance
d'échelle. En supposant la L∞-contrôlabilité à zéro, on peut établir une propriété de type bang-bang.
Dans La deuxième partie, on traite un exemple numérique du problème par une méthode de type
directe. Nous comparons en�n les résultats obtenus par une autre méthode indirecte.



Chapitre 1

Généralités sur les équations di�érentielles

1.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions générales sur les équations di�érentielles.
Le chapitre est décomposé en trois parties. La première partie est dévouée à la présentation des concepts
de base sur les équations di�érentielles ordinaires, ainsi que quelques méthode numériques de résolution,
en se référant au livre de J.P. Demailly [21] et au livre de E. Hairer [33]. Dans la deuxième partie, on
s'intéresse à donner quelques méthodes numériques de résolution d'équations aux dérivées partielles,
qui sont la base fondamentale du contrôle optimal des systèmes décrits par des équations aux dérivées
partielles, en se référant au livre de P.A. Raviart and J.M. Thomas[75], livre de J. stoer et R. Bulirsch
[84] et au livre de E. G.D. Silva [82] pour les résultats de cette partie. La troisième partie est consacrée
à la présentation de quelques méthodes semi analytique pour la résolution des équations di�érentielles,
telle que la méthode des itérations variationnelles [34, 35, 97].

1.2 Concepts fondamentaux

Une équation di�érentielle, en mathématique, est une relation entre une ou ou plusieures fonctions
inconnues et leurs dérivées. L'ordre d'une équation di�érentielle correspond au degré maximal de dif-
férenciation auquel une des fonctions inconnues a été soumise.

Les équations di�érentielles jouent un rôle important dans di�érents domaines, en physique, en chi-
mie, en économie,... etc. Ces équations ont rarement des solutions exactes, autrement dit, la résolution
de ces équations di�érentielles n'est pas toujours possible, elles ne s'intègrent pas d'une manière exacte.
On fait appelle dans ce cas à des méthodes numériques a�n de trouver des solutions approchées.

1.2.1 Equation di�érentielle ordinaire du premier ordre

Soit U un ouvert de R× Rm et
f : U → Rm,

une application continue, on considère la relation

y′ = f(t, y), (t, y) ∈ U, t ∈ R, y ∈ Rm. (1.1)

La relation (1.1) est appelée équation di�érentielle ordinaire du premier ordre.

4
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Une solution de (1.1) sur un intervalle I = [0, T ] ⊂ R est une fonction dérivable y : I → Rm
telle que :

∀t ∈ I, on a (t, y(t)) ∈ U et y′(t) = f(t, y(t)).
L'inconnue de l'équation (1.1) est une fonction de t.

Problème de Cauchy

Etant donnée un point (0, y0) ∈ U , le problème de Cauchy consiste à trouver une solution
y : I → Rm de (1.1) sur un intervalle I contenant 0, telle que y(0) = y0.
Ce problème est formulé de la manière suivante :{

y′(t) = f(t, y(t)),

y(0) = y0, ∀ t ∈ [0, T ].
(1.2)

Dans la pratique, la variable t représente le temps et y représente l'état d'un système donné.

1.2.2 Théorèmes d'existence et d'unicité

L'objet de ce paragraphe est de rappeler quelques résultats classiques concernant l'existence et
l'unicité des solutions des équations di�érentielles ordinaires.

Théorème d'existence

Considérons l'équation di�érentielle (1.1)

y′ = f(t, y).

On sait bien que la solution de cette équation sous les conditions initiales (0, y0) est donnée par la
formule suivante :

y(t) = y0 +

t∫
0

f(s, y(s))ds, t ∈ I ⊂ R.

Théorème 1.2.1. (Cauchy-Péano)[21] :
Soit f une fonction continue dans un voisinage du point (0, y0) de I dans Rm, alors il existe un
intervalle J voisinage de 0 dans I et une fonction y de classe C1 dans J telle que

∀t ∈ J, y′(t) = f(t, y(t)), y(0) = y0.

Théorème d'unicité

On a besoin d'introduire les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.2.1.
On appelle solution locale du problème (1.2), la donnée d'un couple (I0, y), où I0 est un intervalle de
R, qui est un voisinage de 0 inclu dans I et y est une fonction de C1(I0) telle que

y(I0) = y0 et ∀t ∈ I0, y′(t) = f(t, y(t).

Dé�nition 1.2.2.
On dit que la solution locale (J, l) prolonge la suloution locale (I, y), si on a I ⊂ J , et ∀t ∈ I y(t) = l(t);
si de plus I 6= J , on dit que (J, l) prolonge strictement (I, y).
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Dé�nition 1.2.3.
On dit que (I0, y) est une solution globale du problème (1.2) dans I, si (I0, y) est une solution locale
de ce problème et I0 = I.

Théorème 1.2.2. [21]
On suppose que I est sous la forme [0, T ] ou [0,+∞] et que f est continue sur I × Rm et qu'il existe
une fonction l ∈ =(I) telle que :

∀t ∈ I, ∀y, z ∈ Rm, | f(t, y)− f(t, z), y − z |6 l(t) | y − z |,
alors le problème (1.2) admet une unique solution,
où =(I) est un espace vectoriel normé des fonctions réelles mesurables sur I telle que :

‖ f ‖=
∫
I

| f(x) | dx < +∞.

Corollaire 1.2.3. (Cauchy-Lipschitz) [21]
On suppose que la fonction f est continue sur I0 × Rm et qu'il existe un réel l tel que :

∀(t, y)et (t, z) ∈ I0 × Rm, |f(t, y)− f(t, z)| 6 l|y − z|

alors le problème (1.2) admet une unique solution.

1.3 Méthodes numériques de résolution des équations di�érentielle

ordinaires

On présente ici quelles méthodes de résolution du problème de Cauchy dé�ni précédemment. On
se réfère au livre de J.P. Demailly [21], livre de E. Hairer [33] et au livre de V. Legat [52] pour la
présentation cette partie.

1.3.1 Méthode d'Euler

Reprenons le problème de Cauchy (1.2) :

{
y′(t) = f(t, y(t)),

y(0) = y0, ∀ t ∈ [0, T ].

Subdivisons l'intevalle [0, T ] comme suit :

0 6 t0 6 t1... 6 tn 6 tn+1 6 ... 6 tN = T.

Posons

hn = tn+1 − tn; h = max
06n6N

hn.

Pour 0 6 n 6 N , la solution du problème (1.2) est donnée par :

y(tn+1) = y(tn) +

tn+1∫
tn

f(s, y(s))ds. (1.3)
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Par récurrence, nous construisons une approximation yn de y(tn) en remplaçant la relation précé-
dente par

yn+1 = yn + hnf(tn, yn), n = 0, 1, ..., N − 1. (1.4)

Ce qui revient à approcher, pour s ∈]tn, tn+1[, f(s, y(s)) par f(tn, yn). Le schéma dé�ni par la re-
lation (1.4) s'appelle le schéma d'Euler.

Remarque 1.3.1.
Pour calculer l'estimation de l'erreur en = |y(tn)− yn| entre la solution exacte du problème (1.2) et la
solution approchée donnée par (1.4), il su�t d'appliquer l'hypothèse de Cauchy-Lipschitz (Corrolaire
1.2.3).

1.3.2 Méthode du point milieu

Notons Mn le point coordonnées (tn, y(tn) du graphe de y. Le segment [Mn,Mn+1] a une pente
plus proche en générale de y′(tn,

hn
2 ) pente de la tangente au "point milieu " que de y′(tn), pente de la

tangente de Mn.

On peut considérer q'une approximation de y(tn+1) à partir de y(tn) meilleur que l'expression
y(tn + hn) de la méthode d'Euler. On écrit donc :

y(tn + hn) ' y(tn) + hy′(tn +
hn
2

). (1.5)

Posons hn = h et si y est de classe C3, il vient alors

y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +
1

2
h2y′′(t) +

1

6
h3y′′′(t) +O(h3);

y′(t+
h

2
) = y′(t) +

1

2
hy′′(t) +

1

6
h2y′′′(t) +O(h2).

L'erreur comise est donc :

e = y(t+ h)− y(t)− hy′(t+
h

2
) =

1

6
h3y′′′(t) +O(h3).

Soit une erreur en h3 au lieu de h2 dans la méthode d'Euler. On a par ailleurs

y′(t+
h

2
) = f(t+

h

2
, y(t+

h

2
)).

Comme la valeur de y(t+
h

2
) n'est pas connue, on l'approxime par
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y(t+
h

2
) ' y(t) +

h

2
f(t, y(t)), (1.6)

d'où

y(t+ h) ' y(t) + hf(t+
h

2
, y(t) +

h

2
f(t, y(t))).

L'algorithme du point milieu est associé au choix

Φ(t, y, h) = f(t+
h

2
, y +

h

2
f(t, y))

et donne lieu au schéma



yn+ 1
2

= yn +
hn
2
f(tn, yn),

pn = f(tn +
hn
2
, yn+ 1

2
),

yn+1 = yn + hnpn,

tn+1 = tn + hn.

(1.7)

En utilisant les approximations faites en (1.5) et (1.6), on calcule l'erreur de consistance, et on en
déduit que la méthode du point milieu est d'ordre 2.

Notions de consistance, de stabilité et de convergence.

Dé�nition 1.3.1.
On dit qu'une méthode est consistante si pour toute solution exacte y(.) la somme des erreurs de

consistances relatives à y(.), soit
∑

06n6N

|en|, tend vers 0 quand hmax tend vers 0.

Une autre notion importante est la notion de stabilité. Dans la pratique, le calcul récurrent des
points yn est en e�et entaché d'erreur d'arrondi en. Pour que les calculs soient signi�catifs, il est indis-
ponsable que la propagation de ces erreurs reste contrôlable.

Dé�nition 1.3.2.
On dit qu'une méthode numérique est stable s'il existe une constante S > 0, telle que pour toutes suites
(yn), (ŷn) dé�nies par

yn+1 = yn + hn + Φ(tn, yn, hn), 0 6 n 6 N

ŷn+1 = ŷn + hn + Φ(tn, ŷn, hn) + en, 0 6 n 6 N

on ait

max
06n6N

|ŷn − yn| 6 S(|ŷ0 − y0|+
∑

06n6N

|en|).
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Autrement dit, une petite erreur sur la donnée initiale |ŷ0− y0| et de petits erreurs d'arrondis dans
le calcul de ŷn provoquent une erreur �nale max |ŷ0 − y0| contrôlable.

Une autre notion importante est la notion de convergence.

Dé�nition 1.3.3.
On dit qu'une méthode numérique est convergente si pour toute solution exacte y(.) pour tn = nhn �xé,
la suite yn telle que :

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) véri�e max
06n6N

|yn − y(tn)| → 0

quand y0 → y(t0) et quand hmax → 0.

1.3.3 Méthode de Runge Kutta

Considèrons le problème de Cauchy suivant :

{
y′(t) = f(t, y(t)),

y(t0) = y0.

En introduisant un schéma numérique de la forme

{
ti+1 = ti + h,

yi+1 = yi + hΦ(ti, yi, hi),

où la fonction d'incrémentation Φ est une approximation de f(t, y) sur l'intervalle [ti, ti+1].

Suppposons un entier q, une matrice A carée d'ordre q dont les éléments traingulaires supérieurs
sont nuls y compris la diagonale, et un vecteur b = (b1, b2, ..., bq).

L'algorithme de Runge-Kutta est la suivant :


yi+1 = yi + h(b1k1 + ...+ bqkq),

ti+1 = ti + h,

kj = f(ti + cjh, yi + h(aj1k1 + ...+ ajqkq)).

Le vecteur b véri�e b1 + b2 + ...+ bq = 1.

Les coe�cients cj sont les sommmes des éléments de la ligne j de la matrice A.
Dans ces méthodes le pas h peut facilement varier, une méthode de Ruge-Kutta est entièrement dé-
terminée par la donnée de l'entier q, du vecteur b et de la matrice A.
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Méthode d'ordre 1 (q=1)

Pour q = 1, le seule choix possible est

b = 1, a11 = 0, l'algorithme est donnée par

{
ti+1 = ti + h,

yi+1 = yi + hf(ti, yi).

Il s'agit de la méthode d'Euler.

Méthode d'ordre 2 (q=2)

Pour déterminer toutes les méthodes d'ordre 2, cherchons une fonction Φ de la forme :

Φ = b1k1 + b2k2

où les coe�cients k1 et k2 sont donnés par :{
k1 = f(ti, yi),

k2 = f(ti + ch, yi + ahk1).

Développons yi+1 au voisinage du point (ti, yi) :

yi+1 = y(ti) + hf(ti, y(ti)) +
h2

2

[
∂f

∂t
(ti, y(ti)) + f(ti, y(ti))

]
∂f

∂y
(ti, y(ti)).

Développons de même k2 au voisinage du point (ti, yi) :

yi+1 = yi + hb1k1 + hb2f(ti, yi) + hc

[
∂f

∂t
(ti, yi) + ahf(ti, yi)

∂f

∂y
(ti, yi)

]
+O(h2).

En identi�ant les deux expressions on obtient :


y(ti) = yi,

f(ti, yi) = (b1 + b2)f(ti, yi),

1

2
f ′t +

1

2
f ′yf = b2(cf ′t + af ′yf),

on en déduit que :

 b1 + b2 = 1,

b2c = b2a =
1

2
,
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soit en posant :

b2 = α, b1 = 1− α et c = a =
1

2
, on retrouve les trois cas standard :

La méthode d'Euler s'obtient pour α = 0

yi+1 = yi + hf(ti, yi).

La méthode de Heun ( Euler- Cauchy) est obtenue pour α =
1

2


yi+1 = yi + h(

1

2
k1 +

1

2
k2),

k1 = f(ti, yi)

k2 = f(ti + h, yi + hk1).

La méthode de Rung-Kutta est obtenue pour α = 1


yi+1 = yi + hk2,

k1 = f(ti, yi),

k2 = f(ti +
h

2
, yi + hk1).

Algorithme de Runge-Kutta d'ordre 4

i. Etant donné un pas h, une condition initiale (t0, y0) et un nombre maximal d'iteration N .

ii. Pour 0 6 i 6 N :

k1 = hf(ti, yi)

k2 = hf(ti + h
2 , yi + k1

2 )

k3 = hf(ti + h
2 , yi + k1

2 )

k4 = hf(ti + h, yi + k3)

yi+1 = yi + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

ti+1 = ti + h

Ecrire ti+1 et yi+1

iii. L'iterration se termine quand i+ 1 = N .
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1.3.4 Exemple d'application

Dans cet exemple, on s'interesse a trouver la méthode la plus précise, Pour cela on compare la
méthode d'Euler et celles de Runge-Kutta d'ordre 2 et d'ordre 4 :{

y′(t) = −y2(t),

y(0) = 1.

La solution exacte de ce problème est :

y(t) =
1

t+ 1

Avec la méthode d'Euler, la solution de ce problème est :

yi+1 = yi + hf(ti, yi) = yi − hy2
i .

Dans le tableu ci-dessous, on donne une comparaison entre la solution exacte et les solutions
numériques obtenues avec la méthode d'Euler et la méthode Runge-Kutta d'ordre 2 et d'ordre 4 pour
un pas h = 0, 1 :

i hi yi exacte Méthode d'Euler Méthode RK2 Méthode RK4

1 0.1 0.90909091 0.90909090 0.90975000 0.90909119

2 0.2 0.83333333 0.81900000 0.83434337 0.83333373

3 0.3 0.76923077 0.75192390 0.77041775 0.76923121

4 0.4 0.71428571 0.69538494 0.71985663 0.71428616

5 0.5 0.66666667 0.64702892 0.67422925 0.66666710

Table 1.1 � Comparaison entre la solution exacte et les solutions numériques

On donne dans le tabaleau ci-dessous, le pourcentage de l'erreur relative pour chaque méthode

i Méthode d'Euler Méthode RK2 Méthode RK4

1 1.00 0.072 0.00030

2 1.72 0.1212 0.000050

3 2.25 0.1543 0.00006

4 2.65 0.7792 0.000063

5 3.95 1.2844 0.000064

Table 1.2 � Pourcentage de l'erreur relative pour chaque méthode

D'après ce tableau on remarque que l'erreur augmente dans la méthode d'Euler au fur et à mesure
que i augmente, de même pour la méthode de Ruge-Kutta d'ordre 2 par contre elle diminue dans la
méthode de Rug-Kutta d'ordre 4. Il est donc généralement préférable d'utiliser des méthodes d'ordre
aussi élevé que possible.
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1.4 Méthodes numériques de résolution des équations aux dérivées

partielles

Dans cette partie, nous présentons quelques méthodes numériques de résolution d'équations aux
dérivées partielles, qui sont la base fondamentale du contrôle optimal des systèmes décrits par des
équations aux dérivées partielles.

Les équations aux dérivées partielles sont utilisées pour construire des modèles mathématiques
de phénomènes physiques, chimiques, biologiques,... etc. Ces équations ont rarement des solutions
exactes, autrement dit, la résolution de ces équations di�érentielles n'est pas toujours possible, elles
ne s'intègrent pas d'une manière exacte. On fait appelle dans ce cas à des méthodes numériques a�n
de trouver des solutions approchées. on se réfère au livre de P. A. Raviart et JM Thomas [75], livre
de J. Stoer et R. Bulirsch [84], et au livre de E. G.D. Silva [82] pour la présentation de ces méthodes
numériques.

Dé�nition 1.4.1.
Une Equation aux Derivees Partielles (EDP) est une equation fonctionnelle qui met en relation des
derivees partielles. Typiquement, si u est une fonction à valeurs scalaires des variables x et y, (x, y) ∈ Ω
, où Ω designe un ouvert de R2, une EDP est une relation de la forme :

F (u, x, y,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0 pour (x, y) ∈ Ω

(1.8)

où F désigne une fonction dé�nie sur un ouvert de R5.

L'ordre d'une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation présent dans
l'équation. L'équation (1.8) est donc d'ordre 1.

La dimension d'une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépendantes dont
dépend la fonction inconnue u. L'équation (1.8) est donc de dimension 2.

Resoudre l'EDP consiste donc a determiner toutes les fonctions u de�nies sur Ω satisfaisant (1.8).

L'analyse numérique des EDP est un vaste domaine, que nous aborderons ici sous l'angle de trois
méthodes numériques de base : méthode de di�érences �nies , méthode des éléments �nis et méthode
des volumes �nis [74, 75, 82, 84].

1.4.1 Méthode des Di�érences Finies

1.4.1.1 Principe de la méthode

Le principe de la méthode de di�érences �nies repose sur la formule de Taylor, permettant d'ap-
procher les dérivées de la fonction inconnue par des dérivées discrètes. Si y est une fonction régulière
de x et ∆x > 0 est un pas d'espace (destiné à tendre vers 0), on peut discrétiser de plusieurs manières
di�érentes sa dérivée :
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• Di�érence décentrée avant :

∂y

∂x
(x) =

y(x+ ∆x)− y(x)

∆x
+O(∆x),

• Di�érence décentrée arrière :

∂y

∂x
(x) =

y(x)− y(x−∆x)

∆x
+O(∆x),

• Di�érence centrée :

∂y

∂x
(x) =

y(x+ ∆x)− y(x−∆x)

2∆x
+O(∆x2).

Pour la dérivée seconde, une discrétisation "naturelle " est

∂2y

∂x2
(x) =

y(x+ ∆x)− 2y(x) + y(x−∆x)

∆x2
+O(∆x2).

Notation indicielle - cas 1D

Considérons un cas monodimensionnel, où l'on souhaite déterminer une grandeur y(x) sur l'inter-
valle [0, 1]. La recherche d'une solution discrète de la grandeur y amène à constituer un maillage de
l'intervalle de dé�nition. On considère un maillage (ou grille de calcul) composé de N + 1 points xi
pour i = 0, 1, ..., N régulièrement espacés avec un pas ∆x. Les points xi = i∆x sont appelés les noeuds
du maillage.
Le problème continu de départ de détermination d'une grandeur sur un ensemble de dimension in�-
nie se ramène ainsi à la recherche de N valeurs discrètes de cette grandeur aux di�érents noeuds du
maillage.

On note yi la valeur discrète de y(x) au point xi, soit yi = y(xi).

De même pour la dérivée de y(x) au noeud xi, on note

(
∂y

∂x

)
x=xi

=

(
∂y

∂x

)
i

= y′i.

Cette notation s'utilise de façon équivalente pour toutes les dérivées d'ordre successif de la grandeur
y.
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1.4.1.2 Exemples d'applications

Exemple 1

Considérons le problème monodimensionnel de la conduction de la chaleur dans une barre de 1m
de longueur. Le champ de température T (x, t) véri�e l'équation de la chaleur :

∂T

∂t
= α

∂2T

∂x2

où α est la di�usivité thermique.

A cette EDP s'ajoute deux conditions aux limites aux extrémités de la barre T (0, t) = Tg et
T (1, t) = Td ainsi qu'une condition initale T (x, 0) = T0.

L'intervalle [0, 1] est discrétisé en N + 1 noeuds de coordonnées xi, i = 0, ..., N régulièrement es-
pacés. Notons ∆x le pas d'espace. Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant ∆t. Notons
Tni la température au noeud xi = i∆t et à l'instant t = n∆t.

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation de la chaleur. La première dite
explicite, utilise une discrétisation au noeud xi et à l'itération courante n :

(
∂T

∂t

)n
i

= α

(
∂2T

∂x2

)n
i

Et la seconde dite implicite utilise une discrétisation au noeud xi et à l'itération n+ 1 :

(
∂T

∂t

)n+1

i

= α

(
∂2T

∂x2

)n+1

i

Schéma explicite

Nous utilisons un schéma avant d'ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma centré
d'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

(
∂T

∂t

)n
i

=
Tn+1
i − Tni

∆t

(
∂2T

∂x2

)n
i

=
Tni+1 − 2Tni + Tni−1

∆x2

En posant λ = α
∆t

∆x2
, la température à l'itération n+ 1 est donnée par :

Tn+1
i = λTni−1 + (1− 2λ)Tni + λTni+1, i = 1, ..., N − 1
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Soit sous forme matricielle :


T1

T2
...

TN−2

TN−1


n+1

=


1− 2λ λ 0 . . . 0
λ 1− 2λ λ . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 λ 1− 2λ λ
0 0 0 λ 1− 2λ




T1

T2
...

TN−2

TN−1


n

+ λ


Tg
0
...
0
Td



Schéma implicite

Nous utilisons un schéma arrière d'ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma centré
d'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace :

(
∂T

∂t

)n+1

i

=
Tn+1
i − Tni

∆t

(
∂2T

∂x2

)n+1

i

=
Tni+1 − 2Tni + Tni−1

∆x2

En posant λ = α
∆t

∆x2
, la température à l'itération n+ 1 est donnée par :

(1 + 2λ)Tn+1
i − λ(Tn+1

i+1 + Tn+1
i−1 ) = Tni , i = 1, ..., N − 1.

Soit sous forme matricielle :


1 + 2λ −λ 0 . . . 0

+λ 1 + 2λ −λ . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 −λ 1 + 2λ −λ
0 0 0 −λ 1 + 2λ




T1

T2
...

TN−2

TN−1


n+1

=


T1

T2
...

TN−2

TN−1


n

+ λ


Tg
0
...
0
Td



A chaque itération, le vecteur des inconnues discrètes se détermine par résolution d'un système
linéaire. La matrice du système étant tridiagonale, un algorithme de Thomas (basé sur la méthode du
pivot de Gauss) est très souvent utilisé [75].
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Algorithme de Thomas

Cet algorithme est utilisé pour la résolution d'un système avec une matrice tridiagonale de dimen-
sion N faisant intervenir un vecteur d'inconnues discrètes Xi, de la forme :

b1X1 + c1X2 = d1, i = 1

aiXi−1 + biXi + ciXi+1 = di, i = 2, ..., N − 1

aNXN−1 + biXN = dN , i = N

Le calcul s'e�ectue en deux étapes (qui correspondent aux deux étapes du pivot de Gauss).

Etape 1 : La triangularisation fait apparaître les coe�cients αi et βi évalués par récurrence :

αi =
−ai

bi+ ciαi+1
et

βi =
di − ciβi+1

bi + ciαi+1
, pour i = N, ..., 1.

Etape 2 : La deuxième étape détermine les inconnues selon la récurrence :

{
X1 = β1,

Xi = αiXi−1 + βi, i = 2, ..., N.

Example 2 : Discrétisation de l'équation de la chaleur en 2D stationnaire

Considérons le problème bidimensionnel stationnaire de la conduction de la chaleur dans un do-
maine rectangulaire [0, Lx]× [0, Ly]. Le champ de température T (x, y) véri�e l'équation de Laplace :


∆T =

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0, (x, y) ∈ [0, Lx]× [0, Ly]

T (0, y) = Tg et T (Lx, y) = Td, 0 < y < Ly

T (x, 0) = Tb et T (x, Ly) = Th, 0 < x < Lx

Le domaine de calcul est discrétisé en (N +1)× (P +1) noeuds (xi, yj) (i = 0, ..., N et j = 0, ..., P ).
On supposera que les pas d'espace dans chaque direction ∆x et ∆y sont constants. La température
discrète au noeud (xi, yj) sera notée Ti,j = T (xi, yj).

Nous utilisons un schéma centré d'ordre 2 pour approximer les dérivées secondes en espace :

(
∂2T

∂x2

)
ij

=
Ti+1,j − 2Ti,j + Ti−1,j

∆x2(
∂2T

∂y2

)
ij

=
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1

∆y2
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La formulation discrétisée est alors :

∆y2(Ti+1,j+Ti−1,j)+∆x2(Ti,j+1+Ti,j−1)−2(∆x2+∆y2)Ti,j = 0, pour i = 1, ..., N−1 et j = 1, ..., P−1.

Soit sous forme matricielle, pour N = P = 4, en posant A = ∆x2 + ∆y2 :



−2A ∆y2 0 ∆x2 0 0 0 0 0
∆y2 −2A ∆y2 0 ∆x2 0 0 0 0

0 ∆y2 −2A 0 0 ∆x2 0 0 0
∆x2 0 0 −2A ∆y2 0 ∆x2 0 0

0 ∆x2 0 ∆y2 −2A ∆y2 0 ∆x2 0
0 0 ∆x2 0 ∆y2 −2A 0 0 ∆x2

0 0 0 ∆x2 0 0 −2A ∆y2 0
0 0 0 0 ∆x2 0 ∆y2 −2A ∆y2

0 0 0 0 0 ∆x2 0 ∆y2 −2A





T11

T21

T31

y12

y22

T32

T13

T23

T33


= −



∆x2Tb + ∆y2Tg
∆x2Tb

∆x2Tb + ∆y2Td
∆y2Tg

0
∆y2Td

∆x2Th + ∆y2Tg
∆x2Th

∆x2Th + ∆y2Td



Dans le cas où les pas d'espace sont identiques ∆x = ∆y, la formulation devient :

Ti+1,j + Ti,j−1 + Ti−1,j + Ti,j+1 − 4Ti,j = 0, pour i = 1, ..., N − 1 et j = 1, ..., P − 1.

Soit sous forme matricielle, pour N = P = 4

−4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 −4 1 0 1 0 0 0 0
0 1 −4 0 0 1 0 0 0
1 0 0 −4 1 0 1 0 0
0 1 0 1 −4 1 0 1 0
0 0 1 0 1 −4 0 0 1
0 0 0 1 0 0 −4 1 0
0 0 0 0 1 0 1 −4 1
0 0 0 0 0 1 0 1 −4





T11

T21

T31

y12

y22

T32

T13

T23

T33


= −



Tb + Tg
Tb

Tb + Td
Tg
0
Td

Th + Tg
Th

Th + Td



Notons I la matrice identité d'ordre 3 et D la matrice de dimension 3 dé�nie par :

D =

 −4 1 0
1 −4 1
0 1 −4



Notons T1, T2, T3, B1, B2 et B3 les vecteurs à 3 composantes dé�nis par :

T1 =

 T11

T21

T31

 , T2 =

 T12

T22

T32

 , T3 =

 T13

T23

T33

 ,
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B1 =

 Tb + Tg
Tb

Tb + Td

 , B2 =

 Tg
T0

Td

 , B3 =

 Th + Tg
Th

Th + Td

 .

Le système peut s'écrire sous la forme matricielle bloc suivante : D I 0
I D I
0 I D

 T1

T2

T3

 = −

 B1

B2

B3

 .

La matrice obtenue est tridiagonale et chacun de ses blocs est tridiagonal. La résolution du système
peut s'e�ectuer par la méthode de Thomas matriciel [75].

1.4.2 Méthode des Eléments Finis

La méthode des Eléments Finis consiste à approcher, dans un sous-espace de dimension �nie, un
problème écrit sous forme variationnelle dans un espace de dimension in�nie. La solution approchée est
dans ce cas une fonction déterminée par un nombre �ni de paramètres, par exemple, ses valeurs en cer-
tains points (les noeuds du maillage). Cette méthode est particulièrement bien adaptée aux problèmes
d'équilibre. Elle permet de traiter des géométries complexes contrairement aux Di�érences Finies, mais
elle demande un grand coût de temps de calcul et de mémoire [82, 75].

Le principe de la méthode sur 1D

Pour illustrer le principe de la méthode des éléments �nis, on considére le problème aux limites
suivant :

{
−y′′(x) = f(x), x ∈]0, 1[

y(0) = y(1) = 0.
(1.9)

L'approche repose sur la méthode de Galerkin qui permet d'écrire le système di�érentiel sous forme
variationnelle dans un espace de dimension �nie [17, 82, 75].

Soit une fonction z(x) ∈ C1([0, 1]), nulle en 0 et 1. On peut écrire :

−
1∫

0

y′′(x)z(x)dx =

1∫
0

f(x)z(x)dx.

En intégrant par parties, on obtient :

1∫
0

y′(x)z′(x)dx =

1∫
0

f(x)z(x)dx, ∀z ∈ V, (1.10)

avec V = {z ∈ C0([0, 1]); z(0) = z(1) = 0, continue par morceaux} un sous-espace vectoriel de
C1([0, 1]).
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Une solution de la forme variationnelle (1.10) s'appelle solution faible du problème di�érentiel de
départ.

On cherche alors à écrire un problème approché dans un sous-espace vectoriel de dimension �nie :

Soit Ṽ un sous-espace vectoriel de V de dimension N �nie. Soient Φ1,Φ2, ...,ΦN , N fonctions li-
néairement indépendantes de V . Ces fonctions constituent une base du sous-espace Ṽ . Ainsi, toute
fonction ỹ de Ṽ peut se décomposer selon :

ỹ(x) =

N∑
j=1

yjΦj(x).

Résoudre le problème di�érentiel de départ revient alors à chercher une solution ỹ ∈ Ṽ telle que :

1∫
0

ỹ′(x)z̃′(x)dx =

1∫
0

f(x)z̃(x)dx, ∀z̃ ∈ Ṽ .

C'est-à-dire chercher N réels y1, y2, ..., yN véri�ants :

N∑
j=1

yj

1∫
0

Φ′j(x)z̃′(x)dx =

1∫
0

f(x)z̃(x)dx, ∀z̃ ∈ Ṽ .

Ou encore :

N∑
j=1

yj

1∫
0

Φ′j(x)Φ′i(x)dx =

1∫
0

f(x)Φi(x)dx, ∀Φi ∈ Ṽ .

Soient A la matrice N×N d'éléments courant aij et B un vecteur à N composantes bi dé�nies par :

aij =

1∫
0

Φ′j(x)Φ′i(x)dx et bi =

1∫
0

f(x)Φi(x)dx.

Par dé�nition, la matrice A est symétrique. Notons Y le vecteur des N inconnues y1, y2, ..., yN .
Le problème di�érentiel se ramène �nalement à la résolution du système linéaire

A.Y = B.

Il reste maintenant à choisir les N fonctions Φi de façon à ce que le système soit simple à résoudre
numériquement.
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Choix des fonctions Φi

L'intervalle ]0, 1[ est discrétisé en N points de coordonnées xi. Les fonctions Φi(x) sont choisies
comme fonctions polynomiales de degré 1 dé�nies par :

Φi(x) =



x− xi−1

xi − xi−1
si xi−1 6 x 6 xi

x− xi+1

xi − xi+1
si xi 6 x 6 xi+1

0 sinon

Ces fonctions sont appelées les éléments �nis de degré 1. Avec ces éléments �nis, la matrice A est
tridiagonale. Il est aussi possible de choisir pour éléments �nis des fonctions de degré 2 ou plus.

Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées Φ′i(x) simples à calculer :

Φ′i(x) =



1

xi − xi−1
si xi−1 6 x 6 xi

1

xi − xi+1
si xi 6 x 6 xi+1

0 sinon

Calculons maintenant les éléments de la matrice A, tridiagonale et symétrique. Les trois termes des
diagonales sont :

aii =

1∫
0

Φ′i(x)Φ′i(x)dx =
1

xi − xi−1
+

1

xi+1 − xi
,

aii+1 =

1∫
0

Φ′i+1(x)Φ′i(x)dx =
−1

xi+1 − xi
,

ai−1i =

1∫
0

Φ′i(x)Φ′i−1(x)dx =
−1

xi − xi−1
.

Et calculons les composantes du vecteur B par une méthode des trapèzes (chaque intégrale sur un
segment élémentaire sera évaluée comme l'aire du trapèze correspondant), soit :

bi =

1∫
0

f(x)Φi(x)dx = fi

( xi+1 − xi−1

2

)
.



22 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Le système linéaire à résoudre s'écrit donc, sous forme indicielle :

yi − yi−1

xi − xi−1
− yi+1 − yi
xi+1 − xi

=
xi+1 − xi−1

2
fi, ∀i = 1, ..., N.

Dans le cas où les N points de l'intervalle ]0,1[ sont régulièrement espacés avec un pas h. La dis-
crétisation en Eléments Finis devient :

2yi − yi+1 − yi−1

h2
= fi, ∀i = 1, ..., N.

Soit sous forme matricielle :

1

h2


2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2




y1

y2
...

yN−1

yN

 =


f1

f2
...

fN−1

fN



1.4.3 Méthode des Volumes Finis

La méthode des Volumes Finis consiste à intégrer, sur des volumes élémentaires, les équations
écrites sous forme intégrale. C'est une méthode particulièrement bien adaptée à la discrétisation spa-
tiale des lois de conservation, contrairement aux Eléments Finis, et est ainsi très utilisée en mécanique
des �uides. Sa mise en oeuvre est simple si les volumes élémentaires ou "volumes de contrôle" sont
des rectangles en 2D ou des parallélépipèdes en 3D. Cependant, la méthode des Volumes Finis permet
d'utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des géométries complexes, contrairement
aux Di�érences Finies.

Principe de la méthode : Cas monodimensionnel

Pour illuster le principe de la méthode des Volumes Finis, on considère une loi de conservation 1D :

∂

∂t

∫
ydx+

∫
∂f(y)

∂x
dx = 0

Où y est une grandeur physique fonction de la variable d'espace x et du temps t et f(y) est une
fonction de y.

Le domaine de calcul est divisé en N mailles de centre xi.
Chaque maille a une taille hi = xi+1/2 − xi−1/2. Les indices demi-entier désignent les interfaces de la
maille avec les mailles voisines.

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant ∆t. La fonction y est supposée constante dans
chaque maille et égale à une valeur approchée de la moyenne. Notons yni cette valeur moyenne dans la
i-ème maille de centre xi, à l'instant t = n∆t.
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Ainsi, on a :

∀x ∈ [xi−1/2, xi+1/2] et t = n∆t, y(x, t) = yni .

La discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste à intégrer maille par maille la loi de
conservation :

∂

∂t

∫
maille

ydx+

∫
maille

∂f(y)

∂x
dx = 0.

Soit pour la i-ème maille de centre xi, au temps t = n∆t :

∂

∂t

∫ xi+1/2

xi−1/2

ydx+

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂f(y)

∂x
dx = 0.

Ce qui s'intégre comme suit :

hi
∂yni
∂t

+ f̂ni+1/2 − f̂
n
i+1/2 = 0.

La quantité f̂ni+1/2 désigne une approximation du �ux f(y) à l'interface xi+1/2 et au temps n∆t.
Ce �ux numérique s'évalue en fonction des valeurs moyennes de y dans les mailles voisines, ce qui
détermine le schéma numérique.

Une méthode d'Euler explicite est utilisée pour évaluer la dérivée en temps (d'autres schémas
peuvent être utilisés, par exemple le schéma de Runge-Kutta). La formulation discrètisée en Volumes
Finis de la loi de conservation est ainsi :

hi
yn+1
i − yni

∆t
+ f̂ni+1/2 − f̂

n
i+1/2 = 0.

1.4.4 Exemple numérique

Dans cette partie, nous comparons les trois méthodes de discrétisation sur un simple exemple nu-
mérique. On choisit comme fonction f(x) = sin(πx). L'équation di�érentielle à résoudre est donc :

{
−y′′(x) = sin(πx), x ∈]0, 1[
y(0) = y(1) = 0

La solution analytique du problème est y(x) =
sin(πx)

π2
.

Notons par un indice a la solution analytique.

Divisons l'intervalle ]0, 1[ en dix segments réguliers de pas h = 0, 1.
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Pour les discrétisations avec les Di�érences Finies et les Elements Finis, il y a N = 9 noeuds de
calculs. Et pour la méthode des Volumes Finis, il y a N = 10 mailles de calculs.

La solution discrète obtenue avec les Di�érences Finies (ou les Eléments Finis) est reportée dans le
tableau 1.3 :

xi 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

yi 0.0316 0.06 0.0826 0.09716 0.10216 0.09716 0.0826 0.06 0.0316

(yi)a 0.0313 0.0595 0.082 0.09636 0.10113 0.09636 0.082 0.0595 0.0313

| erreur | 9.6 10−3 8.4 10−3 7.3 10−3 8.3 10−3 1 10−2 8.3 10−3 7.3 10−3 8.4 10−3 9.6 10−3

Table 1.3 � Méthode des Di�érences Finies et des Eléments Finis

Le calcul de la valeur moyenne de f(x) dans la i-ème maille est : f̃i = fi

(
sinπ2h
π
2h

)
.

Notons (ỹi)a la valeur moyenne de la solution analytique calculée sur la i-ème maille soit :

(ỹi)a =
1

h

∫ xi+1/2

xi−1/2

y(x)dx = yi

(
sinπ2h
π
2h

)
.

La valeur moyenne par maille obtenue avec les Volumes Finis est reportée dans le tableau 1.4.

xi 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.95

yi 0.01589 0.04612 0.07184 0.0905 0.1003 0.1003 0.0905 0.07184 0.01589

(ỹi)a 0.01585 0.046 0.07164 0.0902 0.1001 0.1001 0.0902 0.07164 0.01585

| erreur | 2.5 10−3 2.6 10−3 2.8 10−3 2.4 10−3 2 10−2 2 10−3 2.4 10−3 2.8 10−3 2.5 10−3

Table 1.4 � Méthode des Volumes Finis

Les trois méthodes permettent d'obtenir des résultats avec une bonne précision. L'erreur la plus
faible est obtenue avec la méthode des Volumes Finis.

1.5 Méthodes semi-analytiques pour la résolution des équations dif-

férentielles

Dans les trentes dernières années, des mathématiciens ont développé des méthodes semi analytiques
pour la résolution des équations di�érentielle ordinaires, des équations intégrales et des équations aux
dérivées partielles. Ces méthodes permettant d'obtenir une solution exacte ou une solution approchée
avec une grande précision, même aux équations qui sont fortement non linéaire, en utilisant un schéma
itératif. Parmi ces méthodes, on peut citer : Méthode de Décomposition d'Adomian [1] et méthode des
Itérations Variationnelles [34].

Dans la partie suivante, nous présentons la méthode des Itérations Variationnelles pour la résolution
des équations di�érentielles.
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1.5.1 Méthode des Itérations Variationnelles

La méthode des Itérations Variationnelles ( en anglais Variational Iteration Method ( VIM)) a été
établie par le mathématicien Chinois Ji-Huan He [34] en 1997. Cette méthode est très utilisée et très
e�cace pour la résolution analytique ou numérique des équations di�érentielles. La méthode donne des
approximations de la résolution qui converge rapidement vers la solution exacte du problème si elle
existe, sinon dans le cas où la solution exacte n'existe pas, alors la solution du problème est approchée
par une série tronquée formée par les n premiers termes.

Principe de la méthode : Cas des équations diférentielles ordinaires

Pour illustrer le principe de la méthode des itérations variationnelles, on considère l'équation di�é-
rentielle écrite sous la forme canonique :

Ly(t) +Ny(t) = h(t), (1.11)

où L et N sont respectivement l'opérateur linéaire et non linéaire, et h est une fonction analytique
donnée.

En construisant une fonctionnelle de correction [34] associée à l'équation (1.11) dans la direction
de t de la forme :

yn+1(t) = yn(t) +

t∫
0

λ(τ)
[

(Lyn(τ) +Nỹn(τ)− h(τ))
]
dτ, τ ∈ [0, t] (1.12)

où λ est un multiplicateur de lagrange [41], qui peut être calculé par la théorie du calcul des varia-
tions, et ỹ la variation restreinte qui signi�e que δỹ = 0.

On commence par déterminer le multiplicateur de lagrange λ par une intégration par parties comme
suit :

• Pour L =
d

dt
(.) :

En mettant la fonctionnelle de correction stationnaire par rapport à yn et posons δỹn(0) = 0, on
aura

δyn+1(t) = δyn(t) + δ

t∫
0

λ(τ)
[

(y′n(τ) +Nỹn(τ)− h(τ))
]
dτ

= δyn(t) + λ(t)δyn(t)−
t∫

0

λ′(τ)δyn(τ)dτ = 0,

(1.13)

De plus, d'après l'équation (1.13), on peut obtenir facilement les conditions de stationnarité

{
δyn(τ) : λ′(τ) = 0,

δyn(t) : 1 + λ′(t) = 0,
(1.14)

ce qui donne λ = −1
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• Pour L =
d2

dt2
(.), on obtient :

δyn+1(t) = δyn(t) + δ

t∫
0

λ(τ)y′′n(τ)dτ

= δyn(t) + λ(t)δy′n(t)− λ′(t)δy(t) +

t∫
0

λ′′(τ)δyn(τ)dτ,

(1.15)

avec les conditions de stationnarité


δyn(τ) : λ′′(τ) = 0,

δyn(t) : 1− λ′(t) = 0,

δy′n(t) : λ(t) = 0,

(1.16)

ce qui donne λ(τ) = τ − t.

• De manière générale, si L =
dm

dtm
(.), on obtient :

λ(τ) =
(−1)m

(m− 1)!
(τ − t)m−1, m > 1. (1.17)

En utilisant la fonctionnelle de correction (1.12), on peut maintenant facilement choisir une ap-
proximation initiale y0(t) de la solution de problème (1.11) et les autres approximations successives
yi(t), i > 0 . Par conséquent, la solution exacte est donnée par :

y(t) = lim
n→∞

yn(t). (1.18)

Principe de la méthode : Cas des équations aux dérivées partielles

Pour illustrer le principe de la méthode des itérations variationnelle, on considère l'équation aux
dérivées partielles non linéaire suivante :

Ly(x, t) +Ny(x, t) = h(x, t), (1.19)

où L et N sont respectivement l'opérateur linéaire et non linéaire, et h est une fonction donnée.

En construisant la fonctionnelle de correction [34] associée à l'équation (1.19) dans la direction de
t et x comme suit :

yn+1(x, t) = yn(x, t) +

t∫
0

λ(τ)
[

(Lyn(x, τ) +Nỹn(x, τ)− h(x, τ))
]
dτ, (1.20)

yn+1(x, t) = yn(x, t) +

x∫
0

λ(τ)
[

(Lyn(τ, t) +Nỹn(τ, t)− h(τ, t))
]
dτ, (1.21)



1.5. MÉTHODES SEMI-ANALYTIQUES POUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 27

où λ est un multiplicateur de lagrange [41], qui peut être calculé par la théorie du calcul des varia-
tions, et ỹ la variation restreinte qui signi�e que δỹ = 0.

Approche itérative de la méthode des itérations variationnelle [67]

Considérons l'équation di�érentielle suivante :

Ly(t) +Ny(t) = h(t), t > 0, (1.22)

où L =
dm

dtm
, m ∈ N est un opérateur linéaire, N est un opéarteur non linéaire

et h(t) est une fonction analytique connue.

Les conditions initiales sont données par :

yk(0) = ck, k = 0, 1, ...,m− 1, (1.23)

avec ck, k = 0, 1, ...,m− 1, sont des nombres réels connus.

La fonctionnelle de correction de l'équation (1.22) peut s'écrire comme suit :

yn+1(t) = yn(t) +

t∫
0

λ(τ)
[

(Lyn(τ) +Nyn(τ)− h(τ))
]
dτ. (1.24)

En remplaçant le multiplicateur de lagrange (1.17) dans la fonctionnelle de correction (1.24), on
obtient la formule itérative suivante :

yn+1(t) = yn(t) +

t∫
0

(−1)m

(m− 1)!
(τ − t)m−1

[
(Lyn(τ) +Nyn(τ)− h(τ))

]
dτ. (1.25)

Soit A un opérateur dé�nit comme suit :

A[y] =

t∫
0

(−1)m

(m− 1)!
(τ − t)m−1

[
(Ly(τ) +Ny(τ)− h(τ))

]
dτ, (1.26)

et dé�nissons les composantes vk, k = 0, 1, 2... comme suit :

v0(t) = y0(t),

v1(t) = A[v0(t)],

v2(t) = A[v0(t) + v1(t)],

...

vk+1(t) = A[v0(t) + v1(t) + ...+ vk(t)].

(1.27)

Par conséquent, on aura

y(t) = lim
k→∞

yk(t) =
∞∑
k=0

vk(t). (1.28)
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En utilisant les relations (1.26) et (1.27), on peut obtenir la solution du problème (1.22), sous la
forme d'une série :

y(t) =
∞∑
k=0

vk(t). (1.29)

Choix de l'approximation initiale v0

L'approximation initiale v0 est choisie en tenant compte des conditions initiales et les conditions
aux limites du problème.

Pour les problème de Cauchy, l'approximation initiale est donnée par :

v0(t) =
∞∑
k=0

c(k)

k!
tk. (1.30)

Convergence de la méthode des itérations variationnelle

Dans cette section, on présente des résultats concernant la convergence de la méthode des itérations
variationnelle.

Théorème 1.5.1. [67]
Soit A l'opérateur dé�ni en (1.26) d'un espace de Hilbert H dans H. La solution

y(t) =

∞∑
k=0

vk(t), dé�nie en (1.29), converge si ∃ 0 < γ < 1 tel que :

‖A[v0 + v1 + ...+ vk+1]‖ 6 γ‖A[v0 + v1 + ...+ vk]‖ (1.31)

c'est-à-dire ‖vk+1‖ 6 γ‖vk‖, ∀k ∈ N.

Théorème 1.5.2. [67]

Si la solution y(t) =
∞∑
k=0

vk(t), dé�nie en (1.29), converge, alors elle est une solution exacte du problème

(1.22).

Dé�nissons maintenant les paramètres suivants :

βi =


‖vi+1‖
‖vi‖

, si ‖vi‖ 6= 0,

0, si ‖vi‖ = 0.

(1.32)

On énonce ensuite le théorème suivant

Théorème 1.5.3. [67]
Si les paramètres βi, i = 1, 2, ..., l ne sont pa inférieurs à 1 et βi 6 1 pour i > l, alors la série
∞∑
k=0

vk(t) du problème (1.22) converge vers la solution exacte du problème.

Le théorème précédent implique que les premiers termes de βi n'ont pas d'e�et sur la convergence
de la série.
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Résultats de convergence pour les équations di�érentielles ordinaires

Considérons l'équation di�érentielle suivante :
dm

dtm
y(t) +Ny(t) = h(t), t > 0,

yk(0) = ck, k = 0, 1, ...,m− 1,
(1.33)

où m ∈ N et N est un opérateur non linéaire et h est une fonction analytique donnée.

La formule itérative du problème (1.33) est donnée comme suit :


vk+1(t) =

t∫
0

[
(−1)m

(m− 1)!
(τ − t)m−1

(
dm

dtm [v0(τ) + ...+ vk(τ)] +N [v0(τ) + ...+ vk(τ)]− h(τ)
) ]

dτ,

v0(t) =

∞∑
k=0

ck
k!
tk.

(1.34)

Alors la solution y(t) =
∞∑
k=0

vk(t) converge vers la solution exacte du problème (1.33) si ∃ 0 < γ < 1

tel que :

‖vk+1‖ 6 γ‖vk‖, ∀k ∈ N. (1.35)

Résultats de convergence pour les équations aux dérivées partielle

Considérons l'équation aux dérivées partielle non linéaire suivante :


dm

dtm
y(x, t) +Ny(x, t) = h(x, t), t > 0,

yk(x, 0) = fk(x), k = 0, 1, ...,m− 1,
(1.36)

où m ∈ N et N est un opérateur non linéaire et h est une fonction analytique donnée.

La formule itérative du problème (1.36) est donnée comme suit :



vk+1(x, t) =

t∫
0

(−1)m

(m− 1)!
(τ − t)m−1(

dm

dtm
[v0(x, τ) + ...+ vk(x, τ)]

+N [v0(x, τ) + ...+ vk(x, τ)]− h(x, τ))dτ,

v0(x, t) =

∞∑
k=0

fk(x)

k!
tk.

(1.37)
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Alors la solution y(x, t) =
∞∑
k=0

vk(x, t) converge vers la solution exacte du problème (1.36) si

∃ 0 < γ < 1 tel que :

‖vk+1‖ 6 γ‖vk‖, ∀k ∈ N. (1.38)

1.5.2 Exemple d'application

Considérons l'équation de la chaleur suivante :


∂

∂t
y(x, t) =

∂2

∂x2
y(x, t)− y(x, t), 0 < x < π, t > 0,

y(x, 0) = sinx,

y(0, t) = y(π, t) = 0,

(1.39)

La solution exacte du problème (1.39) est donnée par

y(x, t) = sinxe−2t (1.40)

La formule itérative pour le problème (1.39) est donnée comme suit :



vk+1(x, t) = −
t∫

0

(
∂

∂τ
v0(x, τ) +

∂

∂τ
v1(x, τ) + ...+

∂

∂τ
vk(x, τ)

)

−
(

∂2

∂x2
v0(x, τ) +

∂2

∂x2
v1(x, τ) + ...+

∂2

∂x2
vk(x, τ)

)
+
(
v0(x, τ) + v1(x, τ) + ...+ vk(x, τ)

)
dτ,

v0(x, τ) = sinx.

(1.41)

De plus, les approximations successives sont données comme suit :



v1(x, t) = −2t sinx,

v2(x, t) =
(2t)2

2!
sinx,

v3(x, t) = −(2t)3

3!
sinx,

...

vk(x, t) = −(−1)k
(2t)k

k!
sinx.

(1.42)

Par conséquent, la solution est donnée comme suit
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y(x, t) =
∞∑
k=0

vk(x, t) = sinx

(
1− (2t) +

(2t)2

2!
+

(2t)3

3!
+ ...+−(−1)k

(2t)k

k!

)
, (1.43)

ce qui correspond à la solution exacte (1.40).
Calculons maintenant le βi



β0 =
‖v1(x, t)‖
v0(x, t)

= 2,

β1 =
‖v2(x, t)‖
v1(x, t)

= 1,

β2 =
‖v3(x, t)‖
v2(x, t)

=
2

3
,

β3 =
‖v4(x, t)‖
v3(x, t)

=
1

2
,

...

βi =
‖vi+1(x, t)‖
vi(x, t)

=
2

i
.

(1.44)

On remarque que βi < 1,∀i > 2. Donc, on en déduit que la suite de fonction générée par la méthode
des itérations variationnelles converge vers la solution exacte du problème.

1.6 Conclusion

La modélisation des problèmes de contrôle se fait généralement par des équations di�érentielles
ordinaires ou bien par des équations aux dérivées partielles. Ceci procure aux équations di�érentielles
un rôle majeur dans la théorie du contrôle. La résolution numérique ou semi-analytiques des équations
di�érentielles est le domaine de l'analyse numérique où les applications sont le plus nombreuses.



Chapitre 2

Introduction au contrôle optimal

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la présentation des concepts de base de la théorie du
contrôle optimal. Il s'organise en six parties : Après avoir donné dans la première et la seconde partie,
un bref aperçu sur la théorie du contrôle et le contrôle optimal, la troisième partie comporte des rappels
sur la contrôlabilité des systèmes linéaires et des systèmes non linéaires, en se référant aux livres de
E. Trélat [87, 88], livre de J. M. Coron [18] et au livre de D.G. Hull [40] pour les résultats de cette
partie. La quatrième partie, dévolue aux di�érentes méthodes de résolution d'un problème de contrôle
optimal, à savoir les méthodes directes [57, 68, 02] et les méthodes indirectes [87, 88, 40, 69, 70]. Dans
la cinquième partie, nous avons présenté l'énoncé général du principe du maximum de Pontriaguine
[70], ainsi que un aperçu sur le principe du maximum par l'approche variationnelle [87]. La sixième
partie est consacrée à la présentation de quelques méthodes numériques de résolution de problème de
contrôle optimal des systèmes à paramètres distribués linéaires de types paraboliques, en se référant
au livre de A. P. Sage et C. C. White [78], l'article de M. L. Wang et R. Y. Chang [95], l'article de S.
Kazem J.A. Rad et K. Parand [45], et au livre de K. B. Datta et B. M. Mohan [20].

2.2 Système de contrôle

Dé�nition 2.2.1.
De manière abstraite, un système de contrôle est la donnée d'un espace d'états Y , d'un espace de
contrôles U et d'une loi d'évolution du type :

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t)), (2.1)

où y(t) ∈ Y est l'état du système à l'instant t ∈ [0, T ] et u(t) ∈ U le contrôle choisi.

Notons que la complexité de l'étude d'un système de contrôle dépendra de la complexité des espaces
Y et U , et surtout de la nature de l'équation d'évolution (2.1). En particulier, la distinction majeure
est de savoir si Y et U sont des espaces de dimension �nie ( équations di�érentielles ordinaires) ou
in�nie ( équations aux dérivées partielles).

Dans la partie suivante, on présente des résultats préliminaires concernant les notions de contrôle
optimal et de contrôlabilité des systèmes linéaires et des systèmes non linéaires ( voir par exemple les
chapitres 1 et 2 du livre E. Trélat [88]).

32
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2.3 Contrôle optimal

2.3.1 Problème posé

La formulation générale d'un problème de contrôle optimal est la suivante :



J(T, u) = g(T, y(T )) +

T∫
0

f0(t, y(t), u(t))dt→ min
u
, (1)

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t)), (2)

y(0) = y0 ∈M0, (3)

y(T ) = yT ∈MT , (4)

u ∈ U, t ∈ I = [0, T ], (5)

(2.2)

où M0 et MT sont deux variétés de Rn, I un intervalle de R, y0 est la position initiale du système (2),
yT est sa position �nale. u(.) est la commande du problème (2.2) et U est l'ensemble des applications
mesurables, localement bornées sur I à valeurs dans Ω ⊂ Rm.

La fonction J(T, u) est appelé coût, critère de qualité ou but du problème (2.2).

On distingue trois problèmes importants :

Problème de de Bolza

C'est le problème dont le critère à minimiser est égal à :

J(T, u) = g(T, y(t)) +

T∫
0

f0(t, y(t), u(t))dt.

Problème de Lagrange

C'est le problème dont le critère à minimiser est égal à :

J(T, u) =

T∫
0

f0(t, y(t), u(t))dt.

Problème de Mayer

Ici c'est le problème dont le critère est le suivant :

J(T, u) = g(T, y(t)),

c'est à dire f0 = 0, J(T, u) est le coût terminal.

L'unicité de la solution du système (2) − (4) est assurée par le théorème d'existence et d'unicité
des solutions des équations di�érentielles.
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Soit y(.) la solution de l'équation (2) du système (2.2), y(.) varie en fonction du contrôle u.

Avant de résoudre un problème de contrôle optimal, on se pose les questions suivantes :

Question 1 : Existe-t-il un contrôle u ∈ U tel que la trajectoire associée à u joigne l'état initial
y0 ∈ Rn à un état �nal yT ∈ Rn en un temps �ni ? C'est le problème de contrôlabilité appelé aussi
problème de commandabilité.

Question 2 : Si le système est contrôlable, on peut vouloir déterminer un contrôle u ∈ U tel que la
trajectoire associée à ce contrôle joigne l'état initial y0 ∈ Rn à un état terminal yT = y(T ) ∈ Rn, en
minimisant un certain critère de performance.

2.4 Contrôlabilité

Reprenons le cas de système dynamique :

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t)), y(0) = y0, t ∈ I = [0, T ]. (2.3)

Dé�nition 2.4.1.
le système (2.3) est dit contrôlable si pour tous points y0 ∈M0 et yT = y(T ) ∈MT , il existe un contrôle
u(.) telle que la trajectoire associée à u relie y0 à yT en un temps �ni.

Pour ce problème de contrôlabilité, Kalman a donné dès 1949 une caractérisation des systèmes
linéaires autonomes, contrôlables en dimension �nie. Pour les systèmes non linéaires, le problème ma-
thématique de contrôlabilté est beaucoup plus compliqué. Il constitue un domaine de recherche actif.

2.4.1 Cas des systèmes linéaires

Commençons par dé�nir "Ensemble accessible" :

Dé�nition 2.4.2.
L'ensemble des points accessibles à partir de y0 en temps T est dé�ni comme suit :

Acc(y0, T ) = {yu(T ), u ∈ U},

où yu(.) est la solution du système (2) du problème (2.2) associée au contrôle u

Acc(y0, T ) est l'ensemble des extrémités terminales des solutions du système (2), en temps T lorsque
le contrôle u varie.

Dé�nition 2.4.3.
Le système (2) du problème (2.2) est dit contrôlable en temps T si

Acc(y0, T ) = Rn.

Il est dit contrôlable en temps quelconque t depuis y0 si

Rn =
⋃
t>0

Acc(y0, t).
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Systèmes linéaires autonomes

Le système linéaire autonome décris par :

ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ I = [0, T ]

est dit contrôlable, si pour tous points y0 ∈ M0 et yT = y(T ) ∈ MT , il existe un contrôle u(.) dans
l'ensemble U , tel que la trajectoire correspondante y(.) transfère le système de l'état initial donné y0

à un état �nal yT en temps �ni.

Théorème 2.4.1. [88]
Le système autonome

ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ I = [0, T ]

est contrôlable si la matrice
K = [B,AB,A2B, ..., An−1B]

est de rang n.

Remarque 2.4.1.
K est une matrice à n lignes et n×m colonnes, elle est appelée matrice de Kalman.
La condition rang K = n est appelée condition de Kalman.

Systèmes linéaires non autonomes

Considérons le système

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)u(t), y(0) = y0, t ∈ I = [0, T ] (2.4)

La solution du système (2.4) en temps t est

y(t) = R(t)y0 +

t∫
0

R(t)R−1(s)B(s)u(s)ds, t ∈ I = [0, T ],

où R(.) est la résolvante, solution du système :{
Ṙ(t) = A(t)R(t),
R(0) = Id,

où Id est la matrice identité.

Théorème 2.4.2. [88]
Le système (2.4) est contrôlable en temps T si et seulement si la matrice

D =

T∫
0

R(t)−1B(t)B(t)′R(t)−1′dt,

est inversible.
D est appelée matrice de contrôlabilité.
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Cas des systèmes non linéaires

Considérons le système 
ẏ(t) = Ay(t) +B(u(t)),

y(0) = y0, u ∈ U, t ∈ I = [0, T ].
(2.5)

Où y est un vecteur de Rn, A une matrice dans Mn(R), B : R → Rn, fonction non linéaire du
contrôle u(.), y0 ∈ Rn est l'état initial du système (2.5).

Pour les systèmes de contrôle non linéaires, il est impossible d'étudier la contrôlabilité globale, le
problème est beaucoup plus compliqué du fait qu'on ne peut pas utilisé la caractérisation de Kalman.
Dans ce qui suit, on s'intéressera à l'étude de la contrôlabilité locale du système (2.5).

Dé�nition 2.4.4.
Soit y1 ∈ Rn. On dit que le système (2.5) est localement contrôlable au voisinage de y1 en temps T
depuis y0, si y1 ∈ Acc(y0, T ).

Autrement dit, il existe un voisinage V dans V (y1), tel que V ⊂ Acc(y0, T ).

Application entrée sortie

Dé�nition 2.4.5.
Soit T > 0. L'application entrée sortie en temps T du système (2.5) initialisée à y0 est l'application

ET : U → Rn

u→ yu(T ),

où U est l'ensemble des contrôles u tels que la trajectoire associée est bien dé�nie sur [0, T ].

Etant donné un point y1 ∈ Rn, le problème est donc de trouver un temps T et un contrôle u sur
[0, T ] telle que la trajectoire associée à u, solution du système (2.5) véri�e.

yu(0) = y0, yu(T ) = y1

où yu est la solution du système (2.5) associée au contrôle u initialisée à y0 au temps t = 0. On
donne une autre caractérisation de la contrôlabilité locale.

Dé�nition 2.4.6.
Soit y1 ∈ Rn. On dit que le système (2.5) est localement contrôlable au voisinage de y1 en temps T
depuis y0, si

∃V ∈ V (y) | ∀x ∈ V,∃u ∈ U , tel que y = ET (u).

Remarque 2.4.2.
L'application entrée sortie ET est di�érentiable au sens de Fréchet.

Calculons sa di�érentielle à l'ordre 1.

ET (u+ δu)(t) = ET (u(t)) + dET (u(t))δu+O(‖δu‖L∞), t ∈ [0, T ] (2.6)

Soit

ẏu+δu(t) = Ayu+δu(t) +B((u+ δu)(t)), yu+δu(t) = y0, t ∈ [0, T ],
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Notons par δy(t) = yu+δu(t)− yu(t), la variation de la trajectoire yu(.).

δẏ(t) = ẏu+δu(t)− ẏu(t)

= Ayu+δu(t) +B((u+ δu)(t))−Ayu(t)−B(u(t)), t ∈ [0, T ],

= A(yu+δu(t)− yu(t)) +B((u+ δu)(t))−B(u(t)), t ∈ [0, T ],

= Aδy(t) + dB(u(t))δu(t), t ∈ [0, T ].

De la condition d'admissibilité δy(0) = 0, on obtient le système suivant :
δẏ(t) = Aδy(t) + dB(u(t))δu(t),

δy(0) = 0, u ∈ U, t ∈ [0, T ].
(2.7)

Dé�nition 2.4.7.
Le système (2.7) est appelé système linéarisé du système (2.5) le long de u(.)

La solution du système linéarisé (2.7) en temps T est donnée par :

δy(T ) =

T∫
0

e(t−s)AdB(u(s))δu(s)ds,

dET (u)δu = yu+δu(T )− yu(T ),

où dET (u) est l'application entrée sortie du système (2.7).

Proposition 2.4.3. [88]

Le système (2.5) est localement contrôlable au voisinage de y1 ∈ Rn si et seulement si ET est
localement surjective au voisinage de y1.

Remarque 2.4.3.
Si le système linéarisé (2.7) est contrôlable alors dET (u) est surjective, en utilisant le théorème des
fonctions implicites, on déduit que ET est localement surjective, de la proposition 2.4.3, on déduit ainsi
que le système de départ (2.5) est localement contrôlable au voisinage de y1.

Théorème 2.4.4. [88]
Le système (2.5) est contrôlable en temps T si et seulement si la matrice

D =

T∫
0

e−tAdB(u(t))dB(u(t))′e−tA
′
dt,

est inversible.
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2.5 Méthodes de résolutions

Dans la littérature, on trouve deux approches de résolution des problèmes de contrôle optimal : les
méthodes directe et les méthodes indirectes.

Méthodes directes

Les méthodes directes consistent à convertir le problème de contrôle optimal en un problème de
programmation non linéaire en e�ectuant une discrétisation totale du problème. Ensuite, la commande
est déterminée en résolvant le problème d'optimisation obtenu par des techniques d'optimisation clas-
siques déterministes ou stochastiques [8]. Dans ce cas, les variables d'optimisation représentent les
commandes à appliquer aux di�érents instants d'échantillonnage.

Parmi les méthodes directes, on trouve la méthode de résolution par l'approche de la programma-
tion linéaire, qui est la méthode adaptée appelée aussi méthode du support[2, 57, 68]. Seulement cette
méthode réesout les problèmes linéaires . Elle permet d'avoir une solution approchée ou une solution
exacte. Une autre méthode directe est la méthode de discritisation du problème initial [57]. Pour un
problème de départ linéaire, on fait une discritisation de la commande. De là, on obtient un problème
de programmation linéaire facile à résoudre. L'incovénient de cette dernière approche est l'obtention
d'une solution approchée.

La mise en oeuvre des méthodes directes est simple, car elles ne nécessitent pas une étude théorique
préalable, on n'a pas à étudier les variables adjointes ou bien à connaître à l'avance la structure des
commutations. Ces méthodes sont moins précises.

Une revue des di�érentes méthodes faisant partie de cette classe peut être trouvées dans [57, 51,
73, 8].

Méthodes indirectes

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de Pontriaguine [69, 70] qui donne
une condition nécessaire d'optimalité, il faut véri�er à posteriori l'optimalité de la trajectoire calculée.
Ces méthodes ont l'extrême précision numérique, mais elles sont très sensibles au choix de la condition
initiale. Contrairement au méthodes directes, les méthodes indirectes nécessitent une étude théorique
préalable et l'étude des variables adjointes. Pour ces méthodes, la structure des commutations doit être
connue à l'avance, elles sont e�caces en toute dimension.

Il existe également des approches probabilistes [8], ces méthodes consistent à exprimer le problème
de commande optimale dans des espaces de mesure, puis à rechercher la commande optimale en tant
que mesure d'occupation, qui est approchée par un nombre �ni de ses moments. Cette méthode utilise
des outils de géométrie algébrique et elle permis de réduire le problème de contrôle optimal à un pro-
blème d'optimisation de dimension �nie.

Pour plus de précisions sur les méthodes de résolution, on renvoie le lecteur aux travaux [87, 88,
40, 79, 83].

2.6 Principe du maximum de Pontriaguine

Avant d'énoncer le principe du maximum, introduisons certaines dé�nitions et propriétés essen-
tielles.
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Dé�nition 2.6.1.
Le contrôle u est dit extrémal sur [0, t] si la trajectoire du système (2) du problème de contrôle(2.2)
associée u véri�e

y(t) ∈ ∂Acc(y0, t), t ∈ [0, T ].

Dé�nition 2.6.2.
Un contrôle u∗(t), t ∈ [0, T ] est dit optimal pour le problème (2.2) si u∗(.) est extrémal
et J(u∗(t)) < J(u(t)) pour tout contrôle extrémal u(t), t ∈ [0, T ].

Théorème 2.6.1. [88]
Considérons le système

ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t) , y(0) = y0, ∀t ∈ [0, T ]

Supposons que le domaine des contraintes noté Ω est compact. Le contrôle u est extrémal sur [0;T ]
si et seulement si il existe une solution non triviale p(t), de l'équation ṗ(t) = −p(t)A(t) telle que :

p(t)B(t)u(t) = max
v∈Ω

p(t)B(t)v, pour presque tout t ∈ [0, T ]. (2.8)

Remarque 2.6.1.

• Le vecteur p(t) ∈ Rn est appelé vecteur adjoint.

• Si Ω = [−a, a], a ∈ R positif, la condition (2.8) signi�e que

u(t) = asign(p(t)B(t))

On dit que u(t) est bang-bang.

Dans ce cas, la fonction γ(t) = p(t)B(t) est appelée fonction de commutation. Le temps tc auquel
le contrôle extrémal u(t), t ∈ [0, T ] change de signe est appelé temps de commutation.

On énonce par la suite le théorème principal de cette partie :

Théorème 2.6.2. [88]

Considérons le système de contrôle dans Rn

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t), (2.9)

où f : R × Rn × Rm → Rn de classe C1, les contrôles sont des applications mesurables bornées
à valeurs dans Ω ∈ Rm. Soient M0 et Mf deux sous ensembles de Rn. Notons par U l'ensemble des
contrôles admissibles u dont les trajectoires associées relient un point initial de M0 à un point �nal de
Mf en temps t.

On dé�nit le coût

J(T, u) = g(T, y(T )) +

T∫
0

f0(t, y(t), u(t))dt

où f0 : R × Rn × Rm → Rn et g : R × Rn → R sont de classe C1 , y(.)est la solution de (2.9)
associée au contrôle u.
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On considère le problème de contrôle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant M0 à Mf

en minimisant le coût J (le temps �nal peut être �xé ou non.).

Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire y(.) est optimal sur [0, T ], alors il existe une application
p(.) : [0;T ] → Rn absolument continue, appelé vecteur adjoint, et un réel p0 6 0 tel que le couple
(p(.), p0) est non trivial et tels que pour presque tout t ∈ [0, T ],on a :

ẏ(t) =
∂H

∂p
(t, y(t), p(t), p0, u(t)), (2.10)

ṗ(t) = −∂H
∂y

(t, y(t), p(t), p0, u(t)), (2.11)

où H(t, y, p, p0, u) = p′(t)f(t, y, u)+p0f0(t, y, u) est le Hamiltonien du système, et on a la condition
de maximisation presque partout sur [0, T ].

H(t, y(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈U

H(t, y(t), p(t), p0, v). (2.12)

Si de plus le temps �nal pour joindre Mf n'est pas �xé, on a la condition au temps �nal T

max
v∈U

H(t, y(t), p(t), p0, v) = −p0∂g

∂t
(T, y(T )). (2.13)

Si de plus M0 et Mf (ou juste l'un des deux ensembles) sont des variétés de Rn ayant des espaces
tangents en y(0) = y0 ∈M0 et y(T ) = yf ∈Mf , alors le vecteur adjoint peut être construit de manière
à véri�er les conditions de transversalités aux deux extrémités (ou juste l'une des deux) :

p(0) ⊥ Ty(0)M0, (2.14)

p(T )− p0∂g

∂t
(T, y(T )) ⊥ Ty(T )Mf , (2.15)

Remarque 2.6.2.

Si f et f0 ne dépendent pas du temps t c'est à dire si le système considèré est autonome, alors
l'Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a :

∀t ∈ [0, T ], max
v∈U

H(t, y(t), p(t), p0, v) = Cste.

Dé�nition 2.6.3.
Les conditions (2.14) et (2.15) sont appelées conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
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Remarque 2.6.3.
L'orsqu'ils n'y a pas de contraintes sur le contrôle, la condition de maximisation 2.12 devient

∂H

∂u
= 0.

2.6.1 Exemple d'application

Considérons le problème de contrôle optimal suivant :



J(u) =

T∫
0

dt→ min
u
,

ẋ(t) = u(t),

ẏ(t) = x(t),

|u(t)| 6 1, t ∈ [0, T ].

(2.16)

On cherche à résoudre le problème de temps minimal pour atteindre le point �nal (−2, 2), en allant
de l'origine en appliquant Le principe du maximum.

L'Hamiltonien du problème (2.16) est

H(t, x(t), y(t), px(t), py(t), p
0, u) = px(t)u+ py(t)x(t) + p0

où px et py sont les composantes du vecteur adjoint. Elles sont solutions du système


ṗx(t) =

−∂H
∂x

= −py(t)

ṗy(t) =
−∂H
∂y

= 0

ce qui est équivalent au système suivant

{
py(t) = Cste = λ

px(t) = −λt+ c

Reprenons l'expression de l'Hamiltonien : H = px(t)u+ py(t)x(t) + p0,
alors quelque soit la valeur de p0,

∂H

∂u
=

∂

∂u
(px(t)u+ py(t)x(t)),

∂H

∂u
= 0⇔ u = sign (px(t)).
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De la, le contrôle extrémal sera le suivant :

u(t) =

{
−1 si px(t) < 0
+1 si px(t) > 0

On remarque que Les contrôles extrémaux ont en plus une commutation. Soit tc, ce temps de com-
mutation. La trajectoire obtenue pour u(t) = 1 sur [0, tc] et pour u(t) = −1 sur [tc, T ] est :

Si t ∈ [0, tc], on obtient

{
x(t) = t

y(t) =
1

2
t2

Si t ∈ [tc, T ], on obtient

{
x(t) = −t+ tc

y(t) = −1

2
t2 + tct−

1

2
t2c

Les résultats d'un tel problème sont tracés dans la �gure suivante :

Figure 2.1 � Trajectoire et commande optimales par le principe du maximum

2.6.2 Principe du maximum par l'approche variationnelle

Considérons le problème de contrôle optimal suivant :



J(u) = g(y(tf )) +

tf∫
t0

dt→ min
u

ẏ(t) = f(y(t), u(t), t),

y(t0) = y0,

u ∈ U ⊂Rm, t ∈ [t0, tf ].

(2.17)

Soit u∗(t), t ∈ [0, tf ] une commande optimale, et y∗(t), t ∈ [0, tf ] sa trajectoire correspondante.
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Posons

u(t) = u∗(t) + hη(t), t ∈ [t0, tf ]

et

y(t) = y∗(t) + hΦ(t), y0 = y∗(t0), Φ(t0) = 0,

où η(t) et Φ(t) sont des directions et h le pas.

Du système (26), on aura

ẏ(t) = ẏ∗(t) + hΦ̇(t) = f(y∗(t), hΦ(t), u∗(t) + hη(t), t)

= f(y∗(t), u∗(t), t) +
∂f

∂y
hΦ(t) +

∂f

∂u
hη(t) +O(h)

où
∂f

∂y
est le jacobien de f par rapport à y ,

∂f

∂u
est le Jacobien de f par rapport à u,

et O(h) est un vecteur de Rn véri�ant limh→0
O(h)

h
= 0.

De la relation précédente, on obtient

hΦ̇(t) =
h∂f

∂y
Φ(t) +

h∂f

∂u
η(t) +O(h)

ce qui est équivalent à

hΦ̇(t) =
∂f

∂y
Φ(t) +

∂f

∂u
η(t) +

Oh

h
.

De l'admissibilité de y et y∗, on a y(t0) = y0 = y∗(t0), ce qui donne Φ(t0) = 0.

Notons par Ψ la solution de l'équation di�érentielle :

Ψ̇(t) = f((y∗), u∗(t), t)Ψ(t) + f((y∗), u∗(t), t)η(t), Ψ(t0) = 0.

En utilisant cette solution, on déduit que

y(t) = y∗(t) + hΨ(t) +O(h)

Notons par p(t), t ∈ [0, T ], une fonction continue de Rn et soit la fonction Hamiltonienne

H(y, p, u, t) = f0(y, u, t) + pf(y, u, t)

En utlisant ces dernières fonctions, la fonctionnelle J du problème (2.17) prend la forme suivante :

J(u) = g(y(tf )) +

tf∫
t0

(H(y(t), p(t), u(t), t)− p(t)ẏ(t))dt
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La variation de la fonctionnelle J sera :

J(u(t))− J(u∗(t)) = g(y(tf )− g(y∗(tf )) +

tf∫
t0

(H(y(t), p(t), u(t), t)−H(y∗(t), p(t), u(∗t), t))dt

+

tf∫
t0

p(t)(ẏ∗(t)− ẏ(t))dt.

En faisant un développement par la formule de Taylor, on obtient :

H(y(t), p(t), u(t), t) = H(y∗(t), p(t), u(∗t), t) +∇H |y (y − y∗) +∇H |u (u− u∗) +O(h)

où ∇H |y est le gradient de H par rapport à y et où ∇H |u est le gradient de H par rapport à u .

En utilisant la solution Ψ(t), t ∈ [t0, tf ], on obtient :

H(y(t), p(t), u(t), t) = H(y∗(t), p(t), u(∗t), t) + h∇H |y Ψ(t) + h∇H |u η(t) +O(h)

et
g(y(tf )) = g(y∗(tf )) + h∇g |y Ψ(t) +O(h).

Trouvons pour t ∈ [0, tf ] une relation entre Φ(t) et Ψ(t) :

De ce qui précéde, on a

hΦ̇(t) = hΨ̇(t) + h∇H |y (Φ(t)−Ψ(t)) +O(h)

de là

ẏ∗(t)− ẏ(t) = −hΨ̇(t) +O(h) (2.18)

En utilisant (2.18), la variation de la fonctionnelle J devient :

J(u)− J(u∗) = h ∇g |y Ψ(t) + h

tf∫
t0

∇H |y Ψ(t)dt+ h

tf∫
t0

∇H |u η(t)dt−

tf∫
t0

p(t)Ψ̇(t)dt+O(h).

En utilisant l'intégrale suivante,

tf∫
t0

p(t)Ψ̇(t)dt = p(tfΨ(tf )− p(t0Ψ(t0)−

tf∫
t0

ṗ(t)Ψ(t)dt
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et comme Ψ(t0) = 0, on obtient :

J(u)− J(u∗) = 〈h ∇g |y −p(tf ),Ψ(tf )〉+

h

tf∫
t0

[〈∇H |y p(t),Ψ(t)〉+ 〈∇H |u p(t), η(t)〉]dt.

Et comme u∗ est optimale c'est dire J(u)− J(u∗) > 0, on déduit

〈h ∇g |y −p(tf ),Ψ(tf )〉+ h

tf∫
t0

[〈∇H |y p(t),Ψ(t)〉+ 〈∇H |u p(t), η(t)〉]dt = 0 (2.19)

Les conditions que doit véri�e le vecteur p(t) sont les suivantes :

ṗ(t) =
∂H

∂y
(y∗(t), p(t), u∗(t), t)

= −
[
∂f0

∂y
(y∗(t), p(t), u∗(t), t)

]
−
[
∂f

∂y
(y∗(t), p(t), u∗(t), t)

]
p(t)′

(2.20)

où
∂f

∂y
est le Jacobien de f par rapport à y.

De là

〈 ∇g |y −p(tf ),Ψ(tf )〉+

tf∫
t0

〈∇H |u p(t), η(t)〉dt = 0

De la relation (2.19), on cherche p∗(t) solution du système (2.20) avec la condition initiale

p∗(tf ) = p0
∂g

∂y
(y∗(tf )).

Finalement on obtient :

tf∫
t0

〈∇H |u p(t), η(t)〉dt = 0

quelque soit η(t).
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Lemme 2.6.3. [87]

Soit h(t), `(t) ∈ I = [0, tf ] deux fonctions continues su I. Supposons que

tf∫
t0

〈h(t), `(t)〉dt = 0, ∀`(t), continue sur I, alors h(t) = 0

En utilisant ce lemme et de ce qui précéde, on obtient :

∇H |u= 0

La fonction H(x∗(t), p∗(t), p(t), t) de la variable u possède un extrêmum pour u = u∗(t), t ∈ [0, tf ].

On énonce par la suite le théorème principal de cette partie :

Théorème 2.6.4. [87]

La condition nécessaire d'optimalité du contrôle u∗(t), t ∈ [0, tf ] et de sa trajectoire correspon-
dante y∗(t) véri�ant y∗(t) = y0 est l'existence de la fonction p∗(t), t ∈ [t0, tf ] solutions des équations
suivantes :

ẏ∗(t) =
∂H

∂p
(y∗(t), p(t), u∗(t), t),

ṗ∗(t) =
−∂H
∂y

(y∗(t), p(t), u∗(t), t),

avec les conditions initiales y∗(t0) = y0, p
∗(tf ) =

∂g

∂y
(y∗(tf )), telle que :

H(y∗, p∗(t), u∗(t), t) = min
u∈U

H(y∗, p∗(t), u∗(t), t)

Pour que u∗(t), t ∈ [0, tf ] soit un minimum local de J du problème (2.17), il est su�sant que :

(1)
∂H

∂u
= 0,

(2)
∂2H

∂u2
dé�nie positive,

(3) la matrice


∂2H

∂y2

∂

∂u

∂H

∂y
∂

∂y

∂H

∂u

∂2H

∂u2

 soit semi-dé�nie positive .

2.7 Méthode numérique de résolution de problème de contrôle opti-

mal des systèmes décrits par des équations aux dérivées partielles

Dans cette partie, nous nous somme consacrés à la présentation de quelques méthodes numériques
de résolution de problème de contrôle optimal des systèmes à paramètres distribués linéaires de types
paraboliques [77]. Parmi ces méthodes, on utilise généralement deux méthodes, à savoir les méthodes
directes et les méthodes indirectes.



2.7. MÉTHODE NUMÉRIQUE DE RÉSOLUTION DE PROBLÈMEDE CONTRÔLE OPTIMAL DES...47

2.7.1 Méthodes directes

Les méthodes directes consistent à transformer le problème de départ en un autre problème plus
simple à résoudre en utilisant di�érentes techniques de résolution, telles que la semi-discrétisation, la
discrétisation totale ou la méthode de paramétrisation.

La technique de semi-discrétisation [78], basée sur la méthode des ligne [90], consiste à approcher
les dérivées spatiales de l'équation d'état par des équations aux di�érences en utilisant la technique
des di�érence �nies. En conséquence, l'équation d'état donnée par un système d'équation aux dé-
rivées partielles est transformée en un système d'équations di�érentielles ordinaires. En faisant une
approximation de la fonction coût par les quadratures de Gauss, le problème de contrôle de départ
est transformé en un problème de contrôle optimal décrit par un système d'équations di�érentielles
ordinaires.

La technique de discrétisation totale [45] permet de transformer le problème de contrôle optimal en
un problème d'optimisation statique en utilisant une discrétisation d'éspace et de temps. Cette tech-
nique repose sur plusieurs di�érentes méthodes telles que la méthodes des di�érence �nies, la méthode
des éléments �nis, la méthode des volumes �nis.

En utilisant la technique de paramétrisation [76, 20], la résolution se fait en trois étapes. La pre-
mière étape consiste à transformer le problème de départ à un problème de contrôle en dimension �nie.
La deuxième étape consiste à transfomer le problème obtenu de la première étape soit à un problème
d'optimisation statique ou à un problème aux limites. La troisième étape, consiste à déterminer la
solution du problème obtenu.

Dans les sous-paragraphes suivants, nous allons illustré les principes de ces méthodes, en se référant
au livre de A. p. Sage et C. C. White [78], l'article de M. L. Wang et R. Y. Chang [95], l'article de S.
Kazem J.A. Rad et K. Parand [45], et au livre de K. B. Datta et B. M. Mohan [20].

2.6.1.1 Semi-Discrétisation

Pour illustrer le principe de la méthode de semi-discrétisation, On considère le problème de contôle
optimal des systèmes à paramètres distribués suivant [78] :

min
u(x,t)

J(u(x, t)) =
1

2

tf∫
0

l∫
0

[
qy2(x, t) + ru2(x, t)

]
dxdt, (2.21)

sous la contrainte

∂y

∂t
(x, t) =

∂2y

∂x2
(x, t) + u(x, t), (x, t) ∈ [0, l]×]0, tf [, (2.22)

avec la condition initiale,

y(x, 0) = f(x), (2.23)

et les conditions aux limites,

∂y

∂x
(x, t) = 0, pour x = 0, et x = l, (2.24)

où q > 0 et r > 0 .
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La technique de semi-discrétisation consiste à transformer l'équation d'état donnée par une équa-
tion aux dérivées partielles en un système d'équations diférentielles ordinaires. Cette transformation
se fait en remplaçanat les dérivées spatiales par des équations aux di�érences en utilisant la technique
des di�érences �nies.

Approximation de l'équation d'état

On subdivise l'intervalle [0, l] en N sous intervalles de longueur =
l

N
, et on dé�nit les noeuds de

discrétisation xk comme suit :

xk = kh, k = 0, 1, 2, ..., N. (2.25)

Au point (xk, t), on approche les fonctions y(x, t),
∂y(x, t)

∂t
et u(x, t) par yk(t), ẏk(t) et uk(t),

respectivement. En utilisant la technique des di�érences �nies centrées d'ordre 2, on approche la déri-

vée seconde
∂2y(x, t)

∂x2
au point (xk, t) comme suite :

∂2y

∂x2
(xk, t) =

yk+1(t)− 2yk(t) + yk−1(t)

h2
, (2.26)

l'équation d'état (2.22) devient :

ẏk(t) =
1

h2
(yk+1(t)− 2yk(t) + yk−1(t)) + uk(t), k = 0, 1, 2, ..., N, (2.27)

ce qui est équivalent au système suivant :



ẏ0(t) =
1

h2
(y1(t)− 2y0(t) + y−1(t)) + u0(t),

ẏ1(t) =
1

h2
(y2(t)− 2y1(t) + y0(t)) + u1(t),

ẏ2(t) =
1

h2
(y3(t)− 2y2(t) + y1(t)) + u2(t),

...

ẏN (t) =
1

h2
(yN+1(t)− 2yN (t) + yN−1(t)) + uN (t).

(2.28)
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Pour obtenir les valeurs de y−1(t) et yN+1(t), on utilise la technique des di�érences �nies d'ordre 1
au point x = 0 et x = l, et on aura :

yk+1(t)− yk(t)
h

= 0⇒ yk+1(t) = yk(t), (2.29)

d'où yN+1(t) = yN (t) et y0(t) = y−1(t) .

En remplaçant les variables yN+1(t) et y−1(t) par leurs valeurs dans le système (2.28), on obtient :



ẏ0(t) =
1

h2
(y1(t)− 2y0(t)) + u0(t),

ẏ1(t) =
1

h2
(y2(t)− 2y1(t) + y0(t)) + u1(t),

ẏ2(t) =
1

h2
(y3(t)− 2y2(t) + y1(t)) + u2(t),

...

ẏN (t) =
1

h2
(−yN (t) + yN−1(t)) + uN (t).

(2.30)

Qu'on peut reécrire sous forme maricielle comme suit :

ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), (2.31)

avec

A =
1

h2



−1 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0
1 −2 1 0 0 . . . 0 0 0 0
0 1 −2 1 0 . . . 0 0 0 0
0 0 1 −2 1 . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . .

...
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 0 1 −2 1
0 −0 0 0 0 . . . 0 0 1 −1



et B est la matrice identité d'ordre N + 1.
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Approximation de la fonction coût

En utilisant la méthode des trapèzes, on transforme de la fonction coût (2.21) donnée par une
intégrale double en intégrale simple comme suit :

J(u(t)) =
h

2

tf∫
0

[ (
1

2
qy2

0(t) +

N−1∑
k=1

qy2
k(t) +

1

2
qy2
N (t)

)
+

(
1

2
ru2

0(t) +

N−1∑
k=1

ru2
k(t) +

1

2
ru2

N (t)

) ]
dt,

qu'on peut réécrire

J =
h

2

tf∫
0

[
yT (t)Qy(t) + uT (t)Ru(t)

]
dt,

avec

Q

q
=
R

r
= diag

[
1

2
, 1, 1, ..., 1,

1

2

]
.

Formulation du problème approché

le problème de contrôle optimal à paramètres localisés est donnée comme suit :

min
u(t)

J(u(t)) =
h

2

tf∫
0

[yT (t)Qy(t) + uT (t)Ru(t)]dt, (2.32)

sous les contraintes

ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), (2.33)

avec la condition initiale,

y(0) = y0, (2.34)

où y0 = [f(x0), f(x1), ..., f(xN )].

2.6.1.2. La technique de paramétrisation

La technique de paramétrisation consiste à approcher les variables d'état et de contrôle par une
somme �nie de termes s'écrivant comme un produit de fonctions à variables séparées, c'est à dire :

y(x, t) =

N∑
i=0

yiPi(x),

u(x, t) =

N∑
i=0

uiPi(x),
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où les Pi, i = 1, ..., N sont des fonctions polynômiales connues telles que les polynômes de Le-
gendre et les polynômes de Chebychev [20]. Les yi et ui, (i = 1, ..., N) sont des fonctions inconnues à
déterminer. Cette technique est basée sur les matrices opérationnelles d'intégration pour transformer
le problème de départ en un problème de contrôle à paramètres localisés.

La technique de paramétrisation peut être employée en utilisant di�érentes fonctions orthogonales,
telle que les fonctions de Walsh, les polynômes de Legendre, et les polynômes de Chebyshev [20].

Les fonctions orthogonales ont été utilisée de manière intense ces derniers temps pour approcher la
solution des systèmes dynamiques [80], les problèmes de contrôle optimal des systèmes à paramètres
localisés [76, 59, 96], et sont également utiisées pour approcher la solution des problèmes de contrôle
optimal à paramères distribués [84, 95, 38, 13, 58, 77].

Pour mieux illustrer le principe de la méthode de paramétrisation par les fonctions orthogonales,
nous traitons le cas des polynômes de Legendre.

Dans la partie suivante, on présente des résultats préliminaires concernant les polynômes de le-
gendre décalés ( voir par exemple livre de K. B. Datta et B. M. Mohan [20]).

Polynôme de Legendre

Les fonctions de Legendre représentent les solutions de l'équation di�érentielle de Legendre donnée
par :

d

dx

(
(1− x2)

d

dx
P̄n(x)

)
+ n(n+ 1)P̄n(x) = 0, x ∈ [−1, 1], (2.35)

où P̄n(x) désignent les polynômes de Legendre.

En faisant un changement de variable, on pose

x =
2t

tf
− 1, (2.36)

on obtient l'équation di�éretielle :

d

dt

(
t(tf − t)

d

dt
Pn(t)

)
+ n(n+ 1)Pn(t) = 0, t ∈ [−1, 1]. (2.37)

On appelle l'équation di�érentielle (2.37) équation di�érentielle décalée de Legendre, où tf peut
être choisi arbitrairement et Pn(t) désignent les polynômes de Legendre décalés.

La solution de l'équation (2.35) est donnée par :



P̄0(x) = 1,

P̄1(x) = x,

P̄2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

...

P̄n(x) =

m∑
j=0

(−1)j(2n− 2j)!

j!(n− j)!(n− 2j)!
xn−2j ,

(2.38)
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avec

m =


n

2
si n est pair,

n− 1

2
si n est impair,

(2.39)

et la solution de l'équation (2.37) est donnée par :

P0(x) = 1,

P1(x) =
2t

tf
− 1,

P̄2(x) = 6

(
t

tf

)2

− 6
t

tf
− 1,

...

P̄n(x) =
m∑
j=0

(−1)j(2n− j)!
j!((n− j)!)2

(
t

tf

)n−j
,

(2.40)

avec

m =


n

2
si n est pair,

n− 1

2
si n est impair.

(2.41)

On présente ensuite quelques propriétés des polynômes de Legendre décalés :

Orthogonalité

Les polynômes de Legendre décalés satisfont la propriété de l'orthogonalité sur [0, tf ] :

tf∫
0

Pi(t)Pj(t)dt =


0 si j 6= i,

tf
2i+ 1

si j 6= i.
(2.42)

Récursivité

Une autre propriété importante des polynômes de Legendre décalés est la récursivité suivante :

Pi+1(t) =
2i+ 1

i+ 1
φ(t)Pi(t)−

i

i+ 1
Pi−1(t), i = 1, 2, ... (2.43)
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avec

φ(t) =
2t

tf
− 1, (2.44)

et P0(t) = 1 et P1(t) = φ(t).

De plus les polynômes de Legendre décalés satisfont la propriété suivante :(
2(2i+ 1)

tf

)
Pi(t) = Ṗi+1(t)− Ṗi−1(t). (2.45)

Approximation de la fonction intégrables

Soit f(t) une fonction de carée intégrable sur [0, tf ], alors f(t) peut être exprimée en termes de
polynômes de Legendre décalé comme suit :

f(t) =
m−1∑
i=0

fiPi(t) = fTP (t), (2.46)

où

fT = [f0, f1, ..., fm−1]T , (2.47)

est le spectre de Legendre de f(t), et

[P0(t), P1(t), ..., Pm−1(t)]T , (2.48)

est le vecteur de polynômes de Legendre décalés.

Les coe�cients fi, (i = 0, 1, 2, ...,m− 1) sont détérminés comme suit :

fi =
(2i+ 1)

tf

tf∫
0

f(t)Pi(t)dt. (2.49)

Supposons que la dérivée de la focntion f(t) est donnée par :

ḟ(t) =

∞∑
i=0

giPi(t), (2.50)

et en utilisant la formule de récurrence (2.45), la relation entre les coe�cients fi de l'équation (2.46)
et les gi de l'équation (2.50) est donnée comme suit :

fi =
h

2

[
gi−1

(2i− 1)
− gi+1

(2i+ 3)

]
. (2.51)
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Si la série dans l'équation (2.51) est tronquée jusqu'à l'ordre m − 1, alors l'équation (2.51) peut
s'écrire comme suit :

F = KG, (2.52)

où

F = [f1, f2, ..., fm−1], (2.53)

G = [g1, g2, ..., gm−2], (2.54)

et K est une (m− 1)× (m− 1) matrice donnée comme suit :

K =
tf
2



1 0
−1

5
0 0 . . . 0 0 0

0
1

3
0

−1

5
0 . . . 0 0 0

0 0
1

5
0

−1

9
. . . 0 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 . . .
1

2m− 7
0

1

2m− 5

0 0 0 0 0 . . . 0
1

2m− 5
0

0 0 0 0 0 . . . 0 0
1

2m− 3



En transformant par la suite le problème de contrôle optimal à paramètres distribués (2.21)−(2.24)
en un problème de contrôle optimal à paramètres localisés, plus précisément en un problème de contrôle
optimal décrit par des équations di�érentielles ordinaires.

Approximation des problèmes de contrôle optimal des systèmes à paramètres dis-
tribués

On approche d'abord les fonctions y(x, t) et u(x, t) par des séries de Legendre décalées �nies comme
suit :

y(x, t) =

n−1∑
i=0

yi(t)Pi(x) = Y T (t)P (x), 0 6 x 6 l, (2.55)

u(x, t) =
n−1∑
i=0

ui(t)Pi(x) = UT (t)P (x), 0 6 x 6 l, (2.56)

où

Y (t) = [y0(t), y1(t), ..., yn−1(t)]T , (2.57)

U(t) = [u0(t), u1(t), ..., un−1(t)]T , (2.58)
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P (x) = [P0(x), P1(x), ..., Pn−1(x)]T , (2.59)

et les Pi(x), i = 0, 1, ..., n− 1 sont des polynômes de Legendre décalés dé�nis sur [0, l].

En multipliant l'équation (2.22) par P T (x), et en utilisant les équations (2.56)− (2.57), ensuite en
intégrant par rapport à x , on obtient :

l∫
0

Ẏ T (t)P (x)P T (x)dx =

l∫
0

Y T (t)P̈ (x)P T (x)dx+

l∫
0

UT (t)P (x)P T (x)dx

= −Y T (t)

l∫
0

Ṗ (x)Ṗ T (x)dx+

l∫
0

UT (t)P (x)P T (x)dx.

(2.60)

En utilisant la propriété de l'orthogonalité (2.42), on aura :

l∫
0

P (x)P T (x)dx = l


1 0 0 . . . 0

0
1

3
0 . . . 0

...
...

...
...

...

0 0 0 0
1

2n− 1

 . (2.61)

Si on pose

dij =

l∫
0

Ṗi(x)Ṗj(x)dx, (2.62)

on obtient alors

l∫
0

Ṗ (x)Ṗ T (x)dx =


d00 d01 . . . d0,n−1

d10 d11 . . . d1,n−1
...

... . . .
...

dn−1,0 dn−1,1 . . . dn−1,n−1

 , (2.63)

où

dij = dji =


2i(i+ 1)

l
si i 6 j et i+ j = 0 ou pair ,

0 si i 6 j et i+ j = 0 est impair.
(2.64)

En remplaçant les équations (2.62) et (2.64) dans l'équation (2.61), on obtient le système de contrôle
décrit par l'équation di�érentielle suivante :

Ẏ (t) = AY (t) + U(t), (2.65)
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avec

A = −(D)−1V T =
−1

l


d00 d01 . . . d0,n−1

3d10 3d11 . . . 3d1,n−1

5d20 5d21 . . . 5d2,n−1
...

... . . .
...

(2n− 1)dn−1,0 (2n− 1)dn−1,1 . . . (2n− 1)dn−1,n−1

 ,

où

D =


1 0 0 . . . 0

0
1

3
0 . . . 0

...
...

...
...

...

0 0 0 0
1

2n− 1

,

et V =


d00 d01 . . . d0,n−1

d10 d11 . . . d1,n−1
...

... . . .
...

dn−1,0 dn−1,1 . . . dn−1,n−1

 .
En remplaçant les équations (2.55)-(2.56) et (2.61) dans (2.21), la fonction coût devient

J(u(t)) = 1
2

tf∫
0

[
Y TQY (t) + UT (t)RU(t)

]
dt, (2.66)

où

Q = q

l∫
0

P (x)P T (x)dx = qD, (2.67)

R = r

l∫
0

P (x)P T (x)dx = rD, (2.68)

Le problème de contrôle optimal à paramètres distribués est maintenenat réduit à un problème de
contrôle à paramètres localisés, donnée par le problème quadratique suivant :


J(u(t)) =

1

2

tf∫
0

[
Y TQY (t) + UT (t)RU(t)

]
dt,

Ẏ (t) = AY (t) + U(t),

Y (0) = Y0.

(2.69)
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2.7.2 Méthodes indirectes

Les méthodes indirectes se font en deux étapes, la première partie repose sur la dérivation des
conditions nécessaires d'optimalité par le principe du minimum de Pontriaguine [70], et la deuxième
étape fait recours à une méthode numérique pour la résolution des équations aux dérivées partielles
[53]. Autrement dit, la méthode indirecte résout le problème indirectement en convertissant le problème
de contrôle en un problème aux limites. Par conséquent, dans les méthodes indirectes, la solution du
problème est obtenue en résolvant un système d'équation aux dérivées partielle et la solution obtenue
satisfait les conditions initiales et les conditions aux limites. On se référe aux livres de J. L. Lions [53,
54], l'artcile de A. Borzi [9], et au livre de O. Von Stryk et R. Bulirsch [92] pour la présentation de
cette méthode.

Pour illustrer le principe de cette approche, on considère le problème de contrôle optimal suivant :
Supposons que Ω ⊂ Rn est un compact connexe, ∂Ω est de la classe C∞.

min J(u) =
1

2
‖y − yd‖2L2(Q) +

ν

2
‖u‖2L2(Q), (2.70)

sous les contraintes

−∂y(x, t)

∂t
+ ∆y(x, t) = u(x, t), dans Q = Ω× (0, tf ), (2.71)

y(x, 0) = y0(x), dans Ω, (2.72)

y(x, t) = 0, sur Σ = ∂Ω× (0, tf ), (2.73)

où y0(x) ∈ H1
0 (Ω), ν > 0 est le poids de la fonction coût et yd est l'état désiré. En appliquant

le principe du minimum de Pontriaguine, le système (2.70)-(2.73) est caractérisé par les conditions
d'optimalité suivantes :

−∂y(x, t)

∂t
+ ∆y(x, t)− 1

ν
p(x, t), (2.74)

∂p(x, t)

∂t
+ ∆p(x, t) + (y − yd), (2.75)

u =
1

ν
p, (2.76)

avec la condition initiale y(x, 0) = y0(x) et la condition terminale pour l'équation de l'état adjoint
p(x, tf ) = 0.

Approximation des conditions d'optimalité

Dans [9] Borzi a proposé une approche basée sur la structure des di�érences �nies et le schéma
d'Euler implicite pour le système des conditions d'optimalité (2.74)-(2.76).

Soit h > 0 un pas de discrétisation de domaine d'espace et soit la suite de noeuds {Ωh}h>0 dé�nie
comme suit :

Ωh = {x ∈ R2 : xj = jh, j ∈ Z} ∩ Ω. (2.77)
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On suppose que Ω est un carré et que les valeurs de la grille spatiale de pas h sont choisies de telle
sorte que les frontière de Ω coïncident avec les lignes de la grille.

Soit ∆t =
tf
Nt

la longueur de pas de discrétisation de domaine du temps, et on dé�nit le maillage

Qh,∆t = {(x, tm) : x ∈ Ωh, tm = (m− 1)∆t, 1 6 m 6 Nt + 1}. (2.78)

On approche la dérivée temporelle
∂y(x, t)

∂t
au point x ∈ Ωh et t = tm soit par le schéma implicite

∂+
t y

m
h =

ymh − y
m−1
h

∆t
, (2.79)

ou bien par le schéma explicite

∂−t y
m
h =

ym+1
h − ymh

∆t
, (2.80)

et on approche l'opérateur laplacien ∆y au point x ∈ Ωh et t = tm par la formule des cinq points
comme suit :

∆ymh =
ymi+1,j + ymi−1,j − 4ymi,j + ymi,j+1 + ymi,j−1

h2
, (2.81)

Soit Vh l'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur l'intervalle [tm, tm+1) dé�nit sur le
cylindre Qh comme suit :

Vh = {vh | vh(t) = vh(tm) pour t ∈ [tm, tm+1), vh(tm) ∈ L2
h(Ωh)}. (2.82)

Soient R̃h,Q : L2(Q)→ Vh et Rh,Q : H2,1(Q)→ Vh des opérateurs de restriction [32], tel que

‖R̃h,Qv −Rh,Qv‖0 6 k h2 |v|H2,1(Q), (2.83)

où ‖.‖0 désigne la norme associée au produit scalaire discret sur L2(Q) et k est une constante
positive.

Soit ymh et umh les approximations de la solution y(x, t) et u(x, t) au point x ∈ Ωh et t = tm,
respectivement. le problème (2.70)-(2.73), peut être réécrit comme suit :

min
1

2
‖ymh −Rh,Qyd‖20 +

ν

2
‖umh ‖20, (2.84)

sous la contrainte
−∂+

t y
m
h + ∆hy

m
h = umh . (2.85)
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et les conditions nécéssaires d'optimalité sont données par :

−∂+
t y

m
h + ∆hy

m
h =

∆t

ν
pmh , (2.86)

∂1
t p
m
h + ∆hp

m
h = −∆t(ymh − ỹmdh). (2.87)

Le schéma numérique est

−(1 + 4γ)ymij + γ(ymi+1,j + ymi−1,j + ymi,j+1 + ymi,j−1) + ym−1
i,j =

∆t

ν
pmi,j , 2 6 m 6 Nt + 1, (2.88)

−(1 + 4γ)pmij + γ(pmi+1,j + pmi−1,j + pmi,j+1 + pmi,j−1) + pm+1
i,j = −∆t(ymi,j − ỹmdi,j), 1 6 m 6 Nt.

(2.89)

avec γ =
∆t

h2
, 2 6 i, j 6 Nx et ỹd = R̃h,Qyd.

2.8 Conclusion

Ce chapitre dédié à la présentation des concepts de base de la théorie du contrôle optimal. Après la
formulation mathématique des problèmes de contrôle optimal, on a étudié la notion de contrôlabilité
des systèmes dynamiques linéaires et non linéaires. On a énoncé le principe du maximum de (PMP)
qui donne une condition nécessaire d'optimalité et la programmation dynamique de Hamilton-Jacobi-
Bellman qui fournit une condition su�sante d'optimalité. Puis on a donné les di�érentes méthodes
de résolution de problème de contrôle optimal des systèmes à paramètres distribués linéaires de types
paraboliques.

Le chapitre suivant sera consacré à l'étude de problème de contrôle en temps optimal.



Chapitre 3

Contrôle en temps optimal

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques concepts de base sur le problème de contrôle en
temps optimal en dimension �nie (ou contrôle des équations di�érentielles ordinaires) et en dimension
in�nie ( ou contrôle des équations aux dérivées partielles ). Plus précisément, on cherche à étudier
l'existence et l'unicité d'un contrôle en temps optimal et de donner des conditions pour lesquelles le
principe du maximum et la propriété de type bang-bang [7] sont satisfaits. Ces résultats ont été dé-
couverts dans l'article de R. Bellman, I. Glicksberg et O. Gross [7], et l'article de H.O. Fattorini [24].
L'extension en dimension in�nie est premièrement apparue dans l'article de H.O. Fattorini [25] et est
beaucoup développée dans le livre de J.L. Lions [53] et le livre de H.O. Fattorini [26]. On se réfère
aussi aux livres de E. Trélat [87], livre de C. Ting WU [100], et aux livres de J. Lohéac [55, 56] pour
la présentation de ce chapitre

Nous commençons par énoncer le problème sous une forme générale pour les systèmes linéaires :

Soient X,U deux espaces de Hilbert, A ∈ L(X) et B ∈ L(U,X).

On considère l'équation suivante :

{
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ X,
(3.1)

où u ∈ L∞([0, T ];U) et ‖u(t)‖L∞([0,T ];U) 6 1 pour t ∈ [0, T ] p.p..

Dé�nition 3.1.1. On dit qu'un élément yf ∈ X est accessible s'il existe un réel strictement positif
τ > 0, et u dans L∞([0, T ];U) tels que :

‖u(t)‖L∞([0,τ ];U) 6 1, pour t ∈ [0, τ ] p.p., (3.2)

et tels que la solution de (3.1) satisfasse :

y(τ) = yf . (3.3)

L'objectif est de trouver le contrôle u∗ qui véri�e (3.2) et (3.3) avec le temps �nal τ∗ le plus petit
possible.

60
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3.2 Contrôle en temps optimal en dimension �nie

Nous présentons ici quelques résultats centraux en dimension �nie. Ces résultats sont issus de l'ar-
ticle de R. Bellman, I. Glicksberg et O. Gross [7], de livre de C.Ting WU [100], et de l'article de H.O.
Fattorini [24].

On considère la même équation que celle décrite dans l'introduction avec X = Rn et U = Rm :{
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ X,
(3.4)

où A ∈Mn×n(R), B ∈Mn×m(R) et u ∈ L∞([0, T ];Rm).

On suppose que u(t) ∈ K, pour presque tout t ∈ [0, T ], où K est un voisinage compact convexe de
0 dans Rm.

Et on note également 〈·, ·〉 le produit scalaire euclidien de Rn (et de Rm).

On notera aussi LK(t) l'ensemble admissible des contrôles :

LK(t) = {u ∈ L∞([0, t];Rm);Ran u ∈ K}. (3.5)

La solution y de (3.4) s'écrit sous la forme :

y(t) = S(t)y0 + Φtu, t ∈ [0, T ], (3.6)

avec Φtu =

t∫
0

S(t− σ)Bu(σ)dσ, où S(t) = etA.

Notons par y(t, y0, u) = S(t)y0 + Φtu la trajectoire de la solution engendrée par u.

On dé�nit aussi deux ensembles accessibles à partir du point 0 :

R∞(t) = {y ∈ Rn | y = Φtu, u ∈ L∞([0, t];Rm)}, (3.7)

R∞K (t) = {y ∈ Rn | y = Φtu, u ∈ LK(t)}. (3.8)

On peut maintenant donner une dé�nition d'un problème de contrôle en temps optimal :

Dé�nition 3.2.1.
Soient y0, yf ∈ Rn, avec yf accessible. On dit qu'un contrôle u∗ ∈ LK(τ∗) avec yf = S(τ∗)y0 + Φτ∗u

∗

est optimal en temps, si
pour tout u ∈ LK(t) tel que : la solution de l'équation (3.4) véri�e y(t) = yf , on a t > τ∗.
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On énonce dans le théorème suivant l'existence d'un contrôle en temps optimal.

Théorème 3.2.1. [100]
Si yf du problème (3.4) est accessible, alors il existe un contrôle en temps optimal.

3.2.1 Principe du maximum et la propriété de bang-bang

Les problèmes de contrôle en temps optimal sont des problèmes classiques pour les système �nies.
On voit que pour tels systèmes, il est bien connu (c.f R. Bellman, I. Glicksberg et O. Gross [7]) qu'ils
satisfont le principe du maximum de Pontriaguine et qu'ils conduisent à un contrôle bang-bang.

On dé�nit tout d'abord ce que l'on entend par "Le principe du maximum de Pontriaguine" en
dimension �nie :

Dé�nition 3.2.2. (Principe du maximum)

On dit qu'un contrôle u∗ ∈ LK(t) véri�e le principe du maximum s'il existe
η ∈ Rn, η 6= 0 tel que :

〈B∗S(t− σ)∗η, u∗(σ)〉 = max
u∈K
〈B∗S(t− σ)∗η, u〉, pour σ ∈ [0, t] p.p. (3.9)

Dans la partie suivante, on donne une condition nécessaire de l'optimalité en temps. Plus pré-
cisément, on verra qu'un contrôle en temps optimal satisfait le principe du maximum. De plus, en
ajoutant une condition supplémentaire, il possède la propriété de bang bang. On verra qu'en suppo-
sant des conditions sur le point initial ou le point �nal, le principe du maximum devient une condition
su�sante d'optimalité en temps.

On commence par énoncer deux lemmes utiles pour le théorème principal.

Lemme 3.2.2. [10]
On a des équivalences entre les trois assertions suivantes :

(a) ∀t > 0, int R∞K (t) 6= ∅

(b) ∀t > 0, R∞(t) = Rn

(c) (∀σ > 0, B∗S(σ)∗η = 0)⇒ η = 0 (3.10)

Lemme 3.2.3. [10]
Supposons que (3.10) est vraie. Alors, on peut dé�nir une norme dans R∞(t) = Rn par

‖y‖R∞(t) = inf{‖u‖L∞([0,t];Rm) | y = Φtu, u ∈ L∞([0, t];Rm)}. (3.11)

Cette norme est équivalente à toutes les normes de Rn.
De plus, si on dé�nit pour tout t > 0 une constante Ct > 0 par

Ct = sup
y 6=0,y∈Rn

{ ‖y‖R∞(t)

‖y‖X

}
, (3.12)

alors t→ Ct est décroissante.
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On a aussi besoin d'un théorème de séparation qui est une conséquence du théorème
de Hahn-Banach [10] ( voir par exemple le théorème 1.13 du livre de V. Barbu et T. Precupanu [4]).

Dé�nition 3.2.3.
Soit C un sous ensemble, convexe et non vide d'un espace de Hilbert X.
On dit que x̃ ∈ C est un point d'appui de C s'l existe f ∈ X ′ telle que :

sup{f(x), x ∈ C} = f(x̃).

Théorème 3.2.4. [4]
Soit C un sous ensemble convexe d'un espace de Hilbert X.
Si int C 6= ∅, alors pour tout x ∈ ∂C , x est un point d'appui de C.

On énonce maintenant le théorème le plus important de cette section qui montre que le principe du
maximum est une condition nécessaire d'optimalité en temps [7, 100].

Théorème 3.2.5. (Principe du maximum, condition nécessaire)[7].
Si u∗ ∈ LK(τ∗) est un contrôle optimal en temps τ∗, alors u∗ véri�e le principe du maximum (3.9).

On énonce ensuite le théorème concernant la propriété de bang-bang. on verra que si u satisfait
le principe du maximum (3.9) et si la propriété (3.10) est vraie, alors u possède la propriété de type
bang-bang (3.13).

Corollaire 3.2.6. (Propriété de bang-bang).
Si on a (3.10) et si u∗ est un contrôle optimal en temps τ∗, alors

u∗(t) ∈ ∂K pour t ∈ [0, τ∗] p.p. (3.13)

Démonstration.

On remarque que le lemme 3.2.3 nous assure que B∗S(τ∗ − σ)∗η 6= 0 si η 6= 0.

D'après le théorème 3.2.5, on sait qu'il existe η ∈ Rn, η 6= 0 tel que u∗ véri�e (3.9).

Nous pouvons dé�nir pour tout σ ∈ [0, τ∗]

ũ(σ) =
B∗S(t− σ)∗η

‖B∗S(t− σ)∗η‖
et ρ(σ) = max

ρ∈R+
{ρ | ρũ(σ) ∈ K}. (3.14)

Il est clair que ρ(σ)ũ(σ) ∈ ∂K.

De plus, comme u∗ véri�e (3.9), on obtient que pour tout σ ∈ [0, τ∗] :

〈B∗S(τ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉 > 〈B∗S(τ∗ − σ)∗η, ρ(σ)ũ(σ)〉 = ρ(σ)‖B∗S(t− σ)∗η‖. (3.15)
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Pour σ �xé, on peut projeter u∗(σ) selon la direction ũ(σ). Alors,

u∗(σ) = rũ(σ) + v, (3.16)

avec 〈ũ(σ), v〉 = 0 et r 6 ρ(σ).

Par (3.15) et (3.16), on a :

ρ(σ)‖B∗S(t− σ)∗η‖ 6 〈B∗S(τ∗ − σ)∗η, u∗(σ)〉 = 〈B∗S(τ∗ − σ)∗η, rũ(σ)〉

= r‖B∗S(t− σ)∗η‖ 6 ρ(σ)‖B∗S(t− σ)∗η‖.

Donc u∗ = ρ(σ)ũ(σ) ∈ ∂K, pour σ ∈ [0, τ∗] p.p.

On énonce dans le théorème suivant une condition su�sante pour qu'un contrôle u∗ soit optimal
en temps.

Théorème 3.2.7. (Principe du maximum, condition su�sante)[7].
Supposons qu'on a la propriété (3.10). Si un contrôle u∗ ∈ LK(τ∗) véri�e le principe du maximum
(3.9) et si on a y0 = 0 ou yf = 0, alors u∗ est un contrôle en temps optimal.

3.2.2 Unicité et principe d'optimalité d'un contrôle en temps optimal

On commence par dé�nir la notion de convexité stricte [4].

Dé�nition 3.2.4.
On dit qu'un ensemble C est strictement convexe si

∀x, y ∈ C, x 6= y ⇒ ∀t ∈]0, 1[, tx+ (1− t)y ∈ int C.

On énonce ensuite la proposition qui traite l'unicité d'un contrôle en temp optimal :

Proposition 3.2.8. Si K ⊆ Rm est strictement convexe et si la propriété (3.10) est vraie, alors le
contrôle en temps optimal est unique.

Démonstration.

Supposons u, v deux contrôles optimaux en temps t.

D'après le corollaire 3.2.6, u, v possèdent la propriété de bang-bang. Autrement dit :

u(σ), v(σ) ∈ ∂K pour σ ∈ [0, t]

.
Si u 6= v, alors il existe e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive, tel que :

u(σ) 6= v(σ), pour tout σ ∈ e.

On pose w =
u+ v

2
.



3.3. NOTIONS DE CONTRÔLABILITÉ ET D'OBSERVABILITÉ 65

Il est clair que w est aussi un contôle en temps optimal.

Or par la convexité stricte de K, pour tout σ ∈ e, w(σ) est à l'intérieur de K, ce qui est contradic-
toire avec la propriété de bang-bang. D'où l'unicité.

On énonce �nalement une propriété d'optimalité :

Proposition 3.2.9. (Principe d'optimalité)[7].
Supposons que u∗ est un contrôle optimal en temps τ∗.

Pour t ∈ [0, τ∗], on considère le problème de contrôle en temps optimal avec le même point initial y0

et yf = y(t, y0, u
∗).

Alors, u∗ est aussi le contrôle optimal en temps t, qui entraîne y0 à y(t, y0, u
∗).

3.3 Notions de contrôlabilité et d'observabilité

Dans cette section, nous présentons quelques résultats concernant les notions de contrôlabilité et
d'observabilité classiques (voir par exemple les chapitres 6 et 11 du livre de G. Weiss et M. Tucsnak
[89], et au livre de E. Zuazua [102]). On voit aussi quelques notions particulières dont on a besoin plus
tard.

On considère le système linéaire suivant en dimension in�nie.

Soient X et U deux espaces de Hilbert. On identi�e U et U ′ (respectivement X et X ′) dans toute
la suite, où U ′ est le dual de U .

On considère le système : {
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ X,
(3.17)

où A : D(A)→ X est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement continu, B est un
opérateur dans L(U,X) et u ∈ L2([0, T ];U).

On sait que la solution de (3.17) s'écrit :

y(t) = S(t)y0 + Φtu, t ∈ [0, T ]

avec

Φtu =

t∫
0

S(t− σ)Bu(σ)dσ, Φt ∈ L(L2([0, t];U), X). (3.18)
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Commençons d'abord par décrire quelques dé�nitions dont on a besoin plus tard :

3.3.1 Dé�nitions

Dé�nition 3.3.1.

• On dit que le système (3.17) (ou (A,B)) est exactement contrôlable en temps t si Ran Φt = X.

• On dit que (A,B) est approximativement contrôlable en temps t si Ran Φt est dense dans X.

• Soit e ⊂ [0, t] un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive. On dit que (A,B) est
approximativement contrôlable en temps t sur e si l'image de la fonction
Φt,e ∈ L(L2([0, t];U), X) dé�nie par :

Φt,e =

t∫
0

χe(σ)S(t− σ)Bu(σ)dσ

est dense dans X, où χe est la fonction indicatrice de l'ensemble e.

On présente ensuite les notions d'observabilités :

Dé�nition 3.3.2.

Supposons que C ∈ L(X,U). On dé�nit un opérateur d'observation en temps t, noté Ψt par

(Ψty0)(σ) = CS(σ)y0, ∀y0 ∈ X, ∀σ ∈ [0, t] (3.19)

On sait que Ψt ∈ L(X,L2([0, t];U)).

De plus, on peut aussi dé�nir un opérateur d'observation en temps t sur e, avec e ⊂ [0, t] de mesure
strictement positive noté Ψt,e, par :

Ψt,e = χeΨt, Ψt,e ∈ L(X,L2([0, t];U)). (3.20)

Dé�nition 3.3.3.

• On dit que (A,C) est exactement observable en temps t si Ψt est borné inférieurement, c'est à
dire :

∃c > 0, ∀x ∈ X, ‖x‖X 6 c‖Ψtx‖L2([0,T ];U).

• On dit que (A,C) est approximativement observable en temps t si Ker Ψt = {0}.

• Soit t > 0 et e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive. On dit que (A,C) est approximativement
observable en temps t sur e si Ker Ψt,e = {0}.
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On a besoin d'introduire les notions de contrôlabilité à zéro :

Dé�nition 3.3.4.

• On dit que (A,B) est contrôlable à zéro en temps t > 0 si Ran S(t) ⊂ Ran Φt.

• On dit que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t > 0 si Ran S(t) ⊂ Φt(L
∞(0, t];U)).

• On dit que (A,B) est contrôlable à zéro en temps t > 0 sur e si Ran S(t) ⊂ Ran Φt,e.

• On dit que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t > 0 sur e si Ran S(t) ⊂ Φt,e(L
∞(0, t];U)).

3.3.2 Dualité entre la contrôlabilité et l'observabilité

Avant de présenter la dualité entre la contrôlabilité et l'observabilité, on a besoin d'introduire le
lemme suivant :

Lemme 3.3.1. [101]

Soient X1, X2 et X3 trois espaces de Banach, G : D(G) ⊆ X2 → X3 un opérateur linéaire, fermé et
de domaine dense et F ∈ L(X1, X3). Alors, on a les équivalences (a)⇔ (b), (c)⇔ (d) et (e)⇔ (f), où :

(a) RanF ⊂ RanG;

(b) ∃c1 > 0, {Fy | y ∈ X1, ‖y‖X1 6 c1} ⊂ {Gx | x ∈ D(G), ‖x‖X2 6 1};

(c) ∃c2 > 0, ∀x ∈ X3, ‖F ∗x‖X1 6 c2‖G∗x‖X2 ;

(d) ∃c3 > 0, {Fy | y ∈ X1, ‖y‖X1 6 c3} ⊂ {Gx | x ∈ D(G), ‖x‖X2 6 1};

(e) Ran F ⊂ Ran G;

(f) Ker G∗ ⊂ Ran F ∗.

Si on a de plus que X2 est ré�exif, alors (a)→ (c).

On note Ψd
t l'opérateur d'observation pour (A∗, B∗) en temps t > 0, et Ψd

t,e = χeΨ
d
t , c'est à dire :

Ψd
t (σ) = B∗S(σ)∗, ∀σ ∈ [0, t]. (3.21)

Ψd
t,e(σ) = χe(σ)B∗S(σ)∗, ∀σ ∈ [0, t]. (3.22)

On note aussi <t l'opérateur de ré�exion sur L2([0, t];U) dé�ni par :

<tu(σ) = u(t− σ) pour tout σ ∈ [0, t]

.
De plus, on remarque que <t est autoadjoint et unitaire.
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On énonce ensuite un théorème concernant la dualité entre la contrôlabilité et l'observabilité, en se
réfèrant au livre de M. Tucsnak and G. Weiss [89].

Théorème 3.3.2. [89](Dualité entre la contrôlabilité et l'observabilité)
1. (A,B) est exactement contrôlable en temps t > 0 si et seulement si l'opérateur Φ∗t ∈ L(X,L2([0, t];U)),

où Φ∗t dé�ni par :

(Φ∗t y)(σ) = <tΨd
t (σ) = B∗S(t− σ)∗y, ∀y ∈ X, ∀σ ∈ [0, t]. (3.23)

est borné inférieurement

2. Soit t > 0 et e ∈ [0, t] de mesure strictement positive. On note e′ := {t− σ | σ ∈ e}.
Alors, on a Φ∗t,e ∈ L(X,L2([0, t];U)) dé�ni par :

(Φ∗t,ey)(σ) = <tΨd
t,e′(σ) = χe(σ)B∗S(t− σ)∗y, ∀y ∈ X, ∀σ ∈ [0, t]. (3.24)

De plus, (A,B) est approximativement contrôlable en temps t sur e si et seulement si (A∗, B∗) est
approximativement observable en temps t sur e′.

Remarque 3.3.1.

d'après la première assertion du théorème 3.3.2 , on a :

(A,B) est exactement contrôlable en temps t > 0,
⇔ ∃ Kt > 0, ∀y ∈ X, Kt‖Φ∗t y‖L2([0,t];U) > ‖y‖X .

(3.25)

On appelle Ct le coût du contrôle, la plus petite constante Kt pour que (3.25) soit vraie.

Remarque 3.3.2.

• Dans toute la suite du chapitre 3, on va voir plusieurs notations pour le coût du contrôle. On
choisit de les noter par la façon suivante :

◦ Pour le problème concernant la norme L∞([0, t];U), on rajoute un indice ∞ au dessus, c'est à
dire C∞t .

◦ Pour le problème où on cherche à amener le système à zéro, on rajoute un indice 0 au dessus,
c'est à dire C0

t .

◦ Pour le problème où le support de contrôle est inclus dans e ∈ [0, t] de mesure strictement
positive, on rajoute un indice e au dessous, c'est à dire Ct,e.
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On présente par la suite un théorème concernant la dualité entre la contrôlabilité à zéro et une
inégalité d'observabilité.

Théorème 3.3.3. [89]

Soient t > 0, e ∈ [0, t] de mesure strictement positive et e′ := {t− σ | σ ∈ e}.
Alors, on a l'équivalence entre :

(i) (A,B) est contrôlable à zéro en temps t sur e,

(ii) ∃Kt,e > 0, ∀y ∈ X, Kt,e‖Ψd
t,e′y‖L2([0,t];U) > ‖S(t)∗y‖X .

On appelle les inégalités de type (ii) inégalité d'observabilité et C0
t,e côut de contrôle, la plus petite

constante Kt,e pour que l'inégalité d'observabilité soit vraie.

Remarque 3.3.3.

Prenons e = [0, t] dans le théorème précédent. On obtient la dualité classique entre la contrôlabilité
à zéro et une inégalité d'observabilité, c'est à dire :

(A,B) est contrôlable à zéro en temps t > 0,
⇔ ∃ Kt > 0, ∀y ∈ X, Kt‖Φ∗t y‖L2([0,t];U) > ‖S(t)∗y‖X .

(3.26)

On note par analogie à la remarque 3.3.1, C0
t la plus petite constante Kt pour que l'inégalité (3.26)

soit vraie et on l'appelle le coût du contrôle.

3.3.3 Contrôle dans l'espace L∞([0, t];U)

Dans cette section on présente quelques résultats utiles pour contrôler le système par des contrôles
dans L∞([0, t];U) au lieu de L2([0, t];U). On se réfère au livre de O. Carja [11], livre de C. T. WU
[100] et au livre de H. O. Fattorini [26] pour les résultats de cette section.

On dé�nit un ensemble de contrôles admissibles, que l'on note L1(t) par

L1(t) = {u ∈ L∞([0, t];U) | ‖u‖L∞([0,t];U) 6 1}. (3.27)

On dé�nit aussi deux autres ensembles accessibles à partir du point 0 :

R∞(t) = {y ∈ X | y = Φtu, u ∈ L∞([0, t];U)}, (3.28)

B∞1 (t) = {y ∈ X | y = Φtu, u ∈ L1(t)}. (3.29)
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Lemme 3.3.4. [11]

On dé�nit une norme pour l'espace R∞(t) par :

‖y‖R∞(t) = inf {‖u‖L∞([0,t];U) | u ∈ L∞([0, t];U), Φtu = y} (y ∈ R∞(t)). (3.30)

Alors, (R∞(t), ‖.‖R∞(t)) est un espace de Banach.

De plus, pour tout 0 < s < t, on a les inclusions continues suivantes :

R∞(s) ⊂ R∞(t) ⊂ X.

On peut maintenant énoncer le lemme suivant :

Lemme 3.3.5. [26]

Si (A,B) est exactement contrôlable en temps t, alors les normes ‖.‖X et ‖.‖R∞(t) sont équivalentes.
De plus, si on dé�nit C∞t par :

C∞t = supy 6=0,y∈X

{ ‖y‖R∞(t)

‖y‖X

}
(3.31)

alors t→ C∞t est décroissante en temps.

Remarque 3.3.4.

Si on supposons que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t sur e. Alors pour tout y0 ∈ X, on
peut dé�nir un ensemble At,e,y0 non vide par :

At,e,y0 := {u ∈ L∞([0, t];U) | S(t)y0 + Φt,eu = 0}. (3.32)

On peut par analogie dé�nir le coût du contrôle comme une constante :

C∞,0t,e = supy0 6=0,y0∈X

{
infu∈At,e,y0

{‖u‖L∞([0,t];U)}
‖y0‖X

}
(3.33)

Il est clair que t→ C∞,0t,e est décroissante.

On donne ensuite la dualité entre la L∞-contrôlabilité à zéro en temps t > 0 sur e ∈ [0, t] de mesure
strictement positive et un type d'inégalité d'observabilité.

Théorème 3.3.6. [26]

Soient t > 0, e ∈ [0, t] de mesure strictement positive et e′ := {t− σ | σ ∈ e}.
Alors, on a l'équivalence entre :

(i) (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en temps t sur e, et le coût du contrôle C∞,0t,e est plus petit
qu'une constante Kt,e.

(ii) ∃Kt,e > 0, ∀y ∈ X, Kt,e‖Ψd
t,e′y‖L2([0,t];U) > ‖S(t)∗y‖X .
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3.4 Contrôle en temps optimal en dimension in�nie

On commence par décrire le système en dimension in�nie.

Soient X et U et deux espaces de Hilbert. On identi�e U et U ′ (respectivement X et X ′) dans
toute la suite, où U ′ est le dual de U .

On considère le système :

{
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ X,
(3.34)

où A : D(A)→ X est un opérateur qui engendre un semigroupe S(t) fortement continu, B est un
opérateur dans L(U,X) et u ∈ L∞([0, T ];U).

On sait que la solution de (3.34) s'écrit :

y(t) = S(t)y0 + Φtu, t ∈ [0, T ]

avec

Φtu =

t∫
0

S(t− σ)Bu(σ)dσ, Φt ∈ L(L2([0, t];U), X). (3.35)

On rappelle que l'on note y(t, y0, u) = S(t)y0 + Φtu la trajectoire de la solution.

On garde les notations pour les ensembles Lk(t) (3.5), R∞(t) (3.28) et B∞1 (t) (3.29).

On redé�nit la notion de l'optimalité en temps dans la dimension in�nie, comme dans la dé�nition
3.2.1.

Dé�nition 3.4.1.

On dit qu'un point y ∈ X est accessible en temps t > 0 si y − S(t)y0 ∈ B∞1 .

Soient y0, yf ∈ X, avec yf accesible. On dit qu'un contrôle u∗ ∈ L1(τ∗) avec yf = S(τ∗)y0 + Φτ∗u
∗

est optimal en temps, si :

∀u ∈ L1(t) la solution de l'équation (3.34) véri�e y(t) = yf , on a t > τ∗.

On redé�nit aussi le principe du maximum et la propriété de bang-bang dans la dimension in�nie.

Dé�nition 3.4.2.

On dit qu'un contrôle u∗ ∈ L1(t) véri�e le principe du maximum si il existe
η ∈ X, η 6= 0 t.q. :

〈B∗S(t− σ)∗η, u∗(σ)〉 = max
u∈U,‖u‖U61

〈B∗S(t− σ)∗η, u〉, pour σ ∈ [0, t] p.p. (3.36)
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Dé�nition 3.4.3.

On dit qu'un contrôle u ∈ L1(t) possède la propriété de bang-bang si

‖u(σ)‖U = 1 pour tout σ ∈ [0, t] p.p. (3.37)

On établit dans le théorème suivant l'existence d'un contrôle optimal en temps, en se réfèrant au
livre de H.O. Fattorini [24].

Théorème 3.4.1. [24]
Soient y0, yf ∈ X, avec yf accessible. Alors, le contrôle en temps optimal existe.

3.4.1 Principe du maximum et la contrôlabilité exacte

Dans cette partie, on présente quelques résultats sur le principe du maximum et la contrôlabilité
exacte pour les système in�nis. On voit qu'en supposant la contrôlabilité exacte du système, le contrôle
optimal en temps véri�e le principe du maximum (théorème 3.4.2). De plus, en supposant un type de
contrôlabilité approchée du système, on peut établir la propriété de bang-bang (théorème 3.4.3). Ces
résultats sont obtenus dans l'article de J. Lohéac et M. Tucsnak [55].

Résultat principal

Avant d'énoncer le résultat principal, on commence par un théorème du livre de Fattorini [26], qui
montre qu'un contrôle optimal en temps doit satisfaire le principe du maximum.

Théorème 3.4.2. [26]

Supposons que (A,B) est exactement contrôlable en tout t > 0. Si u∗ est un contrôle optimal en
temps τ∗, alors u∗ véri�e le principe du maximum (3.36).

Avec le théorème précédent, on peut facilement déduire un résultat concernant la propriété de
bang-bang, en se réfèrant à l'article de J. Lohéac et M. Tucsnak [55].

Théorème 3.4.3. (Propriété de bang-bang)[55]
Supposons que (A,B) est exactement contrôlable en tout t > 0 et que u∗ est un contrôle optimal en

temps τ∗.

Si (A,B) est approximativement contrôlable en temps τ∗ sur tout sous-ensemble e ∈ [0, τ∗] de me-
sure strictement positive,
alors u∗ possède la propriété de bang-bang (3.37).

En�n si de plus U est strictement convexe, alors le contôle optimal en temps est unique.
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Remarque 3.4.1.

Soit (U, ‖.‖) est un espace normé.
On dit que U est strictement convexe si :

∀x, z ∈ U, x 6= y, (‖x‖ = ‖z‖ = 1))⇒ ‖x+ z

2
‖ 6 1.

Application aux équations de type Schrödinger

Considèrons les équations de type Schrödinger avec un contrôle interne. Plus précisément, on consi-
dère l'équation


ẏ(x, t) = −i∆y(x, t) + ia(x)y(x, t) + 1ω(x)u(x, t), ∀(x, t) ∈ Ω× R+,

y(x, t) = 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀t ∈ R+,

y(x, t = 0) = y0 ∈ L2(Ω), ∀x ∈ Ω.

(3.38)

où Ω ⊂ Rn est un ouvert, ω est un ouvert de Ω non vide, a ∈ L∞(Ω,R) et u est un contrôle véri�ant
contrôle véri�ant que pour tout t > 0, ‖u(., t)‖L2(ω) 6 1.

On écrit d'abord le système (3.38) sous une forme formelle :

Posons X = L2(Ω) et U = L2(ω). On dé�nit l'opérateur A par :

A :=

{
D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)→ X
ϕ→ Aϕ = −i4ϕ+ ia(x),

et l'opérateur B ∈ L(U,X) par :

Bu = χω, u ∈ L2(ω).

Avec les notations ci-dessus le système (3.38) s'écrit sous la forme :

{
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ X,
(3.39)

Dans [89], M. Tucsnak et G. Weiss ont étudié la contrôlabilité exacte du système (3.38). ils dé-
montrent que si on a la contrôlabilité exacte pour l'équation des ondes, alors on aura la contrôlabilité
exacte pour l'équation de Schrödinger ( théorème 6.7.2 de [89]).

On peut donc appliquer le théorème (3.4.2), qui montre que le contrôle optimal en temps du sys-
tème (3.38) doit satisfaire le principe du maximum.

De plus, la contrôlabilité approchée en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive
du système (3.38) a été démontrée par J. Lohéac et M. Tucsnak [55]. En�n, on peut appliquer le
théorème 3.4.3 pour obtenir la la propriété de bang-bang (3.37).
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Remarque 3.4.2.

Dans cette partie, on a vu qu'en supposant la contrôlabilité exacte du système, un contrôle en temps
optimal doit satisfaire le principe du maximum. En s'appuyant sur le principe du maximum, si on
suppose en plus que :

∀η ∈ X, η 6= 0 ⇒ B∗S(t− σ)∗η 6= 0,

alors le contrôle en temps optimal possède la propriété de bang-bang.

Il est possible d'établir la propriété de bang-bang sans passer par le principe du maximum :

Dans [26], Fattorini considère un système de contrôle total. Plus précisément, posons B = Id.
Dans ce cas, on peut montrer qu'un contrôle en temps optimal possède toujours la propriété de bang-bang
sans la condition de contrôlabilité exacte. Quant au principe du maximum, il faut toujours supposer la
contrôlabilité exacte du système.

En plus, dans ce cas, en ajoutant une condition supplémentaire ‖Ay0‖ < 1 ou ‖Ayf‖ < 1,
le principe du maximum devient une condition su�sante pour l'optimalité en temps.

On sait qu'il existe des équations, par exemple, l'équation de type de la chaleur, qui ne possèdent
pas la contrôlabilité exacte. On va voir dans ce cas, qu'en supposant un type de L∞-contrôlabilité à
zéro le contrôle en temps optimal possède la propritété de bang-bang. Cependant, sous cette condition,
le principe du maximum n'est pas clair. On va expliciter ce cas dans la suite.

3.4.2 Propriété de bang-bang et un type de L∞-contrôlabilité à zéro

Dans cette partie, on présente quelques résultats sur la propriété de bang-bang et un type de L∞-
contrôlabilité à zéro, on verra qu'en supposant la L∞-contrôlabilité à zéro en tout temps t > 0 sur
tout e ∈ [0, t] de mesure strictement positive, le contrôle en temps optimal possède la propriété de
bang-bang (théorème 3.4.4). On présente aussi à la �n une condition su�sante (théorème 3.4.5) pour
que le système possède ce type de la L∞-contrôlabilité à zéro dans le cas A = A∗ < 0, diagonalisable
avec résolvante compacte.

Quant aux systèmes qui ne possèdent pas la contrôlabilité exacte, on tente d'établir un type de
L∞-contrôlabilité à zéro (comme pour l'équation de la chaleur ), en s'appuyant sur la technique de
Lebeau-Robbiano [48] pour obtenir la propriété de bang-bang d'un contrôle en temps optimal. Ces
résultats sont obtenus dans l'article de S. Micu, I. Roventa, et M. Tucsnak [61], l'article de l'article de
L. Miller [63], et l'article de G. Wang [94] où la propriété de bang-bang est établie pour le contrôle
optimal en temps de l'équation du type de la chaleur en s'appuyant sur une technique introduite par
G. Lebeau et L. Robbiano [48].

Résultat principal

On énonce tout de suite le résultat principal :

Théorème 3.4.4. [94]

Supposons que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en tout t > 0 sur tout e ∈ [0, t] de mesure stricte-
ment positive et que U est strictement convexe.

Soient y0, yf ∈ X avec yf accessible. Alors, il existe un unique contrôle optimal u∗ en temps τ∗ et
u∗ possède la propriété de bang-bang (3.37).
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3.4.3 Technique de Lebeau-Robbiano pour l'équation de la chaleur

Dans cette section, on s'appuie sur une méthode introduite par G. Lebeau et L. Robbiano [48] pour
obtenir la contrôlabilité à zéro de l'équation de la chaleur. Plus pércisément, on considère le système
suivant :


ẏ(x, t) = ∆y(x, t) + 1ω(x)u(x, t), ∀ (x, t) ∈ Ω× R+

y(x, t) = 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀ t ∈ R+

y(x, 0) = y0 ∈ L2(Ω), ∀x ∈ Ω.

(3.40)

où Ω ⊂ Rn est un compact connexe, ∂Ω est de la classe C∞, ω ⊂ Ω est un ouvert non vide et que
u est un contrôle véri�ant pour tout t > 0, ‖u(0, t)‖L2(ω) 6 1.

Posons X = L2(Ω) et U = L2(ω). On dé�nit l'opérateur A par :

A :=

{
D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)→ X
ϕ→ Aϕ = ∆ϕ,

,

Avec les notations ci-dessus le système (3.40) s'écrit sous la forme :{
ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

y(0) = y0 ∈ X,
(3.41)

où A = ∆ et B = 1ω.

Dans ce paragraphe, On verra une condition su�sante pour que (A,B) possède la L∞-contrôlabilité
à zéro en tout temps t > 0 sur tout e ∈ [0, t] de mesure strictement positive, ce qui est similaire au
théorème 3.2 de [61].

Ici, On suppose que A = A∗ < 0 et que A est diagonalisable avec une base orthornormée formée
par les vecteurs propres (ϕk)k de A où les valeurs propres assosiées (−λk)k sont t.q.

pour tout k > 1, λk > 0 e limk→∞|λk| = +∞.

On suppose de plus que la résolvante de A est compacte.

Avec les hypothèses ci-dessus, on peut écrire :

Aψ = −
∑
k>1

λk〈ψ,ϕk〉ϕk, ∀ψ ∈ D(A). (3.42)

S(t)y =
∑
k>1

e−λkt〈y, ϕk〉ϕk, ∀t > 0,∀y ∈ X. (3.43)



76 CHAPITRE 3. CONTRÔLE EN TEMPS OPTIMAL

Pour ς > 0 on dé�nit le sous-espace Vς de X par :

Vς = vect {ϕk | λ
1
2
k 6 ς}

et On note Pς la projection de X sur Vς .

On énonce par la suite le résultat principal de cette partie :

Théorème 3.4.5. [94]

Soit τ > 0 et e ⊂ [0, τ ] un ensemble de mesure strictement positive.
Si pour tout ς > 0, (A,B) véri�e l'inégalite :

∃ d0, d1 > 0 ∀ϕ ∈ Vς , ‖ϕ‖X 6 d0e
d1ς‖B∗ϕ‖U , (3.44)

alors (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en tout t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement
positive.

3.5 Méthodes numériques de résolution des problèmes de contrôle en

temps optimal

Dans la littérature, on trouve deux types de résolutions des problèmes de contrôle en temps optimal
à savoir : les méthodes directes et les méthodes indirectes. Les méthodes directes consistent à discrétiser
la solution du système et le contrôle en transformant le problème de contrôle optimal en un problème
d'optimisation non linéaire sous contraintes. Les méthodes indirectes sont basées sur une méthode de
tir [92] en appliquant le principe du maximum de Pontriaguine [70].

Dans la suite, on présente juste deux méthodes pour la résolution des problèmes de contrôle en
temps optimal : la discrétisation totale pour les méthodes directes et la méthode de tir simple pour les
méthodes indirectes. on se réfère au livre de Emmanuel Trélat [88] et à l'article de O. Von Stryk et R.
Bulirsch [92] pour plus de détails sur les di�érentes méthodes numériques.

3.5.1 Présentation des méthodes

On présente par la suite les principes de deux méthodes numériques.

Méthodes directes : la discrétisation totale

C'est la méthode la plus évidente pour traiter un problème de contrôle en temps optimal.

On discrétise la solution du système et le contrôle en un vecteur Y = (y1, ..., yN , u1, ..., un), et on
se ramène à résoudre un problème d'optimisation non-linéaire de la forme :

min
Y ∈W

F (Y ), (3.45)

où W = {Y | gi(Y ) = 0, i ∈ 0, ..., r, gj(Y ) 6 0, j ∈ r + 1, ...,m}.
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Plus précisément, on choisit les contrôles dans un espace de dimension �nie ( par exemple, des
contrôles constants par morceaux), puis on intègre le système en utilisant une méthode d'intégration
numérique par exemple mathode d'Euler ou bien Runge-Kutta ( voir chapitre 1) sur chaque intervalle

[ti, ti+1] où 0 = t0 < t1 < ... < tN = tf .

On peut choisir par exemple des contrôles linéaires sur chaque subdivision [ti, ti+1]. Par ailleurs,
on choisit une discrétisation de l'équation di�érentielle, par exemple, si on choisit le schéma d'Euler
explicite, on obtient :

yi+1 = hif(ti, yi, ui), où hi = ti+1 − ti.

L'ensemble W représente les conditions initiales, �nales du système, les contraintes sur la solution
du système et les contraintes sur le contrôle. F est la fonction à optimiser.

Dans le cas du problème en temps optimal, on prend F (Y ) = tf . De plus, si le temps �nal tf n'est
pas connu, on rajoute une variable tf au vecteur Y et une équation supplémentaire tf > 0 à l'ensemble
de contraintes W .

On se ramène à résoudre un problème d'optimisation non linéaire sous contraintes (3.45). Ce pro-
blème peut être résolu en utilisant par exemple la méthode de SQP, ou par une méthode de pénalisation
[27]. On se réfère aux livres de R. Fletcher [27] et [28] pour plus de détails sur la méthode SQP et sur
d'autres méthodes d'optimisation non linéaire.

En résumé, il existe une in�nité de variantes pour les méthodes directes selon le choix de l'approxi-
mation du contrôle sur chaque subdivision du temps, le choix de la méthode d'intégration de l'équation
di�érentielle, et le choix de la méthode de la discrétisation de l'équation di�érentielle. On se réfère ainsi
à l'article de M. Diehl, H.G.Bock, H. Diedam et P.-B. Wieber [22] pour d'autres méthodes directes et
au livre de J.T. Betts [8] pour la mise en oeuvre des méthodes directes.

Méthodes indirectes : la méthode de tir simple

La méthode de tir simple est basée sur l'application de principe du maximum de Pontriaguine [70]
qui donne une condition nécessaire d'optimalité. Si on est capable, à partir du principe du maximum,
d'exprimer le contrôle optimal en fonction de (y(t), p(t)), où p(t) est la solution du système adjoint, la
solution du problème en temps optimal s'écrit sous la forme :

{
ẏ(t) = F (t, y(t)),

R(y0, y(tf ) = 0
(3.46)

où R représente les conditions initiales et �nales du système.
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A l'aide des méthodes numériques, on peut trouver y(t, y0) la solution du problème de Cauchy :

{
ẏ(t) = F (t, y(t)),

y(0) = y0
(3.47)

Pour simpli�er l'écriture, on note Y = (y0, tf ) et posons une fonction G(Y ) = R(y0, y(tf , y0)).

Le problème en temps optimal (3.46) est équivalent à résoudre G(Y ) = 0.

Le problème consiste donc à trouver un zéro de la fonction G et on peut utiliser par exemple la
méthode de Newton. On se réfère par exemple au livre de J. Stoer et R. Bulirsch [84] pour plus de
détails sur la méthode de Newton.

On peut citer aussi d'autres types de méthode indirecte, par exemple, la méthode de tir mutiple
qui découpe le système en N intervalles [ti, ti+1] et résout le sous-système optimal sur chaque intervalle
[ti, ti+1] en prenant en compte la continuité de y(t, y0) en chaque instant ti. On se réfère au livre de J.
Store et R. Bulirsch [84] pour des détails sur la méthode de tir multiple. Ainsi, on renvoie le lecteur au
livre de E. Trélat [87] pour la comparaison entre les deux méthodes.

3.5.2 Exemple numérique

Considérons le problème de contrôle en temps optimal en dimension �nie :
ẋ(t) = z(t), x(0) = 0,

ż(t) = u(t), z(0) = 0,
(3.48)

où |u(t)| 6 1.

Nontons y(t) =

(
x(t)
z(t)

)
, y0 =

(
0
0

)
, A =

(
0 1
0 0

)
et B =

(
0
1

)
.

Avec les notations ci-dessus, le système (3.48) s'écrit sous la forme :

ẏ = Ay(t) +Bu(t), y(0) = y0, t ∈ [0, tf ]. (3.49)

Pour la méthode directe, on choisit N , le nombre de subdivisions en temps et on note
t0 = 0 < t1 < .... < tN+1 = tf la discrétisation du temps.
Par la suite, on prend des valeurs initales pour le temps �nal tf et pour le contrôle [u1, ..., uN ] où
ui ∈ Rm, pour tout i ∈ [0, N ].

Notre but consiste à minimiser le temps �nal, en prenant en compte la condition �nale y(tf ) = yf ,
la contrainte sur le contrôle : pour tout i ∈ 0, ..., N, ‖ui‖Rm 6 1 et le fait que le temps �nal doit
être positif. On intègre Ensuite le système sur chaque subdivision du temps [ti, ti+1], en utilisant par
exemple la méthode d'Euler explicite.
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En utilisant la fonction methodedirecte.m (voir l'Annexe 1.A) qui donne les résultats et les dessins
pour la trajectoire de la solution et du contrôle. Le principe est d'utiliser fmincon.m pour mininiser la
fonction principal.m qui prend une variable X contenant les discrétisations du contrôle U et le temps
�nal tf sous les contraintes écrites dans la fonction contrainte.m. On choisit ici la méthode SQP pour
la méthode d'optimisation non linéaire.

On rappelle que dans le corollaire 3.2.6, on a montré qu'en supposant la contrôlabilité exacte du
système, le contrôle optimal en temps a la forme :

u∗(σ) =
B∗S(t− σ)∗η

‖B∗S(t− σ)∗η‖Rm
, σ ∈ [0, tf ] (3.50)

pour un η 6= 0, η ∈ Rn.

Notons p(t) la solution du système adjoint avec une condition �nale :

{
ṗ(t) = −A∗p(t), t ∈ [0, tf ],
p(tf ) = η.

(3.51)

Il est clair que l'on peut reécrire (3.50) comme :

u∗(σ) =
B∗p(σ)

‖B∗p(σ)‖Rm
, σ ∈ [0, tf ] (3.52)

Pour simpli�er l'écriture, on note X = (p(0), tf ).

Le principe de la méthode de tir consiste de trouver un zéro de la fonction F.m (Voir Annexe 1-B)
qui prend X comme variable et qui rend la valeur y(tf ) − yf . On utilise la fonction ode113.m pour
calculer la solution du système y(t) et la solution du système adjoint p(t).

Appliquons maintenant la méthode pour l'exemple précédent en calculant le temps minimal exact.

remarquons d'abord que Ran [AB,B] = 2 = n. Donc, (A,B) est exactement contrôlable.

En se réfère au [87], on peut obtenir la fonction temps minimal comme :

T (xf , zf ) =

 2
√
xf + 1

2z
2
f − zf si xf >

z2f
2 signe (zf ),

2
√
−xf + 1

2z
2
f + zf si xf 6

z2f
2 signe (zf ).

(3.53)

On cherche par la suite le problème de contrôle en temps optimal avec la condition �nale :

yf =

(
xf
zf

)
=

(
0
−1

)
.
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D'après la formule (3.53), on trouve que tfexact = 1 +
√

2 ≈ 2.4142.

Les résultats obtenus en matlab peuvent être trouvés dans l'Annexe 2.A. On remarque que pour la
méthode directe, si on augmente le nombre de discrétisation, le temps �nal numérique est plus proche
du temps �nal exact. De plus, le résultat obtenu par la méthode de tir est très précis par rapport à
celui obtenu par la méthode directe, mais si on prend une valeur initiale tf trop loin du temps �nal
exact, on obtient un résultat mauvais.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la présentation de quelques concepts de base pour le problème de
contrôle en temps optimal. Notre but dans ce chapitre est d'étudier l'existence et l'unicité d'un contrôle
en temps optimal et de donner des conditions pour lesquelles le principe du maximum et la propriété
de type bang-bang sont satisfaits.

Pour des systèmes possèdant la contrôlabilité exacte, le principe du maximum est une condition
nécessaire de l'optimalité en temps. Pour obtenir la propriété de bang-bang d'un contrôle en temps op-
timal, il faut examiner si le système possède un type de contrôlabilité approchée. Quant aux équations
qui ne possèdent pas la contrôlabilité exacte comme pour l'équation de la chaleur, on tente d'établir
un type de L∞-contrôlabilité à zéro en s'appuyant sur la technique de Lebeau-Robbiano pour obtenir
la propriété de bang-bang d'un contrôle en temps optimal.

Le chapitre suivant sera consacré à l'étude de problème de contrôle en temps optimal de contrôle
optimal en temps de l'équation de la chaleur, en présence d'un paramètre d'échelle.



Chapitre 4

Contrôle en temps optimal de l'équation

de la chaleur avec l'invariance d'échelle

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intèresse, à l'étude d'un problème de contrôle optimal en temps de l'équa-
tion de la chaleur linéaire, unidimensionnelle, en présence d'un paramètre d'échelle. Ce problème est
fortement lié aux di�érentes notions de contrôlabilité, du principe du maximum de Pontriaguine et
de la propriété de bang-bang. A cet e�et, nous construisons en premier lieu une solution exacte. La
dépendance de cette solution par rapport au paramètre d'échelle conduit ainsi à étudier l'existence et
l'unicité d'un contrôle en temps optimal. On voit qu'en supposant la L∞-contrôlabilité à zéro, on peut
établir une propriété de type bang-bang. Dans la dérnière section, on traite un exemple numérique en
utilisant une méthode de type directe. Nous comparons par la suite les résultats obtenus par une autre
méthode indirecte par exemple : la méthode de tir.

4.2 Solutions invariantes d'échelle pour l'équation de la chaleur

On considère une barre mince de longueur in�nie (représentée par l'axe réel), et on cherche l'évo-
lution au cours du temps de la température y dans cette barre.

La fonction y(x, t) donne la température au point x à l'instant t. Si la barre a une conductivité
thermique homogène et en absence de sources de chaleur, y véri�e

∂y

∂t
=
∂2y

∂x2
, ∀ (x, t) ∈ R× [0, T ].

où T est un réel strictement positif. avec la condition initiale :

Si la temperature a l'instant t = 0 est connue et donnée par la fonction y0(x), alors on ajoute une
condition initiale

y(x, 0) = y0(x) ∀x ∈ R

81
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La solution analytique est donnée, pour tout (x, t) de R× [0, T ], par :

yclassical(x, t) =
1

2
√
πt

∫ ∞
−∞

y0(s) e
−

(x− s)2

4t ds

On sait de plus que l'équation linéaire de la chaleur possède une invariance naturelle d'échelle [3].
Autrement dit, si l'on désigne par y une solution, alors, pour tout réel strictement positif Λ, l'applica-
tion :

(t, x) 7→ yΛ(t, x) = Λy(Λ2 t,Λx)

est aussi solution.

Remarque 4.2.1. (Invariance d'échelle).

Une équation aux dérivées partielles d'évolution est dite invariante d'échelle s'il existe deux paramètres
réels α et β tels que pour tout Λ > 0, on ait le résultat suivant :

Si le champ de vecteur initial y0(x) génère une solution y(t, x), alors la solution associée à la donnée
remise à l'échelle Λαy0(Λx) est Λαy(Λβt,Λx).

Dans le cas de l'équation de la chaleur un calcul immédiat fournit que α = 1 et β = 2 comme seules
possibilités.

On construit par la suite la solution invariante d'échelle pour l'équation de de la chaleur.

En appliquant la méthode développée par Jean-Yves Chemin et Claire David [14], [15], on dé�nit
l'application F , de L2

loc(R)× R?+ × N? par :

F(y0,Λ, N0) = y0 + ε

N0∑
j=1

Λ−j y0(Λ−j .) , ε ∈ {−1,+1}, N0 ∈ N?.

La construction de cette application est issue de la théorie dite � des pro�ls �, introduite par P.
Gérard et H. Bahouri [3]. Elle repose sur l'idée selon laquelle deux solutions d'une équation d'évolution,
d'échelles su�samment di�érentes, n'interagissent presque pas.

On s'intéresse donc, dans ce qui suit, à des données initiales de la forme :

y0(x) + ε

N0∑
j=1

y0,Λ,j(x) = y0(x) + ε

N0∑
j=1

1

Λj
y0

( x
Λj

)
, Λ > 0

La solution analytique exacte ỹ, qui dépend de la variable d'espace x, du temps t, et du paramètre
d'échelle Λ, est donnée par :
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ỹ(x, t,Λ) = yclassical(x, t) + ε
1

2
√
π t

∫ ∞
−∞

N0∑
j=1

y0,Λ,j(u) e
−

(x− u)2

4 t du

Il est intéressant de remarquer que :

ỹ(x, t,Λ) = yclassical(x, t) + ε

N0∑
j=1

1

Λ
yclassical

(
x

Λj
,
t

Λ2j

)
On a alors :

∆ỹ(x, t,Λ) = ∆yclassical(x, t) +
ε

Λ

N0∑
j=1

∆yclassical

(
x

Λj
,
t

Λ2j

)

∂ỹ

∂t
(x, t,Λ) =

∂yclassical
∂t

(x, t) +
ε

Λ

N0∑
j=1

∂

∂t

[
yclassical

(
x

Λj
,
t

Λ2j

)]

On construit ainsi, une solution exacte de l'équation linéaire de la chaleur. La dépendance de cette
solution par rapport au paramètre d'échelle Λ permet d'exercer un contrôle sur cette solution. Notre
but ici, est de déterminer la nature du contrôle et d'étudier l'existence et l'unicité d'un contrôle optimal
en temps.

Remarque 4.2.2.

Notre approche a, classiquement, consisté à étudier un système avec contrôle interne, en présence
d'un paramètre d'échelle. Il est intéressant de remarquer que, du fait de l'expression de la solution avec
paramètre :

ỹ(x, t,Λ) = yclassical(x, t) + ε

N0∑
j=1

1

Λj
yclassical

(
x

Λj
,
t

Λ2j

)
il apparaît comme intéressant de considérer un contrôle de la forme :

ε

N0∑
j=1

uj
Λj

yclassical

(
x

Λj
,
t

Λ2j

)

On obtient ainsi, un système a�ne en contrôle. Pour tout entier j de {1, . . . , N0},
le contrôle uj correspond donc à un déplacement dans la direction

fj = ε
1

Λj
yclassical

(
x

Λj
,
t

Λ2j

)
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ce qui conduit à s'intéresser à l'algèbre de Lie engendrée par la famille

(fj)16i6N0

dans l'esprit de ce qui est présenté dans [18], [16], dans la mesure où se déplacer, sur des sous-intervalles
de K, dans des directions données fi, fj, i 6= j, fait intervenir les crochets de Lie.

4.3 Contrôle en temps optimal avec l'invariance d'échelle pour l'équa-

tion de la chaleur

Reprenons la solution exacte de l'équation de la chaleur avec l'invariance d'échelle

ỹ(x, t,Λ) = yclassical(x, t) + ε
1

2
√
π t

∫ ∞
−∞

N0∑
j=1

y0,Λ,j(u) e
−

(x− u)2

4 t du

La dépendance de cette solution par rapport au paramètre d'échelle Λ conduit, naturellement, à un
problème de contrôle interne avec un paramètre d'échelle, que l'on peut formuler de la façon suivante :

Si l'on se donne un compact Ω ⊂ R, et un domaine ω ⊂ Ω, quel type de contrôle u doit-on exercer
pour obtenir un résultat donné ?

Le système associé est le suivant :


˙̃y(x, t,Λ) = ∆ỹ(x, t,Λ) + 1ω(x)u(x, t) ∀ (x, t,Λ) ∈ Ω× R+ × R?+

ỹ(x, t,Λ) = 0 x ∈ ∂Ω, (t,Λ) ∈ R+ × R?+

ỹ(x, 0,Λ) = ỹ0 ∈ L2(Ω) ∀ Λ ∈ R?+

(4.1)

où 1ω est la fonction caractéristique de ω :

∀x ∈ Ω : 1ω(x) =

{
1 si x ∈ ω
0 sinon

et u est un contrôle véri�ant :

∀ t > 0 : ‖u‖L2(Ω) 6 C0

C0 étant une constante strictement positive, dépendant de la condition initiale ỹ0.

Dans ce qui suit, la condition initiale sera ajustée a�n que l'on ait :

C0 6 1
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On rappelle les résultats classiques suivants :

Proposition 4.3.1. [60]

Pour tout réel strictement positif T , et toute fonction continue u sur ω× [0, T ], l'unique solution y telle
que :

y(t = 0, ·) = y0(·)

est donnée, pour tout x de Ω, et tout t de [0, T ], par :

y(x, t) = et∆ y0(x) +

∫ t

0
e(t−τ) ∆

1ω(x)u(τ, x) dτ.

Proposition 4.3.2. [60]

Pour tout réel strictement positif T , et toute fonction continue u de L2(ω × [0, T ]), le système (4.1)
admet une solution unique ỹ telle que :

ỹ ∈ C
(
[0, T ], H0

1 (Ω)
)

,
∂ỹ

∂t
∈ L2

(
[0, T ], L2(Ω)

)

Comme rappelé dans [71], il est alors naturel d'introduire, pour tout réel strictement positif T , l'en-
semble des états atteignables à l'instant T associé au système 4.1 :

R(T ) =
{
ỹ(T )

∣∣u ∈ L2 (Ω× [0, T ])
}

Proposition 4.3.3.

Pour tout réel strictement positif T , l'ensemble R(T ) est dense dans L2(Ω).

Démonstration.

L'ensemble R(T ) est bien un sous-espace vectoriel de L2(Ω).

Intéressons-nous à l'orthogonal de R(T ) dans L2(Ω). A cet e�et, on considère le problème rétrograde :


−ϕ̇(x, t) = ∆ϕ(x, t) ∀ (x, t) ∈ Ω× [0, T ]

ϕ(x, t) = 0 ∀ (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]

ϕ(·, T ) = ϕ0 ∈ L2(Ω)

(4.2)
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Ce problème, qui se ramène à l'équation de la chaleur classique via le changement de variable

t 7→ T − t

admet une solution unique ϕ dans

C
(
[0, T ], L2(Ω)

)
∩ L2

(
[0, T ], H0

1 (Ω)
)

avec :

∂ϕ

∂t
∈ L2

(
[0, T ], H−1(Ω)

)
.

En multipliant membre à membre par ϕ la relation :

ẏ = ∆y + 1ω u

on obtient :

ϕ ẏ = ϕ∆y + ϕ1ω u

ce qui, en intégrant, conduit à :

∫ T

0

∫
Ω
ϕ ẏ dx dt =

∫ T

0

∫
∂Ω
ϕ∆y dx dt

∫ T

0

∫
Ω
ϕudx dt

soit : ∫ T

0

∫
Ω
ϕ ẏ dx dt = −

∫ T

0

∫
Ω

∂ϕ

∂x

∂y

∂x
dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
ϕudx dt

soit : ∫ T

0

∫
Ω
ϕ ẏ dx dt = −

∫ T

0

∫
∂Ω

∂ϕ

∂x
y dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

∂2ϕ

∂x2
y dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
ϕudx dt

soit : ∫ T

0

∫
Ω
ϕ ẏ dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

∂2ϕ

∂x2
y dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
ϕudx dt

puisque ϕ et y s'annulent sur la frontière ∂Ω. Une nouvelle intégration par parties conduit à :

∫
Ω
y(x, T )ϕ(x, T ) dx−

∫ T

0

∫
Ω
ϕ̇ y dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

∂2ϕ

∂x2
y dx dt+

∫ T

0

∫
ω
ϕudx dt.

Compte-tenu de :

−ϕ̇ = ∆ϕ
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on a donc : ∫
Ω
y(x, T )ϕ(x, T ) dx =

∫ T

0

∫
ω
ϕudx dt.

Comme

ϕ(·, T ) = ϕ0 ∈ R(T )⊥

on en déduit alors : ∫ T

0

∫
ω
ϕudx dt =

∫
Ω
y(x, T )ϕ(x, T ) dx = 0.

La fonction contrôle u étant quelconque, il en résulte :

ϕ = 0 dans Ω× [0, T ].

Le résultat de prolongement de Mizohata [65] permet d'en déduire :

ϕ = 0 dans Ω× [0, T ].

Par suite :

ϕ0 = 0.

L'orthogonal de R(T ) dans L2(Ω) est donc réduit au singleton {0}.

On peut alors appliquer le critère de densité, corollaire du théorème de Hahn-Banach :

(
R(T )⊥

)
⊥

=
{
ϕ ∈ L2(Ω)

∣∣ ∀ψ ∈ R(T )⊥ : 〈ϕ,ψ〉 = 0
}

= R(T )

qui permet d'a�rmer que la condition nécessaire et su�sante de densité de R(T ) dans L2(Ω) :

R(T ) = L2(Ω)

équivaut donc à :

R(T )⊥ = {0} .

Corollaire 4.3.4.

Etant donné ŷ dans L2(Ω), et un réel strictement positif ε, il existe un contrôle u appartenant à
L2(Ω× [0, T ]) tel que :

‖y(·, T )− ŷ‖L2(Ω) 6 ε

Remarque 4.3.1.
Ainsi, l'étude de la contrôlabilité approchée de notre système linéaire (4.1) se ramène à un problème
de continuité, pour le problème adjoint associé.
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Notre but étant, de déterminer si l'on peut trouver un contrôle u qui permette de véri�er la propriété
de type bang-bang suivante :

‖u(., t)‖L2(Ω) = 1, pour t ∈ [0, τ∗] p.p.

où τ∗ est un unique temps optimal permettant d'amener la solution de (4.1) du point initial ỹ0 au
point �nal ỹf au temps τ∗, on retombe donc sur les résultats présentés dans les travaux de G. Lebeau
et L. Robbiano [48], qui conduisent au résultat suivant :

Proposition 4.3.5.

On considère le problème de contrôle de l'équation de la chaleur avec l'invariance d'échelle décrit dans
(4.1) en gardant toutes les hypothèses sur Ω.

Alors, pour tout ỹ0 et tout ỹf de L2(Ω) tels que ỹ0 6= ỹf ,

il existe un unique contrôle optimal en temps u∗ ∈ L∞([0, τ∗];L2(ω)) entraînant la solution de (4.1)
du point initial ỹ0 au point �nal ỹf en temps minimal τ∗

De plus, u∗ véri�e la propriété de bang-bang, i.e. :

‖u(σ)‖U = 1, pour σ ∈ [0, τ∗] p.p. (4.3)

Démonstration.

On commence par décrire le problème sous forme d'un système en dimension in�nie.

On rappelle le problème de contrôle de l'équation de la chaleur avec l'invariance d'échelle :
˙̃y(x, t,Λ) = ∆ỹ(x, t,Λ) + 1ω(x)u(x, t), ∀ (x, t,Λ) ∈ Ω× R+ × R?+

ỹ(x, t,Λ) = 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀ (t,Λ) ∈ R+ × R?+

ỹ(x, 0,Λ) = ỹ0 ∈ L2(Ω), ∀ Λ ∈ R?+.

où Ω ⊂ Rn est un compact connexe, ∂Ω est de la classe C∞, ω ⊂ Ω est un ouvert non vide et que
u est un contrôle véri�ant pour tout t > 0, ‖u(0, t)‖L2(ω) 6 1.

Posons X = L2(Ω) et U = L2(ω). On dé�nit l'opérateur A par :

A :=

{
D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)→ X
ϕ→ Aϕ = ∆ϕ,

,

et l'opérateur B ∈ L(U,X) par

Bu = 1ωu, u ∈ L2(ω).
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Avec les notations ci-dessus le système (4.1) s'écrit sous la forme :

˙̃y(t) = Aỹ(t) +Bu(t), ỹ(0) = ỹ0, (4.4)

où A = ∆ et B = 1ω.

De plus, d'après la proposition 3.2.12 ( Technique de Lebeau-Robbiano [48]), il est clair que
A = A∗ < 0, diagonalisable avec une base orthornormée formée par les vecteurs propres (ϕk)k de
A où les valeurs propres associées (−λk)k sont telle que :

pour tout k > 1, λk > 0 et limk→+∞ | λk |= +∞, et que la résolvante de A est compacte.

Pour pouvoir appliquer le théorème 3.4.4 de chapitre 3 pour obtenir l'existence, l'unicité du contrôle
en temps optimal et la propriété de bang-bang (4.3), il nous su�t d'établir l'inégalité (3.44) et d'utiliser
le théorème 3.4.5 pour conclure.

On sait que l'énégalité (3.44) est véri�ée pour A = 4 et B = 1ω ( On se réfère au théorème 3 de
l'article de G. Lebeau et E. Zuazua [50]). Ce qui implique que (A,B) est L∞-contrôlable à zéro en tout
t > 0 sur tout e ⊂ [0, t] de mesure strictement positive ( Par l'application de théorème 3.4.5.).

L'existence d'un contrôle optimal en temps a été déja montrée dans le chapitre précédent (le théo-
rème 3.4.1).

L'unicité vient simplement du fait que u∗ véri�e la propriété de bang-bang et que U est strictement
convexe comme on l'a vu dans le théorème 3.4.3.

Il reste donc à montrer la propriété de bang-bang (4.3).

Par l'absurde, supposons que u∗ est le contrôle optimal en temps τ∗ et qu'il existe ε > 0 et e ⊂ [0, τ∗]
de mesure strictement positive telle que :

‖u∗(σ)‖U 6 1− ε, ∀σ ∈ e.

Désignons par ỹΛ(t) = ỹ(t, ỹ0, u
∗) la trajectoire engendrée par u∗ à partir du point ỹ0

au temps t en présence d'un paramètre d'échelle Λ.

On remarque d'abord qu'il existe δ0 > 0 tel que :

e0 a une mesure positive, où e0 = {t ∈ [δ0, τ
∗ − δ0] | t ∈ e} .

Il est clair que ỹλ(t)→ ỹ0 ( lorsque t→ 0) . Donc il existe 0 < δ < δ0

‖ỹ0 − ỹΛ(δ)‖X 6
ε

M
, où M = sup

0<δ<δ0

{C∞,0τ∗−δ,e0−δ}, (4.5)

avec C∞,0τ∗−δ,e0−δ est le coût du contrôle dé�ni dans le chapitre précédent (3.33 ).

D'après la L∞-contrôlabilité à zéro en temps τ∗ − δ sur e0 − δ, on sait qu'il existe un contrôle
v ∈ L∞([0, τ∗];U) tel que le support de v est inclus dans e0 − δ et que :
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0 = S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) + Φτ∗−δ,e0−δv

= S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) +

∫ τ∗−δ

0
χe0−δ(σ)S(τ∗ − δ − σ)Bv(σ)dσ

= S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) +

τ∗∫
δ

χe0−δ(σ − δ)S(τ∗ − σ)Bv(σ − δ)dσ (4.6)

avec

‖v(σ)‖U 6 C∞,0τ∗−δ,e0−δ‖ỹ0 − ỹΛ(δ)‖X 6 C∞,0τ∗−δ,e0−δ
ε

M
6 ε (σ ∈ e0 − δ) (4.7)

Notons ṽ(σ) = v(σ−δ). Puisque le support de v est inclu dans e0−δ, on en déduit que ṽ(σ) = v(σ−δ)
est non nul si σ − δ ∈ supp v ⊂ e0 − δ . Autrement dit, le support de ṽ est inclu dans e0.

On peut également écrire (4.6) et (4.7) comme suit :

0 = S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) +

τ∗∫
δ

χe0(σ)S(τ∗ − σ)Bṽ(σ)dσ, (4.8)

avec

‖ṽ(σ)‖U 6 ε, σ ∈ e0. (4.9)

On montre ensuite que u∗ n'est pas le contrôle optimal en temps τ∗ pour en déduire la contradiction.

Posons ũ(t) = u∗(t+ δ) + ṽ(t+ δ) pour t ∈ [0, τ∗ − δ].

On véri�e d'abord que ũ ∈ L1(τ∗ − δ), où L1(t) est l'ensemble des contrôles admissibles donné par

L1(t) = {u ∈ L∞([0, t];U) | ‖u‖L∞([0,t];U) 6 1}.

En e�et, si t+ δ ∈ e0 , d'après (4.9) on obtient que

‖ũ(t)‖U 6 ‖u∗(t+ δ)‖U + ‖ṽ(t+ δ)‖U 6 (1− ε) + ε = 1.

Et si t+ δ n'appartient pas au e0, on a :

‖ũ(t)‖U = ‖u∗(t+ δ)‖U 6 1.

Puis, en utilisant le fait que le support de ṽ est inclu dans e0 et (4.8), on obtient :
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S(τ∗ − δ)ỹ0 + Φτ∗−δũ = S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) + S(τ∗ − δ)

 S(δ)ỹ0 +

δ∫
0

S(δ − σ)Bu∗(σ)dσ


+Φτ∗−δ ṽ(.+ δ) + Φτ∗−δu

∗(.+ δ)

= S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) + Φτ∗−δ ṽ(.+ δ) + S(τ∗)ỹ0 +

δ∫
0

S(τ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ

+

τ∗−δ∫
0

S(τ∗ − δ − σ)Bu∗(σ + δ)dσ

= S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹΛ(δ)) +

τ∗−δ∫
0

S(τ∗ − δ − σ)Bṽ(σ + δ)dσ + S(τ∗)ỹ0 +

δ∫
0

S(τ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ

+

τ∗∫
δ

S(τ∗ − σ)Bu∗(σ)dσ

= S(τ∗ − δ)(ỹ0 − ỹλ(δ)) +

τ∗∫
δ

χe0(σ)S(τ∗ − σ)Bṽ(σ)dσ + S(τ∗)ỹ0 + Φτ∗u
∗

= 0 + ỹf .

Donc u∗ entraîne ỹ0 au ỹf en temps τ∗ − δ.

C'est contradictoire avec l'optimalité en temps τ∗ de u∗.

D'où u∗ véri�e la propriété de bang-bang.

4.4 Application numérique

4.4.1 Position du problème

Considérons le problème monodimensionnel de la conduction de la chaleur dans une barre de 1m de
longueur, en présence d'un paramètre d'échelle Λ. Le champ de température y(x, t,Λ) vérifé l'équation
de la chaleur avec un contrôle interne dans un domaine ω ⊂ [0, 1]. Plus précisément, on considère le
système suivant :

Λ2 y(Λx,Λ2t) = Λ2 ∆y(Λx,Λ2t) + 1[ 1
3
, 2
3

](x)u(x) ∀x ∈ [0, 1], ∀ t ∈ [0, tf ], ∀Λ > 0

y(0, t,Λ) = 0 , y(1, t,Λ) = 0 , ∀ t ∈ [0, tf ], Λ > 0
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4.4.2 Résolution

Résolution par l'approche directe

La discrétisation est e�ectuée par di�érences �nies, avec un schéma d'Euler implicite. On introduit :

0 = t0 < t1 < . . . < ti < . . . < tn = tf

la discrétisation en temps par n intervalles, et

0 = x0 < x1 < . . . < xj < . . . < xN+1 = 1

la discrétisation en espace par N + 1 intervalles.

Pour tout i de {0, . . . , n} et tout j de {0, . . . , N + 1}, désignons par

yi,j = yΛ(ti, xj)

la valeur de la solution au temps ti et au point xj , pour le paramètre d'échelle Λ.
Nos approximations sont les suivantes :

ẏλ(ti, xj) ≈
yi,j − yi−1,j

th

et :

∆yΛ(ti, xj) ≈
yi,j+1 + yi,j−1 − 2yi,j

x2
h

où :

th =
tf
n

, xh =
Λ

N + 1
, tf = Λ2

Pour tout entier i de {1, . . . , N}, on pose :

Yi =


yi,1
yi,2
...

yi,N



On peut donc écrire le système discrétisé correspondant sous forme matricielle :

Λ2 Yi+1 − Yi
th

= Ah.Yi+1 +Bh.Ui+1 (4.10)

où la matrice Ah, de taille N ×N , est donnée par :



4.4. APPLICATION NUMÉRIQUE 93

Ah =
Λ2

x2
h



−2 1 0 . . . 0

1 −2
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −2 1

0 . . . 0 1 −2



et où la matrice diagonale Bh, de taille N ×N , est donnée par :

Bh = diag (α1, . . . , αN )

avec, pour tout entier i de {1, . . . , n} :

αi =

{
1 si

1

3
6 xi 6

2

3
0 sinon

et

Ui+1 =

 ui,1
...

ui,N



où ui,j est la valeur choisie pour le contrôle au temps ti, au point xj .

Par un simple calcul, résoudre (4.10) revient à résoudre, pour tout i de {1, . . . , n}, le système :

C Yi+1 = Yi +
th
Λ2

Bh.Ui

où

C = IN −
1

Λ2
th.Ah

IN étant la matrice identité d'ordre N .

A chaque pas de temps, on inverse donc la matrice C, pour calculer Yi+1 en fonction des valeurs de Yi
et Ui.

Désignons par X une variable qui contient toutes les valeurs ui,j , i ∈ [1, n], j ∈ [1, N ], ainsi que le
temps �nal tf .

On rappelle que le principe de la méthode directe est de minimiser une fonction F qui rend tf avec les
contraintes sur le contrôle, i.e., pour tout entier i de {1, . . . , n} :

‖Ui‖L2([ 1
3
, 2
3

]) 6 1

avec la condition �nale :
Y (tf ) = Y f

On considère ici, comme condition initiale et condition �nale respectives :

∀x ∈ K : y0(x) = sin(π x) , yf (x) = 0
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Notre simulation est e�ectuée pour :

n = N

En pratique, on �xe le nombre de discrétisations (N = 10 par exemple), et on change la valeur du
paramètre d'échelle. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 4.1.

Comparaison avec l'approche indirecte :

On commence par transformer le problème posé en un problème de contrôle en temp optimal de
dimension �nie, par semi-discrétisation de l'équation de la chaleur a�n d'obtenir un système d'équa-
tions di�érentielles ordinaires.

Avec la discrétisation en espace en N intervalles, xh =
Λ

N
. Le système obtenu peut s'écrire sous la

forme matricielle suivante :

min

∫ tf

0
dt (4.11)

Ẏi(t) = AhYi(t) +Bh Ui(t), Yi(0) = Yi0, ∀ t ∈ [0, tf ] (4.12)

où Ah et Bh sont dé�nies dans 4.1.

Ensuite, on applique la méthode de tir pour le problème (4.11)-(4.12). On �xe le nombre discréti-
sations (N = 10 par exemple), et on change la valeur du paramètre d'échelle.

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau suivant.

Λ 1 2 8 10 15 20

τ? (Méthode directe) 0.6129 2.5506 44.8033 63.9311 79.1337 109.8435

τ? (Méthode indirecte) 0.6013 2.5089 43.9041 62.7097 77.8107 109.1337

Table 4.1 � Résultat de simulation-Temps optimal

Les �gures suivantes présentent l'évolution de la norme L2 du contrôle en temps réalisés par les
deux méthodes (directe et indirecte ).
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Figure 4.1 � L'évolution de la norme L2 du contrôle en temps avec Λ = 1

Figure 4.2 � L'évolution de la norme L2 du contrôle en temps avec Λ = 2
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Figure 4.3 � L'évolution de la norme L2 du contrôle en temps avec Λ = 8

Figure 4.4 � L'évolution de la norme L2 du contrôle en temps avec Λ = 15

On remarque que la norme L2 du contrôle en temps est égale à 1 pour tout t de l'intervalle [0, t?f ].
Ainsi, le contrôle possède bien la propriété de bang-bang. Il est intéressant de noter que, si le paramètre
d'échelle Λ augmente, il en est de même pour le temps �nal, mais la propriété de bang-bang est toujours
véri�ée. On remarque aussi que les résultats obtenus par les deux méthodes sont prèsque les mêmes.



Conclusion Générale

La problématique traitée dans cette thèse s'inscrit dans le cadre de contrôle optimal en temps avec
l'invariance d'échelle. L'objectif est d'étudier des résultats liant le problème de contrôle en temps opti-
mal avec le principe du maximum et la propriété de bang-bang en présence d'un paramètre d'echelle.
Pour des systèmes possèdant la contrôlabilité exacte, le principe du maximum est une condition néces-
saire d'optimalité en temps. Pour obtenir la propriété de bang-bang d'un contrôle en temps optimal,
il faut examiner si le système possède un type de contrôlabilité approchée.

Pour les systèmes qui ne possèdent pas la contrôlabilité exacte, comme pour l'équation de la cha-
leur, on tente d'établir un type de L∞ -contrôlabilité à zéro en s'appuyant sur la technique de Lebeau-
Robbiano pour obtenir la propriété de bang-bang d'un contrôle en temps optimal. Le principe du
maximum nous donne la possibilité de construire des algorithmes numériques pour résoudre le pro-
blème de contrôle en temps optimal.

Ainsi, après avoir présenté une synthèse sur la théorie du contôle en temps optimal en dimensions
�nie et in�nie, un état de l'art sur les méthodes numériques pour la résolution des problèmes de contrôle
en temps optimal a été présenté.

Puis, l'étude est axée sur le contrôle en temps optimal de l'équation de la chaleur en présence d'un
paramètre d'échelle. on a construit dans un premier lieu une solution analytique exacte, qui dépend de
la variable d'espace , du temps, et du paramètre d'échelle. La dépendance de cette solution par rapport
au paramètre d'échelle conduit ainsi à étudier l'existence et l'unicité d'un contrôle optimal en temps
de l'équation de la chaleur. En supposant la L∞-contrôlabilité à zéro, on peut établir une propriété de
type bang-bang.

En perspective, le travail présenté dans cette thèse peut etre étendu pour les système non linéaire (
comme par exemple l'équation de la chaleur non linéaire ), équation de la chaleur en multidimentions
et ainsi pour les équations de type Schrödinger. On discute par la suite de quelques problèmes ouverts
liés au sujet de notre travail :

(i) Considèrons les équations de type Schrödinger avec un contrôle interne en présence d'un para-
mètre d'échelle. Plus précisément, on considère l'équation


ẏ(x, t, λ) = −i∆y(x, t,Λ) + ia(x)y(x, t,Λ) + 1ω(x)u(x, t,Λ), ∀(x, t,Λ) ∈ K × R+ × R?+

y(x, t,Λ) = 0, ∀x ∈ ∂K,∀(t,Λ) ∈ R+ × R?+

y(t = 0) = y0 ∈ L2(K), ∀Λ ∈ R?+

où K ⊂ Rn est un ouvert, ω est un ouvert non vide, a ∈ L∞(Ω,R) et u est un contrôle véri�ant
contrôle véri�ant que pour tout t > 0, ‖u(., t)‖L2(ω) 6 1.



98

Dans ce problème, en s'inspirant de l'article de J. Lohéac et M. Tucsnak [55]. on voit qu'en suppo-
sant la contrôlabilité exacte du système, le contrôle optimal en temps véri�e le principe du maximum.
De plus, en supposant un type de contrôlabilité approchée du système, on peut établir la propriété de
bang-bang. De plus on sait bien que les équations de type type Schrödinger possèdent une invariance
d'échelle, ce qui conduit, naturellement, à un problème de contrôle interne en présence d'un paramètre
d'échelle.

(ii) Est-ce que le principe du maximum est toujours valable pour un système qui ne possède pas
la contrôlabilité exate ?

� Considérons par exemple l'équation des plaques en présence d'un paramètre d'échelle :
ÿ(x, t,Λ) = −i∆2y(x, t,Λ) + 1ω(x)u(x, t,Λ) ∀ (x, t,Λ) ∈ K × R+ × R∗+

y(x, t,Λ) = ∆(x, t,Λ) = 0 ∀x ∈ ∂K, ∀ (t,Λ) ∈ R+ × R∗+

où K ⊂ Rn est un ouvert, ω est un ouvert non vide, a ∈ L∞(Ω,R) et u est un contrôle véri�ant
contrôle véri�ant que pour tout t > 0, ‖u(., t)‖L2(ω) 6 1.

Ce système est exactement contrôlable mais semble ne pas possèder la contrôlabilité approchée sur
tout ensemble e ∈ [0, t] de mesure positive. Est-ce qu'un contrôle en temps optimal possède toujours
la propriété de bang-bang ? Est-ce qu'il existe donc d'autres moyens pour établir la propriété de bang-
bang pour un système exactement contrôlable ?

(iii) Le problème de contrôle en temps optimal en présence d'un paramètre d'échelle où on cherche
un contrôle dans L1([0, t];U), un espace de Banach non ré�exif, est un sujet intéressant mais qui semble
di�cile.
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Programmation en matlab

1.A. Méthode directe - Dimension �nie

function [tf,U] = methodedirecte(N)

% N : le nombre de discrétisation en temps.
% tf : le temps �nal.
% U : les valeurs du contrôle.
A=[0 1 ;0 0] ;
B=[0 ;1] ;
n=2 ;
m=1 ;
tf=5 ;
% A : matrice de taille n*n.
% B : matrice de taille n*m.
% n : la dimension de l'espace X.
% m : la dimension de l'espace U.
U=2∗rand(m,N)-1 ;
X0=[reshape(U,N∗m,1) ;tf] ;
y0=zeros(n,1) ;
yf =[0 ;-1] ;
% y0 : l'état initial.
% yf : l'état �nal souhaité.

options=optimset('Algorithm','sqp') ;
% On choisit la méthode sqp comme méthode d'optimisation non linéaire.
[X, tf ] = fmincon(@principal,X0, [], [], [], [], [], [],@(X)contrainte(X,A,B,m,N, y0, yf), options) ;
% Dessins
U=X(1 :(end-1)) ;
U=reshape(U,m,N) ;
y=zeros(n,N+1) ;
h=tf/N ;
% h : le pas de discrétisation en temps.
for i=1 :N
y( :,i+1)=y( :,i)+h∗(A∗y( :,i)+B∗U( :,i)) ;
end
subplot(121) ; plot(y(1, :),y(2, :),'r') ; axis square ;
subplot(122) ; plot(linspace(0,tf,N),U,'r') ; axis square ;
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function [c,ceq] =contrainte(X,A,B,m,N,y0,yf)

tf=X(end) ;
U=X(1 :(end-1)) ;
U=reshape(U,m,N) ;
h=tf/N ;
c = [sum(abs(U).∧m, 1).∧(1/m)− 1,−tf ] ;
y=y0 ;
% c : représente la contrainte qu'en chaque instant ti, et
‖U(ti)‖Rm 6 1 et tf >= 0.
for i=1 :N
y=y+h∗(A∗y+B∗U( :,i)) ;
% On utilise le schéma d'Euler explicite pour résoudre le système.
end
ceq= y-yf ;
% ceq représente la condition �nale.
function t = principal(X)
t=X(end) ;
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1.B. Méthode de tir - Dimension �nie

function [r,tf,u]= methodetir

y0=[0 ;0] ;
A=[0 1 ; 0 0] ;
B=[0 ;1] ;
p0=[1 ;1] ;
tf=100 ;
% On prend des valeurs initiales de p(0) et de tf.
n=2 ; m=1 ;
yf=[0 ;-1] ;
% n : la dimension de l'espace X.
% m : la dimension de l'espace U.
options=optimset('Display','iter','LargeScale','on') ;
[potf, r] = fsolve (@(X)F (X,A,B, y0, yf, n,m), [p0; tf ],options) ;
% On utilise fsolve.m pour trouver un zéro de F.
% Dessin
tf=potf(end) ;
p0=potf(1 :end-1) ;
x0=[y0 ;p0] ;
options = odeset('AbsTol',1e-9,'RelTol',1e-9) ;
[Tx, x] = ode113 (@(t, x) state (t, x,A,B, n,m), [0tf ], x0, options ) ;
x=x' ;
y=x(1 :n, :) ;
p= x((n+1) :end, :) ;
q=B'∗p ;
u=zeros(m,length(Tx)) ;
for i=1 :length(Tx)
u( :,i)=q( :,i)/norm(q( :,i),m) ;
end
subplot(121) ; plot(y(1, :),y(2, :),'r') ; axis square ;
subplot(122) ; plot(Tx,u,'r') ; axis square ;

function res =F(X,A,B,y0,yf,n,m)
% F rend la distance entre y(tf) et yf.
tf=X(end) ; p0=X(1 :(end-1)) ; x0=[y0 ;p0] ;
options = odeset('AbsTol',1e-9,'RelTol',1e-9) ;
[Tx, x] = ode113(@(t, x) state(t, x,A,B, n,m), [0; tf ], x0, options) ;
% x représente les valeurs de y et p en chaque instant.
% On utilise ode113 pour résoudre le problème de Cauchy
res = x(end,1 :n)'-yf ;

function r =state(t,x,A,B,n,m)
z= x(1 :n) ; p= x((n+1) :end) ;
q=B'*p ; u=q/norm(q,m) ;

% On rappelle que u(t) = B∗p(t)
‖B∗p(t)‖Rm

si il est en temps optimal.

r=[(A∗y+B∗u) ; (-A'∗p)] ;
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1-C. Méthode directe - dimension in�nie

Problème de contrôle optimal en temps de l'équation de la chaleur linéaire, unidi-
mensionnelle, en présence d'un paramètre d'échelle Λ.

function [tf,U] = Controlchaleur(N)

N = 10 ;
Λ = 10 ;
tf = Λ ∗ Λ ;
d = N ; u=2 ∗ rand(N, d)− 1 ;
h = Λ/(N + 1) ;
th = tf/d ;
% N : nombre de discrétisation en espace.
% d : nombre de discrétisation en temps.
% Λ : paramètre d'échelle.
% h : le pas de discrétisation en espace.
% th :le pas de discrétisation en temps.
d0 = −(2 ∗ Λ∧2/h∧2) ∗ ones(N, 1) ;
d1 = Λ∧2/h∧2 ∗ ones(N, 1) ;
A = spdiags ([d1 d0 d1],−1 : 1, N,N) ;
% A représente la discrétisation de l'opérateur laplacien.
x = linspace(h, 1− h,N) ;
xind = (x >= 1/). ∗ (x <= 2/3) ;
B = spdiags(xind′, 0, N,N) ;
% xind représente la discrétisation de la fonction indicatrice
% B est la matrice diagonale comme diagonale xind.
u = B ∗ u ;
X0 = [ reshape(u, d ∗N, 1); tf ] ;
T = linspace (0, tf − th, d) ;

options=optimset('Algorithm','interior-point','MaxFunEvals',10000000,'MaxIter',100000) ;
% On choisit la méthode "point intérieur" comme méthode d'optimisation non linéaire.
[X, f ] = fmincon (@principal,X0, [], [], [], [], [], [],@(X) contrainte (X,A,B, d,N), options);
% Dessin
tf=X(end) ;
d=(length(X)-1)/N ;
U=reshape(X(1 :end-1),N,d) ;
y0 = sin(pi ∗ linspace(h, 1 - h,N)');
y = zeros(N, d+ 1);
y(:, 1) = y0;
th = tf/d;
C = eye(N,N)-th ∗A ;
normcontrol=zeros(d,1) ;
for k=1 : d
y(:, k + 1) = Cy(:, k) + th ∗B ∗ U(:, k));
normcontrol(k) = norm (U(:, k), 2) ;
end
subplot(121) ; plot([0 x 1],[0 ;y( :,end) ;0],'r',[0 x 1],zeros(N+2,1),'b') ; axis square ;
subplot(122) ; plot(T,normcontrol,'r') ; axis square ;
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function [c,ceq] =contrainte(X,A,B,d,N)

tf=X(end) ;
U=X(1 :end-1) ;
U=reshape(U,N,d) ;
th=tf/d ;
h = Λ/(N + 1) ;
U=B*U ;
c = [sum(abs(U).∧2, 1).∧(1/2) - 1,-tf ] ;
% c : représente la contrainte sur le contrôle
: ‖U(ti, .)‖L2([1/2,2/3] 6 1et que tf >= 0.
y0 = sin(pi ∗ linspace(h, 1− h,N)′) ;
C = eye(N,N)− th ∗A ;
% On considère la condition initiale :
y0(x) = sin(x).
for k=1 :d
y0 = Cy0 + th ∗B ∗ (:, k));
% On choisit le schéma d'Euler implicite pour discrétiser le système.
end ;
ceq= y0- zeros(N,1) ;
% ceq représente la condition �nale y(tf)=yf=0.
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2. Simulation numérique

2.A. Méthode directe - Dimension �nie

On présente les résultats de la simulation de l'application de la méthode directe en dimension �nie
dans le tableau suivant :

N 10 20 40 100

tf 2.2585 2.3333 2.3729 2.3873

Table 4.2 � Temps �nal numérique- Par la méthode directe

Les Résultats et les dessins pour la trajectoire de la solution et du contrôle en temps sont données
dans les �gures suivantes :

Figure 4.5 � Trajectoire de la solution et l'évolution du contrôle pour N = 10
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Figure 4.6 � Trajectoire de la solution et l'évolution du contrôle pour N = 20

Figure 4.7 � Trajectoire de la solution et l'évolution du contrôle pour N = 40
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Figure 4.8 � Trajectoire de la solution et l'évolution du contrôle pour N = 100

2.B. Méthode de tir - Dimension �nie

On présente les résultats de la simulation de l'application de la méthode de tir en dimension �nie
dans le tableau suivant :

tf
p0
int = [1, 1], tf int = 5 2.4142

p0
int = [1, 1], tf int = 100 -2.4142

Table 4.3 � Temps �nal numérique- Par la méthode de tir

On présente dans les �gures ci-dessous les trajectoires de la solution et l'évolution du contrôle par
la méthode indirecte (méthode de tir)
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Figure 4.9 � Trajectoire de la solution et l'évolution du contrôle par la méthode de tir pour p0
int =

[1, 1], tf int = 5

Figure 4.10 � Trajectoire de la solution et l'évolution du contrôle par la méthode de tir pour p0
int =

[1, 1], tf int = 100
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