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Introduction générale

La modélisation mathématique de certains problémes naturels conduit

généralement a des modéles qui sont continus ou discrets. Ils sont présentés
par des équations différentielles, des équations aux dérivées partielles, ou par
des équations intégrales.
De nombreux phénomeénes ou signaux aléatoires présentent des propriétés de
périodicité dues souvent a leur mode de production (machines rotatives, os-
cillateurs...). Il existe plusieurs domaines d’applications, notamment en éco-
nomie, physique, médecine, biologie, écologie,.. etc. Cette périodicité, tem-
porelle ou spatiale, peut étre détectée a partir de 'observation directe de la
série des données, ou elle peut étre cachée dans sa structure, mais la plus part
des séries qui modélise certains phénomeénes, ont un comportement presque
périodique ou asymptotiquement presque périodique.

La presque périodicité a été introduite pour la premiére fois en 1923
par le mathématicien Harald Bohrﬂ son idée était simple et claire mais
pas maniable, dans sa premiére publication il se concerna sur les fonctions
continues & valeurs dans un un espace vectoriel complexe, par la suite c’est
S.Bochnerf| qui a étendu cette notion au cas des fonctions & valeurs dans
un espace de Banach de dimension fini ou infini, donna une autre définition
de la presque périodicité équivalente & celle de Harald Bohr. Cette derniére
a fournit un moyen plus simple pour démontrer certains résultats.

Il faut aussi mentionner les noms de S.Stepanov, A.Besicovitch, H.Weyl,
J.Favard, J.Von Neumann, et pleins d’autres mathématiciens qui ont contri-
bué au développement de cette théorie.

En 1941, Fréchet a introduit ’asymptotique presque périodicité, une
généralisation de la presque périodicité, des fonctions continues sur R et qui

1. Né le 22 avril 1887 & Copenhague, Danemark et mort le 22 janvier 1951 & Copen-
hague.
2. Né le 20 aout 1899 & Houston et mort le 2 mai 1982 & Houston.



Introduction générale

ont un comportement presque périodique a partir d’un certain rang.

A. Precupanu [20], W. H. Summer, W. M. Ruess [21] et E. Vesentini [22] ont
généralisé cette notion aux cas des fonctions a valeurs dans un espace abs-
trait. Par la suite beaucoup de chercheurs se sont intéressés a la recherche des
solutions asymptotiquement presque périodiques pour les équations différen-
tielles et intégrales, citons A. M. Fink [12], C. Cordenuanu|[4]], S. Zaidman
[25] et H. R. Henriquez [14] , [15].

Dans ce manuscrit nous allons nous intéresser a la recherche des so-
lutions asymptotiquement presque périodique des équations intégrales déve-
loppé dans I’article [IT], nous allons introduire la notion de I’équi-asymptotique
presque périodicité qui va jouer un réle important pour I’obtention d'un théo-
réeme d’existence d’une solution asymptotiquement presque périodique.

Ce mémoire est divisé en deux chapitres :

Le premier chapitre est consacré a l'introduction des notions néces-
saires pour la compréhension théorique des fonctions presque périodiques et
asymptotiquement presque périodiques.

Le noyau principale de ce chapitre est I’équi-asymptotique presque périodi-
cité.

Le deuxiéme chapitre est consacré au probléme d’existence des solutions
asymptotiquement presque périodiques pour une certaine classe d’équations
intégrales. Le résultat sera illustré par un exemple d’application.

A la fin de ce mémoire nous avons mis une partie annexe otl nous avons
rappelé quelques résultats importants de ’analyse fonctionnelle.



Chapitre 1

Les fonctions asymptotiquement
presque périodiques

Dans ce chapitre, nous ferons une petite synthése des propriétés fonda-
mentales des fonctions presque périodiques et asymptotiquement presque pé-
riodiques a valeurs dans un espace de Banach. Des résultats de composition
ainsi qu’un critére de compacité dans l'espace des fonctions asymptotique-
ment presque périodiques seront énoncés.

Commencons par un rappel de quelques notions de bases dans les espaces de
Banach, dont on aura besoin dans la suite de ce document (voir [17], [23],

[10]).

1.1 Préliminaires

Notons par (X, || . ||) un espace vectoriel normé.

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1. Une suite de vecteurs (x,) de X est dite de Cauchy, si
pour tout € >0, 3 n. € N tel que m,n > n., on a

| zp — xm || < e

Proposition 1.1.1. Si (z,,) est une suite de Cauchy dans X, alors la suite
(| Tn | )nen est convergente.

Définition 1.1.2. Un espace vectoriel normé X est dit de Banach si toute
suite de Cauchy est convergente dans X.
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Définition 1.1.3. Un sous ensemble S de X est dit fermé, si toute suite
d’éléments de S convergente dans X, sa limite est aussi dans S.

Définition 1.1.4. Soit S un sous ensemble de X, alors la fermeture de S
noté par S est l'ensemble {x € X : I(z,) C S, =, — z}.

Définition 1.1.5. Un sous ensemble S de X est dit dense dans X si S = X.

_Déﬁnition 1.1.6. S C X est dit relativement compact si son adhérence
S est compact.

Définition 1.1.7. Un ensemble A est dit relativement dense dans R s7il
existe un | > 0 tel que A N [l +a] # &, Va € R.

Proposition 1.1.2. Un sous-espace S d’un espace de X est relativement
compact si de toute suite de S, on peul extraire une sous-suite qui converge
dans X.

Définition 1.1.8. Un ensemble A C X est dit pré-compact si¥V e >0 1

un recouvrement fini de A par des boules de rayon e.

1.1.2 Fonctions & valeurs dans un espace de Banach

Maintenant nous allons considérer des fonctions de IC R & valeurs dans
un espace de Banach (X, . ||).

Définition 1.1.9. Une fonction f est dite uniformément continue sur I
St
Ve > 0, 3(5(6) = (5,Vt1,t2 € [, on a ‘ t1 — 1o ‘< 0= H f(tl) — f(tQ) H < €.

Proposition 1.1.3. Soit I = [a,b], alors C(LX)={f: 1 — X, telle que f
est continue sur I} est un espace de Banach muni de la norme :

I £ o= sup | FO 1= 11 £ I

Proposition 1.1.4. L’ensemble CB(R, X)={f : R — X, telle que f est
continue et bornée sur R } est un espace de Banach muni de la norme :

I f llepmx)y =suwp | f(E) [| =1 f Il
teR

Définition 1.1.10. Un ensemble F' C C(R,X) est dit equi-continue si
Ve > 0, Vtg, (e, to) =0 avec |t —to |<d = || f(t) — f(to) || <€, Vf € F.
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Définition 1.1.11. Un ensemble F C C(R,X) est dit equi-uniformément
continue si
Ve >0, 30(e) =0 avec |ty —ta |<d = || f(t1) — f(t2) || <€ Vf € F.

Définition 1.1.12. Une suite (f,) est uniformément convergente vers f
St :

quand n — oo.
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1.2 Les fonctions presque périodiques

1.2.1 Deéfinitions et propriétés fondamentales

La notion de presque périodicité a été introduite par H.Bohr comme gé-
néralisation de la périodicité :

Définition 1.2.1. (Presque périodicité au sens de Bohr) Une fonction conti-
nue f: R — X est dite presque périodique (pp) si :
Ve >0, 'ensemble T(fe) est relativement dense dans R o :

T(f,e)={7eR: || f(t+7)— f(t)] <eVteR}

Autrement dit, f est presque périodique si Ve > 0, l(e) =1 tel que Va € R,
T(f,e)N[a,a+1] #0.

Remarque 1.2.1. L’ensemble T(f,e) est appelé ensemble des e—translation
ou e—périodes de f.

L’ensemble des fonctions presque périodiques sera noté PP(R, X).
Exemple 1.

1. Toute fonction périodique continue est presque périodique, en effet,
Ve > 0, T(f, €) contient I'ensemble des multiples de la période qui est
relativement dense dans R.

2. La fonction suivante est presque périodique mais pas périodique :(voir

12
f(z) = sin(z) + sin(v2z).

il 75!}1(x}+sin(sqn ).*x)

=}
—

0 20 40 60 80 100
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Maintenant nous allons énoncer quelques théorémes importants.

Théoréme 1.2.1. Toute fonction presque périodique f : R — X est bornée
dans X.

Preuve. Soit f une fonction presque périodique, et soit | = l(€) le nombre
correspondant a € = 1 dans la définition d’une fonction presque périodique.
Sur Uintervalle [0,1] f est continue donc bornée[l]

Soit M > 0 telle que :

I () [[< M, vt e [0;1]

Si on choisit t arbitrairement, alors lintervalle [—t, —t+1] contient au moins
un nombre de translation 7, correspond d € = 1 et le fait que t + 1 € [0,1],
on aura :

[fON<IfE+7)=fON+NfE+7) | <14 M,
ce qui montre que f est bornée.
|

Théoréme 1.2.2. Toute fonction presque périodique est uniformément conti-
nue sur R.

Preuve. Soit e > 0 et | = [(5) le nombre correspondant a § dans la définition
d’une fonction presque périodique.

Comme f est uniformément continue sur l'intervalle [0,2 + l]ﬂ on aura :
Ve >0, 30<0 <1, tel que pourt ett" €[0,2+1] avec |t —1" |< 9, on a
| £() = £7) 1< <.

Maintenant soit t et ty tels que | t1 —ty |< 0§, et soit T une §—tmnslati0n
de la fonction f tel que 7 € [—t; + 1, —t1 + 1+ 1], c-a-d —t; +1 < 7 <
—t1 + 1+ 1. Grice a la relation |ty —t1 |< 0, on aura t; — 6 <ty <t;+06
ety —04+17<te+7<ti+d+7, mais 1l <ty +7 < 1+1 implique que
l—d<to+7<14+d+I, dou 0 <ty+7 <241, un intervalle qui contient
aussi ty + 7, alors on aura || f(ta +7) — f(t1 +7) ||< 5. Comme résultat :

I f(t2) = f) | <[ f(t2) = [t +7) |+ [ fta +7) = f(tr +7) |
+ It +7) = f(0) |

<e+e+e
- +t-+-=¢
3 3 3

Ce qui montre l'uniforme continuité de f sur R.

1. Toute fonction continue sur R est bornée sur chaque sous intervalle borné de R.
2. Toute fonction continue sur R est uniformément continue sur chaque compact de R.
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Théoréme 1.2.3. L’ensemble des valeurs d’une fonction presque périodique
qui est a valeurs dans X est relativement compact.

Preuve. Puisqu’on travaille dans un espace de Banach, la relative compacité
coincide avec la pré-compacité. Il est donc suffisant de montrer que pour tout
e > 0, l'ensemble des valeurs de f peut étre recouvert par un nombre fini de
boules de rayon €.

Soit € > 0 et | = I(5) le nombre correspondant & § dans la définition d’une
fonction presque périodique. Puisque f est continue sur lintervalle [0,1], alors
I’ensemble des valeurs de f sur cet intervalle est compact. Maintenant on note
par ay, as, as, ..., a, les centres des boules de rayon 5 qui recouvre ’ensemble
{f(t);t €10,1}.

Soit t € R et T une 5-translation, telle que T € [—t, —t+l] alors, (t+7) € [0,1],
et soit a; le centre d’une boule de rayon § qui contient f(t + 7), alors :

€

2

:E’

(&) = a; 1< F@) = FE+7) [+ fE+7) = ay ||<§+

donc f(t) € B(aj,e).
FinalementV t € R, f(t) € QIB(ai, €) c-a-d {f(t);t e R} C ‘L_TﬁlB(ai,e).

Définition 1.2.2. Une fonction continue f : R — X est dite normale si
toute suite (s)) C R posséde une sous-suite (s,) telle que {f(. + sn) tnen est
uniformément convergente sur R.

Le théoréeme suivant di & S.Bochner, nous donne I’équivalence entre la
normalité et la presque périodicité au sens de H.Bohr.

Théoréme 1.2.4. (Critére de S.Bochner)[{|]
Une fonction f : R — X est presque périodique si et seulement si elle est
normale.

Théoréme 1.2.5. Soit f et g deux fonctions presque périodiques a valeurs
dans X, alors :

1. \f € PP(R, X), avec X € C.

2. f+g€ PPR,X)

3. La fonctiont — f(t+a) = f, € PP(R, X).
4. La fonction t — f(at) € PP(R, X).
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5. La fonction t —|| f(t) ||l€ PP(R, X).

Preuve. Pour la démonstration nous allons utiliser le théoréme :

-(1) Soit f € PP(R, X), et une suite (h,) C R. 3 une sous suite (hy,) de (h)
telle que {f(. + hn)},en converge uniformément sur R, mais on aura aussi
{Af(+ hn)} ey qui converge uniformément sur R. D’ou A\f € PP(R, X).

-(2) Soit f € PP(R, X). Pour toute suite (h!!) C R, il existe une sous suite
(hy,) telle que la suite de fonctions {f(.+ h))},cy converge uniformément
sur R. Soit maintenant g € PP(R, X), il existe une sous suite (hy,) de (hl,)
telle que la suite de fonctions {g(. + hn)}, ey converge uniformément sur R,
et sachant que (hy,) est une sous suite de (hl)) alors {f(. + hyn)}, oy converge
uniformément sur R. Donc {f(. + hy) + g(. + hy)}, ey converge uniformé-
ment sur R. D’ou f + g € PP(R, X).

-(8) Soit f € PP(R,X) et (hl,) C R. Il existe une sous suite (h,) de (h!)
telle que {f(. + hn)},en converge uniformément sur R, c-a-d qu’il existe une
fonction g telle que

lim sup || f(£+ hy) = g(t) [|= 0.

n——+00 teR
Posons t=s+a, on aura

sup || f(t+hy) —g(t) [| = sup || f(s+a+h,)—g(s+a)l
teR st+a€R

= sup || f(s+a+hy) —gls +a) |
ES

Dow la {f(. + a+ hy,)} converge uniformément vers g(. + a), alors f, €
PP(R, X).

-(4) Soit f € PP(R,X) et (hl,) C R. il existe une sous suite (hy) de (h)
telle que { f(. + hn)},en converge uniformément sur R, c-a-d qu’il eviste une
fonction g telle que

lim sup || f(£+ hn) —g(t) [|= 0.

n—-400 teR

Posons t = as, on aura

SUp || £t + hn) = 9() | = sup || flas+hn) = glas) |

= sup [| flas + hn) = glas) ||

10
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D’ou{ f(a.+hy,)} converge uniformément vers g(«a.), alors f(at) € PP(R, X).

-(5) elle provient de l'inégalité suivante :

[ FE+n) =1 @ <l FE+7) = f@) Il
_

Théoréme 1.2.6. Si (f,)nen est une suite de fonctions presque périodiques
a valeurs dans X, et si

lim fo(t) = f(1),

uniformément sur R, alors f est presque périodique.

Preuve. Sachant que f est une limite uniforme des (fy)nen, ¥V € > 0, 3N (€)
avec la propriété que n > N(€) on a

| falt) — f(2) |I< g Vi € R.

On fize ng > N(
de fn, €t T une

€) , on considere | = [(5) déterminé par la presque périodicité
(5)-translation de fn,. Pour toutt €R on a :

| fE+7)=F@) | <[ FE+7) = fao(t+7) |

+ || fn()(t+T> - fno(t) ||

+ [ fao (8) = f(2) ||
€ € 6_
<§+§+§—€.

Ce qui montre la presque périodicité de f.
|

Remarque 1.2.2. Ce résultat exprime le fait que PP(R, X) est un sous
espace fermé de CB(R, X) muni de la norme uniforme.
D’ou (PP(R, X), || . |l..) est un espace de Banach.

Avant de définir le critére de compacité pour une famille de fonctions pp,
nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 1.2.3. un ensemble F C C(R, X) est dit équi-presque pério-
dique si Ve > 0, l’ensemble T(F,e) est relativement dense dans R ot :

T(Fie)={reR:|| fit+7)— f(t) ||[<e, VfeF, VteR}.

11
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Théoréme 1.2.7. (voir [{|])
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille F de fonctions de
PP(R, X) soit relativement compacte est que les propriétés suivantes soient

vérifices :
1. F est equi-continue.
2. F est equi-presque périodique.

3. Pour tout t € R, ensemble {f(t), f € F} est relativement compact
dans X.

1.2.2 Théorémes de Composition

Avant de donner les théorémes de composition nous aurons besoin de la
notion d’une fonction presque périodique a paramétre.

Définition 1.2.4. Une fonction continue F' : R x X — X, (t,z) — F(t,x)
est dite presque périodique par rapport a t, uniformément par rapport aux

ensembles compacts de X, lorsque Ve > 0, V K un sous-ensemble compact
de X, l’ensemble

T(F,K,e)={reR:|| F(t+7,2)— F(t,z) ||[<e, VteR, Vze K},

est relativement dense dans R.
La collection de telles fonctions sera noté par PP(R x X, X).

Exemples 1.2.1. la fonction construite par Sibuya ([24], page 18) qui est
définit ainsi

F(t,z) = (|| z || +cos(t) + cos(V2t) +2.1)=.
appartient @ PP(R x R, R).

La proposition suivante die a P. Cieuta et al (voir [2]) donne une carac-
térisation des fonctions de PP(R x X, X)) :

Proposition 1.2.1. Soit F' : R x X — X wune fonction continue, alors
F e PP(R x X, X) si et si seulement si :

1. Vo€ X, F(.,z) € PP(R, X).

2. F est uniformément continue sur tout compact de X uniformément

sur R, c-a-d Ve > 0,VK de X,36(e, K) =6, Vri,25 € K,

|21 — @ ||< 8 =|| F(t,21) — Ft,22) |<e, VteR.

12
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Théoréme 1.2.8 (voir [I]). Soit F € PP(Rx X, X) etx € PP(R, X). Alors
la fonction F(.,z(.)) € PP(R x X, X).

Remarque 1.2.3. Les théorémes de composition ot superposition de fonc-
tions presque périodiques sont essentiellement utilisés dans la recherche des
solutions presque périodiques des équations différentielles et équations inté-
grales. Comme dans ce type de probléeme une condition de Lipschitz est sou-
vent imposée (c’est le cas du probléme qui sera traité au chapitre 2). Nous
énoncons le théoréme de composition suivant qui est un corollaire du théo-

remdl.2.8 :

Théoréme 1.2.9. Soit F : R x X — X, (t,x) — F(t,z) une fonction
continue telle que Vx € X, F(.,x) € PP(R, X) et F est lipschitzienne uni-
formément par rapport at € R
C-a-d il existe un L>0, tel que

| Flt,e) = Fty) [S Ll ey, VayeX, VieR

Si g € PP(R,X), alors la fonction I' : R — X définie par I'(.)= F(.,9(.))
est presque périodique.

Preuve. D’aprés la proposition.2.1, F' € PP(R x X, X). Posons
R, ={g(t),t € R}, comme g € PP(R, X), on sait que R, est compact dans

X (voir le théoremd1.2.3).

Soit alors € > 0, posons § = min(3, 57), et soit
r € T(9,6) N T(F, Ry, ),
on aura d’une part

€

— <
I glt+7) = glt) <6 < 57

vVt e R. (1.1)
et d’autre part

sup [| F(t +7,9(t+7)) = F(t, g(1)) <0 <

€
< 1.2
teR 2 (1.2)

Finalement, Vt € R

[T +7)=T@) || =l Ft+7,9(+7)) = F(t,9(t)) |
<PEE+7,9(t+7)) = F(t, 9t +7)) |
+I Fgt+7)) = F(t,9(t) |
<PEE+7,9(t+7) = F(t, gt +7)) |

+ L gt+7)—9@) |,

13
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D’apres les équations et on aura,

sup || Tt +7) = T() ll=sup | F(t+ 7 9(t+7)) = F(t, 9(t)) [ <«

Alors T 1t — F(t,g(t)) est presque périodique.

14



1.3. LES FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE
PERIODIQUES

1.3 Les fonctions asymptotiquement presque pé-
riodiques

1.3.1 Définitions et propriétés fondamentales

Le concept de périodicité asymptotique a été introduit dans la littérature
par le mathématicien francais Fréchet. Une telle notion est une généralisation
naturelle du concept de la presque périodicité.

Définition 1.3.1. Une fonction continue f : R — X est asymptotiquement
presque périodique(au sens de Bohr) : Si Ve > 0,3 une constante M(e)>0
telle que ’ensemble

T(f,e)={reR:|| flt+7)— ft) | <e VEER, [t],|t+7|>M(e)},

est relativement dense dans R.

Remarque 1.3.1. L’ensemble des fonctions asymptotiquement presque pé-
riodiques sera noté par APP(R X).

Dans la suite nous allons donner une caractérisation de l'asymptotique
presque périodicité, pour cela nous aurons besoin de définir I'espace Cy(R,X) :

CoR, X)={feCR,X): lim f(t)=0}.

[t| =00

Proposition 1.3.1. (voir [21], [25]) f € APP(R,X) si et seulement si 3 un
g € PP(RX) et un h € Cy(R,X) telle que

f=g+h. (1.3)

La décomposition de la proposition [I.3.1] est unique, la démonstration est
une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Si f € PP(R,X) telle que tlim | f(t) ||=0, alors f = 0.
—00

Preuve. Soit f € PP(R,X). D’apres le théoremd1.2.4], de toute suite
(un) C R on peut extraire une sous suite (uy,,) telle que {f(. + un,)}nen
converge uniformément sur R. Notons cette limite par l(t), on aura alors
pour tout t € R,

lim f(t+un,) =), (1.4)

k—4o00

On sait que :

|G ) ] = 12 (I f(E A+ wn) = 1@ ],
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et d’apres on aura : Vit € R,
i 7+ ) =1 20 | (15)

Comme (un, — +00) et tlim | f(t) || =0, , on déduit que || I(t) ||= 0. D’ou
—00
[(t)=0, VteR.

Maintenant,
t) = lim I(t —u,,) =0,
f(t) = lim It —un,)
uniformément pourt € R, d’ou f = 0.

Proposition 1.3.2. Soit f une fonction asymptotiquement presque pério-
dique, la décomposition donnée dans est unique, en d’aulres termes :

APP(R,X) = PP(R, X) ® Co(R, X).

Preuve. On pose f = g1 + hy € APP(R, X), avec g € PP(R,X) et hy €
Co(R, X) et si on pose aussi que f = go + he € APP(R,X) avec go €
PP(R,X) et hz S C()(R,X)

On obtient alors g1 — go = ha — hy, et puisque g1 — g2 € PP(R,X) et

tlim | g1(t) — g2(t) || = 0.
— 00

On aura g1 = go cela va entrainer hy = ho.

Exemples 1.3.1. Soit f : R — R telle que,

(@) = [sin(z) + sin(vZz)] + ﬁ

On voit que f est bien une fonction asymptotiquement presque périodique :

16
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— sin{x)+sinisart(2). x)+1 .1+ "2)

L
o 20 40 60 a0 100

Dans ce qui suit, on note par f,, la composante presque périodique de f,
et f., la composante de f qui appartient a Cy(R,X).

Proposition 1.3.3. (voir[l1l]) Soit f € APP(R,X).
(a) f est bornée et uniformément continue sur R.
(b) { fu(t) :teR}C{ f{t):t R }.

(¢) Le rang de f est précompact dans X.

Preuve. Soit f € APP(R,X) tel que

f = fpp + fcoa
-(a) :

Puisque f,, est bornée et uniformément continue sur R, donc il suffit de

montrer la bornitude et l'uniforme continuité de f., sur R.
On a

lim | fe, (%) [[= 0.

t——+o0

Pour tout € > 0,3 A > 0 tel que || fo,(t) ||< €, pour tout t > A.

Vérifions que f est bornée sur R. On a f.,(t) est bornée sur le compact [0; A].
D’ou ¥Vt > 0,

I feo (8) l|< maz(e, sup || fo,(2) ),
0<t<A

donc fe,(t) est bornée sur [0, +00) et par suite f est bornée sur [0,400). De
méme, en exploitant le fait que tlim | foot) ||= 0 on vérifie que f., est
——00

borné sur (—oo,0]. Donc f est bornée sur R.

17
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Montrons maintenant que [ est uniformément continue sur R. On sait que
feo €St uniformément continue sur le compact [0; A + 1],
c-a-d,

Ve> 0,30 <o < L,Vt,t' € [0, A+ 1],| t —t' |< 0 =>|| feo(t) — foo () [I< €.
En particulier si t, t' € [0,A+ o], |t —t' |< o on aura

| feo(t) = feo ) [I< €.

Maintenant, si t et t' sont supérieures @ A, avec |t —t' |< o,

I feo (&) = oo (&) I feo () 1] + 11 oo (8) [I< 2,

et si0<t<Aett >Aavec|t—1t |<o onaurat € [A;A+ 0] et on a
toujours que

| foo(t) = foo(2) |1 < €.

Par suite f., est uniformément continue sur [0;00).
De la méme maniére on démontre luniforme continuité sur (—oo,0]. D’ou f
est uniformément continue sur R.

-(b) :
Considérons la fonction f € APP(R,X), on associe a f et f,, deuz sous-
ensemble de l’espace de Banach X :

={ z € X, tel que 3 une suite (t,) C R telle que lim t, = oo, et
n—oo
lim f(t,)=z }.
n—oo
D={ z € X, tel que 3 une suite (t,) C R telle que que lim t, =oo, et
n—oo
T fp(tn) =2 }.

On a lim f(t,) = x si et si seulement si lim f,,(t,) = x, d’ot B=D, on
n—oo n—oo

note aussi que B C {f(t) :t € R}, et { fop(t) :t €R } C D, en effet

fop(t) est presque périodique, soit donc €, = % et soit 7, € [n,n + 1] un
nombre qui correspond a %—tmnslatwn pour fpp.

Vig €R, onall fpp(to+ ) — fop(to) ||< %, de plus 7, > n d’ot ty+7, — 0.

En conclusion :
{fop@):teR}yCc D = BcC{f(t): :teR}
D’ou,

{fop(t) -t e R} C{f(t) : t € R}.

18
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-(¢c) :

Notons le rang de f par Ry, le rang de f,, par Ry, et le rang de fc, par Ry, -
On sait que le Ry, est précompact, de plus Ry, est précompact, en effet, soit
(t.)C R.

Si (t,) est borné, 3 (t,,) — to, comme fe, est continue alors,

fCo (tnk) — fCO (to)'

Si t, — oo alors on sait déja que fo,(t,) — 0.
Finalement Ry C Ry, +Ry,, est précompact.

Proposition 1.3.4. soit fet g € APP(R,X) et Q € APP(R,X) et soit c un
nombre complexe :

* c.f€ APP(R,X).

* f+g € APP(R,X).

* f.Q € APP(R,X).

* t—f(t+a)e APP(R,X), Va € R.

Preuve. Les deux premieres propriétés sont évidente car :
si f€ APP(R,X), avec f=f,p+fc, et en multipliant cette équation par ¢, on
aura c.f=c.fpp+c.fe, d’ot c.f € APP(R,X).

Maintenant st on pose :

f = fpp+fC’o et g :gpp_l_gCoa
alors,
f+9=fop+ 9w) + (foo + 900),

d’ot f+g € APP(R,X).
Pour la troisiéme propriété il suffit de prendre f = fp,+ fc, et Q = Qpp+Qcy,
cela implique que :

Qf = Qpp~fpp + (Qpp-fCo + QCo-fpp + QCo'fCo)'

La fonction Qup.fpp est presque périodique, et puisqu’on a Qup(t) et fup(t)
sont bornées sur R, on voit que : tlim Qpp-foo + Qcy-fop + Qcy-fo, =0, alors
—00

f.Q € APPR,X).
Pour la derniere propriété, c’est simple de voir que la translaté d’une fonction
asymptotiquement presque périodique [’est ausst.
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Proposition 1.3.5. Si {f,}nen € APP(R,X) telle que f, converge unifor-
mément vers f c-a-d
T || o= f =0,

alors f € APP(R,X).

Proposition 1.3.6. L’espace APP(R,X) est un espace de Banach muni de
la norme suivante :

IS lapp=sup || fop(t) | +sup [} foo (£) [I -
teR teR

Preuve. Pour montrer que l’espace APP(R,X) muni de la norme || . ||app
est un espace de Banach il suffit de vérifier que la || . ||app €t équivalente a
I oo -

Soit f € APP(R,X) alors d’apres la propositiorl.3.4 on a :
f(t) = fpp(t) + fco(t)a

On sait que
sup || fyp(t) [|< sup || f(2) || (1.6)
teR teR

et cela est du au fait que

{fpp(t):t e R} C{f(t) :t € R}.

Maintenant
| f lleo <I[ f [lapP
= sup || fop(t) || +sup || fpp(t) — f(2) |
teR teR
<sup || f() || +sup || f(t) || +sup || £(?) ||
teR teR teR
=3 || f lloos
d’on

| f ool f lapp< 3. (| f llo -

donc les deuxr normes sont équivalentes.
Finalement ’espace APP(R,X) muni de la norme || . ||app est un espace de
Banach.

20



1.3. LES FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE
PERIODIQUES

1.3.2 Théorémes de Composition

Avant de donner le théoréme de composition nous avons besoin de définir
la notion d’asymptotique presque périodicité pour une fonction F a para-
métre.

Définition 1.3.2. Une fonction continue F: R x X — X, (t,z) — F(t,x)
est dite asymptotiquement presque périodique par rapport a t et uniformé-
ment par rapport auxr sous-ensembles compacts de X, lorsque : Ve >0,V K
compact, il existe un M(e)>0 t.q

T(F,K,e) ={r e R:supsup | F(t+ 7,2) — F(t,x) || <,

teR xeK

[t 1t+7[> M)},

est relativement dense dans R.
L’ensemble de telles fonctions est noté APP(R x X, X).

Remarque 1.3.2.
1. Notons par Uespace Co(R x X, X ) :

CoRx X, X)={¥V:Rx X — X, telle que :
lim sup|| ¥U(¢t,z) || =0, VK compact dans X}.

[t|—=o0 ze K
Alors toute fonction F : R x X — X asymptotiquement presque
pértodique admet une décomposition unique, comme suit F=H+G tel
que He PPR x X, X) et G € Co(Rx X, X).
2. F€ APPR x X, X) si et seulement si :
— Vx € X, F(.,z) est asymptotiquement presque périodique.
— F est uniformément continue sur les compacts de X, uniformément
en t.

Théoréme 1.3.1. Soit F R x X — X, (t,x)— F(t,x) t.qV z¢ X, F(.,x)
est asymptotiquement presque périodique. Posons F=H+G tels que ¥V z€ X,
H(.,z) € PPR,X) et G(.,z) € Co(R,X) avec H et G sont lipschitziennes
en x, uniformément par rapport a t€ R, c-a-d il existe deux constantes Ly,
Lo >0, telle que

Il H(t,x) = H({ty) < Lollz—yl, Ve,yeX, VieR,

et
|Gt 2) =Gty IS L |z -y, Ve,yeX, VEeR,

Si f e APP(R, X) alors la fonction I définie par I'(.)= F(.,f(.)) appartient a
APP(R, X).
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Preuve. Posons f=h+g, tel que h € PP(R,X) et g € Co(R, X ).
Maintenant

F(t, f(t) = H(t, h(t)) + [F(¢, f(t) — H(t, h(t))]
= H(t, h(t)) + [H(, f(t)) — H(t, (1) + G(, f(2))]-
En utilisant le théoremd1.2.9, t— H(t,h(t)) est presque périodique.
Du fait que l’ensemble des valeurs de f est relativement compact et G €
CoR x X, X ) on aura aussi t— G(t,f(t)) € Co(R, X ).
1l nous reste de montrer que

H(t.f(t))-H(t,h(t)) € Co(R, X).

Puisque g € Co(R, X ),c-a-d pour tout € > 0, il existe un A>0 tel que pour
tout [t [> A onal g(t) ||< £ pour.
Le fait que H est lipschitzienne on aura :

1 H(t, f(t) = Ht, k() |< Lo || f(8) = h(2) = Ly || 9(2) <€,

Alors
[H(t, f(t)) — H(t,h(1))] € Co(R, X).

Donc t—F(t, f(t)) est asymptotiquement presque périodique.
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1.4 L’Equi-asymptotique presque périodicité

Maintenant nous allons introduire la notion de I’équi-asymptotique presque
périodicité. cette notion permet d’énoncer un résultat fondamental de com-
pacité dans lespace APP(R X).

Définition 1.4.1. Un ensemble FC C(R, X) est dit équi-asymptotique
presque périodique :
Si Ve > 0,3 une constante M(e)>0 tel que I’ ensemble :

T(Fe)={reR: sup | ft+7)—f(t) || <e, tel que

[ t],|t+7|>Me),Vf € F},

est relativement dense dans R.

Théoréme 1.4.1. [11] Soit F C APP(R,X), alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. F est précompact dans APP(R,X).
2. F satisfait les trois propriétés suivantes :
(a) : Pour tout t € R, {f(t): f € F} est précompact dans X.

(b) : F est équi-uniformément continue.

(c) : F est équi-asymptotiquement presque périodique.
3. G est précompact dans PP(R,X), et H est précompact dans Co(R, X),
o :

G={fw(t): fEF} e H={f,(t):[eF}
Preuve. Nous allons diviser la démonstrations en trois étapes :
* Etape(1) : démontrer que (1)=> (2) :
Soit F précompact dans APP(R,X), alors pour toutt € R, {f(t): f € F}

est précompact dans X, d’ou (a).
Comme F est précompact dans APP(R,X), soit ¢ >0, El{fi}le telle

k
que FC U B(fi, %),

L’équi-uniforme continuité de {fl}f;l nous donne,
Jo(e)=0tq [t—ta][<o=| fi(tr) — fi(t2) I< §7 Vi=1,k.
Soit maintenant f € F, 3 un ig € {1,k} t.q

170 = fu®) < 5, Y ER
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On choisit ty et ty arbitrairement tels que | t; — to |< o,

| f(t1) = f(t2) | <I| f(t2) = fio(t1) | + 1 fio(t2) = fio (£2) ||
+ || fio(ta) — f(t2) ||

<E+€+€_
37373 ¢

d’ot Iéqui-uniforme continuité de F, c-a-d (b).
Montrons I’équi-asymtotique presque périodicité de F :
Puisque F est précompact dans APP(R,X), il existe {fi}}_, tel que F

k
- ing(fi, 3)

{f,»}i-"’:1 est équi-asymptotiquement presque périodique,
c-a-d Ve > 0,3M(e), Jl(e) =1 t.q Va € R, I7 € [a,a + | vérifiant

I fit+7) = fult) lI<

VteR, |[t], |[t+7[> M), Vi=1k
Maintenant soit f € F, il existe un ig € {1,k} t.q

| 70) = Fult) 1< 5, VE€R

€
o)

- (1.7)

alors,

[ f(E+7)=f@) N <I fE+7) = fiot+7) [ + | fio(t+7) = fir (8] ]
+ I fio () = f() ]

<€+€+€_
373737 ¢

d’ou I’équi-asymptotique presque périodicité de F.

* Etape(2) : montrer que (2)= (3) :
Puisque on travaille sur des espaces complels la précompacité est équi-
valente a la relative compacité, soit donc {g,}>>, C G,V n, 3 f, € F,
et h, € H, telle que f, = gn+hy, d’apres (a) et (b), et en appliquant le
théoréme d’Arzela-Ascoli (voir annexe), en choisissant une suite
diagonale, on peut extraire une sous suite { f,}22, qu’on va noter tou-
Jours par { fn}>2, telle que {fn(t)}2, est uniformément convergente
sur chaque compact de R.
Puisque {f,}22, est équi-asymptotiquement presque périodique
Ve >0, 3 l(e) et M(e)>0, tel que pour tout t€ R avec | t |> M(e), il
va exister un T tel que :

Te[M(e)+1—t;M(e)+1—t+1(e)],
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qui satisfait :
€
H fn(t+7—) - fn(t) H< §;
pour tout ne N, notons que {f,(t)}5°, est uniformément convergente
sur [—M(e) —1—1(e); M(e) + 1+ 1(€)], et pour tout € > 0, 3 Ne N tel
que pour m >n > N on a

(1.8)

€
en lient (1.8) et (1.9), pour tout m > n > N et t€ R avec | t |> M(e),

on a :

| () = Su(8) || I frn () = St +7) ||
A fm(t+7) = fult +7) |+ 1 fu(t) = fult+7) |
< €.

D’apres la derniére inégalité et on aura la convergence uniforme
sur R de la suite {f,,(t)}>2 .
Maintenant on sait que :

{gm(t) = gn(t) - t € R} C {fm(t) — fult) - € R},

alors pour tout mn € N, {g,(t)}>°, est uniformément convergente
sur R, c’est a dire {g,}22, converge dans PP(R,X), donc G est pré-
compact dans PP(R,X), de plus F est précompact cela va impliquer
que H est ausst précompact.

% FEtape(3) : montrer que (3)=(1) :
G est précompact dans PP(R,X) et H est précompact dans Co(R, X).
D’aprés la propositionl.3.2, la somme directe de G et H va nous don-
ner un ensemble F qui est précompact dans APP(R,X).

Remarque. Le théoremdl.4.1] est une extension du théoréme pour les
sous ensembles de PP(R, X).

Théoréme 1.4.2. Les deux propriélés suivantes sont équivalentes :
1. F est équi-asymptotiquement presque périodique.

2. G est équi-presque périodique et H est équi-Cy, ot
G={fplt): fEF} et H={f,t):feF}
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Preuve. la preuve de (2) a (1) est directe.

En effet, d’apres la définition de ’équi-presque périodicité de G et 'équi-Cy
de H on aura :

Ve >0, 3, YaeR, I € [a,a+1],

avec : .
Il fop(t +7) = fp®) [I< 5 Vfup €6 (1.10)
Et,
Ve >0, dM(e) >0, t.q |t|> M(e) on aura
€
I fen(®) lI< 5, Vfeo € H. (1.11)
D’apres la proposition1.3.3, on a :
f = fpp + fCo)

Soit f € F, Ve > 0, de et 3 une constante M(e)>0

[ fE+7)= @) | =l fop+T7) + feo(t+ 7)) = (fu(t) + feo (D)) |l
< fop(t 4+ 7) = fop(®) | + || feo(E+7) = foo () |l
<l fpp(t+7) - fpp(t) |+l feo®+7) | + [ foo () |

€ € €
< 3 + 3 + 3= €,

V|t|> M et|t+T|> Me), dou f est asymptotiquement presque

périodique, alors F est équi-asymptlotiquement presque périodique.

Maintenant nous allons démontrer que (1)=(2) :

Puisque F est équi-asymptotiquement presque périodique, pour tout ke N,

My, > 0, et un ensemble relativement dense noté T(F,k)C R tel que

1
FfE+7) = f@O) l< 4 (1.12)
pour tout f € F, t € R, avec |t | >My et 7 € T(F,k), et |t +71 | >My. De
plus ¥V f € FC APP(R,X), notons que f est uniformément continue, alors
3 ol >0 telle que

| £t) — F(t) 1< 2

- (1.13)

pour tout t1, ty € R, avec |t —ty |< a,’:.
Maintenant, pour tout t € R et k€ N, on choisit 71, € T(F,k) avec

|t + 7L | >Mj, et aussi, on note que

gl(t)=ft+7), VteR, VkeN, VfeF
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Dans la suite la démonstration sera faite en 8 étapes.
Etape (1) :
Pour tout f € F alors

I gh(t2)  gf(e2) 1< +- (1.14)

En effet, soit t1, to € R, avec | t; —t5 |< 0,{, par et on a :

1 gf(t) = gl(t2) | =1l f(ts+70) = flt2 +72) |
<|fti+mt) = flta+ 7t +7) |
Hl ft+ 7t +7) = flt2+ 70 +7) |l
+ flla+ 7 +7) = flta+7) |
+ flt2+7) = flt2 + 77 +7) |l

(

D
| flta 72+ 7) = flta 7)< 5

avec T € T(F, k) et satisfait que :
min{tl—i—T,il—i—T, tg—f—T]il-f—T, ta+7, to+T, 2l > M.

D’ou l"uniforme continuité de g,{ pour tout t € R.
Etape (2) :
Pour tout k€ N on a :

5

lgi(t+7) = gl(t) || < T (1.15)

En effet, soit fe F, t € R, et 7 € T(F,k), en utilisant {1.13), on a
lgtt+7) = gi(®) | =)l ft+7+77) = fE+7) |l
<|fE+7+7) = ft+r+nT )|
HIfE+T+77 7)) = [+ o +7) |l
HIfE+ 7T+ = fE+ ) |l
I fE+T) = fE+ T+ )l
5)
I+ +7) = fE+m) 1< 4
ou 7' € T(F,k) qui satisfait que :

min{t + 7+ 77 +7, t+777+7, t+7, t+71+7}> M

d’ou la presque périodicité de g,’;.
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Etape (3) :
Pour tout ne N on a,

I ghy(t+7) — gl(t) 1< (1.16)

En effet, soit f € F, te R, et pour tout m, n € N avec m> n, sans perte de
généralité, on peut supposer que My1 > My, pour tout k € N, en utilisant

1.13), on a :

| g, (t+7) =gl &) | =Il f(t+70) — fE+750) |
<|| flt+7,) = ft+7,+7) |
| fE+TE +7) = flt T T |
+ | fE+7 +T+T) - fE+T+ 1)
I fE+7 1) = ft+7) |l
1 1 1 1 4
to =

n n n n

ouTt € T(F,k) qui satisfait que :
min{t +7 417, t+7,+TL+T, t+TH+T.}> M,

Dot gl est une suite de Cauchy.
Etape (4) :
Soit
g/ (t) = lim ¢g/(t), VteR, VfeF

n—o0

d’apres létape (3) on sait que pour tout f € F, g/ est bien définie, de plus
pour tout n € N, on a

1o/ (t)~ gl < . (117)

pour tout f€ F, t e R et n € N.
Etape (5) :
pour tout fe F, g/ est uniformément continue sur R.

En effet, d’apres et (1.17), on a :

I g/ (t1) — g (t2) || <[l ¢’ (t1) — gl (1) ||
+ | (gh(t) — gl (k) |

+ || gL(t2) — gl (ta) |
4 5 4 13
_|_ _

)

n n n n
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pour tout n € N et t1,to € R avec | t; —ty |[< ol.

Etape (6) :
Pour tout f € F, {g'};er est équi-presque périodique.

En effet, d’apres et et pour tout n€ N on obtient :

g (t+7) =g’ () | <l g’ (t+7) = gl(t+7) |
+ | (gt +7)—gl(t) |

+ 1 gn(t) =g’ (t) |l
4 5 4 13

<—4-+-==
n n

)

n n

pour tout fe F, et 7 € T(F,n), et t€ R. Alors {g'}scr est équi-presque pé-
riodique.

Etape (7) :

{h'}er est équi-Co, ou b (t) = f(t) — g’ (t) pour tout f€ F, et t € R.
En effet, par Uétape (5), b/ € C(R, X) pour tout fe F, et pour tout n€ N,
et d’apres et d’apres la définition de 7., on a :

A7 @) lI=I1 () —g" (@) | <[ () — g () |
+ 11 gh(t) — g’ (1) |

4
<l () = Fa+70) I+
1 4 5

9

n n n

pour tout f € F, t€ R, avec | t |> M,. donc {h'};cr est équi-Cy.

Etape (8) :
D’apres les étapes qui précédent on a
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Chapitre 2

Solution asymptotiquement
presque périodique pour une
classe d’équations intégrales

De divers problémes classiques dans la théorie des équations différentielles
(ordinaires ou partielles) conduisent & des équations intégrales, divers pro-
blémes liés aux sciences appliquées sont favorables aux équations intégrales
d’une maniére naturelle, ces équations sont des outils mathématiques com-
pétents dans la modélisation de nombreux phénoménes.

Pour une lecture compléte, le lecteur pourra consulter les ouvrages [5], [3].
Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux solutions asymptotiquement
presque périodique de I'équation intégrale suivante :

o(t) = Zfi(t,x(t))./R ki(t,s)gi(s, x(s))ds, teR, (2.1)

Vi=l.n, f;,9;,k : R xR — R des fonctions qui vont satisfaire quelques
conditions que nous allons citer par la suite.

Il faut aussi mentionner que des études ont été faite pour obtenir ’existence
des solutions périodiques et presque périodique pour les équations intégrales
non linéaire, pour une lecture plus précise on fait référence a [18], [7].

2.1 Un théoréme de point fixe dans 1’algébre
de Banach

Avant d’établir le théoréme d’existence d’une solution asymptotiquement
presque périodique, nous allons énoncer un théoréme du point fixe dans I’al-
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2.1. UN THEOREME DE POINT FIXE DANS ’ALGEBRE DE
BANACH

gébre de Banach qui est une adaptation du théoréme.2.1 cité dans [6] pour
les opérateurs de la forme

['(x) = Z A;x Bz,
i=1

avec A; et B; des opérateurs a valeurs dans un espace de Banach.

Théoréme 2.1.1. soit n un entier positif, et C un sous espace fermé, borné,
convexe d’un espace de Banach X, on suppose que les opérateurs A; : X — X
et B; : C — X avec i = 1,n satisfont les propriétés suivantes :

(a) : Pour chaque i € {1,2,...n}, 3 L; > 0 tel que :

| Az — Ay IS Lif|z -yl VoyelX
(b) : Pour chaque i € {1,2,..,n}, B; est continue et B;(C) est précompact.
(c) : Pour chaque y € C, x =" | AjxByy implique que z€C.

alorsT(x) =z =" | AjxB;x a une solution & condition que Y, L;M; < 1

ot M; = sup || Bz ||, pour i= 1,n.
zeC

Preuve. On cherche le point fixe de 'opérateur :
['(x) = i A;xB;x.
i=1
Soit y € C, et soit Hy: X — X avec X un espace de Banach, tel que
H,(z) = iA,-xBiy, Vo e X,
i=1

H, est bien un opérateur contractant.
En effet

| Hy(z1) = Hy(xs) || =] Y A1 Biy = Y AwaBiy |
=1 i=1

< Z | (Asz1 Biy — AizoBiy) ||

i=1

< Z | (Aizy — Aizo) Biy ||

i=1

<Y (L M) || 2y — s |

i=1
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2.1. UN THEOREME DE POINT FIXE DANS ’ALGEBRE DE
BANACH

Alors, 3 a > 0, avec a = ZLiMi < 1, tel que :

=1
H Hy($1) — Hy<.’L’2) H< H 1 — X9 ”, Vxl,xg € X. (22)

D’apres et le fait que H, : X — X, il existe bien un unique point fize
x* € X tel que :

Hy(z")=2" = Z A;z* Byy.
i=1
D’apres (¢) du théoremel2.1.1 x* € C.
Maintenant soit N : C' — X, tel que
Ny = z,
ot z€ X est l'unique solution de l’équation :
i=1

On veut montrer que N est un opérateur continu sur C, soit alors {y, }nen
une suite dans C qui converge vers v, le fait que C est fermé, y est dans C,

| Ny, = Ny || =|l ZAiNynBiyn - ZAz‘Nsz‘y |
1=1 1=1

<> (I AiNy, Biyn — AiN,Bys || + || AiN,Biyn — AiN,Byy |))
i=1

<Y (AN, — AN 1 Bay | + 1 AiNy |l v = |l
i=1

< D (L) | Ny, = Ny |+ 1 Ay (1l g — w11,

i=1
donc

limsup [| Ny, — N, || <) (LiM;) limsup || Ny, — N, ||

i=1

+ ) I AN, [[limsup ||y —y ],

i=1
d’apres cette inégalité, on déduit que :

lim|| N, — N, || =0,
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2.1. UN THEOREME DE POINT FIXE DANS ’ALGEBRE DE
BANACH

d’ou la continuité de N sur C.
Maintenant on veut montrer que N est un opérateur compact sur C.
Pour tout z € C etVi=1,nona:

| Aiz || <[| Aia || + [| Aiz — Asa ||
<[ Aia || +Li || z = a ||
S Ci,

ot ¢; =|| Asa || +Lidiam(C) pour un a fizé dans C.
Soit € > 0, d’apreés (b) B; est complétement continu et B;(C') est totalement
borné, alors il existe Y={y1,...,yn} dans C tel que :

B(C) € 0 Bw;.0).

1o

avec w; = B;(y;) et o = (#)6 et f(w;, o) est une boule ouverte de centre
w; et de rayon o.

Alors pour tout ye C, il existe un y, € Y tel que :

L LM,

| Biyr — By [|< ( )€

)

On a ausst

| Ny = Ny, || < Z | AizBiy — Aizi By, ||
i=1

< Z(H AizBiy — AizeBiy || + || AizuBiy — Aize Biyi |)
i=1

<D (1 Az = Az | Bay || + Il Asze Il Biy — Bie )

i=1
<D LM |z =z |l + ) I Az Il Biy — Bae Il
i=1 i=1

cela va tmpliquer que

I Ny = Ny 1 <> Lidi || Ny = Ny ||+ > |l Az [l Biy — B |,

i=1 i=1
et

n

(1= 3" Lidy) | Ny = Ny | <371 Az [l Biy — Bie |

i=1 =1

33



2.2, THEOREME D’EXISTENCE

d’on
n

1

z (ci | Biy — Biyx II)
(1 - Zz’:l LiMi) ;
< | §- o Ll
T (1= LiMy) = e

< €,

[ Ny = Ny, || <

)e

et donc pour tout ye C on aura :
N(C) C U B(z,e),
j:

avec z; = N,,, comme résultat N(C)est totalement borné. N est continu et N
un opérateur compact sur C, d’aprés le théoréme du point fize de Schauder
(voir anneze), N a un point fize dans C, et d’aprés la définition de N :

x =Nz = zn:AiNmBix,

=1

Vopérateur I'(x) a une solution dans C.

2.2 Théoréme d’existence

Maintenant nous allons présenter le théoréme d’existence d’une solution
asymptotiquement presque périodique pour I’équation intégral (2.1)).

Théoréme 2.2.1. Soit p > 1 et % —l—% = 1. Supposons que les propriétés
sutvantes sont vérifiées :
H1 : Pour tout i€ {1,2,..,n} et pour tout z€ R, f;i(.,x) € APP(R). f; est
lipschitzienne par rapport a x, Vt € R.
C-a-d il existe une constante L; > 0 telle que :

H2 : Pour tout i€ {1,2,..,n}, g;(t,x)est LP-Carathéodory c-i-d g;(.,x)
est mesurable pour tout € R, et g;(t,.) est continue pour presque tout
t € R, et pour tout r>0, il existe une fonction u; € LP(R) telle que
| gi(t,x) |< ui(t) pour tout x telle que | x |< r et pour presque pour
tout te R.
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2.2, THEOREME D’EXISTENCE

H3 : Pour tout i€ {1,2,..,n}, K;" € APP(R,LIY(R)) ou [K;*(t)](s) =
k(t,s), ¥V t,se R.

HY : Il existe une constante ro > 0 telle que

ST LK | i < L. (2.3)

i=1
ot K; =sup || K;*(t) ||4; et
teR

n

[ sup | filt,x) | K || wi° llp] <7, ¥Vr > (2.4)

i—1 tER|z|<r

Alors admet une solution asymptotiquement presque périodique.

Preuve. Pour tout i€ {1,2,....,n} on note

(Aix)(t) = fi(t,z(t)), =€ APP(R), teR,

(Bix)(t) = /Rk;i(t, s)gi(s,xz(s))ds, x € APP(R), teR.

Maintenant on montre que A;, B; sont des applications de APP(R) dans

APP(R).
Fizons un v€ APP(R), en utilisant H1 et d’apres le théorémell.3.1, on aura

que A;x € APP(R) .
Par Uhypothése H2, et pour r =|| = ||appm), soit t1, ts € R on a :

| Bir(t) = Baalta) | =1 [ Fattr, 9o, a(6))ds = [ Filtacs)ou(s (s))ds |
/ | Kt )gi(5, 2(5)) — Ki(ta, $)gi(s, 2(5) | ds

A | (Ri(ty, s) — kilta, 5))gi(s, (s)) | ds

< [ | (hilts, s) — Kilta, $))ud 477 | ds
R

. . e
<IF K (t) = K (t2) g - Fu 7 -

)

Alors

| Bia(ty) — Bia(ts) |<|| K" (t) — K (t2) [lg - | al177@ ), . (2.5)

(2
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2.2, THEOREME D’EXISTENCE

D’aprés et le fait que K;* € APP(R,LY(R)), on conclu que B;x €
APP(R).

Soit C={x € APP(R), | z||< 70}, ot ro est une constante de I’hypothése
H/, on voit que C n’est pas vide, fermé, convezxe et borné dans APP(R).
D’apres Uhypothese HI1, pour tout i€ {1,2,....,n},

| Aix = Ay [[< Li [fz =y | Yo,y € X,

d’ot (a) du théoremd2.1.1] est satisfaite.

Nous allons montrer que (b) du théoremd2.1.1] est satisfaite :
Premiéerement nous allons montrer que B; est continu :

Soit x;, — = dans APP(R), alors Vt € R :

| Bizy(t) — Biz(t) | =| /Rk:i(t, $)gi(s, x(s))ds — /Rk‘i(t, $)gi(s,x(s))ds |
< /R | [ (0)](s) (g (s, () — gi(s, 2(s))) | ds

< FES@) Mloll (o wn() = gi( ()
< sup | K () llgll giC- 24 () = g, 2 () Ml

Alors

| Bizg(t) — Biz(t) |< K; || gi( 2e(1) — gi( (1) |l
avec g;(t,.) est continue pour tout t € R, en ulilisant le théoréme de
convergence dominée de Lebesg'u,eﬂ on conclut que B;x, — B;x dans

APP(R). Alors B; est continu.
Par un calcul direct on obtiendra :

| Bix(t) |< K; | u° ||,, VteR, Vzed,

ce qui veut dire que B;(C) est uniformément borné, d’ou YVt € R, l'en-
semble
{Biz(t), v € C}

, est borné dans R, d’ou il est précompact.

Et d’apres (2.5)),

pour tout ty, to € R: on a

| Biw(ty) — Baw(ta) |<|| K" (t) — Ki*(t2) |lg - | 15° [l

1

1. soit (f,) une suite dans L', s’il existe une fonction h(x) intégrable telle | f,(z) |<
h(z) pour tout n€ N, et si f,, — f u-pp alors fe L' et || f, — f ||z1— 0 quand n— oo.
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2.2, THEOREME D’EXISTENCE

B;i(C) est équi-asymptotiquement presque périodique car :

YV i=1..n on a K;* est asymptotiquement presque périodique, et si T est une
€

——translation et sachant que (;° est p-intégrable et en supposant que

To

| pi® ||,=ro alors :

* * r €
| Bix(t + 1) — Bax(t) |<[| Ki*(t +7) — K" (t) |lg - || i |l < =6

€

done toute ——translation de K;* est une e-translation de B;, alors B;(C)
To

est équi-asymptotiquement presque périodique.

B;(C) est équi-uniformément continu car :

Vi=1....n on a K;" est uniformément continue, c-a-d

Vﬁlzi >O,E|O'(€,) = 0, \V/tl,tg |t1—t2 |§O’:| KZ*(tl)—KZ*(tg) |§ 6/,
To

et le fait que 1i° est p-intégrable et en supposant que || pu;° ||,= ro Alors :
. €
| Biz(t) — Bie(ta) ||| Ko (t1) = Ki*(t2) [l - | 1i° llp < —ro = e
0

et d’apres le théoremdl.4.1] on déduit que B;(C) est précompact dans APP(R).
Maintenant, vérifions que la propriété (c) du théorém est satisfaite.
Soitye C, et x =) Ax.Byy, On suppose que = n'est pas dans C, c-a-d
| © ||> ro. D’apres on obtient :

n

Iz |=) Y Aw.BylI< Z[Stgﬂgl Jilt,x (@) | K || i ] <ro <[l ],

i=1 i=1
qui est une contradiction, d’ou z€ C et d’apres on a :

n

D_(LiMi) =3 Lisup || B |[< ) LidGi || Jlp< 1.
i=1 re

=1 i=1

Donc toutes les propriétés du théoréme ont satisfaites. L ’opérateur x =
Yo Ay Bix admet une solution dans APP(R) ; c-a-d équation (2.1)) a une
solution asymptoliquement presque périodique.

Maintenant nous allons donner un exemple qui vas illustrer le théoréme

221
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2.2, THEOREME D’EXISTENCE

Exemple 2. Soit n=1, p=1, g=0o0,

arctan z.(sin t 4 sin(mt) + e+

fl(tvx) = 10 )

(t.2) z sin(ze’”)
r) = ———
g1\, 4(1 +t2) )

1 2
1+ t2>'e '
Ve € R, fi(.,z) € APP(R) car fi s’écrit comme somme d’une fonction
presque périodique et une fonction continue telle que sa limite a l'infini tend
vers . De plus on a :

ki(t,s) = (sint + sin(v/2t) +

arctan z.(sint + sin(nt) + et
| Filtw) = filt.) | = it = s
arctan y.(sint + sin(nt) + e ") |
10
3
<| E(arctanm — arctany |

3

on sait que (H1) est satisfaite avec Ly = 10, et (H2) est aussi satisfaite pour :
r

c-a-d gi(t,z) est L*-Carathéodory est de plus,

x sin(ze’”)
4(1 4+ t?)
<) |
4(1 4 t?)
<) |
4(1+¢2)
(H3) est aussi satisfaite, c-a-d K;* est asymptotiquement presque périodique
car elle s’écrit sous forme d’une somme de deuz fonction : l'une est presque
périodique et Uautre est ergodique, avec ky = sup || K;*(t) || < 3.
teR

| g1t ) | =

De plus par un calcul direct on peut montrer que (Hj) est satisfaite pour
ro = 1. En effet
1

) 3
Lyky || i llp = 5-3-m <1
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2.2, THEOREME D’EXISTENCE

Alors

sup | fult,x) | Ky || py llp <7y Vr > 1
teR,|z|<r

Par le théoreme I’équation intégrale :
o) = Filt.0). | balt,ou(s(s))ds, ¢ B,
R

admet une solution asymptotiquement presque périodique.
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Conclusion

Dans se manuscrit nous avons montrer le role important de I’équi-asymptotique
presque périodicité pour la recherche d’une solution asymptotiquement presque
périodique pour une classe d’équations intégrales, citons qu’il y’a peu de pu-
blication concernant notre théme, c’est la raison qui nous a motivé a déve-
lopper larticle [11].
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Annexe

Dans toute la suite, (X, || . ||) est un espace de Banach.

Théoréme. (Arzela Ascoli)

Soit K un compact de R. Un sous ensemble F C C(K,X) est relativement
compact ssi I est équi-continu et Vt € R l'ensemble {f(t), f € F'} est pré-
compact dans X.

Définition. Un opérateur T : X — X est dit totalement borné si pour tout
sous ensemble borné S de X, l’ensemble T(S) est totalement borné dans X.

Définition. Un opérateur T : X — X est dit complétement continu s’il
est totalement borné et continu.

Définition. Un opérateur T :(X, || . ||)= (X, || . ||) est lipschitzien s’il
existe une constante L>0 telle que :

[Tz =Ty ||[< L. lz—y].
St L<1, Uopérateur T est contractant.

Théoréme. (Point fize de Banach)
Soit T : X — X un opérateur contractant, alors T admet un unique point
fire z € X.

Théoréme. (Point fire de Schauder)

Soit C un sous ensemble non vide conveze et fermé de X, et supposons que
T:C — C est un opérateur continu tel que T(C) est relativement compact.
Alors T admet un point fize.
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