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Introduction générale

La modélisation mathématique de certains problèmes naturels conduit
généralement à des modèles qui sont continus ou discrets. Ils sont présentés
par des équations di�érentielles, des équations aux dérivées partielles, ou par
des équations intégrales.
De nombreux phénomènes ou signaux aléatoires présentent des propriétés de
périodicité dues souvent à leur mode de production (machines rotatives, os-
cillateurs...). Il existe plusieurs domaines d'applications, notamment en éco-
nomie, physique, médecine, biologie, écologie,.. etc. Cette périodicité, tem-
porelle ou spatiale, peut être détectée à partir de l'observation directe de la
série des données, ou elle peut être cachée dans sa structure, mais la plus part
des séries qui modélise certains phénomènes, ont un comportement presque
périodique ou asymptotiquement presque périodique.

La presque périodicité a été introduite pour la première fois en 1923
par le mathématicien Harald Bohr 1, son idée était simple et claire mais
pas maniable, dans sa première publication il se concerna sur les fonctions
continues à valeurs dans un un espace vectoriel complexe, par la suite c'est
S.Bochner 2 qui a étendu cette notion au cas des fonctions à valeurs dans
un espace de Banach de dimension �ni ou in�ni, donna une autre dé�nition
de la presque périodicité équivalente à celle de Harald Bohr. Cette dernière
à fournit un moyen plus simple pour démontrer certains résultats.

Il faut aussi mentionner les noms de S.Stepanov, A.Besicovitch, H.Weyl,
J.Favard, J.Von Neumann, et pleins d'autres mathématiciens qui ont contri-
bué au développement de cette théorie.

En 1941, Fréchet à introduit l'asymptotique presque périodicité, une
généralisation de la presque périodicité, des fonctions continues sur R et qui

1. Né le 22 avril 1887 à Copenhague, Danemark et mort le 22 janvier 1951 à Copen-
hague.

2. Né le 20 aout 1899 à Houston et mort le 2 mai 1982 à Houston.
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Introduction générale

ont un comportement presque périodique à partir d'un certain rang.
A. Precupanu [20], W. H. Summer, W. M. Ruess [21] et E. Vesentini [22] ont
généralisé cette notion aux cas des fonctions à valeurs dans un espace abs-
trait. Par la suite beaucoup de chercheurs se sont intéressés à la recherche des
solutions asymptotiquement presque périodiques pour les équations di�éren-
tielles et intégrales, citons A. M. Fink [12], C. Cordenuanu[[4]], S. Zaidman
[25] et H. R. Henriquez [14] , [15].

Dans ce manuscrit nous allons nous intéresser à la recherche des so-
lutions asymptotiquement presque périodique des équations intégrales déve-
loppé dans l'article [11], nous allons introduire la notion de l'équi-asymptotique
presque périodicité qui va jouer un rôle important pour l'obtention d'un théo-
rème d'existence d'une solution asymptotiquement presque périodique.

Ce mémoire est divisé en deux chapitres :

Le premier chapitre est consacré à l'introduction des notions néces-
saires pour la compréhension théorique des fonctions presque périodiques et
asymptotiquement presque périodiques.
Le noyau principale de ce chapitre est l'équi-asymptotique presque périodi-
cité.

Le deuxième chapitre est consacré au problème d'existence des solutions
asymptotiquement presque périodiques pour une certaine classe d'équations
intégrales. Le résultat sera illustré par un exemple d'application.

À la �n de ce mémoire nous avons mis une partie annexe où nous avons
rappelé quelques résultats importants de l'analyse fonctionnelle.
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Chapitre 1

Les fonctions asymptotiquement

presque périodiques

Dans ce chapitre, nous ferons une petite synthèse des propriétés fonda-
mentales des fonctions presque périodiques et asymptotiquement presque pé-
riodiques à valeurs dans un espace de Banach. Des résultats de composition
ainsi qu'un critère de compacité dans l'espace des fonctions asymptotique-
ment presque périodiques seront énoncés.
Commençons par un rappel de quelques notions de bases dans les espaces de
Banach, dont on aura besoin dans la suite de ce document (voir [17], [23],
[10]).

1.1 Préliminaires

Notons par (X, ‖ . ‖) un espace vectoriel normé.

1.1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.1. Une suite de vecteurs (xn) de X est dite de Cauchy, si
pour tout ε > 0, ∃ nε ∈ N tel que m,n > nε, on a

‖ xn − xm ‖< ε.

Proposition 1.1.1. Si (xn) est une suite de Cauchy dans X, alors la suite
(‖ xn ‖)n∈N est convergente.

Dé�nition 1.1.2. Un espace vectoriel normé X est dit de Banach si toute
suite de Cauchy est convergente dans X.
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1.1. PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.1.3. Un sous ensemble S de X est dit fermé, si toute suite
d'éléments de S convergente dans X, sa limite est aussi dans S.

Dé�nition 1.1.4. Soit S un sous ensemble de X, alors la fermeture de S
noté par S est l'ensemble {x ∈ X : ∃(xn) ⊆ S, xn → x}.

Dé�nition 1.1.5. Un sous ensemble S de X est dit dense dans X si S = X.

Dé�nition 1.1.6. S ⊂ X est dit relativement compact si son adhérence
S est compact.

Dé�nition 1.1.7. Un ensemble A est dit relativement dense dans R s'il
existe un l > 0 tel que A ∩ [l, l + a] 6= ∅, ∀a ∈ R.

Proposition 1.1.2. Un sous-espace S d'un espace de X est relativement
compact si de toute suite de S, on peut extraire une sous-suite qui converge
dans X.

Dé�nition 1.1.8. Un ensemble A ⊂ X est dit pré-compact si ∀ ε > 0 ∃
un recouvrement �ni de A par des boules de rayon ε.

1.1.2 Fonctions à valeurs dans un espace de Banach

Maintenant nous allons considérer des fonctions de I⊂ R à valeurs dans
un espace de Banach (X,‖ . ‖).

Dé�nition 1.1.9. Une fonction f est dite uniformément continue sur I
si
∀ε > 0,∃δ(ε) = δ, ∀t1, t2 ∈ I, on a | t1 − t2 |< δ ⇒ ‖ f(t1)− f(t2) ‖ < ε.

Proposition 1.1.3. Soit I = [a, b], alors C(I,X)={f : I → X, telle que f
est continue sur I } est un espace de Banach muni de la norme :

‖ f ‖C(I,X)= sup
t ∈ I
‖ f(t) ‖ = ‖ f ‖∞.

Proposition 1.1.4. L'ensemble CB(R, X)={f : R → X, telle que f est
continue et bornée sur R } est un espace de Banach muni de la norme :

‖ f ‖CB(R,X) = sup
t∈R
‖ f(t) ‖ = ‖ f ‖∞.

Dé�nition 1.1.10. Un ensemble F ⊂ C(R,X) est dit equi-continue si
∀ε > 0, ∀t0, ∃ δ(ε, t0) = δ avec | t− t0 |< δ ⇒ ‖ f(t)− f(t0) ‖ < ε, ∀f ∈ F.
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1.1. PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.1.11. Un ensemble F ⊂ C(R,X) est dit equi-uniformément
continue si
∀ε > 0, ∃ δ(ε) = δ avec | t1 − t2 |< δ ⇒ ‖ f(t1)− f(t2) ‖ < ε, ∀f ∈ F.

Dé�nition 1.1.12. Une suite (fn) est uniformément convergente vers f
si :

‖ fn − f ‖∞ → 0

quand n→∞.
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1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

1.2 Les fonctions presque périodiques

1.2.1 Dé�nitions et propriétés fondamentales

La notion de presque périodicité a été introduite par H.Bohr comme gé-
néralisation de la périodicité :

Dé�nition 1.2.1. (Presque périodicité au sens de Bohr) Une fonction conti-
nue f : R → X est dite presque périodique (pp) si :
∀ ε > 0, l'ensemble T(f,ε) est relativement dense dans R où :

T (f, ε) = {τ ∈ R : ‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ < ε,∀t ∈ R}.

Autrement dit, f est presque périodique si ∀ε > 0, ∃l(ε) = l tel que ∀a ∈ R,
T (f, ε) ∩ [a, a+ l] 6= ∅.

Remarque 1.2.1. L'ensemble T(f,ε) est appelé ensemble des ε−translation
ou ε−périodes de f.
L'ensemble des fonctions presque périodiques sera noté PP(R, X).
Exemple 1.

1. Toute fonction périodique continue est presque périodique, en e�et,
∀ε > 0, T(f, ε) contient l'ensemble des multiples de la période qui est
relativement dense dans R.

2. La fonction suivante est presque périodique mais pas périodique :(voir
[12])

f(x) = sin(x) + sin(
√

2x).
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1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

Maintenant nous allons énoncer quelques théorèmes importants.

Théorème 1.2.1. Toute fonction presque périodique f : R → X est bornée
dans X.

Preuve. Soit f une fonction presque périodique, et soit l = l(ε) le nombre
correspondant à ε = 1 dans la dé�nition d'une fonction presque périodique.
Sur l'intervalle [0, l] f est continue donc bornée 1.
Soit M > 0 telle que :

‖ f(t) ‖< M, ∀t ∈ [0; l]

Si on choisit t arbitrairement, alors l'intervalle [−t,−t+ l] contient au moins
un nombre de translation τ , correspond à ε = 1 et le fait que t + τ ∈ [0, l],
on aura :

‖ f(t) ‖ ≤ ‖ f(t+ τ)− f(t) ‖+ ‖ f(t+ τ) ‖ < 1 +M,

ce qui montre que f est bornée.

�

Théorème 1.2.2. Toute fonction presque périodique est uniformément conti-
nue sur R.

Preuve. Soit ε > 0 et l = l( ε
3
) le nombre correspondant à ε

3
dans la dé�nition

d'une fonction presque périodique.
Comme f est uniformément continue sur l'intervalle [0, 2 + l] 2, on aura :
∀ε > 0, ∃ 0 < δ < 1, tel que pour t′ et t′′ ∈ [0, 2 + l] avec | t′ − t′′ |< δ, on a
‖ f(t′)− f(t′′) ‖< ε

3
.

Maintenant soit t1 et t2 tels que | t1 − t2 |< δ, et soit τ une ε
3
-translation

de la fonction f tel que τ ∈ [−t1 + 1,−t1 + 1 + l], c-à-d −t1 + 1 < τ <
−t1 + 1 + l. Grâce à la relation | t2 − t1 |< δ, on aura t1 − δ < t2 < t1 + δ
et t1 − δ + τ < t2 + τ < t1 + δ + τ , mais 1 < t1 + τ < 1 + l implique que
1− δ < t2 + τ < 1 + δ + l, d'où 0 < t2 + τ < 2 + l, un intervalle qui contient
aussi t1 + τ , alors on aura ‖ f(t2 + τ)− f(t1 + τ) ‖< ε

3
. Comme résultat :

‖ f(t2)− f(t1) ‖ ≤‖ f(t2)− f(t2 + τ) ‖ + ‖ f(t2 + τ)− f(t1 + τ) ‖
+ ‖ f(t1 + τ)− f(t1) ‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Ce qui montre l'uniforme continuité de f sur R.

1. Toute fonction continue sur R est bornée sur chaque sous intervalle borné de R.
2. Toute fonction continue sur R est uniformément continue sur chaque compact de R.
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1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

�

Théorème 1.2.3. L'ensemble des valeurs d'une fonction presque périodique
qui est à valeurs dans X est relativement compact.

Preuve. Puisqu'on travaille dans un espace de Banach, la relative compacité
coïncide avec la pré-compacité. Il est donc su�sant de montrer que pour tout
ε > 0, l'ensemble des valeurs de f peut être recouvert par un nombre �ni de
boules de rayon ε.
Soit ε > 0 et l = l( ε

2
) le nombre correspondant à ε

2
dans la dé�nition d'une

fonction presque périodique. Puisque f est continue sur l'intervalle [0, l], alors
l'ensemble des valeurs de f sur cet intervalle est compact. Maintenant on note
par a1, a2, a3, ..., an les centres des boules de rayon ε

2
qui recouvre l'ensemble

{f(t); t ∈ [0, l]}.
Soit t ∈ R et τ une ε

2
-translation, telle que τ ∈ [−t,−t+l] alors, (t+τ) ∈ [0, l],

et soit aj le centre d'une boule de rayon ε
2
qui contient f(t+ τ), alors :

‖ f(t)− aj ‖≤‖ f(t)− f(t+ τ) ‖ + ‖ f(t+ τ)− aj ‖<
ε

2
+
ε

2
= ε,

donc f(t) ∈ B(aj,ε).

Finalement ∀ t ∈ R, f(t) ∈
n
∪
i=1
B(ai, ε) c-à-d {f(t); t ∈ R} ⊂

n
∪
i=1
B(ai, ε).

�

Dé�nition 1.2.2. Une fonction continue f : R → X est dite normale si
toute suite (s′n) ⊂ R possède une sous-suite (sn) telle que {f(.+ sn)}n∈N est
uniformément convergente sur R.

Le théorème suivant dû à S.Bochner, nous donne l'équivalence entre la
normalité et la presque périodicité au sens de H.Bohr.

Théorème 1.2.4. (Critére de S.Bochner)[4]
Une fonction f : R → X est presque périodique si et seulement si elle est
normale.

Théorème 1.2.5. Soit f et g deux fonctions presque périodiques à valeurs
dans X, alors :

1. λf ∈ PP (R, X), avec λ ∈ C.
2. f + g ∈ PP (R, X)

3. La fonction t→ f(t+ a) = fa ∈ PP (R, X).

4. La fonction t→ f(αt) ∈ PP (R, X).

9



1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

5. La fonction t→‖ f(t) ‖∈ PP (R, X).

Preuve. Pour la démonstration nous allons utiliser le théorème 1.2.4 :
-(1) Soit f ∈ PP (R, X), et une suite (h′n) ⊂ R. ∃ une sous suite (hn) de (h′n)
telle que {f(.+ hn)}n∈N converge uniformément sur R, mais on aura aussi
{λf(.+ hn)}n∈N qui converge uniformément sur R. D'où λf ∈ PP (R, X).

-(2) Soit f ∈ PP (R, X). Pour toute suite (h′′n) ⊂ R, il existe une sous suite
(h′n) telle que la suite de fonctions {f(.+ h′n)}n∈N converge uniformément
sur R. Soit maintenant g ∈ PP (R, X), il existe une sous suite (hn) de (h′n)
telle que la suite de fonctions {g(.+ hn)}n∈N converge uniformément sur R,
et sachant que (hn) est une sous suite de (h′′n) alors {f(.+ hn)}n∈N converge
uniformément sur R. Donc {f(.+ hn) + g(.+ hn)}n∈N converge uniformé-
ment sur R. D'où f + g ∈ PP (R, X).

-(3) Soit f ∈ PP (R, X) et (h′n) ⊂ R. Il existe une sous suite (hn) de (h′n)
telle que {f(.+ hn)}n∈N converge uniformément sur R, c-à-d qu'il existe une
fonction g telle que

lim
n→+∞

sup
t∈R
‖ f(t+ hn)− g(t) ‖= 0.

Posons t=s+a, on aura

sup
t∈R
‖ f(t+ hn)− g(t) ‖ = sup

s+a∈R
‖ f(s+ a+ hn)− g(s+ a) ‖

= sup
s∈R
‖ f(s+ a+ hn)− g(s+ a) ‖

D'où la {f(. + a + hn)} converge uniformément vers g(. + a), alors fa ∈
PP (R, X).

-(4) Soit f ∈ PP (R, X) et (h′n) ⊂ R. il existe une sous suite (hn) de (h′n)
telle que {f(.+ hn)}n∈N converge uniformément sur R, c-à-d qu'il existe une
fonction g telle que

lim
n→+∞

sup
t∈R
‖ f(t+ hn)− g(t) ‖= 0.

Posons t = αs, on aura

sup
t∈R
‖ f(t+ hn)− g(t) ‖ = sup

αs∈R
‖ f(αs+ hn)− g(αs) ‖

= sup
s∈R
‖ f(αs+ hn)− g(αs) ‖ .

10



1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

D'où {f(α.+hn)} converge uniformément vers g(α.), alors f(αt) ∈ PP (R, X).

-(5) elle provient de l'inégalité suivante :

| ‖ f(t+ τ) ‖ − ‖ f(t) ‖ |≤‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ .

�

Théorème 1.2.6. Si (fn)n∈N est une suite de fonctions presque périodiques
à valeurs dans X, et si

lim fn(t) = f(t),

uniformément sur R, alors f est presque périodique.

Preuve. Sachant que f est une limite uniforme des (fn)n∈N, ∀ ε > 0, ∃N(ε)
avec la propriété que n ≥ N(ε) on a

‖ fn(t)− f(t) ‖< ε

3
, ∀t ∈ R.

On �xe n0 ≥ N(ε) , on considère l = l( ε
3
) déterminé par la presque périodicité

de fn0 et τ une ( ε
3
)-translation de fn0. Pour tout t ∈ R on a :

‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ ≤‖ f(t+ τ)− fn0(t+ τ) ‖
+ ‖ fn0(t+ τ)− fn0(t) ‖
+ ‖ fn0(t)− f(t) ‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Ce qui montre la presque périodicité de f.

�

Remarque 1.2.2. Ce résultat exprime le fait que PP(R, X) est un sous
espace fermé de CB(R, X) muni de la norme uniforme.
D'où (PP(R, X), ‖ . ‖∞) est un espace de Banach.

Avant de dé�nir le critère de compacité pour une famille de fonctions pp,
nous avons besoin de la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.2.3. un ensemble F ⊂ C(R, X) est dit équi-presque pério-
dique si ∀ε > 0, l'ensemble T(F,ε) est relativement dense dans R où :

T (F, ε) = {τ ∈ R :‖ f(t+ τ)− f(t) ‖< ε, ∀f ∈ F, ∀t ∈ R}.

11



1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

Théorème 1.2.7. (voir [4])
Une condition nécessaire et su�sante pour qu'une famille F de fonctions de
PP(R, X) soit relativement compacte est que les propriétés suivantes soient
véri�ées :

1. F est equi-continue.

2. F est equi-presque périodique.

3. Pour tout t ∈ R, l'ensemble {f(t), f ∈ F} est relativement compact
dans X.

1.2.2 Théorèmes de Composition

Avant de donner les théorèmes de composition nous aurons besoin de la
notion d'une fonction presque périodique à paramètre.

Dé�nition 1.2.4. Une fonction continue F : R ×X → X, (t, x) 7→ F (t, x)
est dite presque périodique par rapport à t, uniformément par rapport aux
ensembles compacts de X, lorsque ∀ε > 0, ∀ K un sous-ensemble compact
de X, l'ensemble

T (F,K, ε) = {τ ∈ R :‖ F (t+ τ, x)− F (t, x) ‖< ε, ∀t ∈ R, ∀x ∈ K},

est relativement dense dans R.
La collection de telles fonctions sera noté par PP(R×X,X).

Exemples 1.2.1. la fonction construite par Sibuya ([24], page 18) qui est
dé�nit ainsi

F (t, x) = (‖ x ‖ +cos(t) + cos(
√

2t) + 2.1)
1
2 .

appartient à PP(R× R,R).

La proposition suivante dûe à P. Cieuta et al (voir [2]) donne une carac-
térisation des fonctions de PP(R×X,X) :

Proposition 1.2.1. Soit F : R × X → X une fonction continue, alors
F ∈ PP (R×X,X) si et si seulement si :

1. ∀x ∈ X, F (., x) ∈ PP (R, X).

2. F est uniformément continue sur tout compact de X uniformément
sur R, c-à-d ∀ε > 0, ∀K de X,∃δ(ε,K) = δ, ∀x1, x2 ∈ K,

‖ x1 − x2 ‖< δ ⇒‖ F (t, x1)− F (t, x2) ‖< ε, ∀t ∈ R.

12



1.2. LES FONCTIONS PRESQUE PÉRIODIQUES

Théorème 1.2.8 (voir [1]). Soit F ∈ PP (R×X,X) et x ∈ PP (R, X). Alors
la fonction F (., x(.)) ∈ PP (R×X,X).

Remarque 1.2.3. Les théorèmes de composition où superposition de fonc-
tions presque périodiques sont essentiellement utilisés dans la recherche des
solutions presque périodiques des équations di�érentielles et équations inté-
grales. Comme dans ce type de problème une condition de Lipschitz est sou-
vent imposée (c'est le cas du problème qui sera traité au chapitre 2). Nous
énonçons le théorème de composition suivant qui est un corollaire du théo-
rème1.2.8 :

Théorème 1.2.9. Soit F : R × X → X, (t, x) 7→ F (t, x) une fonction
continue telle que ∀x ∈ X, F (., x) ∈ PP (R, X) et F est lipschitzienne uni-
formément par rapport à t ∈ R
C-à-d il existe un L>0, tel que

‖ F (t, x)− F (t, y) ‖≤ L ‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ X, ∀t ∈ R.

Si g ∈ PP (R, X), alors la fonction Γ : R → X dé�nie par Γ(.)= F(.,g(.))
est presque périodique.

Preuve. D'après la proposition1.2.1, F ∈ PP (R×X,X). Posons
Rg = {g(t), t ∈ R}, comme g ∈ PP (R, X), on sait que Rg est compact dans
X (voir le théorème1.2.3).
Soit alors ε > 0, posons δ = min( ε

2
, ε
2L

), et soit

τ ∈ T (g, δ) ∩ T (F,Rg, δ),

on aura d'une part

‖ g(t+ τ)− g(t) ‖< δ ≤ ε

2L
, ∀t ∈ R. (1.1)

et d'autre part

sup
t∈R
‖ F (t+ τ, g(t+ τ))− F (t, g(t)) ‖< δ ≤ ε

2
, (1.2)

Finalement, ∀t ∈ R

‖ Γ(t+ τ)− Γ(t) ‖ =‖ F (t+ τ, g(t+ τ))− F (t, g(t)) ‖
≤‖ F (t+ τ, g(t+ τ))− F (t, g(t+ τ)) ‖

+ ‖ F (t, g(t+ τ))− F (t, g(t)) ‖
≤‖ F (t+ τ, g(t+ τ))− F (t, g(t+ τ)) ‖
+ L ‖ g(t+ τ)− g(t) ‖,

13
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D'après les équations (1.1) et (1.2) on aura,

sup
t∈R
‖ Γ(t+ τ)− Γ(t) ‖= sup

t∈R
‖ F (t+ τ, g(t+ τ))− F (t, g(t)) ‖< ε.

Alors Γ : t→ F (t, g(t)) est presque périodique.

�
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1.3. LES FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE
PÉRIODIQUES

1.3 Les fonctions asymptotiquement presque pé-
riodiques

1.3.1 Dé�nitions et propriétés fondamentales

Le concept de périodicité asymptotique a été introduit dans la littérature
par le mathématicien français Fréchet. Une telle notion est une généralisation
naturelle du concept de la presque périodicité.

Dé�nition 1.3.1. Une fonction continue f : R→ X est asymptotiquement
presque périodique(au sens de Bohr) : Si ∀ε > 0,∃ une constante M(ε)>0
telle que l'ensemble

T (f, ε) = {τ ∈ R :‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ < ε, ∀t ∈ R, | t |, | t+ τ |> M(ε)},

est relativement dense dans R.

Remarque 1.3.1. L'ensemble des fonctions asymptotiquement presque pé-
riodiques sera noté par APP(R,X).

Dans la suite nous allons donner une caractérisation de l'asymptotique
presque périodicité, pour cela nous aurons besoin de dé�nir l'espace C0(R,X) :

C0(R, X) = {f ∈ C(R, X) : lim
|t|→∞

f(t) = 0}.

Proposition 1.3.1. (voir [21], [25]) f ∈ APP(R,X) si et seulement si ∃ un
g ∈ PP(R,X) et un h ∈ C0(R,X) telle que

f = g + h. (1.3)

La décomposition de la proposition 1.3.1 est unique, la démonstration est
une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Si f ∈ PP(R,X) telle que lim
t→∞
‖ f(t) ‖= 0, alors f = 0.

Preuve. Soit f ∈ PP (R,X). D'après le théorème1.2.4, de toute suite
(un) ⊂ R on peut extraire une sous suite (unk

) telle que {f(.+ unk
)}n∈N

converge uniformément sur R. Notons cette limite par l(t), on aura alors
pour tout t ∈ R,

lim
k→+∞

f(t+ unk
) = l(t), (1.4)

On sait que :

| ‖ f(t+ unk
) ‖ − ‖ l(t) ‖ |≤‖ f(t+ unk

)− l(t) ‖,

15
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et d'après (1.4) on aura : ∀t ∈ R,

lim
k→+∞

‖ f(t+ unk
) ‖=‖ l(t) ‖ . (1.5)

Comme (unk
→ +∞) et lim

t→∞
‖ f(t) ‖ = 0, , on déduit que ‖ l(t) ‖= 0. D'où

l(t) = 0, ∀t ∈ R.
Maintenant,

f(t) = lim
k→+∞

l(t− unk
) = 0,

uniformément pour t ∈ R, d'où f = 0.

�

Proposition 1.3.2. Soit f une fonction asymptotiquement presque pério-
dique, la décomposition donnée dans (1.3) est unique, en d'autres termes :

APP (R, X) = PP (R, X)⊕ C0(R, X).

Preuve. On pose f = g1 + h1 ∈ APP (R, X), avec g1 ∈ PP(R,X) et h1 ∈
C0(R, X) et si on pose aussi que f = g2 + h2 ∈ APP(R,X) avec g2 ∈
PP (R, X) et h2 ∈ C0(R, X).
On obtient alors g1 − g2 = h2 − h1, et puisque g1 − g2 ∈ PP(R,X) et

lim
t→∞
‖ g1(t)− g2(t) ‖ = 0.

On aura g1 = g2 cela va entrainer h1 = h2.

�

Exemples 1.3.1. Soit f : R→ R telle que,

f(x) = [sin(x) + sin(
√

2x)] +
1

1 + x2
.

On voit que f est bien une fonction asymptotiquement presque périodique :
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1.3. LES FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE
PÉRIODIQUES

Dans ce qui suit, on note par fpp la composante presque périodique de f,
et fc0 la composante de f qui appartient a C0(R,X).

Proposition 1.3.3. (voir[11]) Soit f ∈ APP(R,X).
(a) f est bornée et uniformément continue sur R.
(b) { fpp(t) : t ∈ R } ⊂ { f(t) : t ∈ R }.
(c) Le rang de f est précompact dans X.

Preuve. Soit f ∈ APP(R,X) tel que

f = fpp + fc0 ,

-(a) :
Puisque fpp est bornée et uniformément continue sur R, donc il su�t de
montrer la bornitude et l'uniforme continuité de fc0 sur R.
On a

lim
t→+∞

‖ fc0(t) ‖= 0.

Pour tout ε > 0, ∃ A > 0 tel que ‖ fc0(t) ‖< ε, pour tout t ≥ A.
Véri�ons que f est bornée sur R. On a fc0(t) est bornée sur le compact [0;A].
D'où ∀t ≥ 0,

‖ fc0(t) ‖< max(ε, sup
0≤t≤A

‖ fc0(t) ‖),

donc fc0(t) est bornée sur [0,+∞) et par suite f est bornée sur [0,+∞). De
même, en exploitant le fait que lim

t→−∞
‖ fc0(t) ‖= 0 on véri�e que fc0 est

borné sur (−∞, 0]. Donc f est bornée sur R.
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Montrons maintenant que f est uniformément continue sur R. On sait que
fc0 est uniformément continue sur le compact [0;A+ 1],
c-à-d,

∀ε > 0,∃0 < σ < 1,∀t, t′ ∈ [0, A+ 1], | t− t′ |< σ =⇒‖ fc0(t)− fc0(t′) ‖< ε.

En particulier si t, t′ ∈ [0, A+ σ], | t− t′ |< σ on aura

‖ fc0(t)− fc0(t′) ‖< ε.

Maintenant, si t et t′ sont supérieures à A, avec | t− t′ |< σ,

‖ fc0(t)− fc0(t′) ‖≤‖ fc0(t) ‖ + ‖ fc0(t′) ‖< 2ε,

et si 0 ≤ t < A et t′ ≥ A avec | t − t′ |< σ on aura t′ ∈ [A;A + σ] et on a
toujours que

‖ fc0(t)− fc0(t′) ‖< ε.

Par suite fc0 est uniformément continue sur [0;∞).
De la même manière on démontre l'uniforme continuité sur (−∞, 0]. D'où f
est uniformément continue sur R.

-(b) :
Considérons la fonction f ∈ APP(R,X), on associe a f et fpp deux sous-
ensemble de l'espace de Banach X :

B = { x ∈ X, tel que ∃ une suite (tn) ⊂ R telle que lim
n→∞

tn = ∞, et

lim
n→∞

f(tn)=x }.
D={ x ∈ X, tel que ∃ une suite (tn) ⊂ R telle que que lim

n→∞
tn =∞, et

lim
n→∞

fpp(tn)=x }.
On a lim

n→∞
f(tn) = x si et si seulement si lim

n→∞
fpp(tn) = x, d'où B=D, on

note aussi que B ⊂ {f(t) : t ∈ R}, et { fpp(t) : t ∈ R } ⊂ D, en e�et
fpp(t) est presque périodique, soit donc εn = 1

n
et soit τn ∈ [n, n + lεn ] un

nombre qui correspond à 1
n
-translation pour fpp.

∀ t0 ∈ R, on a ‖ fpp(t0 + τn)− fpp(t0) ‖< 1
n
, de plus τn ≥ n d'où t0+τn →∞.

En conclusion :

{fpp(t) : t ∈ R} ⊂ D = B ⊂ {f(t) : t ∈ R}.

D'où,
{fpp(t) : t ∈ R} ⊂ {f(t) : t ∈ R}.
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-(c) :
Notons le rang de f par Rf , le rang de fpp par Rfpp et le rang de fC0 par RfC0

.
On sait que le Rfpp est précompact, de plus RfC0

est précompact, en e�et, soit
(tn)⊂ R.
Si (tn) est borné, ∃ (tnk

)→ t0, comme fC0 est continue alors,

fC0(tnk
)→ fC0(t0).

Si tn →∞ alors on sait déjà que fC0(tn)→ 0.
Finalement Rf ⊂ Rfpp+RfC0

est précompact.

�

Proposition 1.3.4. soit f et g ∈ APP(R,X) et Q ∈ APP(R,X) et soit c un
nombre complexe :
F c.f ∈ APP(R,X).
F f+g ∈ APP(R,X).
F f.Q ∈ APP(R,X).
F t→f(t+a)∈ APP(R,X), ∀a ∈ R.

Preuve. Les deux premières propriétés sont évidente car :
si f ∈ APP(R,X), avec f=fpp+fC0 et en multipliant cette équation par c, on
aura c.f=c.fpp+c.fC0 d'où c.f ∈ APP(R,X).
Maintenant si on pose :

f = fpp + fC0 et g = gpp + gC0 ,

alors,
f + g = (fpp + gpp) + (fC0 + gC0),

d'où f+g ∈ APP(R,X).
Pour la troisième propriété il su�t de prendre f = fpp+fC0 et Q = Qpp+QC0,
cela implique que :

Q.f = Qpp.fpp + (Qpp.fC0 +QC0 .fpp +QC0 .fC0).

La fonction Qpp.fpp est presque périodique, et puisqu'on a Qpp(t) et fpp(t)
sont bornées sur R, on voit que : lim

t→∞
Qpp.fC0 +QC0 .fpp +QC0 .fC0 = 0, alors

f.Q ∈ APP(R,X).
Pour la dernière propriété, c'est simple de voir que la translaté d'une fonction
asymptotiquement presque périodique l'est aussi.

�

19



1.3. LES FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE
PÉRIODIQUES

Proposition 1.3.5. Si {fn}n∈N ∈ APP(R,X) telle que fn converge unifor-
mément vers f c-à-d

lim
n→∞

‖ fn − f ‖∞= 0,

alors f ∈ APP(R,X).

Proposition 1.3.6. L'espace APP(R,X) est un espace de Banach muni de
la norme suivante :

‖ f ‖APP= sup
t∈R
‖ fpp(t) ‖ + sup

t∈R
‖ fc0(t) ‖ .

Preuve. Pour montrer que l'espace APP(R,X) muni de la norme ‖ . ‖APP
est un espace de Banach il su�t de véri�er que la ‖ . ‖APP et équivalente a
‖ . ‖∞ .
Soit f ∈ APP(R,X) alors d'après la proposition1.3.2 on a :

f(t) = fpp(t) + fc0(t),

On sait que
sup
t∈R
‖ fpp(t) ‖≤ sup

t∈R
‖ f(t) ‖ (1.6)

et cela est du au fait que

{fpp(t) : t ∈ R} ⊂ {f(t) : t ∈ R}.

Maintenant

‖ f ‖∞ ≤‖ f ‖APP
= sup

t∈R
‖ fpp(t) ‖ + sup

t∈R
‖ fpp(t)− f(t) ‖

≤ sup
t∈R
‖ f(t) ‖ + sup

t∈R
‖ f(t) ‖ + sup

t∈R
‖ f(t) ‖

= 3. ‖ f ‖∞,

d'où
‖ f ‖∞≤‖ f ‖APP≤ 3. ‖ f ‖∞ .

donc les deux normes sont équivalentes.
Finalement l'espace APP(R,X) muni de la norme ‖ . ‖APP est un espace de
Banach.

�
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1.3.2 Théorèmes de Composition

Avant de donner le théorème de composition nous avons besoin de dé�nir
la notion d'asymptotique presque périodicité pour une fonction F à para-
mètre.

Dé�nition 1.3.2. Une fonction continue F : R ×X → X, (t, x) 7→ F (t, x)
est dite asymptotiquement presque périodique par rapport à t et uniformé-
ment par rapport aux sous-ensembles compacts de X, lorsque : ∀ε > 0, ∀ K
compact, il existe un M(ε)>0 t.q

T (F,K, ε) ={τ ∈ R : sup
t∈R

sup
x∈K
‖ F (t+ τ, x)− F (t, x) ‖ < ε,

| t |, | t+ τ |> M(ε)},

est relativement dense dans R.
L'ensemble de telles fonctions est noté APP(R×X,X).

Remarque 1.3.2.

1. Notons par l'espace C0(R×X,X) :

C0(R×X,X) = {Ψ : R×X → X, telle que :

lim
|t|→∞

sup
x∈K
‖ Ψ(t, x) ‖ = 0, ∀K compact dans X}.

Alors toute fonction F : R × X → X asymptotiquement presque
périodique admet une décomposition unique, comme suit F=H+G tel
que H ∈ PP(R×X,X) et G ∈ C0(R×X,X).

2. F ∈ APP(R×X,X) si et seulement si :
� ∀x ∈ X, F(.,x) est asymptotiquement presque périodique.
� F est uniformément continue sur les compacts de X, uniformément

en t.

Théorème 1.3.1. Soit F :R × X → X, (t,x) 7→ F(t,x) t.q ∀ x∈ X, F(.,x)
est asymptotiquement presque périodique. Posons F=H+G tels que ∀ x∈ X,
H(.,x) ∈ PP(R, X) et G(.,x) ∈ C0(R, X) avec H et G sont lipschitziennes
en x, uniformément par rapport à t∈ R, c-à-d il existe deux constantes L1,
L2>0, telle que

‖ H(t, x)−H(t, y) ‖≤ L1 ‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ X, ∀t ∈ R,

et
‖ G(t, x)−G(t, y) ‖≤ L2 ‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ X, ∀t ∈ R,

Si f ∈APP(R, X) alors la fonction Γ dé�nie par Γ(.)= F(.,f(.)) appartient à
APP(R, X).
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Preuve. Posons f=h+g, tel que h ∈ PP(R, X) et g ∈ C0(R, X).
Maintenant

F (t, f(t)) = H(t, h(t)) + [F (t, f(t))−H(t, h(t))]

= H(t, h(t)) + [H(t, f(t))−H(t, h(t))] +G(t, f(t))].

En utilisant le théorème1.2.9, t→ H(t,h(t)) est presque périodique.
Du fait que l'ensemble des valeurs de f est relativement compact et G ∈
C0(R×X,X) on aura aussi t→ G(t,f(t)) ∈ C0(R, X).
Il nous reste de montrer que

H(t,f(t))-H(t,h(t)) ∈ C0(R, X).

Puisque g ∈ C0(R, X),c-à-d pour tout ε > 0, il existe un A>0 tel que pour
tout | t |> A on a ‖ g(t) ‖< ε

L1
pour .

Le fait que H est lipschitzienne on aura :

‖ H(t, f(t))−H(t, h(t)) ‖< L1 ‖ f(t)− h(t) ‖= L1 ‖ g(t) ‖< ε,

Alors
[H(t, f(t))−H(t, h(t))] ∈ C0(R, X).

Donc t→F(t, f(t)) est asymptotiquement presque périodique.

�
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1.4 L'Èqui-asymptotique presque périodicité

Maintenant nous allons introduire la notion de l'équi-asymptotique presque
périodicité. cette notion permet d'énoncer un résultat fondamental de com-
pacité dans l'espace APP(R,X).

Dé�nition 1.4.1. Un ensemble F⊂ C(R, X) est dit équi-asymptotique
presque périodique :
Si ∀ε > 0,∃ une constante M(ε)>0 tel que l' ensemble :

T (F, ε) = {τ ∈ R : sup
t∈R
‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ < ε, tel que

| t |, | t+ τ |> M(ε),∀f ∈ F},

est relativement dense dans R.

Théorème 1.4.1. [11] Soit F ⊂ APP(R,X), alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. F est précompact dans APP(R,X).
2. F satisfait les trois propriétés suivantes :

(a) : Pour tout t ∈ R, {f(t) : f ∈ F} est précompact dans X.
(b) : F est équi-uniformément continue.

(c) : F est équi-asymptotiquement presque périodique.

3. G est précompact dans PP(R,X), et H est précompact dans C0(R, X),
où :

G = {fpp(t) : f ∈ F} et H = {fc0(t) : f ∈ F}.

Preuve. Nous allons diviser la démonstrations en trois étapes :

F Étape(1) : démontrer que (1)=⇒ (2) :
Soit F précompact dans APP(R,X), alors pour tout t ∈ R, {f(t) : f ∈ F}
est précompact dans X, d'où (a).
Comme F est précompact dans APP(R,X), soit ε >0, ∃{fi}ki=1 telle

que F⊂
k
∪
i=1
B(fi,

ε
3
).

L'équi-uniforme continuité de {fi}ki=1 nous donne,

∃ σ(ε) = σ, t.q | t1 − t2 |< σ =⇒‖ fi(t1)− fi(t2) ‖<
ε

3
, ∀i = 1, k.

Soit maintenant f ∈ F, ∃ un i0 ∈ {1, k} t.q

‖ f(t)− fi0(t) ‖<
ε

3
, ∀t ∈ R.
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On choisit t1 et t2 arbitrairement tels que | t1 − t2 |< σ,

‖ f(t1)− f(t2) ‖ ≤‖ f(t1)− fi0(t1) ‖ + ‖ fi0(t1)− fi0(t2) ‖
+ ‖ fi0(t2)− f(t2) ‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

d'où l'équi-uniforme continuité de F, c-à-d (b).
Montrons l'équi-asymtotique presque périodicité de F :
Puisque F est précompact dans APP(R,X), il existe {fi}ki=1 tel que F

⊂
k
∪
i=1
B(fi,

ε
3
).

{fi}ki=1 est équi-asymptotiquement presque périodique,
c-à-d ∀ε > 0,∃M(ε), ∃l(ε) = l t.q ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a+ l] véri�ant

‖ fi(t+ τ)− fi(t) ‖<
ε

3
, (1.7)

∀ t ∈ R, | t |, | t+ τ |> M(ε), ∀i = 1, k.
Maintenant soit f ∈ F, il existe un i0 ∈ {1, k} t.q

‖ f(t)− fi0(t) ‖<
ε

3
, ∀t ∈ R,

alors,

‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ ≤‖ f(t+ τ)− fi0(t+ τ) ‖ + ‖ fi0(t+ τ)− fi0(t) ‖
+ ‖ fi0(t)− f(t) ‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

d'où l'équi-asymptotique presque périodicité de F.

F Étape(2) : montrer que (2)=⇒ (3) :
Puisque on travaille sur des espaces complets la précompacité est équi-
valente à la relative compacité, soit donc {gn}∞n=1 ⊂ G, ∀ n, ∃ fn ∈ F,
et hn ∈ H, telle que fn = gn+hn, d'après (a) et (b), et en appliquant le
théorème d'Arzela-Ascoli (voir annexe), en choisissant une suite
diagonale, on peut extraire une sous suite {fn}∞n=1 qu'on va noter tou-
jours par {fn}∞n=1 telle que {fn(t)}∞n=1 est uniformément convergente
sur chaque compact de R.
Puisque {fn}∞n=1 est équi-asymptotiquement presque périodique
∀ε > 0, ∃ l(ε) et M(ε)>0, tel que pour tout t∈ R avec | t |> M(ε), il
va exister un τ tel que :

τ ∈ [M(ε) + 1− t;M(ε) + 1− t+ l(ε)],
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qui satisfait :
‖ fn(t+ τ)− fn(t) ‖< ε

3
; (1.8)

pour tout n∈ N, notons que {fn(t)}∞n=1 est uniformément convergente
sur [−M(ε)− 1− l(ε);M(ε) + 1 + l(ε)], et pour tout ε > 0, ∃ N∈ N tel
que pour m ≥ n ≥ N on a

‖ fm(t)− fn(t) ‖< ε

3
, (1.9)

en lient (1.8) et (1.9), pour tout m ≥ n ≥ N et t∈ R avec | t |> M(ε),
on a :

‖ fm(t)− fn(t) ‖ ≤‖ fm(t)− fm(t+ τ) ‖
+ ‖ fm(t+ τ)− fn(t+ τ) ‖ + ‖ fn(t)− fn(t+ τ) ‖
< ε.

D'après la dernière inégalité et (1.9) on aura la convergence uniforme
sur R de la suite {fn(t)}∞n=1.
Maintenant on sait que :

{gm(t)− gn(t) : t ∈ R} ⊂ {fm(t)− fn(t) : t ∈ R},

alors pour tout m,n ∈ N, {gn(t)}∞n=1 est uniformément convergente
sur R, c'est à dire {gn}∞n=1 converge dans PP(R,X), donc G est pré-
compact dans PP(R,X), de plus F est précompact cela va impliquer
que H est aussi précompact.

F Etape(3) : montrer que (3)=⇒(1) :
G est précompact dans PP(R,X) et H est précompact dans C0(R, X).
D'aprés la proposition1.3.2, la somme directe de G et H va nous don-
ner un ensemble F qui est précompact dans APP(R,X).

�

Remarque. Le théorème1.4.1 est une extension du théorème 1.2.7 pour les
sous ensembles de PP(R, X).

Théorème 1.4.2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. F est équi-asymptotiquement presque périodique.

2. G est équi-presque périodique et H est équi-C0, où

G = {fpp(t) : f ∈ F} et H = {fc0(t) : f ∈ F}.
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Preuve. la preuve de (2) à (1) est directe.
En e�et, d'après la dé�nition de l'équi-presque périodicité de G et l'équi-C0

de H on aura :
∀ε > 0, ∃ lε, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a+ lε],
avec :

‖ fpp(t+ τ)− fpp(t) ‖<
ε

3
, ∀fpp ∈ G. (1.10)

Et,
∀ε > 0, ∃M(ε) > 0, t.q | t |> M(ε) on aura

‖ fC0(t) ‖<
ε

3
, ∀fC0 ∈ H. (1.11)

D'après la proposition1.3.2, on a :

f = fpp + fC0 ,

Soit f ∈ F, ∀ε > 0, de (1.10) et (1.11) ∃ une constante M(ε)>0

‖ f(t+ τ)− f(t) ‖ =‖ (fpp(t+ τ) + fC0(t+ τ))− (fpp(t) + fC0(t)) ‖
≤‖ fpp(t+ τ)− fpp(t) ‖ + ‖ fC0(t+ τ)− fC0(t) ‖
≤‖ fpp(t+ τ)− fpp(t) ‖ + ‖ fC0(t+ τ) ‖ + ‖ fC0(t) ‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

∀ | t |> M(ε) et | t + τ |> M(ε), d'où f est asymptotiquement presque
périodique, alors F est équi-asymptotiquement presque périodique.
Maintenant nous allons démontrer que (1)=⇒(2) :
Puisque F est équi-asymptotiquement presque périodique, pour tout k∈ N,
∃Mk > 0, et un ensemble relativement dense noté T(F,k)⊂ R tel que

‖ f(t+ τ)− f(t) ‖< 1

k
, (1.12)

pour tout f ∈ F, t ∈ R, avec | t | >Mk et τ ∈ T(F,k), et | t+ τ | >Mk. De
plus ∀ f ∈ F⊂ APP(R,X), notons que f est uniformément continue, alors
∃ σfk>0 telle que

‖ f(t1)− f(t2) ‖<
1

k
, (1.13)

pour tout t1, t2 ∈ R, avec | t1 − t2 |< σfk .
Maintenant, pour tout t ∈ R et k∈ N, on choisit τ tk ∈ T(F,k) avec
| t+ τ tk | >Mk et aussi, on note que

gfk (t) = f(t+ τ tk), ∀t ∈ R, ∀k ∈ N, ∀f ∈ F.
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Dans la suite la démonstration sera faite en 8 étapes.
Étape (1) :
Pour tout f ∈ F alors

‖ gfk (t1)− gfk (t2) ‖<
5

k
. (1.14)

En e�et, soit t1, t2 ∈ R, avec | t1 − t2 |< σfk , par (1.12) et (1.13) on a :

‖ gfk (t1)− gfk (t2) ‖ =‖ f(t1 + τ t1k )− f(t2 + τ t2k ) ‖
≤‖ f(t1 + τ t1k )− f(t1 + τ t1k + τ) ‖

+ ‖ f(t1 + τ t1k + τ)− f(t2 + τ t1k + τ) ‖
+ ‖ f(t2 + τ t1k + τ)− f(t2 + τ) ‖
+ ‖ f(t2 + τ)− f(t2 + τ t2k + τ) ‖

+ ‖ f(t2 + τ t2k + τ)− f(t2 + τ t2k ) ‖< 5

k
,

avec τ ∈ T(F, k) et satisfait que :

min{t1 + τ t1k + τ, t2 + τ t1k + τ, t2 + τ, t2 + τ t2k + τ} > Mk.

D'où l'uniforme continuité de gfk pour tout t ∈ R.
Étape (2) :
Pour tout k∈ N on a :

‖ gfk (t+ τ)− gfk (t) ‖< 5

k
. (1.15)

En e�et, soit f ∈ F, t ∈ R, et τ ∈ T(F,k), en utilisant (1.12), on a

‖ gfk (t+ τ)− gfk (t) ‖ =‖ f(t+ τ + τ t+τk )− f(t+ τ tk) ‖
≤‖ f(t+ τ + τ t+τk )− f(t+ τ + τ t+τk + τ ′) ‖

+ ‖ f(t+ τ + τ t+τk + τ ′)− f(t+ τ t+τk + τ ′) ‖
+ ‖ f(t+ τ t+τk + τ ′)− f(t+ τ ′) ‖
+ ‖ f(t+ τ ′)− f(t+ τ tk + τ ′) ‖

+ ‖ f(t+ τ tk + τ ′)− f(t+ τ tk) ‖<
5

k
,

où τ ′ ∈ T(F,k) qui satisfait que :

min{t+ τ + τ t+τk + τ ′, t+ τ t+τk + τ ′, t+ τ ′, t+ τ tk + τ ′} > Mk.

d'où la presque périodicité de gfk .
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Étape (3) :
Pour tout n∈ N on a,

‖ gfm(t+ τ)− gfn(t) ‖< 4

n
. (1.16)

En e�et, soit f ∈ F, t∈ R, et pour tout m, n ∈ N avec m≥ n, sans perte de
généralité, on peut supposer que Mk+1 > Mk, pour tout k ∈ N, en utilisant
(1.12), on a :

‖ gfm(t+ τ)− gfn(t) ‖ =‖ f(t+ τ tm)− f(t+ τ tn) ‖
≤‖ f(t+ τ tm)− f(t+ τ tm + τ) ‖

+ ‖ f(t+ τ tm + τ)− f(t+ τ tm + τ + τ tn) ‖
+ ‖ f(t+ τ tm + τ + τ tn)− f(t+ τ tn + τ) ‖
+ ‖ f(t+ τ tn + τ)− f(t+ τ tn) ‖

<
1

n
+

1

n
+

1

n
+

1

n
=

4

n
,

ou τ ∈ T(F,k) qui satisfait que :

min{t+ τ + τ tm, t+ τ tm + τ tn + τ, t+ τ + τ tn} > Mm.

D'où gfn est une suite de Cauchy.
Étape (4) :
Soit

gf (t) = lim
n→∞

gfn(t), ∀t ∈ R, ∀f ∈ F.

d'après l'étape (3) on sait que pour tout f ∈ F, gf est bien dé�nie, de plus
pour tout n ∈ N, on a

‖ gf (t)− gfn(t) ‖< 4

n
, (1.17)

pour tout f ∈ F, t ∈ R et n ∈ N.
Étape (5) :
pour tout f∈ F, gf est uniformément continue sur R.
En e�et, d'après (1.14) et (1.17), on a :

‖ gf (t1)− gf (t2) ‖ ≤‖ gf (t1)− gfn(t1) ‖
+ ‖ (gfn(t1)− gfn(t2) ‖
+ ‖ gfn(t2)− gfn(t2) ‖

<
4

n
+

5

n
+

4

n
=

13

n
,
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pour tout n ∈ N et t1,t2 ∈ R avec | t1 − t2 |< σfn.

Étape (6) :
Pour tout f ∈ F, {gf}f∈F est équi-presque périodique.
En e�et, d'après (1.15) et (1.17) et pour tout n∈ N on obtient :

‖ gf (t+ τ)− gf (t) ‖ ≤‖ gf (t+ τ)− gfn(t+ τ) ‖
+ ‖ (gfn(t+ τ)− gfn(t) ‖
+ ‖ gfn(t)− gf (t) ‖

<
4

n
+

5

n
+

4

n
=

13

n
,

pour tout f∈ F, et τ ∈ T(F,n), et t∈ R. Alors {gf}f∈F est équi-presque pé-
riodique.

Étape (7) :
{hf}f∈F est équi-C0, où hf (t) = f(t)− gf (t) pour tout f ∈ F, et t ∈ R.
En e�et, par l'étape (5), hf ∈ C(R, X) pour tout f∈ F, et pour tout n∈ N,
et d'après (1.17) et d'après la dé�nition de τ tn, on a :

‖ hf (t) ‖=‖ f(t)− gf (t) ‖ ≤‖ f(t)− gfn(t) ‖
+ ‖ gfn(t)− gf (t) ‖

≤‖ f(t)− f(t+ τ tn) ‖ +
4

n

<
1

n
+

4

n
=

5

n
,

pour tout f ∈ F, t∈ R, avec | t |> Mn. donc {hf}f∈F est équi-C0.

Étape (8) :
D'après les étapes qui précèdent on a

H = {hf}f∈F et G = {gf}f∈F .

�
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Chapitre 2

Solution asymptotiquement

presque périodique pour une

classe d'équations intégrales

De divers problèmes classiques dans la théorie des équations di�érentielles
(ordinaires ou partielles) conduisent à des équations intégrales, divers pro-
blèmes liés aux sciences appliquées sont favorables aux équations intégrales
d'une manière naturelle, ces équations sont des outils mathématiques com-
pétents dans la modélisation de nombreux phénomènes.
Pour une lecture complète, le lecteur pourra consulter les ouvrages [5], [3].
Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux solutions asymptotiquement
presque périodique de l'équation intégrale suivante :

x(t) =
n∑
i=1

fi(t, x(t)).

∫
R
ki(t, s)gi(s, x(s))ds, t ∈ R, (2.1)

∀ i=1..n, fi, gi, ki : R × R → R des fonctions qui vont satisfaire quelques
conditions que nous allons citer par la suite.
Il faut aussi mentionner que des études ont été faite pour obtenir l'existence
des solutions périodiques et presque périodique pour les équations intégrales
non linéaire, pour une lecture plus précise on fait référence à [18], [7].

2.1 Un théorème de point �xe dans l'algèbre
de Banach

Avant d'établir le théorème d'existence d'une solution asymptotiquement
presque périodique, nous allons énoncer un théorème du point �xe dans l'al-
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2.1. UN THÉORÈME DE POINT FIXE DANS L'ALGÈBRE DE
BANACH

gèbre de Banach qui est une adaptation du théorème.2.1 cité dans [6] pour
les opérateurs de la forme

Γ(x) =
n∑
i=1

AixBix,

avec Ai et Bi des opérateurs à valeurs dans un espace de Banach.

Théorème 2.1.1. soit n un entier positif, et C un sous espace fermé, borné,
convexe d'un espace de Banach X, on suppose que les opérateurs Ai : X → X
et Bi : C → X avec i = 1, n satisfont les propriétés suivantes :

(a) : Pour chaque i ∈ {1, 2, .., n}, ∃ Li > 0 tel que :

‖ Aix− Aiy ‖≤ Li ‖ x− y ‖ ∀x, y ∈ X.

(b) : Pour chaque i ∈ {1, 2, .., n}, Bi est continue et Bi(C) est précompact.

(c) : Pour chaque y ∈ C, x =
∑n

i=1AixBiy implique que x∈C.
alors Γ(x) = x =

∑n
i=1AixBix a une solution à condition que

∑n
i=1 LiMi < 1

où Mi = sup
x∈C
‖ Bix ‖, pour i= 1, n.

Preuve. On cherche le point �xe de l'opérateur :

Γ(x) =
n∑
i=1

AixBix.

Soit y ∈ C, et soit Hy : X → X avec X un espace de Banach, tel que

Hy(x) =
n∑
i=1

AixBiy, ∀x ∈ X,

Hy est bien un opérateur contractant.
En e�et

‖ Hy(x1)−Hy(x2) ‖ =‖
n∑
i=1

Aix1Biy −
n∑
i=1

Aix2Biy ‖

≤
n∑
i=1

‖ (Aix1Biy − Aix2Biy) ‖

≤
n∑
i=1

‖ (Aix1 − Aix2)Biy ‖

≤
n∑
i=1

(Li.Mi) ‖ x1 − x2 ‖
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Alors, ∃ α > 0, avec α =
n∑
i=1

LiMi < 1, tel que :

‖ Hy(x1)−Hy(x2) ‖< ‖ x1 − x2 ‖, ∀x1, x2 ∈ X. (2.2)

D'après (2.2) et le fait que Hy : X → X, il existe bien un unique point �xe
x∗ ∈ X tel que :

Hy(x
∗) = x∗ =

n∑
i=1

Aix
∗Biy.

D'après (c) du théorème.2.1.1 x∗ ∈ C.
Maintenant soit N : C → X, tel que

Ny = z,

où z∈ X est l'unique solution de l'équation :

z =
n∑
i=1

AizBiy, ∀y ∈ C.

On veut montrer que N est un opérateur continu sur C, soit alors {yn}n∈N
une suite dans C qui converge vers y, le fait que C est fermé, y est dans C,

‖ Nyn −Ny ‖ =‖
n∑
i=1

AiNynBiyn −
n∑
i=1

AiNyBiy ‖

≤
n∑
i=1

(‖ AiNynBiyn − AiNyBiyn ‖ + ‖ AiNyBiyn − AiNyBiy ‖)

≤
n∑
i=1

‖ (AiNyn − AiNy) ‖‖ Biy ‖ + ‖ AiNy ‖‖ yn − y ‖

≤
n∑
i=1

((LiMi) ‖ Nyn −Ny ‖ + ‖ AiNy ‖‖ yn − y ‖),

donc

lim sup
n
‖ Nyn −Ny ‖ ≤

n∑
i=1

(LiMi) lim sup
n
‖ Nyn −Ny ‖

+
n∑
i=1

‖ AiNy ‖ lim sup
n
‖ yn − y ‖,

d'après cette inégalité, on déduit que :

lim
n
‖ Nyn −Ny ‖ = 0,
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d'où la continuité de N sur C.
Maintenant on veut montrer que N est un opérateur compact sur C.
Pour tout z ∈ C et ∀ i = 1, n on a :

‖ Aiz ‖ ≤‖ Aia ‖ + ‖ Aiz − Aia ‖
≤‖ Aia ‖ +Li ‖ z − a ‖
≤ ci,

où ci =‖ Aia ‖ +Lidiam(C) pour un a �xé dans C.
Soit ε > 0, d'après (b) Bi est complètement continu et Bi(C) est totalement
borné, alors il existe Y={y1, ..., yn} dans C tel que :

Bi(C) ⊂
n
∪
j=1
β(wj, σ),

avec wj = Bi(yj) et σ = (
1
n
−LiMi

ci
)ε et β(wj, σ) est une boule ouverte de centre

wj et de rayon σ.
Alors pour tout y∈C, il existe un yk ∈ Y tel que :

‖ Biyk −Biy ‖< (
1
n
− LiMi

ci
)ε.

On a aussi

‖ Ny −Nyk ‖ ≤
n∑
i=1

‖ AizBiy − AizkBiyk ‖

≤
n∑
i=1

(‖ AizBiy − AizkBiy ‖ + ‖ AizkBiy − AizkBiyk ‖)

≤
n∑
i=1

(‖ Aiz − Aizk ‖‖ Biy ‖ + ‖ Aizk ‖‖ Biy −Biyk ‖)

≤
n∑
i=1

LiMi ‖ z − zk ‖ +
n∑
i=1

‖ Aizk ‖‖ Biy −Biyk ‖)

cela va impliquer que

‖ Ny −Nyk ‖ ≤
n∑
i=1

LiMi ‖ Ny −Nyk ‖ +
n∑
i=1

‖ Aizk ‖‖ Biy −Biyk ‖,

et

(1−
n∑
i=1

LiMi) ‖ Ny −Nyk ‖ ≤
n∑
i=1

‖ Aizk ‖‖ Biy −Biyk ‖
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d'où

‖ Ny −Nyk ‖ ≤
1

(1−
∑n

i=1 LiMi)

n∑
i=1

(ci ‖ Biy −Biyk ‖)

≤ 1

(1−
∑n

i=1 LiMi)

n∑
i=1

ci(
1
n
− Li.Mi

ci
)ε

< ε,

et donc pour tout y∈ C on aura :

N(C) ⊂
n
∪
j=1
β(zj, ε),

avec zj = Nyj , comme résultat N(C)est totalement borné. N est continu et N
un opérateur compact sur C, d'après le théorème du point �xe de Schauder
(voir annexe), N a un point �xe dans C, et d'après la dé�nition de N :

x = Nx =
n∑
i=1

AiNxBix,

l'opérateur Γ(x) a une solution dans C.

�

2.2 Théorème d'existence

Maintenant nous allons présenter le théorème d'existence d'une solution
asymptotiquement presque périodique pour l'équation intégral (2.1).

Théorème 2.2.1. Soit p ≥ 1 et 1
p

+ 1
q

= 1. Supposons que les propriétés
suivantes sont véri�ées :

H1 : Pour tout i∈ {1, 2, .., n} et pour tout x∈ R, fi(., x) ∈ APP (R). fi est
lipschitzienne par rapport à x, ∀t ∈ R.
C-à-d il existe une constante Li > 0 telle que :

| fi(t, x)− fi(t, y) |≤ Li | x− y | ∀x, y ∈ R; ∀t ∈ R;

H2 : Pour tout i∈ {1, 2, .., n}, gi(t, x)est Lp-Carathéodory c-à-d gi(., x)
est mesurable pour tout x∈ R, et gi(t, .) est continue pour presque tout
t ∈ R, et pour tout r>0, il existe une fonction µri ∈ Lp(R) telle que
| gi(t, x) |≤ µri (t) pour tout x telle que | x |≤ r et pour presque pour
tout t∈ R.
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H3 : Pour tout i∈ {1, 2, .., n}, Ki
∗ ∈ APP (R, Lq(R)) où [Ki

∗(t)](s) =
k(t, s), ∀ t,s∈ R.

H4 : Il existe une constante r0 > 0 telle que

n∑
i=1

Li.Ki. ‖ µr0i ‖p< 1, (2.3)

où Ki = sup
t∈R
‖ Ki

∗(t) ‖q; et

n∑
i=1

[ sup
t∈R,|x|≤r

| fi(t, x) | .Ki. ‖ µr0i ‖p] < r, ∀r > r0. (2.4)

Alors (2.1) admet une solution asymptotiquement presque périodique.

Preuve. Pour tout i∈ {1, 2, ...., n} on note

(Aix)(t) = fi(t, x(t)), x ∈ APP (R), t ∈ R,

et

(Bix)(t) =

∫
R
ki(t, s)gi(s, x(s))ds, x ∈ APP (R), t ∈ R.

Maintenant on montre que Ai, Bi sont des applications de APP(R) dans
APP(R).
Fixons un x∈ APP(R), en utilisant H1 et d'après le théorème.1.3.1, on aura
que Aix ∈ APP (R) .
Par l'hypothèse H2, et pour r =‖ x ‖APP (R), soit t1, t2 ∈ R on a :

| Bix(t1)−Bix(t2) | =|
∫
R
ki(t1, s)gi(s, x(s))ds−

∫
R
ki(t2, s)gi(s, x(s))ds |

≤
∫
R
| ki(t1, s)gi(s, x(s))− ki(t2, s)gi(s, x(s)) | ds

≤
∫
R
| (ki(t1, s)− ki(t2, s))gi(s, x(s)) | ds

≤
∫
R
| (ki(t1, s)− ki(t2, s))u

‖x‖APP (R)
i | ds

≤‖ Ki
∗(t1)−Ki

∗(t2) ‖q . ‖ u
‖x‖APP (R)
i ‖p .

Alors

| Bix(t1)−Bix(t2) |≤‖ Ki
∗(t1)−Ki

∗(t2) ‖q . ‖ u
‖x‖APP (R)
i ‖p . (2.5)
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D'aprés (2.5) et le fait que Ki
∗ ∈ APP (R, Lq(R)), on conclu que Bix ∈

APP (R).
Soit C={x ∈ APP (R), ‖ x ‖≤ r0}, où r0 est une constante de l'hypothèse
H4, on voit que C n'est pas vide, fermé, convexe et borné dans APP (R).
D'après l'hypothèse H1, pour tout i∈ {1, 2, ...., n},

‖ Aix− Aiy ‖≤ Li ‖ x− y ‖ ∀x, y ∈ X,

d'où (a) du théorème2.1.1 est satisfaite.
Nous allons montrer que (b) du théorème2.1.1 est satisfaite :
Premièrement nous allons montrer que Bi est continu :
Soit xk → x dans APP (R), alors ∀t ∈ R :

| Bixk(t)−Bix(t) | =|
∫
R
ki(t, s)gi(s, xk(s))ds−

∫
R
ki(t, s)gi(s, x(s))ds |

≤
∫
R
| [Ki

∗(t)](s)(gi(s, xk(s))− gi(s, x(s))) | ds

≤ ‖ Ki
∗(t) ‖q‖ gi(., xk(.))− gi(., x(.)) ‖p

≤ sup
t∈R
‖ Ki

∗(t) ‖q‖ gi(., xk(.))− gi(., x(.)) ‖p

Alors
| Bixk(t)−Bix(t) |≤ Ki ‖ gi(., xk(.))− gi(., x(.)) ‖p,

avec gi(t, .) est continue pour tout t ∈ R, en utilisant le théorème de
convergence dominée de Lebesgue 1, on conclut que Bixk → Bix dans
APP (R). Alors Bi est continu.
Par un calcul direct on obtiendra :

| Bix(t) |≤ Ki ‖ ur0i ‖p, ∀t ∈ R, ∀x ∈ C,

ce qui veut dire que Bi(C) est uniformément borné, d'où ∀t ∈ R, l'en-
semble

{Bix(t), x ∈ C}

, est borné dans R, d'où il est précompact.
Et d'après (2.5),
pour tout t1, t2 ∈ R : on a

| Bix(t1)−Bix(t2) |≤‖ Ki
∗(t1)−Ki

∗(t2) ‖q . ‖ µr0i ‖p,

1. soit (fn) une suite dans L1, s'il existe une fonction h(x) intégrable telle | fn(x) |≤
h(x) pour tout n∈ N, et si fn → f u-pp alors f∈ L1 et ‖ fn − f ‖L1→ 0 quand n→∞.
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Bi(C) est équi-asymptotiquement presque périodique car :
∀ i=1..n on a Ki

∗ est asymptotiquement presque périodique, et si τ est une
ε

r0
−translation et sachant que µr0i est p-intégrable et en supposant que

‖ µr0i ‖p= r0 alors :

| Bix(t+ τ)−Bix(t) |≤‖ Ki
∗(t+ τ)−Ki

∗(t) ‖q . ‖ µr0i ‖p ≤
ε

r0
.r0 = ε,

donc toute
ε

r0
−translation de Ki

∗ est une ε-translation de Bi, alors Bi(C)

est équi-asymptotiquement presque périodique.
Bi(C) est équi-uniformément continu car :
∀ i=1....n on a Ki

∗ est uniformément continue, c-à-d

∀ε′ = ε

r0
> 0,∃σ(ε′) = σ, ∀t1, t2 | t1 − t2 |≤ σ =⇒| Ki

∗(t1)−Ki
∗(t2) |≤ ε′,

et le fait que µr0i est p-intégrable et en supposant que ‖ µr0i ‖p= r0 Alors :

| Bix(t1)−Bix(t2) |≤‖ Ki
∗(t1)−Ki

∗(t2) ‖q . ‖ µr0i ‖p ≤
ε

r0
.r0 = ε.

et d'après le théorème1.4.1 on déduit que Bi(C) est précompact dans APP (R).
Maintenant, véri�ons que la propriété (c) du théorème2.1.1 est satisfaite.
Soit y ∈ C, et x =

∑n
i=1Aix.Biy, On suppose que x n'est pas dans C, c-à-d

‖ x ‖> r0. D'après (2.4) on obtient :

‖ x ‖=‖
n∑
i=1

Aix.Biy ‖≤
n∑
i=1

[sup
t∈R
| fi(t, x(t)) | .Ki. ‖ µr0i ‖p] < r0 <‖ x ‖,

qui est une contradiction, d'où x∈ C et d'après (2.3) on a :

n∑
i=1

(Li.Mi) =
n∑
i=1

Li. sup
x∈C
‖ Bix ‖≤

n∑
i=1

Li.Ki ‖ ur0i ‖p< 1.

Donc toutes les propriétés du théorème 2.1.1sont satisfaites. L'opérateur x =∑n
i=1Aix.Bix admet une solution dans APP(R) ; c-à-d l'équation (2.1) a une

solution asymptotiquement presque périodique.

�

Maintenant nous allons donner un exemple qui vas illustrer le théorème
2.2.1.
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Exemple 2. Soit n=1, p=1, q=∞,

f1(t, x) =
arctanx.(sin t+ sin(πt) + e−t

2)

10
,

g1(t, x) =
x sin(xet

2)

4(1 + t2)
,

k1(t, s) = (sin t+ sin(
√

2t) +
1

1 + t2
).e−s

2

.

∀x ∈ R, f1(., x) ∈ APP(R) car f1 s'écrit comme somme d'une fonction
presque périodique et une fonction continue telle que sa limite à l'in�ni tend
vers 0. De plus on a :

| f1(t, x)− f1(t, y) | =| arctanx.(sin t+ sin(πt) + e−t
2)

10

− arctan y.(sin t+ sin(πt) + e−t
2)

10
|

≤| 3

10
(arctanx− arctan y |

≤ 3

10
| x− y |, t ∈ R, x, y ∈ R,

on sait que (H1) est satisfaite avec L1 = 3
10
, et (H2) est aussi satisfaite pour :

µ1(r) =
r

4(1 + t2)
, r > 0.

c-à-d g1(t, x) est L1-Carathéodory est de plus,

| g1(t, x) | = x sin(xet
2)

4(1 + t2)

≤| x

4(1 + t2)
|

≤| r

4(1 + t2)
|

(H3) est aussi satisfaite, c-à-d Ki
∗ est asymptotiquement presque périodique

car elle s'écrit sous forme d'une somme de deux fonction : l'une est presque
périodique et l'autre est ergodique, avec k1 = sup

t∈R
‖ Ki

∗(t) ‖∞≤ 3.

De plus par un calcul direct on peut montrer que (H4) est satisfaite pour
r0 = 1. En e�et

L1.k1. ‖ µr01 ‖p =
3

10
.3.

1

4(1 + t2)
< 1
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Alors
sup

t∈R,|x|≤r
| f1(t, x) | .K1. ‖ µ1

1 ‖p < r, ∀r > 1.

Par le théorème 2.2.1 l'équation intégrale :

x(t) = f1(t, x(t)).

∫
R
k1(t, s)g1(s, x(s))ds, t ∈ R,

admet une solution asymptotiquement presque périodique.
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Conclusion

Dans se manuscrit nous avons montrer le rôle important de l'équi-asymptotique
presque périodicité pour la recherche d'une solution asymptotiquement presque
périodique pour une classe d'équations intégrales, citons qu'il y'a peu de pu-
blication concernant notre thème, c'est la raison qui nous a motivé à déve-
lopper l'article [11].
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Annexe

Dans toute la suite, (X, ‖ . ‖) est un espace de Banach.

Théorème. (Arzela Ascoli)
Soit K un compact de R. Un sous ensemble F ⊂ C(K,X) est relativement
compact ssi F est équi-continu et ∀t ∈ R l'ensemble {f(t), f ∈ F} est pré-
compact dans X.

Dé�nition. Un opérateur T : X→ X est dit totalement borné si pour tout
sous ensemble borné S de X, l'ensemble T(S) est totalement borné dans X.

Dé�nition. Un opérateur T : X → X est dit complètement continu s'il
est totalement borné et continu.

Dé�nition. Un opérateur T :(X, ‖ . ‖)→ (X, ‖ . ‖) est lipschitzien s'il
existe une constante L>0 telle que :

‖ Tx− Ty ‖≤ L. ‖ x− y ‖ .

Si L<1, l'opérateur T est contractant.

Théorème. (Point �xe de Banach)
Soit T : X → X un opérateur contractant, alors T admet un unique point
�xe x ∈ X.

Théorème. (Point �xe de Schauder)
Soit C un sous ensemble non vide convexe et fermé de X, et supposons que
T : C → C est un opérateur continu tel que T(C) est relativement compact.
Alors T admet un point �xe.
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