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Introduction

Introduction géneérale

La théorie mathématique des assurances de dommages (ou non viagéres, non vie) s’est
développée beaucoup plus tardivement que la théorie des assurances viagéres (vie, déces). Les

problémes qui s’y posent sont sensiblement pus compliqués, et ce, pour plusieurs raisons.

- Enassurance vie ou déces, la compagnie ne doit pas indemniser ses clients qu’une fois
au maximum : I’assuré ne meurt q’une fois, ne prend qu’une seul fois sa retraite (ce n’est que
dans quelques cas particuliers "assurance maladie invalidité " avec retour a I’activité apres
une période d’invalidité, par exemple, qu’un assuré peut éventuellement étre indemnisé
plusieurs fois). En assurance de dommages, au contraire, la regle générale est que les assurés

peuvent avoir plusieurs sinistres (assurance automobile).

- En assurance viagere, le montant a débourser par la compagnie est déterminé au
moment de la signature du contrat. En assurance de dommages, le montant d’un sinistre est
une variable aléatoire : codt d’un accident automobile (incendie total ou partiel ‘un immeuble,

etc.).

- Les problémes statistiques d’estimations des parametres sont plus compliqués en
assurances non viageres. En assurance vie, une révision périodique des tables de mortalité et
du taux d’intérét technique permet de remettre le tarif & jour. En assurance de dommages, les
modifications rapides des conditions économiques rendent I’établissement des tarifs beaucoup

plus malaisé.

- Si les contrats vie son presque toujours d’assez longue durée (10 ans ou plus), les
polices non viagéres doivent en général étre renouvelées beaucoup plus fréquemment.
L’équilibre financier doit réalisé chaque année ; on ne peut tolérer, comme en assurance Vvie,

un déficit au cours des premieres années d’existence du contrat.

- Si en assurance vie la prime peut se décomposer en une composante risque et une
composante épargne, I’assurance non viagére est de pur risque. On ne peut donc espérer

compenser une sous tarification par d’éventuels bénéfices financiers (si ce n’est le bénéfice
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provenant du fait que la prime est pergue anticipativement et que les sinistres sont parfois

payés apres un délai assez long).

- Enfin, en assurance viagere, il est facile de partitionner les assurés en classes
homogénes devant le risque : il suffit de les répartir suivant le sexe, I’age et d’appliquer
éventuellement une surprime pour risques aggraves, par exemple, apres visite médicale. En
assurance non viagére, I’estimation a priori des risques est difficile, voir impossible ; il est
évident que tous les assurés ne sont pas égaux devant le risque : il existe des mauvais
conducteurs, mais commet les repérer a priori ? Les assureurs ont donc été amenés a
introduire des systemes de modification des primes a posteriori, ce que I’on a populairement

appelé des systéemes bonus-malus.

En résumé, les montants a débourser par la compagnie résultent de la combinaison de
deux variables aléatoires : distribution du nombre de sinistres N et distribution des montants

des sinistres S, assez difficiles a déterminer.
S=X +X,+..+ X,

X : Variable aléatoire du montant d’un sinistre.

Un probléme primordial auquel les compagnies d’assurances sont confrontées, est la

détermination de la prime relative a un contrat d’assurance.

La théorie de crédibilité a pour objet la calcul de la prime d’assurance pour un contrat
faisant partie d’un portefeuille hétérogéne. D’un point de vue théorique, cette prime ne pose

aucun probleme. Mais malheureusement, il y a des inconvénients du point de vue pratique.

Ces inconvénients majeurs a I’encontre de I’utilisation des primes pures a posteriori, on
fait naitre le modéle de crédibilité construit par Bithimann (1967,1969) dont I’idée de base est
de se restreindre a des primes linéaires "appelées estimateur de crédibilité”. Une prime qui
peut s’exprimer comme une combinaison convexe entre deux expériences (une prime qui est
fonction & la fois de I’expérience et des caractéristiques individuelles de I’assuré et de celles

de I’ensemble du groupe)
P =25 +{-z)u
ou u=E(S)= E[u(G))]est la prime collective d’un portefeuille des contrats d’assurance,

1(®) est la prime de risque et @ paramétre de risque. S, est le montant moyen de sinistres de

la i*™ contrat, le coefficient z est appelé facteur de crédibilité.
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Selon I’approche bayesienne, la détermination (plutét le calcul) de la prime nécissite la
connaissance des distribution de u(8) (fonction de structure) et f(s/8) (distribution des
montants de sinistres conditionnelle au parametre de risque). L’approximation de la prime de
risque w(0) (0 : paramétre de risque) sous cette approche peut apres une seule année étre
complexe, voir impossible a calculer analytiguement. Par conséquent, on cherche a obtenir

une approximation linéaire de (@) (fonction des observations).

Pour contourner le probléme de complexité de calcul de la prime bayesienne, Bithimann
(1967,1969) propose des modeles qui reposent essentiellement sur une approximation linéaire
de la prime de risque.

Le modele de BiihImann se décompose lui-méme en deux parties communément appelées
“modeéle original” et "modele classique”. Le premier pose les bases de la nouvelle théorie,
tandis que I’apport de la théorie bayesienne empirique fait du second plus pratique. Par son
modele original, Bithlmann (1967) vient donc corriger une faiblesse de la crédibilité

bayesienne, soit celle de la complexité de calcul. Cependant, en pratique, les fonctions u(8)
et f(s/0) sont bien souvent inconnues de I’assureur. Bithimann (1969) a évité ce probleme

par son modele classique, ou I’on considere plutét un portefeuille composé de plusieurs

contrats.

Cette théorie a donné naissance a différents modeles, dans lesquels interviennent des
parametres, appelés parametres structurels. Ils sont au nombre de trois. Le premier s’interpréte
comme étant le montant moyen des sinistres de tout le portefeuille, le deuxiéeme mesure la
dispersion des primes de risque individuel et le troisiéme représente une mesure globale de la

dispersion total de données du portefeuille.

Ce travail se décompose de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a la théorie du
risque, il rappel tout d’abord les principes de calcul des primes d’assurances, ainsi les modeles
classique de la théorie de risque “le modéle individuel” et “le modéle collectif”. Par la suite,
dans le deuxieme chapitre on étudiera divers modeles de crédibilité bayesienne “porte d’entrée
sur le monde de la crédibilité de pricision” .puis la tarification d’expérience par les lois
mélangées dont I’objet est de présenter le systéeme bonus-malus pour les lois de Poisson-
Gamma, poisson-Inverse Gaussienne et le calcul de la prime par le principe de I'utilité nulle.
Le troisieme chapitre traite le plus célébres modeles en crédibilité de précision : le modéle de

Btihlmann, et on se termine par une application sur des données reelles.
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Chapitre | Elément de théorie du risque

Chapitre | :  Eléments de la théorie du risque

1. Processus de risque

1.1 Introduction

La définition de «risque » en assurance a fait I’objet de nombreuses discussions et de

nombreux ouvrages * mais ce sont ses propriétés qui nous intéressons ici.

Soit S, la somme des montants des sinistres pendant la periode de temps(0,t). Cette
variable aléatoire S, est appelée « le processus cumulé de sinistre » et elle se décompose en

deux variables :

- N, le processus de survenance des sinistres
- X, le processus de codt.

Le risque est caracterisé par la fonction de répartition de S,

G, (X) = P(S, < X)

Mais si c’est la forme décomposée du processus qui est retenue, la caractérisation analytique

est obtenue par la probabilité P"(t,s) et la fonction F (x/y). P"(t,s) est la probabilité de
transition de n & m pendant la période (t,s) et la fonction F,(x/y) est la probabilité pour que

S, soit inférieur a y sachant qu’a I’instant précédente il était égale a x.

! Biihlmann (1970) Mathematical Methods in Risk Theory. Springer), (Stochastic Theory of a Risk Business.
Wiley, New York
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1.2 Ensemble de risque

Soit @ un élément de R", & un risque on associe le n-uple ded. Le nombre est dit « paramétre

de risque ».

Soit ® I’ensemble des valeurs possibles du paramétred , ® est dit « ensemble de risque ».

Le processus cumulé S, devient, donc I’ensemble des processus :
{s/.0<c0)|

A ce processus on associe la fonction de répartition G et la famille de fonction :
{eecy

qui caractérise I’ensemble de risques ® .

Les trois cas particuliers suivants peuvent se présenter selon la nature de O :

1- ©® est homogéne pour la survenance, les probabilités de transition P sont les mémes

quel que soité .
2- ® est homogeéne pour le codt, les fonctions F’(x/y) sont indépendantes de @ et de t.

3- ® est homogene pour la survenance et le codt.

Les résultats peuvent étre résumer dans une « fonction de structure » Si 6 est un paramétre

réel la fonction de structure sera
U’ =P@<t)
Si 0eR" U’ =P(6,<t,....0, <t)

Si pour tout risque O le processus cumulé de sinistres est connu par sa fonction de répartition
G/ (x), le processus I’ensemble de risques est obtenu en intégrant par rapport a €, au sens de

la fonction de structure U :

G,(x) = [ ..[ G (x),d6,...d6,

6,0, 6,
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1.3 Principes de calcul des primes

HEMARD définie I’assurance : « I’assurance est une opération par la quelle une partie, se fait
promettre, moyennant une rémunération, la prime, pour lui ou pour un tiers, en cas de
réalisation d’un risque une prestation par une autre partie, I’assureur qui, prenant en charge un
ensemble de risque, les compense conformément aux lois de la statistique ». Il fau déterminer

la prime P, qui compensera les realisations du processus pendant I’intervalle de temps (O, t).
Pour simplifier les notations le calcul peut étre fait dans I’intervalle (0,1) et on note S,,S et

P,P.

A toute fonction de répartition G (x) est associee une primeP, symboliquement,

P=F(G,(x)), ou F estun fonctionnelle.

1.3.1 Principaux fonctionnelle utilisées
1. Principe de la moyenne (de niveau 4 )

Soit A un nombre positif et E(S) I’espérance mathématique de S :

R = F(G, () = (L+4) [ XxdG, (x) = (L+ A)E(S)

Le principe de la moyenne de niveau A est le plus utilisé. Le niveau A porte le nom de
« chargement » mais ce principe a le gros désavantage de ne pas tenir compte de la dispersion

du risque.

2. Principe de I’écart-type (de niveaua)

Soit @ un nombre positifet o(S) I’ecart-type de S :

P, = F,(G,(x)) =jxdGs(x) +o D(x— E(S))?dG, (x)} =E(S)+aoc(S)
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Le Principe de I’ecart-type est trés utilisé. Cependant, il n’est vraiment intéressant que si la

distribution des risques est normale, ce qui est rarement le cas en assurance automobile.

3. Principe de la variance (de niveau )

Soit B un nombre positif :
P, = Ry (G,(x)) = E(S) + Bo*(S)

ol o’(S) :J'(x— E(S))?dG,(x) est la variance de S
R

Le Principe de la variance a I’avantage d’étre linéaire pour I’addition des risques
indépendants. Cette propriété est intéressante pour les branches d’assurance possédant un

grand nombre de contrats, ce qui est le cas en assurance automobile.

4. Principe de I’utilité nulle
P, = F,(G,(x))
tel que
E[U(P-S)]=U(0)
ou U est une fonction d’utilité.

La difficulté de cette méthode réside dans le choix de la fonction d’utilité. En choisissant une
fonction d’utilité adequate, les principes de la moyenne de I’ecart-type et de la variance

peuvent étre considérés comme des cas particuliers de ce principe.

1.3.2 Propriétés de ces principes
Les deux principes qualités que peut posséder un principe sont I’additivité et I’itérativité
1. Additivité :
Pour S et S’ indépendants,
P(S+S)=P(S)+P(S)

ou P(S)=F(G,(x))
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Cette propriété est remise en cause par certains auteurs car ils considérent préférable que pour
des raisons de diversification, la prime de la somme soit plus faible que la somme des primes,

(comme par exemple si on applique le principe de I’ecart-type).
2. Itérativité :
Pour SetS,
P(S)=P[P(s/S)]

Supposons qu’un conducteur cause un nombre annuel d’accidents distribués selon une loi de
Poisson de paramétreA. A est inconnu et est différent pour chaque conducteur. Nous
supposons que A est la réalisation d’une variable aléatoire réelle A. Donc la loi du nombre

d’accidents N conditionné par A = A est poisson (A1).

L’itérativité dit que la prime a appliquer & un conducteur s’obtient en appliquant le principe
d’abord a une sinistralité conditionnée par A, puis a nouveau a la variable aléatoire (fonction

de A) ainsi obtenu.

Dans le tableau si dessous on résume la conformité de chacun des principes de calcul des
primes a ces deux propriétés. Un « + »signifie que la propriété est vérifiée, Un « - » qu’elle
ne I’est pas. Un « e » signifie qu’elle I’est dans le seul cas exponentiel.

Principe Additivité Itérativite
Moyenne + -
Ecart-type - -
Variance + -
Utilité nulle e e

Tableau 1.1 : propriétés des principes de calcul des primes
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1.4 Primes de risque et primes collectives
Dans I’étude de la tarification, une distinction fondamentale doit étre faite.

Si I’assureur a devant lui un cas individuel gu’il connait parfaitement, on parle de risque
individuel et la prime est « la prime de risque ».Si au contraire la compagne d’assurance doit

définir une prime commune a un ensemble de risques, c’est une « prime collective ».

-Si G/(x) est la fonction de répartition du processus cumulé d’un risque de paramétre @, la

prime P’ = F(G/(x)) est la prime de risque.

- Si G,(x) est processus cumulé d’un ensemble de risques dont les parametresd

appartiennent a un ensemble ® , la prime P = F(G,(X)) est la prime collective.

1.4.1 Primes de risque

Soit 6 le paramétre de risque, la moyenne est :

u(0) = [ xdG! (x)

et la variance est :
o*(0) = [ (x~ p(0))*dG! (x)
R
Les primes sont donc suivant le fonctionnelle utilisée :
R =0+2A)u()
P,=0+a(0)
P,=(1+p5)0

Pour la loi Poisson (0), u(@)=0c°(0)=6 etdonc:

R =01+4)0
P, :9+a\/5
P,=1+p)0
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1.4.2 Primes collectives

Les paramétres de risques 6 <® dont la structure est définie par la fonction de

structureU (@) . Le calcul est envisagé de deux manieres différentes

Premier calcul

U (0) est une fonction certaine, en intégrant les primes individuelles on obtient la prime

collective
G, (%) = [ G/ (x)dU (0)
La moyenne
u= [ xdG,(x) = [ [XG{ (x)dU (8) = [ u(0)dU (6) = E(1(9))
La variance

o = [ (x=p)*dG,(x) = [ [ (x— u(6) + u(6) - 1)°G{ (x)dU (6)

[ [ x=u(6))G! ()dU (6) + [ [ (u(6) - 1)°G! (x)dU (6)

[ ©)dU(©) +] (u(8) - 1) dU (6)
=E[c’(0) |+V [u(0)]

Les primes sont donc suivant le principe utilise :

P=Q+A)u=@1+A)E[u(0)]
P,=u+ao= E[u(Q)]+a(E[02(9)}+V (@)™

P, =u+ Bo’ =E[u(0)]+ BE[o?(0) |+ BV [1(6)]

10



Chapitre | Elément de théorie du risque

Second calcul

Dans le cas général, la fonction de structure est une variable aléatoire et donc pour calculer les
primes collectives I’assureur doit prendre également une "sécurité” sur la répartition des

parametres.

U (0) est une variable aléatoire. On associée au paramétre 6 la prime de risque P(8). P(6)

est une variable aléatoire dont la fonction de répartition est :
V,(x)=P(P(0)<x)

Cette fonction est entierement déterminée par la fonction de structure U et par la prime P(9) .

On obtient la prime collective en appliquant une deuxieme fois le fonctionnel, soit :
P"=F(V,(x)
et suivant les principes utilisés la prime est :

1/ Le principe de la moyenne donne :

P =(1+ A)j P(6)dU (0) = (1+ A)ZHXde(x)dU (0)

R = (L+2)*[ xdG, (x) = (L+ A)(L+ 4) [ xdG, (x) = (1+ A)P,

2/ Le principe de I’écart-type :
P = E[u(©®)]+aE[c(®)]+a[V[1(®) +ac(®)]]”
Mais o étant petit devantl, le terme o est négligé, soit :
P = E[u(®)]+aE[c(®)]+a[V[u@®)]]"
3/ Le principe de la variance donne :
P =E[u(0)]+B(E[*(©)]+V [ u(©)+Bo’(©) )

en négligent le terme en B il vient :

Py = E[u(©)]+BE[c?(®) |+ BV [u(®)] =P,

11
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1.5 Modeles classiques de la théorie de risque

Un des principales préoccupations actuarielles d’une compagne d’assurance est d’évaluer le

risque global lié au portefeuille de contrats d’assurances qu’elle a souscrits.

En théorie de risque, il existe deux modeéles pour représentant le montant total des

réclamations d’un portefeuille de risque :

1.5.1 Modéle individuel du risque

Ce modele consiste a prendre chacun des risques d’un portefeuille séparément et d’y attribuer
une variable aléatoire représenter le montant des réclamations y étant associé. La somme de

ces variables aléatoires donne le montant total des sinistres. En d’autre terme,
S=X+..+X,

-ieme

ou X, est le montant des réclamation du i~ risque, n le nombre de risque dans le portefeuille
et S le montant total des réclamation.

En particulier si les risques sont équidistribués et n est grand le théoréme central limite?

permet d’affirmer qu’une loi normale est une modélisation raisonnable pour la loi de S

S—nu

a/n

L 5N(0,)

ou weto sont les paramétre des (X,).., ( les (X,),sont supposées indépendantes et

identiquement distribuées)

2 Si n n’est pas trés grand, on estime la distribution de S comme convolée des n distributions des variables X,

12
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1.5.2 Modéle collective

Le terme « modele collectif» désigne toute modélisation de la sinistralité comme
composition d’une variable aléatoire représentant le montant unitaire d’un sinistre par une

variable de comptage, dit de « fréquence »
Dans ce qui suit en fera les hypothéses suivants :
- N est une variable aléatoire & valeurs entieres ;

- Xg,.., X, sont des variables aléatoires positives, indépendantes et identiquement

n

distribuées avec fonction de répartition F,
- Lavariable aléatoire N est supposée indépendante de la suite X,..., X,

Donc S est une somme aléatoire de variables aléatoires (S = X, +...+ X, ) dont la loi dépend

de cellesde N et des X;.

Cette représentation du risque aléatoire encouru par I’assureur est avantageuse, d’une part

parce qu’elle permet de départager I’'impact du comportement aléatoire de N et des X, sur le

montant total de réclamation, mais aussi parce qu’il est plus simple de modéliser séparément

ces deux composantes.

1.5.3 Propriétés classiques du modele collectif

Désignons par S= X. un modele collectif. Les variables (X) <
i i/1<i
i=1

sont indépendantes et

<n

identiquement distribuées et les variables {(X;),.;.,, N} sont indépendantes, alors I’espérance
et la variance de S deviennent simple a calculer.

Proposition 1.1 :

- E(S)=E(N)E(X)

- V(8) = E(N)V(X) +(E(X))’V(N)

On remarque I’espérance et la variance de S s’écrit en fonction de I’espérance et la variance

de X etdeN, ce qui facilité les calculs en pratique.

13
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Proposition 1.2 :

La fonction génératrice de S est donnée par

Ms(t) = MN(In[Mx(t)])

Proposition 1.3 :

La fonction de répartition de S est donnée par

FS (S) = z pn F):n (S)

n=0

ou F, est la fonction de repartition commune des X

ou " est la convolée n fois de la fonction de répartition F, , avec p, =P(N =n) et F,° est

défini comme suit
O0sis<0
F(s)=
1sis>0

A laide de F; on retrouve la fonction de densité de S :

fs (s)= z Py f;n (s)

n>0
Exemple 1.1
Supposons que N ~ Poisson(A) , de sorte que

na—4

n!

n>0,1>0

On sait que E(N)=V(N)=A , déduisons-en I’espérance et la variance de S lorsque X obéit

a une loi quelconque
Ona
E(S)=E(N)E(X)=AE(X)

et

14
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V(S)=E(N)V(X)+E(X)*V(N)= AV (X)+AE(X)* = 1E(X?)
On peut ainsi calculer la distribution de S :
M (0 =€

M, (t) =M, (In[M X (t)]) = exp[AM « () —1]

Or, ceci est la fonction génératrice des moments d’une distribution de poisson composée. et

donc :

F(9) =S 2R

o N

ol F," est le n"*™ convolution de X .

1.5.4 Principale distribution de N

Selon les positions respectives de la variance et de I’espérance de N il y a trois type de

distributions utilisées en pratique
- Lavariance est significativement inférieur a I’espérance:loi binomiale g(m, p)
sa fonction de probabilité est définie par :
P, =P(N=n)=C;p"(1-p)"",ne{0,1,..m}
- Lavariance est équivalente a I’espérance : loi de Poisson (1)
sa fonction de probabilité est définie par :

Al

p,=P(N=n)= :
n!

n>0,1>0

- La variance est significativement supérieur a I’espérance : loi de poisson melange en

particulier la loi binomiale négative BN (r, p)

sa fonction de probabilité est définie par :

p,=P(N=n)=C'2 p"l-p)",neN

n+r-1

15
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La distribution binomiale négative est fréquemment utilisee comme solution de rechange
a la loi de poisson. On peut aussi considérer cette loi comme une généralisation de la loi

de poisson (mélange de poisson de parametre A inconnue obéissant a une loi Gamma)

15.5 Principales distributions du montant d’une réclamation X (lois de co(t
unitaire)

Les lois les plus utilisées pour modéliser le montant d’une réclamation généré a I’intérieur

d’un portefeuille sont résumées dans le tableau suivant :

Distribution Fonction densité f,

Exponentielle (1) e x>0

Gamma ((«, *

((@.5)) .

I'(a)

Log-normale (u, o) 1 anpdosy
— e o x>0
Xo~ 21w

Pareto (o, B) g(ﬁ)ml’x > B
B X

WerU”(O{,i) in7197X/ﬂ,X>0

Inverse gaussienne (u, 3) ‘u(zﬂﬁxs)fllzef(x,u)wzﬁx’ x>0

Tableau 1.2 : Distribution du montant de réclamation

16
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1.6 Méthodes de calcul de la distribution d’un modéle collectif

On présente deux méthodes de calcul de la distribution d’un modéle collectif plus légéres que

le calcul.

1.6.1 Algorithme de Panjer (Formule récursive)

Cet algorithme permet de calculer de maniére économique la distribution de S lorsque la
variable X est discrete. Il permet d’approximer la fonction de répartition de S dans le cas
général en discrétisant la distribution de X (Panjer et al. (1983)).

Proposition : (Algorithme de Panjer)
N

Soit S =ZXi une variable composée, telle que la variable X est discréte, de loi de
i=1

probabilité p(x) = P(X = x). Supposons qu’il existe deux réels a et b tels que :

VneN,P(N=n)=p, =(a+%) Pns

Alors f(s)=P(S =s) vérifie

Po, sip(0)=0
f(0) =

My(np())  sip(0)>0

vse N, f(s) :1—a1p(0) i(a+b—:)p(h) f(s—h)

17
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1.6.2 Approximation d’Edgeworth®
Proposition :

Soit S=o0Z+u ouu=E(S)eto = \/V(S) . Alors I’approximation de la fonction de

répartition de S est :

E(Z%)
24

Fs(s):cb(s;“)—Ef )

OO () + =22 00 (2
o} o}

® : est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

¥ La méthode d’ Approximation d’Edgeworth utilise le développement en série de Taylor

pour estimer la distribution de S

18
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Chapitre 11 Estimation de la prime de Bayes

Chapitre Il :  Estimation de la prime de Bayes

Introduction

La tarification Bayesienne va reposer sur I’historique des sinistres pour réviser le montant de
la prime pure. En effet, si I’assureur ne peut observer directement si tel assuré représente un
bon ou un mauvais risque, le passé sinistre va néanmoins lui fournir une information sur la

qualité du risque.
I- Inférence bayesienne

1. La regle bayesienne

Soit (X,®)" un vecteur aléatoire & valeur dans I’espace y xQ et soit p(x,6) sa densité.

Alors

7(0) =j p(x,0)dx et q(x) =j p(x,6)do (2.1)

Sont les densités marginales de ® et X , respectivement. L’approche bayesienne suppose
que pendant I’expérience on n’observe que des réalisations de X , c’est-a-dire on suppose que
X est une variable observable appelé un échantillon. Par contre la deuxiéme composante ®
est inconnue et non observée et considérée comme un parameétre. Supposons que la densité

conditionnelle de X sachant la valeur de ® est connue. Notons

2(x/0) :% 2.2)

La densité conditionnelle de X sachant que ® =0 , et soit

p(x,0)
0/x)=—""1 2.3
q@/x) 1) (2.3

La densité conditionnelle de ® sachant que X =x , puisque

p(x,0) = z(x/0)7 () (2.4)
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de (2.1) et (2.4) on tire les formules de Bayes :

x(x/0)x(0) = (x/0)n(0)

01x) = =
967 q(x) jn(x/e)n(e)de

(2.5)

et

r(x/0)=901930) __a(0/x9a(x) 26)
70)  Ja@/xq(x)dx |

La densité marginale 7(0) de © est appelé la densité a priori et la densité conditionnelle

q(@/x) de X =x est appelée la densité a posteriori.

L’inférence statistique sur ® dans I’optique de I’approche bayesienne est donnée en utilisant

la densité a posteriori q(6/x) basée sur I’échantillon X , puisque toute information
probabiliste sur ® est exprimée en termes deq(@/x). S’il est nécessaire d’estimer la
valeurU (6), ou 0O est une réalisation non observée du parameétre aléatoire ® , alors on utilise

I’espérance conditionnelle E(U (®)/ X) comme I’estimateur ponctuel pourU (0).

2. Estimation ponctuelle

Supposons que pendant une expérience une réalisation de X est observée et la réalisation
correspondante de ® est inconnue. Il faut estimer la valeur 6 de la réalisation non observée
de® . Soit

O =0"(X)
Un estimateur ponctuel de 6.
L’erreur systématique de ®" est
E@O@ -0/X)=E(@®"/X)-E(®/X) (2.7)

ou

E(@/X:x):j@q(@/x)de et E@ /X =x)=07(x) (2.8)
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Définition 2.1: L’estimateur ©(X) est sans biais si I’erreur systématique est zéro, c’est-a-

dire, si

O(x)=E(@/X = X) (2.9)
Il s’ensuit que I’estimateur sans biais est unique presque strement.
Théoréme 2.1: [22]

L’estimateur sans biais
O(X)=E(@/X)=[6q(8/X)de (2.10)
Q

est le meilleur au sens de moindres carrés.

Définition 2.2:

(:)(X) est appelé estimateur bayesien.

3. Prime de risque et Prime collective

Une prime est un montant fixe percu par la compagnie, dans le but de compenser les dépenses
résultant de sinistres. Désignons par S la variable aléatoire représentant le montant des

sinistres au cours d’une année, par G,(x) sa fonction de répartition. Si la distribution de la
variable S , pour chaque contrat, est parfaitement connue, il serait facile de déterminer une
prime proportionnelle pour chaque risque. Cependant cette hypothese, en pratique, n’est
jamais vérifiée.

Chaque risque peut étre repéré au moyen d’un paramétre 1 (S, : montants de sinistre) de
fonction de répartition G, (x) . Le collective (ensemble de risque) peut ainsi étre identifié avec

I’ensemble A des valeurs que peut prendre 4.

Un principe de calcul des primes H est une regle qui permet d’associer a toute fonction de

répartition G, (x) un nombre P
P=H[G(x)]

ol H est une fonctionnelle
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Si G,(x) est la fonction de répartition correspondant a un risque particulier 1, la prime

correspondante est appelée prime de risque (prime individuelle)
P(1) =H[G(x)]
Si G, (x) est la fonction de répartition du collectif, nous parlons de prime collective
P=H[G(x)]

Pour étudier les rapports existants entre la prime de risque et la prime collective, il est
nécessaire de décrire la structure du collectif. Cette information nous est fournie par une

fonction de structure U(A) (indiquant la distribution de Aau sein de A). Si A est un

paramétre de risque réel (unidimensionnel), alors :
U(0)=p(2<0)

Nous avons par la théorie des probabilités totales, une relation entre la distribution S des

montants de sinistres dans le collectif et aux distributions S, par :

G(x) = [ G,(\)dU ()

Par le principe de I’espérance mathématique, la prime réclamée a I’assuré est égale a
I’espérance mathématique du risque augmentée d’un chargement de sécurité proportionnel a

cette espérance.
3.1 Prime de risque

P(4) =1+a)u()
ou ,u(l)z.[XdGl(X) est I’espérance de S,
0

3.2 Prime collective
P=1+a)u

ou u=E,[u(A)]= J'u(i)du (1) est I’espérance mathématique prise par rapport a la fonction
A

de structure U (A).
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4. Théorie de la crédibilité

Pour un portefeuille d’assurance hétérogéne, les assurés ne sont pas tous égaux devant le
risque, certains présentant un profil plus dangereux que d’autres. Appliquer la méme prime
pour tous pourrait don paraitre inéquitable ce qui induit une surtarification de certains assurés.
On peut diminuer I’hétérogénéité du portefeuille en le divisant en sous portefeuille de risques
homogeénes (sur base de caractéristiques, telles que le sexe, I’age, etc.). Les caractéristiques
dans chaque sous portefeuille n’expliquent pas parfaitement la dangerosité des assurés. 11 est

donc assez naturel d’utiliser la sinistralité & un individu pour réévaluer le montant de sa prime.
Cette pratique reléve de la théorie de la crédibilité.

L’idée fondamental de cette théorie peut se résumer comme suit : Supposons que, pour une

police particuliere, on ait observé, pour les n premiers périodes, les montants des sinistres

e

suivants : x,, X,,..., X, ; X est le montants de sinistre généré par cette police durant la i*"

n

année d’observation. La pure observée est donc

X X et X,
" n

Si I'assureur applique cette prime, quelle prime devrait étre payer par un assuré dont le

montant de sinistre est nul (x, = x, =...= X, =0) . Donc I’assureur est confronte a un probléme,
soit qu’il exige une prime collective p_, identique pour tous les assurés (mais pourrait

mécontenter les « bons » assurés qui, s’estimant l1ésés), en plus I’assureur n’a pas d’intérét

d’appliquer la prime p, et p,, . Les actuaires ont alors songés a réclamer une prime entre p,
et Py -
Pereg = 2Py + (1= 2) Py
ou z est un facteur de crédibilité
Remarque: ce facteur z mesure la crédibilité que I’on peut accorder a la prime p,
4.1 La crédibilité bayesienne
Considérons un portefeuille de contrats segmenté en k contrats (polices)

a/ Cas d’un portefeuille homogene : ce cas n’est jamais rencontré en pratique, I’homogeénéité
se traduit par le faite que toutes les contrats sont indépendantes et identiques. C’est-a-dire, si
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on considére que S, est le montant annuel des sinistres de la i*™ contrat (i=1,...,k), alors les

variables aléatoires S, sont indépendantes.

b/ Cas d’un portefeuille hétérogéne : ce cas est souvent rencontré en pratique, I’hétérogénéité
se traduit le fait que les risques des sinistres ne sont pas les mémes pour toutes les contrats.
(en assurance automobile par exemple, les assurés ne conduisent pas de la méme fagon, ce qui

explique bien que le risque d’accident est plus ou moins grand selon les assurés).
4.2 La prime bayesienne

Supposons que, pour une police particuliere, on ait observé, pour les n premiers périodes, les

montants des sinistres suivants : S, = x,,...,S, = X,

Théoreme 4.2.1 : [22]

La prime pure a posteriori (appelée aussi prime de Bayes) pour la période n+1 est donnee

par : (au sens de moindres carrés)

TI(X,, o0 X,) = E[(A) ] X, X, ]
4.3 Famille exponentielle et crédibilité exacte

La prime bayesienne E(u(®)/S) constitue la prime (au sens de moindres carrés) a chargé a

un assuré compte tenu de I’expérience accumulée. Le calcule de la prime dans le cas ou les

distributions de S/® et ® sont connues, devient « plus ou moins facile ».
Exemple 2.1 : (Bailey 1950)

Dans le cas ou, la fonction de densité des montants de sinistres conditionnelle au parameétre
de risque S/® obéit a une loi de Bernoulli c’est-a-dire S/© ~ 3(©)

f(x/6) =0*(1—0),x=0,1

et ou le parametre de risque est de distribution Seta(a, 8) de densite

_T(a+pB) joa B
U(H)_—F(O{)F,B)e @-0)y"",a,p>0
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n

f(x;/0)u(o)
Ona UO/ X,y X, ) = —2
j [ /0)u(©)do

00 =1

f[exj (1_0)1—xj F(Ol +ﬁ)9a71(1—0)ﬁ71

= (a)L'(B)
Ln o e \,3)90571(1—9)/3’1
ora-o0y " do
"[1‘:! o) [(a)L'(B)
F((X + ﬁ + n) ixj +a-1 ﬂ+n7ixj71

o7 (1-0) =

n

_F(a+Zn:xj)F(,B+n—ij)

Par conséquent 0/X,,...,X, ~ B(a+ > X;,B+n=YX;)
=1 j=1

On obtient la prime bayesienne suivante :

+ ) X —
E(u(©)/S, =X, S, =X ) = — XX __n g, atp «a
a+p+n a+p+n a+p+na+p
Avec 7=— 1 et E(u(®)) =—2
a+p+n a+

Dans certain cas la forme de la prime peut aprés une seule année étre complexe, voir

impossible a calculer analytiquement.

Exemple 2.2 (Norberg1979)

Soit S/©~ B(®) et ®©~U,,, alors:

n-nS ) bn§+j+2 _an§+j+2
2 Y (n—-nS—j)1j(nS+ j+2)
E(‘u(®)/81 =X S” - X”) - nj—znl§ bn§+i+l-_-a-n§+j+1

>, (!

= (n=nS—j)!j!(nS+j+2)
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La prime bayesienne est compliqué (non linéaire), de plus elle n’est pas nécessairement entre

I’expérience S et la prime collective u

4.4  Crédibilité bayesienne pour les combinaisons de distributions de la famille

exponentielle

4.4.1 Distribution conditionnelles S/ discretes

f(s/6) Géométrique (0) Poisson (0)
01-0)° 0°e”’
s!
u(o) Béta (a, B) Gamma (a, )
(o +B) 0°1(1— )P ﬁ 41,50
rrp’ 7 @’ ©
f(s) INa+ ) (a+)I(B+59) Binomiale Négative (a, B/ B +1)
I'a)(B)'(a+p+s+1)
rs+a) ( B Y( 1Y~
rs+Yr(e)\ p+1) \ p+1
U072, %,) Béta(a+n,,8+zn:sj) Gamma(a+zn:sj,,8+n)
d:a+n,ﬁ~=ﬁ+zn:sj d=a+zn:sj,ﬁ~=ﬁ+n
1(0) 1-0) 0
0
E(u(©)) B a
a-1 Jo]
E(u(®)/5) 5e3s N
o+ n:—l Joj :n
z n n
n+a-1 n+p
Tableau 4.3.1 : Crédibilité bayesienne exacte : combinaisons de distributions discrétes
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4.4.2 Distribution conditionnelles S /6 continues

f(s/6) Exponentielle (8) Normale (6,07)
e s—0
O(—)
0,
u(o) Gamma (o, ) Normale (u,c?)
B 9« 1P CD(O_/J)
() Oy
f(s) Pareto (o, ) Normale (u,o” +0?)
af’ o( S—u )
(B+s)" ol +ao?
n ~ ~2
u@/x;,....Xx,) Gamma(a+n,,6+Zsj) Normale (i,6;)
j=L
i ) GfZSj +olu
O~t=a+n,ﬁ=ﬁ+zsj f= J=21 2
j=1 (o) n +O'2
1(0) 1 0
0
E(u(0)) B H
a-1
E(u(®)/9) C \
IB+ZSj onSﬁoﬁy
j=1 j=L
a+n-1 oin+o’
z n n___
n+a-1 n+o;/of
Tableau 4.3.2 : Crédibilité bayesienne exacte : combinaisons de distributions discretes
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Remarque :

1- Dans les deux tableaux ci-dessus, on remarque que la distribution a posteriori de ©

est de méme type, avec de nouveau parameétres, que sa distribution a priori

2- Laprime calculée pour les quatre combinaisons est exacte E (u(®)/ S) est une fonction

linéaire des observations.

3- Les quatre fonctions de vraisemblance appartiennent toutes a la méme famille de

distribution, la famille exponentielle.
5. Modele de Jewell (1974)

Le probléme de la crédibilité exacte est la détermination des couples (f(s/6),u(8)) pour

lesquels on a une prime bayesienne linéaire.
Définition 5.1: (conjuguée naturelle)

Soient u(@) et u(@/x,...,x,) les distributions a priori et a posteriori de ® respectivement.

On dit que u(0) est la conjuguée naturelle de la fonction f(x/68) si u(@/x;,...,X,) est du

méme type (avec de nouveau parameétre) que sa distribution a priori.

Théoreme 5.1: Jewell (1974) [19]

Soit f(x/6) un membre de la famille exponentielle unidimensionnelle (Lehmann (1983)),

dont la densité peut s’écrire

_ p(x)e™”
f(x/@)——q(e) . x>0 (5.1)

Alors :

1/ La conjuguée naturelle de f(x/6) est:

0 ) e79>(0

1(0) =9
C(t, %)

ou t,>0 et X,>0 seront définie dans la preuve et c(t,,x,) est un facteur de normalisation

dépendant des deux parametres t, et x;.
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2/ L’estimateur bayesien E(u(®)/S) est une fonction linéaire des observations et peut

s’écrire comme une prime de crédibilité.

Preuve :

De I’équation (5.1) on a :

q(6) =T o(edx et —9(0) :Tx PE™ i) (52)

q@) o a@)

Dans ce cas, la loi a posteriori du parameétre de risque prend la forme

On remarque que u(e/x

c’est-a-dire

Si on prend

W@ fx/6)
IR p—

u(e)f[ f(x 10)

j u(/m)f[ f(x/2)dA

Ae®

()[ j "
©
ol T

n
X,) ne depend des observations qu’au travers de n et t= ZXi :
i=1

u(@)(]éj g
U@/ X, X)) = q(0) :
1
A | eMda
Z.E[@LI( )( (i)j
q@) e ™ .
o c(ty %) Uit %) (5.3)
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A-t-on que u(e/x,...,x,) et u(e) ont méme forme analytique
De (5.3)ona:

cam%):.[quhgmme

0e®

Alors

1 n
o)~ -0t
! )[q(e)J )

1 n
D= | e™da
I H )[q(i)j °

Ae®

(a(6) e( 1 J -
cty, %) \a(®)

) .[ (Q(A))toelxo[ 1 Jn ed 1
2o Clty, %) a(4)

n+ty
( 1 J e—9(t+x0)
__\ae)

n+ty
.[ [1J e*l(HXo)di
Ae® q(i)

On déduit que :

N+t n+t,
(]-GJ e—9(t+X0) [ 19} e—G(tero)
UO/%, ... X)) = a(©) _q(6)

= =u(@;n+t,,t+x;)

N+t
1 " e c(n+t,,t+Xx,)
— e ’dA
i@(q(l)j

On retrouve donc une loi de famille des fonctions de structure conjuguées mais les parameétres

n+t, ett+x,.
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2/

= E(E(pi/@)) _E(S) =Txf (x)dx = [ 1(@)u(0,,%,)d0

Peoll 0

jq(e) e p
q(6) (a(6))"c(ty, X,)

=l[u(0;to,x0)]® + %
t t,

0

En faisant I’hypothese que u(.;t,,X,) est nulle aux extrémités de ® alorsona:

Xo

< (5.5)

‘Ll=

La prime bayesienne :

(%, %) = E[1(A) ] %o xn]zjy(é?)u(é?lxl ..... x )d6

0e®

- j p(O)U(O;n+1,,t+x,)dO

0e®

_t+X0_ t0 X0+ n t
N+t, N+t t; n+ton
Alors
T %) = E[(A) %o X, ] =0 g4 5
n+t, n+t
Avec 7=

n+t,
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Proposition 5.1: [19]

Soit s*=E(V(X/®)), a=V(u(9)). Alors:

_a_EV(X/e)

s V(u(e))
Preuve :

De I’équation (5.4)

(1j‘° oo
u(e;to,xo)=qu—x)

Ona:

9 Lot x) = u(o: L 90 _
deu(@,to,xo)_u(e,to,xo){ t, a(0) XO} (5.6)

De (5.2) et (5.6) on déduit que :
d . :
@u(&to’ X,) =u(0;t,, Xo)[to,u(e) - Xo]

Et

d2
do’

u(0;ty,%,) = [toﬂ(e) - Xo]u’(e;to’ Xo) + ot (O)u(0:t5, %))

De (5.2)on: E(X?/0)=q"(8)/q(0) et par la suite, on trouve que :

d —
@u(ﬁ)— V(X 106)

Alors

2

%U(@;to, Xo) = [toﬂ(e) — X ]2 U(@;to, Xo) _toV(X /Q)U(e;to' Xo) (5-7)
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Si u(@;n+t,,t+x,) est nulle aux extremités de ® et en intégrant deux fois I’équation (5.7)

par rapporta @, on obtient : (u =%)

0

0=E[t,u(0)- %] ~LE[V(X/6)] :tjE{u(e)—ﬂ ~tL,E[V(X/6)]

=tV [u(0)]-t.E[V(X /6)]
Donc

E[V(X/0)]
ty=——r—>
V[u@©)]

Bailey et Mayerson avaient su en leur temps prouver ce résultat pour la plupart des cas du
tableau (4.3.1, 4.3.2), mais I’apport de Jewell fut d’en faire un résultat général. D’une utilité
restreinte pour faire les calculs, surtout si I’on s’en tient aux cas types, le modele de Jewell a

néanmoins d’unifier tout les cas possible en une formulation générale.

Le tableau suivant présente les valeurs de x, et t,pour les combinaisons des tableaux

(4.3.1, 4.3.2) et de I’exemple de (Bailey 1950)

Combinaison X EV(X/0 X
u=E[u@)]-% | EVX/O] 1%
b V{u(©)]
Bernoulli / Béta a a+pf a
a+pf
Géométrique / Béta B a-1 i}
a-1
Poisson / Gamma a Jij a
B
Exponentielle / Gamma B a-1 B
a-1
Normale / Normale u' cllo? u'cllo?

Tableau 5.1 : Valeurs de X, et t, de la credibilité bayesienne exacte
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I1- Tarification d’expérience par les lois mélangées
1. Introduction

Du point de vue technique, il peut étre utile que la prime tienne compte du cours des sinistres
d’un contrat. Exception faite, toutefois, si le portefeuille de la compagnie est parfaitement
homogeéne, c’est-a-dire si tous les assurés sont également exposés. Le systéme du bonus-

malus perd alors tout son sens et toute sa justification.

Par contre, dans un portefeuille hétérogene dont les polices accusent des variations
importantes dans la fréquence des sinistres, les contrats enregistrant plusieurs accidents en un
laps de temps restreint doivent étre jugées difféeremment que ces exempts de sinistre. Selon le
cas, il sera dés lors possible, grace au nombre des sinistres annoncés, de tirer de précieuses

conclusions sur le risque que représente tel ou tel contrat en particulier.
2. Modélisation de la fréquence des sinistres

Dans cette section, nous proposons plusieurs distributions généralement utilisées pour
modéliser la survenance d’accidents. La plupart d’entre-elles sont de type « Poisson
mélange » qui représentent I’avantage de mieux appréhender I’hétérogénéité naturellement
présente dans un portefeuille d’assurés représentant ainsi de maniere satisfaisante I’éventail

des comportements au volant des différents types de conducteurs.
2.1 Distribution de Poisson simple : Portefeuille homogéne

La loi de Poisson convient a la description d’événement dont la probabilité de réalisation est

faible mais constante. Partant de cette constatation, définissons ce qu’est un événement rare.

Si I’on considére I’observation d’un assuré pendant une durée déterminée notéeT, il est
toujours possible de décomposer cette période en n sous-périodes de durée At(At=—)
n

suffisamment courtes de sorte qu’il soit impossible d’y observer plus d’un sinistre.

Il suffit de choisir n de fagcon que la probabilité d’observer un accident soit petite que
souhaitée, de facon a réduire autant que souhaité la probabilité d’observer plusieurs accidents

" simultanément "

34



Chapitre 11 Estimation de la prime de Bayes

Mathématiquement, cette exigence se traduit comme suit. En notant A le nombre d’accidents
par unité de temps et N(t,t + At) le nombre d’accidents dans I’intervalle (t,t + At) . On définit

un événement rare comme I’événement (au sens probabiliste) respectant les hypothéses :

H, : P[N(t,t+At) =1]= AAt + o(At)

H, : P[N(t,t+At)>1]=0(At)

H,:  Soient T et 7 deux intervalles non  empietant.  Alors
P[N(’L’) =k,N(z") = m] = P[N(T) = k]P[N(T’) = m]

Proposition 2.1: [26]

Si les hypothéses H, , H, et H, sont satisfaites. Alors la distribution du nombre de sinistres

est poissonienne.

Preuve :

Posons p, (k,t) = P[N(t) =k]et appliquons la technique du bilan des probabilités.
p,(k,t+At)=p,(kt).P[N(t,t+At) =0]+ p, (k—1,t).P[N(t,t + At) =1]+Zk: p, (k=i t).P[N(t,t+At)=i]
i=2
k
= p, (k,t)[1- 2At +o(At) ]+ p, (kL t)[ AAt +0(At) ]+ D p, (k—i,t).0(At)
i=2

= p, (k,t)[1-AAt]+ A p, (k -1, t)At + O(At)

D’ou
p, (k,t+At)—p, (k,t) 0(At)
=Ap,(kK,t)+Ap,(k-Lt)+——=
ot P, (K, ) +4p,( )+
En prenant la limite pour At — 0.
p;(k,t)=—-Ap,(k,t)+Ap,(k-11) sik=1.2,...
p;(k,0)=-4p,(0,1) sik=0

En résolvant par récurrence ce systeme d’équations différentielles, avec les conditions

initiales p,(0,0)=1et p,(k,0)=0 sik> 0, nous obtenons
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—Mik

p, (k)= k=012,.. 1)

ou k est la réalisation d’une variable aléatoire N sur une période donnée et A est un
parameétre inconnu & estimer’. A est le nombre moyen des accidents par période (la variance

étant aussi égale a 1)

La formulation précédente (1) présente deux inconvénients. D’une part, le modéle repose sur
une hypotheses d’indépendance entre les événements successifs, et d’autre part I’espérance et
la variance de N sont égales, ce qui implique que chaque individu a le méme risque moyen.
Ces deux propriétés ne correspondant pas aux observations réalisées sur les accidents de la

route.
2.2 Distribution de Poisson mélange : Portefeuille hétérogéne

Nous supposons ici que les assurés ne sont pas tous égaux devant le risque. Le comportement
des assurés est hétérogene et justifie I’introduction d’un systéme bonus-malus. L’introduction
de tel systéeme en assurance RC auto se justifie principalement par le fait que le nombre N(t)
de sinistres déclarés par un assuré dans I’intervalle (0,t) ne suit pas une loi de Poisson
simple. Cela conduit naturellement a traduire le diversité des assurés en supposant que N(t)

suit une loi de Poisson meélange caractériser par

P () = P(N(t) =k) = je*“@dum) , keN
Geénéralement ont fait choix de la fonction U (fonction de structure) pour trouver la loi
de N(t) . Lemaire (1979), Dionne-Vanasse (1989,1992) et Sarabia et al (2004) ont choisi la loi
gamma pourU . Morillo et Bermudz (1999) ont choisi la loi inverse gaussienne pourU .
Ces choix se justifient plus pour des raisons de facilité mathématique que pour des objectives

liées aux observations. En effet, I’observation porte sur le nombre de sinistres déclarés sur une

période de temps (I’année en pratique).

! Le paramétre A peut étre estimé par la méthode des moments ou par la méthode du maximum de
vraisemblance
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Les deux choix particuliers indiqués plus haut appartiennent en réalité a la méme famille

obtenue en choisissant pour une U une fonction de répartition infiniment divisible. Ceci se

traduit de maniéere équivalente par en expression simple pour p, (t) :

A
Epo (t)

Py (t) = (_1)
ol p,(t)=e?V,0(t)>0,6(0)=0 et %H(t) complétement monotone.

Un choix intéressant pour la fonction

, p
o'(t) = ,p>0,c>0,a=>0
(t) )y p

est utilisé par Kestemont et J.Paris (1985). Par intégration, on trouve

-~ pt, si a=0
ot)=J 2in+cy), si a=1
c
p 1-a .
\ 1+ct)y ™ -1|, si a>1
c(l-a) [( ) }
Les cas particuliers sont :
Valeur de a Distributions
0 Poisson
0.5 Poisson Inverse Gaussienne
1 Binomiale Négative

Tableau 1 : Distributions Poisson mélange pour divers valeurs de a
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Remarque :
Dans les problémes d’assurance, il est naturel de supposertlim P, (t) =0, ce qui limite le choix

possible a la sous famille pour 0<a<1

2.2.1 Distribution Binomiale Négative : Poisson Gamma
Si on suppose, que pour I’ensemble des individus, que le parametre de la loi de poisson

satisfait & une loi Gammay(r,«), de parametre 8 =(r,a) ; r,a >0 de densité :

u, (1) = %A”e“‘ >0

avec E(X)=—, V(X)=—
a

2

Alors le nombre d’accidents a une période donnée se répartit selon une loi binomiale

négative’ BN (r,ij telle que :
a+l

+o0 k
P, =P(N =k) = j e’l%ug(l)di,k eN
] !

_T(k+r)  « e
KIT(r) (L+o)<

avec m=E(N)=—, &%=V (N) =i(1+1j
[04 a [04

Cette distribution est obtenue en combinant une distribution de Poisson et une distribution
Gamma. Plus précisément, le nombre de sinistres est supposé suivre une loi de Poisson de

paramétre A et ce parametre est lui-méme une variable aléatoire de distribution Gamma.

% "actuaire J. Lemaire fut le premier & utiliser cette distribution dans le cadre de la modélisation de la survenance
de sinistre.

38



Chapitre 11 Estimation de la prime de Bayes

2.2.2 Distribution Poisson Inverse Gaussienne (P-1G)
La densité de la loi Inverse Gaussienne IG, de paramétre 6 = (u, 5) est :

_(A-p)?

u, (1) = u(27BA%) ¥%e 24 1 >0(u>0,3>0)

Dans ce cas le nombre d’accidents a une période donnée se répartit selon une loi Poisson

Inverse Gaussienne telle que :

p. =P(N =k) = je U, (A)dAkeN
De moyenne m=E(N) = u, de variance o* =V (N) = u(1+ B) de fonction génératrice

g, (s) =exp {%[1—[“ 2,8(1—3)]“2}}

Le principal probleme lié a I’utilisation de cette distribution Inverse Gaussienne est qu’il n’est

pas possible de calculer toutes les probabilités p, a partir d’une seule fonction géneératrice.
Par dérivation de la fonction génératrice, on obtient

o = e%[lf[uzp]“z}
o =

]1/2

po=u[1+28] " p,

et la relation de récurrence permettant d’obtenir de proche en proche toutes les
probabilités® p, :

k(k=1)1+28)p, = B(k-1)(2k =3) p,_, + 1’ P, k 22
3. Systeme de bonus-malus

Depuis leur introduction, les clauses de bonus-malus constituent un élément important de la

tarification en assurance automobile.

Le principe de ces clauses est d’une part d’offrir une diminution de prime aux assurés n’ayant
déclaré aucun accident responsable, et d’autre part de pénaliser les assurés accidentés en

fonction du nombre de leurs accidents.

® Pour la démonstration voir TREMBLAY (1992)
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Soit un risque dont la fréquence annuelle des accidents est distribué selon une loi de Poisson

e

mélange. Si pour tout j entier on désigne par N, cette fréquence pour la j*™ année de la i*"
individu, on dispose de la réalisation (n',n’,...,n/) du variable aléatoire (N/,N7?,...,N))

correspondant & I’observation de ce risque pendant t années.

La regle optimale du systeme bonus-malus donnera, connaissant I’information sur les t

années (N/,N/,...,N/), le meilleur estimateur des nombres d’accidents moyen a la période

(t+1). Notons cet estimateur par A*(N*,N?,...,N/)

La quantité A (N;,N7,...,N}) (Estimateur de Bayes : I’espérance mathématique a posteriori

de 1) est donnée par :

AP NE NG, N = [ Aug (U NEN, NS d A
0

3.1 I’Estimateur de Bayes de la loi Poisson mélange

3.1.1 Poisson-Gamma

En appliquant la loi binomiale négative, la distribution a posterioride A est la loi Gamma de

densité :

~ (Ot _Ft)rﬁi e—l(uﬁt)AHE—l

u,(A/nn?,...n _
(A1 ) r(r+n)

r+n
AUt n?, ) = ——
o+t

(2)

Le systéme bonus-malus proposé est un cas particulier de la célébre formule de crédibilité
« bayesienne », qui postule que la prime modifiée par I’expérience (ici A'*(n',n?,...,n"))
devrait s’exprimer sous forme d’une combinaison linéaire de la prime a priori (r/«a) et des

observations (n/t)
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i”l(nil,nf,...,nit)=z%+(1—z)é,0§z§1 (3)

. . t o
En effet, il suffit de poser z :t— pour constater que la formule (2) se raméne a (3).
+a

Remarque

Le coefficient de crédibilité z accordé a I’expérience individuelle est une fonction croissante

du temps. Il tend asymptotiquement versl.

3.1.2 Poisson-Inverse Gaussienne

Dans le cas ot A suit une loi Inverse Gaussienne, la loi de A connaissant les n',n?,...,n' est

la fonction densité :

u,(A/n,n%,...n)= eiWS)ANﬁiuQ(A)
9 (IR B Rl IV

j e @3Ny (1)dA
0
t sig =1

Avec a (9) = 28"1 =

i=1

L1-9
1-9

sig#1

Avec 9 : le paramétre représentant le taux de variation de la fréquence moyenne des

accidents de la classe d’une année a I’autre.

Laloide A sachant Ni=n/,N?=n?,., N'=n'estdonc une loi Inverse Gaussienne

(J.L.BESSON, C.PARTRAT, 1992).

IG(Zt_:ni" —%,u[u Zﬁat(S)],ﬁ[HZﬁat(S)]lj

On déduit que
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w2 Kooy (u[1+2B2,(9)]/ B[1+22,(9)] )
A SN, .., n)= 2 9
(o) =229 Koo (u[1+2Ba,(9)]/ B[L+288,(9] )

+0o0 u 1
ixe ) . . i
Avec K, (u):% J' x*'e 2 ¥dx: la fonction de Bessel de 3° espéce modifiée

0

(ERDELYIMAGNUS, 1953).

3.2 Estimation des parametres

Si k est la plus grande valeur observee de N; et v; le nombre d’observation de N; égales

k
a j(j=0,...,k) avec ZUJ. =K ou K est la taille d’échantillon.

j=0

La moyenne est la variance empirique de N, sont respectivement :

R TR S
=2 v, 0§=E;Juj(1—n)z

3.2.1 Poisson-Gamma

Ce cas particulier détaillé dans (LEMAIRE, 1985). Pour K-échantillon (G2 > @) I’estimateur

(F,a) de (r,a) donnée par la méthode de moments :

3.2.2 Poisson-Inverse Gaussienne

L estimateur 0 = (i1, 8) de 0= (u,pB) par la méthode des moments est déterminé par les
moments factoriels (WILLMOT, 1986) :

j Keu(u! B) >1

M, = E(N(N=1)..(N— j+1)) = <Gl B) j>

3.3 Calcul de la prime de Bayes

Le principe de calcul des primes le plus simple pour une compagnie d’assurances consiste a
demander a I’assuré la prime pure augmentée d’un chargement de sécurité proportionnel a

celle-ci : c’est le principe de I’espérance mathématique.
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3.3.1 Modéle de Poisson-Gamma
Ce principe conduit a exiger d’un assuré ayant subi I’historique (n*,n?,...n") une prime

P (n,n*..n") =([L+a,) A" (', n?,..n")

=(1+a0)[r+ﬁ}

a+t
ou «a, : chargement de sécurité

Pour le modele de Poisson-Gamma (Binomiale négative), ce principe définit un systéeme
bonus-malus optimal. En effet :

- Le systeme est équitable : il fait payer a chacun, a tout moment, une prime
proportionnel a I’estimation de sa fréquence des sinistres, étant donné I’information

recueillie pendant t années.
- Il est équilibre financiérement”.
3.3.2 Modéle de Poisson-Inverse Gaussienne

La prime pour I’année (t+1) est donnée par (LUC TREMBLAY 1992) :

P, (Nt n%,..,nY) = 1+a,)A (0, n%,...,nY)

Koo (u[1+2B2,(9)]! B[1+2B2,(9)] )
Koo (u[1+252,(9)]/ B[1+2B2,(9)] )

=(+ap)u[1+2pa,(9)]

3.4 Calcul de la prime par le principe de I’utilité nulle
3.4.1 Le principe de Iutilité nulle

Si I’on considere I’ensemble du portefeuille d’une compagnie, la situation financiere de celle-

ci & un instant donneé peut étre résumée par :
- Le montant global R des réserves dont elle dispose pour régler les sinistres

- Lafonction de repartition G(x) de la distribution du montant total des sinistresS .

* Pour le démontrer, il faut prouver que la moyenne des estimations des fréquences des sinistres est égale a la
moyenne a priori '/ o .
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La situation d’une compagne peut étre caractérisée par le couple
(R,G(x))
Le principe de I'utilité nulle consiste a exiger que I’utilité de la compagnie ne soit pas

modifiée par la conclusion du contrat : I’espérance d I’utilité aprés signature de police vaut

I’utilité avant signature
U(R) = [ U(R+P-x)dG(x) (4)
0

Développons cette expression en série en supposant I’existence des deux premiéres dérivées
+00

URR) = | {U (R)+(P—x)U'(R) +@U ”(0)}dG(x)

0

ou @ est comprisentre R+P et R+ P —x. Nous en déduisons

_+OO _ 1 +OO(P_X)2 "
P= ! xdG(x) W ! ——U"(0)dG()

1 F(P-x)?

=U-— U"(0)dG(x

u U’(R)! o~ U"(0)dG()

Comme U'(R)>0 et U"(R) <0, la prime est supérieur (ou égale) a I’espérance du risque
P>u

elle contient donc un chargement de sécurité.

Le principe de I’utilité nulle jouit de nombreuses propriétés théoriques intéressantes lorsqu’on

emploie des fonctions d’utilités exponentielles
1
Ux)==@0-¢*),c>0
C

Le parametre ¢ caractérise I’aversion au risque de la compagnie. Dans ce cas, la prime peut

étre calculée explicitement.
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Proposition 4.1 : [27]

Soit U (x) =1(1—e’°x) une fonction d’utilité exponentielle. Alors :
C

P:EInM(c)
C

ou M (t) est la fonction génératrice des moments de la distribution des sinistres.

Preuve

De I’équation (4), on obtient

E(l_efcR) — J. 1(1_efc(R+Pfx))dG (X)
C C

0

-1 [ do(9-2e™" [ e*d6(x)
c 0 c 0

:E_lefcRech '[ ecxdG(X)
cC ¢ 0
et par la suite on a :
e = j e*dG(x) = M (c)
0
Donc, on trouve
P =1In M (c)
c
Pour la prime de risque,

P(A) =%In M (c, A)

ou  M(c,4)= [ dG, (x)
0
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M (c) est litce a M (c, 1) par la relation

M (c) = Te“dG(x) = j Te“dGl (x)dU (1) = j M (c, 1)dU (1)

3.4.2 Expression de la prime pour une fonction d’utilité exponentielle

Nous proposons de déterminer le systéme bonus-malus optimal si le principe d’utilité nulle

est adoptée, avec une fonction d’utilité exponentielle

Dans le cas d’un systeme bonus-malus basé sur le modele binomial négatif, il vient
1. ¢
P=_In [ M(c, 2)du (2)
0
ol M(c, 1) =e** est la fonction génératrice des moments de la distribution de Poisson.
Comme la fonction de structure est de type Gamma et de fonction génératrice des moments
t., .
M(t)=(@1-—)" , la prime vaut
(04

+00

p=1in D e gy (/1)} =llnD e“ecl)r—l”e‘“di} Liame -
c |3 c c

0 ['(a)

il vient

p =1In(l—e ‘1j _r In[l—e ‘1j 5)

C o C o

Expression qui n’a de sens que si a >e° -1
De I’équation (5), on déduit que la prime pour (t+1) est :

- o r+n e’ -1

P..(n,n%,...,n)=——In| 1- , c<In(e +1)
C t+a
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Conclusion :

En conclusion, Le modéle de Jewell (1974) montre que la prime bayesienne peut
s’exprimer comme une fonction linéaire des observations pour tous les membres de la

famille exponentielle unidimensionnelle.

La question naturelle a se poser est : « Peut-on obtenir une prime bayesienne linéaire
seulement lorsque la fonction de vraisemblance appartient a la famille exponentielle ? ».
Goel (1982) a cherché a répondre a cette question, mais n’a pu faire mieux que

conjecturer une réponse affirmative. Selon lui, on’ a trouver aucun cas ou  f(s/6)

n’était pas membre de la famille exponentielle et la prime bayesienne E[u(®)/§] est

lineaire.

Le probléme est résolu d’un point de vue théorique, mais malheureusement, pour faire

intervenir ce résultat en pratique, il y a des inconvénients qui surgissent :

1- 1l faut pour chaque valeur de 6 du parametre de risque ® déterminer la forme
analytique de la distribution f (s/0).

2- Il faut déterminer les fonctions de distribution du portefeuille u(6).

3- Les calculs a effectuer pour déterminer la prime bayesienne seraient difficile a
résoudre (sauf pour certaines distributions particuliéres), méme ou les fonctions de

distributions seraient connues.
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Chapitre 111 :  Modele de crédibilité linéaire

Pour résoudre les problemes confrontés par la crédibilité bayesienne, et répondre a les
inconvénients majeurs a I’encontre de I’utilisation des primes pures a posteriori, ont fait naitre
le modéle construit par Bithimann (1967,1969) dont I’idée de base est de restreindre a des

primes linéaires « appelées estimateur de credibilité »
1. Définitions et résultats préliminaires
1.1 Parametre de structure
La moyenne a posteriori est donnée par
u=E(S)=E(u(®)) (la prime collective) (3.1)
Tandis que la variance a priori o se décompose en
oc’=s"+a (3.2)
ou
- 52 =E(c?(©®)) = E(V(S/®)) : mesure® la part du hasard dans la variance a priori.
- a=V (u(®)):mesure la part de la variance due a I’hétérogenéité du portefeuille.

Pour un portefeuille homogéne, u(0)= u et a=0. Une valeur positive pour a indique donc

un portefeuille hétérogene. Lorsque la valeur de a est élevée, la prime collective n’est pas
une estimation juste des primes de risque. En effet, une valeur élevée signifie que les
moyennes des sinistres des divers contrats composant le portefeuille varient sensiblement

d’un contrat a I’autre.
Dans ce cas, la moyenne individuelle pourrait sembler une prime plus adéquate.
Définition 1.1:

u, s° et a sont appelés paramétres de structure.

L o? (®) représente la variabilité moyenne de chaque contrat.
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Théoréme 1.1: [5]

Soient X,Y et © des variables aléatoires. Alors on a:
1/ Cov(X,Y) = E(Cov(X,Y /®))+Cov(E(X /®), E(Y / ®))
2/ V(X)=E(c?(@))+V (u(0)) =" +a
Preuve :
1/ Cov(X,Y) = E(X — E(X))(Y —E(Y)))
=E((X —E(X /@) +E(X /@) —E(X))(Y —E(Y /©)+E(Y /®)—E(Y)))
=E(E((X —E(X /@))(Y —E(Y /©))/©))
+E(E((E(X /©)—E(X))(Y —E(Y /©))/©))
+E(E((X —E(X /®))(E(Y /©)—E(Y))/©))

+E(E((E(X/O®)-E(X))(E(Y /®)-E(Y))/®))

comme
E(E(X/®)-E(X)(Y -E(Y/0))/B®)=0
et
E(XK-E(X/O)E(/O)-E(Y))/®)=0
Alorsona:

Cov(X,Y)=E(E(X —E(X/0))(Y —E(Y/0))/0))
+E(E(E(X/O)-E(X))E(Y /®)-E(Y))/®)) (3.3)
=E(Cov(X,Y /®))+Cov(E(X /®),E(Y /0))
2/ de la relation (3.3) déduit que :

V(X)=Cov(X, X)
=E(Cov(X, X /0®))+Cov(E(X /®),E(X /0))
=EV(X/0))+V(E(X/0))
=E(c?(®))+V (u(®)) =s*+a
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Théoréme 1.2: [5]
S$,/©6=6,S5,/©=0,..,S,/®=60 une suite de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées d’espérance () et de variance o*(0). Alors,
1/

Cov(S;,§)=a+5;s’ (3.4)
2/

Cov(S,, u(®)=a (3.5)

1 sij=I
0, estle symbole de Kronecker tel que :5;, =
0 sij=l
Preuve :

1/ de théoreme 1, I’équation (3.4) peut étre écrier comme

Cov(S,,S,) = E(Cov(S,,S,/©))+Cov(E(S, / ©),E(S,/ ©))

— E(Cov(S,, S,/ ©))+Cov(u(6), u(0))

Avec
o’(0)  sij=I
Cov(s;,S,/0)=
0 sij =1
d’ou
E(c®(0)+V (1)  sij=I
Cov(s;,S,/0)=
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V (u(0)) sij #1
a+s®  sij=I
a sij # |

C’est-a-dire

Cov(S;,§)=a+5;s’

2/ De méme, pour (3.5)

Cov(S,, u(®)) = E(Cov(S,, u(©)/©)) + Cov(E(S, /©), E(u(®)/ ©))
=E(Cov(S;, u(©)/©))+Cov(u(®), E(u(©)/©))
=E(Cov(S;, u(©)/0))+Cov(u(0)u(0))
=E(0)+V (u(0))

=a
En effet, lorsque I’on connait® , 1:(®) est considére comme une constante et donc

Cov(S;, 1(0)/©) =0

1.2 Estimateurs de crédibilité :
Définition 1.2:

Soit X une variable aléatoire, I’estimateur de crédibilité de X en fonction des variables

aléatoires X,,..., X, est défini comme étant le meilleur estimateur linéaire de la forme :

n
Cot .G X,
i=1

ou c, sont des constantes i=0,1,...,n
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2. Modele original de Biihimann

Dans le chapitre 11, on montre que la prime bayesienne? pour I’année n+1:

I(s,,....s,) = E[u(0/s,,....5,) | =E[S,.1/ S, =51, 5, =5, S, =5, ]

est optimal au sens des moindres carrés. Pratiquement cependant, I’espérance conditionnelle
admet rarement d’expression explicite et la détermination de cette prime nécessite souvent de
lourds calculs. Pour ces raisons, Bithimann a propose en 1967 de se limiter aux primes qui
dépendent linéairement des observations. Plus précisément, on exigera pour I’année n+1 une

prime de la forme
TI(s,,...,5,) = Cp + 2GS,
i=1

ou les ¢, sont choisis de telle sorte a minimiser I’écart quadratique moyen

n 2
E (H((’D)_Co_zcisij
i=1
Définition 1.3:

n
1/ ¢, +Zcisi est appelé fonction linéaire non homogene des observations.
i=1

2/ Une fonction linéaire homogene est une fonction linéaire des observations sans terme

constantc, .

Dans ce modeéle I’approximation de la prime de risque est obtenue par une fonction linéaire

non homogeéne des observations.

2 L’approche bayesienne pure en théorie de la crédibilité était construite dans un cadre paramétrique, donc
exigeait de connaitre les lois de U (6)etF (s/80), la prime bayesienne pouvait parfois étre trés difficile a
calculer, et en fin celle-ci n’était pas toujours une fonction linéaire des observations.
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2.1 Hypothése du modele originale de Bithimann
Ce modeéle est basé sur les hypothéses suivantes :

H,: Les variables S,,-..S, sont independantes et identiguement distribuées

n

conditionnellement au parameétre de risque ©.

H,: u(@®)=E(S;/0),j=1,2,..,n

H,: Cov(S,,S,)=6,0°(0)

Pour les hypothéses H, etH., on suppose que pour @donnée, u(0) et o*(0)existent et
sont finis.

2.2 Calcul de la prime de crédibilité

La distinction entre prime de risque et prime collective est théorique. En effet, dans
beaucoup de cas (notamment en assurance automobile) le parametre de risque n’est pas
parfaitement connu. D’apreés les statistiques réunies dans un ensemble de contrats, on calcule
une prime collective. Pour que la prime soit « la plus individuelle » et donc la plus juste

possible, le risque assuré doit étre cerné en le suivant au cours du temps.

La prime de crédibilité répond a ce besoin. C’est une approche séquentielle de la

prime de risque a partir de la prime collective.

Supposons que I’on ait pu suivre un assuré pendant n périodes et que I’on se propose

de définir sa prime & la période n+1
Théoreme 1.3:[3]

Si les hypothéses H, et H, sont satisfaites, I’estimateur de crédibilité linéaire 4(®) (non

homogeéne) optimale de u(®) est

A@)=Q1-2)u+2S

Avec S_:%Zn:Si et u=E[u(©)]

i=1
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Preuve :

Déterminons a présent les estimateurs de crédibilité, a savoir les valeurs de c,,...,c, qui

minimisent

Q:EKM@‘%_EQ&H

Il suffit d’annuler les dérivées partielles de la fonction Q par rapport aux paramétresc,,...,C,,

donc :

xQ__ o3¢S |-
~ " 2E{u(®) C Zc,si 0

0 i=1

et

@:_ZEKM@)—CO —Zn:cisijsk}:o,k =0,...,n

oc, i-1

On a donc un systéeme de n+1 équations a n+1 inconnues, a savoir
n
H [1_ Z G j =G
i=1

Cov(u(®),S,) + u> —Copr— Y ¢, (Cov(S;, S,) + 1*) =0pourk =1,2,...,n
i=1
Puisque

E(u(©)S,) =Cov(u(©),S,) + ,U2 et E(S;S,)=Cov(S;,S,)+ ,U2

On peut simplifier les n derniéres equations du systeme grace la premiére ; en effet

s —Cou—gciuz =MK1—ZH‘,CJ—CO}=0

i=1
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Il reste donc
H [1_ Z G j =G
i=1

Cov(u(®),S,)- Y. cCov(S;,S,) =0, pourk =1,2,...,n

i=1

donc

,U[l_ G j =G
i1

a-Y ¢ (a+5,s*)=0,pourk=12,..,n

i=1

Les n dernieres équations de ce systeme sont donc

a-cs?-ay. ¢ =0, pourk=12,.,n

i=1
On deduit de cette derniere relation que c, doivent étre constants,

c,=C,pourk=12,.,n,dou

) a
c(s"+na)=a=cCc=—;
s“+na
De la premiére équation en tire la valeur de c,
na s° a
Co = pu(d—=nc)=pl-—; == u et ¢ =— , pourk =1,...,n
s“+na” s“+na s“+na
et par la suite on a :
n
H(®)=c, +Z‘,Cisi
i=1
2 n
S
= U+ S,
s’ +na iZ_:‘szjtna '
2
S na =
= + S

c’est-a-dire
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=(1— 2na j‘” 2na 5
s°+na s’ +na
=(1-2)u+125

avec z=

; et u=E[u(®)]
S"+na

Il s’agit d’une prime de crédibilité car cette prime consiste donc en un compromis entre

na

s’ +na

I’expérience S d’un contrat, et la prime collective 4 . Le facteur de crédibilité z =

est de la forme

2

R S
ou K=—.
a

Le facteur de crédibilité z tend en croissant vers 1 quand le nombre d’observation n tend

vers I’infinie.

3. Modele classique de Bihlmann

Le modele classique de Buhlmann (1969) permet d’obtenir une approximation de la prime de

risque par des fonctions linéaires "homogene” et “ non homogeéne” des observations.
3.1 Hypothése du modeéle classique de Blihlmann

Considérons un portefeuille de k contrats d’assurance hétérogéne. Pour chacun de ces
k contrats, on dispose d’un historique de n années d’observations. Chaque contrat i est

caracterisé par un parametre de risque (ou paramétre de structure) aléatoire ©, et des

montants de sinistres S,;,S,,, ..., S;,, on a affaire a une suite de variables

1 in?

®,,5,,S,1..,S

' ~in
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Ce portefeuille est représenté schématiquement

Variable non
observable Observations
Années
1 2 j n
1 ®1 S11 S12 Sll Sln
2 ®2 S21 Szz SZJ 2n
| ®i Sll Si2 SIJ S|n
k 0, Sa  Si Skj Sin

Figure 3.1 : Hllustration d’un portefeuille dans le modeéle classique de Buhlmann

Ce modele repose sur les hypothéses suivantes :

H, : Lesvariables (®,,S;),i=12,...,.k sont indépendantes et identiquement distribuées

H,: Les \variablesS,,...,S,,sont indépendantes et identiquement distribuées

in’?

conditionnellement au paramétre de risque donne ®, =6, .
Hy: E(S;/0)=wu(®,), i=12,..k j=12..n

H,: Cov(S,,S,)=5,0%(®,) i=12,..k j=12,.,n

Lemme 1.1: [5]
Soient  u=E[u(®,)], a=V(u(®,) et s*=E[V(S;/0,)] Pour ii'=12,..k

J,J’=12,..,n ,onaalors
1/ Cov(S;;, u(®,)) =ag,

2/ Cov(S;;,S;) =a+s’sy,

i’

3/ Cov(S;.,S;) =0, pourj’ # |

i’
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3.2 Calcul de la prime de crédibilité :

La meilleure approximation de la prime de risque par des fonctions linéaires "homogene” et

" non homogene” des observations est donnée par les deux théorémes suivants.
3.2.1 L’approximation non homogeéne linéaire

On cherche la meilleure approximation de (®,) par une variable aléatoire

z :cg+ZZCi‘jSij (3.6)

ou I’exposant isert a identifier le contrat i
Théoréme 1.4:[4]

Si les hypothéses du modéle classique de Buhlmann (H,) et (H,) sont satisfaites, alors la

meilleure approximation non homogéne linéaire P, au sens des moindres carrés, de la

i,n+1

prime de risque w(®,) du contrat i pour la période n+1est

P..=25+(1-2)u

in+l T

- 1 n S
ou S.==>S. et u=E(u(®)], avec z= , K=—

Preuve :
Pour tout contrati, on cherche de déterminer les constantes c,‘j, @,1=12,...,k;J=212,..,n)

qui minimise la quantité suivante :

Q(C5,.C) = E [#(®i)_cé_2iclzsijj (3.7

=1 j=1
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Ces constantes sont trouvées par la résolution du systeme :

=1 j=1

%:—ZE [y((ai)—c(‘J —Zklzn:c,‘jsij :I:O

%=—2E (u((ai)—cg—iic,;s,j s,'j}:O (3.8)

=1 j=1

Comme = E[u(6,)]=E[S; ] on obtient :

Cy =u[l— k Zn:c,;j (3.9)

En insérant (3.9) dans (3.8) puis en égalant a zéro la dérivée partielle de (3.8) par rapport

acy; , on obtient

% = —2E|:[u(®i)—u —ZZH‘,C.‘,- (s — 1)(syy —u)ﬂ =0

5 =1 j=1

Ce qui implique que :
k n

Cov(u(®;),5;) =D > ciCov(s; Sy;) 1'=12,...,k; j'=12,...,n

=1 j=1

Ainsi pour I" =1,

a=>y (a+s’5;); (3.10)

j=1
Par conséquent, les constantes ci‘j sont égaux pour j=1,2,...,n. Donc on a

o =—2 =12,k
na+s

En remplagant les expressions obtenus de c; etc;, on trouve

k n

Z=cy+Y > CS;

=1 j=1
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na na =
=ull- > |+ =S
na+s na+s

Pourz = ~, 0n obtient la prime linéaire suivante :

na+s

=25, +(1-2)u

| n+1
3.2.2 L’approximation homogéne linéaire

On cherche la meilleure approximation de (®,) par une variable aléatoire

Théoréme 1.5: [4]

Si les hypothéses du modéle classique de Buhlmann (H,) et (H,) sont satisfaites, alors la

meilleure approximation homogene linéaire P

i,n+1

au sens des moindres carrés, de la prime de

risque u(®,)du contrat i pour la période n+1est

=125, +(@1-2)S

| n+1

= 1 = 1% 1 S
ot §,==—>»S;,, S==) S5 =— S; et u=E|u(®;)|, avec z= , K=—
' nZ ! n,Z::‘ nk == u=ELu®)] K+n a

Remarque :

1/ La prime de crédibilité P, . ne dépend pas des autres contrats du portefeuille.

i,n+1

2/ La prime de crédibilite P, possede deux propriétés importantes

a/ LaprimeP, , estnonbiaisé : E(P .,)=E(u(®;))=E(S;)

i,n+1

b/ Lorsque le nombre de période d’observations est grand, la prime de crédibilité s’approche

de la prime de risque (S, — u(®,) et z —1quandn — +o)
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4. Interprétation des résultats

On s’attarde principalement au facteur de crédibilité

N S _E@*(©)

7= , —
K+n

a  V(u(®))
1. Premiérement, z —1lquandn — +oo Si0<K <o
- Le facteur de credibilité z n’atteint jamais 1.

- Le niveau de crédibilité augmente en fonction du volume d’expérience.

2.Deuxiémement, z —1quand s> -0 pour0<a<w

- s® mesure la variabilité des sinistres dans le temps.
- s> -0 < moyennes individuelles sont connues avec certitude = z —»1
- s 5> o < I’expérience fluctue trop autour de la moyenne pour étre
faible = z >0

5. Estimation des parameétres de structure

5.1 Estimation de la moyenne u

Théoreme 1.6: [5]

1/ Pour le contrat i :

A1 . - . . .
j :—ZSij =S, est I’estimateur conditionnellement sans biais de 1(®,) ou ®, un parametre
n‘s

de risque caracterisant le contrat i et S; le montant des sinistres pour le contrat i durant la

période j(i=12,..k,j=12,..,n)

2/ Pour le portefeuille :

n
S; =S.. est I’estimateur sans biais de x ou S, la moyenne générale
=1

des observations.
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Preuve

Comme

1=E(u(®,)) =E(E(S;/©,))=E(S;),alors montrons queu=E(S,)=E(S..).

En effet,

E(:&i) = E(Si.) =%isij =%Zn:,u =H.

=1

Donc g, est un estimateur sans biais de .

De méme, on a

E(@) =E6.) =Y Y EE) =YY u=p

i1 j=L nk ‘==

Donc 4 est un estimateur sans biais de .

L’estimateur 4 est strictement préférable a f, car

~ 1 s? R s?
V(i) ==|a+— |<V(i)=a+—
(1) k( nj< () -

5.2 Estimation de la moyenne s?

Théoreme 1.7 : [5]

1/ 6¢ =

1/ E(6

n
%Z(su —S..)? est un estimateur conditionnellement sans biais de ¢/ (®,).
n-143

n 2

k k
2/ 8¢ =%Z&f =Z > (S;—S..) est un estimateur sans biais de s°.

iz) :ilz E[(Sij _Si.)z] .

E[(S;-S.)"]|=V(S;-S.)

=V (S;)+V (S.)—2Cov(S;,S,.)

ij
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n n

(5

Dol E(57) - g (n_—lj =3
1 n

2 2
=a+sz+a+s——2(a+s—J (3.11)

a2 1 : ~2 1 : 2 1 2 2
2/ E(si):—z E(Ui)=—§ s*°=—ks“=s
k3 k = K

5.3 Estimation de la moyenne a

Théoreme 1.8: [5]

k

a =ﬁ2(8i, -S..)° —%éz est un estimateur sans biais de a
4=l

Preuve :
E[(S.-S.)"]=V(S.-S..)

=V (S,.)+V(S..)—2Cov(S.,S..)

Et donc on déduit que :
~ 1 & 1_ .
E@=—) E|(S.-S..)" |-=E(§?
@ =172 [(8.-8.)" |-~ E(")
2

k b7 S
= —7EL6.-8."]-—

-5
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L’estimation de a a I’aide de la statistique a pose un probleme dans la mesure ou aest un

réel positif ou nul (c’est une variance) alors que la valeur prise par & peut étre négative.

6. Illustration numérique : Application de la formule de crédibilité apreés estimation des

paramétres de structure

Les données se présente sous la forme des deux tableaux suivants :

Contrat/Année | 1 |2 |3 |4 |5|6|7|8|9] 10 S_. 5i2 |3i'n+1
1 ojojojo0ojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
2 ojojojo0ojoj0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
3 11011240000 |J0O|0]| O 0.20 | 0.178 | 0.1822
4 ojojo0jo0jo0oj0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
5 ojojo0ojo0jo0oj0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
6 ojojojojo0oj1j0j0(12| O 0.20 | 0.178 | 0.1822
7 oj1(1({0j0(0j0j0|0]| O 0.20 | 0.178 | 0.1822
8 ojojojo0joj0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
9 oj1(1{0}12(1|1(0]0 1 0.60 | 0.267 | 0.4526
10 ojoj1{0j0(0|0j0|0]| O 0.10 | 0.100 | 0.1146
11 111,002 010|002 | O 0.40 | 0.267 | 0.3174
12 ojojo{o0ojo0oj1j0j1]|0 1 0.30 | 0.233 | 0.2498
13 ojojojojojo0j0j0|12]| O 0.10 | 0.100 | 0.1146
14 ojojojo0ojoj0j1j0(0]| O 0.10 | 0.100 | 0.1146
15 ojojojojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
16 ojojojojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470
17 1110112010200 1 0.50 | 0.278 | 0.3850
18 11000000 |J0O|0]| O 0.10 | 0.100 | 0.1146
19 ojojoj{o0j0j0|0j0]|O 1 0.10 | 0.100 | 0.1146
20 ojojojojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0470

Tableau 3.1 : Application de la formule de créedibilité aprés estimation des paramétres de structure
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Estimateur moyenne collective : 4 =0.145

Estimateur de s* : §° =0.10388

Estimateur de a : 4=0.02169

Coefficient de crédibilité : z=0.6761

Nous somme dans le cas d’un portefeuille de vingt contrats qui sont observable pendant dix

ans (k =20,

sinistres sont de montants unitaires.

Contrat/Année | 1 |2 |3 |4 |5|6|7|8|9] 10 S_. 5i2 |3i'n+1
1 ojojojo0ojo0oj0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
2 ojojo0jo0jo0oj0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
3 11011200100 |J0O|0]| O 0.20 | 0.178 | 0.1906
4 ojojo0ojo0jo0oj0|0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
5 ojojojo0ojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
6 ojojojojoj1j0j0|12| O 0.20 | 0.178 | 0.1906
7 oj1(1({0j0(0|0j0|0]| O 0.20 | 0.178 | 0.1906
8 ojojo0ojo0jo0oj0|0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
9 oj1(1{0}1}(2|1(0]0 1 0.70 | 0.456 | 0.5568

10 ojoj1{0j0(0|0j0|0]| O 0.10 | 0.100 | 0.1174
11 111,002 )0(0|J0O|2| O 0.40 | 0.267 | 0.3371
12 ojojoj{ojo0oj1j0j1]|0 1 0.30 | 0.233 | 0.2639
13 ojojojo0ojojo0j0j0|1]| O 0.10 | 0.100 | 0.1174
14 ojojojojojo0j1j0(01| O 0.10 | 0.100 | 0.1174
15 ojojojojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
16 ojojojo0ojo0oj0|0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442
17 11101123012 |0]|O0 1 0.80 | 0.844 | 0.6300
18 11000000 |J0O|0]| O 0.10 | 0.100 | 0.1174
19 ojojoj{o0j0j0|0j0]|O0 1 0.10 | 0.100 | 0.1174
20 ojojojojojo0j0j0|0]| O 0.00 | 0.000 | 0.0442

n=10). On travaille sur les frequences, ce qui nous raméne a supposer que les

Tableau 3.2 : Application de la formule de crédibilité (augmentation de nombre de sinistres aux niveaux 9 et 17)
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Chapitre 111 Modeéle de crédibilité linéaire

Estimateur moyenne collective : 4 =0.165

Estimateur de s® : §° =0.14166
Estimateur de a : 4=0.03875
Coefficient de crédibilité ; z =0.7323

Prenons le contrat 9 (i=9, n=10) du tableau 3.1

10
[iq :iZggj =s,, =06, &7 :32(591. —s,.)* =0.267
10 9=

k k n
De méme, on trouve ﬁZEZ/}i :iZZSij =S,,=£=0.145 - cela veut dire qu’en
kS kE4 200

moyenne un assuré cause 14.5 sinistres sur une période de 100.

a=0.02169 §%=0.10388

na 10x0.02169

Ce qui impligue que z = =
q PHqueq s°+na 10x0.02169 +0.10388

=0.6761 et la prime de crédibilité

P, = (1—0.6761) x0.145 + 0.6761x 0.6 = 0.4526

Prenons le contrat 9 (i=9, n=10) du tableau 3.2 ou nous avons aggravé le cas du contrat 9
par I’augmentation des sinistres.
10

10
[y :izsgj =s,, =07, &; :EZ(SQJ. —s,.)" = 0.456
10 j=1 9 j=1

k k n
De méme, on trouve ‘l}:iz‘&i :iZZSij =S,. _ 3 0165 . cela veut dire qu’en
k= nk ‘= = 200

moyenne un assuré cause 16.5 sinistres sur une période de 100.
a=0.03875 §% =0.14166

na _ 10x0.03875
s°+na 10x0.03875+0.14166

Ce qui implique que z = =0.73229 et la prime de crédibilité

P, =(1-0.73229)x0.165+0.73229x 0.7 = 0.5572

Donc I’augmentation des sinistres du contrat 9 implique une augmentation de z , d’ou

I’augmentation de la prime de crédibilité.
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Analyse empirique

Analyse empirigue

L’echantillon aléatoire = contient de I’information sur 1000 assurés. Pour chaque assure,

nous connaissons : le nombre des accidents de I’individu durant I’année (01, 02,03, 04).

Année | 2006 2007 2008 2009
Nombre d’accidents

0 673 628 661 713
1 224 239 214 196

2 67 90 83 71

3 26 29 34 16

4 10 14 8 4
Total 1000 1000 1000 1000

Tableau 1 : Répartition des assurés selon le nombre d’accidents (2006-2009)

! Données obtenues par la SAA
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Analyse empirique

Analyse des résultats
Modéle de Poisson Gamma
1- L’Année 2006 :
L’estimateur (F,&) de (r,a) donner par la méthode des moments est :

I=1.2313913, ¢ =2.58695652

Comparaison des fréquences observées et théoriques

Nombre Fréquence observée | Loi de Poisson 1 =0.476 | Loi de P-Gamma
d"accidents Fréquence théorique Fréquence théorique
0 673 621 670
1 224 295 230
2 67 70 70
3 26 11 20
4 10 3 10
Total 1000 1000 1000

Khi deux calculé 65.084 2.0984
Khi deux tabulé 5.99 7.81

Tableau 2 : Fréquences observées et théoriques ' P-Gamma ""pour I’année 2006
La méthode des moments nous conduise a estimer le parametre A de la distribution par la
moyenne observée. En ajustant la distribution observée par une distribution Poisson de
paramétre 1 =0.476, nous obtenons des fréquences théoriques trés éloignés des fréquences
2

observés. Le test y° (y’=65.084> y?=5.99)confirme la trés mauvaise qualité de

I’ajustement, ce qui nous amene a rejeter le modele. L’hypothese d’homogeénéité du
portefeuille ne résiste pas & I’analyse. Par contre I’ajustement de la distribution observée par

une loi binomiale négative est excellent, car y°=2.0984< yZ=7.81 (Les fréquences

théoriques sont trés proches des fréquences observées).
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Analyse empirique

2- L’Année 2007 :

L’estimateur (F,&) de (r,a) donner par la méthode des moments est :
r=1.5332233, & =2.72815534

Comparaison des fréquences observées et théoriques

Nombre Fréquence observée | Loi de Poisson A =0.562 Loi de P-Gamma
daccidents Fréquence théorique Fréquence théorique
0 628 570 620
1 239 320 250
2 90 90 90
3 29 17 30
4 14 3 10
Total 1000 1000 1000

Khi deux calculé 54.77 2.22
Khi deux tabulé 5.99 7.81

Tableau 3 : Fréquences observées et théoriques ' P-Gamma ""pour I’année 2007
La méthode des moments nous conduise a estimer le parametre A de la distribution par la
moyenne observée. En ajustant la distribution observée par une distribution Poisson de
paramétre 1 = 0.562, nous obtenons des fréquences théoriques trés éloignés des fréquences
observés. Le test y* (y’=54.77> y2=5.99)confirme la trés mauvaise qualité de

I’ajustement, ce qui nous amene a rejeter le modele. L’hypothese d’homogeénéité du

portefeuille ne résiste pas & I’analyse. Par contre I’ajustement de la distribution observée par
une loi binomiale négative est excellent, car y>=2.22< y.=7.81 (Les fréquences

théoriques sont trés proches des fréquences observées).
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Analyse empirique

3- L’Année 2008 :

L’estimateur (F,&) de (r,a) donner par la méthode des moments est :
=1.30790099, «a =2.54455446

Comparaison des fréquences observées et théoriques

Nombre Fréquence observée | Loi de Poisson A =0.514 Loi de P-Gamma
daccidents Fréquence théorique Fréquence théorique
0 661 598 648
1 214 307 239
2 83 79 79
3 34 13 26
4 8 3 8
Total 1000 1000 1000

Khi deux calculé 80.69 5.539
Khi deux tabulé 5.99 7.81

Tableau 4 : Fréquences observées et théoriques ' P-Gamma ""pour I’année 2008
La méthode des moments nous conduise a estimer le parametre A de la distribution par la
moyenne observée. En ajustant la distribution observée par une distribution Poisson de
paramétre 1 =0.514, nous obtenons des fréquences théoriques trés éloignés des fréquences
observés. Le test x*> (x’=8.69> y’=5.99)confirme la trés mauvaise qualité de

I’ajustement, ce qui nous amene a rejeter le modele. L’hypothese d’homogénéité du

portefeuille ne résiste pas & I’analyse. Par contre I’ajustement de la distribution observée par
une loi binomiale négative est excellent, car y’=5.539< y?=7.81 (Les fréquences

théoriques sont trés proches des fréquences observées).
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4- L.’ Année 2009 :

L’estimateur (F,&) de (r,a) donner par la méthode des moments est :
r=1.30325806, a =3.24193548

Comparaison des fréquences observées et théoriques

Nombre Fréquence observée | Loi de Poisson A =0.402 Loi de P-Gamma
daccidents Fréquence théorique Fréquence théorique
0 713 668 705
1 196 268 217
2 71 o4 59
3 16 7 15
4 4 3 4
Total 1000 1000 1000

Khi deux calculé 45.80 4.630
Khi deux tabulé 5.99 5.99

Tableau 5 : Fréquences observées et théoriques ' P-Gamma ""pour I’année 2009
La méthode des moments nous conduise a estimer le parametre A de la distribution par la
moyenne observée. En ajustant la distribution observée par une distribution Poisson de
paramétre 1 = 0.402, nous obtenons des fréquences théoriques trés éloignés des fréquences
2

observés. Le test y* (y’=45.80> y’=5.99)confirme la trés mauvaise qualité de

I’ajustement, ce qui nous amene a rejeter le modele. L’hypothese d’homogénéité du
portefeuille ne résiste pas a I’analyse. Par contre I’ajustement de la distribution observée par

une loi binomiale négative est excellent, car x> =4.630< x> =599 (Les fréquences

théoriques sont trés proches des fréquences observées).

71




Analyse empirique

Donc la loi de Poisson est utilisée pour modéliser la variable aléatoire : nombre d’accidents

pour un seul individu, mais dans ce cas elle n’est pas acceptable car le portefeuille automobile

est toujours hétérogeéne, puisque le nombre moyen d’accidents A varie d’un assuré a un

autre, par contre la loi Binomial Négative permet de modéliser I’événement de survenance

d’accidents.

La prime pure a Posteriori (la prime de Bayes)

1 Modeéle de Poisson Gamma

La prime pour I’année t+1 est proportionnelle & I’espérance de Bayes de A :

P"(nf,n?,...,n") =1ooo[

ou la prime de base est égale a 1000

f+n | a
a+t|F

t\n 0 1 2 3 4
0 1000
1 721.137 | 1306.952 | 1892.766 | 2478.581 | 3064.396
2 563.890 | 1021.964 | 1480.039 | 1938.114 | 2396.189
3 462.943 | 839.013 | 1215.084 | 1591.155 | 1967.226
4 392.651 | 711.620 | 1030.589 | 1349.558 | 1668.527

Tableau 6 : Calcul de la prime Modele poisson-Gamma

Remarque :

On remarque que la prime Bayesienne diminue au fil du temps pour les assurés qui n’ont

jamais causé de sinistres, le contraire est constaté pour ceux qui ont une plus grande

sinistralité. On voit dans ce tableau que I’assuré qui a causé quatre (4) ou plus sinistres payera

la plus grande prime (3064.396 DA) contrairement I’individu qui n’a causé aucun sinistre

payera la plus petite prime (392.651 DA).
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2 Modele Binomial négatif-Fonction d’utilité exponentielle

La prime pour I’année t+1 est donnée par %

f+n
,nit)=k—
c

St+l (Al a2
P™(n,n,...

e’ -1 -

In|1-—— c<Inl+a)
t+a

Si I’on choisit une aversion de risque ¢ =0.4 correspond a un chargement de sécurité de 25%

environ, on obtient un systeme avec k =1540.487, pour normaliser la prime c’est-a-dire

rendant la prime pour t=0, n =0 égale a 1000 ( prime de base )

t\n 0 1 2 3 4
0 1000
1 894.975 | 1621.775 | 2348.575 | 3075.375 | 3802.176
2 699.862 | 1268.213 | 1836.563 | 2404.914 | 2973.265
3 574595 | 1041.217 | 1507.840 | 1974.463 | 2441.085
4 487.362 | 883.145 | 1278.927 | 1674.709 | 2070.491

Tableau2.8: Calcul de la prime Fonction d’utilité exponentielle

Ce systeme n’est pas équilibré financierement. L’encaissement pour I’année t+1 vaut
(Lemaire 1995) :

In(l— ¢ j
t+a

P(n*,n?,..,n") = I P(n',n%,...,n"/ A)dU (1)

0

zﬂ

c

(moyenne a priori)

— r e’ +t r
P(n',n?,..,n")=——In|1- otz
(o t+a ) o

Conclusion :

Les principales conclusions qui se dégagent de notre analyse sont les suivantes :

2 Pour plus de détails voir Jean Lemaire (1985)
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Analyse empirique

- Nos résultats montrent, pour le modéle de Poisson-Gamma, que la prime ne dépend

que du nombre total d’accident sur les t années, et non de leur séquence.

- Le nombre d’observations étant trés important, le test du y” rejette I’ajustement par la

loi de Poisson.

- L’adéquation est donc globalement meilleur pour la loi de Poisson-Gamma que pour
le principe de I'utilité nulle car le systeme bonus-malus pour le modéle Binomiale

Négative est optimal c’est-a-dire :

1. 1l est équitable; il faut payer a chacun & tout moment une prime

. s . . r+n n r
proportionnelle a sa fréquence propre estimé —t:z?+(l—z)—,
o+ (04

0< 2=Lt§1, il se dégage que I’application du principe de credibilité au
o+

calcul des primes d’assurances de responsabilité civil apporte les mémes
avantages que le bonus-malus (pour I’assuré comme I’assureur). En effet, cette
tarification possedes les criteres suivants : répondre au désir de justice des

assurés, converger vers la prime individuelle et prévenir les accidents.
2. Financierement équilibre ; la moyenne des fréquences individuelles des

sinistres est égale a la moyenne générale . En d’autres termes, le montant

Qz|ﬂz

percu par la compagnie est stationnaire®.

® Pour plus de détails voir Jean Lemaire (1985)
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Conclusion générale

L’objectif principal de notre étude est de déterminer la prime a payer par chaque assuré en

appliquant le principe de tarification a posteriori en assurance.

A ce titre, nous avons établi les aspects généraux des principes de calcul de la prime. Ces
principes sont définis comme I’ensemble des méthodes qui permettent a la compagnie
d’assurance de déterminer la prime qui doit étre payée par un assuré pour se voir garantir un

risque. Il s’agit de principes opérationnelles et autres non opeérationnelles.

La loi des grands nombres permet d’utiliser la moyenne sur le portefeuille global comme étant
une bonne approximation de la prime pure globale, mais sur un sous portefeuille beaucoup
plus petit, ces théoremes asymptotiques ne marchent plus. On ne peut généralement pas tarifer

un contrat auto individuel en ne prenant en compte que le passé sinistre d’un client.

Par ailleurs, nous avons présenté le premier modele qui apparait pour déterminer la prime
pure, il s’agit du modele bayesien. Qui consiste a mettre en évidence la tarification a
posteriori de la prime de Bayes qui repose sur I’historique sinistres de I’assureur. En effet,il
existe certaines difficultés pour déterminer la prime selon cette approche. Jewell a établit une
solution a cette préoccupation en utilisant une classe des fonctions, il s’agit des conjugués
naturelles. 1l démontre que lorsqu’une fonction de vraisemblance est combinée avec sa
conjuguée naturelle, la prime Bayesienne est toujours une prime de crédibilité exacte. Celle-ci
comporte des inconvénients pratiques. En outre, il y a eu la présentation de la tarification
d’expérience par les lois mélangées dont I’objet est de présenter le systéme bonus-malus pour
les lois de Poisson-Gamma, Poisson-Inverse Gaussienne et le calcul de la prime par le

principe de I’utilité nulle.
Nos résultats montrent que :

1-  Pour le modéle de Poisson-Gamma, la prime ne dépend que du nombre total

d’accidents sur les t années, et non de leur séquence.

2- Le nombre d’observations étant trés important, le test du y° rejette I’ajustement par

la loi de Poisson.
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3-  L’adéquation est donc globalement meilleure pour la loi de Poisson-Gamma que
pour le principe de I'utilit¢ nulle car le systeme bonus-malus pour le modele

Binomial Négatif est optimale c’est-a-dire :
a- |l est equitable, il fait payer a chacun a tout moment une prime proportionnelle a sa

, ., r+n
fréquence propre estimée ——
o+t

b- Il est financierement équilibré ; la moyenne des fréquences individuelles des

sinistres est égale a la moyenne générale —, en d’autres termes, le montant pergu par
(04

la compagnie est stationnaire.
Mais pour le modéle de principe de I’utilité nulle il ne I’est pas

Enfin, nous avons souligné que le modele construit par Bithimann (1967,1969) dont I’idée
de base est de restreindre a des primes linéaires « appelées estimateur de crédibilité » est le

2 2
suivant: P, =25 +(1-2)u ouz=—, K="= E(c°(0))
| n+K a  V(u(©)

A la lumiere de ce modele, nous obtenons les interprétations suivantes:

1- z—1 lorsquen — +w0, 0< K <o ; le facteur de crédibilité z n’atteint jamais 1.
2- z—1 lorsque s> -0 pour 0<a<oo :
- s> mesure la variabilité des sinistres dans le temps.
- s> - 0 < moyennes individuelles sont connues avec certitude = z —1
- 32 > < I’expérience fluctue trop autour de la moyenne pour étre faible =
z—->0
s? = E(c*(®)) petit= grand facteur de crédibilité
s’ =E(c%(®)) grand= petit facteur de crédibilité
3-z—>1 lorsque a— o pour 0<s* <o :
- a mesure I’hétérogénéité du portefeuille.
- a— o <> moyennes individuelles tres différents= z —»1

- a— 0 < le portefeuille est tres homogéne, les contrats sont trés similaires =
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z—>0

a=V(u(®)) grand = grand facteur de crédibilité
a=V(u(®)) petit = petit facteur de crédibilité

4- Si s® et a varient dans des directions opposées, il est difficile d’interpréter les

résultats.

Le modéle Bithimann ne permet de traiter que des cas ou les n contrats (ou classes de
contrats) peuvent étre considérés comme indiques (et indépendants) selon les critéres de
I’analyse a priori. Il est donc d’une portée assez limitée pour aborder les applications
pratiques. En effet, dans de nombreux cas, pour ne pas dire dans la plupart des cas, on ne peut
pas se placer sous ces hypothéses du fait que, par exemple, les classes de contrats constituees

sont d’importance inégale ne serait-ce que par le nombre de contrats regroupés.
Pour améliorer et exploiter ce travail nous suggerrons :
1- la tarification a posteriori pour les modéles a effet aléatoire en introduisant les

caracteristiques de I’individu dont (A =exp(x,[+¢;)),

2- Apporter une généralisation au modéle de Bihlmann en appliquant le modéle de
Biihlmann-Straub qui integre dans le calcul de la prime le poids de I’assuré dans le
portefeuille et le facteur de crédibilité varie d’un assuré a I’autre ce qui permet de mieux

mesurer le risque individuel dans I’ensemble de portefeuille.
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Annexe

Le systéeme bonus-malus défini par la formule :

r+n
ﬂ.it+1(n1, nz,..., nt) __
a+t

Est équilibre. Il faut prouver que la moyenne des estimations des fréquences des sinistres

. N P ¢ .
est égale a la moyenne a priori — . Soient
a

1.2 t t ) t 7/11”] e A"
P, 2,0 1 A) =TT (i) = [ [~ =

i = n f
j=1 j=1 H nil
j-1

et

P(n*,n?,..,n") = I P(n',n%,...,n"/ A)dU (1)

0
En notant Z la somme portant sur tous les historiques sinistres n=(n',n?,..n"), il
vient, a chaque étape,

r+n

ZW(n)P(n)—jZ—P(n n?,..n"/ 2)dU (1)




Annexe

a+t a+t

f[—+—m}duu)

r +00 t +o0
—|dUu@A)+—— | 4
o fao

T tor

a+t a+ta

r
o



Bibliographie

Bibliographie

[1]- ACHER, J. (1985). Analyse de la survenance des Sinistres en Assurance Automobile,
Systéme de Bonus-Malus. Journal de la Société de Statistique de Paris,
tome 126, N° 2, 55-62.

[2]- BESSON,J.L, PARTRAT,C (1992). Trend et systeme de bonus-malus. Astin bulletin,
vol. 22, N° 1, 1992,

[3]- BUHLMANN, H. (1967). Experience Rating and Credibility. ASTIN Bulletin, 4, 199-
207.

[4]- BUHLMANN, H. (1969). Experience Rating and Credibility. ASTIN Bulletin, 5, 157-
165.

[5]- BUHLMANN, H. (1970). Mathematical Methods In Risk Theory, Springer-Verlag,
Berlin.

[6]- BUHLMANN, H. GISLER, A (2005). A Course in Credibility Theory end its
Applications. Springer-Verlag, Berlin.

[7]- CUMMINS, J. D., DIONNE, G., MCDONALD,J. B., PRITCHETT, B. M. (1988).
Application of the GB2 Distribution In Modeling Insurance Loss Processus. Mimeo,
Department of Insurance, University of Pennsylvania.

[8]- DEELSTRA, G., PLANTIN, G. (2006). Théorie du Risque et Réassurance. Ed.
Economica.

[9]- DELAPORTE, P. J. (19**). Les Mathématiques de I’assurance Automobile. ASTIN
Bul- letin, *, 185-190.

[10]- DENUIT, M., CHARPENTIER, A. (2004). Mathématiques de I’assurance Non-Vie,

Tomel : Principes Fondamentaux de Théorie du Risque. Ed. Economica.

[11]- DENUIT, M., CHARPENTIER, A. (2005). Mathématiques de I’assurance Non-Vie,
Tome2 : Tarification et Provisionnement. Ed. Economica.

[12]- DIONNE, G., VANASSE, C. (1997). Une Evaluation Empirique De La Nouvelle
Tarification De L’assurance Automobile (1992) Au Québec. L’Actualité
Economique, Revue d’analyse économique, 73, N° 1-2-3, 47-76.

[13]- DIONNE, G., VANASSE, C. (1992). Automobile Insurance Ratemaking in the
Presence of Asymmetrical Information. Journal of Applied Econometrics, Vol. 7, 149-
165.

[14]- DIONNE, G., VANASSE, C. (1989). A Generalization of Actuarial Automobile
Insurance Rating Models: The Negative Binomial Distribution With a Regression
Component. ASTIN Bulletin, 19, 199-212.

[15]- GOMEZ-DENIZ, E., VAZQUEZ-POLO, F. O., PEREZ, J. M. (2006). A Note On
Computing Bonus-Malus Insurance Premiums Using a Hierarchical Bayesien
Framework, Sociedad de Estadistica e Investigation Operativa Test, Vol. 15, N° 2,
345-359.

[16]- GOULET, V. (1998). Principles and Application of Credibility Theory. Journal of
Actuarial Practice, Vol.6, Nos. 1&2, pp 5-62.

[17]- GOURIEROUX C. (1999): Statistique de I’assurance. Economica.

[18]- HERZOG, T. N. (1999). Introduction to credibility Theory. Actex Publication.



Bibliographie

[19]- JEWELL, D. S. (1974) Credible Mean Are Exact Bayesian For Exponential Families.
ASTIN Bulletin, 8, 77-90.

[20]- JUSTENS, D., HULIN, L. (2003) Theories Actuarialles. Editions du Céfal.

[21]- KESTEMONT, R. M., PARIS, J. (1985). Sur I’Ajustement du Nombre de Sinistres.
Bulletin of the Swiss Actuaries, pp 157-164.

[22]- LATRECHE, A. (2004). La Tarification par I’expérience a posteriori ; Systeme
Bonus-Malus : Etude Empirique ( Cas de la SAA). Revue de la statistique appliquées
INPS, N°4,

[23]- LATRECHE, A. (2007). Estimation de la probabilité d’accident par le modéle Probit
dans le cas de I’assurance automobile (Une étude empirique). Les Annales ROAD du
Lab.LAIDS3, n° 15

[24]- LEHMANN, E. L. (1983). Theory of Point Estimation. Wiley, New York

[25]- LEMAIRE, J. (1979). How To Define A Bonus-Malus System With An Exponential
Utility Function. ASTIN Bulletin, 10, 274-282.

[26]- LEMAIRE, J. (1985). Automobile Insurance: Actuarials Models. Kluwer Nijhoff
Publishing.

[27]- LEMAIRE, J. (1995). Bonus-Malus Systems In Automobile Insurance. Kluwer
Academic Publisher, Boston.

[28]- MAYERSON, A. L. (1964). A Bayesian View of Credibility, Proceedings of the
Casualty Actuarial Socity 51, pp 85-104.

[29]- MARILLO, I., BERMUDEZ, L. (1999). An Optimal Bonus-Malus System. Papers
presented at the third congress on Insurance: Mathematics and Economics, 6.

[30]- PARTRAT, C., BESSON, J. C. (2005) Assurance Non-Vie: Modélisation, Simulation.
Ed. Economica.

[31]- SARABIA, J. M., DENIS, E. G., VASQUEZ-POLO, F. J. (2004). O, the Use of
Conditional Specification Models in Claim Count Distribution : An Application to
Bonus-Malus Systems. ASTIN Bulletin, Vol. 34, 85-98.

[32]- TREMBLY, L (1992): Using The Poisson Inverse Gaussian in Bonus-Malus Systems.
ASTIN Bulletin, Vol. 22, N° 1, 1992.

[33]- WILLMONT, G. (1987). The Poisson —Inverse Gaussian Distribution as an
alternative to the Negative Binomial. Scand. Actuarial J. 113-127.

[34]- ZINOVIY, M. L., UDI, E. M. (1998). Exponential Dispersion Models and Credibility.
Scandinavian Actuarial Journal, 1, 89-96.

[35]- Mezai adjila “ La tarification a posteriori en assurance automobile par le principe de
maximisation de I’utilité espéré cas SAA année 2007.

[36]- Ait ameur samia, Benmouffok mourad: La théorie de crédibilité: Approche Bayesien
et Modele de Buhlmann. cas SAA année 2011



	page de garde
	remeciment
	Sommaire
	Introduction
	chap1
	Chapitre I     Elements dela theori du rique
	chap2
	Chapitre II            Estimation de la prime de Bayes
	chap3
	Chapitre III            Modèle de crédibilité liniaire
	analyse empirique
	conclusiongénérale
	annexxe
	annexe
	Bibliographie

