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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE [5 ,6] :

Les problémes d’optimisation se référent a des dates tres lointaines . Les premiers
problemes posés sont de type geométrique : par exemple délimiter une plus grande
surface avec une longueur donnée .

Il fallait attendre le seizieme siecle (apparition de 1’algébre) pour voir les premiers
problémes d’optimisation de type algébrique (ou géométrique). Parmi les problémes
les plus connus a cette date , le probleme du brachistochrone : calcul d’allure de la
courbe qu’empruntera une particule glissant entre deux  points donnés en un
minimum de temps soumise seulement & son poids .

La programmation mathématique se propose pour objet I’é¢tude et la mise en
ceuvre des algorithmes de résolution .

La présence de terme « programmation » dans le nom donné a cette discipline peut
s’expliquer historiquement par le fait que les premieres recherches et les premieres
applications se sont développées dans le contexte de 1’économie et de la recherche
opérationnelle.

Naturellement, la terminologie employée alors, refléte 1’étroite relation existant entre
I’activité d’analyse mathématique d’un probléme et son interprétation économique
( la recherche d’un programme économique optimal).

C’est ainsi que G.B.Dantzig propose en 1949 le terme de programmation linéaire
pour I’étude des problémes théoriques et algorithmiques liées a I’optimisation de
fonctions linéaires sous contraintes linéaires.

La programmation linéaire est une branche particulierement active de la
programmation mathématique, qui elle-méme constitue une discipline fort importante
des mathématiques appliquées , et il y a, a cela, de nombreuses raisons. La premiere
est peut-étre le nombre, la variété, et I’importance de ses applications gque Se soit dans
la science de 1’ingénieur, ou dans d’autres domaines des mathématiques appliquées.

Mais I’importance de la programmation linéaire vient aussi du fait qu’elle fournit un
cadre conceptuel adéquat pour I’analyse et la résolution de nombreux problémes des
mathématiques appliquées.

Dans la plupart des problemes pratiques, les variables sont bornées. Une
composante x; est bornée inférieurement d, ; et supérieurement d,; ot dy; < d,;.

Si on note d, et d, les vecteurs bornes inferieure et supérieure respectivement , on
obtient les contraintes dites simples (ou directes ) suivantes d; < x < d,.
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INTRODUCTION GENERALE

La plus simple (et aussi moins efficace ) maniére de traiter ces contraintes,
consiste a introduire des variables d’écarts x; et x, , on obtient ainsi les contraintes
X+x; = dyetx-x, =d;.

Dans ce cas le nombre de variables d’un probléme de programmation linéaire a
f(x) =cx->max (1)
variables bornées : (p)y Ax =b (2) passe dena 3n, il est clair que la
di<x< d, 3)
taille du probléeme (et donc sa complexité ) augmente considérablement si les
contraintes simples sont transformées en introduisant des variables d’écarts.

Une méthode particuliére du simplexe pour la résolution d’un probléme de
programmation linéaire a variables bornées, qui traite les contraintes simples d,; <
x < d, implicitement a été proposée, simultanément, par G.B.Dantzig et
A.Charnes et C.E.Lemke, comme pour la méthode du simplexe, dans les itérations de
cette méthode, on passe d’une solution réalisable basique a une autre solution
réalisable basique en améliorant la valeur de la fonctionnelle de (P), jusqu’a
I’obtention d’une solution optimale .

Remarquant cependant, que la région admissible du probleme considéré est un
polyedre de R™, ses points extrémes sont des solutions réalisables basiques, chaque
solution réalisable basique correspond au point d’intersection de n hyperplants
linéairement indépendants. Sachant que le systeme Ax = b nous fourni m hyperplans
linéairement indépendants qui se rencontrent en chaque solution réalisable, a partir des
contraintes simples d; < x < d,, on determine les n — m hyperplants restants pour
constituer I’ensemble des n hyperplans linéairement indépendants nécessaires pour
définir chaque point extréme .

Par consequent, avec les contraintes généralisées Ax = b du probleme (P), il reste
P = n —m degres de liberté pour le choix des n hyperplants nécessaires, on associe
donc a tout point extréme p variables indépendantes (non basiques) fixées soit a la
borne inferieure  d, ou a la borne supérieure d,, sachant que les m variables
basiques sont déterminées uniquement par contraintes généralisées.

Cependant, pour chaque base il y a 2™ possibilités de fixer les variables non
basiques aux bornes inférieures et/ou supérieure, ce qui constitue un reel obstacle a la
recherche de la solution réalisable initiale.

Une autre méthode adaptée a la résolution d’un probléme de programmation
lineaire a variable bornées, sans introduire des variables d’écarts pour transformer les
contraintes simplesd, < x < d,, a été proposée par R.Gabasov et F.M.Kirillova ,
cette méthode definit un plan d’appui comme étant la paire {x,Q,} oU x est un plan
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INTRODUCTION GENERALE

admissible quelconque et Q,, appui du probleme. Dans les itérations de cette méthode
qui se fait en deux étapes, le changement du plan et le changement de I’appui, sachant
que ces deux changements sont indépendants.

Dans ce travail, nous nous intéressons au probleme min-max en programmation
linéaire. La résolution d’un tel probléme, peut éventuellement se faire par les
méthodes de la programmation linéaire, en transformant le probleme min-max en un
probleme linéaire adéquat. Cette transformation engendre une augmentation du
nombre de variables qui passe de n an + p + 1, et de nombre de contraintes qui passe
de mam+ poup est le nombre des composantes de la fonctionnelle min-max |,
d’ou l’intérét de construire des méthodes de résolution de probléeme min-max sans
opérer de transformation, ce qui a fait I’objet de plusieurs travaux que se soit dans le
cas de probléemes min-max en général, ou dans le cas particulier de problemes min-
max en programmation linéaire.

Vu I’importance des Problemes min-max dans de nombreuses applications pour le
controle optimal, et la programmation multi-objective ainsi que dans le domaine de la
décision multicritere, il est nécessaire de développer des méthodes simples et efficaces
pour la résolution de ces problémes.

Le présent travail, s’inspirant essentiellement des travaux de R.Gabasov et
F.M.Kirillova, est consacré a la résolution du probléeme min-max en programmation
linéaire.

Dans le premier chapitre, nous rappelons la méthode adaptée pour la résolution de
probleme de programmation linéaire :

f(x) = c'x - max
(p)y Ax=0b
d<x< d,

Et une étude comparative entre la méthode adaptée et celle de simplexe.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution du probleme min-max avec des
contraintes simples en programmation linéaire par la méthode adaptée. Et en suite
nous généraliserons les contraintes dans le troisieme chapitre.
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

Nous proposons dans ce chapitre la résolution du probléme de programmation
linéaire par la méthode ADAPTEE mise en avant par R. Gabasov et F.M. Kirillova

[7] et une étude comparative avec la méthode de simplexe .

.1.PRESENTATION DE PROBLEME :

Considérons le probleme suivant :

f(x) =cx->max (1)
(p1)y Ax=0Db (2)

d<x< d, 3
Ol x,c,d;,d, sontdesn-vecteurs réels . b est un m-vecteur réel ; ¢  transposé de ¢
A = A[l,j] une m X n matrice :
I = {1....m}: I’ensemble des indices lignes de A.
J ={1...n}: ’ensemble des indices colonnes de A.
Définition 1 :
Tout vecteur verifiant les contraintes (2) et (3) est dit plan du Probléme ( p;)

> Unplan x° estoptimal si ¢'x% = max c'x
> Unplan x° est ¢ -optimal si f(x°) — f(x®) <&, e > 0réel, donné.
Définition 2 :
L’ensemble des indices J © J,|J, | = m est dit support (appui ) du probléme (p,) et
la matrice Ag = A[I, jg] matrice de support (matrice d’appui) Si det Ag+ 0.
De la en choisissant un support jg , tout vecteur x(J) peut s’écrire sous la forme
x(J) =(x(g) »x(ju)) . Ju=] —Jp , OU
x(jg) est ’ensemble des composantes sur les indices du support,
x(jy) est ’ensemble des composantes sur les indices hors-support,
De la méme maniére la matrice A peut s’écrire de la manicre suivante
AWLD = (AU, J5), AU Tw) )
En utilisant cette derniere décomposition le systeme Ax = b prend la forme suivante :
Ax= (A, Jg), A(LJy) ). (x(g) ,x(ju)) = b.
Ax =A(,Jg)- (x(jg) + AU, Ju)- x(ju))=b.

De la comme Ay est inversible , donc on peut calculer les composent x en fonction
de xy x5 =x(g) = Az (b — Ay.xy),ou Ay=A(,]y).

Définition 3 :
2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

La paire { x, /g } formée du plan x et du support /5, est appelée support-plan du
probleme (p,)

Définition 4:
La paire { x, /g } est dit non-dégenéré si :
d1j<Xj<d2j,jE]B.

I-2 FORMULE D’ ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE :
Soit { x,/z} un support plan non dégénéré de départ . Construisons les vecteurs
suivants :
y' =y'() = cpAz"
Ai=y'A(l,j)—cp, JE], AN=y'A-c'.
Ou y' et A’ sont appelés respectivement vecteurs des potentiels et des estimations

REMARQUE 1:
Par construction, les composantes de support de vecteur A sont nulles Ag= A(Jz) = 0.
Considérons un autre plan un autre plan x = x + A x et calculons la quantité
définissant I’accroissement de la fonctionnelle :
Af(x)=f()— f(x)=c'x-c'x=c'Ax
= ¢'(p)-Ax (Jg) + ¢'(Ju)- Ax (Ju)
=cpAxg + cyAxy
Comme Ax = bet Ax = b alors
AAx = 0= AgAxg +AgAxy; =0 > Axg = —Azt AyA xy .
En remplacant A x; dans A f(x) , on obtient :

Af(x) = (cpAg" Ay +cp) Axy = —Ayxy = _Zje]H Aj A x; (4)
Comme X est un plan admissible alors , ’accroissement Ax Vérifie

Le maximum de 1’accroissement de la fonctionnelle (4) sous les contraintes (5) est
atteint pour

Axj = dlj—xj, Ai>0

Ax;j = dzj—xj, A;i<O

dij—x; <Ax; < dyj—x; A=0,j€Jy

Etégala: f = B(x,Jp) = Xjest 4y (x; —dij) + Xjesz A (% — dy;) appelée valeur
de suboptimalité
OuJi={€Ju/.8;20} , Ju={€Ju/0;<0}
De la il en résulte que :
Af(x) = f(x) — f(x) < B(x,]p) etpour x = x°

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

Onaura f(x%) — f(x) < B(x,Jp)

De cette derniére inégalité , on déduit le critére suivant

THEOREME 1 (Critére d’optimalité)
Les relations

x]' = dlj' AJZ 0
dljS XjS dzj Aj: 0, jE]H

Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
I’optimalité du support plan (x, J5)

PREUVE
Condition suffisante : si les relation (6) sont vérifiées alors B(x,Jz) = 0 et comme
Af(x) = f(x)— f(x) <B(x,Jg) = 0 pour tout x ,

Donc f(x) < f(x),Vx = x est optimal.

Condition nécessaire :

Soit { x, Jg} un support plant optimal non dégénére et supposons que les relations (6)
ne sont pas vérifiées , ¢’est-a-dire, il existe un indice J, € J, te que :

Aj0> 0, on > dljo ou A]0< 0, on < dzjo

Prenons par exemple le 2¢™ cas : A; < 0, xj, < d2jo'

Construisons un nouveau plan x de la maniére suivante :
X=x+Ax=26.¢,60 unréel positif non nul et £ est un vecteur (direction).
Il faut trouver £ et O telque: Ax =b,d; < x < d,.Pourcela sur J,
posons
0 sijeJy—]
sx={y i
Avec 6 > 0
Ax(Jp)=—Ag' Ay Ax(Jy)= —0A3" a;, , % Vérifie Ax = b et pour que X Vérifie d; <
X < d,, il faut prendre un 6 suffisamment petit, d’autant plus que le support plan
{x, ]z} est non degénére.
Enportant x = x + Ax = x + 6. dans la formule d’accroissement, on obtient
Af(x) =Af(x) — f(x) = =0 4;,¢;, > 0.
Ce qui contredit I’optimalité de {x, /5 }

THEOREM 2 (Critére de suboptimalité)

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

Soit € > 0 donné. Pour I’ e-optimalité du plan x, il est suffisant de trouver un tel
support Jg , pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie 1’inégalité suivante
B(x,Jp) < €.
PREUVE : condition suffisante
Sif(x,]Jg)< €= Af(x) <& = x .este-optimal, ce qui permet d’obtenir le
résultat anticipé.
A présent faisant une décomposition de B(x, /) .
Pour cela construisons le probleme dual de ( P,) :
OV =b'u—dv+d,w— min
{A’,u—v+ w=c, v=20w=0

Le vecteur A = (u,v,w) défini de la maniéere suivante
u=v;
v; =4;,w; =0 siA= 0,
vi=0,w; =—-A; siAi<0 ,j€]
Est un plan dual
B=PBxJs)=2je; bj X5 = Xjes Ay dij — Xjejz 4y dzj - Enintroduisant le plan
dual défini ci-dessus , on obtient :
Bx,Jg)=A'x —div+dy6 =y'Ax —c'x —d; v+ d,w,
=b'y —c'x —dj v+diw+c'x% — ¢'x°
=('x°=c'x)+ (b'y —d] v+dow—c'x%) = (c'x° — c¢'x) + (1) — 0(1°)).

Donc B(x,/z) = Bx + Bs .
Ou B, =(c'x% — ¢'x) est appelée , I’écart de non optimalité de plan x ,
Be=(0(1) — ©(A°)) :I’écart de la non optimalité du support Jp.

REMARQUE 2

A partir de I’expression S (x, Jg)= B + S5, On conclut que I’amélioration du support
plan {x, Jz } peut se faire indépendamment les uns des autres .

Si B(x,]g) > €, alors on passe au changement du support plan {x, /5 }.

I-3 LE DEROULEMENT DE LA METHODE :
La méthode de résolution est constituée de deux procedures .

» Changement de plan qui consiste a augmenter c¢’x et un changement du support
qui consiste a diminuer ©(A).

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

1-3.1 CHANGEMENT DE PLAN :
Le nouveau plan i sera construit de la maniére suivante :

X =x+0+,: étant la direction admissible , 8 (un réel positif ) est le pas
admissible maximal le long de la direction #. (tel que f(x) = f(x)).

Le vecteur de direction £ = ((Jz), £(Jy)) est construit de la maniére suivante :
Sur Jy,onpose 8 = 1et

dlj—x]', Si A}> 0
0 si A=0,j €]y

Et £(Jg) = —Az' Ay.£(Jy) pour avoir A X = b . pour que x Vérified, < x < d,

Il faut calculer

(d{i—x
L s 2 <0
t)
J 2 ] , Si ‘gj >0
Y
L 0 si ¢;=0,j€Jp ;
6;, = min(6;) pour j € Jg

Et le pas maximal sera 6° =min(1, 6;).
De la le nouveau plan sera: x = x + 0°¢ et la valeur de suboptimalité pour le
nouveau plansera: B(%,Jg) = Xje;x & (5 — dij) + Xjejz A (% — daj)
=B (x%,Jz) + 0° Yjes, Aif; (enremplacant les ¢; donnés par (7))
=B(x,J5) —0° B(x,Jp) = (1 = 6°)B(x,Js).
De cette derniere expression on conclut
> Sif° = 1alors x est optimal
» Sif(x,]g) < e alors x est e-optimal .
> Si(x,]z) > €, on passe au changement du support J; — Jz (A = Ap).

1-3.2 CHANGEMENT DU SUPPORT :
Le changement du support Az — Ay consiste a faire un changement du coplan A vers
A et du vecteur des potentiels y vers ¥ de telle sorte que :

L(x,]5) < B(%,]g), pour cela on pose :

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

{E(]) =A(J)+o,(J) € R" (8)
yhOh=yd)+o,) € R™ 9)
Ou t est la direction de diminution de la fonction duale , o, le pas maximal le long de
cette direction .
Calculde tetay:
En utilisant la définition de A et y on obtient :
A=§J'A—c'=(y'+o,/(I)A—c' ==A +a,' (DA
Dela:

t'() =t'NAW) = t'Up) = t'(NDAUJp) = t'(1) =t'(Jp). A"
Ce quidonne t'(J,) = t'(Jg) Azt .A(l, Jy)
Aprés calcul du plan ¥ = x + 6°¢ , le pas 6° est donné par 6° = min(1,6; ) = 6;,
Jjo € Jp on cherchera un indice J; € J; qui va entrer dans la base a la place de j,, .
Pour cela posons :

—signe(?;)) sij=jo

0 sij€Jp—Jo
t'Un) =t'Us) Ag" Al Jn)

Et calculons
0y = 05, = min(o;)
j€ly
tj
O-j=< 0 Sl.AjZO,indlj,tj>00u
AjZO,inde,tj< 0, jE]H
\ + o B dans les autre cas
> Le calcul de g, vérifie AA;=0,Vj€E].
> A(;) = 0.

Le nouveau support sera Jz = ( Jg —jo ) Y j1,
Et on remarque que la quantité B(x,Jg) est égal a:

B(x,]s) = Z A (Xj—dyj) + A (% — dyj)

J€T & J€T
ouj,+={ej,/8;=0} , T, -={i€eju/A;<0}

Selon la relation (8) et sur Jg

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

B, Jp) = Xjeji b (% = dyj) + Xjejz 4 (X — dzj) + 00 (Zjem t (% —dy;) +
Zierty (%) = dz;’))
B(x,Jz) = (1—0°.8(x,Jz) + 0y (Zje];; tj (fj - dlj) + Yjep b (fj - dz;’))
tt=0card.£=0t'(Jp) =t'(NAU,Jp) et t'(Jy) =t'(Jp) Az* A, Jy).
Par construction toutes les composantes de t’(Jg) sont nulles sauf a I’indice j,.
= (1 - Ho)tjofjo
xj0+£j0_d1j0 Si t]O =1

a=aqy, = (1 — Ho)tjo‘gjo ]
—(on +£j0 — dsz) Sl t]O = _1

Donc B(%,J3) = (1 —0°).B8(x,Jz) — 0plapl

1.4 ALGORITHME DE RESOLUTION :

e Soit{x,/z} unsupport plan de départ

I -Calculer

o y' =cpAzt.

o AN'=y'A-C".

e [(x,/p)
Si B(x,Jg) =0alors{x,/,} estoptimal arrét du processus
Si B(x,Jg) < e alors{x,],} este-optimal arrét du processus
Sinon allerall.

11

e Déterminer le vecteur £(J),

e Déterminer le vecteur x (),

e Calculer (1 —6%p
Si(1-6%8<e {x,],} este-optimalarrétdu processus.
Sig®=1alors{x,/,} estoptimalarrétdu processus.
Sinon Aller a lll.

111 Changement de support
e Calculer le vecteur t

e Calculer g;, = min(o;)

i€y
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

e Le nouveau support est Jz = ( Jg —jo ) U ji,
e Alleral avec un supportplan { x,]}.

I-5-EXEMPLE D’APLICATION :
Nous allons résoudre le probleme suivant par la méthode adaptée et en revanche par la
méthode de simplexe :

( —x1+3xy+x3 + 2x,+4x5+2x5+x, — max

3x; + 2x, + x3+3x, + Sxg+x5+x5 =5
3x1 + 2x5 + 3x3 + 2x4+2x5+2x4 =3
2x; + 4x, + x5 + 5x4 + 3x5 + 3x4 + 2x, = 8
4x, + 6x, + 5x3 + 2x, + 5x5 + x5 + 3x, =7

(1) 5 3<%, <5

—-2<x,<6

-7 <x3<7

—3<x,<8

—2<x3<9

—3<x,<5

\ —-4<x,<7

AvecC x'=(x1; X5; X35 X4; X5; X3 X7) 3 d1 = (—3;—2; =7; =3; —2; —3; —4)
;d, =(5;6;7;8;9;5;7), ¢’ =(—-1;3;1;2;4;2;1),b' =(5;3;8;7)

3213511
A= 3232220
2415332
4652513

1.5.1 RESOLUTION DE L’EXEMPLE AVEC LA METHODE ADAPTEE
Par la méthode adaptée : nous prenons comme solution initiale le vecteur x défini
comme suit (en prenant xs = x¢ = x;, = 0)

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

6/11
27/22
—-8/11
x=| 6/11 | Jp={12,34}
|0
\ 0
0
1¢7€ |tération :
A X { 7] X l
0 6/11 -258/11 13/86 -3 1
0 27/22 -251/33 213/502 10/129 0
0 —8/11 592/33 255/592 256/129 0
0 6/11 326/33 123/296 263/129 0
-41/6 0 9 1 117/86 27/11
1/2 0 -3 1 -39/86 -9/11
1/3 0 -4 1 -26/43 3/11

00 = min(@l, 92, 93, 94) = 91 = 13/86 ,ﬂ = ,81: 2295/343, (1‘ 91)ﬂ1:1471/259

0y = min(451/162, 11/18, 0)=g,=11/18
Donc J; = {2,3,4,6}

2°™M |tération :

A X £ 0 X L
11/18 -3 0 1 -3 13/9
0 10/129 1022/129 | 382/511 55/27 0
0 256/129 -1460/129| 1159/1460 -22[27 0
0 263/129 -876/43 325/1314 -3 1
-16/3 117/86 657/86 1 13/4 8/3
0 -39/86 5621/258 | 201/803 |533/108 0
1/2 -26/43 -146/43 1 -13/9 0

90 - min(92,93,94,96) - 94_ - 325/1314,ﬁ - 31:575/18

(1- 8,)p,= 18273/760
Donc J; = {2,3,5,6}

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

3™ |tération :

A X ' 0 X
712 -3 0 1 -3

0 55/27 115/54 214/115 25/6

0 -22[27 -23/27 167/23 -5/3

2 -3 0 1 -3
0 13/4 0 0 13/4
0 533/108 -23/27 857/92 49/12

1/2 -13/9 -23/9 1 -4

90 = min(l, 92,63, 95, 96) =1
Donc {(-3,25/6,-5/3,-3,13/4,49/12 ,-4) } est optimal et la valeur de la
fonctionnelle 25

1.5.2 RESOLUTION DE L’EXEMPLE AVEC LA METHODE DU SIMPLEXE :
Etposonsy =x—d,, vy =0, y< dy,— dg

(—2y1+3y2tYy3 + 2y, +4ys+2y+y; — 34 — max

3y1 + 2y, + y3+3ys + 5ys+yestyy =51
3y1 + 2y, + 3y3 + 2y, +2ys+2y, =53
2y1 + 4y, + y3 + 5y, + 3y + 3y + 2y, = 67
4y, + 6y, + 5y3 + 2y, + 5y + yg + 3y, = 97

(1N« Y4y =8 avec y; =20 i=1 14
Yo +y9 =38
Y3 +y10 =14
Yoty =11
sty =11
Ye + Y13 =8
Y7 +y1a =11

Le probleme (1) est équivalent a (1) , écrit sous forme matricielle suivant :
@'Y +a — max
(IDY¢pY =y,y;,=20 , i=1 14

©=(-23124210000000)
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METHODE ADAPTEE

32135110000000
32322200000000
24153320000000
46525130000000
10000001000000
¢=101000000100000
00100000010000
00010000001000
00001000000100
00000100000010
00000010000001

Y = (V15 Y25 Y35 Va3 Vs Yo Y75 Va5 Yoi Y105 Y115 Y125 Y13 Y1a)
1€7¢ |tération :

ONaj=1{1,234,5,677,8/910,11,12,13,14}, J = {3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14}
Ju =1{1,2,13}

On prend comme solution initiale :
Y =(0,0,407/49, 62/49 ,234/49 , 8, 344/49 , 8 , 8, 279/49 , 477/49 , 305/49 , 0, 195/49) ,
dressons alors le premier tableau du simplexe :

C 2 3 1 2 4 2 1 0 0 0 0 0 0
A
Base | y; Agla, Hj a; az az | a4 | Qs | Ag | A7 | Ag | g | Ag9 aip | Q12| Q13 Ay
37/49 as 407/49 | 26/49 407/49 3 2 1 3 5 1 1 0 0 0 0 0 0 0
-5/49 a, 62/49 16/49 62/16 3 2 3 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0
—3/49 | as 234/49 | —6/49 / 2 4 1 5 3 3 2 0 0 0 0 0 0 0
6/49 ag 8 0 / 4 6 5 2 5 1 3 0 0 0 0 0 0 0
0 a; 344/49 | 54/49 344/54 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 ag 8 0 / 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 Qg 8 1 8 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 aqp 279/49 | —26/49 |/ 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 agq 477/49 | —16/49 | / 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
74149 aq, 305/49 | 6/49 305/6 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 4y, | 195/29 | —54/49 | 0 0 00 |0 o |1 |0 o ]o Jo o o 1
A 212/49 | -59/49 | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 74/49 | 0

On remarque que larelation A; > 0 ,Vj € Jy n’est pas vérifiée , donc la solution
réalisable de base n’est pas optimale , on doit alors changer la base de manicre
suivante : j, = 2 de la le vecteur a, va rentrer dans la nouvelle base .

En prenant 8° = min{ 63, 4,, 8,, 8, 6,,} =0,=62/16 le vecteur a, va sortir dela
base

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

2™ |tération :
Js = {2,3,5,6,7,8,9,10,11,12,14}
]H = {1;4;13}

C 2 3 T [2 [4 J2 ]tz Jo Jo Jo Jo Jo[o 0
)
Base Y2 AEla13 9] a, a, as Qg (233 Qg ar ag Qg Q9| A11 | A{ Q13 Q14
2348 a, |62/16 | —5/2 |/ 3 2 1 [3 |5 [t [t 0/o o [o Jo]o 0
12 |a; |25/ 1 25/4 3 2 3 |2 [2 2 o o o [o Jo [o]o 0
19/24 a5 | 21/4 0 / 2 4 1 [5 [3 [3 |2 o Jo [o [o [ofo 0
-17/48 a5 | 8 1 8 4 6 5 [2 [5 |1 [3 [0 o [0 |o [o]o 0
0 |a [11/a 3 un2 |1 0 0 [0 o Jo o1 Jo Jo Jo [o]o 0
0 |a |8 0 / 0 1 0 [0 o Jo oo 1 [o [o [o]o 0
0 |a, |338 5/2 66/40 | 0 0 1 [o Jo Jo Jo Jo Jo [1 Jo JoJo 0
0 |ao |31/4 -1 / 0 0 0 [T [o [o o [o [o [o |1 [ofo 0
0 |ay |11 0 / 0 0 0 [0 [1 Jo oo o Jo Jo [1]o0 0
32 |a, |234 0 / 0 0 0 [0 o 1 oo o Jo Jo Jo1 0
0 [au |334 =3 / 0 0 0 [0 o Jo |1 o o Jo Jo [o]o 1
A | 245148 |0 0 |59/16/0 [0 [0 [0 |0 [0 [0 [o]-32 |0
On remarque que la relation A; > 0 ,Vj € J; n’est pas vérifiée , donc la solution
réalisable de base n’est pas optimale , on doit alors changer la base de manicre
suivante j, = 13 de la le vecteur a5 va rentrer dans la nouvelle base .
En prenant 8° = min{ 03, 6,, 6,05} =6,=11/12 le vecteur a, va sortir de la base
3€™ Itération :
Jz =1{2,3,5,6,89,10,11,12,13,14}
Ju ={1,4,7}
C 2 3 T [2 4 [2 [t oo oo oo Jo
2
Base | ys a a; as | a4 s | Qg | A7 | Gg | A9 | Q19| Gu1 | A1z | Q3 | Qig
12 |a, [37/6 |3 2 HE 5 [1 |1 [oJo oo oo TJo
0 |as [16/3 |3 2 3 |2 2 [2 JoJoJo oo oo TJo
1/2 |as |21/a |2 4 B 3 [3 |2 [o Jo oo oo Jo
0 |as |8512 |4 6 5 |2 5 |1 [3 ]Jo Jo o o Jo o o
0 |a |8 1 0 0 |o 0 o Jo 12 Jo oo oo TJo
0 |a |16 |0 1 0 [0 0 |o Jo Jo |1 oo Jo o o
0 |ayp | 263 |0 0 1 |o 0 [0 Jo Jo Jo |1 Jo oo o
0 |ay |11 0 0 0 |1 0 |o Jo Jo oo |1 oo o
0 |ap [234a |0 0 0 |o 1 [0 o [o o [o Jo [t [0 o
0 |as |11/12 |0 0 0 |o 0 [1 [0 Jo [o [0 o Jo [z TJo
0 |an |11 0 0 0 |o 0 [0 [1 Jo [o [o o o [o |1
9/2 0 0 |2 0 [0 120 Jo [o Jo Jo o o

On remarque que larelation A; > 0 ,Vj € J,; est verifiée , donc la solution
réalisable de base est optimale et I’ Algorithme s’arréte .
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA

METHODE ADAPTEE

La solution de base de probléme (Il)est: Y =

(V15 Y25 Y35 Va3 V55 Vo3 Y75 Va3 Yoi Y105 Y115 Y125 Y13 Y1a)
= (0;37/6 ;16/3 ;0 ;21/4 ;85/12 ;0 ;8 ; 11/6 ;26/3 ;11 ;23/4 ;11/12 ;11) avec la

valeur de I’objective de 25 qui correspond a la solution :

x=(-3,25/6,-5/3,-3,13/4,49/12,—4) de probléeme

valeur de I’objective.

1.5.3 COMPARAISON ENTRE LA METHODE ADAPTEE ET LA METHODE
DU SIMPLEXE :

Les deux méthodes ont des algorithmes de résolution finis .

On a remarqué d’aprés I’exemple que la résolution de probléme (I) par la
méthode de simplexe nécessite 1’ajout de variables supplémentaires et
d’équations ce qui entraine plus de calculs en comparant avec la méthode

ADAPTEE

La solution converge plus rapidement vers I’optimale dans la méthode
ADAPTEE que dans la méthode du simplexe et cela en fait que la recherche de
la solution optimale dans la méthode de simplexe se réalise par le saut sur les
sommets décrits par le polyédre du contraintes alors que la méthode ADAPTEE

prend les points a I’intérieur du polyedre .
La méthode ADAPTEE nous permet de trouver une solution e-optimal.

1.5.4 RESOLUTION DE L’EXEMPLE SOUS LPSOLVE DE MATLAB :[1]

VV V V V VY V

MATLAB est un langage de haute performance pour le calcul technique. Il
intégre le calcul, la visualisation et la programmation dans un environnement
simple d'utilisation ou les problémes et les solutions sont exprimées en
notation mathématique familier. Les utilisations typiques comprennent

Math et de calcul

développement Algorithme

L'acquisition des données

Modélisation, simulation et prototypage

L'analyse des données, I'exploration et la visualisation

graphiques scientifiques et techniques

Le développement d'applications, y compris graphique de [linterface
utilisateur

2015/2016
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CHAPITRE | : RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

e MATLAB et Ipsolve :[2]

Ipsolve est appelable a partir de MATLAB via une interface externe ou
MEX-fonction. En tant que tel, il semble que Ipsolve est entierement intégré
avec MATLAB. Matrices peuvent étre directement transférés entre
MATLAB et Ipsolve dans les deux sens. L'interface complete est écrit en C
de sorte qu'il a des performances maximales. L'ensemble API (Application
Programming Interface ) Ipsolve est mis en ceuvre avec le spécifique de
certains supplémentaire pour MATLAB (en particulier pour le soutien de la
matrice). Donc, vous avez le plein contr6le a la fonctionnalité compléte de
Ipsolve via le mxlIpsolve pilote MATLAB. Si vous trouvez que cela implique
trop de travail pour résoudre un modele Ip alors vous pouvez également
travailler via haut niveau M-fichiers qui peuvent rendre les choses beaucoup
plus facile.

> INTRODUCTION DE L’EXEMPLE SOUS LPSOLVE DE MATLAB : [3]

Ip_solve.m est le script qui utilise I'API pour créer une fonction de niveau
supérieur appelé Ip_solve. Cette fonction accepte comme arguments des matrices et
des options pour créer et résoudre un modeéle Ip.

Cette figure illustre 1’utilisation de la fonction lp solve :

#|'8 Edit Debug Distributed Desktop Window Help

Tl % | % B9 o~ | & | @ | curentDirectory:| C:\Users\DUALCOMPUTER\D ocuments\MATLAB - | [ @
Shortcuts [ How to Add  [#] What's New
= @ New to MATLAE? Watch this Video, see Demas, or read Getting Started.

=> [obj,x,duals] = lp_solve([-1 3,1,2,4,2,1],[3,2,

Wiorksp

obj =

25/86
-5/3

1374
49/12

duals =

1/2

1/2

m

« T
I 4\ Start OVR

Figure 1 montre la création et résolution d’'un programme LP SOUS LPSOLVE
DE MATLAB

2015/2016
Page 17
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METHODE ADAPTEE

1.5.5 RESOLUTION DE L’EXEMPLE SOUS LPSOLVE :[4]

Cette figure illustre la création de programme LP sous logiciel Ipsolve :

"=l LPScive IDE - 5.5.2.0 Y = S
File Edit Search Sction View Dptions Help
D~ 25 = b o
Source katiz | =] Options | &) Resul
1 % gbjective funcoction w0 -
z max: —ml14+3*xI+xI+I2rxd+ A+ S5+2 %o +xT;
3 % Variable bounds #*/7
a Ev*xl+Z %+ + I wd+ 5SS+ttt T=5 ]
5 B2l +2 2+ 22+ 2w d+ 2 S+ 2 Y Ee=32 =
a 2%l +4*+* w2+ +S 4 L4+ SIS+ I Y me+2 Y T=8 7
7 Lbzr] + e+ + S5 I+ 2V d S Y xS e+ IV T=T 5 Il
=] —3==ml ; ml1<=5; —
=1 —EZw=wawF =G
10 —T==33;x3<=7T7> | ]
11 —Z2==md yxd-—=g > ]
= —Z2==mx5S ;x5<=5_; 'l
] —E==ma ;rGe<=5; a
- | (11 (3 .
| |
50:5 ITE: 6 IMW: 2
L _ — -

Figure 2 montre la création d’'un programme LP SOUS LPSOLVE

LPSolvelDE - 5.5.2.0 == g2z |
—
File Edit Search Action WView Options Help
D-cE b 5w o
| Saurce I Matri:-:l =] Dpticmsl (&) Fesult
Obijective | Constraints | Sensitivity |
“fariables reszult
25
=1 -2
n2 4 1EE...
=3 -1.66...
=4 -3
=5 3.2580...
=B 4.083...
Erd -4
50:5 ITE: & TN 2

- —

Figure 3 AFICHAGE DES RESULTATS DE PROGRAMMIE LP :

CONCLUSION :

e Nous avons vu dans ce chapitre les avantages de la méthode ADAPTEE en
comparant a celle du simplexe. La méthode ADAPTEE est plus avantageuse
que la méthode du simplexe dans le cadre de la complexité et cela le fait qu’elle
converge rapidement vers I’optimal et I’ajout de variables supplémentaires et
d’équations dans le simplexe entraine plus de calculs.
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CHAPITRE 1l : RESOLUTION DU PROBLEME MIN-MAX AVEC DES
CONTRAINTES SIMPLES EN PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

INTRODUCTION :

Nous nous sommes intéresses dans ce chapitre a la résolution de probléme min-
max avec des contraintes simples en programmation linéaire avec la méthode
ADAPTEE mise en avant par R. Gabasov et F.M. Kirillova [7] et en suit nous
avons représenté des exemples pour appliquer la méthode .

11-1 PRESENTATION DU PROBLEME :

Considérons le probléeme Min-max en programmation linéaire suivant

f(x) = min(c;x + ay) — Max,
(PZ) kek x
di <x <d,,

Ou x,d,,,d, sont des n-vecteurs réels , ¢y, k € K des n-vecteurs, a; des scalaires
c;, le transposé du vecteur ¢, k € K.

K = {1.. P} : L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f .
Définition 1 :

> Tout vecteur x vérifant d,; < x; < d,;, j € J, estdit plan du probleme (P2).

> Un plan x° est optimal si il réalise le maximum de la fonctionnelle du
probleme (p2).

> Un plan x° est e-optimal si f(x°) — f(x¥) <&, (e >0réel ,donné)

Définition 2 :
Soit x un plan du probléme (p2) et considérons 1’ensemble K (x) défini comme suit
K(x) = {k EK ,f(x)=cpx+ ak}

K(x) , est appelé ensemble des indices des composantes actives de la fonctionnelle.
K(x) # @ pour tout plan x du probleme (P2) .

On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle f :
w(K) = (wy , k EK)

w, =w(x)=cx+a,—f(x),keK, (1)
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CHAPITRE 1l : RESOLUTION DU PROBLEME MIN-MAX AVEC DES
CONTRAINTES SIMPLES EN PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

Conséquences : En prenant un autre plan x =x + A x , on construit le vecteur
Awj, = wi (X)) —wi(x), k€K
o wr(x)=0 ,ke€eK.

o MinwE(x)=0

o Awy = —wy, k € K eneffet Awg=wy (%) — wi(x) = c, A+ f(x) — f(%)
k € K, eton remarque que Awy + wy = cAx — f(&) + cix + ay
=c,(x +Ax)+ a,— f(x)
=c,(X)+a,—f@ =0
= Awy = —wy k€K

11.2 SUPPORT DE LA FONCTIONNELLE :

Considérons les sous-ensemble d’indices J; , Ky, Jrc] , Kr € K, tel que
|| = r| +1

Et formons la matrice suivante :
Ar = (AKr, Jp), e(Kp)) . (2)
ou :
A(K,])=—-C(K,])ete(K) =(e, =1,k €K). (3)
C(K,]) est la matrice formée par P vecteurs lignes ¢, , k € K.

L’ensemble Qf ={ K, ] } est appelé support de la fonctionnelle si la matrice
Arinversible

11.3 SUPPORT PLAN :

La paire {x, Qf} formée du plan x et du support Q est appelée support plan du
probleme (P2)

Le support plan { x, Q¢} est dit non dégéneéré si :

o dUSx]SdZJJE]f,
e X+ ay > f(x),k €Ky =K —K;.
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CONTRAINTES SIMPLES EN PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

I1-4 ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE :
En utilisant le support @, on construit le vecteur des estimations A( ] ) :
N(CT)=v'(Kp) . ACKp ] ), (4)

Ou y' (Ky) est la derniere ligne de la matrice A;l , sachant que cette derniere peut
se mettre sous la forme suivante

D (Js K
v'(Kr)
De la on a les relations suivantes :
-y (Kp) = (0'(Jp), 1). A7 (6)
X =1
B REKi (7)
- ACJp)=0()) - (8)
- DEFINITION

= Le support Qrde la fonctionnelle est dit régulier si y, = 0,k € K.
= Lesupport Q¢{ K¢ ] } avec J, = @ est régulier, par définition.

Par la suite , on ne considere que des supports réguliers .

Considérons un support plan { x, Q; } de départ du probleme (P2) et soit un autre
plan ¥ = x + A x , calculons la quantité suivante .

Af(x)=fx) = fx) . (9)
De la relation (1) et du plan x , on a
W=c,x +a, — f(x) , k € K, delail en résulte que :
& (K) — w(K) = Aw(K) = —A (K, ]). Ax — e(K). Af (%), (10)

Qui nous donne le systéeme de cramer suivant :
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AXf

Ao (Kr) = —(A (KrJr) e(Kr) ) — A (Kp Ju), Axy

Af(x)

De la on obtient la solution suivante :

A x;
N —A Aw(Kr) — A7 (A(Ky, Jy ) Axy
En utilisant la relation (5), on obtient
Ax (Jr) = =Dy Kr)- A(Kr Ju)Ax (Ju) — D(Jf. Kp)Aw (Kr) (11)
Af() =—-AUn) Ax Un) — v (K)Aw(Kf) (12)

Le maximum de (12) sous les contraintes suivantes :

. dlj—x]SAx]Sdzj—x],]E]H
" Awg = -—w, , k EKf

Est atteint pour :
Awp = —wy ; k € K, ] € Jy
Etestégal a:
B=B(x0Qr) =X 8 (% —dij) + Zjejp &y (% — daj) + Ykek, Vi @k (13)

Appelée la valeur de suboptimalité du support plan { x, Q },

OuJi={€Ju/ A=20} , Jg={i€Jy/ A <0}
Delaona:
Af(x) = f(x) — f(x) < B(x, Q) et pour z=x°
On obtient :
0<f® —fx) <B(x0Qf) (14)

De cette derniere inégalité , on déduit le critere suivant :
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CONTRAINTES SIMPLES EN PROGRAMMATION LINEAIRE PAR LA
METHODE ADAPTEE

THEOREME : (Critére d’optimalité)
Les relations suivantes

(% = dyj, 8;2 0
x;j = dyj, A;<0
{ dyj < % < dyj A= 0, J€Ju (15)

wr =0 siy, =20,k €K

\wy =0 si y, =0,k €K

Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence , elles sont nécessaires
pour I’optimalité du support plan { x,Qr },

Condition suffisante : Soit { x,Qf } un support plan du probleme (P2) , pour
lequel les conditions (15) sont verifiées , alors la relation (13) donne ﬁ(x, Qf) =0.
En outre quelque soit x , d’aprés la relation (15) f (%) — f(x) < B(x, Qf) =0,
d’ou I’optimalité du support plan { x,Qr } :

Condition nécessaire . soit { x,Qf } un support optimal non dégénéré et
supposons que les conditions (16) ne sont pas vérifiées , on a alors les deux cas
possibles :

1) 3]0 E]H / A]0> 0, on >d1j0 ou A]0<O , .X'jo <d2j0.
2) HKO € Kf / ]/ko > 0, (l)ko > 0.

Construisons alors un nouveau plan X = x + 8 £ avec 8 > 0 .pour cela nous
choisissons le premier cas :

EIjO E]H / A]0> 0, on >d1j0.
Posons ¢

jo = Signe (C(O) ou (043} =(d1j0 - on Si A]0> 0 et xjo > d1j0 ,

gj:O,VjE]H_jO, A(Uk =0,k€Kf et
f(]f) = —D(]f,Kf) A(]f,KH){’(]H) ( d’aprés la relation (12))
A]0>0 et xj0>d1jo’391>0 /fj():xjo—@l Zdljo'
On obtient donc dans ce cas x;, = x;, — 6;signe (ap), % =x; ,Vj € Jy —Jo

@V]E]H, .92] =X]—91’€] ,01>0,d1] < x]—Glfj :fj Sdzj

2015/2016
Page 23



CHAPITRE 1l : RESOLUTION DU PROBLEME MIN-MAX AVEC DES
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D’autre part , puisque { x,Q; } estun support plan non dégénéré , on a:
di; < x;<dyjVj€E Jpilexiste 6, >0 telqued;; < x; —0,¢; <d,;,VjE€E .

Donc pour 6 seffisament petit X = x + 6 £ ,est un plan du probléme (P2) et on
obtient : Af (x) = — 04;, signe (a,) > 0, ce qui contredit I’optimalité du

support plan { x,Q; }

Le deuxieme cas :

Posons Awy, = —6iwy,,0; >0,Aw, =0,Vk € Kr—kyet £(Jy) =0(Jy)
#(]f) = D(Ju, K¢) w(K¢) (d’apres la relation (12)).

Comme est un support plan non dégenéré , alorsona:

dij < x<dyVj€E Jpilexiste 0, >0 telqued,; < x; —0,f; <d,;,VjE Jp.

Donc pour 6 seffisament petit X = x + 6 £ ,est un plan du probléme (P2) et on
obtient :

Af(x) = 6.yg,wr, >0 ,ce qui contredit I’optimalité du support plan {x ,Qf }

THEOREME : (Critére de suboptimalité)

Soit € > 0 un nombre réel donné . pour 1’ e-optimalité du plan x , il est suffisant de
trouver un support Q¢ pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie I’inégalite
suivant :

B (x,Qp) <e. (16)

Preuve : Condition suffisante

Si (x, Qf) < €, alors de la relation (15) ; on obtient
A f(x) < e, cequiimplique que x est e-optimal .
Faisons une décomposition de S (x, Q)

Pour cela nous construisons la probléme dual de (P2) suivant
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( 0 X)=Aa—-v'd, +w'd, — min
A (K).C(K,)—=v'(])+w'()=0"(])

A(K).e(K) =1,

(D2) <

\ 1e RP v,w € R}
Le vecteur X = (4, v,w), construit de la maniere suivante
If/l'(Kf) =(0'(Jp) )85 52 (Ky) =0

Est un plan du probleme dual (D2)
B(x, Q) = Ejesz & (% — duj) + Xjej & (x5 — daj) + Eiex, Ve Ok
En introduisant le plan ci-dessus , on obtient :

B(x,Qr) = = Ljej3 8 (duj) = Zjesz & (da) + Zijey, 8 (%) + Erer, Vie e
v'(K) o (K ) =—=8'Un)-x(Ju) +v' (K ) a (K ) — f(2)
B(x,Qf) =Na—v'dy +w'd, — f(x) =Va—v'dy +w'd, — f(x) + f(x°) — © (XO)

=(0(X)-0 ") +(f(x)—f())
Désignons par :
L) =(fG*) = f(x),
B(Qr) = (0 X)-0X")
Donc B(x,Qs) = B+ B(Qy),

Ou B(x) est appelé , I’écart de la non optimalité du plan x ,

[?(Qf) est appelé I’écart de la non optimalité du support Q.
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REMARQUE

A partir de I’expression f§ (x, Q f) = L(x)+ ,B(Q f), on conclu que I’amélioration du
support plan {x , Qf } , peut se faire indépendamment les un de autre .

Si B(x, Qf) > ¢, alors on passe au changement du support plan {x , Qf }
I1-S ITERATION DE L’ALGORITHME
La méthode de résolution est constituée de deux procédures

e Changement de plan
e Changement de support .

11-5-1 LE CHANGEMENT DE PLAN

Le changement du plan x , a pour effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle

fef(x)=fx)

On construit donc un nouveau plan X = x + 6° £ ou le vecteur £ est la direction
de ’amélioration du point x et 8° (8° > 0) le pas maximal le long de cette
direction

Le vecteur directeur £ est défini comme suit :

dlj—x]’, Si A]> 0
f] dzj—x]', Si A]<O ;jE]H
0 sinon

En vertu du fait que A w (Kr) = —w(Ky)

On peut écrire A w (Kf) = —Ow(K;) avec 6 < 1, ce qui résulte a partir de (11)

¢(Jr) =D(Js Kf) (—A( ke Ju)t(Jp) + @ (]f))
Soit 8° la valeur maximale du pas pour lequel les deux conditions suivantes sont
verifiees :
a) d1]SX+90’€Sd2] V]E]
b) Aw, = —w,,VkEK.
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La condition a) est vérifiée sur J,; pour 6 € [0,1], sur /¢, pour 6 = 6;,

fd ——
1 ], Si fj <0
?j
J 2 ], Si -f] >0
?j
0]0 = mln(Qj) pOUI’j E]f

Quant a la deuxieme condition b) est vérifiée 68 < 1 sur K, , et sur Ky pour
Ok, = min(6g)
keKy
Crex + ay — f(x)
Ok =3 B (x,Q5) —ct
00 sinon
Le pas maximal 6° est donc

sict < B (x,Qy)

6° = min( 1,6y, 6;,)
Donc
B (%,Qr)= (1-6°)p (x,Qr)
Alors
Si 6° = 1 alors le support plan { x ,Q; } estoptimal .
Si B (x,Qf) < ealors le supportplan { ¥ ,Q; } est e-optimal.
Sif (JE , Qf) > ¢ alors on passe au changement de support .

11-5-2 LE CHANGEMENT DU SUPPORT
Le changement du support se poursuit de la diminution de la fonctionnelle duale : i.e.
que changement de Q; avec Q entraine le changement du plan dual (1,v,w ) vers
(1,v,w) . De la posons
A=14+ 0.5 2=21+ot(K)
V=v +46v
w=w+ 8w
Ou t est la direction admissible du changement du plan dual ,
o , le pas maximal le long de cette direction
Ici on remplace v,wparA: A = A+ at()).
Le calcul de la direction admissible et du pas maximal se fait comme suit :
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A partirde 4 = A+ ot()).

t'(J) =62 (K)A(K]) (car A'(K)=0) ,onobtientt'(J;) =64 (K)A(KJf).
Comme 61" (K).e (k) =0

ce qui donne

(t'(Jr) 0)=82'(Ky ) (A( k. Jr)re( kf)) + 82 (Ky ) (A( k), e( kH))

alors

X (K ) = (t'(Jp),0) A7 = 82 (Kyy ) (A( ki Jp), eChen)) A7
Donc
t'(Ju) = A (K ) A( ks, Ju) + 64 (Ky ) A( ks, Jy)

t’( ]f) et O6A'(Ky ) sont construit d’une maniére a assurer une diminution de la
fonctionnelle du probleme duale (D2)

e 6°=06, ,onposet; =—signe (¢;,) , t(Jr— Jo) =0,642(Ky) =0

e 6°=06, ,onpose sy, =1,64(Ky_x,)=0,t(Jf) =0
Le calcul du pas maximal ¢°;

0% =min(gj, ; 0y, )

Oug;, = min(o;) pour j € Jy.
(S Aiti< 0

tj
g4 0 siAj=0,xj¢d1j,tj>O
Ai=0,x #dyj,t; < 0
\ + o dans les autre cas

Et d’autre part g, = min(og)

kEKf
Ak
- Ssi 6
O'K 61](
+ oo sinon

On construit le nouveau support Qfo comme suit :
= Sig%=0; eto® =oy alorsjr =Jr—jo,Kr = Kr — ky
= Sig°=6; eto®=g; alorsjr=(Jr—jo)VUj1, K=Ky
= Si¢90=¢9k0 et00=0j1a|0r5]_f= ]f_jOI T(fszUkO
= Sig%=6,, eta’ =g alorsfr = Jr, Kr=(K;—ky) Uk
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La construction du nouveau support Q, ={K;,J;} , détermine une itération de

méthode , si bien que tous les résultats sont résumés dans 1’algorithme suivant .
11-6 ALGORITHME DE LA METHODE :

1.Soit le support { x, Q¢ } du probleme (P2) et € > 0 un nombre réel donné
2.Calculer B (x,Qy) .
Si B(x,Q7)=0alors{x,Q;} estoptimal

Si B(x,Q7) < € alors{x,Q;} este-optimal
Sinon continuer le processus
3.Calculer

o (Ju); €(Jr)
o 6%=min (1; 6,;6;,)
e Calculer x=x + 6°¢
Sip(x,Q7) =0alors{x,Q;} estoptimal
SiB(x,Q7) <ealors{X,Q;} estoptimal
Si B(x,Q;)> & alors continuer le processus
4.Si 69=6,,
6k, =1;6A(Ky —ko) =0;t(J;) =0

S (Ky )=— 64 (K ) (A ( ky, ]f) ve( kH)) A7t

t'(Ju) = 64 (K) (A( k, ]H)) faire (6)
e Si 0%= 0;,
tj, = —signe(¥;,); t’(]f —jo) =0.

6/1’(KH) == 0
§A(Kr ) = (t'Ur),0) A7
Aller (5)

5.Calculer

0" =0j, : ]_f= (Jr —Jo) V1, Kfsz
o —0k13]_f= (Jr—Jo) » T{fsz_kl
Aller a 2

6.Calculer
0®=0;,: Jr= JfUji, Kr =K Uk
0®=o0y, Jr=Jr ., Ke=(Kr—ki) Uk,
Aller a 2
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RESOLUTION PRATIQUE

On choisit un plan de départ x J- = @ (pour assurer la régularité du support de la

(Crox + ar, ) = min(cx + a)
keK
Nous entamons I’algorithme avec le support de la fonctionnelle Qf = {Kf, ]}

fonctionnelle ) et K, = {ko} ; avec

1.7 EXEMPLES D’APLICATION :

5x; + 3x, + 2x3+4x, + Sxs+x, +2
min —Xy + 2Xx3 + x4 +4x5+5x + 2
k| 2xy + 4x, + 4x3 + 5x4 + x5 + 5x¢ + 3

— max,aveC| -5< X4 <5
6x1 + 5% + 4x3 + 3x4 + 2x5 + x5 + 4

—-2<x <2
-3 < X2 <3

| —4<x3<4 |
-6 < X5 <6 |
—7 < X < 7/
Avec x'=(x1; X5; X35 X4; X553 Xg) , 3 dy = (—2;—3;—4;—=5; —6; =7)

;dy, =(2;3;4;5;6;7) ,a' =(2;2;3;4)

5 32451
, [0=12145 B
%=\ 44515 | K=1 4
6 54321
1¢" ITERATION
Kf_{3} 1]f_®
N9 Al x| 20K |6()]| x[éA[t() | f(x) | a(J]AK)| a(K)
1| -2 -2 4| 13/28 71 | -3 4] w| 0] oo
2| -4l -3 6| 14/29 3140 |1 |-4114] 4| 0] o
3 -4l -4 8 207 1] 2 4 2 1] 1
4] -5 -5 10 11/21 5140 | 1 32 5| 0] o
5| -1] -6 12 317 4 o0
6| -5 -7 14 212 4 5/4

B(x,Q;) =196, B(x,Q;) = 105 Donc on passe au changement de support

Ke={1} ; Jr={}

00 = Hkl etO-O = O-k3
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2¢™m¢ ITERATION
K- =1} ; Jr=1{}
NG Al x| ¢ e 6 % | f®]62 |AK) [e(D][2] oG] o)
1| -5 -1/7 15/7 0 2 -1 0|5 1 1 00
2| -3/-3/14| 45/14|1/15 0 2 1 0|4 3/4 00
3| -2/ -2/7 30/7 | o 0 3 0 1|0 (o) 1
4| -4/ -5/14| 75/14|1/3 0 4 0 0|3 4/3 00
5 -5/ -3/7 45/7 0 1 00
6| -1/-1/2 15/2 0 -4 5/4
B(x,Qs) =90, B(¥ Q) = 84 Donc on passe au changement de support
6° =6, etc® =0, alors K ={12} ; [ ={2}.
3¢me ITERATION
NGO A A4 2 ey o) z | f@ | sArEK t([2 | oD oK)
1 -5/4 | 0 2 8/29 |349/29 | -3/2] 0|3/2|1/4 5/6/ 1/6
2 0 |0 -0.75 4| -3/29 | 349/29 | 1/2 0| 0 | 3/4 [os)
3 -2 10 4 00 16/29 | 419/29 | 0 1] -2 [
4 -7/4 | 0 5 [4/29 20/29 | 349/29 0| 5/2 7/10
5/ -17/4/0 6 24/29 712 17/14
6 -4 |0 7 28/29 -2 00

B(x, Q) =72.75,

6° = 6y, eta® = oy,

,6’(9?, Qf) = 7275/116 Donc on passe au changement de support

K =4 ;] =@}

4¢me ITERATION
K =124} : Jr={2).

N A | % ¢ JoK) 6()) | = [16)
1] -1 |8/29 |50/29 2 81

2] 0 |-3/29 | 125/87 54/25 | 3/4 | 2183
3[-7/3 | 16/29] 100/29 | oo 4 283/3
4] -4/3]20/29] 125/29 5 218/3
5| -11/3| 24/29] 150/29 6

6| -13/3|28/29] 175/29 7
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B(x,Q;) =5275/87 B(x,Q;) =0. donc{X,Q;} estoptimal

EXEMPLE 2:

/ 3x1+ 2x; + x3+3x4 + 5x5+ xg+ x7+5 \
min

3x1 + 2%y + 3x3 + 2x4+2x5+2x6 + 3
k \3x1 + 1xy + 2x3 + 3x4 + 1x5 + 1x4 + 2x7

4x1 + 6xy + 5x3 + 2x4 + 5x5 + x6 + 3x7 + 7

_|_8/—>max,

—-3<x <5
—-2<x,<6
—7<x3<7
—3<x,<8
—ZSXSS(B
—3<x,<5
—4<x,<7

Avec X'=(xy; x5; X3} X4 X5} X3 X7) , 3 dy = (—3; —2;—7;—3; —2; —3; —4)

;d, =(5;6;7;8,9;5,7) ,a' =(5;3;8;7)

3213511
, (3232220 _
%= 3123112 K= 4
4652513
1¢" ITERATION
Kf:{4}1]f:®
N A x| f(x)|£| 6K) [6())] x| At fx) [A]| a(J|AK)| a(K)
1| -4 -3 -41]8 | 42/107 570 |1 -4 41 0
21§ -2-47 |8 2/7 2071 | 4 |-41/14 32| 0
3] 5 7| -39|14] 17/24 3 (02 4 52 1
4| 43| -8311 7] -1 0 321 | 0] 1
5| -§-2 11 87| |3 5/3
6| -1-3 8 5 | -1 o
71 4 4 11 /7] |3 1

B(x,Q;) =268 pB(x,Q;) =1340/7 donc on passe au changement de support

6° = 6y, eta® = gy,

K- ={2} ;. J;={0}

2¢™M¢ ITERATION
K =1{2} ; J=1{0}
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Al x| f(x) t oK) | 6()) x sApe(Dl fx) | 4 a(J)| AK)| o(K)
1]-3 |57 5 [40/7 |40 65/84 0 |0 [ o
2 |2 |27 |-45i7 [4017 |1 149/84 | -1 | 1 | -41/14 12 1 1
33 [-3 |57 |10 25/96 19/48 |1 |1 |4 3
4 -2 |17 |-45/7 | 5517 | oo 1471/672 | 0 | -1 | -3/2 o
5 -2 |87 55/7 2143/672 1 2
6 |-2 |-57 4017 65/84 1 2
710 |[-6/7 0 -6/7 -2 0
B(x,Q;) =752/7 . B(x,Q;) = 5026/67 donc on passe au changement de support
0 0 —
0" =0, eto” =0,
3¢me ITERATION
N°| A x f(x) 4 0(K)| 6(J) x SA| t()) fx) | A a(J) AK) | a(K)
1 | -3 |65/84 3685/114 355/84 | / 13928 |0 |0 13365/112 o0
2 | -2 [ 149/84 | 6715/336 355/84 | o 167/28 | -1/2 -1/2 | 10569/112 | 1| o | 1 2
3 | -3 | -19/48 | 845/42 | 355/48 | o 111716 | 1/2] -1/2 | 18972 0w |O o
4 | -2 | 1471/672 | 3542/95 | 3905/672 | / 1781/224 | 0 | 1/2 | 11221/61 4
5 | -2 | 2143/672 3905/672 2005/224 172 o0
6 | -2 | 65/84 355/84 139/28 1 o
7 |0 |-6/7 17751224 352/35] 7 oo
B(x, Q) =5026/67 , B(x,Qs) = 71/112
0 _ 0 —
0° = 9]7 eto” = 0'k2
3¢mé ITERATION
NO| A X f(x) ? 0(K)| 6()) | x
1 | -3 | 139728 | 3685/117 1/28 oo 5
2 | -1 | 167/28 | 6715/33 1/28 o 6
3 |2 | 11116 | 845/42 | 1/16 oo 7
4 | -3 | 1781/224 3542/95 | 11/224 oo 8
5 | -1 | 2005/224 11/224 9
6 | -1 | 139/28 1/28 5
7 2 |7 0 352/355 | 7
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B(x,Qr) =1/2,B(%,Qr) =0
donc{x,Q;} estoptimal

CONCLUTION :

Nous nous sommes intéressé dans ce chapitre a la résolution du probléme min-max
avec des contraintes simples en programmation linéaire avec la méthode
ADAPTEE ainsi que des exemples d’applications.
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CHAPITRE I1I: RESOLUTION D’UN PROBLEME MINMAX AVEC DES
CONRTRAINTES GENERALISEES EN PROGRAMMATION LINEAIRE
PAR LA METHODE ADAPTEE

ITRODUCTION

Ce chapitre se focalise sur la résolution du probleme min-max avec des
contraintes généralisées en programmation linéaire avec la méthode ADAPEE
mise en avant par R. Gabasov et F.M. Kirillova [7] et ensuit nous avons
représenté un exemple pour appliquer la méthode.

111-1-PRESENTATION DU PROBLEME :

Considérons le probléeme Min-max en programmation linéaire suivant
flx) = min(c,'{x + ak) — Max,
(P3)

k€K X

Ax = Db,
\ d, <x<d,

Ou x, d,, d, sont des n-vecteurs réels c,, k € K des n-vecteurs , a; ,k € K des
scalaires c;, le transposé du vecteur ¢, k € K , b un m-vecteur.

A =A[l,]]: m X n matrice rangA =m < n,
K = {1.. P} : L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f
I = {1..m} : L’ensemble des indices des lignes de A.
J = {1..n} : L’ensemble des indices des colonnes de A.
C[C,]] : p x n matrice formée par les lignes vecteurs ¢, V k € K
Définition :
> Toutvecteur x vérifantd,; < x; < d,; j € J,Ax = b, estdit plan du
probléeme (P3)
> Un plan x° est optimal si il réalise le maximum de la fonctionnelle du
probleme (p3)
> Un plan x° est e-optimal si f(x°) — f(x®) < &, (e >0réel ,donné)

» Soit x un plan du probléme (p2) et considérons I’ensemble K (x) défini
comme suit

K(x) = {k EK ,f(x) = c,;x+a'k}

K(x) , est appelé ensemble des indices des composantes actives de la
fonctionnelle f .
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K(x) # @ pour tout plan x du probleme (P3) .

» On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle
w(K) = (wy , k EK)

wy=wK)=cx+a,—f(x), keK, (17)
Conséquences : En prenant un autre plan x =x + A x , on construit le vecteur
Awy, = w,(X) =cpx +a, — f(x), k€K

o wi(x)=0 ,k€EK.

o Min(x)=0
o Awy = —wy, k € K eneffet Awp=wy () — wi(x) = cpx + ay + f(x) — f(X)
k € K, eton remarque que Awy + wy = cpx + ax — () + cpx + ay
= c,(x + A x) + ay — f (%)

=c,(®) +a,—f(x) =0
= Awy = —w, , k€K

111-2-SUPPORT DES CONTRAINTES :

L’ensemble des m indices JzcJ , ,|/gl = m est dit support (appui) des
contraintes du probléme (P3) et la matrrice Az = A(I, Jg) matrice de support
(matrice d’appui) des contraintes si det Ag # 0

111-3-SUPPORT DE LA FONCTIONNELLE :

En utilisant le support /5, on construit la matrice suivante :

AK,]) = C(K,Jp)A5 AL ]) — C(K,]) (18)
Et soient deux sous ensembles d’indices J et Kr aveC K c K et ], c ]
K¢ = lJs| + 1,

Par suite construisons la matrice

Ar = (A(Kr, Jr), e(Kp)) , oue(K)=(ex,=1,k€K). (19)
L’ensemble Qr={Ky, Js} est appelé support de la fonctionnelle si la matrice A,
est inversible

111-4-SUPPORT DU PROBLEME
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L’ensemble Q,={/, Qr} formé du support des contraintes et du support de la
fonctionnelle est appelé support du probléme (P3).

111-5-SUPPORT PLAN :

La paire {x, @, } formée du plan x et du support Q,, est appelée support —plan du
probleme (P3)

Le support plan { x, Q¢} est dit non dégéneére si :

L4 d1]<x]<d2] ]E]fU]B’
e cx+a,>f(x), ke€Ky=K-K;.

111-6- ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE :

En utilisant le support Q; , on construit les vecteur des estimations A( J ) :et le
vecteur des potentiels u(1)

AN(CJ])=v'(K) . ACKpJ ), (22)
W(J)=v" (Kr).C(KrJp) Ag", (21)
OU y’ (K;) est la derniére ligne de la matrice A7

De la, on retire les relations suivantes :

o V&)= () D47 (22)
=1
21 (23)
o A(J£)=0(Jf), AC J5)=0(5) (24)
DEFINITIONS

> Le support Q de la fonctionnelle est dit régulier siy, = 0, k € K¢ .
> Le support @, de probleme est dit régulier si Q est régulier .

> Le support Q, avec J, = @ estrégulier .

> Par la suite , on ne considérera que des supports réguliers .

Nous considérons un support plan {x, @,} du probleme (P3) et soit

X = x + Ax unautre plan et nous calculons la quantité suivante , représentant
I’accroissement de la fonctionnelle f

Af(x) =f) = fx) . (25)
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Nous désignons Aw , le vecteur des accroissement des écarts de la
fonctionnelle

Aw(K) = C (K,]).Ax — e(K).Af (x) (26)
En utilisant la relation (19) , on obtient
Aw(K) = — A(K,]).Ax — e(K).Af (x) (27)
Et on trouve :

Axf

syt 8) =57 (865 Jy=1-0y )

En utilisant la décomposition de la matrice A;l comme ci-dessus , la derniere
solution est

Ax (J5) = =D(s Kr)- A(Kr Ju)Ax (i) — DU Kr)Aw (Ky) (28)

Af(x) =—=0'Jy) Ax Jy) — v (K)Aw(K;) (29)

Le maximum de ’accroissement de la fonctionnelle (29) sous les contraintes
suivantes :

- dlj—XjSAXdezj—Xj,jE]H
u A(Ukz—(l)k ,kEKf

Est atteint pour :

AXjZdlj—Xj Si A]< 0,] E]H
A(l)k = —(Uk,'k € Kf’

Et est égal a
B = B(x Qf) = Zje]l'_'; A; (xj - dlj) + Xjesz by (xj - de) + ZkerVk wy (30)
Appelée la valeur de suboptimalité du support plan { x, Q; },

Ou:
]I:II-Z{J'E]H/ AjZO} , ]I;ZUE]H/AjSO}
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Delaona:
Af(x) = f(x) — f(x) < B(x, Qp) et pour z=x°
On obtient :
0<f()—f)<B(x Q) (31)

De cette derniere inégalité , on déduit le critere suivant :

THEOREME (Critére d’optimalité)
Les relations suivantes

Xj =d2j, A]SO

wr=0siy,=20

wr =0 si y, =0,k €K
Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence , elles sont necessaires
pour I’optimalité du support plan {x ,Qp },

Condition suffisante :

Soit { x,Qp } un support plan du probleme (P3) , pour lequel les conditions (32)
sont vérifiées , alors la relation (31) donne ﬁ(x, Qp) = 0. En outre quelque soit
X , d’apres la relation (32) f(x) — f(x) < ,B(x, Qp) = 0, d’ou I’optimalité du
support plan {x,Q, } .

Condition nécessaire :

soit { x,Qr } un support optimal non dégénéré et supposons que les conditions
(32) ne sont pas vérifiees , on a alors les deux cas sont possibles :

1) 3]0 E]H / A]0> 0, x]'0>d1j0 ou A]0<O , on <d2j0.
2) HKO € Kf / yko > 0, (Uko > 0.

Construisons alors un nouveau plan x = x + 6 £ avec 8 > 0 .pour cela nous
choisissons le premier cas :

dljo — xj'o Sl A]0> 0, on > dljo

t;, = signe (ap) ol  ag

daj, — Xj, Si A,

io <0 , xj0<d2j0.
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‘£]=0,VJE]H_]0 etA(Uk ,kEKf
2(Jg) = —A5" A(LJu V) 2(JuUJs)et£(Jy)
= —=D(J5, Kr) A(Js, Ku)¢(Jn)

A; >O, x]'0>d1j0 , 3 01>0 / J?j0=xj0—912d1j0.

Jo

A]' 0

<0, x;,<dyj,,3 6; >0/ %, =x;, — 0, < dyj,.

On obtient donc dans ce cas x;, = x; — 6;signe (a,), X; =x; ,V ] € Jy — o
>V]EJy, X =x +0.¢;, 0, >0,dy; <x; +6,¢; =% <dy;.

D’autre part , puisque { x,Qp } est un support plan non dégénéré , alors on a :
dij <x <dyj,V j€]Jy—]Jp ilexiste 6, >0 tel que:

d1]SEJ=x]+92f1Sd2], VjE]fU]B

Pour = min (6,,6,),% = x + 6°¢ et par construction de #(Jz) et £( J;) est
aussi un plan du probleme (P3) et on obtient :

A f(x) = —6° A; signe (a,) > 0 . ce qui contredit I"optimalité du plan
{x, 0} .

2) dans ce cas on pose Posons Awy, = —0wy, ,0 >0,Aw, 0,V k € Kr — k,

et £(Ju) = 0(Jn)

2(Jp) =—As" A(LJyVJr) 2(Ju ujs) et £(Jr) = D(Js Ky ) w(Ky).
Puisque { x,Q, } estun support plan non dégénéré , alorson a:

dy; <x; <dy;,V j€JrU]Jp,doncilexiste 6, > 0 tel que:

d1 Sfj=Xj+92{de2]‘, vjE]fU]B

J
En prenant 8; = min( 8,,0) ,x =x + 6,¢ ,estun plan du probleme (P3) et
on obtient :
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A f(x) = 61yk,Yk, > 0, ce qui contredit I’optimalité du support plan { x,Qy }
THEOREME (CRITERE DE SUBOPTIMALITE)

Soit € > 0 un nombre réel donné . pour 1’ e-optimalité du plan , il est suffisant
de trouver un support Q, pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie
I’inégalité suivant : § (x,Qf) < €. (33)

PREUVE (condition suffisante)

Si (x,Qf) < €, alors de la relation (32) ; on obtient

A f(x) <e ,cequiimplique que x est e-optimal .

Faisons une décomposition de 8(x, Q)

Pour cela nous construisons la probléme duel de (P2) suivant

( OX)=Na+y'b—v'd, +w'd, — min
—2(K).C(K,J) +v' (DALD —=v'(J)+w' () =0"(])

A(K).e (K) =1,

(D3) 4

L 1€ RY v,w € R%, y ER™
Le vecteur X = (4, y,v,w), construit de la maniére suivante

(H(K) = (0D AT XK =0

y'(D) = X(Kr).C( Kp.J5) A

Est un plan du probléme dual (D3)
B(x,Qr) = Zjes & (x5 — duj) + Ejey 5 (% — dzj) + Eer, Vie 0k
En introduisant le plan ci-dessus , on obtient :

B(x,Qr) = = Zjesz & (dvj) — Zjes & (dzj) + Zjey, & (47) + Bieer, Vie ke -

g J
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v'(Kr) o (K ) =v"(Kr) ( C(KpJ)-x(J) — a(Ky) — e(Kp) x(J ))

en introduisant la matrice A(K, /), on aura

v'(Kr) o (K ) == x(Ju) +v' (K ) C(Kp, Jp)Az'h— f(x) + X
B(x,Qp) =Aa+y'b—v'd, +w'd, — f(x)

=ANa+y'b—v'd+w'd, — f(x) + f(x°) — 0 (X%
=(0X)-0X)) +(f(x)—f(x))

Désignons par :

) = (f(x)—f(x)),
B(Qs) = (0 (X)-0(X%)
Donc B(x,Qr) = B+ B(Qp),

Ou B(x) est appelé , I’écart de la non optimalité du plan x ,et S(Qp) est appelé
I’écart de la non optimalité du support Qp.

I11-7-ITERATION DE L’ALGORITME :
La méthode de résolution est constituée de deux procédures

e Changement de plan
e Changement de support .

I11-7-1 LE CHANGEMENT DE PLAN

Le changement du plan X , a pour effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle

ff(x)=fx)

On construit donc un nouveau plan x=x+68°¢ ou le vecteur £ est la
direction de I’amélioration du point x et 8° (8° > 0) le pas maximal le long de
cette direction

Le vecteur directeur £ est défini comme suit :
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dlj—x]', Si A]> 0
’BJ dzj_x]', Si A]< 0 ;j E]H
0 sinon

Pour avoir X = b, onprend ¢(Jz) = —Az* A(L,Ju V) ¢(JuVJf) et €(J;) .
est calculé de la maniére suivante :

En vertu du fait que A w (Kr) = —w(Kf)

peut écrire A w (Kr) = —6Bw (K¢) avec 6 < 1, ce qui résulte a partir de (28)

¢ (Js) =D(Js. Kr) (—A( ke, Ju)e(Js) + @ (]f))

Soit 8° la valeur maximale du pas pour lequel les deux conditions suivantes sont
verifiées :

a)d,; <x+6°2< dy YjE].
b)Aa)k Z_G)R,VkEK

La condition a) est vérifiée sur J,; pour 8 € [0,1], etsur J U/ , pour 8 = 6;,

d,:—Xx:
(U 2 <0
¢
- d-:—Xx;
9] < 2] ], Si 10] >0
y
J

0]'0 = m1n(9]) pourj € ]f U]B

Quant a la deuxieme condition est vérifiée 6 < 1 sur K¢, et sur K pour
Ok, = min(bg)
keKy
Cpx + ay — f(x)
Ok =4 B (x,Qp) _Cllc{
o0 sinon
Le pas maximal 8° est donc

sict < B (x,Qp)

6° = min( 1, 6y,,6;,)
Donc

ﬁ (erP): (1_90)ﬁ (fof) .
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Alors

Si 0° = 1 alors le support plan { x,Qp } est optimal .

Si B (x,Qp) < ealorslesupportplan { x,Qp } est e-optimal.
Si B (x,Qp) = ¢ alors on passe au changement de support .

I11-7-2 LE CHANGEMENT DU SUPPORT :

Le changement du support se poursuit de la diminution de la fonctionnelle duale :
i.e. que changement de Qp avec Qp entraine le changement du plan dual
(A,v,v,w)vers(1, ¥,v,w) . De laposons

A=21+0.62
v=v +4§
w=w+ §
y=y+4+0c.0y

Nous prenons comme direction admissible le couple (t'(J), 54’ (K) ) au point X.
a? positif , le pas maximal le long de cette direction.
Le calcul de la direction admissible et du pas maximal se fait comme suit :
Apartirde A = A+ot()), X, X des plans duaux
t'()=6y'1)AL]) -6 (K) C(K]) (36),
Ce qui résulte que t'(Jg) = 64 (1) Ag -5A'(K) C (K, ]g)
Donc 8y'(I) = t'(Jp)Az! + 86X (K) C (K, ]Jg)A5" .
On remplacant dans (36) on aura
t (J)=t'(Jp)As AUL)) + A (K)A(K]) (37)
('(J).0) = (£U5)a5'A(1,1,).0) + 62 (k) (A (kptp) el kf)) +
52Ky ) (k] ), eCley)).
alors
5A(Kp ) = ((t'(]f);o) — (t'Us A5 A1 J;).0) — 54 (Kyy) (A( kH,]f);e(KH)) ) AF!
(38)
CUn) = U5 ACJ) + 82 () (8K Ji) +62'(K: ) (8(ky.Jw))) (39)

t’(]f), t'(Jg) et O6A'(Ky) sont construit d’une maniére a assurer une
diminution de la fonctionnelle du probleme duale (D3)

e 0°=06, ,onposet;, =—signe (¢;,) , t(JrUJs—Jo)=0,6A(Ky) =0
e 0°=0; ,onpose Ay, =1,64(Ky_x,)=0,t(JfUjz) =0
Le calcul du pas maximal ¢© :

On démontre que :
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0% = min(oj, ; 0y, )

Ou g;, = min(o;) pour j € Jy.
(_4

L
O-]< 0 SLA]=0,x]'+"d1},t]>0
Aj=0,xj idzj,tj <0
\ +o dans les autre cas
o;, assure la diminution de la valeur de suboptimalité

Et d’autre part g, = min(oy)

kEKf
A i S A, <0
_— Sl
oxd O ek

+ oo sinon
o, assure la régularité du support Q¢

On construit le nouveau support Qfo comme suit :
= Sj 90 = 9]'0, jO E]f etO'O = O'Kl alors 73 =]B ’]_f =]f _jOJI?f = Kf —k1
= S|90= ]0,]()ecet0-0=0-]1alor873=]B,]f=(]f_]0)U]1, Kf=Kf
= Sif° =06, ,j, € Jpalors:
Sidj, €Jp/ t'(Jp)A* A, j;) # 0alors Jp = (Jp—jo) Yja Jr = (Jr—Jj2) Ujo
Faire comme le cas 6° = 6;,, j, € J;
Si 0'0=O}*a|0r573=7B,]_f=(]f—]0)U]*, T{f=Kf
Sinonsi ¢® = oy, alorsTz = J5,J; = Jf —jo . K = Kr — ky.

Sinon t'(J3)A5'A(,j,) = 0, pour toutj, € J; alors 6° = g;_ et
Js=CJs—Jjo)Vjnlr=J¢, Kr =K;
= Sif% =6, eta® =g alorsTz=Jp,J]r = JrUjo, Kr = Kr Uk,
= §j 90 = le et O'O = Ukl a|0rS]_B =]B ’]_f = ]f’I?f = (Kf - kl) U kO

La construction du nouveau support Qp :{Qf, Jz} , détermine une itération

de la méthode , si bien que tous les résultats sont résumés dans 1’algorithme
suivant .

111-8- ALGORITHME DE RESOLUTION :
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1.Soit le support { x,Q, } du probléme (P3) et & > 0 un nombre réel donné
2.Calculer B (x,Q,) -

Si B(x,Qp)=0alors{x,Qp} estoptimal

Si B(x,Qp) < e alors{x,Qp} este-optimal

Si B (x,Qp)> & alors continuer le processus
3.Calculer

o (Ju); f(]f) , £(Jp)
o 0°=min (1; 6,;6;,)
o x=x+6°¢
Sif(x,Qp) =0alors{x,Qp} estoptimal
Sif(x,Qp) <ealors{x,Qp} estoptimal
Si B (x,Qp) > & alors continuer le processus
4.Si 0°=6,,
8k, =1; 84 (Ky—ko)=0;t(J;UJ5)=0
5/ (Ky )=— 64 (Ky ) (A( ko Jy ), e( kH)) AFt
t'(Jy) = 62 (K )(ACk,Jy)) faire (6)
e Si 6°= 06, .,jo€Js
tj, = —signe(¥;,) ; t'(Js —jo) =0,t'(J;) =0.
A (Ky)=0
82 (Ky ) = =(t'Us JA5*A(L,Jy). 0) A7
t'(Jy) = t'(Up )A5'AU, Jy) + 5/1’(Kf ) A( kf»]H)
Faire (4)
e Si 6°= 6, .jo€J;
tj, = —signe (¢;,) , t(Jr—Jo)=0,t'(Jsp) =0
SA(Ky) =0, 8A(K;)=(t'Us).0) A, t'(Ju) = X' (K ) A( ks, Jn)
Faire (5)
Sidj, €/ t'(Jp)Ag A, j,) #0alorsJp = (Jg—jo ) Ujo Jr=(Jp—j2) U

Jo
Faire comme lecas 6° =6, , j, € J;

Si 0% =g; alorsTg =75,/ = (Jr—jo) Vju. Kr =K.
Sinonsi ¢® = oy, alorsTz = J5,J; = Jf — jo . K = Kr — ky.
Aller a (2).
Sinon t'(Jz)A5'A(,j,) = 0, pour toutj, € J; alors 6° = g;_ et
Je=(Jg—Jjo)YjiJr=Jr, Kr=Kf
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Aller a (2).

5.Calculer ¢°
Si 6% =gy, alorsJg =TJ5,Jr = (Jr—jo)VUj1, Kr =K.
o = oy, alorsyg = T, Jr =Jr — jo ., Kr = Kr — k4.

Aller a (2).

6 .calculer o°.

0-0=0-]1a|0r873=]B,]_f: ]fU]O f Rf:KkaO

0® =0y, alorsJp =Jg,Jr = Jr. Kf = (Kr — kq) U kg

Aller a (2)

RESOLUTION PRATIQUE
On choisit un plan de départ x J, = @ (pour assurer la régularité du support de la

fonctionnelle ) et K, = {k,} ; avec (crox + ai,) =min(cx + ay)
kexk

Nous entamons 1’algorithme avec le support de la fonctionnelle Qf = {K¢, J¢}

111-9-EXEMPLE D’APLICATION:

Soit le probleme min-max suivant :

( Xy + 2x, + 3x3+4x, + 5x5+6x5 + 2
f(x) =min | 6x; + 5x, + 4x3 + 3x,+2x5+x, + 2 _, max
k X1+ 3%, + 5x5 + 7%, + 2%x5 + x6 + 3 X

3 7 37 21 43
—=X1+ 33X, FoX3—— Xy — —Xst+—Xg =2
21 251273 107* 107° 6

9
R T X2~ 3x3 + x4 +4x5—xg =

35 79 7
2x1 + 3x, + - X3+ 5x, + Too¥s t X =

9x; + 5x5 + 4x3 + 3x, + 2x5 + x4 =4
—2<x; <2
—-3<x,<3
—4<x3<4
-5<x, <5
—-6<x5<6
-7 <x, <7

(P3) <

2015/2016 Page 47



CHAPITRE 1lI: RESOLUTION D’UN PROBLEME MINMAX AVEC DES
CONRTRAINTES GENERALISEES EN PROGRAMMATION LINEAIRE
PAR LA METHODE ADAPTEE

Avec x'=(x1; x5; X35 X4; X53 Xg) , dy = (—2;—3; —4; —5; —6; —7)
d, =(2;3;4;5;6;7) ,a =(2;2;3) b =(2;2;3;4)

123456 —3/2 3 7/2 37/10 —21/10 43/20
6 52145 9/4 -1 -3 1 4 -1

= K=1 A=
““l135721 ) 3 2 3 35/4 5 79/100 —7/4
9 5 4 3 2 1

1¢"¢ ITERATION :

Kf={2}» Jr=9, Jp={1235}

N| A X f(x) ¢ 6() 6(K) x 6l t()) | f® A | a(J)] oK
1[0 -353/821 | 1787/203| -602/99 | 764/2959 | 7836/239 | -2017/3217 0 7319/97 0.07

2] 0 1055/856 | 2741/376 | 3852/229 | 989/9412 1310/737 [ -1 [ 0 331/42 | 0.92 1
3]0 -140/1961 | 1881/238 | -1348/159 443/956 -534/1543 0 1367/15

4| -241/83 | 0 5 81/500 -1.05 0

5/ 0 279/280 -428/247| 965/239 1118/1189 0

6] -3843/7229 0 -7 -567/2500 -7.4 0.071

B(x,Qp) =602/33, B(x,Qp) = 17.65 donc on passe au changement de support
I?f = {112} ;]_f = {6} ;]_B = {1’2'3'5}
2¢Mm¢ ITERATION

I?f = {1;2} )]_f = {6} ;]_B = {1’2’3’5}

N A x f(x) 4 60) | 6(K)| x 62 t()) fx) | A a(J) | oK
1[0 -2017/3217| 7319/929| -4,8 0,2856 -1,206 | -0,13 | 0 9,61 0.071 0,53
2|0 1310/737 | 331/42 | 10,13 0,12 3 013 | 0 9,61 0,92 o
3]0 -534/1543 | 1367/156 | -5,27 0,69 o | -0,9817 -1 12,65

4| -2,97 81/500 4,85 0,7456 0,141 21,025

50 1118/1189 -0,097 | 71.49 0,928 0

6] 0 -567/2500 -0,68 | 9.88 -0,309 0

B(x,Qp) =14,41, B(x,Qp) = 12,67 donc on passe au changement de support
K ={2} .Jy=0 :Js={1256}
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3¢M¢ ITERATION

I?f = {2} ']_f = @ ;]_B = {17275)6}

N A x f(x) 4 6() | 6(K)| x 62 t() f(X) a(J) | o(K)
1[0 -1,206 9,61 -2,65 0,298 oo| -2 1 31,62

2] -0,527 3 9,61 0 3 1 0175 | 12 0

3]0 -09817 | 1265 |-0375 |[8,03 o | -1,093 0 23,97

4] -0,87 0,7456 4,25 2,016 0,624

50 0,928 2,2 2,29 1,588 0

6|0 -0,309 8,236 0,887 2,15 0

B(x,Qp) =797, B(x,Qp) = 5,59 donc on passe au changement de support K =

{2} !]_f = @ ;]_B = {3157674}
4¢me I TERATION

Kf={2}: ]f=¢' Js =1{3,56/4}

N[ & x [ ¢ 60) (o[ o2 | eD[ f@ A o) | o
113 -2 31,62
2|0 3 12
3|0 -1,093 23,97
410 2,016
5[ 0 1,588
6] 0 2,15

B(x,Qp) =0 . donc{X,Q;} estoptimal

CONCLUSION :

Nous avons consacré ce chapitre a la résolution de probleme min-max avec des
contraintes généralisées en programmation linéaire avec la méthode ADAPTEE
mise en avant par R. Gabasov et F.M. Kirillova [7] en présentant un exemple

pour I’application de la méthode .
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CONCLUSION GENERALE

Notre but dans le cadre de ce mémoire était la résolution du probléme min-max
en programmation linéaire .

En premier lieu, nous avons introduit la méthode ADAPTEE pour la résolution
d’un probléme de programmation linéaire ensuite nous avons procédé a une
comparaison avec la méthode de simplexe.

Nous nous sommes intéresses ensuite a la résolution du probleme min-max avec
des contraintes simples en programmation linéaire avec la méthode ADAPTEE
ainsi que des exemples d’applications.

Le dernier chapitre du travail a été consacré a la résolution du probleme min-max
avec des contraintes géenéralisées en programmation linéaire avec la méthode
ADAPTEE.
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