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Introduction générale

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique,
sous |'effet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigeants du point de vue qualité
et performances. Ce progres technologique et industriel est di pour beaucoup au grand saut
gualitatif qu'a connu I'outil informatique logiciel et matériel, notamment depuis |'apparition
des microprocesseurs, ce qui a permis de rendre possible I'application de méthodes et de
techniques considérées jusqu’a présent comme purement théoriques. Cela est di aussi au
développement gu'a connu la recherche fondamentale dans divers domaines tels que ceux de
['analyse numeérique et de la théorie des systemes. Tout ceci a permis de mettre en ceuvre des
méthodes et des approches trés complexes pour I’ identification et la commande des systemes.

L'une des théories qui peut étre considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui
connait actuellement une grande popularité parmi les chercheurs dans les sciences
fondamentales et en ingénierie, est celle du calcul fractionnaire qui étend la dérivation et
I’intégration aux ordres fractionnaires.

Au début c'était presque un jeu d'esprit pour certains mathématiciens,qui voulaient
généraliser la notion de différentiation d'ordre entier par des opérateurs d'ordre fractionnaire,
permettant le calcul de la dérivée d’ ordre o réel ou complexe d'une fonction différentiablef (t).

Partant de quelques spéculations de G.W. Leibniz (1695, 1697) et L. Euler (1730),
cette théorie a été largement développée jusqu'a nos jours. De nombreux mathématiciens ont
contribué a ce développement jusgu'a la moitié du siécle passé, dont nous pouvons citer : P.S.
Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822) N.H., J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H.
Holmgren (1865-1867), A.K. Grinwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent
(1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892), S.
Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood (1917-1928),H. Weyl (1917), P. Lévy
(1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936), A., E.R. Love (1938), A. Erdédlyi
(1939), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Parallelement a ce progres théorique, quelques aspects pratiques limités du calcul
fractionnaire, ont été développés par : Abel (1823, 1825), Boole (1824), Heavisid (1892,1922)
et Gemant (1936) pour résoudre certains problémes physiques.

Ce n'est gu'au début des années 1950 que Van Der Zie dans ses recherches sur les
spectres de bruit des semi-conducteurs, puis Davidson et Cole dans leurs travaux sur la
relaxation diélectrique dans certains liquides, ont pu modéliser des phénomenes naturels en
fasant appel a la dérivée d'ordre fractionnaire. Depuis ces découvertes, beaucoup de

contributions autant théoriques que pratiques ont montré I'importance des systémes d'ordre
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fractionnaire et leur intérét dans différentes disciplines tels que : I’ éectricité, la chimie, la
biologie, I’ économie, I’ Automatique et |e traitement du signal, et dans différentes applications
telles que : la moddisation, I'identification et la commande. En effet, il a é&é montré gu’un
nombre important de systemes physiques ont un comportement qui peut ére mieux décrit en
utilisant des modeles mathématiques d ordre fractionnaire.

Le pendule inversé est un exemple typique du systéme instable, c'est un systéme
meécanique non linéaire, il est bien difficile de le commander par les techniques de
commande linéaires classiques .Cependant, le systéme du pendule inversé est toujours utilisé
pour vérifier et évaluer des théories de contrdle de la stabilité, et de nombreuses recherches
sur la commande du systéme ont été menées.

Dans le premier chapitre nous aons fait |I’objet du calcul fractionnaire, nous avons
donné les définitions de base de la dérivation et de I'intégration d ordre fractionnaire,
guelques propriétés des opérateurs d’ ordre fractionnaire, les différentes représentations des
systémes fractionnaires et enfin les conditions de commandabilite, d’observahilité et de
stabilité de ce systéme.

Le deuxieme chapitre sera consacré a |’ étude de la Commande Robuste d'Ordre non
Entier (CRONE) des systemes linéaire mono-variables et multi-variables,tout en exposant le
principe de la robustesse.

Dans le troiseme chapitre nous allons donné quelques théories du pendule inversg,
ensuit nous allons appligué la commande CRONE sur ce pendule et des tests de simulation
ont été fait pour mettre en evidence sa robustesse.

Enfin nous terminerons par une conclusion générale qui récapitule les travauxréalisés,

ainsi que lesrésultats et les perspectives envisageabl es.



Chapitre 1
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Chapitre 1 Généralités sur les systémes d’ordre fractionnaires

I ntroduction

Les systemes d ordre fractionnaire sont des systémes qui sont modélisés par des
équations différentielles d’ ordre non entier.Ces éguations sont basées sur la notion de
dérivation et d'intégration d’'ordre non entier.

L'idée des dérivées et d'intégrales d’ ordre fractionnaire semble un peut étrange et
difficile a expliquer, cela est due au fait que I’ opérateur d’ ordre fractionnaire n’a pas une
interprétation géomeétrique précise, contrairement aux opérateurs d ordre entier. Pour cette
raison, cet outil mathématique est souvent considéré comme irrédl. Cependant plusieurs
phénomenes physiques ont une description fractionnaire, donc le calcul d ordre fractionnaire

est nécessaire pour les expliquer.

1. Historiquedu calcul fractionnaire

L’ origine du calcul fractionnaire semble remonter a Leibniz (1695). Dans une |ettre au
Marquis de L'Hospital, il propose de généraliser sa formule pour la dérivée niéme d un
produit de deux fonctions an > 0. Dans une autre lettre a Bernoulli, il mentionne la notion des
dérivées "d ordres généraux”.

Euler est le second grand mathématicien a aborder la question du calcul d ordre
fractionnaire (1730). Dans son article ou il introduit sa célébre fonction Gamma  qui
généraise la factorielle (1 (n+ 1) =n!), il conclut en proposant une définition pour la
dérivée d’ordrea > 0 dex?, avec g > 0.

Le cacul d ordre fractionnaire est considéré comme une ancienne thématique qui a
marqué son début au XV
I attention de célébres mathématiciens tels que P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822),
N. H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-
1867), A. K. Grinwald (1867-1872) et A.V. Letnikov (1868-1872) [1]. Il est resté un sujet

non populaire parmi la communauté d’ingénierie, mais son intérét n’est reconnu que dans la

siecle. Cent ans plus tard le calcul fractionnaire a attiré

deuxiéme moitié du XX®™ siécle suite au développement des outils informatiques qui ont

permis d’ envisager des applications dans |e domaine des sciences de I’ingénieur.

Dans ce chapitreon va introduire les définitions de base et les propriétés
fondamentales des opérateurs intégro-différentiateurs d’ ordre fractionnaire et on va illustrer

par quel ques exemples ces opérateurs.



Chapitre 1 Généralités sur les systémes d’ordre fractionnaires

2. Définition mathématique

L’opérateur d'intégration et de la dérivation dordre fractionnaire sont la
géné&alisation de la fonction de dérivation entiere a des ordres non entiers quelconque,
donnant ainsi la définition de Riemann-Liouville et la définition de caputo, une autre
généralisation basée sur la définition usuelle de la dérivation entiére, est proposée par
Grunwal d-Letnikov.

2.1. Intégrale fractionnaire
2.1.1. Définition
L’intégration répétée “k” fois de lafonction réelle f (t) de lavariable réelle t continue

et intégrable sur [to, +oo[ S exprime par :

(0D = [dty [ dtn s o [ dty [ fE)dt = oo [o(e =81 f(8) ds (1. D)

Avec to: état initial
Avec la généralisation de la fonction factorielle a un ordre réel donné par la fonction

Gamma,on obtient lafonction d' intégration non entiere suivante [2]:

fof (©) = 5 ot = 8)7 f(8) d & (1.2)

r . Lafonction d’'Enler définie par :
r(d) = f0+ vi-le vy (1.3)

L’éguation (1. 2) peut étre interprétée comme |’ aire de la surface que définit lafonction f (t)

pondérée par lefacteur d’ oubli représenté par lafonction suivante :

ta—l

Va(t) = @) (1. 4)

La formule (I. 2) peut étre aussi interprétée comme le produit de convolution de la

fonction causale f (t) et lafonction causale y,(t) qui est exprimee comme suit :

Iiof () = ya () * £(1) (I.5)
Pour to=0onnote Iy = I¢

Sia=1 dors I*f(t) estune integrale classique.
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2.1.2. Propriétés
a) Composition de deux intégrales non entiéres:

Les opérateurs d’ intégration non entiére vérifient la propriété de semi-groupe soit :

IBFO RO = BUFFO) = 187 f© Avee {5 7] (1.6)

b) Transformée de L aplace:

L’interprétation de I’ équation (I. 2) comme un produit de convolution permet le calcul de la
transformée de Laplace de I’intégrale d' ordre rédl d’ une fonction temporelle causale.

Lemme 1:

Latransformée de Laplace delafonction t* est:

L{ t*} =s7% 1 r(a) (1.7)
Soit alors
Ly} = L5} =57 (.9)

7z

Latransformée de Laplace de I’ opérateur d’intégration fractionnaire s écrit sous laforme :

LU f©)} = L{ yo(© = f(®) } = L{ ya(®O}. L{f (@)} = s7F(s) (1.9
2.2. Dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne
sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les définitions de Riemann-

Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov qui sont les plus utilisées.

2.2.1. Définition de Riemann-Liouville

Soit a € R, n est un nombre entier strictement positif, to € R et f (t) est une fonction
localement intégrable définie sur [t,, +oo[ , la dérivée d'ordre ‘a’ de f (t) de borne

inferieure tp est définie par :

BDeF() = T (ol FO) = o 7 ot = D" f(DdT (1. 10)

datn

Avec (n-a)< a<n
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2.2.2. Définition de caputo

Caputo areformulé la définition de la dérivée d’ ordre fractionnaire comme suit :

ft F™@
r(n a) Jto (t— 7)a—n+1

Dt f(t) = 173D f(t) = dt (I.11)

Avec n-a<a< n e neN

Pour to = 0 entre lesdeux définitions, il existelesdeux relations suivantes :

"D f(t) =°D* f(t) + Xrs AN (U (1. 12)

(k 1+a)

D (F(0) - TRz f® (0% &) = D) (1.13)

2.2.3. Définition de Grunwald-Letnikov (G-L)

Elle est basée sur la généralisation de la dérivée classique d'une fonction f (t) d'ordre n e N

delaforme:
D(t) = limy—o 5z T2~ D" (}) £(t = jh) (1. 14)
Avec

ny _ n!

(j) T jin=)! (1. 15)
En remplacant dans |’ équation (I. 15) I’entier n par a ¢ IR avec ( a > 0) |’expression aors
deviens:

a\ _ l"( a+1)
(j) ~jir(a—j+1) (1. 16)

Ladérivée d ordrefractionnaire d’ ordre a > 0 de G-L est donc :

LDE F(©) = limy_o L TLE D17 () Fe—jm (1.17)

1
(me
Ou [] dénotés la partie entiere, h le pas d’ échantillonnage et ( ) sont appelés coefficients

binomiaux. Cette définition sera utilisée pour la ssmulation et I’ évaluation numérique de la

dérivée fractionnaire.
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Remarque

Ces différentes définitions nous montrent que la dérivée d’ ordre fractionnaire prend en
compte les valeurs de f (t) atous les instants passés gréce a l’intégration qui y apparait, elle
fournit donc une caractérisation globale de f (t). Et cet effet « effet mémoire » qui fait de
I’ opérateur de dérivation non entiere un excellent outil de modélisation des phénomenes de

diffusion connus pour ére a mémoire longue.

3. Représentation d’'un systeme d’ ordre fractionnaire

Les systemes fractionnaires sont des systémes représentés par des éguations
différentielles non Entiéres, mais d’ autres descriptions peuvent étre utilisées. Dans notre cas
nous considérons un systeme d’ ordre non entier, linéaire a temps continu causal et invariant
dans le temps décrit par I’ approche classique, et représenté comme dans le cas entier par trois

modéles:

e équation différentielle généralisée ;
e Fonction de transfert fractionnaire ;

e Représentation d’état fractionnaire ;

3.1. Equation différentielle généralisée

De maniere générale, un systéme d’ ordre non entier mono-variable, linéaire a temps

invariant est décrit par une équation différentielle généralisée delaforme:

y(t) + Xz a:D% y() = Xj, biDF u(t) (1.18)

Ou u (t)e R et y(¢) € R désignent respectivement |’ entrée et la sortie du systeme et a;,
B €R.

Lorsgue les ordres de dérivation a; , £ sont tous multiples d'un méme nombre réel ‘a’ tel
que :

a;=1ia , B;=/a,lesystéme non entier est dit d’ ordre commensurable.

3.2. Fonction de transfert fractionnaire

3.2.1. Fonction detransfert d'ordre fractionnaire explicite

Dans le domaine temporel, un systeme est dit d ordre fractionnaire explicite
lorsgu’il est représenté par une équation différentielle de laforme :
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izo @D y(t) = NN obrD™m u(t) , {a; ;N by s Mpm} = My, (1119)
Ou:
u(t) et y(t) désignent respectivement I’ entrée et la sortie du systéme.

La fonction de transfert du systéme (I. 19) est donnée par un rapport de deux polynémes a

puissances fractionnaires.

o +... Mhm
G(S) - y(s) :bos 04---..by,S (1. 20)

U(s) aps™0 +--..a;s" M

Dans le cas ou tous les exposants de s sont multiples d'une certaine vaeur réelle q

(ordres commensurables), lafonction de transfert (1. 20) peut étre réécrite sous laforme :

M_ mq
G(g = Zmeime D (1. 21)
Ou g est un nombreréel, M et L sont des entierstels que /7 < L.
Un systéme d' ordre fractionnaire décrit par une fonction de transfert de la forme (. 21) est
appelé systeme commensurable.
Bien que n'importe quelle valeur réelle q suffise pour que le systéme soit commensurable, la

valeur de g est généralement prise comme éant un nombre rationnel.

3.2.2. Fonction detransfert d ordre fractionnaire implicite

Ladérivée d’ ordre fractionnaire d’ une fonction g(t) est dite implicite lorsqu’elle ne
porte pas directement sur g(t ) mais sur le produit de g(t ) par une exponentielle croissante de

constante du temps z.

d

G o0 = {5} (v et) (1. 22)

Larelation (I. 22) définit la dérivée implicite d’ ordre o de g(t).

Latransformée de Laplace de cette équation donne :

1

= @ — +
G(s) Ty avecTER* et Ra>0 (1. 23)
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Dans le cas général, un systéme est dit a dérivée d ordre fractionnaire implicite lorsqu’il est
fondé sur le produit de pdles et de zéros d ordre fractionnaire, soit :

G(s) = N1+ 1,5)%  avecr;€R" eta;i= 1,..NEIR (1 24)
3.3. Représentation d’ état fractionnaire

Le modele d'éat d’'un systeme d ordre fractionnaire est défini comme dans le cas

entier par deux éguations :

Une équation d’état : dans laquelle chague variable d' état xi(t) est dérivée a un ordre non
entier ;. Dans ce cas on parle de lareprésentation d’ état genéralisée. Dans le cas des systemes

commensurable, tous les états x; (t) sont dérivés a un méme ordre non entier ‘o’ .

Une équation de sortie : qui est une combinaison linéaire des états, comme dans le cas
entier.

Il en résulte un modéle d’ état, écrit sous laforme compacte suivante:

a —_
{D x =Ax + Bu (1. 25)

y =Cx +Du
Ou:
u: est le vecteur des entrées dedimensionn,, x 1.
X : est le vecteur d' état d’ ordre fractionnaire de dimension ny x 1.
y : est le vecteur des sorties de dimension nyx 1.
o . estI’ordre de dérivationtel que0< a < 1.
A, B, C et D sont toutes des matrices ou des vecteurs a éléments constants et de dimension
appropriée.
Comme pour les représentations d'état d'ordre entier, les représentations d'état d'ordre
fractionnaire ne sont pas uniques. Les systemes d'ordre fractionnaire réel commensurable,

permettent aussi une représentation dans I'espace d'état :

1
{D5x = Ax + Bu (1. 26)
y =Cx +Du
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3.3.1. Réalisation du modéle d état fractionnaire
3.3.1.1.  Casdes systémes commensurables

Soit un systéme non entier mono variable linéaire invariant représenté par sa fonction de

transfert G(s), donnée sous forme::

by p™® + by pM~ D2 4..4ph.s% + b
G(S) — y(s) — mP m—1DP 1S 0 (1.27)

u(s) pe + ap_pM~D +...4q,52 +qa,

Pour calculer le modéle d’ état qui [ui correspond, on procede en trois étapes :
Etapes1:

Gréce au changement de variable s, le modéle non entier G(s) peut étre remplacé par un

modéle entier G(s), qui S écrit souslaforme:

. m (m-1a ...
G(S) — y(S) — bmp + bm_lp + +b1p + bo (I_ 28)

U(s) P+ ap1pM=Y +-tagp +ag

Etapes?2:

Calculer le modéle d état entier correspond & G(s) ,on peut obtenir touts les formes
particuliere utilisées dans la théorie des systemes d’'ordre entier (forme commandable,
observable, Jordan, .....). On obtient, le modéle de laforme:

{ x =Ax + Bu (1. 29)

y =Cx +Du

Etapes3:

On remplace dans le modéle d'état (1. 29), la dérivée entiere d’ ordre un par la dérivée non
entiere d’'ordre a, ains le modéle d état correspondant a la forme de transfert (1. 26) obtenu
est delaforme [3] :

{Dax =Ax + Bu

y =Cx +Du (1.30)

La méthode reste applicable dans le cas du systéme commensurable multi-variables.
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3.3.1.2. Casdessystémesd ordre non entier généralisés

a) Casou G(s) aun numérateur constant :

Lafonction detransfert G(s) s écrit souslaforme:

_ Y _ z(s) 4 y(©) _ 1 *
G(S) - U(s) U(s) Z(s) T osany Ap_1SM~1 + | +a.s9" + qg b

On suppose, sans perte de genérdité, que: a, > an—1> - > az> a.

L équation différentielle associée % est donnée par :

D7 =-q, D™-1Z-. .. -qDUZ + U

Lavariablet est omise pour ne pas surcharger lesexpressions.

Faisons |e changement de variable pour obtenir le vecteur d’ état :

( X1 =Z
xz = Da1 xl
X3 = D% %y, = D2 % (D% z) = D% ¢

\ X, = DW-i-On2X, | = DOn-ig

( D%x; = x,

D%~ % x, = x4
D%7% x, = x,
D@W(x) =

\ D4n—An-1 Xy = DAn~ Gn-1 (Dan—l_ an—z) =... DOn z

Le dernier composant de la dérivée du vecteur déa D@ (x) D@ (x)

fonction d’ autre dérivé de z (t) et S exprime comme suit :

Aq—0aqg- —
D%a~%-1x, = -agx;{ —A1X3 — ... — Ap_2Xp_1 —Ap_1 X, +U

(1. 31)

(1. 32)

(1. 33)

(I. 34)

S écrit en

(I 35)
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4. Propriétés des systemes fractionnaires

4.1. Stabilité des systemes fractionnaires

La définition de la stabilité au sens de BIBO (Bounded input, Bounded output) dite aussi
stabilité externe est donnée par la définition suivante :

Définition 1 [4]

Un systeme est dit BIBO stable si et seulement si a une entrée bornée correspond une
sortie bornée.

Dans le cas des systemes linéaires non entiers d’ ordre commensurable, comme dans le
cas entier, la condition de stabilité est que I’ équation caractéristique du systeme n’admet
aucune racine a partie réelle positive. La condition de stabilité établie par Matignon pour les
systémes non entiers commensurable nécessite que les pbles p; du systéme véifient la

condition donnée par |e théoréme suivant :

Théoréme [5]
Un systeme fractionnaire d’ ordre commensurable est BIBO stable si et seulement si
toutes les racines p; du polyndme entier correspondant a son polynéme caractéristique ont

leurs arguments qui vérifient la condition suivante :
larg (p) > (1. 36)
Avec

larg (p;)| : L’ argument delaracine p

A: Ordre commensurable

Alorsle domaine de stahilité est représenté sur lafigure suivante :

12
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Imiply Imiok
T TP o —
o tas Im(ply
2 &
Rer&a} RE o) Re (p)
m
) - T I:l Domaine stable
——
— 2
2 I:I Domaine instable
Pca<l a=1 l<a<?

Figurel: domaine de stabilité des systemes fractionnaires

Dans la théorie de la stabilité des systemes linéaires a temps invariant et a dérivée
d’ ordre n entier, nous savons bien qu un systeme est stable si les racines du polynéme
caractéristique sont a parties réelles strictement négatives, donc situées dans la moitié gauche
du plan complexe. Par ailleurs, dans le cas des systémes fractionnaires linéaires a temps

invariant, la définition de la stabilité est différente de celle des systemes d’ ordre entier.

En effet, les systemes fractionnaires ou d’ ordre non entier peuvent bel et bien avoir
des racines dans la moitié droite du plan complexe et étre stables.
La stabilité des systemes fractionnaires commensurables a éé étudiée dans [6] ou des

conditions nécessaires et suffisantes ont été obtenues donnant lieu au théoréme suivant :

Théoreme[7]

Considérons le systéme linéaire fractionnaire d’ ordre commensurabl e suivant :

D% (t) = Ax(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) 0<a<?2 (1. 37)
x (0) = xo

X(@) eIR" ,u(t) e IR™,y () eIRP , soit 6 (A) ={A,,... 4,} lesystéme (. 37) on choisissant

I’entrée u(t) = 0 est stable s et seulement si ona:

larg (1); |> £F, i€ o (A) Avec i=0...n (1. 38)
D’ aprés cette définition de la stabilité, on résume toute les régions de la stabilité sous cette

figure:
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4 ITm

stable stable
instable
stable o
Re
>
T
stable -7
instable
stable stable

Figure 2 : Région de stabilité des systemesd’ordrefractionnairesavec0<a<1

Si 1< a< 2, dors larelation précédente (I. 38) décrit une région convexe du plan complexe

comme le montre lafigure suivante :

instable

stable

. Im

instable

instable

instable

instable

Figue 3 : Région de stabilité des systemesd’ ordrefractionnairesavec 1 <a< 2.

4.2. Commandabilité des systémes fractionnaires| 8]

La définition de la Commandabilité appliquée sur les systemes fractionnaires est la

méme que celle utilisée dans les cas des systemes linéaire entiers.

Le systéme fractionnaire dordre

commensurable de I'équation (1.30) est

commandable si pour untempsdonné t, il existe untempsfini t; > to tel que, quelque soit
deux états X (tg) = Xpet X (t1) = x; dans|’espace d’ état,aorsil existe une entrée de commande

u(t)avecte[ tp t1] qui permet detransférer I'état x (t) dexo a x; enuntempsfini t;.
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Le systéme fractionnaire d’ordre commensurable (I. 30) est commandable s et

seulement si lerang de lamatrice de Commandabilité :

C= [B AB A%B,.....A" 1 B] (1.39)
estéga a n

4.3. Observabilité des systémes fractionnaires [9]

le systéme fractionnaire commensurable de I’ équation (1. 30) est observable pendant un
intervalledetemps| to t;] avect; > 0, s n'importe quel état x (tp) peut ére déduit a partir
des observations de la sortie y(t) et del’entrée u(t) pendant untempsfini tavec te[to t;]

Et la condition de |’ observabilité qui peut s appliquer sur le systeme (1. 30) est lerang de

lamatrice d’ observabilité :

C
CA
CA?
(1. 40)

CA'n—l
estéga a n

5. Passage du modéled’ éat au modée fonction de transfert

Le passage du modele d’ état fractionnaire au modéle fonction de transfert se fait de
facon analogue au cas entier en utilisant laformule suivante :
G(s) = ((C(s(a>1 - A))_l B+D) (1. 41)
Avec
s@ |, = diag [s* s% s% ., s9] (1. 42)
Dans un cas particulier d’'une forme canonique commandable, |a fonction de transfert
résultante s écrit comme suit :

c15P1 + cy5P2 4. 5P

G(9= a,5%1 + a,s%2 +- aps9n+ a,sn+1 (1. 43)
Avec:

by =0, b= YiZla; Pouri=2...n (1. 44)
et
5,=0, 6;=731a Pouri=2..... N (1. 45)
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On fait alors comme dans le cas entier, les @ éments des matrices C et A constituent
respectivement les coefficients du numérateur et denominateur de la fonction de transfert
correspondante.

Les ordres de dérivation du numérateur et dénominateur sont des combinaisons linéaires des
ordres de dérivation des vecteurs d’ état.

c1+ czsb2 +- CnSbn

G (s) = (1. 46)

a; +a,s92 +-- a,sn+ a,sén+1
L’ équation caractéristique du systéme, correspond comme dans le cas entier ou polyndme du
dénominateur de lafonction de transfert et elle est donnée par :

s@1,-A=0 (1. 47)

Conclusion

Nous avons présentés dans ce chapitre une introduction aux notions fondamentales de
la théorie du cacul dordre fractionnaire. Commencant par les différentes définitions des
opérateurs d'ordre fractionnaire, leurs propriétés et la présentation de la transformée de
Laplace de ces opérateurs. Apres, nous avons présenté les fonctions spécifiques pour le

calcule d' ordre fractionnaire.
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Chapitre 2 Généralités sur la commande CRONE

I ntroduction

Les commandes robustes ont pour objectifs de suivre les variations de la consigne, de
rejeter les perturbations et le bruit, et de garantir des marges de robustesse. Quelque unes des
méthodes de commande robuste font la synthése a partir d’ un modéle nominal du systéme sur
la base de critéres de stabilité et de performance, par contre il y a des méthodes qui prennent
en compte dans la synthése des criteres explicites de robustesse vis avis des incertitudes.

Plusieurs méthodes de commande robuste existent dans la littérature, nous citons :

» Commande LQG/LTR (Linéaire Quadratique Gaussienne avec recouvrement de
transfert de boucle)
Commande prédictive (GPC, MPC)
Approche QFT (Quantitative Feedback Theory)
Placement de pdle robuste
Commande H.,
Commande CRONE (Commande Robuste d’ Ordre Non Entier)

YV V. V V V

1. Principe dela commande robuste

Br';fﬂ" Perturbations
.P'P-f .
h\ e Pertmrbations
\ - Bauits

Signanes controldes

Ileswmess
Figure4 : Modélisation d’un systeme réel

En rédlité, le modéle d’ un systéme n’est qu’ une approximation de ce dernier (voir la
figure de ci-dessus). En effet, passer d’un systéme réel a un modéle mathematique suppose de
négliger certaines lois, et certaines principes internes au systeme.

Le probléme de commande robuste consiste a concevoir un correcteur K qui garantie
des propriétés de robustesse et de stabilité a un systéme G. La théorie de commande robuste
repose, le plus souvent, sur la structure a contre réaction ; comme le montre |’ asservissement

suivant:
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Consigne — Erreur Commande u Sorties
—p©—p Correcteur K Svstéme G >

MESU:ET

Capteur |+

Figure5: Schéma bloc d’un probleme de commande robuste

Suivant laforme du systeme G (avec ou sans les incertitudes « voir la figure ci-dessous »),
deux problémes de commande peuvent se poser
» Probléme nominal : (sansincertitudes)

> Problémeréd : (avec lesincertitudes)

Abstrait Bealite
Perturbation
f et
bruit
Entrées Modéle Sorties Entrées Modéle Mesures
—* Mathématique [—* — * mathématiquet+ —*
incertitudes

Svstéme nominal Systéme réel

Figure 6 : Systeme nominal et systemeréel

1.1. Asservissement nominal

Le probléeme nomina consiste a trouver un contréleur K qui garantie la stabilité et

certaines performances au systéme nominal, tout en ignorant les incertitudes.

1.2. Asservissement réel

Le probléeme réel de la commande robuste consiste a trouver un controleur K qui

garantie la stabilité et certaines performances au systeme nominal additionné aux incertitudes.
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Consigne OEHEUI Cormrectenr K Commande u ,| Modéle nominal SDEiE

+les incertitudes

MESUIET

&

Capteur

Figure 7 : Schéma bloc d’un asservissement réel

2. Les objectifs de robustesse

Le controleur doit assurer la stabilité et des performances pas pour le modée
uniquement, mais aussi pour le systemeréd qu’il représente (avec les incertitudes).

a) Robustesse en stabilité

A ladifférence des systemes certains, les systemes incertains, en général, sont définis
par une loi dynamique x ()= f (x()a (), (00 X(t)est le vecteur d'état, et Alt)
représente les incertitudes) et leur stabilité est conditionnée par la stabilité des incertitudes.

Un systéme est robustement stable s pour chague incertitude A(t) Jle systéme

x@)= 1 (x()s () eststable

b) Robustesse en performance

Dans le cadre de la modélisation incertaine, les performances du systéme sont valides
dans la mesure ou |’ ensemble des réalisations incertaines satisfont simultanément les mémes
performances. On dit gu'un systéme incertain satisfait une performance robuste s et
seulement s I'ensemble des systemes LTI qui le constituent satisfont cette méme
performance.

Fixer un objectif de performance robuste pour un systeme incertain revient a imposer
une borne supérieure a |’ ensemble des colts. Cette spécification permet de garantir une borne
maximum sur toutes les incertitudes de I’ amplification des perturbations.

Les différentes méthodes pour résoudre ce probléme ce comparent entre elles suivant
gue le colt est minimum. La problématique des performances de colt robuste est alors
d’ approcher au mieux le colt dans la pire des cas.

Dans I approche fractionnaire gqu’ utilise la commande CRONE (Commande Robuste
d’ Ordre Non Entier), la robustesse est de nature plus sévére puisqu’il s agit de la robustesse
du degré de stabilité. L’objectif éant alors le maintien de la performance dynamique

fréguentielle ou temporelle qui mesure ce degré (robustesse en performance). Plus
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précisément, la robustesse dont il s agit est celle du degré de stabilité de la commande vis-a
vis des incertitudes du procédé.

Il est fréguent de considérer larobustesse de stabilité, I’ objectif est alors e maintien de
la stabilité (robustesse en stabilité).

3. Principe dela commande CRONE

La commande CRONE est basée sur la configuration commune de retour unitaire
figure (8). Le correcteur ou/et la fonction de transfert en boucle ouverte sont définis en
utilisant I'opérateur de dérivation ou dintégration d'ordre non entier. La robustesse exigee est
celle des marges de stabilité et des performances, et en particulier la robustesse du maximum
de lafonction de sensibilité complémentaire commune.

Les bases de la commande CRONE ont été fondées dans la deuxiéme moitié des
années 1970 par A. Oustaloup dans son travail de synthese d’ un laser a colorant continu. Trois
stratégies bien distinctes assurant d excellentes performances de robustesse ont fait |’ objet de
développements théoriques et technologiques importants.Chacune d'elles définit une

génération de la commande CRONE.

p(t)

e(t) + g(r) ] 1u(t) ) + s(t)
Clw) —> Giw) —>

Figure 8 : Diagramme de commande aretour unitaire

3.1. Principe de la commande CRONE de premiere génération

Les variations de la marge de phase de la commande consécutives aux variations
paramétriques du procédé résultent des variations de phase du procédé et du régulateur autour
de la fréquence w, qui est elle méme susceptible de varier. La stratégie de la commande
CRONE de premiére génération consiste a réduire les variations de la marge de phase aux
variations de phase du procédé en implantant un correcteur a phase constante autour de la
fréguence wn ce régulateur CRONE a phase constante est fondé sur une transmittance d’ ordre

non entier réel ndelaforme[10] :
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n

¢ () = <1+“’_b> (I1.1)

1+ -2
wp

La stratégie de la commande CRONE premiére génération est particuliérement
appropriée lorsque la fréquence w, est comprise dans une bande de fréquence ou la réponse
fréguentielle du procédé est asymptotique, ¢’ est a dire ou sa courbe de phase est constante, et
ou donc ne se manifestent que des incertitudes portant sur le gain du procédé. Un tel
comportement situé en haute fréquence génere des niveaux de commande souvent trop
importants. Le choix de lacommande CRONE de deuxieme génération est alors afavoriser.
Remarque

Dans le domaine de la commande en automatique, |a recherche de la synthese d'un tel
régulateur définit I’ approche (dite non entiére) qu’ utilise la commande CRONE de premiére

génération.
3.2. Principe de la commande CRONE de deuxiéme génération

Quand le procédé n'est soumis qu'a des variations de type gain autour de la fréquence
wy, les variations de marge de phase dues a la non constance de sa phase en fonction de la
fréguence sont maintenant compensees par la phase du régulateur. Ce régulateur qui n'est plus
a phase constante, permet de synthétiser un gabarit vertical (dans le plan de Nichols) auquel
correspond la transmittance en boucle ouverte [11] :

B(p)= (%)n POUr ® € [wy,wp] € nelR’ (1.2)

Dans le domaine de la commande en automatique, |I’objectif est d obtenir un

comportement fréquentiel similaire, notamment sur lafigure (9) :
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I I A :

[ | Ajo) |
I wa¥X A I
| Gabarit
i vertical

el
I I 0 dB
A R 0 argMjo)
| o I
B '|

weXx B
|
lieu de Bij

: j ieu de B{jw)

Figure9: un segment de droite verticale définit
le gabarit dansle plan de Black
Un lieu de Black en boucle ouverte qui dessine le gabarit vertical ainsi définie pour
| état paramétrique nominal du procédé
Un glissement du gabarit sur lui-méme lors d' une reparametrisation du procédé (cette
condition étant vérifiée lorsque la reparametrisation conduit uniquement a des variations de
gain autour de w).
La forme et le glissement vertical du gabarit assure, non seulement la constante de la
marge de phase ¢, mais également sur la (figure 10).
= La constante de premier dépassement réduit de la réponse libre ou indicielle en
asservissement ou en régulation, a travers la tangence du gabarit a un méme contour
d'iso -dépassement (de graduation D, ) [12].
= Laconstante du facteur d’ amortissement en asservissement et en régulation a travers

latangence du gabarit a un méme contour d’iso amortissement (de graduation &) [13].

Remarque

La recherche de la synthése d’'un tel gabarit définit I’approche (dite non entiére)

gu’ utilise la commande CRONE de deuxieme génération.
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| '} |mm)‘d]3

Gabarit
vertical

| 0 arg Ajo)

S—

Figure 10 : laformeet le glissement vertical de gabarit AB assurent alafoisla
robustesse de la marge de phase ¢, du premier dépassement réduit D, et du facteur
d’amortissement &

Néanmoins, pour prendre en compte a la fois le gabarit vertical au voisinage de la
fréguence w, ansi que des specifications de précision ou de sensibilité au bruit, lafonction de

transfert de la boucle ouverte utilisée est la suivante :

1+ 2\
a(p) = k (%+ 1)™ < “;h> ( (1. 3)
Avec wyp &t wp les fréguences transitionnelles respectivement basse et haute fréquence. Le
correcteur est ensuite défini par le rapport entre la réponse fréquentielle en boucle ouverte et

laréponse fréguentielle nominale du procédé :

Cjw) = B (jw) Gy (jw) (1. 4)
3.3. Principe de la commande CRONE de troisiéme génération

Lorsque la reparametrisation du procédé ne conduit pas uniquement a des variations de
gain autour de la fréquence au gain unité en boucle ouverte, wy, il N'y a aucune raison pour
gue le gabarit vertical assure au mieux la robustesse de la commande. Il convient alors de le
généraliser conformément a deux niveaux de généralisation.

Le premier niveau consiste a considérer un gabarit, toujours défini comme un segment
de droite pour I'état paramétrique nomina du procédé, mais de direction et de position
guelconque, appelé gabarit genéralise [14].
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L e deuxieme niveau consiste a substituer au gabarit généralisé un ensemble de gabarits
de méme type, sa description par un produit de transmittance non entieres complexes bornées
en fréquence, définit un gabarit curviligne [15].

3.3.1. Legabarit généralisé

a) Principe et définition

Un premier niveau de généralisation consiste a considérer un gabarit :
v’ toujours défini comme un segment de droite pour |'état paramétrique nominal du
procédé.

v' Maisqui nedétermine plus forcement un blocage de phase autour de lafréguence on

Le segment de droite vertical qui définissait jusqu’ici le gabarit dans le plan de BLACK
est ainsi remplacé par un segment de droite de position et de direction quelconque autour
d'une fréguence wqy autour de lagquelle est défini e gabarit généralisé n’est plus forcement

égale alafréguence w, comme pour le gabarit vertical.

| | b
A | | B(jw)| dB

| B |
8 0dB

| B
“/ou -Z 0 arg B(jw)
1 | 2

Figure 11 : Représentation du gabarit généralisé dansle plan de Black

Dans le cadre de cette généralisation, il existe un nombre indéfini de gabarits

généralises qui peuvent tangenter pour une fréquence w, donnée par lafigure (12).

Le méme contour d’iso dépassement (de graduation Dy).

Ou le méme contour d’iso-amortissement (de graduation &).
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Figure 12 : le méme degr é de stabilité de la commande peut étre assur € par uneinfinité
de gabarits généralisés tangentant un méme contour de performance en I’ occurrence (a)
un contour d’amplitude de Black de graduation Q, = 2,3 db et (b) un contour d’iso
amortissement de graduation & = 0.707

Parmi I'infinité de gabarits généralises ainsi définie, il convient de sélectionner un
gabarit optimal pour I’ ensemble des procédés reparametres possibles.

Le gabarit optimal peut donc étre défini comme le gabarit généralisé qui, pour une
fréquence , donnée, Tangente |e contour désiré d'iso dépassement D, ou d’'iso amortissement
& pour |’ état paramétrique nomina du procédé, et minimise un critére quadratique portant sur
les variations extrémales de D; ou de & consecutives aux dommaines d’ incertitudes résultant
des différents états paramétriques possibles du procédeé.

La recherche de la synthése d'un tel gabarit définit I’ approche optimale initiale de la
commande CRONE de troisiéme génération [16].

3.3.2. Gabarit curviligne

Quand les variations paramétriques du procédé conduisent a des domaines
d’incertitude importants et sur une grande plage fréguentielle ou que les performances
requises sont extrémement exigeantes, les parametres déterminés par I’ optimisation a, b, w, et
op ne suffisent pas a résoudre le probleme de commande. Le deuxiéme niveau de
géné&alisation consiste alors a considérer, non plus un seul gabarit, mais un ensemble de

gabarits généralisés appel € gabarit curviligne [17].
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4500

o,
arg /X))

s oy &
/
-/

i 4
Figure 13 : Gabarit généralisé (a), ensemble de gabarits généralisés (b) et gabarit
curviligne (c)

3.4. Commande CRONE des systémes a plusieurs entrées et plusieurs sorties carreés

La méthodologie CRONE a montré son efficacité pour la synthése dans le domaine
fréguentiel de commande robuste des systemes (procédés) linéaires stationnaires (LTI),
incertains et possédant une entrée de commande et une sortie (SISO) [18]. Par ailleurs, les
systemes LTI ayant un nombre d’ entrées de commande n égal aux nombre de sorties aréguler
m (MIMO carés) sont souvent, pour des questions de simplicité et/ou de sécurité,
commandeés par des régul ateurs "multi variables” diagonaux (dits aussi décentralises).

Il est alors fréequent que chague élément du régulateur ne soit alors synthétise gu'en ne
tenant compte que d'un des comportements SISO du procédé (relation dynamique directe
entre une seule entrée de commande et une seule sortie du procédé). L'influence des termes de
couplage présents dans le procédé MIMO considéré est alors bien sir susceptible de conduire
a des systémes dont les amortissements saverent plus réduits que prévus. Deux extensions de
la méthodologie CRONE SISO ont initialement été proposées pour la commande de procédés
MIMO carrés.
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3.4.1. Commande CRONE multi-SISO

La premiere approche est dite multi-SISO dans la mesure ou le régulateur qui en
résulte est caractérisé par une matrice de transfert diagonale dont chague éément est
synthétisé, indépendamment des autres, en tenant compte d'un élément de la diagonale du
procédé dont l'incertitude est augmentée en tenant compte du module des termes non
diagonaux. Si cette approche est souvent efficace, cette augmentation de I'incertitude pouvant

étre pessimiste, |e régulateur obtenu peut aussi parfois savérer peu performant.

3.4.2. Commande CRONE multivariable des systémes carrés

La deuxieme approche est totalement multivariable au sens ou le régulateur synthétisé
n'est pas diagonal mais doit assurer un comportement découplé (diagonal) en boucle fermée
pour I'état nominal du procédé. La fonction de transfert en boucle ouverte nominae, B, est
alors diagonale et ses éléments sont simultanément optimises afin de minimiser les variations

du degré de stabilité en boucle fermeée pour I'ensemble des états paramétriques du procéede.

.}’lref{S ) .

] -+
}’]refts :'

+

Figure 14 : Schéma d’une commande centralise d’un procédé MIMO 2x2

Les avantages de cette méthode sont le nombre malgré tout restreint de parametre
permettant de décrire la boucle ouverte et la possibilité de prendre en compte les incertitudes

liées au procédeé sans aucun pessimisme.

4. Suspension CRONE

Le principe de la suspension CRONE consiste a remplacer le ressort et |’amortisseur
d’'une suspension traditionnelle par un dispositif mécanique défini par une fonction de

transfert force-déplacement d ordre non entier. La suspension ainsi obtenue est dite CRONE
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en raison de son lien étroit avec la commande CRONE de deuxiéme génération. C'est la
raison pour laquelle le principe de cette commande est utilisé pour synthétiser la suspension.
Ses paramétres sont ensuite déterminés a partir d'une optimisation sous contraintes d’'un
critére de performances composeé de grandeurs représentatives de I'isolation vibratoire. Les
réponses fréguentielles et temporelles montrent la robustesse, vis-a-vis des variations de la
masse suspendue, du facteur de résonance dans le domaine fréquentiel et du facteur
d’ amortissement dans |e domaine temporel.

A partir du concept de la suspension CRONE, plusieurs solutions technologiques ont
été étudiées pour sa mise en ceuvre. L’ une d entre elles, appel ée suspension CRONE passiVe,
est développée a partir du lien qui existe entre récursivité et dérivation non entiére. En effet, il
est possible de synthétiser la dérivation non entiére sur une bande de fréquences en utilisant
un ensemble de N cellules élémentaires ressort-amortisseur dont les constantes de temps sont
distribuées de maniére récursive. Dans le domaine de |’automobile, la suspension est
composée de N spheres (ressorts a gaz), chacune d'elles étant équipée d un amortisseur.
L’implantation de cette solution technologique sur une Citroén BX expé&imentale du
laboratoire a contribué a la validation du concept de la suspension CRONE.

4.1.Exemple d’application de la suspension CRONE

La suspension d automobile
L’ objectif est de remplir trois fonctions, par ordre décroissant d’importance, dont la premiére

préexiste aux deux autres:
v' maintenir le véhicule en compensant son poids,
v'assurer une bonne tenue de route,

v'assurer un confort suffisant.

Confort et tenue de route étant relativement antinomiques, un compromis est nécessaire.
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4.1.1.Le modeéle (Figure 15)

Masse
Suspendue

—
a l/
S

Suspension /’ (_j \\,

{systéme ,

déformable) \\»5_ _/

Contact

preu-sol
Route

Figure 15: Schéma d’une suspension (masse non suspendue négligée).

Dans le domaine fréquentiel (p = %), le déplacement vertical Z(p) de la caisse

s exprime, en premiére approximation (linéarisation, z (t = 0 ) , masse non suspendue
négligée, accél ération horizontale du véhicule supposée nulle, etc.)

_ _ <® _ mg
20)= Greme ¥ )T St (11-5)

Ou Y (p) est le déplacement vertica relatif de la chaussée, M la masse suspendue, g la

constante de pesanteur et C(p) latransmittance de la suspension (Figure 16).
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Figure 16: Schéma fonctionnel d’une suspension en régimelinéaire

4.1.2. La solution CRONE

Dans saversion idéale, elle s exprime:

c(p)=kpavecO<v<1 (1. 6)

La robustesse invoquée, qui concerne |I’incertitude sur M, est I’invariance, sous changement
de fréguence, du transfert : Y 2 Z

La conclusion qui s'impose est qu’une telle transmittance, qui présente une raideur statique
nulle:

co=c(0)=0 (1. 7)
Laréalisation effectivement mise en ceuvre est présentée comme une approximation de I’idéal
ci-dessus par association de cellules convenablement tarées, conduisant a une raideur statique

Co = 215 N/m , vaeur physiquement négligeable, non admissible pour une suspension
d’ automobile, et qui renvoie alaremarque précédente.

En fait, la réintroduction d un terme de rappel statique ruinant I’invariance recherchée, baseée
sur son absence, ce terme ne peut prendre une valeur significative sans dénaturer |’ approche,
inadaptée au probleme.

Conclusion

La troiseme génération de la commande CRONE résulte de la généralisation de la
commande CRONE de deuxieme généralisation a travers deux niveaux de généralisation.
La généraisation du gabarit vertical ,que réalisent le gabarit genéralise puis le gabarit

curviligne, est guidée pas le souci d éendre le domaine d application de la commande
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CRONE atous les types de reparametrisation du procédé ,notamment a des reparametrisations
ne conduisent pas uniquement a des variations de gain autour de la fréguence w, , I’ originaité
d’une telle approche repose sur la reparametrisation réduite a peu de paramétres qu’ autorise
I’ordre non entier complexe d'intégration de I’ ensemble de transmittance en boucle ouverte
assurant le méme degré de stabilité nominal. Le gabarit généralisé et le gabarit curviligne sont
en effet décrits par des transmittance fondées sur I’ intégration non entiere complexe.

La premiére génération propose un régulateur optimal fractionnaire (non entier) a
blocage de phase aux aentours de la fréquence au gain unité de la boucle ouverte. Ce type de
régulateur ne participe donc pas aux variations de phase de la boucle ouverte et permet donc
d’ assurer la robustesse de la marge de phase pour les systemes ayant déja une phase constante
auto. Cette premiere génération s applique donc, essentiellement a un ensemble de systémes
dont les variations paramétriques génerent uniquement une variation du gain. Cela permet de
conserver le blocage de phase du procédé et donc la robustesse de la marge de phase. Ce type
de régulateur génére souvent des efforts de commande tres élevés dus au fait que le
comportement « blocage de phase » du procédé n'est souvent observé gu’'en hautes
fréquences. C'est par contre une solution a recommander pour des systémes purement
intégrateurs ou inertiels.

La seconde génération propose de rechercher un régulateur optimal permettant
d’assurer la robustesse de la marge de phase. Pour cela on définit une boucle ouverte
fractionnaire d’ ordre réel, 5(s) a blocage de phase sur toute une plage de fréquence autour de
lafréquence au gain unité dont on déduit le régulateur, par larelation K(s) = G,

Le lieu de Nichols de la boucle ouverte autour de la pulsation wg Ug €st une droite
verticale permettant d assurer la robustesse de la marge de phase, de la marge de module et
aussi des pics de résonance des fonctions de sensibilité et sensibilité complémentaire.

Enfin, la troisieme génération, basée sur une boucle ouverte fractionnaire d’ ordre
complexe, permet de commander un ensemble de procédés dont |es variations paramétriques
conduisent a des incertitudes plus complexes qu'une variation de gain. Le gabarit vertical est
alors remplacé par un gabarit généralisé dont le lieu de Nichols autour de la fréguence w,
reste une droite mais de direction quelconque. Un deuxieme niveau de généralisation consiste
a remplacer le gabarit généralisé par un ensemble de droites de direction quelconque (gabarit

curviligne).
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Chapitre 3 Application de la commande CRONE sur le pendule inversé

I ntroduction

Un pendule inversé est un systéme qui présente des caractéristiques intéressantes
permettant d’illustrer quelques problémes type. IL s agit d' un systeme instable parfaitement
décrit par un modéle non linéaire obtenu en appliquant les lois de la physique. Le schéma de
principe du systéme est donné sur la figure suivante:

N
&/

Figure 17 : Schéma général d’un Penduleinversé

Le systéme est constitué d’un chariot de masse M solidaire d’ une courroie qui peut
étre entrainée horizontalement a I’aide d’un moteur a courant continu et d’'un systéme a
poulies. Une tige d’auminium avec a son bout une masse (pendule) est reliée au chariot et
peut pivoter dans le plan vertical (voir figure). Soit L la distance entre |’ axe de rotation de la
tige et le centre de gravité du pendule et mla masse du pendule, on appelle 8 I'angle entre le
pendule et laverticale et r laposition du chariot par rapport al’ origine qui sera prise entre les

deux poulies.

1. Modéemathématique: Modele dans |’ espace d’ état

Nous considérons un systéme de pendul e inversé décrit par la dynamique suivante [19].

(J + mL*)® —mgLsin® + mLcos®# =0 (111.2)
(M +m)# — mL6?sin® + mLOcos® =u (111.2)
u=r (I1.3)
= 2 (111.4)

34



Chapitre 3 Application de la commande CRONE sur le pendule inversé

6——sm6——cose u (111.5)
f= (M+m—0.75m cos?0)u —mLO2sin® + 0.75mg cosOsinO (111.6)
Avec

M= 0.455 kg est lamasse du chariot

m= 0.21 kg est lamasse de labarre

L= 0.3048m est lalongueur de labarre

g= 9807 m/sec est I’ accél ération gravitationnelle

Elmi? est le moment d’ inertie

En définissant le vecteur d’ éat suivant:
[x; % x3 x]7=[r # © Q]T (111.7)
Ou

x; = r estledéplacement

x, = r  estlavitesselinéare

x3 = 0  estl’angle (déplacement angulaire)

x, = O estlavitesse angulaire

Lareprésentation d’ état non linéaire du systeme de pendule inverse est la suivante:

AR .

%2 = | # | = u (111.8)
Xy %) i—gsin o— %cos 0.u

En remplacant les paramétres par |eurs val eurs nous aboutissons &

o)

| 0 |_|_ 1 u (111.9)

\ / 0
24.1314 x3— 4.0219 x33 —2.4606+1.2303 x32
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Y (9) 0 0 1 0 ( )

Linéarisation des équations

Considérant que I’ angle ¢(t) reste petit par rapport a 1 radian et que les termes non linéaires

peuvent étre négligé, on obtient le modéle linéaire suivant :

§ 0= 3200 L 9045 2 (1.11)
; foe Molb/,
(D) == e k(1) + o 2 () + e F(O) (111.12)
Parameétres Unités Description
Ly m longueur du balancier
m kg masse du balancier
M kg masse du chariot
Mer kg masse de la courroie
Mec kg masse du chariot et de la courroie
J Kg. m* inertie du balancier par rapport a son c.d.g.
fy N/m (rad/sec) frottement du balancier
fec N (m/sec) frottement du chariot-courroie
o (t) rad position angulaire du balancier
X(t) m position longitudinale du chariot
F(t) N force appliquée au chariot

Tab 1: Variables et parametres du penduleinverse

1.1. Equations du systéme d entrainement

Le systeme d’entrainement comprend un moteur a courant continu, son amplificateur,

deux poulies (P1, P2) formant |e réducteur et deux poulies de renvoi de la courroie (P3, P4).
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Figure 18: Systeme d’ entrainement

Les variables et paramétres utilisés par la suite sont présentés dans le tableau 2 et illustrés par
lafigure 18. Une photographie du systéme d’ entrainement est donnée alafigure 19.

L’ équation du mouvement de rotation du moteur s écrit :

Joom ()= ) G () = kgl 1. (8) = =2 F () (111.13)
Avec :
Jo = Jm + J1 + ]ZJFIL—TI“ (1. 14)

Figure 19: Vue détaillée del’ entrainement: moteur, réducteur a courroie et chariot
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Parameétres Unités Description

Wn rad/sec vitesse de rotation du moteur
WKk rad/sec vitesse de rotation des poulies Pk

Mk m rayon des poulies Pk

Ka ANV gain deI’amplificateur

Knm N - m/A constante de couple

N - rapport de réduction r,/ry

I kg - m° inertie du moteur

I kg - m? inertie des poulies Pk

Jo kg - m? inertie totale rapportée au moteur
U(t) Vv tension fournie par le régulateur

Tab 2: Variables et paramétresdel’entrainement

Comme les accélérations longitudinale du chariot et angulaire du moteur sont reliées entre
elles par I’ équation suivante :

N
w(t) =N ws (t) = E x (t)

(111.15)

On peut calculer la force F(t) appliquée au chariot par I'intermédiaire de la tension de
commande u(t) tel que :

NZ%jy .. NKg Km
F(H) == =72 (0 +— 2 u )

3

(1. 16)

1.2. Equations linéaires de I’ensemble

Les équations linéaires décrivant I’ensemble du systeme sont réunies ci-dessous dans une
écriture allégée:

P(t) = +agp(t) —a;p(t) + ayi(t) (1.17)
X (t) =—bx ()+by () + bs F(t) (11.18)
F(t) = =y 1% (t) + v, u (t) (11.19)
Avec :
39 _JIb 3
=371, U= 2= 30
_ fec _ mplLp _ 1
bl - Mectmy bz h 2(Mec+mp) b3 o Mectmy
N? NKgKm
¥y =3 Vo=
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La résolution de ce systeme différentiel permet d écrire les accélérations ¢ (t) et ¥ (t) par

rapport aux autres variables. On obtient ainsi laforme canonique du systeme différentiel :

(1) = azq @(0) + azz @(8) + azq X(0) + by u (8) (111.20)
X(t) = ag @) + asy @ (£) + ags x (£) + byu (2) (111.21)
Avec:
_ ag(1+bgyq) _ —aq(1+bzyy) _ —azbq
az1 = - A22 = Q24 = T byt bays

1—a2b2+ b3)f1 1—azbz+ b3}/1

aob; —aib; — b,

Qi =————— Anr = g = ———2
41 1—a2b2+ b3)f1 42 1—a2b2+ b3)f1 44 1—azbz+ b3)f1

_ abzy, _ b3y
by = ———+— by = ——=——
1—a2b2+ b3Y1 1—a2b2+ b3Y1

2. Représentation d' état del’ensemble

s s =

positions et vitesses du balancier et celles du chariot. Définissant le vecteur d'état et sa

dérivée:
P(t) ) @(t)

X®)=| o® X(t) =1 o0 (111. 22)
x (t) x(t)
x(t) x(t)

On obtient la description d’ état suivante :

X() = A.X(®) + B.u(t) (111. 23)
Avec

0 1 o O 0

Ag1 Qg2 0 Qyq b,

les coefficients ajk et bj tels qu’ils ont été définis dans la section precédante.
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3. Stabilisation du pendule par la commande CRONE de premiére génération

En utilisons le modele d’ état globale obtenu dans la section précedante [(111. 9)(I11. 10)] et on
utilisons la methode d’ approximation d’ Oustaloup de la premiére génération.

La premiere stratégie repose sur une phase constante du régulateur autour de la
fréguence au gain unité en boucle ouverte wy. Si C( jw) désigne la réponse en fréguences du
régulateur en cascade avec le procédé , les variations de marge de phase résultent toujours des
variations additives de phase du procédé et du régulateur autour de la fréguence oy, dans cette
stratégie, le régulateur présente au moins le mérite de ne pas contribuer aux variations de
marge de phase. Celles-ci se réduisent en effet aux variations de phase du procédé.

La version idéale du régulateur CRONE a phase constante est définie par une transmittance
d’ordre fractionnaire de laforme:

1+ S/wb>/1

1+ S/wh

C(s) = ( ( avec wy et wy ,0 € R (111.24)

dont le diagramme de Bode est donné par la figure (20) Sa version réelle est définie par une
transmittance d’ ordre entier résultant d’ une distribution récursive de zéros et de pdles, soit:

1+ S/ZL.

Ca(s) = MMiapys 2 avecz; pi €R &N EN (111.25)
Di
A 1
[Ca Gw](@B) 6 dB / oct —
C, (dB) — . : i i
0(dB) — >
: : i i w
R T
__/ r— >
W'y W, w, Wy, w' . w

Figure 20: Diagrammes de Bode du régulateur CRONE idéal a phase constante
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Ou
Zl = (Ub\/B
; bi =z« i=12......N
S0 Ziyy = DPib i=12......N (111.26)
k Wp = PN\/B
P = wb\/E
; Zi =p;a i=12......N
Sa<0 Di+1 = Zib i=12......N (11.27)
\ wp = zyVb
log (©h
wn = wp(ab)" avec N =Integer <%>
Ml/ 1- |l|/
— (%h N _ (@n
a = ((A)b) b - ((b)

Afin que le régulateur CRONE ains défini, tant idéalement que réellement, ait une
action sur la sensihbilité de I’entrée ainsi que sur les erreurs de position et de trainage, il

convient d’en lui intégrant en cascade une transmittance de laforme :

) = (1+2)” ﬁ (111.28)

Avec n, < w, , n, > w, € n, etn, sont desnombresentiers.

latransmittance

Cn (5) = W (111.29)

représente celle d un filtre passe-bas d' ordre n,;, tel que:
n,= 0 pour que la sensibilité de |’ entrée demeure constante en hautes fréquences.
n,= 1 pour que lasensibilité de |’ entrée diminue avec les hautes fréquences.

et latransmittance:

Cur () = (1 +%)n” (111.30)

est celle d'un proportionnel-intégrateur d’ordre n, tel que, si ny, représente |'ordre du
comportement asymptotique du procédé en basses fréquences :

danslecasoln,, = 0
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v' n, = 1pour annuler I’ erreur de position;

v’ n, = 2 pour annuler I erreur de trainage ;

danslecasoln,, = 1:
v' n, = 0 pour annuler I’ erreur de position;

v’ n, = 1 pour annuler I’ erreur de trainage ;

danslecasoln,, > 2
n, = 0 pour annuler les erreurs de position et de trainage .

Le modéle rationnel est obtenu ensuite en remplagant chaque opérateur d ordre
fractionnaire du modéle original par son approximation rationnelle. La sortie du modéle est
donc la convolution du modele rationnel obtenu avec le signal d entrée.

Remarque

La robustesse de la marge de phase est obtenue seulement lorsque w,, appartient a la
bande de fréquence ou |a phase du procédé est constante.

Dans le cas ou on ne peut pas utiliser la bande de fréguence a phase constante, la deuxiéme

génération de lacommande CRONE peut étre utilisée.

3.1.Résultats de Simulation

Les essais effectués ont conduit aux résultats présentés dans les figures (21-22-23-24).

0.01

-0.01

-0.02

x(t) [m]

-0.03

-0.04

-0.05

temps [sec]

Figure 21 : Position du chariot (CRONE)
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Chapitre 3

0.06

[pel] (iyd

temps [sec]

Figure 22 : I’angle du pendule (CRONE)

0.04

[oas/w] ()

temps [sec]

Figure 23 : Vitesse du chariot (CRONE)
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La commande [V]

temps [sec]

Figure 24 : Diagramme de la commande (CRONE)

3.2.Interprétation des résultats

Les figures (21-22-23-24) montre que le systeme pendule inverse se stabilise au bout
de 2 secondes tout en respectant les contraintes imposées. En effet on constate que le
déplacement de chariot ne dépasse pas -0,05m, |’angle est de -0,03 rad et la vitesse est de
0,03m/s.

Nous constatons aussi que la commande arrive a stabiliser e pendule inversé, en effet
elle a pu le ramener a sa position d’équilibre au bout d’un temps égale a 2 secondes et I'y
maintenir.

Pour mieux voir la robustesse de la commande CRONE, on applique au pendule inverséla
commande robuste LQR. Et une éude comparative des résultats de simulation des deux

commandes serafaite.
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4. Application de la commande LQR sur le pendule inversé

4.1. Calcul dela commande

Le régulateur d'état est un régulateur linéaire fournissant un signal de commande u(t)
proportionnel & chacune des 4 variables d”état d"écrivant le systéme :

P(t)

Ult)=-K.X=-(K, Ky K, Ki)|o® (111.31)
®
fc(t)

Le vecteur-ligne K contient les gains associés a chaque variable d"état. D’un point de vue
classique, on constate que ce régulateur d état est en fait un double régulateur proportionnel-
dérivé utilise pour régler I’inclinaison du pendule avec ¢ (t) et ¢(t) et régler la position du

chariot al’aidede x (t) et x(t).

4.1.1. Criteres d’optimisation pour le régulateur

La synthése du régulateur se fait en minimisant les écarts quadratiques de I’ angle et de
la position longitudinale ainsi que |’ énergie mise en jeu pour déplacer |’ensemble chariot
balancier.

Ceci nous conduit a définir des coefficients de pondération pour chacune des positions et
vitesses et pour le signal de commande.

Lafonction a minimiser est alors la suivante:

+00
J(Q,R) = f Xt () Q X(t) + R.u?(t)) dt (111.32)
0
AVec :
Q, 0 o0 O
_lo @ o0 O
Q=10 ¢ o o (I11. 33)
0 o0 0 O

Pour fixer les coefficients de pondération, on a adopté les critéres suivants:

v I"amplitude du débattement angulaire n’ est pas trés importante.

v' ledéplacement du chariot sur lerail doit étre limité.
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v/ 0n ne se préoccupe pas de limiter les vitesses atteintes.

v' lesigna de commande u(t) ne doit pas étre trop grand.

Fort de ces considérations, on achoisi |es pondérations suivantes :

Q:

(e Nl
S 1o O

0

0 R=1 (111. 34)
0 ] - .

0

(=N e NN}

4.1.2. Gains du régulateur

L’ utilisation de I’agorithme LQR (Linear-Quadratic-Regulator) pour la recherche des
gains optimums est d’ une grande efficacité. Une fois les coefficients de pondération Q et R

fixés, on obtient les gains du régulateur d’ état :

K,=— 4.98 [V/rad]
K, =-0.78[V/(rad/sec)]
Ky=+2.24[V/m]

K; =+ 1.41[V/(m/sec)]

On remarque immédiatement les signes différents appliqués aux variables angulaires et
longitudinales. On voit ainsi que le régulateur d"état obtenu introduit une réaction négative sur
o (t) et @(t) et uneréaction positive sur x(t) et x (t).

Il est intéressant de relever que c’'est la boucle d asservissement angulaire qui stabilise le

systéme alors que la boucle d’ asservissement du chariot seul est instable.

4.2. Résultats de simulation

Les essais effectués ont conduit aux résultats présentés dans les figures (25-26-27-28).
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Figure 25 : Position du chariot
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Figure 26 : I'angle du pendule
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Chapitre 3
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Figure 27 : lavitesse du chariot
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Figure 28 : Diagramme de la commande
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Chapitre 3 Application de la commande CRONE sur le pendule inversé

4.3. Comparaison des deux méthodes

D’ aprés les résultats de simulation,on remargue que les deux commandes CRONE et
LQR sont bel et bien robustes,sauf que la commande CRONE aboutie a de meilleur
résultats,effectivement,la valeur maximale de la position est de — 0.34 m pour la commande
LQR dors quelle est de —0.048m pour la commande CRONE et la vitesse maximale est de
0.03m/s pour lacommande CRONE alors qu’ elle est de 0.56 m/s.

On remargue aussi que tout les états du systeme se stabilisent au moins de 2secondes
dans la commande CRONE alors qu’ils prennent un peu plus de temps dans la commande
LQR..

Conclusion

Dans ce chapitre,nous avons donné quel ques notion de base a propos du pendule
inversé,ensuit nous avons appligqué lacommande CRONE (Approximation d’ Oustaloup) en
utilisant les propriétés de la commande CRONE de la premiere génération et une étude
comparative des deux commandes CRONE et LOQR est faite.
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CONCLUSION GENERALE

Notre travail porte essentiellement sur lacommande CRONE d un le pendule inverse.

Dans le premier chapitre nous avons présenté une étude bibliographique du calcul fractionnaire,
nous avons donné les définitions de base de la dérivation et de I’ intégration d’ ordre fractionnaire, quelques
propriétés des opérateurs d’ ordre fractionnaire, les différentes représentations des systemes fractionnaires
et enfin les conditions de Commandabilité, d’ observabilité et de stabilité de ce systéme.

le deuxiéme chapitre sera consacré a I’éude de la Commande robuste d'Ordre non Entier
(CRONE) des systémes linéaire mono-variables et multi-variables,tout en exposant le principe de la
robustesse.

Dans le troisieme chapitre nous avons donné les notions de base du pendule inversé, Ensuit nous
avons étudié la stabilisation du pendule inversé on se basant sur la commande CRONE de premiere
génération (Approximation d Oustaloup) et nous avons effectué une étude comparative des deux
commandes CRONE et la méthode Lineaire Quadratique (LQR) .

Les résultats de ssimulation effectués sur le pendule inversé ont montré une réponse dynamique
rapide et une précision élevée, et ca pour les deux commandes LQR et CRONE mais la commande
CRONE a nettement de meilleur résultats.

Comme perspectives,ca serai intéréssant de faire I'implémentation de cette commande sur un vrai

pendule inversé .
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