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Introduction

Le mouvement Brownien est un modèle mathématique pour décrire les po-
sitions Xt, d'une particule à l'instant t, dans un liquide. Ce modèle est à la
base d'une théorie mathématique avec de nombreuses applications. Cepen-
dant, du point de vue des trajectoires, il ne tient pas compte des variations
du moment cinétique au cours du temps. Le modèle attaché à l'équation
de Langevin corrige ce manque. Elle décrit le mouvement d'une particule
de masse m dans un liquide, en tenant compte des variations du moment
cinétique. Si Vt est la vitesse de la particule à l'instant t, elle s'exprime sous
la forme

m
dVt
dt

= −βVt + σ
dXt

dt

où β et σ sont des coé�scients positifs caractérisant le milieu et (Xt)t est le
mouvement brownien standard (Cf. [3]). La solution est de la forme

Vt = γ

∫ t

0

e−α(t−s)dXs

Ce type de processus sont des processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Notre but
est de rassembler les éléments de base pour comprendre surtout les mèthodes
de résolution et eventuellement les solutions de ce type d'equation. Plus
précisément, à partir de la litterature (Cf. [3], [4], [5]...) notre but est de
réaliser une synthèse des éléments de base sur les processus de Wienner et
l'intégrale d'Itô comme outils fondamentaux pour cela.

Dans le chapitre I, nous faisons la construction du mouvement Brownien
et donnons la démonstration de quelques propriétés de base.

Dans le chapitre II, nous faisons la construction de l'intégrale 'Itô d'abord
pour des processus étagés et ensuite pour des processus plus généraux. Nous
montrons les principales propriétés de cette intégrale et términons par la for-

7



mule d'Itô .

Dans le chapitre III, nous faisons quelques calculs d'intégrales 'Itô. Nous
presentons aussi l'equation de Langevin et une introduction aux processus
d'Orstein-Uhlenbeck.

En�n, nous présentons une conclusion sur les perspectives de ce travail.
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Chapter 1

Mouvement Brownien, Processus

de Wiener: Propriétés générales

Aperçue historique du mouvement Brownien Le mouvement Brown-
ien est associé à l'analyse de mouvements qui évoluent au cours du temps de
manière désordonée et dont l' évolution semble di�cile à prévoir même dans
un intervalle de temps très court. C'est le botaniste Robert Brown qui décrit
en 1827 le mouvement erratique de �nes particules de pollen en suspension
dans un liquide.

En 1900, Louis Bachelier introduit le mouvement Brownien pour mod-
éliser la dynamique des prix des actions à la bourse .

En 1905, Albert Einstein donne les justi�cations physiques qui permet-
tent de décrire le mouvement d'une particule qui di�use dans un �uide.

En 1923, Norbert Wiener réalise la première étude mathématique, con-
struit rigoureusement le mouvement Brownien et donnes la démonstration
de son éxistance, comme processus aléatoire.

De nombreux travaux ont été réalisés depuis et il existe à présent une
littérature trés riche sur le sujet.
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1.1 Mouvement Brownien comme limite d'une

marche aléatoire

Considérons une particule qui se déplace sur l'axe des entiers relatifs Z. A
chaque unité de temps, elle se déplace à gauche ou à droite au hasard.
On s'interesse à la position de la particule à un instant quelconque n. Le
modèle mathématique correspondant est:
On suppose que les déplacements à chaque instant sont des variables alétoires
réelles Xn, n ∈ Z. Les déplacements étant indépendants, on suppose que les
Xn, n ∈ Z sont indépendantes. On suppose de plus que ces déplacements
obèissent à la même loi de probabilité P [Xn = +1] = P [Xn = −1] = 1

2
pour

tout entiers relatif n.
Soit alors Sn la variable aléatoire dé�nie par S0 = 0 et ∀n ∈ Z :
Sn = X1 +X2 + .........+Xn

Sn représente la position de la particule à l'instant n, partant de 0 à l'instant
0.

On se place à présent sur la droite réelle R et nous supposons que la par-
ticule fait des sauts à droite +4x où à gauche −4x durant chaque intervalle
de temps 4t. Soit St la position de la particule à l'instant t ≥ 0 et n = [ t

4t ]
et introduisons les variables alétoires Xn tel que Xn = ±4x.
Nous pouvons alors approcher St par les var Sn(t) dé�nies par

Sn(t) = 4x(X1 +X2 + ........+X[ t
4t ]

)

= 4x(X1 +X2 + ......+Xn)

On pose S0 = 0. Nous faisons l'hypothèse que les variables Xn sont i.i.d et
de loi tel que

P [Xn = 4x] = P [Xn = −4x] =
1

2
.

On a :

E[Sn(t)] = 4x.(E[X1 + ...+X[ t
4t ]

])

= 4x(E[X1] + ......+ E[X[ t
4t ]

])

= 0

Nous avons aussi
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V ar[Sn(t)] = E[(Sn(t)− E[Sn(t)])2]

= E[(Sn(t))2]

= (4x)2.V ar[X1 +X2 + ........+X[ t
4t ]

]

= (4x)2.[
t

4t
]

Il s'agit maintenant de passer à la limite, en faisant tendre4x et4t −→ 0
de sorte que le processus limite ne soit pas trivial.

Si, par exemple, on prend 4x = 4t −→ 0, on obtient E[Sn(t)] = 0 et
V ar[Sn(t)] −→ 0. i.e le processus (St; t > 0) serait alors presque sûrement
nul.
En e�et: Si X une v.a tq V ar[X] = 0 alors X = 0 p.s car
V ar[X] = E[X2] = 0⇒ X = 0 p.s car X2 ≥ 0 . Et donc St −→ 0 p.s.

Posons maintenant4x = σ
√
4t avec σ > 0 une constante réelle et faisons

4t −→ 0.
On aura:

E[Sn(t)] = 0

et
V ar[Sn(t)] = (4x)2.[

t

4t
] = σ2(4t)[ t

4t
] −→ σ2.t

On applique le théorème central limite (T.C.L) et on aura:

Sn(t)− E[Sn(t)]√
V ar[Sn(t)]

=
Sn(t)

σ
√
t
−→ N(0; 1) en loi lorsque n −→∞.

D'où
St ∈ N(0, σ2t).

Conclusion Le processus limite (St)t représentant les positions instanta-
nées de la particule sur R est un processus tel que :
(1) E[St] = 0 et V ar[St] = σ2.t. avec t ≥ 0 et σ une constante strictement
positive et de plus : ∀σ > 0 : St ∈ N(0;σ2t) avec S0 = 0.
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(2) (St; t ≥ 0) est à acroissement indépendant:celà est dû au fait que (Xn)n
indépendante. en e�et,le changement de position durant[t; t + 4t] est in-
dépendant de ce qui arrive au temps t i.e S(t +4t)− S(t) est indépendant
de (S(%); % ≤ t)

(3) (St; t ≥ 0)à acroissement stationnaire : du fait que le changement
de positions dans une unité de temps dépend seulement de la longueur de
l'intervalle des sauts mais pas de la position de l'origine du temps (homogènité
en temps) i.e S(t+4t)− S(t) ne dépend pas de t.

(4?) Il reste à véri�er la continuité de (St; t ≥ 0) :
Montrons que (S(t); t ≥ 0) est continue i.e montrons que:

lim
4t−→0

P [| S(t+4t)− S(t) |≥ γ]

4t
= 0 ∀γ > 0.

En e�et:
Subdivisons l'intervalle [0; 1] en n parties, 4t = 1

n
.

Si le mouvement est continue alors on aura:

h.(4t) = sup
k∈[1;n]

|S(k.(4t)− S((k − 1).4t)| −→ 0 lorsque 4t→ 0

C'est à dire :

lim
4t→0

P [h(4t) ≥ γ] = 0; ∀γ > 0.

; Par la propriété (3) (processus à acroissement indépendant) on a :
Les Yk = |S(k.4t)− S((k − 1).4t)| sont indépendants.
Par la stationnarité du processus (4) on aura les Yk ont la même distribution.
Ce qui implique:

P [h(4t) ≥ γ] = 1− P [supYk < γ]

= 1− (P [Y1 < γ])n

= 1− (1− P [Y1 ≥ γ])n

' 1− exp(−nP [Y1 ≥ γ])
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Car:

P [{sup(X, Y ) < c}] = P [{X < c;Y < c}]⇒ P [{ sup
1≤k≤n

Yk < γ}] = P [
⋂

1≤k≤n

{Yk < γ}]

et par l'indépendance des événements Yk on aura:

P [ sup
1≤k≤n

Yk < γ] =
∏

1≤k≤n

P [Yk < γ]

Et comme les événement suivent la même loi ,on aura:

P [{ sup
1≤k≤n

Yk < γ}] = (P [Y1 < γ])n

Faisant maintenant tendre n −→∞ i.e 4t −→ 0 on aura :

P [h(4t) ≥ γ] −→ 0⇔ nP [Y1 ≥ γ] −→ 0

Ce qui veut dire :

P [|S(t+4t)− S(t)| ≥ γ] −→ 0 lorsque n −→∞ i.e lorsque 4t −→ 0

D'où la continuité des trajectoires de (St; t ≥ 0).

Le processus limite ainsi obtenu est un Mouvement Brownien Standard
(M.B.S).

Dé�nition. 1. Un processus aléatoire à valeurs réels (Xt; t ∈ R+) est un
processus de Wiener (mouvement Brownien standard) s'il satisfait les condi-
tions suivantes:
(1) X0(ω) = 0 ∀ω.
(2) L'application t 7−→ Xt(ω) est continue en t ∈ R+. ∀ω.
(3) ∀t, h ≥ 0 : Xt+h − Xt est indépendant de la tribu engendrée par les var
Xυ;∀υ ≤ t c'est à dire σ(Xυ; υ ≤ t).
(4) L'accroissement Xt+h −Xt est stationnaire ∀t, h ≥ 0.
i.e. la loi de (Xt+h −Xt) ∈ N(0;h) , ∀t ≥ 0 ne depend que de h.

1.2 Simulation des trajectoires

Par construction , les processus de Wiener sont les processus limites de
marches aléatoires symétriques Sn(t) . Nous pouvons donc considérer les
Sn(t) de la section 1 comme une approximation du processus de Wiener
(X(t))t≥0 . Cela nous donne un moyen de simulation des trajectoires.
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Figure 1.1: Exemple de trajectoire du processus de Wiener

1.3 Processus de Wiener comme martingale

Proposition. 1. Si (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener par rapport à la
�ltration croissante (Ft)t≥0 alors:
(1) (X(t); t ≥ 0) est une Martingale par rapport à (Ft)t≥0.
(2) (X2(t)− t; t ≥ 0) est une Martingale par rapport à (Ft)t≥0.

(3) ∀υ , exp{υ.X(t)− υ2

2
t} est une Martingale par rapport à (Ft)t≥0.

Démonstration. (1) Par dé�nition, (X(t))t est adapté à (Ft)t≥0.
X(t) ∈ L1(Ω,F , P ) ; car par dé�nition on a: X(t) ∈ N(0; t) ,ce qui implique:

E[X(t)] = 0⇒ E[|X(t)|] = 0 <∞;

en général , pour une v.a X telle que : E[X] = 0 et X ≥ 0 ⇒ X = 0 p.s .
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Et : ∀s < t ;

E[X(t)|Fs] = E[X(t)−X(s) +X(s))|Fs]
= E[X(t)−X(s)|Fs] + E[X(s)|Fs] (par linéarité de l'espérence)
= X(s) + E[X(t)−X(s)] car X(t)−X(s) est indépendant de Fs
= X(s).

D'où X(t) est une Mgle.
(2) D'après la dé�nition on a X(t) ∈ Ft ⇒ X2(t) ∈ Ft donc ;

E[X2(t)− t|Ft] = E[X2(t)|Ft]− E[t|Ft] = X2(t)− t;

D'où le processus (X2(t)− t)t est adapté à la �ltration Ft .

(X2(t)− t)t ∈ L1(Ω,F , P ) car :
On a : V ar[X(t)] = E[X2(t)] − (E[X(t)])2 , et comme X(t) ∈ N(0, t) on
aura:

E[|X2(t)| − t] = V ar[X(t)]− t = t− t = 0 <∞;

d'où le résultat.
Et on a ; D'une part:
E[X(s)X(t)|Fs] = X(s)E[X(t)|Fs] (car X(s) est Fs-mesurable).
Comme X(t)−X(s) est ind�pendante de Fs et X(t)−X(s) ∈ N(0, t− s) on
aura :

E[(X(t)−X(s))2−(t−s)|Fs] = E[(X(t)−X(s))2|Fs]−(t−s) (linéarité de l'espérence);

et donc d'après les propriétés du processus de Wiener on aura:

E[(X(t)−X(s))2 − (t− s)|Fs] = (t− s)− (t− s) = 0.

D'autre part on a : ∀s < t

E[((X(t)−X(s))2 − (t− s)|Fs] = E[X2(t)− t|Fs]− 2E[X(s)X(t)|Fs] + E[X2(s) + s|Fs]
= E[X2(t)− t|Fs]− 2X2(s) +X2(s) + s

= E[X2(t)− t|Fs]− (X2(s)− s)
= 0

Donc : E[X2(t)− t|Fs] = X2(s)− s d'où :

(X2(t)− t; t ≥ 0) est une Mgle.
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(3). La fonction génératrice des moments de X(t) ∈ N(0; t) est:

E[eυX(t)] = et
υ2

2 <∞

En e�et:

E[eiλX(t)] =

∫
R
eiλx(

1√
2πt

e−
x2

2t )dx

=
1√
2πt

∫
R
eiλxe−

x2

2t dx

=
1√
2πt

e−
λ2t
2

∫
R
e−

(x−it)2
2t dx

= e−
λ2t
2 ;

si on pose iλ = υ on aura: E[eυX(t)] = et
υ2

2 <∞.

Ce qui justi�e l'intégrabilité de eυX(t)−tυ
2

2 avec :

E[eυX(t)−tυ
2

2 ] = 1

Et pour s < t :

E[eυX(t)|Fs] = E[eυX(s)eυ(X(t)−X(s))|Fs]
= eυX(s)E[eυX(t)−X(s)|Fs]
= eυX(s)E[eυ(X(t)−X(s))]

= eυX(s)e(t−s)υ
2

2 .

On conclut que : E[eυX(t)−tυ
2

2 |Fs] = eυX(s)−sυ
2

2 .

D'où:
(eυX(s)−sυ

2

2 ; t ≥ 0) est une martingale .

�

Nous notons le résultat suivant (Cf.[4]), qui nous sera utile ulterieuremùent.

Théorème. 1 (Paul Lévy). Soit (X(t); t > 0) un processus aléatoire à tra-
jectoires continue adapté à la �ltration (Ft)t>0 tel que:
(1) (X(t); t > 0) est une Mgle par rapport à la �ltration (Ft)t>0.
(2) (X2(t)− t; t > 0) est une Mgle par rapport à (Ft)t>0.
Alors:(X(t); t > 0) est un processus de Wiener (M.B.S).
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Théorème. 2. Soit (X(t); t ≥ 0) un processus continu tel que : ∀υ, eυX(t)−tυ
2

2

est une Mgle.
Alors : (X(t); t ≥ 0) est un processus de Wiener.

Démonstration. Puisque eυX(t)−tυ
2

2 est une Mgle ;

E[eυX(t)−tυ
2

2
|Fs ] = eυX(s)−sυ

2

2 .

Comme X(t)−X(s) ∈ N(0; t− s) , la fonction génératrice des moments
nous donne :

E[eυX(t)−tυ
2

2 ] = e(t−s)υ
2

2 ;

et puisque X(t)−X(s) ∈ N(0; t− s) et aussi indépendante de (Fs) et aussi
donc indépendante de toutes familles de tribues engendrées par la �ltration
(X(υ); υ ≤ s) . D'où le résultat cherché :

E[eυX(t)−tυ
2

2 |Fs] = E[eυX(s)−sυ
2

2 ].

�

1.4 Quelques propriétés des processus deWiener

Proposition. 2. Soit (Xt; t ≥ 0) un processus de Wiener standard . Alors
les processus ci-dessous sont des processus de Wiener :
(1) Vt = −Xt; t ≥ 0 (symétrie).
(2) Soit T ∈ R+ �xé : Vt = Xt+T −Xt , t ∈ R+ (stationnarité).
(3) Soit T ∈ R+ �xé : Vt = XT −XT−t , t ∈ [0, T ] (renversement du temps).
(4) Soit C une constante positive :

Vt =
1

C
XC2t; t ≥ 0 (loi d'échelle) .

(i.e un processus qui garde le même aspect à di�érentes échelles).

(5) Soit (Vt; t ≥ 0) alors

Vt =

{
0 si t = 0

tX 1
t

si t > 0

(inversion du temps)

Démonstration.
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(1)symétrie: On a les trajectoires de V (t) = −X(t) sont p.s continues et
V (0) = −X(0) = 0 p.s .
Comme le processus de Wiener X(t) est stationnaire et à acroissement in-
dépendant , alors V (t) = −X(t) est aussi stationnaire et à accroissement
indépendant.
Et

∀0 ≤ s ≤ t V (t)− V (s) = −(X(t)−X(s)) ∈ N(0, t− s)

D'où (V (t); t ≥ 0) est un processus de Wiener.

(2) Stationnarité:
Soit 0 ≤ t0 < t1 < ...... < tn . Les accroissements V (ti + T )− V (ti) de V (t)
sont indépendants.
Étant donné les accroissemtsX(tn+T )−X(tn−1+T ); ....;X(t1+T )−X(t0+T )
de X(t) sont indépendants.
Pour tout 0 ≤ s < t ,l'accroissement V (t)− V (s) ∈ N(0, t− s) car
X(t+ T )−X(s+ T ) ∈ N(0, t− s).
De plus les trajectoires t 7→ V (t) = X(t+ T )−X(t) est continue. et

V (0) = X(0 + T )−X(T ) = 0

D'où : (V (t); t ≥ 0) est un processus de Wiener standard.

(4) Loi d'échelle:
Il est claire que V (0) = 1

C
X(0) = 0 p.s , et les trajectoires t 7→ V (t) =

1
C
X(C2t) sont prèsque sûrement continues.

On démontre que (V (t); t ≥ 0) et (|V (t)|2− t; t ≥ 0) sont des martingales
relativement à la �ltration

Gt = σ{V (s) : 0 ≤ s ≤ t}
= σ{X(C2s) : 0 ≤ s ≤ t}
= σ{X(s) : 0 ≤ s ≤ C2t}
= FC2t

18



E�ctivement,si s < t alors C2s < C2t donc

E[V (t)|Gs] = E[
1

C
X(C2t)|FC2s]

=
1

C
E[X(C2t)|FC2s]

=
1

C
X(C2s)

= V (s)

D'où (V (t); t ≥ 0) est une Mgle.
Et

E[|V (t)|2 − t|Gs] = E[
1

C2
|X(C2t)|2 − t|FC2s]

=
1

C2
E[|X(C2t)|2 − C2t|FC2s]

=
1

C2
(|X(C2s)|2 − C2s)

= |V (s)|2 − s

D'où (|V (t)|2 − t; t ≥ 0) est une Mgle.
Comme (V (t); t ≥ 0) et (|V (t)|2− t; t ≥ 0) sont des martingales relativement
à la �ltration (Ft)t et d'après le théorème de Paul Lévy (théorème 1) on aura:
(V (t); t ≥ 0) est un processus de Wiener.

�

1.5 La non-di�érentiabilité du processus deWiener

Proposition. 3. Le processus de Wiener (X(t); t ≥ 0) est prèsque sûrement
non di�érentiable pour tout t ≥ 0 .

Démonstration. Nous voulons montrer que

P [{ω;∀n ∈ N,∃t ∈ [0,
1

n4
] tel que

|X(t)|
t

> n}] = 1.

Soit:

An = {|X(t)|
t

> n pour un t ∈ [0,
1

n4
].}
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Par la loi d'échelle :

Vn(t) =
1

n2
X(n4t)

est un processus de Wiener pour quelque soit n .

P [An] ≥ P [{ω;
|X( 1

n4 )|
1
n4

> n}]

= P [{ω;
|V ( 1

n4 )|
1
n4

> n}]

= P [|X(1)| > 1

n
]→ 1 lorsque n→∞.

Comme (An)n est une suite décroissante (au sens de l'inclusion) d'événements,

P [
∞⋂
n=1

An] = lim
n−→∞

P [An] = 1,

D'où X(t) est non-di�érentiable en 0.
Et comme Vt(s) = X(s + t) − V (t) est un processus de Wiener pour t ≥ 0
quelconque ( propriété (2)) donc Vt(s) est non-di�érentiable en s = 0 ce qui
implique que X(t) est p.s non-di�érentiable en t. �

La propriété de Markov pour le processus de Wiener

Dé�nition. 2. (la propriété de Markov)
Soit (X(t)t un processus aléatoire à valeurs dans (E, E) et ∀t,Ft =

σ(Xs, s ≤ t). (X(t)t est un processus de Markov si

∀t, s > 0 : P [X(t+ s) ∈ B|Fs] = P [X(t+ s) ∈ B|Xs];∀B ∈ E .

Théorème. 3. Le processus de Weiner véri�e la propriété de Markov.

Remarque. 1. Si le processus de Wiener (X(t); t ≥ 0) démarre du point
x,alors X(t) ∈ N(x, t) c'est-à-dire :

Px[X(t) ∈ (a; b)] =

∫ b

a

1√
2πt

e
−(y−x)2

2t dy.
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Px est la probabilité des événements lorsque le le point de départ du pro-
cessus est x.

Et pt(x, y) = 1√
2πt
e
−(y−x)2

2t dy est la densité des probabilités de transition du
processus de Wiener.

On aura :

Xx(t) = x+X0(t)

avec :
Xx(t) : le processus de Wiener qui démarre de x.
X0(t) : le processus de Wiener qui démarre du l'origine.

Exemple. 1. Calcul de P [X(1) ≤ 0;X(2) ≤ 0]

= P [X(1) ≤ 0;X(1) +X(2)−X(1) ≤ 0]

=

∫ +∞

−∞
P [X(1) ≤ 0;X(1) +X(2)−X(1) ≤ 0|X(1) = y1]

1√
2π
e
−y21
2 dy1

=

∫ 0

−∞
P [X(1) +X(2)−X(1)|X(1) = y1]

1√
2π
e
−y21
2 dy1

=

∫ 0

−∞
P [X(2)−X(1) ≤ −y1]

1√
2π
e
−y21
2 dy1

=

∫ 0

−∞
F [(−y1)]dF (y1)

=

∫ 0

−∞
[1− F (y1)]dF (y1)

=
1

2
− (

∫ 1
2

0

ydy)

=
3

8

avec F la fonction de répartition de la loi normale.

1.6 Variation des trajectoires

Dé�nition. 3. Soit 0 = tn0 < tn1 < .......... < tnn = T une subdivision de
l'intervalle [0;T ] en n parties de même longueurs i.e telle que les tni = iT

n
.
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On note les accroissements correspendants au processus de Wiener X(t) par

4n
iX = X(tni+1)−X(tni )

Proposition. 4. Soit 4n
iX les accroissements du processus de Wiener sur

l'intervalle [0;T ] alors on a :

lim
n→∞

n−1∑
i=0

(4n
iX)2 = T ∈ L2

Démonstration. Comme les accroissements 4n
iX sont indépendants et

E[4n
iX] = 0 ; E[(4n

iX)2] =
T

n
; E[(4n

iX)4] =
3T 2

n2
.

E�ctivement; pour le calcul de E[(4n
iX)4], on a utilisé la fonction génératrice

des moment. En e�et; on a vu que: E[eiλX(t)] = e
−λ2t

2 , donc:

E[X(t)4] =
d4

dλ4
E[eiλX(t)]‖λ=0

=
d4

dλ4
e
−λ2t

2 ‖λ=0

= 3t2.

D'où: E[(4n
iX)4] = 3T 2

n2 .

On aura :

E[(
n−1∑
i=0

(4n
iX)2 − T )2] = E[(

n−1∑
i=0

(4n
iX)2 − T

n
)2]

=
n−1∑
i=0

E[((4n
iX)2 − T

n
)2]

=
n−1∑
i=0

{E[(4n
iX)4]− 2

T

n
E[(4n

iX)2] +
T 2

n2
}

=
n−1∑
i=0

[
3T 2

n2
− 2T 2

n2
+
T 2

n2
]

=
2T 2

n2
→ 0 lorsque n→∞
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D'où

lim
n→∞

n−1∑
i=0

(4n
iX)2 = T ∈ L2

�

Dé�nition. 4. Soit t = (t0, t1, ......, tn) une subdivision de [0;T ] et soit

4t = max
0≤i≤n−1

|ti+1 − ti|

On dé�nit la variation de la fonction f : [0;T ]→ R par

lim sup
4t→0

n−1∑
i=0

|f(ti+1)− f(ti)|

Théorème. 4. Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener alors la variation
des trajectoires de X(t) est in�nie p.s

Démonstration. Considèrons la suite des subdivisions tn = (tn0 , t
n
1 , ...., t

n
n)

de l'intervalle [0;T ] en n parties égales. Alors
n−1∑
i=0

|4n
iX|2 ≤ ( max

0≤i≤n−1
|4n

iX|)
n−1∑
i=0

|4n
iX|.

Comme les trajectoires de X(t) sont p.s continues sur l'intervalle [0;T ],

lim
n→∞

( max
0≤i≤n−1

|4n
iX|) = 0 p.s

Par la proposition(5) il éxiste une sous suite de subdivision (tnk)k telle que
tnk = (tnk0 , tnk1 , ......., tnknk) sachant que :

lim
k→∞

nk−1∑
i=0

|4nk
i X|2 = T p.s

Parce que pour n'importe quelle suite qui converge p.s dans L2 ,on peut
extraire une sous suite qui converge p.s dans L2 car L2 est complet.
Il en résulte que :

lim
k→∞

nk−1∑
i=0

|4nk
i X| =∞ p.s

Tandis que :

lim
k→∞
4tnki = lim

k→∞

T

nk
= 0

�
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Le processus de Wiener visite tout les nombres réels

Proposition. 5. Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener sur (Ω,F , P )
adapté à la �ltration croissante (Ft)t≥0 alors :

P [inf
t≥0

X(t) = −∞; sup
t≥0

X(t) = +∞] = 1

Étapes de démonstration: On donne une proposition détaillée équiva-
lente à la proposition donnée en posant:
Mt = sup0≤s≤tX(t) et mt = inf0≤s≤tX(t)
M∞ = limt→∞Mt et m∞ = limt→∞mt

On montre:
(i) l'éxistance de M∞ ; m∞ et montrons mt < 0 < Mt sur [0,+∞]

(ii) −∞ = m∞ = lim inft→∞X(t) < lim supt→∞X(t) = M∞ = +∞.
Démonstration.
(i)
On a (mt) ↓ t , (Mt) ↑ t et comme le processus de Wiener est à trajectoires
continues , ce qui implique X(t) monotone d'où l'éxistence de m∞ et M∞.
Soit

An = {ω,X(tn) > 0}
(An)n est une suite d'évenements indépendant du fait X(tn) est la somme de
v.a.r indépendantes.
P [An] = P [X(tn) > 0] = 1

2
car X(tn) ∈ N(0, tn).

P [lim supAn] ≥ lim supP [An] =
1

2
(1.1)

Par le théorème de 0 ou 1 de Kolmogorov ,on aura :

P [lim supAn] = 0 ou 1.

D'après (1.1) ,on déduit que : P [lim supAn] = 1 .

Or :
lim supAn = {X(tn) > 0 i.o } ⊂ {Mt > 0;∀t > 0};

Donc :
Mt > 0 p.s
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Et comme le processus de Wiener est symétrique,on déduit que :

P [{mt < 0;∀t > 0}] = 1

. D'où :
mt < 0 p.s

(ii)
Montrons que : lim supt→+∞X(t) = M∞ = +∞.
Soit k ∈ R

P [X(tn) > k] = P [
X(tn)

k
>

k√
2π

] =
1√
2π

∫ +∞

k√
2π

e
−ν2
2 dν → 1

2

Par conséquent :

P [X(tn) > 0 i.o ] = P [lim sup
n
{X(tn) > k}] ≥ lim sup

n
P [X(tn) > k] =

1

2
.

Pour k = +∞
lim sup

n
[X(tn)] = +∞] ≥ 1

2

D'après le théorème du o ou 1 de Kolmogorov on aura :

P [lim sup
n

[X(tn) = +∞] = 1

Donc :
lim sup
t→∞

X(t) = M∞ = +∞

Et gràce à la symétrie du processus de Wiener on déduit :

lim inf
t→∞

X(t) = m∞ = −∞.

�

1.7 Loi du logarithme itéré

Théorème. 5. (Loi du logarithme itéré)
Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener sur (Ω,F , P ) tel que X(t) est Ft
-mesurable , alors:

∀s ≥ 0 : P [lim inf
t→0

X(t+ s)−X(s)√
2t ln ln 1

t

= −1; lim sup
t→0

X(t+ s)−X(s)√
2t ln ln 1

t

= 1] = 1.
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Démonstration. Grâce aux propriétés de symétrie et d'invariance par
translation du processus de Wiener, il su�t en fait de démontrer que :

P [lim sup
t→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

= 1] = 1.

Montrons d'abord que :

P [lim sup
t→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

≤ 1] = 1.

Pour simpli�er les notations , on note :

h(t) =

√
2t ln ln

1

t
.

Soit α; β > 0 , d'après l'inégalité maximale de Doob appliquée à la martin-
gale:

(eαX(t)−α
2

2
t)t≥0

On a : ∀t ≥ 0;

P [ sup
0≤s≤t

(X(s)− α

2
s) > β] = P [ sup

0≤s≤t
(eαX(s)−α

2

2
s) > eαβ] ≤ e−αβ

Soit θ, δ ∈ (0, 1) . En appliquant l'inégalité précédente pour tout n ∈ N avec
:

t = θn;α =
(1 + δ)h(θn)

θn
; β =

1

2
h(θn)

On obtient quand n −→∞;

P [ sup
0≤s≤θn

(X(s)− (1 + δ)h(θn)

2θn
s) >

1

2
h(θn)] = O(

1

n1+δ
)

Par conséquent , d'après le lemme de Borel-Cantelli , pour presque tout
ω ∈ Ω on peut trouver N(ω) ∈ N tel que : ∀n ≥ N(ω) ,

sup
0≤s≤θn

(Xs(ω)− (1 + δ)h(θn)

2θn
s) ≤ 1

2
h(θn);
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ce qui implique ∀θn+1 < t < θn (car θ ∈ (0, 1) )

Xt(ω) ≤ sup
0≤s≤θn

Xs(ω) ≤ 1

2
(2 + δ)h(θn) ≤ (2 + δ)h(t)

2
√
θ

.

On déduit ainsi :

P [lim sup
t−→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

≤ 2 + δ

2
√
θ

] = 1.

Faisant θ −→ 1, δ −→ 0 , on obtient:

P [lim sup
t−→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

≤ 1] = 1. (1.2)

Montrons maintenant : P [lim supt−→0
X(t)√
2t ln ln 1

t

≥ 1] = 1 .

Soit θ ∈ (0, 1) , pour n ∈ N on pose :

An = {ω,Xθn(ω)−Xθn+1(ω) ≥ (1−
√
θ)h(θn)}

On va montrer que :
∑
P [An] = +∞.

Pour cela,on utilise l'inégalité :∫ +∞

a

e−
υ2

2 dυ ≥ a

1 + a2
e−

a2

2 ; a > 0.

On a ainsi:

P [An] =
1√
2π

∫ +∞

an

e−
υ2

2 dυ ≥ an
1 + a2

n

e−
a2n
2

avec:

an =
(1−

√
θ)h(θn)

θ
n
2

√
1− θ

Au voisinage de +∞ ;

an
1 + a2

n

e−
a2n
2 = O(

1

n
1−θ−2

√
θ

1−θ

).

Par conséquent: ∑
P [An] = +∞.
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D'après le lemme de Borel-Cantelli on aura :

P [{ω;Xθn −Xθn+1 ≥ (1−
√
θ)h(θn)} i.o ] = 1.

Mais d'après la première partie de la démonstration,
pour presque tout ω on peut trouver N(ω) tel que ∀n ≥ N(ω)

Xθn+1 > −2h(θn+1) ≥ −2
√
θh(θn)

Par conséquent :

P [{ω;Xθn > h(θn)(1− 5
√
θ)} i.o ] = 1.

Ce qui implique :

P [lim sup
t−→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

≥ 1− 5
√
θ] = 1.

Faisant θ −→ 0 et on obtient :

P [lim sup
t−→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

≥ 1] = 1. (1.3)

De (1.2) et (1.3) on a le résultat cherché:

P [lim sup
t−→0

X(t)√
2t ln ln 1

t

= 1] = 1.

�

Par la propriété d'invariance par inversion du temps du processus de
Wiener,on a:

Corollaire. 1. Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener sur (Ω,F , P ) tel
que X(t) est Ft -mesurable , alors :

P [lim inf
t→+∞

X(t)√
2t ln ln 1

t

= −1; lim sup
t→+∞

X(t)√
2t ln ln 1

t

= 1] = 1.
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Chapter 2

Intégrale d'Itô

2.1 Intégrale d'Itô d'un processus étagé

Dé�nition 1. Soient (Ft)t≥0 une �ltration et (f(t); t ≥ 0) un processus
aléatoire. On dit que le processus (f(t); t ≥ 0) est un processus étagé (simple
random step process) s'il existe une subdivision �nie (ti)

n
i=0

0 = t0 < t1 < · · · < tn

et une suite de v.a (ηj)
n
j=0 tel que ∀j = 0, · · · , n, ηj ∈ Ftj , ηj ∈ L2(Ω,Ft, P )

et qui véri�ent

∀t, f(t) =
n−1∑
j=0

ηjI[tj ;tj+1)(t) (2.1)

On note M2
step l'ensemble des processus aléatoires étagés.

Proposition 1. M2
step est un espace vectoriel i.e

∀f, g ∈M2
step et ∀a, b ∈ R on aura (af + bg) ∈M2

step

Remarque 1. Comme les v.a ηj ∈ L2 alors le processus

f(t) ∈ L2(Ω,F , P ) ; ∀t ∈ [0;T ]

Dé�nition 2. Soit f(t) ∈ M2
step un processus étagé et soit (X(t); t ≥ 0) un

processus de Wiener. On apelle intégrale d'Itô du processus f(t) le processus
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aléatoire noté I(f) dé�nie par :

I(f) =
n−1∑
j=0

ηj(X(tj+1)−X(tj))

Remarque 2. (1) Comme les v.a ηj ∈ Ftj − mesurable alors le processus
(f(t); t ≥ 0) est adapté à la �ltration (Ft)t.
(Ceci revient à éxiger que f(t) ne dépend que du passé du processus de Wiener
jusqu'au temps t )

Proposition 2. Quelque soit le processus f(t) ∈M2
step on a :

(1) I(f) ∈ L2

(2) E[|I(f)|2] = E[
∫∞

0
|f(t)|2dt]

Démonstration. (1)
On pose : 4jX = X(tj+1)−X(tj) et 4jt = tj+1 − tj.
Donc : E[4jX] = 0 et E[42

jX] = 4jt.
Premièrement , on calcule E[|I(f)|2].
On a d'après la dé�nition de l'intégrale d'Itô ;

|I(f)|2 =
n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ηjηk4jX4kX =
n−1∑
j=0

η2
j42

jX + 2
∑
k<j

ηjηk4jX4kX

Comme ηj et les 4jX sont indépendants,

E[η2
j42

jX] = E[η2
j ]E[42

jX] = E[η2
j ]4jt

Si k < j alors les ηjηk4kX et 4jX sont indépendantes ; donc

E[ηjηk4jX4kX) = E[ηjηk4jX] = 0

D'où:

E[|I(f)|2] =
n−1∑
j=0

E[η2
j ]4jt <∞ car les v.a η0, η1, ......, ηn−1 ∈ L2.

Ce qui veut dire que : I(f) ∈ L2.
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(2)
On a d'après la dé�nition du processus aléatoire étagé ;

|f(t)|2 =
n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ηjηkI[tj ;tj+1)(t)I[tk;tk+1)(t) =
n−1∑
j=0

η2
j I[tj ;tj+1)(t).

Ce qui implique :

E[

∫ ∞
0

|f(t)|2dt] =
n−1∑
j=0

E[η2
j ]4jt.

Ce qui veut dire :

E[|I(f)|2] = E[

∫ ∞
0

|f(t)|2dt].

�

Proposition 3.

∀f, g ∈M2
step : E[I(f).I(g)] = E[

∫ ∞
0

f(t)g(t)dt]

Démonstration. Pour toute fonction étagé f, g ∈ M2
step , il existe une

subdivision 0 = t0 < t1 < .... < tn telle que :

∀t ≥ 0 : f(t) =
n−1∑
j=0

ηjI[tj ;tj+1)(t) et g(t) =
n−1∑
j=0

ζjI[tj ;tj+1)(t)

avec ηj et ζj ∈ L2 et aussi sont Ftj −mesurable pour tout j = 0; 1; ....n− 1.
On pose : 4jX = X(tj+1)−X(tj) et 4jt = tj+1 − tj.

I(f)I(g) =
n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ηjζk4jX4kX

=
n−1∑
j=0

ηjζj|4jX|2 +
∑
j<k

ηjζk4jX4kX +
∑
j<k

ηjζk4jX4kX

Par indépendence des ηj, ζk et les 4jX,4kX on aura:

E[ηjζj|4jX|2] = E[ηjζj].E[4jX|2] = E[ηjζj]4jt

31



Et

E[ηjζk4jX4kX] = E[ηjζk4jX]E[4kX] = 0

E[ζjηk4jX4kX] = E[ζjηk4jX]E[4kX] = 0

Ce qui implique que pour tout j < k on a :

E[I(f)I(g)] =
n−1∑
j=0

E[ηjζj]4jt.

Donc;il su�t de montrer que :

E[

∫ ∞
0

f(t)g(t)dt] =
n−1∑
j=0

E[ηjζj]4jt

Mais ceci est vrai car :

f(t)g(t) =
n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ηjζkI[tj ,tj+1)(t)I[tk,tk+1)(t)

=
n−1∑
j=0

ηjζjI[tj ,tj+1)(t)

�

Proposition 4. L'application I : M2
step → L2 est linéaire i.e

∀f, g ∈M2
step et ∀α, β ∈ R : I(αf + βg) = αI(f) + βI(g)

Démonstration. Soit la subdivision 0 = t0 < t1 < .... < tn telle que

f =
n−1∑
j=0

ηjI[tj ,tj+1) et g =
n−1∑
j=0

ζjI[tj ,tj+1);

avec ηj et ζj ∈ L2 et aussi sont Ftj −mesurable pour tout j = 0; 1; ....n− 1.
(si les deux partitions dans les formules de f et g sont di�érente , c'est
possible de trouver un ajustement convenable pour les deux partitions)
On pose : 4jX = X(tj+1)−X(tj) . Alors on a
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αf + βg =
n−1∑
j=0

(αηj + βζj)I[tj ,tj+1)

Et

I(αf + βg) =
n−1∑
j=0

(αηj + βζj)4jX

= α

n−1∑
j=0

ηj4jX + β

n−1∑
j=0

ζj4jX

= αI(f) + βI(g).

�

Remarque 3. On a dé�nit l'intégrale d'Itô I(f) pour n'importe quel pro-
cessus étagé f ∈ M2

step .Maintenant; on va faire une extention de I par
approximation qu'on va dé�nir à une classe plus large de processus aléatoire.

2.2 L'espace M 2

Dé�nition 3. On note M2 la classe des processus aléatoires (f(t); t ≥ 0) tel
que :

E[

∫ ∞
0

|f(t)|2dt] <∞,

et il existe une suite (fn)n ∈M2
step telle que :

lim
n→∞

E[

∫ ∞
0

|f(t)− fn(t)|2dt] = 0 (2.2)

Dans ce cas on dit que (fn)n est une approximation de f .( ou bien (fn)n est
une suite approximante de f .)

Dé�nition 4. Soit le processus f ∈ M2 et soit la suite (fn)n ∈ M2
step une

suite approximante de f . On appelle intégrale d'Itô de f la variable aléatoire
I(f) tel que

lim
n→∞

E[|I(f)− I(fn)|2] = 0

On écrit alors:

I(f) =

∫ ∞
0

f(t)dX(t)
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Proposition 5. Pour tout processus aléatoire f ∈ M2 , l'intégrale d'Itô
I(f) ∈ L2 existe, est unique et satisfait :

E[|I(f)|2] = E[

∫ ∞
0

|f(t)|2dt] (2.3)

Démonstration. On note la norme du processus aléatoire f ∈ M2 , et la
norme du v.a η ∈ L2 par :

||f ||M2 =

√
E[

∫ ∞
0

|f(t)|2dt] et ||η||L2 =
√
E[η2]

Soit la suite des processus aléatoire étagé (fn)n ∈M2
step qui est une approxi-

mation du processus f ∈M2 qui satisfait la dé�nition (3) i.e

lim
n→∞

||f − fn||M2 = 0.

Montrons que la suite (I(fn))n ∈ L2 est de Cauchy dans L2.
Nous avons

∀ε > 0; ∃N tel que : ||f − fn||M2 <
ε

2
pour tout n > N.

car
lim
n→∞

||f − fn||M2 = 0,

du fait que (fn)n est une suitre approximante. Par la proposition (3) on a:
∀m;n > N

||I(fm)− I(fn)||L2 = ||I(fm − fn)||L2

= ||fm − fn||M2

≤ ||f − fm||M2 + ||f − fn||M2

<
ε

2
+
ε

2
= ε

D'où la suite d'intégrales d'Itò (I(fn))n1 est de Cauchy dans L2.
Comme toute suite de Cauchy dans L2 a une limite car l'espace (L2, ||.||L2)
est un Hilbert donc complet, donc la suite (I(fn))ni=1 a une limite dans L2 Il
faut démontrer que la limite est la même pour tout n si on change de suite
approximante.
En e�et;supposons que (fn)n; (gn)n ∈M2

step deux suites approximantes de f .
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Il est immédiat de montrer que les suites (I(fn))n; (I(gn))n ont une même
limite dans L2 Cela montre l'existence et l'unicité de I(f).

En�n, nous avons
∀n; ||I(fn)||L2 = ||fn||M2

Lorsque n→∞ on obtient :

||I(f)||L2 = ||f ||M2

�

Dé�nition 5. (1) Soit un processus aléatoire (f(t); t ≥ 0) ; on dé�nit M2
T

l'espace de tout les processus aléatoires tel que :

∀T > 0 : I[0;T ).f ∈M2.

(2) Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener. L'intégrale d'Itô de (0 à ∞)
de processus f ∈M2

T est dé�nit par :

IT (f) = I(I[0;T )f) =

∫ T

0

f(t)dX(t)

Proposition 6. Soient (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener adapté à la
�ltration (Ft)t≥0 et f ∈M2

step alors:

f ∈M2
step =⇒ f ∈M2

t ; ∀t.

Et

It(f) =

∫ t

0

f(s)dX(s) est une Mgle adapté à (Ft)t.

Démonstration. On a par dé�nition :

f ∈M2
step =⇒ I[0,t]f ∈M2

step ⊂M2 , ∀t > 0.

On montre que It(f) est une Mgle par rapport à la �ltration (Ft)t.
Soit 0 ≤ s < t et supposons que f ∈M2

step.
On considère la subdivision (tj) telle que :

0 = t0 < t1 < · · · < tk = s < tk+1 < · · · < tm = t < tm+1 < · · · < tn.

35



On note 4j = X(tj+1)−X(tj); Par dé�nition on a :

I[0,t]f =
m−1∑
j=0

ηjI[tj ,tj+1]

Et

It(f) = I(I[0,t]f) =
m−1∑
j=0

ηj4jX,

qui est adapté à (Ft)t est aussi intégrable. On a

E[It(f)|Fs] = E[I(I[0,t]f)|Fs] =
m−1∑
j=0

E[ηj4jX|Fs].

Si j < k alors les ηj et les 4jX sont Fs −mesurable et

E[ηj4jX|Fs] = ηj4jX.

Si j ≥ k , alors Fs ⊂ Ftj et

E[ηj4jX|Fs] = E[E[ηj4jX|Ftj ]|Fs]
= E[ηjE[4jX|Ftj ]|Fs]
= E[ηj|Fs]E[4jX]

= 0

Comme les ηj ∈ Ftj −mesurable et les 4jX sont indépendants de Ftj .Il en
résulte que

E[It(f)|Fs] =
k−1∑
j=0

ηj4jX = I(I[0,s]f) = Is(f).

�

Théorème 1. Soit le processus aléatoire (f(t); t ≥ 0) à trajectoires p.s con-
tinues adapté à la �ltration (Ft)t≥0. Alors on a :
(1) f ∈M2 , i.e l'intégrale d'Itô existe,lorsque

E[

∫ ∞
0

|f(t)|2dt] <∞. (2.4)

(2) f ∈M2
T ,i.e l'intégrale d'Itô existe,lorsque

E[

∫ T

0

|f(t)|2dt] <∞. (2.5)
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Démonstration. (1)
Supposons que le processus à trajectoires continue (f(t); t ≥ 0) adapté à la
�ltration (Ft)t≥0.
Si (2.4) est conservée; soit la suite de processus étagé (fn(t))n ∈ M2

step telle
que :

fn(t) =

{
n
∫ k
n
k−1
n

f(s)ds si k
n
≤ t < k−1

n
pour k = 1; 2; 3; .....;n2 − 1

0 ailleurs
(2.6)

On remarque que pour k = 1; 2; .......

∫ k
n

k−1
n

|fn(t)|2dt = n|
∫ k

n

k−1
n

f(t)dt|2 ≤
∫ k

n

k−1
n

|f(t)|2dt p.s (2.7)

Par l'inégalité de Jensen on aura;

lim
n→∞

∫ ∞
0

|f(t)− fn(t)|2dt = 0 p.s

Ce qui implique,

lim
n→∞

E[

∫ ∞
0

|f(t)− fn(t)|2dt] = 0

Par le théorème de la convergence dominé de Lebesgue et par la condition
(2.4) car;∫ ∞

0

|f(t)− fn(t)|2dt ≤ 2

∫ ∞
0

(|f(t)|2 + |fn(t)|2)dt

≤ 2

∫ ∞
0

|f(t)|2dt+ 2

∫ ∞
0

|f(t)|2dt

≤ 4

∫ ∞
0

|f(t)|2dt

car on a : ∫ ∞
0

|fn(t)|2)dt ≤
∫ ∞

0

|f(t)|2dt p.s ∀n.
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On prend k = 0 à ∞ dans (2,7) on aura:∫ ∞
0

|f(t)− fn(t)|2dt =

∫ N

0

|f(t)− fn(t)|2dt+

∫ ∞
N

|f(t)− fn(t)|2dt

≤
∫ N

0

|f(t)− fn(t)|2dt+ 2

∫ ∞
N

(|f(t)|2 + |fn(t)|2)dt

≤
∫ N

0

|f(t)− fn(t)|2dt+ 4

∫ ∞
N−1

|f(t)|2dt p.s

La dernière inégalité est dû au fait que∫ ∞
N

|fn(t)|2dt ≤
∫ ∞
N− 1

n

|fn(t)|2dt ≤
∫ ∞
N−1

|fn(t)|2dt p.s

Pour tout n et N , et prenons l'intégrale de k = nN à ∞ dans (2.7);

lim
N→∞

∫ ∞
N−1

|f(t)|2dt = 0 p.s.

Par (2.4) et par

∀N �xé; lim
n→∞

∫ N

0

|f(t)− fn(t)dt = 0 p.s.

du fait que les trajectoires de f sont continues.
Ce qui veut dire que la suite des processus aléatoire (fn)n ∈ M2

step qui est
une approximation de f selon la dé�nition (3); donc f ∈M2.
(2)
Si f véri�e (2.5) pour un certain T > 0 , alors I[0;T )f véri�e (2.4).Comme
f est adaptée à (Ft)t et à trajectoires continue p.s , alors I[0;T )f est aussi
adapté à (Ft)t et à trajectoires continue p.s sauf peut être en T . Mais la
singularité de continuité en point T n'in�uence pas sur la démonstration (1),
donc I[0;T )f ∈M2 i.e f ∈M2

T . �

Proposition 7. Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener alors on a :

X(t) ∈M2
T ; ∀T > 0
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Démonstration. Par dé�nition , X(t) est adapté à la �ltration (Ft)t et a
trajectoires p.s continues. De plus,

E[

∫ T

0

|X(t)|2dt] =

∫ T

0

E[|X(t)|2]dt

=

∫ T

0

tdt <∞

D'après le théorème précédent on aura X(t) ∈M2
T . �

2.3 Propriétés de l'intégrale d'Itô

Les propriétés de base de l'intégrale d'Itô sont résumées dans le théorème
suivant.

Théorème 2. Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener adapté à la �ltration
(Ft)t≥0 alors : Pour toutes f, g ∈M2

t , quelque soient α, β ∈ R , et pour tout
s tels que 0 ≤ s < t :

(1)Linéarité∫ t

0

(αf(r) + βg(r))dX(r) = α

∫ t

0

f(r)dX(r) + β

∫ t

0

g(r)dX(r);

(2)Isométrie d'Itô

E[|
∫ t

0

f(r)dX(r)|2] = E[

∫ t

0

|f(r)|2dX(r)];

(3)La propriété de la martingale

E[

∫ t

0

f(r)dX(r)|Fs] =

∫ s

0

f(r))dX(r).

Démonstration. (1) Si f, g ∈M2
t , alors I[0,t)f, I[0,t)g ∈M2 , donc il existe

des suites (fn)n, (gn)n ∈ M2
step qui sont une approximation de I[0,t)f, I[0,t)g
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respictivement. Ce qui implique que I[0,t)(αf + βg) peut être une approxi-
mation de la suite (αfn + βgn)n .
D'après la proposition (4) chapitre (2) on aura :

I(αfn + βgn) = αI(fn) + βI(gn) pour tout n.

Par passage à la limte la limite lorsque n −→∞ dans l'espace L2 on aura :

I(I[0,t)(αf + βg)) = αI(I[0,t)f) + βI(I[0,t)g),

ce qui prouve (1).

(2) Ce résultat est dû à l'approximation de I[0,t) par un processus étagé
dans M2

step et en utilisant la proposition (2) chapitre (2).

(3) Si f ∈ M2
t , alors I[0,t)f ∈ M2 . Soit (fn)n ∈ M2

step la suite approxi-
mante de I[0,t)f .D'après la proposition (6) chapitre (2) on aura : ∀0 ≤ s < t

E[I(I[0,t)fn|Fs) = I(I[0,s)fn) ; ∀n

Par passage à la limite dans L2 lorsque n −→∞ ; il su�t de montrer que :

E[I(I[0,t)f |Fs) = I(I[0,s)f).

E�ctivement; remarquons que (I[0,s)fn)n est une suite approximante de I[0,s)f
dans M2

step, donc

I(I[0,s)fn)→ I(I[0,s)f) dans L2 lorsque n→∞.

D'une manière similiaire (I[0,t)fn)n est aussi une suite approximante de I[0,t)f
dans M2

step , ce qui implique :

I(I[0,t)fn)→ I(I[0,t)f) dans L2 lorsque n→∞.

Le lemme au dessous implique que :

E[I(I[0,t)fn)|Fs)→ E[I(I[0,t)f)|Fs] dans L2,

cqfd �
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Lemme. 1. Si ξ et ξ1, ξ2 · · · sont des v.a dans L2 telles que
ξn → ξ dans L2 lorsque n→∞, alors

E[ξn|G]→ E[ξ|G] dans L2 lorsque n→∞

Pour toutes tribus G ⊂ F ⊂ Ω

Démonstration. Par l'inégalité de Jensen on a :

|E[ξn|G]− E[ξ|G]|2 = |E[ξn − ξ|G]|2 ≤ E[|ξn − ξ|2|G],

Ce qui implique :

E[|E(ξn|G)− E(ξ|G)|2] ≤ E[E(|ξn − ξ|2|G)]

= E[|ξn − ξ|2]→ 0 lorsque n→∞

�

2.4 Formule d'Itô pour un processus de Wiener

Supposons que f est une fonction réelle.On veut calculer df(Xt).
Rappelons la formule de Taylor

4f(x) = f ′(x)4x+
1

2
f
′′
(x)(4x)2 +

1

3!
f
′′′

(x)(4x)3 + · · ·

c'est-à-dire :

df(x) = f ′(x)dx+
1

2
f
′′
(x)(dx)2 +

1

3!
f
′′′

(x)(dx)3 + · · ·

On sait que :
df(x) = f ′(x)dx

car (dx)2, (dx)3 sont nuls . Maintenant ; soit Xt un processus de Wiener alors
:

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1

2
f
′′
(Xt)(dXt)

2 +
1

3!
f
′′′

(Xt)(dXt)
3 + · · ·

On note :

d2Xt = t ; d3Xt = d2Xt.dXt = tdXt = 0 ; · · · ; dkXt = 0 pour ∀k ∈ {3, 4, 5, · · · } ⊂ N
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Donc on aura :

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1

2
f
′′
(Xt)dt

Par intégration :

f [X(t)]− f [X(0)] =

∫ t

0

f ′[X(υ)]dX(υ) +
1

2

∫ t

0

f
′′
[X(υ)]dυ

Ceci est la Formule d'Itô. L'intégrale
∫ t

0
f ′[X(υ)]dX(υ) est au sens d'Itô , la

deuxième intégrale
∫ t

0
f
′′
[X(υ)]dυ est au sens de Riemann.

Théorème 3. (Formule d'Itô) Soient (X(t); t ∈ R+) un processus de Wiener
adpté à la �ltration (Ft)t et f ∈ C2(R) i.e f est deux fois continûment
di�érentiable sur R .On suppose de plus que f ′ ∈M2

t , ∀t > 0 Alors :

f [X(t)] = f [X(0)] +

∫ t

0

f ′[X(υ)]dX(υ) +
1

2

∫ t

0

f
′′
[X(υ)]dυ

La formule d'Itô peut aussi écrite sous la forme di�érentielle stochastique:

d[f(Xt)] = f ′(Xt)dXt +
1

2
f
′′
(Xt)dt

Démonstration. Soit Π = (tni )i une subdivision sur [0, t] .On a :

f [X(t)] = f [X(0)] +
n−1∑
i=0

(f [X(tni+1)]− f [X(tni )]).

Appliquons la formule de Taylor à f [X(tni+1)]− f [X(tni )] , on aura :

f [X(tni+1)]−f [X(tni )] = f ′[X(tni )][X(tni+1)−X(tni )]+
1

2
f
′′
(θni )[X(tni+1)−X(tni )]2;

avec θni ∈ (X(tni );X(tni+1)) . Donc :

f [X(t)] = f [X(0)]+
n−1∑
i=0

f ′[X(tni )][X(tni+1)−X(tni )]+
1

2

n−1∑
i=0

f
′′
(θni )[X(tni+1)−X(tni )]2.

On pose ||Π|| = maxi(t
n
i+1 − tni );

à la limite lorsque ||Π|| −→ 0 on aura :

n−1∑
i=0

f ′[X(tni )][X(tni+ 1)−X(tni )] converge vers l'int�grale d'Itô:
∫ t

0

f ′[X(υ)]dX(υ);
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car f ∈ C2 donc f ′(t) est continue et comme f ′ ∈ M2
t i.e ∀t ∈ R+ :

E[
∫ t

0
|f ′|2ds] < ∞ donc d'après le théorème (1) chapitre (2) l'intégrale d'Itô

existe.
Et la deuxième somme :

n−1∑
i=0

f
′′
(θni )[X(tni+ 1)−X(tni )]2 converge (d'après le lemme qui suit) vers:

∫ t

0

f
′′
[X(υ)]dυ.

Au �nal,on a le résultat:

f [X(t)] = f [X(0)] +

∫ t

0

f ′[X(υ)]dX(υ) +
1

2

∫ t

0

f
′′
[X(υ)]dυ.

�

Lemme. 2. Si g est une fonction continue et Π = (ti)i une subdivision sur
[0, t] , alors pour tout θni ∈ (X(tni ), X(tni+1)),

P [ lim
Π→0

g(θni )(X(tni+1)−X(tni ))2 =

∫ t

0

g(X(υ)dυ)] = 1.

Démonstration. Remarquons

|
n−1∑
i=0

(g(θni )−g(X(tni )))(X(tni+1)−X(tni ))2| ≤ max
i
|g(θni )−g(X(tni ))|.

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))2.

Comme g et X(t) sont p.s continues donc :

max
i
|g(θni )− g(X(tni ))| → 0 en probabilité ;

et d'après la proposition (5) chapitre (1) :

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))2 → t en probabilité .

D'où :

|
n−1∑
i=0

(g(θni )− g(X(tni )))(X(tni+1)−X(tni ))2| −→ 0 en probabilité .
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Maintenant , on montre

n−1∑
i=0

g(X(tni ))(X(tni+1)−X(tni ))2 →
∫ t

0

g(X(υ)dυ) en probabilité . (2.8)

Par la continuité des trajectoires du processus de Wiener et par la dé�nition
de l'intégrale de Riemann , on aura :

n−1∑
i=0

g(X(tni ))(tni+1 − tni ) −→
∫ t

0

g(X(s))ds p.s .

Après on montre que la di�érence entre les sommes converge en probabilité
vers 0 ,

n−1∑
i=0

g(X(tni ))[(X(tni+1)−X(tni ))2 − (tni+1 − tni )]→ 0 en probabilité . (2.9)

Aussi , pour D quelconque ,

|
n−1∑
i=0

g(X(tni ))I{|g(X(tni ))|>D}[(X(tni+1)−X(tni ))2 − (tni+1 − tni )]|

≤ max
s≤t
|g(X(s))I{|g(s)|>D}|.|

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))2 − t|

−→ 0 en probabilité lorsque n→∞ et D →∞,

le premier terme converge vers 0 p.s lorsque D → ∞ car g et X(t) sont
continues , et la somme dans le deuxième terme converge vers t en probabilité
d'après la proposition (5) du chapitre (1).
Pour montrer (2.9) , on suppose que ∃D : |g(x)| ≤ D; ∀x i.e g est supposée
bornée et on pose :

4Xi = X(tni+1)−X(tni ),4ti = tni+1 − tni et gi = g(X(tni )).

Comme (gi((4Xi)
2 − 4ti))i est une martingale adapté à la �ltration (Fti)

avec

E[(gi((4Xi)
2 −4ti))2|Fti ] = g2

i V ar[(4Xi)
2] = 2g2

i (4ti)2 ≤ 2D2(4ti)2.
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Donc
E[(gi((4Xi)

2 −4ti))2] ≤ 2D2(4ti)2.

Il en résulte que :

E[
n−1∑
i=0

(gi((4Xi)
2 −4ti))2] =

n−1∑
i=0

E[(gi((4Xi)
2 −4ti))2]

≤ 2D2

n−1∑
i=0

(4ti))2

≤ 2D2t||Π|| → 0.

Ce qui prouve (2.9). �

Exemple 1. Calcul de deX(t) .
On pose : f(x) = ex ce qui implique f ′(x) = ex et f

′′
(x) = ex

La formule d'Itô nous donne :

deX(t) = df(X(t)) = f ′(X(t))dX(t) +
1

2
f
′′
(X(t))dt

= eX(t)dX(t) +
1

2
eX(t)dt

Si on pose Y (t) = eX(t) alors la di�érentielle stochastique s'écrit sous la
forme :

dY (t) = Y (t)dX(t) +
1

2
Y (t)dt

Remarque 4. L'extention de la formule d'Itô , sous la forme di�érentielle ,
pour une fonction F ∈ C1,2 et supposons aussi que ∂F

∂x
∈M2

T pour tout T ≥ 0
est :

dF (t,X(t)) =
∂F

∂t
dt+

∂F

∂X
dX(t) +

1

2

∂2F

∂X2
dt;

avec (dt)2 = 0 et dtdX(t) = 0 .

Théorème 4. Soient F (t, x) ∈ C1,2 une fonction réelle , et ∂F (t,X(t))
∂x

∈ M2
T

pour tout T ≥ 0 . Alors :

F (T,X(T ))− F (0, X(0)) =

∫ T

0

(
∂F (t,X(t))

∂t
+

1

2

∂2F (t,X(t))

∂x2
)dt+

+

∫ T

0

∂F (t,X(t))

∂x
dX(t) p.s.
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Sous la forme di�érentielle , la formule d'Itô s'écrit :

dF (t,X(t)) = (
∂F (t,X(t))

∂t
+

1

2

∂2F (t,X(t))

∂x2
)dt+

∂F (t,X(t))

∂x
dX(t).

46



Chapter 3

Applications: quelques calculs

classiques

Calcul de
∫ T

0
X(t)dX(t)

Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener. On véri�e que∫ T

0

X(t)dX(t) =
1

2
X(T )2 − 1

2
T

En e�et;
Soit T > 0 �xé et

f(t) = I[0,T )X(t).

Nous avons f ∈M2 et par suite∫ ∞
0

f(t)dX(t) =

∫ T

0

X(t)dX(t).

Prenons 0 = tn0 < tn1 < ...... < tnn = T une subdivision [0;T ] en n parties
égales avec tni = iT

n
,et soit

fn =
n−1∑
i=0

X(tni )I[tni ;tni+1).

Alors la suite des processus étagé (fn)n est une suite approximante de f ,
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comme

E[

∫ ∞
0

|f(t)− fn(t)|2dt] =
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

E[|X(t)−X(tni )|2]dt

=
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(t− tni )dt

=
1

2

n−1∑
i=0

(t− tni )2dt

=
1

2

T 2

n
→ 0 p.s.

Mais on sait que :

I(fn(t)) =
n−1∑
i=0

X(tni )(X(tni+1)−X(tni ))→ 1

2
X(T )2 − 1

2
T

En e�et: Pro�tant de l'égalité ∀a, b ∈ R : a(b− a) = 1
2
(b2 − a2)− 1

2
(a− b)2 ,

on aura:

I(fn) =
1

2

n−1∑
i=0

(X(tni+1)2 −X(tni )2)− 1

2

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))2

=
1

2
X(T )2 − 1

2

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))2

En utilisant la proposition (5) du chapitre (1) on aura

lim
n→∞

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))2 = T

D'où:

lim
n→∞

I(fn)(t) =
1

2
X(T )2 − 1

2
T.

Ce qui veut dire:

I(f) =

∫ T

0

X(t)dX(t) =
1

2
X(T )2 − 1

2
T.
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Calcul de
∫ T

0
X(s)dX(s) avec la formule d'Itô . Soit la fonction réelle f

telle que f(x) = x2 . On a f ∈ C2 car ∀x ∈ R : f ′(x) = 2x est continue , et f
′′
(x) =

2 est continue . On a aussi f ∈M2
T . En e�et ;

il su�t de véri�er que : E[
∫ T

0
|Xs|2ds] <∞.

Par dé�nition de l'espérence on a : E[
∫ T

0
|Xs|2ds] =

∫
Ω
dP
∫ T

0
|Xs|2ds.

Et comme |Xs|2 ≥ 0 , on peut appliquer le théorème de Fubini-Tonelli i.e

E[

∫ T

0

|Xs|2ds] =

∫
Ω

dP

∫ T

0

|Xs|2ds =

∫ T

0

ds

∫
Ω

|Xs|2dP.

Or : E[|Xs|2] =
∫
Ω
|Xs|2dP <∞ car ;

X2
s = (Xs −X0)2 , et par dé�nition du processus de Wiener on a :

Xs −X0 ∈ N(0, s) , ∀s ≥ 0. D'où E[|Xs|2] <∞ .
Ce qui implique :

f ∈M2
T .

Donc on peut utiliser la formule d'Itô ;

f(X(s))− f(X(0)) =

∫ T

0

f ′(X(s))dX(s) +
1

2

∫ T

0

f
′′
(X(s))ds,

ce qui veut dire :

X2(T )−X2(0) = 2

∫ T

0

X(s)dX(s) +

∫ T

0

ds = 2

∫ T

0

X(s)dX(s) + T,

i.e

X2(T ) = 2

∫ T

0

X(s)dX(s) + T,

D'où le résultat qu'on a trouvé avant :∫ T

0

X(s)dX(s) =
1

2
X2(T )− 1

2
T.

Calcul de
∫ T

0
tdX(t)

Soit (X(t); t ≥ 0) un processus de Wiener. On veut montrer que :∫ T

0

tdX(t) = TX(t)−
∫ T

0

X(t)dt.
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En e�et, soit f(t) = t ; alors I[0,T ]f ∈M2
T .

Prenons 0 = tn0 < tn1 < ...... < tnn = T une subdivision [0;T ] en n parties
égales avec tni = iT

n
, et soit

fn =
n−1∑
i=0

X(tni )I[tni ;tni+1).

La suite

fn =
n−1∑
i=0

tni I[tni ,t
n
i+1] ∈M2

step

approximante de I[0,T ]f , comme

E[

∫ ∞
0

|I[0,T ]f(t)− fn(t)|2dt] = E[

∫ T

0

|f(t)− fn(t)|2dt]

=
n−1∑
i=1

∫ tni+1

tni

|t− tni |2dt

=
1

3

n−1∑
i=1

T 3

n3

=
T 3

3n2
→ 0 lorsque n→∞.

À l'aide de l'égalité c(b− a) = (db− ca)− b(d− c) , on peut écrire l'intégrale
d'Itô I(fn) comme suit

I(fn) =
n−1∑
i=0

tni (X(tni+1)−X(tni ))

=
n−1∑
i=0

(tni+1X(tni+1)− tniX(tni ))−
n−1∑
i=0

(X(tni+1)(tni+1 − tni )

= TX(T )−
n−1∑
i=0

(X(tni+1)(tni+1 − tni ).

Noius avons

I(fn) = TX(T )−
∫ T

0

X(t)dt ∈ L2 lorsque n −→∞.
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En e�et, en utilisant l'inégalité |
∑n−1

i=0 ai|2 ≤ n
∑n−1

i=0 |ai|2 et par l'inégalité
de Caucy-Schwarz on aura

E[|
n−1∑
i=0

(X(tni+1)(tni+1 − tni )−
∫ T

0

X(t)dt|2] = E[|
n−1∑
i=0

(

∫ tni+1

tni

(X(tni+1)−X(t))dt|2)

≤ n
n−1∑
i=0

E(|
∫ tni+1

tni

(X(tni+1)−X(t))dt|2)

≤ n
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni )E[

∫ tni+1

tni

|X(tni+1)−X(t)|2dt]

= n
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni )3

2

= n
n−1∑
i=0

T 3

2n3

=
T 3

2n
→ 0 lorsque n→∞

Et cela prouve l'égalité∫ T

0

tdX(t) = TX(T )−
∫ T

0

X(t)dt.

Remarque 5. La quantité
∫ T

0
X(t)dt est une intégrale au sens de Riemann.

Proposition 1. Soit (X(t); t) un processus de Wiener alors X(t)2 ∈M2
T pour tout T >

0 et on a ∫ T

0

X(t)2dX(t) =
1

3
X(T )3 −

∫ T

0

X(t)dt,

Démonstration. Soit f(t) = t ; alors I[0,T ]f ∈M2
T .

Prenons 0 = tn0 < tn1 < ...... < tnn = T une subdivision [0;T ] en n parties
égales avec tni = iT

n
,et posons

fn =
n−1∑
i=0

X(tni )2I[tni ;tni+1).
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On obtient une suite de processus étagés (fn)n ∈ M2
step approximante de

f = I[0,T ] . En e�et

E[

∫ ∞
0

|f(t)− fn(t)|2dt] =
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

E[|X(t)2 −X(tni )2]dt

=
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(3(t− tni )2 + 4(t− tni )tni )dt

=
n−1∑
i=0

[(
T

n
)3 + 2(

T

n
)2 iT

n
]

=
T 3

n
→ 0 lorsque n→∞.

On a utilisé au dessus l'égalité (a2− b2)2 = (a− b)4 + 4(a− b)3b+ 4(a− b)2b2

dans le calcul; en e�et ∀0 ≤ s ≤ t :

E[(X2
t −X2

s )2] = E[(Xt −Xs)
4] + 4E[(Xt −Xs)

3Xs] + 4E[(Xt −Xs)
2X2

s ]

= 3(t− s)2 + 4(t− s)s.

À l'aide de l'égalité a2(b− a) = 1
3
(b3 − a3)− a(b− a)2 − 1

3
(b− a)3 , on peut

écrire

I(fn) =
n−1∑
i=0

X(tni )2(X(tni+1)−X(tni ))

=
1

3

n−1∑
i=0

(X(tni+1)3 −X(tni )3)−
n−1∑
i=0

X(tni )(X(tni+1)−X(tni ))2

− 1

3

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))3

=
1

3
X(T )3 −

n−1∑
i=0

X(tni )(tni+1 − tni )−

−
n−1∑
i=0

X(tni )[(X(tni+1)−X(tni ))2 − (tni+1 − tni )]

− 1

3

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))3
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Or pour la limite,

lim
n→∞

n−1∑
i=0

X(tni )(tni+1 − tni ) =

∫ T

0

X(t)dt

En e�et; si on pose A = E[|
∑n−1

i=0 X(tni )(tni+1 − tni )−
∫ T

0
X(t)dt|2] on aura :

A = E[|
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(X(tni )−X(t)|2]dt

=
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

E[|X(tni )−X(t)|2]dt

=
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(t− tni )dt

=
T 2

2
→ 0 lorsque n→∞

Et pour la deuxième limite,

lim
n→∞

n−1∑
i=0

X(tni )[(X(tni+1)−X(tni ))2 − (tni+1 − tni )] = 0

En e�et; si on pose B = E[|
∑n−1

i=0 X(tni )[(X(tni+1) − X(tni ))2 − (tni+1 − tni )|2]
on aura :

B =
n−1∑
i=0

E[X(tni )2|((X(tni+1)−X(tni ))2 − (tni+1 − tni )|2

=
n−1∑
i=0

E[X(tni )2]E[|((X(tni+1)−X(tni ))2 − (tni+1 − tni )|2]

= 2
n−1∑
i=0

tni (tn+1
i − tni )2

=
(n− 1)

n2
T 2 → 0 lorsque n→∞.

En�n , pour la troisième limite,

lim
n→∞

n−1∑
i=0

(X(tni+1)−X(tni ))3 = 0
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En e�et; si on pose C = E[|
∑n−1

i=0 (X(tni+1)−X(tni ))3|2 on aura :

C =
n−1∑
i=0

E[(X(tni+1)−X(tni ))6]

= 6
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni )3

= 6
n−1∑
i=0

T 3

n3
=

6T 3

n2
→ 0 lorsque n→∞

Après ces véri�cation ci-dessus , il en résulte que :

lim
n→∞

I(fn) = I(f) =

∫ T

0

X(t)2dX(t) =
1

3
X(T )3 −

∫ T

0

X(t)dt.

�

Calcul de
∫ T

0
X2(t)dX(t) avec la formule d'Itô . On considère la fonc-

tion réelle f telle que f(x) = x3 . On a f ∈ C2 car ∀x ∈ R : f ′(x) =
3x2 est continue , et f

′′
(x) = 6x est continue . On a aussi f ∈ M2

T (on peut
le prouver en utilisant la dé�nition de l'espérence et le théorème de Fubini-
Tonneli) . Donc on peut utiliser la formule d'Itô ;

X3(T )−X3(0) = 3

∫ T

0

X2(t)dX(t) +
6

2

∫ T

0

X(t)dt,

D'ou le résultat : ∫ T

0

X2(t)dX(t) =
1

3
X3(T )−

∫ T

0

X(t)dt.

Calcul de
∫ T

0
Xm(s)dX(s) avec m ≥ 2 . En général on prend f(x) = xm

pour m ≥ 2 , on aura :

Xm(T ) = m

∫ T

0

Xm−1(s)dX(s) +
m(m− 1)

2

∫ T

0

Xm−2(s)ds.
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Processus d'Ornstein-Uhlenbeck Dans la modélisation du mouvement
d'une particule dans un liquide par le mouvement Brownien, on s'est intéressé
à la position de la particule à l'instant t. Si on s'interesse à la vitesse i.e.
au moment cinétique nous débouchons sur un modèle plus adapté à la réalité.

Soit V (t) la vitesse à l'instant t, d'une particule de massem en suspension
dans un liquide. Soit

4Vt = Vt+4t − Vt,

et m4V la variation du moment cinétique de la particule pendant le temps
4t. L'équation de base est l'equation de Langevin qui s'exprime par:

m4V = −βV4t+4M (3.1)

où −βV est la force de résistance visqueuse, de sorte −βV4t est la perte mo-
mentanée en raison de forces visqueuses durant 4t. 4M est le changement
de moment en raison de bombardement moléculaire de la particule durant le
temps 4t. C'est un moment de transfert.
Soit M(t) le processus assoicié, avec les hypothèses suivantes: M(0) = 0
1) M(t+4t)−M(t) est indépendant de σ(Mτ ; τ ≤ t).

2) La loi de 4M dépend seulement de 4t.

3) Les trajectoires de M(t) sont continues en t.

Les hypothèses 1),2) et 3) assurent queM(t) est un mouvement Brownien.
Nous supposons de plus qu'aucun champs de forces constantes existent et
soient M(t) sans drift i.e E[M(t)] = 0 et V ar[M(t)] = E[M2(t)] = σ2t; par
conséquent

M(t) = σX(t);

avecX(t) un mouvement Brownien standard. De l'équation (3-1), nous avons
alors

m4V = −βV4t+ σ4X (3.2)

Faisant la division de l'équation sur 4t, soit 4t −→ 0 on aura l'équation de
Langevin

m
dV

dt
= −βV + σ

dX

dt
(3.3)
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Remarquons que
d

dt
(eαtV (t)) = γeαt

dX(t)

dt
;

où α = β
m
, γ = σ

m
et supposons que V (0) = 0. On a alors:

eαtV (t) = γ

∫ t

0

eαtdX(τ).

En intégrant par partie, on aura:

eαtV (t) = γeαtX(t)− γα
∫ t

0

X(τ)eατd(τ).

D'où:

V (t) = γ

∫ t

0

eα(t−τ)dX(τ).

Dé�nition 1. Soient α > 0 , σ (�xé) ∈ R . Le processus (Y (t); t ≥ 0) à
trajectoires p.s continues tel que Y (0) = 0 et pour t > 0,

Y (t) = σe−αt
∫ t

0

eαsdX(s),

est appelé processus d'Ornstein-Uhlenbeck.

Proposition 2. Le processus d'Ornstein-Uhlenbeck satisfait l'équation dif-
férentielle :

dY (t) = −αY (t)dt+ σdX(t).

Démonstration. On pose F (t, x) = e−αtx . On a , F ∈ C1,2 car:

∂F (t, x)

∂t
= −αe−αtx est continue en t.

∂F (t, x)

∂x
= e−αt continue et

∂2F (t, x)

∂x
= 0 continue .

On a
∂F (t, x)

∂x
∈M2

T ;

e�ctivement; si on pose : ξ(t) = σ
∫ t

0
eαsdX(s) on aura

dξ(t) = σeαtdX(t).
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Donc la fonction

σeαt
∂F (t, x)

∂x
est bornée pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× R;

ce qui implique :

σeαt
∂F (t, x)

∂x
∈M2

T ; ∀T ≥ 0.

Donc on peut utiliser la formule d'Itô ;

dY (t) = d(e−αtξ(t))

= −αe−αtξ(t)dt+ e−αtσeαtdX(t)

= −αY (t)dt+ σdX(t),

Ce qui prouve que Y (t) satisfait l'équation :

dY (t) = −αY (t)dt+ σdX(t).

�
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Conclusion

Les outils de base du calcul stochastique étant rassemblés, de nombreux
développements et perspéctives s'ouvrent: Etude des solutions d'équations
di�érentielles stochastiques; Etude des processus d'Ornsteiun-Uhlenbeck: cas
des solutions de l'equation de Langevin dont nous avons esquissé quelques
propriétés. Cela constitue une direction de travail. Une autre direction de
travail, trés actuelle, est constituée par les applications au calcul �nancier.
Une autre direction de travail encore est constituée par l'approximation d'un
processus de Galton-Watson par des di�usions où l'intégrale d'Itô joue un
rôle essentiel (Cf. [8]).
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