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Introduction

Le mouvement Brownien est un modéle mathématique pour décrire les po-
sitions X, d'une particule & I'instant ¢, dans un liquide. Ce modéle est a la
base d’une théorie mathématique avec de nombreuses applications. Cepen-
dant, du point de vue des trajectoires, il ne tient pas compte des variations
du moment cinétique au cours du temps. Le modéle attaché a I’équation
de Langevin corrige ce manque. Elle décrit le mouvement d’une particule
de masse m dans un liquide, en tenant compte des variations du moment
cinétique. Si V; est la vitesse de la particule a I'instant ¢, elle s’exprime sous
la forme

dv, dX;
ma = Ty

ou [ et o sont des coéffiscients positifs caractérisant le milieu et (X;); est le
mouvement brownien standard (Cf. [3]). La solution est de la forme

t
‘/t — 7/ G_Q(t_s)dXS
0

Ce type de processus sont des processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Notre but
est de rassembler les éléments de base pour comprendre surtout les méthodes
de résolution et eventuellement les solutions de ce type d’equation. Plus
précisément, a partir de la litterature (Cf. [3], [4], [5]...) notre but est de
réaliser une synthése des éléments de base sur les processus de Wienner et
Iintégrale d’It6 comme outils fondamentaux pour cela.

Dans le chapitre I, nous faisons la construction du mouvement Brownien
et donnons la démonstration de quelques propriétés de base.

Dans le chapitre II, nous faisons la construction de I'intégrale 'It6 d’abord

pour des processus étagés et ensuite pour des processus plus généraux. Nous
montrons les principales propriétés de cette intégrale et términons par la for-
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mule d’Tt6 .

Dans le chapitre 111, nous faisons quelques calculs d’intégrales 'It6. Nous
presentons aussi I'equation de Langevin et une introduction aux processus

d’Orstein-Uhlenbeck.

Enfin, nous présentons une conclusion sur les perspectives de ce travail.



Chapter 1

Mouvement Brownien, Processus
de Wiener: Propriétés générales

Apercue historique du mouvement Brownien Le mouvement Brown-
ien est associé a I’analyse de mouvements qui évoluent au cours du temps de
maniére désordonée et dont I’ évolution semble difficile a prévoir méme dans
un intervalle de temps trés court. C’est le botaniste Robert Brown qui décrit
en 1827 le mouvement erratique de fines particules de pollen en suspension
dans un liquide.

En 1900, Louis Bachelier introduit le mouvement Brownien pour mod-
éliser la dynamique des prix des actions a la bourse .

En 1905, Albert Einstein donne les justifications physiques qui permet-
tent de décrire le mouvement d’une particule qui diffuse dans un fluide.

En 1923, Norbert Wiener réalise la premiére étude mathématique, con-
struit rigoureusement le mouvement Brownien et donnes la démonstration
de son éxistance, comme processus aléatoire.

De nombreux travaux ont été réalisés depuis et il existe a présent une
littérature trés riche sur le sujet.



1.1 Mouvement Brownien comme limite d’une
marche aléatoire

Considérons une particule qui se déplace sur I'axe des entiers relatifs Z. A
chaque unité de temps, elle se déplace a gauche ou a droite au hasard.

On s’interesse a la position de la particule & un instant quelconque n. Le
modéle mathématique correspondant est:

On suppose que les déplacements & chaque instant sont des variables alétoires
réelles X,,,n € Z. Les déplacements étant indépendants, on suppose que les
X,,n € 7Z sont indépendantes. On suppose de plus que ces déplacements
obeissent a la méme loi de probabilité P[X, = +1] = P[X,, = —1] = 5 pour
tout entiers relatif n.

Soit alors S, la variable aléatoire définie par Sy =0 et Vn € Z :
Spn=X1+Xo+ .. + X,

S, représente la position de la particule a 'instant n, partant de 0 a I'instant
0.

On se place a présent sur la droite réelle R et nous supposons que la par-
ticule fait des sauts a droite +Ax ou & gauche — Az durant chaque intervalle
de temps At. Soit S; la position de la particule a U'instant ¢ > 0 et n = [Ait]
et introduisons les variables alétoires X, tel que X,, = +Ax.

Nous pouvons alors approcher S; par les var S, (t) définies par

Sn<t> = AZE(X1+X2+ ........ +X[7
= Azx(Xi+Xo+ ... + X,)

On pose Sy = 0. Nous faisons 'hypothése que les variables X, sont i.i.d et

de loi tel que

PIX, = Az] = PIX, = —Aa] = %

On a
E[S,(t)] = Az.(E[X;+ ..+ X[ﬁ]])
= Az(E[Xy]+...... +E[X[ 1))
=0

Nous avons aussi
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Var[S,(t)] = E[(S(t) — E[S.(1)])°]

= E[(Su(1))"]

= (Dz)’Var[X; + Xo + oo + X ]
t

= (DR

Il s’agit maintenant de passer a la limite, en faisant tendre Ax et At — 0
de sorte que le processus limite ne soit pas trivial.

Si, par exemple, on prend Az = At — 0, on obtient E[S,(t)] = 0 et
Var[S,(t)] — 0. i.e le processus (Si;t > 0) serait alors presque siirement
nul.

En effet: Si X une v.a tq Var[X] =0 alors X =0 p.s car
Var[X] =E[X?* =0= X =0 p.s car X* >0 . Et donc S; — 0 p.s.

Posons maintenant Az = o+//At avec ¢ > 0 une constante réelle et faisons

At — 0.
On aura:
E[S.(1)] =0
et
Var(S, ()] = (A:U)Q.[Ait] _ az(At)[Ait] BNy

On applique le théoréme central limite (T.C.L) et on aura:

Sn(t) — E[Sn ()] — Sn(t) — N(0;1) en loi lorsque n — co.

V' Var[S,(t)] oVt

PR

D’otu

St S N(0,0’%ﬁ).

Conclusion Le processus limite (S;); représentant les positions instanta-
nées de la particule sur R est un processus tel que :

(1) E[S;] = 0 et Var[S,] = o%.t. avec t > 0 et o une constante strictement
positive et de plus : Vo > 0:S; € N(0; %) avec Sy = 0.
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(2) (Si;t > 0) est & acroissement indépendant:celd est di au fait que (X,),
indépendante. en effet,le changement de position durant[t;t + At] est in-
dépendant de ce qui arrive au temps ¢ i.e S(t + At) — S(t) est indépendant
de (S(0); 0 < 1)

(3) (Si;t > 0)a acroissement stationnaire : du fait que le changement
de positions dans une unité de temps dépend seulement de la longueur de
I'intervalle des sauts mais pas de la position de I'origine du temps (homogeénité
en temps) i.e S(t + At) — S(t) ne dépend pas de ¢.

(47) Il reste a vérifier la continuité de (Si;t > 0) :
Montrons que (S(t);t > 0) est continue i.e montrons que:
P[| S(t+ At) — S(t) |>

i PUSE+ A (H_ﬂ:mv7>0
At—0 At
En effet:
Subdivisons lintervalle [0;1] en n parties, At = L.
Si le mouvement est continue alors on aura:

h.(At) = sup [S(k.(At) — S((k—1).At)] — 0 lorsque At — 0
ke[1;n]
C’est a dire :
lim P[h(At) > ~] = 0;Vy > 0.

At—0

; Par la propriété (3) (processus a acroissement indépendant) on a :

Les Yy, = |S(k.At) — S((k — 1).At)| sont indépendants.

Par la stationnarité du processus (4) on aura les Y}, ont la méme distribution.
Ce qui implique:

Plh(At) >~] = 1— PlsupYy < 9]
= 1-(PY1 <q])"
= 1=(1-PM=~])"
~ 1—exp(—nP[Y; >7])
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Car:
P[{sup(X,Y) < c}] = P{X <Y <c}] = P[{ sup Vi <~} =P[ [ {¥i <7}
1<k<n | <k<n
et par I'indépendance des événements Y, on aura:
Plsup Y <~]= [] P <]
1<k<n 1 Sh<n

Et comme les événement suivent la méme loi ,on aura:

P[{ sup Y <~} = (P[Y1 <7])"

1<k<n
Faisant maintenant tendre n — oo i.e At — 0 on aura :
Plh(At) > v] — 0 < nP[Y1 >+ — 0
Ce qui veut dire :
P[|S(t 4+ At) — S(t)| > v] — 0 lorsque n — oo i.e lorsque At — 0

D’oil la continuité des trajectoires de (Sy;t > 0).

Le processus limite ainsi obtenu est un Mouvement Brownien Standard

(M.B.S).

Définition. 1. Un processus aléatoire & valeurs réels (Xt € RY) est un
processus de Wiener (mouvement Brownien standard) s’il satisfait les condi-
tions suivantes:

(1) Xo(w) =0 Vw.

(2) L’application t — X;(w) est continue en t € RT. Vw.

(3) Vt,h > 0 : Xyip — Xy est indépendant de la tribu engendrée par les var
Xp; Vo <t c’est a dire o(X,;v < t).

(4) L’accroissement X,y — X, est stationnaire ¥t, h > 0.

i.e. la loi de (Xyyn — Xy) € N(0;h) , Vt > 0 ne depend que de h.

1.2 Simulation des trajectoires

Par construction , les processus de Wiener sont les processus limites de
marches aléatoires symétriques S,(¢) . Nous pouvons donc considérer les
Sp(t) de la section 1 comme une approximation du processus de Wiener
(X(t))i>0 - Cela nous donne un moyen de simulation des trajectoires.
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Figure 1.1: Exemple de trajectoire du processus de Wiener

1.3 Processus de Wiener comme martingale

Proposition. 1. Si (X(t);t > 0) un processus de Wiener par rapport & la
filtration croissante (Fi)i>o alors:

(1) (X(t);t > 0) est une Martingale par rapport & (Ft)i>o-

(2) (X2(t) — t;t > 0) est une Martingale par rapport a (Ft)i>o-

(8) Vv , exp{v.X(t) — “—;t} est une Martingale par rapport & (F)e>o.

Démonstration. (1) Par définition, (X (¢)); est adapté a (F;)i>o-

X(t) € LY($2, F, P) ; car par définition on a: X (t) € N(0;t) ,ce qui implique:
E[X(t)] = 0= E[|X ()] =0 < o0;

en général , pour une v.a X telle que : E[X]=0et X >0= X =0ps .
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BEt:Vs<t;

EXOF] = EX({) - X(s) + X(s))|F]
= E[X(t) — X(s)|Fs] + E[X(s)|Fs] (par linéarité de I'espérence)
= X(s)+E[X(t) — X(s)] car X(t) — X(s) est indépendant de Fy
= X(s).

D’ott X (t) est une Mgle.
(2) D’aprés la définition on a X (t) € F; = X%(¢) € F; donc ;

E[X?(t) — t| 7] = E[X*(t)|F] - Eft|R] = X*(t) - t;

D’out le processus (X?(t) — t); est adapté a la filtration F; .

(X2(t) — ), € LY($2, F, P) car :
On a: Var[X(t)] = E[X?(t)] — (E[X(¢)])* , et comme X (t) € N(0,t) on
| E[|X?(8)] — ] = Var[X(£)] —t =t —t = 0 < oo

d’ot le résultat.

Et on a ; D’une part:

E[X (s)X (t)|Fs] = X(s)E[X(t)|Fs] (car X(s) est Fs-mesurable).

Comme X (t) — X (s) est indpendante de Fs et X (t) — X(s) € N(0,t — s) on
aura :

E[(X () — X (5))*—(t—s)|Fs] = E[(X(t)—X(s5))?|Fs]—(t—s) (linéarité de Pespérence);
et donc d’aprés les propriétés du processus de Wiener on aura:
E[(X(t) = X(s))® = (t = 8)|F] = (t —s) = (t =) = 0.
D’autre part on a : Vs <t

E[(X(t) = X()* = (t = s)|F] = E[X?(t) - t|F] - 2E[X(s)X ()]
= E[X?(t) — t|F] — 2X%(s) + X*(s
= E[X*(t) - t|F] = (X*(s) — 9)
=0

FJ+ IE[X2( ) + 8| F]
)+

Donc : E[X?(t) — t|F,] = X?(s) — s d’ou :
(X?(t) — t;t > 0) est une Mgle.

15



(3). La fonction génératrice des moments de X (t) € N(0;¢) est:

v2
E[e*X?¥] =7 < 00

En effet:

A , 1 <2
E ezAX o — / ez)\x e~ 2 )dr
| | R ( Vert )

1 i\ z2
= e e 2 dx
\/27rt/R
1 *2%/ feoi?
= e e T
V27t R

A%
= é 2;

N

. . v
si on pose i\ = v on aura: E[e?*®)] = ¢!z < oco.
2
v
VXM=t avec :

Ce qui justifie 'intégrabilité de e
E[evX(t)ft%] -1

Et pour s <t:

E[evX(t) ‘Fs] E[GUX(S)e’U(X(t)fX(S)) |JT"s]
€UX(S)E[€UX(t)_X(S) ’Fs]

= P XOR[erXO-XE)

1)2
_ eUX(s)e(tfs)T .

v? v2
On conclut que : E[e?X®~t5 | F,] = evX()=s7 |

D’ow: ,
(e"X=5'5 1+ > 0) est une martingale .
U
Nous notons le résultat suivant (Cf.[4]), qui nous sera utile ulterieuremuent.

Théoréme. 1 (Paul Lévy). Soit (X(t);t > 0) un processus aléatoire a tra-
jectoires continue adapté & la filtration (Fy)i=o tel que:

(1) (X(t);t > 0) est une Mgle par rapport a la filtration (F;)eo.

(2) (X2(t) — t;t > 0) est une Mgle par rapport a (Fy)i>o-

Alors:(X(t);t > 0) est un processus de Wiener (M.B.S).
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Théoréme. 2. Soit (X(t);t > 0) un processus continu tel que : Vv, e?X =15
est une Mgle.

Alors : (X (t);t > 0) est un processus de Wiener.

X ()t

Démonstration. Puisque e 2 est une Mgle ;

v2

E[euxu)—t%a] _ oX(s) s

Comme X(t) — X(s) € N(0;t — s) , la fonction génératrice des moments
nous donne :

2 2

E[erXO-t5] = o(t-9)% .

et puisque X (t) — X (s) € N(0;t — s) et aussi indépendante de (Fy) et aussi
donc indépendante de toutes familles de tribues engendrées par la filtration
(X(v);v <s). D’ou le résultat cherché :

v2

E[evX(t)—tg“/—_-s] _ E[evX(s)—ST}_
U

1.4 Quelques propriétés des processus de Wiener

Proposition. 2. Soit (X;;t > 0) un processus de Wiener standard . Alors
les processus ci-dessous sont des processus de Wiener :

(1) Vi = =X;;t > 0 (symétrie).

(2) Soit T € RY fizé : V, = Xy o0 — Xy, t € RT (stationnarité).

(3) Soit T € RT fixé : Vi = Xp — Xp—y , t € [0,T] (renversement du temps).
(4) Soit C' une constante positive :

1
Vi = 6X02t;t >0 (loi d’échelle) .

(i.e un processus qui garde le méme aspect & différentes échelles).
(5) Soit (Vi;t > 0) alors
0 sit=0
Vi= { tX1 sit>0

(inversion du temps)

Démonstration.
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(1)symétrie: On a les trajectoires de V() = —X (¢) sont p.s continues et
V(0)=-X(0)=0ps.

Comme le processus de Wiener X (t) est stationnaire et & acroissement in-
dépendant , alors V(t) = —X(t) est aussi stationnaire et & accroissement

indépendant.
Et

VO<s<tV(t)—V(s)= —(X(t) — X(s)) € N(0,t — )

D’ou (V(t);t > 0) est un processus de Wiener.

(2) Stationnarité:

Soit 0 <ty < t; < ...... < t, . Les accroissements V(t; + 1) — V (¢;) de V()
sont indépendants.

Etant donné les accroissemts X (t,+1) =X (tn_1+7T); ....; X (1, +T)— X (to+T)
de X (t) sont indépendants.

Pour tout 0 < s < t ,l’accroissement V (t) — V(s) € N(0,t — s) car
X(t+T)—X(s+T)e N(0,t—s).

De plus les trajectoires t — V(t) = X (t + 1) — X (¢) est continue. et

V(0) = X(0+T)— X(T)=0

D’ou : (V(t);t > 0) est un processus de Wiener standard.

(4) Loi d’échelle:
I est claire que V(0) = £X(0) = 0 p.s , et les trajectoires t — V(t) =
£ X (C?t) sont présque sirement continues.

On démontre que (V(t);t > 0) et (|V(¢)|*> — ;¢ > 0) sont des martingales
relativement a la filtration

G = ofV(s):0<s<t}

= o{X(C%):0<s<t}
= o{X(s):0< s < C*}
= Fex



Effictivement,si s < t alors C%s < C%*t donc

EV()IG) = BlGX ()]
= ZEX(C)|Fe
1 2
= EX(C s)
= V()
D’ou (V(t);t > 0) est une Mgle.
Bt
EIVOP ~ 1G] = Bl X(C0] ~ tFen,
= SBIX(CHP - O Fen)
1 2 2 2
= LX) - %)
L

D’ou (|V(¢)|> — t;t > 0) est une Mgle.

Comme (V(t);t > 0) et (|]V(t)|* —t;¢ > 0) sont des martingales relativement
a la filtration (F;); et d’aprés le théoréme de Paul Lévy (théoréme 1) on aura:
(V(t);t > 0) est un processus de Wiener.

g

1.5 La non-différentiabilité du processus de Wiener

Proposition. 3. Le processus de Wiener (X (t);t > 0) est présque strement
non différentiable pour tout t > 0 .

Démonstration. Nous voulons montrer que

1 X(t
Pl{w;Vn € N, 3t € [0, —] tel que @ >n}] =1
n

Soit:
[ X ()]

t

1
> n pour un ¢t € [0, E]}

An:{
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Par la loi d’échelle : .
Vo (t) = = X (n*)

n2

est un processus de Wiener pour quelque soit n .

PlA,]

vV
]
PN
&

i > nj]

= PHw;—F— >n}]

1
= P[|X(1)] > =] — 1 lorsque n — oo.
n

Comme (A,,),, est une suite décroissante (au sens de I'inclusion) d’événements,

P[() A = lim P[A,] =1,
n=1

D’ou X (t) est non-différentiable en 0.
Et comme Vi(s) = X (s +t) — V(t) est un processus de Wiener pour ¢ > 0
quelconque ( propriété (2)) donc Vi(s) est non-différentiable en s = 0 ce qui
implique que X () est p.s non-différentiable en ¢. O

La propriété de Markov pour le processus de Wiener

Définition. 2. (la propriété de Markov)
Soit (X(t); un processus aléatoire o wvaleurs dans (E,E) et Vt,Fy =
o(Xs, s <t). (X(t); est un processus de Markov si

Vt,s >0: P[X(t+s) € B|Fs] = P[X(t+s) € B|X,;VB € €.
Théoréme. 3. Le processus de Weiner vérifie la propriété de Markov.

Remarque. 1. Si le processus de Wiener (X (t);t > 0) démarre du point
z,alors X (t) € N(z,t) c’est-a-dire :

1 —(y—x)?

e 2 dy.
v 2t Y

PLX(1) € (a:h)] = /

20



P, est la probabilité des événements lorsque le le point de départ du pro-
cessus est . )
Et pi(x,y) = \/%efwz;tz)dy est la densité des probabilités de transition du
processus de Wiener.

On aura :

X*(t) =2+ X°(t)

avec :
X?(t) : le processus de Wiener qui démarre de x.
XO(t) : le processus de Wiener qui démarre du l’origine.

Exemple. 1. Calcul de P[X(1) <0;X(2) <0]

— PIX(1) < 0;X(1) + X(2) — X(1) < 0]
[ PLY) <0 X () + X(2) - X(1) < 01X (1) = ) jz_ﬁdy

.2
ez dy

\\é\\
3

avec F' la fonction de répartition de la loi normale.

1.6 Variation des trajectoires

Définition. 3. Soit 0 =t < 1 < .......... <t = T une subdivision de

Uintervalle [0;T) en n parties de méme longueurs i.e telle que les tI' = %
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On note les accroissements correspendants au processus de Wiener X (t) par
APX = X(t) — X (&)

Proposition. 4. Soit A'X les accroissements du processus de Wiener sur
Uintervalle [0; T] alors on a :

n—1
: n 2 2
JEEOZO(A" X)?P=TelL

Démonstration. Comme les accroissements A?X sont indépendants et

T 377
E[A}X] =0 B[(A}X)’] = —; B[(ATX)'] = —-

n n
Effictivement; pour le calcul de E[(A?X)], on a utilisé la fonction génératrice

des moment. En effet; on a vu que: E[e*X®] = ¢=3 donc:

at
EX(1)Y] = —5E™ o
N
i’
= 3t°

2
Ilazo

D'ou: E[(ATX)4] = 3L,

On aura :
B (A7X7 - 1)) = E(Y(A1X) - 1y
= 3 Bl - 1y

2

_ i{E[(A?X)‘*] - 2%E[(A?X )]+ %}

iz o2 T
- - D

' n2 n?
=0
272
= —5 — 0lorsque n — o0
n
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D’ou

n—1
: n 2 2
JL%Z;(AiX) =Tel
U
Définition. 4. Soit t = (to,t1, ......, t,) une subdivision de [0;T] et soit
At = o Jhax |tiv1 — i

On définit la variation de la fonction f:[0;T] — R par

n—1
lim sup Z |f(tiv1) — f ()]
At—0 i=0
Théoréme. 4. Soit (X(t);t > 0) un processus de Wiener alors la variation
des trajectoires de X (t) est infinie p.s

Démonstration. Considérons la suite des subdivisions t" = (¢§,t}, ...., ")

de lintervalle [0; 7] en n parties égales. Alors
n—1 n—1
n 2 n n
SoIBEXP < (s 167X]) 36X
Comme les trajectoires de X () sont p.s continues sur U'intervalle [0; T,
lim ( max ) |ATX]) =0p.s

n—oo 0<i<n—
Par la proposition(5) il éxiste une sous suite de subdivision (t"); telle que
I (I ,thr) sachant que :

ne—1
: ng 2 _
k:lggo; IA*X]F =T ps
Parce que pour n’importe quelle suite qui converge p.s dans L% ,on peut
extraire une sous suite qui converge p.s dans L.? car L2 est complet.
Il en résulte que :

nk—l
li AMX| = .
Jim 3 147 X] = oo ps
Tandis que :
T
lim At* = lim — =0
k—o00 k—o00 N
O

23



Le processus de Wiener visite tout les nombres réels

Proposition. 5. Soit (X (t);t > 0) un processus de Wiener sur (Q,F, P)
adapté a la filtration croissante (Fy)i>o alors :

Plinf X(t) = —oo;sup X (t) = +o00] =1

t>0 t>0

Etapes de démonstration: On donne une proposition détaillée équiva-
lente & la proposition donnée en posant:

M; = supge,<; X (t) et my = infocs< X (2)

My, = limy_,oo M; et mo, = lim; o my

On montre:

(i) Véxistance de My, ; moo et montrons m; < 0 < M, sur [0, +o0]

(11) —00 = Moo = liminf, ;oo X (f) < limsup, ,  X(t) = My = +00.
Démonstration.
(4)
On a (my) L t, (M) Tt et comme le processus de Wiener est a trajectoires
continues , ce qui implique X (¢) monotone d’ou I'éxistence de my, et M.
Soit

A, ={w, X(t,) > 0}

(Ap)n est une suite d’évenements indépendant du fait X (¢,) est la somme de

v.a.r indépendantes.
P[A,] = P[X(t,) > 0] = 3 car X(t,) € N(0,t,).

1
Pllimsup A,,] > limsup P[A,] = 5 (1.1)
Par le théoréme de 0 ou 1 de Kolmogorov ,on aura :
Pllimsup A,] =0 ou 1.

D’aprés (1.1) ,on déduit que : Pllimsup A,] =1 .

Or:
limsup A, = {X(t,) > 0i.0 } C {M; > 0;Vt > 0};
Donc :
Mt >0 p.S
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Et comme le processus de Wiener est symétrique,on déduit que :
P[{m; < 0;¥t >0} =1

. D’ou :
my < 0 p.s
(i)
Montrons que : limsup,_, X (t) = My, = +o0.
Soit k € R
X(tn) k

Y e
P[X(t,) > k] = P| 2 >m]:m/¢%

_,2 1
e 2 dv — —
2

Par conséquent :
1
P[X(t,) > 0i.0] = Pllimsup{X(t,) > k}] > limsup P[X(t,) > k] = 5

Pour k = +o00
limsup|X (t,,)] = +oo| >
D’aprés le théoréme du o ou 1 de Kolmogorov on aura :
Pllimsup[X(t,) = +oo] =1

n

N | —

Donc :
limsup X (t) = Mo = +00
t—o0
Et grace a la symétrie du processus de Wiener on déduit :
liminf X (t) = my = —o0.
t—o0

g

1.7 Loi du logarithme itéré

Théoréme. 5. (Loi du logarithme itéré)
Soit (X (t);t > 0) un processus de Wiener sur (2, F, P) tel que X (t) est F;

-mesurable , alors:
X - X X - X
Vs > 0: P[liminf (t+5) (s) = —1;limsup (t+9) (5) =1]=1.

=0 ,/2tlnln% t=0 ~/2tlnln%
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Démonstration. Grace aux propriétés de symétrie et d’invariance par
translation du processus de Wiener, il suffit en fait de démontrer que :

X(t
Pllimsup ) =1]=1
t=0 ,/2tlnln%
Montrons d’abord que :
X(t
P[limsup# <l]=1
t=0 w/2tlnln%

Pour simplifier les notations , on note :

1
h(t) = 4/2tInln I

Soit a;; B > 0, d’apres I'inégalité maximale de Doob appliquée a la martin-
gale:
a2
(eo‘X(t)_Tt)t>o

On a: Vt > 0;

Plsup (X(s) = 25) > ] = P[sup (X779) > 2] < ¢
0<s<t 2 0<s<t

Soit 0,9 € (0,1) . En appliquant I'inégalité précédente pour tout n € N avec

or 2
On obtient quand n — oc;
(1+8)h(0™) Loy 1
Pl sup (X(s) = S > h0")] = O 55)

Par conséquent , d’aprés le lemme de Borel-Cantelli , pour presque tout
w € 2 on peut trouver N(w) € N tel que : Vn > N(w) ,

sup (Xs(w) — (1+ §)h<9n)s) <

1
GH M) 5 < Lhomy.
0<s<n 20m -2 ( )
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ce qui implique V0" <t < 6™ (car 0 € (0,1) )

1 (24 0)h(t)
Xi(w) < sup Xg(w) < =(2+0)h(0") < ——F——=.
t()_ogsgpen (w) < 5(2+0)n(6") N/
On déduit ainsi :
Pllimsup X®) <2+6]:1.

t—0 @/215111111% T2V

Faisant § — 1,0 — 0, on obtient:

X(t
P[lim sup ®)

t—0 @/Qtlnln%

Montrons maintenant : P[limsup,_,, XU > 1]=1.
\/2tlnln% -

Soit # € (0,1) , pour n € N on pose :

<1 =1.

Ay = {0, Xon (@) = Xgnr (@) > (1= VO)(E"))

On va montrer que : Y P[A,] = +oo.
Pour cela,on utilise I'inégalité :

too 2 a o2
e 2dv > e 2;a>0.
a

~ 1+a?
On a ainsi:
A 1 oo 2o On a2
PlA,| = — “2dv e 2
| V21 Ja, 1+a2
avec:

a’n = n
02v1—-10
Au voisinage de +oo ;
a ap 1
e d = 0(—)
14+ a2 nlfti:g\/é
Par conséquent:
Z P[A,] = +o0

(1.2)



D’apreés le lemme de Borel-Cantelli on aura :
Pl{w; Xgn — Xgnt1 > (1 = VOO } 1o ] = 1.

Mais d’aprés la premiére partie de la démonstration,
pour presque tout w on peut trouver N(w) tel que Vn > N(w)

Xgne1 > —2h(6"F1) > —2V0h(07)
Par conséquent :
Pl{w; Xgn > h(0™)(1 —5V0)} o] =1.

Ce qui implique :

: X(t)
P[limsup ———— >1-5V6] = 1.
t=0 /2tlnln{

Faisant § — 0 et on obtient :

X(t
Pllimsup X
=0 /2tlnln{

De (1.2) et (1.3) on a le résultat cherché:

>1)=1. (1.3)

P[limsuth) =1]=1

t—0 @/2tlnln%
]

Par la propriété d’invariance par inversion du temps du processus de
Wiener,on a:

Corollaire. 1. Soit (X(t);t > 0) un processus de Wiener sur (£2,F, P) tel
que X (t) est F; -mesurable , alors :

X(t)

X(t
P[liminf—(> = —1;limsup ——=—=1] = 1.

oo @/Qtlnln% t—+oo ,/Qtlnln%
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Chapter 2

Intégrale d’1to

2.1 Intégrale d’It6 d’un processus étagé

Définition 1. Soient (Fi)i>o0 une filtration et (f(t);t > 0) un processus
aléatoire. On dit que le processus (f(t);t > 0) est un processus étagé (simple
random step process) s’il existe une subdivision finie (t;)7,

O=to<ti <---<t,

et une suite de v.a (1;)7_, tel queVj=0,--- n, n; € Fy;, n; € L2(02, F;, P)
et qui vérifient

n—1
v, f(t) = an]l[tjﬁjﬂ)(t) (2.1)
=0
On note Mftep l’ensemble des processus aléatoires étagés.

Proposition 1. M2 _ est un espace vectoriel i.e

step
Vf,g € M, etVa,beR on aura (af +bg) € MZ,,

Remarque 1. Comme les v.a n; € L2 alors le processus

f(t) € L*(2,F,P) ; Vt € [0;T]

Définition 2. Soit f(t) € MZ,, un processus étagé et soit (X (t);t > 0) un

processus de Wiener. On apelle intégrale d’Ito du processus f(t) le processus
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aléatoire noté 1(f) définie par :

n—1

I(f) =) ni(X(tim) — X(t5))

J=0

Remarque 2. (1) Comme les v.a n; € F, — mesurable alors le processus
(f(t);t > 0) est adapté a la filtration (F;):.

(Ceci revient a éxiger que f(t) ne dépend que du passé du processus de Wiener
jusqu’au temps t )

Proposition 2. Quelque soit le processus f(t) € Mftep na:
(1) I(f) e ]L,2
(2) E[|I(f E[[,7 | f(t)[*dt]
Démonstration. (1)
On pose : AJX = X(tj+1) - X(tj> et A]t = tj+1 — tj.
Donc : E[A;X] =0 et E[AZX] = Ajt.
Premiérement , on calcule E[|I(f)|?].
On a d’apreés la définition de I'intégrale d’'Tto ;
n—1 n—1 n—1
= Z Z i ; X A X = Z n?A?X +2 Z i ; X A X
j=0 k=0 Jj=0 k<j

Comme 7; et les A; X sont indépendants,
2A2%] _ T2 2y — 72

Eln; A;X] = E[pf[E[A; X] = E[nj]At

Si k < j alors les n;ny A X et A; X sont indépendantes ; donc
Elnjmd; X ApX) = Elnm A, X] =0

D’ou:
n—1

E[I(f)PP] =) ElnlAst < oo car les v.a 10,71, .cooooy Tln1 € L2,

=0

Ce qui veut dire que : I(f) € L2
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(2)

On a d’aprés la définition du processus aléatoire étagé ;

n—1 n—1 n—1
‘f(t)|2 = njnkﬂ[tj;tjﬂ)(t)]l[tk;tkﬂ)(t) = Z njz]l[tj%tﬁl)(t)-
=0 k=0 =0

Ce qui implique :
]E[/ (t))2dt] = Z]E UHI
0
Ce qui veut dire :
GRSy VOTo!
O

Proposition 3.

Vf.g e M2, E[I(f)1(g) = K[ / " gty

Démonstration. Pour toute fonction étagé f,g € M2 il existe une

step
subdivision 0 =ty < t; < .... < t,, telle que :

YVt >0: f(t) anﬂ[t tj+1) ) et g(t Z CJH[t tg+1)

avec 1); et (; € L? et aussi sont Ji; —mesurable pour tout j = 0;1;...n — 1.
On pose : AJX = X(tj+1> — X(tj) et Ajt = tj+1 — tj.

—

1 n—
I(HI(g) = NG X A X

j 0

3

<
I
= O
bl
Il

= D OnGIAXP + D mGA X AX 4 G XX

i<k i<k

3

[e=]

.

Par indépendence des n;, (i, et les A; X, Ap X on aura:
E[n;G1 0 X ] = Eln; Gl E[A; X [*] = Elny¢] At
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Et

E[n;GA; XA X] = ElnGA;XIE[AX] =0

Ce qui implique que pour tout 7 < k on a :

n—1

E[I()I(g)] = B¢l At.

J=0

Donc;il suffit de montrer que :

B[ @90 = Y Bl

Mais ceci est vrai car :

n—1 n—1

f(t)g(t) = Z Z UjCk]I[tj,tHl)(t)ﬂ[tk,tHl)(t)

=0 k=0
n—1

= > 0G40 (1)
=0

O

Proposition 4. L’application I : M?_ — 1.2 est linéaire i.e

‘v’f,gGMSQtep etVa,f € R: I(af + Bg) =al(f)+ BI(g)

Démonstration. Soit la subdivision 0 =ty < t; < .... < t,, telle que

n—1 n—1
f= an]l[tjvtj+1) et g = ZCjH[tjvtijl);
=0 =0

avec 1; et (; € L? et aussi sont Fi; —mesurable pour tout j = 0;1;...n — 1.
(si les deux partitions dans les formules de f et g sont différente , c’est

possible de trouver un ajustement convenable pour les deux partitions)
On pose : A;X = X(t;41) — X(t;) . Alors on a
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n—1

af + g = Z(Omj + 6Cj)ﬂ[tj7tj+1)

§=0
Et
n—1
Iaf+B8g) = Y (an;+B¢)A,
7=0
= a nAXJrﬂZC]AX
j=0 7=0
= al(f)+BI(g).
O

Remarque 3. On a définit intégrale d’Ité 1(f) pour nimporte quel pro-

cessus étagé f € Msztep .Maintenant; on va faire une extention de I par

approximation qu’on va définir a une classe plus large de processus aléatoire.

2.2 L’espace M?

Définition 3. On note M? la classe des processus aléatoires (f(t);t > 0) tel
que :

E%ﬁmWM<m

et il existe une suite (fn)n € M, telle que :
lim B[ 1£(t) = £u(0)d] =0 2.2)
n— oo 0

Dans ce cas on dit que (f,,), est une approzimation de f .( ou bien (f,)n est
une suite approximante de f.)

Définition 4. Soit le processus f € M? et soit la suite (f,)n € M3, un

suite approrimante de f. On appelle intégrale d’Ité de f la variable aleatozre

I(f) tel que
q lim E[|7(f) = I(fa)|*] =0

_ /0 " Ftax ()

On écrit alors:



Proposition 5. Pour tout processus aléatoire f € M?* , Uintégrale d’Ité
I(f) € L? existe, est unique el satisfait :

lmuﬁm—mémuw&m (2.3)

Démonstration. On note la norme du processus aléatoire f € M? | et la
norme du v.a n € L? par :

Hme:¢mA“uwvweummw= B

Soit la suite des processus aléatoire étagé (f,), € M 52tep qui est une approxi-

mation du processus f € M? qui satisfait la définition (3) i.e
lim |1 — ful | = 0.
n—0o0

Montrons que la suite (I(f,)), € L? est de Cauchy dans L2
Nous avons

Ve > 0; 3N tel que : ||f — fullaz < % pour tout n > N.

car
lim ||f — fulla2 =0,
n—oo

du fait que (f,,), est une suitre approximante. Par la proposition (3) on a:
VYm;n > N

H(frm) = Il = | (fm = fo)llL

= Hfm_anM2
< Wf = Fullsr 4 11F = Fullar
< f_|_£:€

2 2

D’ot la suite d’intégrales d'Tto (I(f,))} est de Cauchy dans L2

Comme toute suite de Cauchy dans L? a une limite car 'espace (L2, ||.||r2)
est un Hilbert donc complet, donc la suite (I(f,))"; a une limite dans L% Il
faut démontrer que la limite est la méme pour tout n si on change de suite
approximante.

En effet;supposons que (f5)n; (gn)n € M2

«tep deux suites approximantes de f.
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I est immédiat de montrer que les suites (I(f,))n; ({(gn))n ont une méme
limite dans I.? Cela montre I'existence et 'unicité de I(f).
Enfin, nous avons

Vs [ (f)llz = [ fallar
Lorsque n — oo on obtient :
()l = (] f]]ar
O

Définition 5. (1) Soit un processus aléatoire (f(t);t > 0) ; on définit M3
l’espace de tout les processus aléatoires tel que :

VT >0 : ]I[O;T)-f € M2.
(2) Soit (X (t);t > 0) un processus de Wiener. L’intégrale d’Ité6 de (0 a oo)

de processus f € M2 est définit par :

() = I(Ioa f) = / F(B)dX (1)

Proposition 6. Soient (X(t);t > 0) un processus de Wiener adapté a la
filtration (Fy)iso et f € MZ,, alors:

fe M

ey = [ € M ; VL.
Et

/
L(f) = / f(s)dX(s) est une Mgle adapté a (Fy)s.
0
Démonstration. On a par définition :

feM;

tep

= ljoqf € M2, C M>, vt > 0.

step

On montre que I;(f) est une Mgle par rapport a la filtration (F;);.
Soit 0 < s <t et supposons que f € M2, .
On considére la subdivision (¢;) telle que :

O=to<ti< - <tpr=85<tp1 < - <tp=1t<tp <<t
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On note A; = X(tj11) — X(¢;); Par définition on a :
m—1

Lo f = Z Ml 1011
=0
Et
L(f) = I(Ipgf) = Z%A X

qui est adapté a (F;): est aussi mtegrable. On a

—_

E[L(A)F] = EU Loy HIF] = Eln & X|F.

J

3

I\
=)

Si j < k alors les n; et les A; X sont Fy — mesurable et
Eln 85X FS] =m0 X.
Sij >k, alors Fy C Fy; et
Eln; A X|F] = E[E[; A X[ F ]| F]
= E[E[A; X|F, ]| F
= E[n;|FJE[A; X]
=0

Comme les n; € F;; — mesurable et les A; X sont indépendants de J; .11 en

résulte que
k—1

E[L(f)|F] = anAjX = I(Ijo,q.f) = L(f).

]
Théoréme 1. Soit le processus aléatoire (f(t);t > 0) a trajectoires p.s con-
tinues adapté a la filtration (Fi)iso. Alors on a :
(1) f € M? | i.e lintégrale d’Ité existe,lorsque
IE[/ |f(t)2dt] < . (2.4)
0
(2) f € M% ,i.e lintégrale d’It6 eriste,lorsque

E| /0 |F(1)]2dt] < oo (2.5)
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Démonstration. (1)

Supposons que le processus a trajectoires continue (f(t);t > 0) adapté a la

filtration (ft)tZO .

Si (2.4) est conservée; soit la suite de processus étagé (f,.(t)), €

que :

k
f(t)_{nf,f_lf(s)ds si§§t<%pourk;:1;2;3; ..... n?—1

0 ailleurs

On remarque que pour k = 1;2;.......

/ [fu()*dt = n| / f(t)dt)* < / |£(1)|2dt p.s

n

Par I'inégalité de Jensen on aura;
)
o9

lim [ |f(t) = fa(t)|*dt =0 ps

n—oo 0
Ce qui implique,

n—00

mnméwuw—ﬁﬁWmhw

telle

(2.6)

(2.7)

Par le théoréme de la convergence dominé de Lebesgue et par la condition

(2.4) car;
0

* 2 > 2
gzl|ﬂMﬁ+gALWﬂﬁ

IA

4Aﬂﬂm%t

car on a :

AﬁnwmwslmmmmWsw.
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On prend k =0 a oo dans (2,7) on aura:

| = pora = [ 10 - fokas [ 10 - faora

N

IN

A\m%nw%+ﬁﬁmw+mw%t

IN

/0 \f(t)—fn(t)\zdt+4/oo |F(4)[2dt p.s

N-1
La derniére inégalité est da au fait que

N n 2d N n 2d N n 2d .
[ Uora < [ inopas [ noR s

n

Pour tout n et N , et prenons I'intégrale de k = nN & oo dans (2.7);

lim |f()]2dt =0 p.s.
N—oo [n_q
Par (2.4) et par
N
VN fixé; lim |f(t) — fu(t)dt =0 ps.
n—oo 0

du fait que les trajectoires de f sont continues.

Ce qui veut dire que la suite des processus aléatoire (f,), € Mftep
une approximation de f selon la définition (3); donc f € M2,

(2)

Si f vérifie (2.5) pour un certain 7" > 0 , alors Ij,p) f vérifie (2.4).Comme
[ est adaptée a (F;); et a trajectoires continue p.s , alors Ijo,p) f est aussi
adapté & (F;); et a trajectoires continue p.s sauf peut étre en 7' . Mais la

singularité de continuité en point 7" n’influence pas sur la démonstration (1),
donc Iy f € M?ie fe Mz. O

qui est

Proposition 7. Soit (X (t);t > 0) un processus de Wiener alors on a :
X(t)e M3 ; VT >0
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Démonstration. Par définition , X (¢) est adapté a la filtration (F;); et a
trajectoires p.s continues. De plus,

E| / X()2de] = / E[|X (t) PJdt

T
= / tdt < oo
0

D’aprés le théoréeme précédent on aura X (t) € Mz. O

2.3 Propriétés de l'intégrale d’1to

Les propriétés de base de l'intégrale d’Ito sont résumées dans le théoréeme
suivant.

Théoréme 2. Soit (X (t);t > 0) un processus de Wiener adapté a la filtration
(Ft)i>0 alors : Pour toutes f,g € M? , quelque soient o, 3 € R , et pour tout
s tels que 0 < s <t:

(1)Linéarité
[@re)+ saenaxe =a [ eix + 5 [ oorixe
(2)Isométrie d’Ito
Bl [ 500X =L 10 Pax )
(3)La propriété de la martingale

E| / F(r)dX (1) o] = / F)AX(r),

Démonstration. (1) Si f,g € M}, alors Ijgy f,Ijog € M? , donc il existe

des suites (fn)n, (gn)n € M?2_ qui sont une approximation de Iy f, Iong
step [0,t) [0,t)

39



respictivement. Ce qui implique que Ijg ) (af + Bg) peut étre une approxi-
mation de la suite (a.f,, + 89n)n
D’aprés la proposition (4) chapitre (2) on aura :

I(fu + Bga) = aI(f) + BI(g,) pour tout n.

Par passage & la limte la limite lorsque n — oo dans l'espace L.? on aura :

Iy (af + Bg)) = al(Tox f) + BI(Lp49),

ce qui prouve (1).

(2) Ce résultat est d a I'approximation de I}y par un processus étagé

dans M?,, et en utilisant la proposition (2) chapitre (2).

(3) Si f € M7, alors gy f € M? . Soit (fn)n € M3, la suite approxi-
mante de I f .D’aprés la proposition (6) chapitre (2) on aura : V0 < s <t

E[I(H[O’t)fﬂfs) = I<]I[0,s)fn) 5 Vn
Par passage a la limite dans L2 lorsque n — oo ; il suffit de montrer que :
E[I(H[O,t)ﬂ]:s) = ](H[O,s)f)‘

Effictivement; remarquons que (Ijo ) fn)n est une suite approximante de I}y 4 f
dans M?_ , donc

step?
I(Tjo,5)fn) = I(Ijp,s) f) dans L lorsque n — oco.

D’une maniére similiaire (Ijo fn)n est aussi une suite approximante de Tjo,00 f
dans M?_ | ce qui implique :

step
I(Tjo,0) fr) = I(Ijoe) f) dans L2 lorsque n — oo.
Le lemme au dessous implique que :

E[I(Top f)| Fe) = E[I (Tg. f)|F.] dans L2,

cqfd O
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Lemme. 1. Si & et &,& -+ sont des v.a dans L2 telles que
&, — & dans L2 lorsque n — oo, alors

E[¢.|G] — E[£|G] dans L? lorsque n — oo
Pour toutes tribus G C F C {2
Démonstration. Par 'inégalité de Jensen on a :
E[6.19] — E[IG]° = [E[S, — €IG]1* < E[|€, — &[*I9],
Ce qui implique :

E[[E(&|9) —EEI9)] < EE(¢ —£°(9)]

= E[|&, — €°] — 0 lorsque n — oo

g

2.4 Formule d’It6 pour un processus de Wiener

Supposons que f est une fonction réelle.On veut calculer df (X,).
Rappelons la formule de Taylor

AS(@) = F@)Ba+Sf @D + 21 @B+
c’est-a-dire :
B(e) = £ @) + 5 (@) + 5 @) + -

On sait que :
df () = f'(x)dx

car (dz)?, (dr)? sont nuls . Maintenant ; soit X; un processus de Wiener alors

"

AF(X) = FX)AX; + 2 (X)X + 5/ (X)X + -+

On note :

X, =t;dX, =d’X,;.dX, =tdX, =0; --- ; d*X, = 0 pour Yk € {3,4,5, -

41

}CN



Donc on aura : .
df (Xy) = f/(Xe)d X, + §f"(Xt)dt

Par intégration :
FXE] = SIXO) = [ FIXENX @)+ [ K)o

Ceci est la Formule d’It6. L’intégrale fot [ X(v)]dX (v) est au sens d’It6 , la
deuxiéme intégrale fot f[X(v)]dv est au sens de Riemann.

Théoréme 3. (Formule d’Ito) Soient (X (t);t € RT) un processus de Wiener
adpté a la filtration (F); et f € C*(R) i.e [ est deux fois contindment
différentiable sur R .On suppose de plus que f' € M? , ¥t >0 Alors :

FXW] = FXO)+ [ FIXEIX @) +5 [ K

La formule d’Ité peut aussi écrite sous la forme différentielle stochastique:

AL = F0)AX, + 5 (X

Démonstration. Soit II = (¢!'); une subdivision sur [0,¢] .On a :

FIX@] = FIXO)+ 2 (X (L) = FIXED).
Appliquons la formule de Taylor a f{X (7, ;)] — f[X(t)] , on aura :

FIX D= FIX(E)] = f'[X(t?)][X(t?ﬂ)—X(t?)H%f"(9?)[X(t?+1)—X(t?)]2;

avec 07 € (X(t7); X(t?,,)) . Donc :

FIX (O] = FXOFY FIXENX )X @ Y 10X )~ X T

On pose ||II|| = max; (7, —t});
a la limite lorsque ||II|| — 0 on aura :

[y

n—

FIXEN][X (" + 1)—X (t)] converge vers l'intgrale d’Tto: /Ot X (0)]dX (v);

@
Il
=)
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car f € C? donc f'(t) est continue et comme f' € M?ieVt € RT :
E[[) |f'|?ds] < co donc d’aprés le théoréme (1) chapitre (2) Vintégrale d'Tto
existe.

Et la deuxiéme somme :

[y

n—

t
(O™ [X (" +1)—X (t7)]? converge (d’aprés le lemme qui suit) vers: / X (v)]dv.
0

Il
o

i

Au final,on a le résultat:

FIX(0)] = F1X(0)] + / FIX @)X () + / FIX W),
O

Lemme. 2. Si g est une fonction continue et I1 = (t;); une subdivision sur
0,t] , alors pour tout 0 € (X (t1), X (t'1)),

Pllim g6 (X (1) = XD = [ (X (@] = 1.

Démonstration. Remarquons

—_

n—1

[ D (90 —g(XENNX () =X (t)%] < max|g(07)—g(X(#))]. D (X (Hyy) =X (#))*.

1=0

n—

Il
o

Comme g et X () sont p.s continues donc :

max |g(6]') — g(X(¢}'))] — 0 en probabilité ;

et d’aprés la proposition (5) chapitre (1) :

n—1
D (X(.4) — X(t]))” — t en probabilité .

1=0

D’ou :

—_

n—

[2_(9(6) — g(X(#))) (X () — X(t7))?] — 0 en probabilité .

s
I
=)
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Maintenant , on montre

—

n—

g(X(E)N(X () — X (&) —>/ v)dv) en probabilité .  (2.8)

Il
o

7

Par la continuité des trajectoires du processus de Wiener et par la définition
de l'intégrale de Riemann , on aura :

n—1

S g(X(E)(Ehy, — ) — / G(X())ds ps

=0

Aprés on montre que la différence entre les sommes converge en probabilité
vers 0,

n—1

S g DI (E) = X (1)) = (151 — )] — 0 en probabilite . (2.9)

=0

Aussi , pour D quelconque |,

n—1
‘Zg<X(t’?))]I{|g(X(t?))‘>D}[<X<t?+1) — X(t)? - (- )]
=0
S I?Satx‘g( ( ]I{‘g |>D}| ‘Z H—l tn))Q . t|

— 0 en probabilité lorsque n— ooet D— oo,

le premier terme converge vers 0 p.s lorsque D — oo car g et X (¢) sont
continues , et la somme dans le deuxiéme terme converge vers t en probabilité
d’aprés la proposition (5) du chapitre (1).

Pour montrer (2.9) , on suppose que 3D : |g(z)| < D;Vz i.e g est supposée
bornée et on pose :

AX; = X(th,) — X(&7), Oty = — 17 et g = g(X(t})).

Comme (g;((AX;)* — At;)); est une martingale adapté a la filtration (F3,)
avec

E[(g:((AXi)* — At:))*| F] = g7 Var[(AX:)*] = 27 (At)* < 2D*(At)*.
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Donc
E[(g:((AX.)° - A))) < 2D%(At,)

Il en résulte que :

B (((AX0? — 5)F) = Y E@((AX0) — )]
< 2D2§(Ati))2
< 2D2t2||:HH—>0.

Ce qui prouve (2.9). O

Exemple 1. Calcul de deX® .
On pose : f(x) = e ce qui implique f'(z) =¢e® et f (v) =e
La formule d’It6 nous donne :

T

40 = df(X(1) = FXE)AX(0) + 31 (X (o)

eXWaX(t) + %ex(t)dt

Si on pose Y(t) = eX® alors la différentielle stochastique s’écrit sous la
forme :

dY (t) =Y (t)dX (t) + %Y(t)dt

Remarque 4. L’extention de la formule d’Ité , sous la forme différentielle ,
pour une fonction F € CY? et supposons aussi que g—i € M2 pour tout T > 0
est :

OF oF 10*°F

avec (dt)? =0 et dtdX (t)

0.
Théoréme 4. Soient F(t,z) € CY? une fonction réelle , et w e M2

pour tout T'> 0 . Alors :

F(T,X(T)) - F(0,X(0)) = /o(aF(t’a t>>+%82F(g;§(t))

X(
t
+ /0 WCZX@) D.S.
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Sous la forme différentielle , la formule d’Ito s’écrit :

OF(t,X(t))  10*°F(t,X(t))

N OF (t, X
ot 2 0x?

—(t))dX(t).

dF(t, X (t)) = ( pe

)t +
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Chapter 3

Applications: quelques calculs
classiques

Calcul de [ X(t)dX(t)
Soit (X (t);t > 0) un processus de Wiener. On vérifie que
r 1 , 1
X()dX(t)==X(T)"— =T
; 2 2

En effet;
Soit T > 0 fixé et

f@t) =T X (t).
Nous avons f € M? et par suite

Amf@MX@%=A X(t)dX ().

Prenons 0 = ¢ <t} < ...... <t = T une subdivision [0;7] en n parties
égales avec 1] = % ,et soit

Alors la suite des processus étagé (f,), est une suite approximante de f |
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comime

E| / C1H - faPd) =

Mais on sait que :

En effet: Profitant de ’égalité Va,b € R :

on aura:

I(fn) =

nl e,
| B - x (@
=0 t?
noloper
= Z/ (t — t7)dt
=0 t?
n—1
1
i) (t —t7)2dt
=0
172
= 3 —+0ps
n—1 1 1
X)X () — X(t)) — §X(T) - §T
=0
a(b—a) = %(bz—a ) %(a—b)2 ,
-1 1 n—1
(X(t7,)? = X(17)?) 5 (X () — X(1))
=0 1=0
1 1 n—1
XD~ (X (07) — X ()

En utilisant la proposition (5) du chapitre (1) on aura

D’ou:

Ce qui veut dire:

n
zfz—&—l

Jlim. Z

n—oo

_ /TX(t)dX(t) _

48

lim I(f,)(t) = %X(T)Q —5T

X(1)’ =T

1

1 1
—X(T)* - =T.
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Calcul de fo dX (s) avec la formule d’It6 .  Soit la fonction réelle f

telle que f(z) = 2%. Ona f € C%?carVo € R: f/(z) = 27 est continue , et f (z) =
2 est continue . On a aussi f € M2 . En effet ;

il suffit de vérifier que : E[fOT | X, |?ds] < oo.

Par définition de lespérence on a : ]E[fOT | X, [?ds] = [,dP fOT | X, |ds.

Et comme | X,|?> > 0, on peut appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli i.e

T T T
E[/ |XS|2ds]:/dP/ st|2d5:/ ds/ X, [2dP.
0 (0] 0 0 (9]

E[|X,[?] fQ | X|?dP < oo car ;
X2 (X, — Xo)?, et par définition du processus de Wiener on a :
Xs— X € N(O,s) , Vs > 0. D’ou E[| X,|%] < 00
Ce qui implique :
fe M

Donc on peut utiliser la formule d’1t6 ;

PG = 1) = [P + 5 [ (X

ce qui veut dire :

X*(T) — X2(0 —z/X )dX(s) / 3—2/X )dX(s)+ T,

HT) = Q/TX(s)dX(s) +T

D’oui le résultat qu’on a trouvé avant :

1.e

/0 X ()dX (5) = %XQ(T) _ %T.

Calcul de [ tdX(t)

Soit (X (¢);¢t > 0) un processus de Wiener. On veut montrer que :

/OTth( / X(t
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En effet, soit f(t) =t ; alors I 7 f € M7

Prenons 0 =t <t} < ... < t" = T une subdivision [0;7] en n parties
égales avec 1] = % , et soit

n—1

o= Xt T, ).
i=0
La suite

Zt H[tn tn ] E step

approximante de Ijo 7 f , comme
[e’e) T
E I — f,(OPdt] = E — f,(1)]2d
| o ) = 5.0 [/0 F(t) — fult)Pd)
= Z / — "2at
1
- 5277

3
= 5 — 0lorsque n — oo.
3n

A Paide de I'égalité ¢(b —a) = (db — ca) — b(d — c) , on peut écrire 'intégrale
d’'Tt6 I(f,) comme suit

I(fn) = Zt" (1) = X&)

n—1 n—1
= Z(t?+lx<t?+l) — X () - (X(t?ﬂ)(t?ﬂ —t7)
i=0 i=0
n—1
= TX(T) = ) (X(t2) (e — t7).
i=0

Noius avons

T
I(f,) =TX(T) - / X (t)dt € IL.? lorsque n — oo.
0
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En effet, en utilisant Uinegalité | S0 " a;)> < n 317 |a;|? et par Vinégalité

de Caucy- Schwarz on aura

—

n—

Bl S GO ) (1, — ) - / X(t)dt)

7

I
o

Et cela prouve 1'égalité

/OT HAX (1)

IN

IN

=0

3

— — 0 lorsque n — oo

2n

/ X (t

Remarque 5. La quantité fOTX(t)dt est une intégrale au sens de Riemann.

Proposition 1. Soit (X (t);t) un processus de Wiener alors X (t)*> € M2 pour tout T >

0etona

/X V2dX(t

/ X(t

Démonstration. Soit f(t) =t ; alors I 71 f € M7
Prenons 0 = ¢ < t7 < ...... < 1 = T une subdivision [0;7] en n parties

égales avec 1} = % ,et posons

n—1

f":ZX< ) H[tn )

=0
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On obtient une suite de processus étagés (f,), € Mftep approximante de
f = ]I[O,T] . En effet

B[ 170 - faolad = Y [ ELXP - X0

— Z (3(t — ™) + 4(t — tM)t™)dt

i=0 Y17
n—1 .
T T ,iT
— - 9(—
DG 20
3

= — 0 lorsque n — oo.
On a utilisé au dessus I'égalité (a® —b?)? = (a — b)* +4(a — b)3b + 4(a — b)?b?
dans le calcul; en effet VO < s <t
E[(X} = X3 = E[(X; - Xo)" +4E[(X, — X.)°X,] + 4E[(X, — X.)*X]]
= 3(t—s)>+4(t — s)s.

A Taide de I'égalité a*(b—a) = $(b* — a®) — a(b—a)®> — 1(b—a)® , on peut
écrire

1) = l:XG;?)z(X(t?H)—X(t?D
- %2@%03 X<t?>3>—::X<t?><X<t?+1>—X(t?))?
_ é::j(X(t?H) — X))
= LX) - §X<t?><t?+l ) -
- i:X(t?)[(X@?H) X))~ (e — 1))
_ é:(){(ﬁﬂ) _ X))



Or pour la limite,

n—1 T
lim S X(67)(e5 — #) = [ X
n—oo

i=0 0

En effet; si on pose A = E[| S0 X (#7)(t7,, — t7) — fOTX(t)dtP] on aura :

n—1 oy
A= By [ - X
i=0 V7
noloptny

- / E[|X (1) — X (t)P)dt

i=0 Y17
nolooetr,
= > / (t — t7)dt
i=0 V1
2
= 7—>010rsquen—>oo

Et pour la deuxiéme limite,

n—1

lim 37 X(EDIX(E2) = X () = (12 — )] = 0

En effet; si on pose B = E[| Y00 X (4)[(X(¢7,) — X(8))* — (¢, —

on aura :
n—1
B = Y EX(IX(EL) = X)) =t — )
i=0
n—1
= > EXEEN(X(#) = X)) = [t — )]
i=0
n—1
= 2) (-1
i=0
-1
= (n 5 )T2 — 0 lorsque n — oo.
n

Enfin , pour la troisiéme limite,

n—1
n _ n\\3 _
7}1_2}0 ;(X(tiﬂ) X(t)) 0
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En effet; si on pose C' = E[| 3207 (X (t2,,) — X (t7))?? on aura :

n—1
C = Y E[X(th) - X))
i=0
n—1
= GZ(t?ﬂ t?)?)
i=0
n—1
T 6713
= 6 — = — — 0 lorsque n — oo
—~n n

Aprés ces vérification ci-dessus , il en résulte que :

lim I(f,) =I(f / X(t)*dX(t / X(t
n—oo

O

Calcul de fo X?2(t)dX (t) avec la formule d’Ité6 . On considére la fonc-
tion réelle f telle que f(z) =2 . Ona f € C?car Vo € R: f(z) =
322 est continue , et f (r) = 6z est continue . On a aussi f € M2 (on peut
le prouver en utilisant la définition de 'espérence et le théoréme de Fubini-
Tonneli) . Donc on peut utiliser la formule d’Tto ;

X3(T) — X3(0 _3/X2 )X (t /X

D’ou le résultat :

/OT X2(t)dX (t) = —X3 / X(t

Calcul de fo X™(s)dX(s) avec m > 2 . En général on prend f(x) = 2™
pour m > 2, on aura :

X™(T) m/ X7 (s)dX (s) m 1) / XM (s
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Processus d’Ornstein-Uhlenbeck Dans la modélisation du mouvement
d’une particule dans un liquide par le mouvement Brownien, on s’est intéressé
a la position de la particule a I'instant £. Si on s’interesse a la vitesse i.e.
au moment cinétique nous débouchons sur un modéle plus adapté a la réalité.

Soit V(t) la vitesse a I'instant ¢, d’une particule de masse m en suspension
dans un liquide. Soit

AV =Vigp — Vi,

et mAV la variation du moment cinétique de la particule pendant le temps
At. [’équation de base est 'equation de Langevin qui s’exprime par:

mAV = —BVAt+ AM (3.1)

ou —fAV est la force de résistance visqueuse, de sorte —5V At est la perte mo-
mentanée en raison de forces visqueuses durant At. AM est le changement
de moment en raison de bombardement moléculaire de la particule durant le
temps At. C’est un moment de transfert.

Soit M (t) le processus assoicié, avec les hypothéses suivantes: M (0) =0

1) M(t+ At) — M(t) est indépendant de o(M,; 7 < t).

2) La loi de AM dépend seulement de At.
3) Les trajectoires de M (t) sont continues en t.

Les hypothéses 1),2) et 3) assurent que M () est un mouvement Brownien.
Nous supposons de plus qu’aucun champs de forces constantes existent et
soient M (t) sans drift i.e E[M(t)] = 0 et Var[M(t)] = E[M?(t)] = o*t; par
conséquent

M(t) = o X (t);

avec X (t) un mouvement Brownien standard. De I’équation (3-1), nous avons
alors

mAV = =pVAt+ o AX (3.2)

Faisant la division de I’équation sur At, soit At —> 0 on aura I’équation de
Langevin

% dX
mE = BV + o (3.3)



Remarquons que

d at o ath(t),
Z(EMV (1) = 7ot =
B

ot @ = =, v = Z et supposons que V(0) = 0. On a alors:

eV (t) = fy/ot e dX (7).

En intégrant par partie, on aura:

eV (t) = ve™ X (t) — 704/0 X (1)e*d(T).

t
V(t) = 7/ e dX (7).
0
Définition 1. Soient a > 0, o (firé) € R . Le processus (Y (t);t > 0) a

trajectoires p.s continues tel que Y (0) =0 et pourt > 0,

t
Y(t) = ae‘at/ e dX(s),
0

est appelé processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Proposition 2. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck satisfait ’équation dif-
férentielle :

dY (t) = —aY (t)dt + odX (t).

Démonstration. On pose F(t,z) = ez . Ona, F € C"? car:

OF(t,x) ot .
———~= = —oe 'z est continue en t.
ot
F(t 2
oF(t z) = e * continue et ot z) = 0 continue .
ox ox
On a OF(t,7)
T
) M2'
ax e T7

effictivement; si on pose : £(t) = afot e**dX(s) on aura

dE(t) = oe®dX ().
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Donc la fonction

OF(t
aeat%x) est bornée pour tout (¢,z) € [0,7] x R;
x
ce qui implique :
W OF(t,x)
oe tTeM%;VTEO.

Donc on peut utiliser la formule d’It6 ;

dY (t) = d(e™¢(t))
= —ae *¢(t)dt + e oe™dX (1)
= —aY(t)dt + odX(t),

Ce qui prouve que Y (t) satisfait I’équation :

dY (1) = —aY (t)dt + odX (t).
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Conclusion

Les outils de base du calcul stochastique étant rassemblés, de nombreux
développements et perspéctives s’ouvrent: Etude des solutions d’équations
différentielles stochastiques; Etude des processus d’Ornsteiun-Uhlenbeck: cas
des solutions de I'equation de Langevin dont nous avons esquissé quelques
propriétés. Cela constitue une direction de travail. Une autre direction de
travail, trés actuelle, est constituée par les applications au calcul financier.
Une autre direction de travail encore est constituée par ’approximation d’un
processus de Galton-Watson par des diffusions ou l'intégrale d’Itd joue un
role essentiel (Cf. [8]).
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