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Notations

� FMOLFPP : Fuzzy Multi-Objective Linear Fractional Programming Problem (Problème
de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue)

� MOLFPP: Multi-Objective Linear Fractional Programming Problem (Problème de Pro-
grammation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs).

� LFPP: Linear Fractional Programming Problem (Problème de Programmation Linéaire
Fractionnaire ).

� LPP: Linear Programming Problem (Problème de Programmation Linéaire).

� LP: Linear Program (Programme Linéaire).
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Avant propos

La Recherche Opérationnelle (R.O), aussi appelée science du management ou science de la
décision, est une discipline dont l'objet est d'aider les gestionnaires à prendre des décisions en
utilisant des modèles et des méthodes scienti�ques adaptées.

On situe la naissance de la R.O lors de la deuxième guerre mondiale, lorsque l'état-major
britannique Patrick Maynard Stuart Blackett �t appel à des équipes de mathématiciens et de
physiciens pour l'aider à analyser des questions de stratégie militaire (développement d'un réseau
de radars, organisation des convois maritimes...). Après la guerre, cette approche systématique
et scienti�que des problèmes de décision a été transposée au monde économique et industriel
où elle a connu de nombreux succès. Depuis, de nouvelles méthodes et de nouveaux champs
d'application ont vu le jour.

La Recherche Opérationnelle (R.O) est la discipline des méthodes scienti�ques et techniques
mathématiques utilisables pour élaborer de meilleures décisions. Elle permet de rationaliser,
de simuler et d'optimiser l'architecture et le fonctionnement des systèmes de production ou
d'organisation.

La R.O propose des méthodes conceptuelles pour analyser des situations complexes et permet
aux décideurs de faire les choix les plus e�caces grâce à :

- Une meilleure compréhension des problèmes,
- La vision complète des données,
- La considération de toutes les solutions possibles,
- Des prédictions prudentes de résultats incluant une évaluation des risques,
- Des outils et des méthodes modernes d'aide à la décision.

La R.O. apparait comme une discipline carrefour associant les mathématiques, l'économie
et l'informatique. Elle est par nature en prise directe sur l'industrie et joue un rôle-clé dans le
maintien de la compétitivité.

Les apports de la R.O sont visibles tout autour de nous dans des domaines les plus divers:
de l'organisation des lignes de production de véhicules à la plani�cation des missions spatiales,
voir dans la vie de tous les jours dans l'organisation du traitement des produits recyclables,
l'organisation des ramassages scolaires ou la couverture satellite des téléphones portables.

”La vie elle même est affaire de Recherche Opérationnelle ”
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Introduction Générale

L'une des principales missions de la Recherche Opérationnelle est d'aider à prendre des
décisions en vue d'une gestion e�cace, rationnelle et logique.

Depuis les années 70, les activités de recherche en Recherche Opérationnelle au niveau mon-
dial n'ont cessé de se développer tant an niveau de ses concepts théoriques et de l'amélioration
technique de ses outils d'optimisation qu'au niveau applicatif où elle intervient de manière cru-
ciale dans des secteurs de plus en plus nombreux et diversi�és comme : �la production indus-
trielle, la plani�cation, le transport, l'informatique, les télécommunications, l'énergie, mais aussi
dans les banques et les assurances. . . etc �. Les modèles traditionnels développés dans le cadre
des méthodes quantitatives de gestion considéraient en général un objectif unique, pour lequel il
existe une solution optimale. Les algorithmes mis au point consistent alors à dé�nir un moyen
d'atteindre, le plus rapidement possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas
cette modélisation ne traduit pas exactement la réalité.

La plupart des problèmes réels intervenant en mathématiques de décision sont de nature qui
impose la prise en compte de plusieurs objectifs qui sont souvent antagonistes . Tout décideur
est obligé de tenir compte du maximum d'éléments en sa possession, pour aboutir à la meilleure
décision possible.

Ainsi pour mieux appréhender la réalité, l'approche multi-objectifs devient incontournable.
Il est utile dans ce cas de dé�nir un concept d'optimalité, d'étudier les propriétés et les condi-
tions d'existence des solutions et déterminer des méthodes pratiques de recherche des décisions
relatives à ce concept d'optimalité([8] ,[22] ,[24]).

La programmation fractionnaire a attiré l'attention de nombreux chercheurs. La raison prin-
cipale de l'intérêt dans la programmation fractionnaire provient du fait que des modèles de
programmation pourraient mieux répondre aux problèmes réels si l'on considère l'optimisation
des rapports des propriétés physiques et / ou des quantités économiques.

Plusieurs applications des programmes mathématiques fractionnaires ont déjà été décrites
dans la littérature([10] ,[19] ,[21]), Comme domaines d'applications des problèmes fractionnaires
soumis à un ensemble de contraintes, nous pouvons citer par exemple:

� Le domaine des �nances où il est souvent question d'optimiser un rapport de deux fonctions
telles que [dette/capitaux propres], [rendement/employé], [coût e�ectif/coût standard],
[béné�ce/coût], [inventaire/ventes], [risque des actifs/capital].

� Le domaine de la santé comme la plani�cation dans un hôpital [coût/patient], [in�r-
mière/patient], [docteur/patient]...etc.

� Les processus de décision de Markov peuvent également mener à la maximisation du rap-
port de la moyenne et l'écart type.
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Aussi, dans certaines situations les connaissances dont nous disposons sur une situation
quelconque sont imparfaites soit parce que nous avons un doute sur leur validité, elles sont alors
incertaines, soit parce que nous éprouvons une di�culté à les exprimer clairement, elles sont
alors imprécises.

Les connaissances imprécises n'ont été prises en considération qu'à partir de 1965, lorsque
L.A. ZADEH [23] , professeur à l'université de Californie à Berkeley a introduit la notion de
sous-ensemble �ou, à partir de l'idée d'appartenance partielle à une classe de catégorie aux
limites mal dé�nies dans une généralisation dans la théorie classique des ensembles admettant
des situations intermédiaires entre le tout et le rien([4] , [15]).

C'est ainsi que dans notre travail, nous nous sommes intéressés au cas où les objectifs sont li-
néaires fractionnaires �ous et les contraintes sont linéaires �oues. Les problèmes en question sont
connus sous le nom de problèmes linéaires fractionnaires multi-objectifs �ous ([6] , [11] ,[16] ,[17] ,[18]).

A cet e�et, nous avons structuré notre travail comme suit:

� Dans le chapitre 1: Nous nous sommes intéressées à l'optimisation multi-objectifs, en
rappelant les di�érentes dé�nitions de base, les théorèmes d'existence des solutions e�caces
et quelques approches utilisées pour résoudre ce type de problèmes.

� Dans le chapitre 2: Nous présentons les notions de base de la programmation linéaire frac-
tionnaire mono-objectif, ainsi que quelques stratégies de résolution telles que la résolution
directe où nous avons cité la méthode de Cambini , la résolution par paramétrisation , et
la résolution d'un problème équivalent où la méthode de Charne et Cooper est présentée.

� Le chapitre 3 est réservé à la programmation linéaires fractionnaires multi-objectifs, où
nous exposons la méthode de Guzel qui nous permet de convertir un problème linéaire
fractionnaire multi-objectis en problème linéaire.

� Le chapitre 4 est consacré à la logique �oue où les notions de base et dé�nitions nécessaires
à la compréhension de la théorie des ensembles �ous sont présentées.

� Dans le chapitre 5, la programmation fractionnaire linéaire multi-objectifs �oue est abor-
dée, nous avons donné la forme générale du problème et nous avons décrit une méthode
pour résoudre ce type de problème en combinant les méthodes proposées par Chen et
Hsieh [4] et Guzel([13] ,[14]), puis nous avons illustré la méthode proposée par un exemple
numérique .

� Le chapitre 6 �nalise notre travail par l'implémentation du problème linéaire fractionnaire
multi-objectifs �ou sur le logiciel MATLAB.

En�n, nous terminons notre travail par une conclusion générale et la bibliographie utilisée.
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Chapitre 1

Programmation Multi-Objectifs

Déterministe

1.1 Introduction

La vie réelle foisonne de problèmes qui cherchent une solution. La majorité de ces problèmes
ont des solutions qui ne sont pas forcément convenables selon un ou plusieurs critères bien dé�-
nis. La plupart des problèmes d'optimisation réels sont décrits à l'aide de plusieurs objectifs
ou critères souvent contradictoires et parfois complémentaires qui doivent être optimisés simul-
tanément. Pour les problèmes n'incluant qu'un seul objectif, l'optimum cherché est clairement
dé�ni, celui-ci reste à formaliser pour les problèmes d'optimisation multi-objectifs.

Prenons le cas d'une personne souhaitant acheter une maison. La maison idéale est celle
qui est peu chère avec beaucoup d'espace et bien située si possible, mais cette maison idyllique
n'existe pas. Notre acheteur va donc devoir identi�er les meilleurs compromis possibles corre-
spondants à son budget.

Plusieurs autres problèmes peuvent être décrits de la même manière([15] ,[22]), tels que
l'établissement d'un emploi du temps scolaire, c'est un problème multi-objectifs de nature car
il faut en même temps optimiser plusieurs objectifs tels que: le volume horaire à enseigner,
l'occupation des locaux, la charge horaire par enseignant, le nombre de matières. . . etc.

Dans ce qui suit, nous donnerons quelques dé�nitions et notions nécessaires à la compréhen-
sion de certains concepts de base que nous utiliserons dans la suite.

1.2 Formulation du problème

Mathématiquement, un problème de programmation linéaire multi-objectifs peut être dé�ni
de la manière suivante:

(MOLP)


Optimiser Z (x) = (z1 (x) , z2 (x) , ..., zk (x))

S.c.

x ∈ S
(1.1)

8



Où S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0} est l'ensemble non vide des solutions réalisables ou
admissibles, avec A matrice réelle de type (m, n) et b vecteur réel d'ordre m,

k ≥ 2 est le nombre de fonctions objectifs,
x = (x1, x2, ..., xn)t représente le vecteur de décision, avec xi ∈ R, i = 1, n sont les variables

de décision et n le nombre de variables de décision,
L'ensemble Rn qui contient S (S⊂ Rn) est dit espace de décision,
L'ensemble ψ = Z(S) est l'image de l'ensemble S sur l'espace des objectifs Rk,
ψ est appelé espace admissible des critères, avec, Z (x) = (z1 (x) , z2 (x) , ..., zk (x))t est le

vecteur de k fonctions objectifs,
ψ = Z (S) =

{
y = (y1, y2, ..., yk)

t ∈ Rk/y = z (x) /x ∈ S
}
⊂ Rk.

Exemple 1.1. Pour n = 2 et k = 2.

Remarque
Dans ce chapitre, nous considérons que toutes les fonctions objectifs sont à � minimiser �,
en e�et :
Un problème de maximisation peut être aisément transformé en problème de minimisation

(et vice versa) en considérant l'équivalence suivante:
maximiser Z (x)⇐⇒ minimiser (−Z (x)).

9



1.3 Dominance

A la �n du 19èmesiècle (1896), l'économiste Vilfredo Pareto([8] ,[15] ,[22] , [24]), formule un
concept d'optimalité qui porte son nom (optimalité au sens de Pareto) qui constitue les origines
de la recherche sur l'optimalité multi-objectifs.

1.3.1 Dominance

Dé�nition 1.1
Soient deux vecteurs: Z1 = (z1

1 , z
1
2 , ..., z

1
k) ∈ Rk et Z2 = (z2

1 , z
2
2 , ..., z

2
k)∈ Rk.

On dit que le vecteur Z1domine le vecteur Z2 pour un problème à minimum si et seulement
si :

Z1 ≤ Z2 et Z1 6= Z2, c'est à dire : z1
i ≤ z2

i ∀i ∈ {1, ..., k} et z1
l < z2

l pour au moins un
l ∈ {1, ..., k} .

Ou bien : Le vecteur Z1 est meilleur que le vecteur Z2 si :

1. Les composantes de Z1 sont meilleures ou égales que les composantes de Z2.

2. Au moins une composante de Z1 est meilleure que la composante correspondante de Z2.

Ou bien : On dit que le vecteur Z1 domine le vecteur Z2 si :

� Z1 est au moins aussi bon que Z2 sur tous les objectifs.

� Z1 est strictement meilleur que Z2 sur au moins un objectif.

1.3.2 Dominance forte

Dé�nition 1.2

On dit que le vecteur Z1domine fortement le vecteur Z2 si et seulement si :

Z1 < Z2, c'est à dire: Z1
i < Z2

i ∀i ∈ {1, ..., k}, dans ce cas :

Z1 est strictement meilleur que Z2.

Exemple 1.2.

Soient les vecteurs: Z1 = (3, 2, 7), Z2 = (4, 6, 9) , Z3 = (3, 7, 11).

Z1 domine fortement Z2 ou Z2 est fortement dominé par Z1.

Z1 domine Z3.

Z2et Z3sont incomparables.

→ Z1domine Z2 et Z3.
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1.3.3 Propriétés de la relation de dominance

La relation de dominance :

� n'est pas ré�exive car U ne domine pas U (elle est irré�exive),

� n'est pas antisymétrique car on a jamais U domine V et V domine U,

� n'est pas symétrique , car si U domine V;V domine U,

� est asymétrique ⇐⇒ ∀ U, V si U domine V =⇒ V ne domine pas U ,

� est transitive, car si :


U domine V

et

V domine Z

=⇒ U domine Z .

Dé�nition 1.3
Une relation de dominance binaire est dite relation d'ordre partiel strict si :

- Elle est asymétrique et transitive.
Ou

- Elle est irré�exive et transitive .

Résultat:
La relation de dominance est une relation d'ordre partiel strict sur l'espace des objectifs.

1.4 Optimalité de Pareto

1.4.1 E�cacité

Dé�nition 1.4
Une solution réalisable x∗ ∈ S est dite e�cace (ou Pareto optimale) si et seulement s'il

n'existe aucune solution x ∈ S telle que :
zi (x) ≤ zi (x

∗) , ∀i ∈ {1, ..., k} et zi (x) < zi (x
∗) pour au moins un indice i ∈ {1, ..., k}.

1.4.2 E�cacité forte

Dé�nition 1.5

Une solution x∗ ∈ S est dite fortement e�cace si et seulement s'il n'existe aucune solution x ∈ S
telle que:

zi (x) < zi (x
∗) ,∀i ∈ {1, ..., k}.

1.4.3 Ensemble Pareto et Surface de Pareto

Dé�nition 1.6
Dans l'ensemble réalisable S. L'ensemble des solutions e�caces ou l'ensemble de solutions

Pareto-optimales du problème (1.1) constitue l'ensemble Pareto du programme linéaire multi-
objectifs (MOLP).
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Dé�nition 1.7
Dans l'espace réalisable de critères ψ, l'image de l'ensemble Pareto est appelé Frontière de

Pareto ou Surface de Pareto, ou Front de Pareto.

1.5 Détection graphique de l'e�cacité

Pour tester graphiquement l'e�cacité d'une solution, Ralp Steuer a introduit le concept d'ensemble
dominant qui est principalement basé sur la notion du cône.

Dé�nition 1.8 (Cône)

Soit K ⊆ Rn (K 6= 0Rn) ,K est un cône de Rn si et seulement si :
∀x ∈ K, ∀α ∈ R∗+, α.x ∈ K.

Remarque:

� L'origine 0Rn doit être contenue dans chaque cône.

� Tous les cônes sont non bornés.

Exemple 1. 3
- Le demi espace fermé: K = {x ∈ Rn/f (x) ≤ 0} est un cône.
- Le demi espace ouvert K

′
= {x ∈ Rn/f (x) < 0} n'est pas un cône car il ne contient pas

l'origine.

Dé�nition 1.9
- Un cône négatif C−est dé�ni par C− =

{
x ∈ Rn/z (x) ∈ Rk avec z (x) ≤ 0

}
→ pour un

problème multi-objectifs à minimum.
- Un cône positif C+est dé�ni par C+ =

{
x ∈ Rn/z (x) ∈ Rk avec z (x) ≥ 0

}
→ pour un

problème multi-objectifs à maximum.

Théorème 1.1 (théorème du contact)[16]
Une solution x ∈ Rn est e�cace pour un problème multi-objectifs si et seulement si :{

(C− + x) ∩ S = {x} : Pour un problème à minimum.

(C+ + x) ∩ S = {x} : Pour un problème à maximum.

Ce théorème fournit un test permettant de détecter les solutions e�caces géométriquement,
c'est à dire:

Si Dx ∩ S = {x}=⇒ x est e�cace pour le problème multi-objectifs.
Si Dx ∩ S 6= {x}=⇒ x n'est pas e�cace pour le problème multi-objectifs.
Où Dx = C− + {x} ou Dx = C+ + {x} est appelé � ensemble dominant �.
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Dans la �gure ci-dessus nous avons x1 est e�cace et x2 est non e�cace.

1.6 Solutions supportées et solutions non supportées

La dé�nition de Front se réfère à l'espace des objectifs. Sur le Front Pareto, deux types de
solutions peuvent être di�érenciées, les solutions supportées et les solutions non supportées:

Les solutions supportées: Sont celles qui appartiennent aux portions convexes du Front
Pareto (elles sont situées sur la frontière).

Les solutions non supportées: Elles se situent dans les portions concaves du Front
Pareto mais, elles ne sont pas dominées pour autant.
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Illustration des solutions supportées et solutions non supportées

1.7 Dominance au sens de Geo�rion

Une autre forme de dominance importante dans le monde de l'optimisation multi-objectifs
est la dominance au sens de Geo�rion [11].

Des solutions optimales obtenues par ce type de dominance sont appelées solutions de Pareto
optimales propres.

Dé�nition 1.10 (Dominance au sens de Geo�rion) [12]
Une solution x∗ ∈ S est appelée solution Pareto optimale propre pour le problème multi-

objectifs (1,1) si :

1. x∗ est Pareto optimale pour le problème (1.1) et,

2. S'il existe un nombre M>0 tel que : ∀ i = 1, k , ∀x ∈ S vérifiant zi (x) < zi (x
∗),

∃ au moins un j ∈ {1, ..., k} tel que :zj (x∗) < zj (x)

et :
z2 (x∗)− z1 (x)

zj (x∗)− zj (x)
≤M
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Considérons le problème paramétrique mono-objectif suivant :

(Pλ)


Min

i=k∑
i=1

λizi (x)

S.c.

x ∈ S

(1.2)

Où λi sont des poids relatifs à chaque objectif zi
(
i = 1, k

)
tels que :

λi ≥ 0, ∀ i = 1, k et
k∑
i=1

λi = 1.

Théorème 1.2 (Théorème de Geo�rion)[12]

Si x∗ est une solution optimale du problème (1.2) où λi > 0 ∀ i = 1, k et
k∑
i=1

λi = 1 alors

x∗est Pareto optimale propre pour le problème (1.1).

Exemple 1.4
Soit le problème linéaire bi-objectifs suivant :

Min (z1 (x) = −3x1 − x2; z2 (x) = x1 + 6x2)

S.c.

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0, x1, x2 ∈ R

(1.3)

Prenons : λ1 = 0.5 et λ2 = 0.5
Le problème paramétrique correspondant au problème (1.3) s'écrit :

(Pλ)


Min

2∑
i=1

λi zi (x)

S.c.

x ∈ S = {(x1, x2) ∈ R2/3x1 − x2 ≤ 6; x2 ≤ 2}

(Pλ)



Min
(

1
2

(−3x1 − x2) + 1
2

(x1 + x2)
)

= −x1 + 1
2
x2

S.c.

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

(Pλ)



Min (−x1 + 1
2
x2)

S.c.

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

Nous résolvons le problème(Pλ) avec la méthode du simplexe et nous obtenons :
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x∗ (x1 = 2, x2 = 0) sa solution optimale donc d'après Geo�rion x∗ = (2, 0)t est Pareto opti-
male propre qui est aussi e�cace pour le problème (1.3).

1.8 Caractérisation des solutions e�caces

Nous présentons quelques caractérisations qui permettent de tester l'e�cacité d'une solution
réalisable pour un problème linéaire multi-objectifs :

Théorème 1.3 (Ecker et Wendell)[9]
Soit x∗ ∈ S un vecteur de décision donné et x̂ un vecteur quelconque de S.
x∗est e�cace pour le problème (1.1) si et seulement si x∗est solution du problème (mono-

objectif) intermédiaire suivant :

(Px̂)


Minimiser

i=k∑
i=1

zi (x)

S.c.

x ∈ S
zi (x) ≤ zi (x̂) , ∀i = 1, k

(1.4)

Exemple 1.5

Soit le problème linéaire bi-objectifs suivant:

Min (−3x1 − x2, x1 + 2x2)

S.c.

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0, x1, x2 ∈ R.

(1.5)

Prenons x̂=(1, 1)∈ S.

Le problème (Px̂) correspondant au problème (1.5) s'écrit :

(Px̂) = (P(1,1))



Min
2∑
i=1

zi (x) = z1 (x) + z2 (x)

S.c.

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2.

z1 (x) ≤ z1 (1, 1) = −3 (1)− 1 = −4

z2 (x) ≤ z2 (1, 1) = 1 + 2 (1) = 3

x1, x2 ≥ 0, x1, x2 ∈ R
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(Px̂) =



Min (−2x1 + x2)

S.c :

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

−3x1 − x2 ≤ −4

x1 + 2x2 ≤ 3

x1, x2 ≥ 0

à résoudre avec la méthode du simplexe

La solution optimale de (Px̂) obtenue est : x∗ (x1 = 2; x2 = 0)t.
Donc, d'après le théorème d'Ecker et Wendell, la solution x∗ (2, 0)est e�cace pour le problème

bi-objectifs (1.5).

Théorème 1.4 (Benson) [1]
Pour un problème à minimum, soit le problème mono-objectif suivant :

Pε (x∗)



Minimiser θ =
i=k∑
i=1

εi

S.c :

x ∈ S.
zi (x) + εi = zi (x

∗) ; i = 1, k.

x ∈ Rn, εi ∈ R; ∀ i = 1, k

ε = (ε1, ε2, ..., εk) ∈ Rk
+

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn
+

(1.6)

Alors :

1. x∗ est e�cace pour le problème (1.1) ⇐⇒ La valeur optimale de la fonction objectif θ est
nulle dans le problème Pε (x∗) .

2. Si θ 6= 0 pour la solution optimale x̂ de Pε (x∗) alors x̂ est e�cace pour le problème (1.1).

Remarque:
Si le problème (1.1) est un problème à maximum alors Pε (x∗) s'écrit :

Pε (x∗)



Max θ =
k∑
i=1

εi

S.c :

x ∈ S
zi (x)− εi = zi (x

∗) ; i = 1, k

x ∈ Rn
+, εi ∈ R+; i = 1, k
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Exemple 1.6.
Soit le problème multi-objectifs suivant :

Min Z (x) = (z1 (x) = x1 − 2x2; z2 (x) = −x1 + 4x2; z3 (x) = 2x1 + x2)

S.c.

−2x1 + x2 ≤ 0

x1 ≤ 3

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0, x1, x2 ∈ R

(1.7)

1) Véri�ons si la solution réalisable x∗ = (0, 0)t est e�cace au sens de Benson :
Le problème mono-objectif (Pε (x∗)) correspondant au problème (1.7) s'écrit :

Pε (x∗) = Pε (0, 0)



Min θ =
3∑
i=1

εi = ε1 + ε2 + ε3

S.c :

−2x1 + x2 ≤ 0

x1 ≤ 3

x2 ≤ 2

z1 (x) + ε1 = z1 (x∗)

z2 (x) + ε2 = z2 (x∗)

z3 (x) + ε3 = z3 (x∗)

x = (x1, x2) ∈ R2
+

ε = (ε1, ε2, ε3) ∈ R3
+

⇔Pε (0, 0)



Min θ = ε1 + ε2 + ε3

S.c.

−2x1 + x2 ≤ 0

x1 ≤ 3

x2 ≤ 2

x1 − 2x2 + ε1 = 0

−x1 + 4x2 + ε2 = 0

2x1 + x2 + ε3 = 0

x1, x2 ∈ R+; ε1, ε2, ε3 ∈ R+

à résoudre par la méthode du simplexe,

La solution optimale du problème Pε (x∗) est : x1 = x2 = ε1 = ε2 = ε3 = 0. Donc,
θ = ε1 + ε2 + ε3 = 0 .

D'après le théorème de Benson la solution x∗ = (0, 0)t est e�cace pour (1.7) .

2) Véri�ons si la solution réalisable x∗ = (2, 0)t est e�cace au sens de Benson :
Le problème mono-objectif (Pε (x∗))correspondant au problème (1.7) s'écrit :
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Pε (x∗) = Pε (2, 0)



Min θ =
3∑
i=1

εi = ε1 + ε2 + ε3

S.c.

−2x1 + x2 ≤ 0

x1 ≤ 3

x2 ≤ 2

z1 (x) + ε1 = z1 (x∗)

z2 (x) + ε2 = z2 (x∗)

z3 (x) + ε3 = z3 (x∗)

x = (x1, x2) ∈ R2
+

ε = (ε1, ε2, ε3) ∈ R3
+

⇔Pε (2, 0)



Min θ = ε1 + ε2 + ε3

S.c.

−2x1 + x2 ≤ 0

x1 ≤ 3

x2 ≤ 2

x1 − 2x2 + ε1 = 2

−x1 + 4x2 + ε2 = −2

2x1 + x2 + ε3 = 4

x1, x2 ∈ R+; ε1, ε2, ε3 ∈ R+

à résoudre par la méthode du simplexe,

La solution optimale du problème Pε (x∗) est : x1 = 3, x2 = 1
2
, ε1 = 0, ε2 = 1, ε3 = 5

2
. Donc,

θ = ε1 + ε2 + ε3 = 0 + 1 + 5
2

= 7
2
6= 0 .

D'après le théorème de Benson la solution x∗ = (2, 0)t n'est pas e�cace pour le problème(1.7) ,

par contre la solution x̂ =
(
3, 1

2

)
est e�cace pour le problème (1.7) .

1.9 Points particuliers

1.9.1 Point idéal

Dé�nition 1.11
Le point idéal y∗ = (y∗1, y

∗
2, ..., y

∗
k)
t ∈ Rk est le vecteur qui minimise chacune des fonctions

objectifs zi
(
i = 1, k

)
séparément, c'est à dire :

y∗i = Min (zi (x) , i = 1, k, x ∈ S)

Ou bien : y∗ = (y∗1 = min
x∈S

z1 (x) ; y∗2 = min
x∈S

z2 (x) ; ...; y∗k = min
x∈S

zk (x))t.

Remarques :

1. Généralement le point idéal n'appartient pas à l'espace des critères réalisables (ψ = Z (S))
puisque les objectifs de (1.1) sont souvent contradictoires.
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2. Le point idéal est le vecteur des valeurs les plus préférées � souhaitables de chaque objectif
zi, i = 1, k �.

1.9.2 Point anti-idéal

Dé�nition 1.12
Le point anti-idéal ya = (ya1 , y

a
2 , ..., y

a
k)
t ∈ Rk est le vecteur qui maximise [ pour un problème

à minimiser ] chacune des fonctions objectifs zi (i = 1, k) séparément, c'est à dire :
yai = (ya1 = max

x∈S
z1 (x) ; ya2 = max

x∈S
z2 (x) ; ...; yak = max

x∈S
zk (x))t.

1.9.3 Matrice des gains

Dé�nition 1.13
Soit xi la solution optimale en Minimisant (Maximisant) l'objectif zi sur S, la matrice carrée

de dimension k suivante:

x1 x2 . . . . . . xk

G=

z1

z2

...

zk



y11 = y∗1 y12 . . . . . . y1k = z1 (xk)

y21 = z2 (x1) y22 = y∗2 . . . . . . y2k = z2 (xk)

...
...

...
...

...
...

yk1 = zk (x1) yk2 = zk (x2) . . . . . . ykk = y∗k


est appelée � matrice des gains � .

Où :

{
z∗i = min

x∈S
zi (x) = zi (xi) ; ∀i = 1, k

zij = zi (xj) ; ∀i = 1, k et ∀j = 1, k avec i 6= j.

1.9.4 Point nadir

Dé�nition 1.14
De la matrice des gains, nous pouvons dé�nir le point nadir

ynad =
(
ynad1 , ynad2 , ..., ynadk

)t ∈ Rk, avec :

ynadi = max
j=1,k

yi,j ; ∀i = 1, k , pour un problème à minimiser.

ynadi = min
j=1,k

yi,j ; ∀i = 1, k , pour un problème à maximiser.

Remarques :

1. Le point nadir est le vecteur des valeurs les plus mauvaises de chaque critère yi ,
(
i = 1, k

)
2. Si pour un critère j, ∃ plusieurs solutions optimales donc, la matrice des gains n'est pas

unique, ainsi le vecteur nadir peut ne pas être unique .
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3. Le point nadir sert à restreindre l'espace des recherches Rk. Il peut être utilisé comme point
de réservation (valeurs non souhaitables) et il est utilisé dans les méthodes interactives.

Exemple 1.7
Soit la matrice des gains suivante :

G=

 7 9 8
9 3 15
6 4 1


y∗ = (7, 3, 1)t est le point idéal.
ynad = (9, 15, 6)t pour un problème à minimiser.
ynad = (7, 3, 1)t pour un problème à maximiser.

Illustration des trois points pour un problème à minimiser

Dé�nition 1.15 (Décideur)
Un décideur est un individu (ou un groupe d'individus) qui face à une situation de décision,

a la responsabilité d'évaluer les di�érentes alternatives (solutions) possibles a�n de proposer ou
de mettre en ÷uvre une solution ( ou des solutions ).
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Dé�nition 1.16 (L'analyste)
Il est responsable de la dé�nition du modèle de décision et de la présentation des résultats

au décideur .

1.10 Approches de résolution d'un problème linéaire multi-

objectifs

1.10.1 Problématique

La di�culté principale d'un problème multi-objectifs c'est qu'il n'existe pas de dé�nition de
la solution optimale. Le décideur peut simplement exprimer le fait qu'une solution est préférable
à une autre, mais il n'existe pas une solution meilleure que toutes les autres, dès lors, résoudre
un problème multi-objectifs ne consiste pas à rechercher la solution optimale, mais l'ensemble
des solutions de compromis pour lesquelles ne nous pourrons pas e�ectuer une opération de
classement.

Deux approches de résolution d'un problème d'optimisation multi-objectifs peuvent être dis-
tinguées dans la littérature([15] ,[22]).

1.10.2 Approche 1: Approche mono-objectif

Elle consiste à ramener (transformer) le problème multi-objectifs à un problème mono-objectif
. Elle caractérise les méthodes dites � a priori �, nous allons détailler deux méthodes les plus
utilisées dans la littérature.

a) Méthode de la somme pondérée ou méthode d'agrégation des objectifs [15]
Cette méthode consiste à ramener le problème linéaire multi-objectifs (1.1) à un problème

paramétrique mono-objectif (Pλ) de la manière suivante :

(Pλ)


min

(
i=k∑
i=1

λizi (x)

)
S.c.

x ∈ S

(1.8)

Où λi ≥ 0, ∀ i =1, k , avec
i=k∑
i=1

λi = 1.

Les poids λi sont choisis en fonction de l'importance des objectifs zi,
(
i = 1, k

)
.

Théorème 1.5 [22]
La solution optimale de (Pλ) est une solution e�cace pour le problème (1.1) si tous les poids

λi sont positifs (λi ≥ 0) ∀i = 1, k.
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Dé�nition 1.17 (Ensemble convexe)
On dit qu'un ensemble S est convexe si et seulement si :
∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ S

D'un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu'il contient deux
points, contient nécessairement le segment les reliant.

Exemple 1.8

I la �gure gauche est un ensemble convexe.
I La �gure droite est un ensemble non convexe, car le segment reliant x et y n'appartient

pas à S .

Dé�nition 1.18 (Fonction convexe)
La fonction : z : S → R est dite convexe sur S convexe non vide de Rn si et seulement si :
∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] z(λx+ (1− λ)y) ≤ λz (x) + (1− λ) z (y).

Dé�nition 1.19
Le problème d'optimisation multi-objectifs(1.1) est dit convexe si et seulement si :

1) Chaque fonction objectif zi, i = 1, k est convexe.

2) L'ensemble S est convexe.

Théorème 1.6 [15]
Si le problème d'optimisation multi-objectifs(1.1) est convexe et x∗ est l'une de ses solutions

e�caces alors, il existe un vecteur des poids (λ1, λ2, ..., λk) positifs tels que x∗ est solution
optimale de (Pλ) .
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Exemple 1.9
Soit le problème linéaire bi-objectifs suivant :

Min (z1 (x) = −3x1 − x2; z2 (x) = −x1 + 2x2)

S.c.

3x1 + x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x = (x1, x2) ∈ R2
+

(1.9)

On donne : λ1 = 0.5, λ2 = 0.5 (Poids choisis par le décideur)

Le problème paramétrique mono-objectifs(Pλ) correspondant au problème (1.9) s'écrit :

(Pλ)


Min

i=2∑
i=1

λi zi (x)

S.c.

x ∈ S

(Pλ)


Min

(
1
2

(−3x1 − x2) + 1
2

(−x1 + 2x2)
)

S.c.

x ∈ S

(Pλ)


Min

(
−2x1 + 1

2
x2

)
S.c.

x ∈ S

La solution optimale de (Pλ) est x∗(x1 = 2, x2 = 0)t

D'après le théorème (1.5), x∗ est e�cace (Pareto optimale) pour le problème(1.9)

Inversement : Le problème(1.9) étant linéaire donc convexe et on conclut d'après le théorème
(1.6) que toute solution e�cace de (1.9) est optimale pour (Pλ).

b) Méthode ε-contraintes [15]
Une autre façon de transformer le problème (1.1) en un problème mono-objectif est de minimi-

ser l'objectif zi (jugé prioritaire par le décideur) et de convertir les autres objectifs en contraintes,
le problème transformé obtenu :

(Pε)


Minimiser zi (x)

S.c :

x ∈ S
zj (x) ≤ εj , ∀ j = 1, k, avec j 6= i

(1.10)

Théorème 1.7 [15]
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Pour tout ε = (ε1, ε2, ..., εi−1, εi+1, ..., εk) tel que le problème (1.10) a une solution optimale
x∗ alors cette solution x∗est Pareto-optimale pour le problème (1.1).

Exemple 1.10
Soit le problème linéaire multi-objectifs suivant :

Min Z (x) = (z1 (x) = −3x1 + x2; z2 (x) = x1 + 2x2; z3 (x) = 2x1 + x2)

S.c :

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x = (x1, x2) ∈ R2
+

(1.11)

En considérant le critère z3 prioritaire et ε = (ε1,ε2) = (1, 3)t

Le problème (Pε) s' écrit :

(Pε) =



Min z3 (x) = 2x1 + x2

S.c :

3x1 − x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

z1 (x) ≤ ε1 ⇐⇒ −3x1 + x2 ≤ 1

z2 (x) ≤ ε2 ⇐⇒ x1 + 2x2 ≤ 3

x = (x1, x2) ∈ R2
+

à résoudre par la méthode du simplexe.

La solution optimale de (Pε) est x∗ = (0, 0)t donc elle est e�cace pour le problème (1.11).

En faisant varier le vecteur ε:
(ε1, ε2) = (1, 3)t nous obtiendrons x∗1 = (0, 0)t

(ε1, ε2) = (−2, 2)t nous obtiendrons x∗2 =
(

2
3
, 0
)t

(ε1, ε2) = (−1, 5)t nous obtiendrons x∗3 =
(

1
3
, 0
)
t

(ε1, ε2) =
(−1

2
, 5

2

)t
nous obtiendrons x∗4 =

(
1
6
, 0
)t

L'ensemble {x∗1, x∗2, x∗3, x∗4} est un sous-ensemble de l'ensemble Pareto du problème (1.11)

Remarques:

1. Les poids λi et les paramètres εj sont dé�nies par le décideur .

2. En faisant varier les poids λi et les paramètres εj dans les deux méthodes , on peut trouver
un sous-ensemble de points e�caces (Pareto-optimaux) pour le problème (MOLP).

1.10.3 Approche 2: Approche multi-objectifs

Elle consiste à proposer des solutions en tenant compte de l'ensemble des objectifs, cette approche
contient les méthodes dites � a posteriori � et méthodes � Progressives � :

1) Méthodes � a posteriori � ( Recherche→décideur):
Le décideur prend sa décision d'après un ensemble de solutions calculées par un solveur .

2) Méthodes � Progressives� ou �� Interactives (Décideur
←→Recherche):
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Dans ces méthodes, les processus de décision et d'optimisation sont alternés. Par moment,
le décideur intervient pour modi�er certaines variables ou contraintes, a�n de diriger le proces-
sus d'optimisation. Il modi�e ainsi interactivement le compromis entre ses préférences et ses
résultats.

1.11 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter les principales dé�nitions nécessaires à la présen-
tation des problèmes d'optimisation multi-objectifs, comme le concept d'optimalité au sens de
Pareto et le concept d'e�cacité, puis quelques approches de résolution ont été abordées comme
l'approche mono-objectif où la méthode de la somme pondérée et la méthode ε − contraintes
sont présentées, et l'approche multi-objectifs qui contient les méthodes � a posteriori � et les
méthodes � progressives � .
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Chapitre 2

Programmation Linéaire Fractionnaire

Mono-Objectif

2.1 Introduction

La programmation linéaire fractionnaire ou hyperbolique consiste à optimiser un objectif mis
sous forme d'un rapport de deux fonctions linéaires, soumis à un ensemble de contraintes linéaires
([3] ,[5] , [18] ,[24]).

Di�érentes versions de ce modèle, en variables réelles, en variables entières, en variables mixtes
ou en variables 0-1, ont une multitude d'applications que ce soit en optimisation combinatoire,
en programmation stochastique, en bases de données ou en économie ... etc [20] .

2.2 Forme d'un Programme Linéaire Fractionnaire Mono-

Objectif

Un Problème de Programmation Linéaire Fractionnaire Mono-Objectif peut être écrit comme
suit :

(LFP )


maxZ(x) =

N (x)

D (x)
=
ptx+ α

qtx+ β

S.c.

S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}

(2.1)

Où :α, β sont des réels, pt et x des vecteurs de Rn ,qt un vecteur non nul de Rn , A une matrice
réelle d'ordre m×n et b un vecteur de Rm .

L'ensemble S est supposé borné, non vide et qtx+ β > 0 sur S.

2.3 Notions sur l'optimisation convexe

2.3.1 Combinaison linéaire convexe

Dé�nition 2.1
Un vecteur y ∈ S est une combinaison linéaire convexe des points {x1, ..., xp} s'il existe des

coe�cients réels λi, {i = 1, ..., p} , tels que :
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y =
p∑
i=1

λixi, avec λi ≥ 0, ∀i = {1, ..., p} , et
p∑
i=1

λi = 1

2.3.2 Enveloppe convexe

Dé�nition 2.2
L'enveloppe convexe d'un ensemble S⊂ Rn est l'ensemble des points de Rn qui s'écrivent

comme combinaisons convexes des points de S. Elle est notée par :

Con (S) =

{
x ∈ Rn/x =

p∑
i=1

λixi, xi ∈ S, λi ≥ 0, i = {1, ..., p} et
p∑
i=1

λi = 1

}
C'est le plus petit ensemble convexe contenant S.

� L'ensemble {x ∈ Rn/atx = b} représente un hyperplan de Rn ;

� L'ensemble {x ∈ Rn/atx ≤ b} représente un demi-espace fermé de Rn dont l'hyperplan
correspondant constitue la frontière .

2.3.3 Polyèdre

Dé�nition 2.3
1) Un polyèdre S est l'intersection d'un nombre �ni de demi-espaces fermés et/ou d'hyperplans.

Un polyèdre est un ensemble convexe fermé.

2) Un polyèdre S est borné s'il existe une valeur β �nie et positive telle que :
| xj |≤ β , ∀ j ∈ {1, ..., n} et ∀x ∈ S

3)Un polytope est un polyèdre borné et non vide .

2.3.4 Point extrême

Dé�nition 2.4
Soit S un convexe non vide de Rn . x est dit point extrême ou sommet de S si :
x = λx1 + (1− λ)x2 ∀x1, x2 ∈ S et λ ∈]0, 1[ alors x = x1 = x2
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Exemple 2.1

.

2.3.5 Fonction concave

Dé�nition 2.5
La fonction N : S→ R est dite concave sur S convexe non vide de Rn si et seulement si :
∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] N (λx+ (1− λ) y) ≥ λN (x) + (1− λ)N (y)

� Les cas stricts correspondent aux mêmes dé�nitions avec des inégalités strictes pour 0<λ <
1 et x 6= y

� (N)est convexe (respectivement strictement convexe)⇐⇒ (−N) est concave (respective-
ment strictement concave).

Lemme 2.1 [20]
Si N est une fonction convexe alors l'ensemble niveau : L(N, α) = {x ∈ S : N (x) ≤ α} est

convexe pour tout α ∈ R

Preuve :
Soient x1, x2∈ L (N, α) , ainsi x1, x2∈ S car L(N, α) ⊂ S, on a aussi N (x1) ≤ α et

N (x2) ≤ α.

Soit λ ∈ [0, 1], et x = λx1 + (1− λ)x2 comme S est convexe donc x ∈ S et par la convexité
de N on a :
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N (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λN (x1) + (1− λ)N (x2)≤ λα + (1− λ)α = α.

D'où x ∈ L (N, α)et par conséquent L(N, α) est convexe.

Dé�nition 2.6
Soit S⊆ Rn , S 6= ∅. L'ensemble Vε (x) = {x ∈ S : ‖ x− x ‖< ε} est appelé voisinage de x∈ S,

où ε > 0 et ‖ . ‖ désigne la norme euclidienne de Rn .

Dé�nition 2.7
On dit que x appartient à l'intérieur de S, noté int(S) , s'il existe ε > 0 tel que Vε (x) ⊂ S.

2.4 Fonctions convexes généralisées

Les fonctions convexes généralisées jouent un rôle très important dans la théorie de l'optimisation.

Soit une fonction N : S ⊂ Rn avec S un convexe non vide de Rndans R.

2.4.1 Fonction quasiconvexe

Dé�nition 2.8
La fonction N est quasiconvexe sur S si:
∀x, y ∈ S et∀λ ∈ [0, 1] on a : N (λx+ (1− λ) y) ≤ max {N (x) , N (y)} (2.2)

N est quasiconvexe sur S est ainsi équivalente à:
∀x, y ∈ S et∀λ ∈ [0, 1], N (x) ≤ N (y)⇒ N (λx+ (1− λ) y) ≤ N (y).

2.4.2 Fonction quasiconcave

Dé�nition 2.9
La fonction N est quasiconcave sur S si:
∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a : N (λx+ (1− λ) y) ≥ min {N (x) , N (y)} (2.3)

La fonction N est quasiconcave⇐⇒ (−N)est quasiconvexe.

Une fonction qui est à la fois quasiconvexe et quasiconcave est dite quasimonotone ou qua-
silinéaire.

Les fonctions quasiconvexes, quasiconcaves et quasilinéaires sont caractérisées par la convexité
de leurs ensembles niveaux.

Théorème 2.1 [20]
1) f est quasiconvexe si et seulement si l'ensemble L(N, α) = {x ∈ S : N (x) ≤ α} (Lower

level set) est convexe pour tout α ∈ R.

2) f est quasiconcave si et seulement si l'ensemble U(N, α) = {x ∈ S : N (x) ≥ α}(Upper
level set) est convexe pour tout α ∈ R.

3) f est quasilinéaire si l'ensemble Y(N, α) = {x ∈ S : N (x) = α} (level surface) est convexe
pour tout α ∈R. La réciproque est vraie si la fonction f est continue sur S.
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Preuve de 1)

⇒) Supposons que N est quasiconvexe et soient x1, x2 ∈ L (N, α) donc x1, x2∈ S car

L(N, α) ⊂ S et max{N (x1) , N (x2) ≤ α}, soit λ ∈[0, 1] et (x = λx1 + (1− λ)x2),

comme S est convexe donc(x ∈ S) et par la quasiconvexité de N on a :

(N (x) ≤ max {N (x1) , N (x2)} ≤ α)d'où x ∈ L (N, α), ainsi L(N, α) est convexe.

⇐) Supposons que L(N, α) est convexe pour tout réel α. Soient x1 et x2 dans S,

λ ∈[0, 1] et (x = λx1 + (1− λ)x2) . Notons que x1, x2, L(N, α) pour

α = max{N (x1) , N (x2)} étant convexe par hypothèses donc x ∈ L (N, α) et

N (x) ≤ α = max {N (x1) , N (x2)} c'est à direN (λx1 + (1− λ)x2)≤ max {N (x1) , N (x2)},

par conséquent N est quasiconvexe.

Remarque 2.1
Toute fonction convexe sur S convexe est quasiconvexe

2.4.3 Fonction strictement quasiconvexe

Dé�nition 2.10
La fonction N est strictement quasiconvexe sur S si :
∀x, y ∈ S avec N (x) 6= N (y) ,∀λ ∈]0, 1[ on a : N (λx+ (1− λ) y) < max {N (x) , N (y)} .

N est strictement quasiconcave si (−N) est strictement quasiconvexe.

2.4.4 Fonction di�érentiable

Dé�nition 2.11
Soit S un ensemble non vide de Rn et N : S → R. N est dite di�érentiable en x∈ int(S) s'il

existe un vecteur gradient noté ∇N (x) et une fonction α:Rn → R tels que :

N (x) = N (x) +∇N (x) (x− x) + ‖ x− x ‖ α (x; x− x) , ∀x ∈ S.

Où lim
x→x

α (x; x− x) = 0 et ∇N (x) =

(
δN (x)

δx1

, ...,
δN (x)

δxn

)
.
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2.4.5 Fonction pseudoconvexe

Dé�nition 2.12
Soit N une fonction di�érentiable sur S un ouvert non vide de Rn . N est pseudoconvexe sur

S si :
∀x et y ∈ S, (y − x)t ∇N (x) ≥ 0⇒ N (y) ≥ N (x) .

2.4.6 Fonction pseudoconcave

Dé�nition 2.13
Soit N une fonction di�érentiable sur S un ouvert non vide de Rn . N est pseudoconcave sur

S si :
∀x et y ∈ S, (y − x)t∇N (x) ≤ 0⇒ N (y) ≤ N (x).

Théorème 2.2 [20]
Soit N : S → R di�érentiable et pseudoconvexe sur S un convexe ouvert non vide de Rn

alors N est à la fois quasiconvexe et strictement quasiconvexe.

Proposition 2.1 [20]

1. Si N est convexe alors N est quasiconvexe. Si de plus N est di�érentiable alors elle est
pseudoconvexe.

2. Si N est concave alors N est quasiconcave. Si de plus N est di�érentiable alors elle est
pseudoconcave

Théorème. 2.3 [20]
Si N : S → R une fonction quasiconcave (ou quasiconvexe) et continue sur S polyèdre

borné, alors au moins une solution optimale x est un point extrême de S.

Preuve
N étant continue sur S compact donc atteint au moins un minimum x ∈ S .
Si x est un point extrême de S, le résultat est véri�é.

Sinon, soit (x1, ..., xk) k points extrêmes de S avec x 6= xj,∀j ∈ {1, ..., k} d'où
N (x) < min N (xj)

1<j<k

.

Considérons l'ensemble niveau Sα = {x ∈ S/N (x) ≥ α} .Notons que xj ∈ Sα ∀ j∈ {1, ..., k}
et comme N est quasiconcave donc Sα est convexe.

D'autres part, x peut s'écrire en combinaison linéaire convexe des xj,j∈ {1, ..., k} c'est à dire

x =
k∑
j=1

λjxj avec
k∑
j=1

λj = 1 et λj ≥ 0, pour j∈ {1, ..., k}

On conclut que x ∈ Sαd'où N(x) ≥ α, contradiction.

Cette contradiction montre que N (x) = N (xj) pour un certain point extrême xj .
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2.5. Conditions d'optimalité
Considérons le problème de minimisation (Pm) suivant :

(Pm)


Minimiser N (x)

S.c.

x ∈ S
(2.4)

Dé�nition 2.14
Une solution admissible x est dit minimum global si et seulement si
N (x) ≤ N (x) ,∀x ∈ S.

Dé�nition 2.15
Une solution admissible x est dit minimum local si et seulement si il existe un voisinage Vε (x)

de x tel que N (x) ≤ N (x) ,∀x ∈ S ∩ Vε (x) .

2.4.7 Conditions nécessaires d'optimalité

Théorème 2.4 [20]
Si N : S ⊂ Rn → R est une fonction convexe sur S un ensemble convexe non vide, si x est

un minimum local alors il est un minimum global pour le problème (Pm).

Preuve :
Si x est un minimum local donc il existe un voisinage V(x) de x tel que

N (x) ≤ N (x) pour tout x ∈ S ∩ V (x) .

Par contradiction, supposons que x n'est pas un minimum global ainsi il existe x̂ ∈ S

tel que N (x̂) < N (x) .

Par la convexité de N , la relation suivante est véri�ée pour tout �λ ∈ [0; 1],

N (λx̂+ (1− λ)x) ≤ λN (x̂) + (1− λ)N (x) < λN (x) + (1− λ)N (x) = N (x)

ce qui contredit le fait que x soit un minimum local car pour λ > 0 est su�samment petit,

nous avons: λx̂+ (1− λ)x∈ S ∩ V (x).

Théorème 2.5 [20]
Soit N : S⊂Rn→R une fonction speudoconvexe et di�érentiable sur S convexe non vide. Si

x ∈ S tel que ∇N (x)= 0 alors x est un minimum global de N sur S.

Théorème 2.6 [20]
Soit N : S → R strictement quasiconvexe sur S et S un convexe non vide de Rn. Si x est un

minimum local alors x est un minimum global de N sur S.
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Preuve :
Supposons, au contraire, qu'il existe x̂ ∈ S avec, N (x̂) < N (x). S étant convexe donc

λx̂+ (1− λ)x , ∀λ ∈ [0, 1]. Comme x est un minimum local par hypothèse donc

N (x) ≤ N (λx̂+ (1− λ)x) ∀λ ∈ [0, δ] et δ ∈ [0; 1].

N est strictement quasiconvexe et N (x̂) < N (x) ⇒ N (λx̂+ (1− λ)x) < N (x) ∀λ ∈]0, 1[,
ceci contredit l'optimalité local de x.

Les fonctions speudoconvexes partagent, la propriété importante du théorème (2.7), avec les
fonctions convexes.

Théorème 2.7 [20]
Si N : S ⊂ Rn → R est une fonction convexe et di�érentiable sur S convexe non vide et

x ∈ S tel que∇N (x) = 0, alors x est un minimum global de N sur S.

Preuve
Soit x ∈ S, N étant convexe et di�érentiable sur S donc,

N (x) ≥ N (x) + ∇N (x)t (x− x) et comme ∇N (x) = 0 alors N (x) ≥ N (x) pour tout x,
d'où x est un minimum global pour .

2.5 Résultats théoriques sur l'optimisation linéaire fraction-

naire

Considérons le problème linéaire fractionnaire suivant :
Minimiser Z (x) =

ptx+ α

qtx+ β
S.c.

S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}

(2.5)

On suppose que l'ensemble S est un polyèdre borné non vide de Rn et que
qtx+ β > 0 sur S.

Lemme 2.2 [20]

La fonction

(
Z (x) =

ptx+ α

qtx+ β

)
est à la fois pseudoconvexe et pseudoconcave sur S.

Preuve :
Prouvons que Z est pseudoconvexe sur S. Soient x, y ∈ S tels que :(y − x)t∇Z (x) ≥ 0 et

montrons que : Z (y) ≥ Z (x)

On a : ∇Z (x) =
(qtx+ β) p− (ptx+ α) q

(qtx+ β)2

Comme (y − x)t∇Z (x) ≥ 0 et qx+ β > 0, donc: (y − x)t [(qtx+ β) p− (ptx+ α) q] ≥ 0.
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et : (y − x)t [(qtx+ β) p− (ptx+ α) q] = [(pty + α) (qtx+ β)− (qty + β) (ptx+ α)] ≥ 0,

d'où : (pty + α) (qtx+ β) ≥ (qty + β) (ptx+ α) .

En divisant les deux termes de l'inégalité par l'expression (qtx+ β) (qty + β), on obtient :

(pty + α)

(qty + β)
≥(ptx+ α)

(qtx+ β)
, ce qui signi�e que : Z (y) ≥ Z (x), et donc z est pseudoconvexe sur

S.

De manière similaire ,on montre que z est pseudoconcave sur S.

Conséquences du lemme 2.2

Les programmes linéaires fractionnaires ou hyperboliques partagent quelques propriétés im-
portantes avec les programmes de programmation linéaire. L'extension de l'algorithme du sim-
plexe au problème (2.1) ou (2.2) est due à Martos et Swarup .

(1) Puisque Z est à la fois pseudoconvexe et pseudoconcave sur S donc, d'après le théorème
(2.2) elle est aussi quasiconvexe ,strictement quasiconvexe,quasiconcave et strictement quasicon-
cave sur S.

(2) Puisque Z est à la fois quasiconvexe et quasiconcave donc elle est quasilinéaire .

(3) Puisque la fonction objectif Z est strictement quasiconvexe et strictement quasiconcave
sur S alors, d'après le théorème (2.6) un minimum (maximum) local est aussi un minimum
(maximum) global sur S respectivement .

(4) Puisque Z est quasiconvexe et quasiconcave sur S alors d'après le théorème(2.3) au moins
une solution optimale du problème (2.1) et (2.5) est atteinte en un point extrême de S.

(5) Puisque Z est pseudoconvexe et pseudoconcave sur S donc, d'après le théorème (2.5), si
∇z (x∗) = 0, alors x∗est un minimum global de Z sur S.

2.6 Résolution d'un Problème Linéaire Fractionnaire

2.6.1 La résolution directe

Dans cette stratégie de résolution, le programme fractionnaire est traité sous sa forme originale,
c'est à dire sans modi�er ni l'objectif, ni l'ensemble des contraintes. Cette approche est utilisée
pour résoudre les programmes fractionnaires hyperboliques (linéaires fractionnaires) en variables
continues, en variables entières, en variables bivalentes 0-1 et en variables mixtes.

Méthode de (Cambini et Martein) [2]
Rappelons le problème linéaire fractionnaire (2.1) précédent :
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
Maximiser Z (x) =

ptx+ α

qtx+ β

S.c.

S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}

(2.1)

Où α et β sont des réels,p et x des vecteurs de Rn , q un vecteur non nul de Rn , A une matrice
réelle d'ordre m× n et b un vecteur de Rm .

L'ensemble S est supposé borné non vide et (qtx+ β) > 0 sur S.

Dé�nition 2.16
Un point réalisable x∗ est une solution niveau optimale pour le problème (2.1) si x∗est une

solution optimale pour le problème linéaire suivant :
Maximiser (ptx+ α)

S.c

x ∈ S et qx = qx∗

(2.6)

Si de plus x∗ est un point extrême de S, x∗est dite solution niveau optimale de base .
L'algorithme de (cambini et al) génère une séquence �nie de solutions niveau optimales dont

la première x◦est une solution optimale du programme linéaire :
Minimiser (qtx+ β)

S.c

x ∈ S

(2.7)

Si x◦est unique, alors elle est aussi une solution niveau optimale de base pour (2.1)
Sinon, résoudre le programme linéaire (2.5)pour obtenir une solution niveau optimale de base

.

Théorème 2.8 [2]
Le point x◦de S est une solution optimale du problème linéaire fractionnaire (2.1) si et

seulement si le vecteur gradient réduit γ̄ = β̄p̄− ᾱq̄ est tel que :
γ̄j ≤ 0 pour tout indice hors base j ∈ Nk.

Algorithme de (Cambini et al) [2]

Étape (1):

Trouver la solution niveau optimale x1,

-Si une solution n'existe pas, alors sup
x∈S

Z (x) = +∞ terminer,

-Sinon, poser k = 1 et aller à l'étape (2).
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Étape (2) :

(a) Si J={j/q̄j > 0} = ∅, terminer , xk est une solution optimale de (2.1) ,

(b) Sinon, soit s tel que:
ps
qs

= max
j∈J

(
pj
qj

)
.

� Si γ̄S > 0,aller à l'étape (3),

� Sinon, terminer, xk est une solution optimale de (2.1).

Étape (3): La variable hors base xs entre dans la base en moyennant une opération pivot .

Poser k = k + 1 et aller à l'étape (2) ,

Si une telle opération n'est pas possible, terminer, sup
x∈S

Z (x)=
ps
ps
.

Exemple illustratif

Considérons le problème linéaire fractionnaire mono-objectif suivant :

(PLF )



Max
3x1 + 5x2 + 1

x1 − x2

S.c.

x1 + 2x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1, x2 ∈ R2, x1, x2 ≥ 0

(2.8)

Résolvons le problème (PLF ) en utilisant l'algorithme de Cambini et al .

Étape 1:
Nous résolvons par la méthode du simplexe le problème (PL) suivant :

(PL)



Min (x1 − x2)

S.c.

x1 + 2x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

(2.9)
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(PL)⇐⇒



Max (−x1 + x2)

S.c.

x1 + 2x2 + x3 = 6

x2 + x4 = 2

xi ≥ 0, i = 1, 4

(2.10)

Le premier tableau du simplexe :

q -1 1 0 0
qB Base b x1 x2 x3 x4

0 x3 6 1 2 1 0
0 x4 2 0 1 0 1

Z=0 ∆j 1 -1 0 0

La variable x2 entre dans la base et la ligne de pivot correspondante est la quatrième ligne,
d'où x4 sort de la base.

Le deuxième tableau du simplexe :

q -1 1 0 0
qB Base b x1 x2 x3 x4

0 x3 2 1 0 1 -2
1 x2 2 0 1 0 1

Z=2 ∆j 1 0 0 1

Nous avons ∆j ≥ 0 ∀ j∈ {1, ..., 4} , donc l'algorithme s'arrête et la solution niveau optimale
est x0=(0, 2)t .

Étape 2 : Le tableau du simplexe associé à la solution x0 est :

pt -1 3 5 0 0
qt 0 1 -1 0 0
x3 6 1 2 1 0
x4 2 0 1 0 1

La première et la deuxième ligne représentent les coûts du numérateur et du dénominateur
respectivement :

pt = (3, 5); qt= (1, −1); B={3, 4}; N = {1, 2} .

Calculons les valeurs du vecteur gradient réduit de la fonction objectif tels que :
γj = βp - αq ∀j∈ N

Nous obtenons :
γ̄j = -1(1, −1)=(−1, 1)
Nous remarquons que le vecteur gradient réduit γ̄0 > 0 et nous avons :
ps
qs

= max

{
pj
qj
, j ∈ N, q̄j > 0

}
= max

{
3
1
, −5

1

}
= 3 .

k=1 , donc la solution x0 = (3, 0)t n'est pas optimale .
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Étape 3 :
La variable x2 entre dans la base et la ligne de pivot correspondante est la quatrième ligne

d'où x4 sort de la base .
B={3, 2}; N={1, 4} .

pt -11 3 0 0 -5
qt 2 1 0 0 1
x3 2 1 0 1 -2
x2 2 0 1 0 1

pt=(3, −5); qt=(1, 1)

γj=βp - αq.

γj = −2(3, −5)− 11 (1, 1)=(−17, −1)

Nous avons γj≤ 0; j∈ N , ceci entraine la �n de déroulement de l'algorithme d'où, la solution

optimale du problème (PLF ) est (0, 2)t et Zopt= −11/2.

2.6.2 Résolution par paramétrisation [7]

A l'inverse de la résolution directe, on construit un problème à objectif simpli�é, combinaison
linéaire du numérateur et du dénominateur par l'intermédiaire d'un paramètre λ tout en gardant
inchangé l'ensemble des contraintes.

Une séquence de résolution de ce type de problème fournit une solution du programme
fractionnaire. Cette méthode a été utilisée pour les di�érents programmes fractionnaires linéaires
et non linéaires, en variables continues comme en variables discrètes sur des domaines bornés.

Le programme paramétré (Qλ) associé consiste à simpli�er l'objectif en combinant linéaire-
ment le numérateur et le dénominateur par l'intermédiaire d'un paramètre λ ∈ R. Dans le cas
d'un programme hyperbolique, (Qλ) est un programme linéaire dont l'objectif est fonction du
paramètre λ et il est dé�ni comme suit :

(Qλ)

{
Maximiser ϑ (λ) = (p− λq)t x+ (α− λβ) = (ptx+ α)− λ (qtx+ β)

S.c S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}
(2.11)

En notant λ∗ la valeur optimale du problème(2.1), le résultat fondamental liant le programme
fractionnaire (2.1) au programme paramétré (Qλ) associé est donné par :

Proposition 2.2 [20]
Toute solution optimale de (Qλ∗) est une solution optimale du problème (2.1) .

2.6.3 Résolution d'un programme équivalent [3]

Un changement de variables permet lui aussi de simpli�er l'objectif , mais en transportant
la di�culté sur l'ensemble des contraintes. La transformation du programme linéaire en un
programme équivalent à objectif non fractionnaire est obtenu par un changement de variables.
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Cette transformation proposée par Charne et al [3] s'applique au problème hyperbolique (2.1)
en variables continues et s'e�ectue en introduisant deux nouvelles variables

y =

(
1

qt + β

)
x et t =

1

qtx+ β
(2.12)

Pour obtenir un problème linéaire (PE) équivalent :

(PE)



Maximiser pty + αt

S.c

Ay − bt ≤ 0

q
′
y + βt = 1

y, t ≥ 0

(2.13)

Cette notion d'équivalence est précisée par :

Proposition 2.3 [3]

Si (y∗, t∗) est une solution optimale de (PE), alors t∗ > 0 et x∗ =
y∗

t∗
est une solution optimale

du problème (2.1).

Cette transformation en un programme linéaire équivalent a pour but d'appliquer les algo-
rithmes standards tels que la méthode du simplexe.

Exemple illustratif Considérons le problème de la programmation linéaire fractionnaire mono-
objectif suivant :

(PF1)



Max Z (x) =
−x1 + 4

x2 + 1
S.c

−x1 + 3x2 ≤ 0

x1 ≤ 6

x1,x2 ≥ 0,

(2.14)

Nous remarquons que Z (x) ≤ 0 pour l'ensemble des solutions réalisables, car nous avons :
N (x) = −x1 + 4 ≤ 0 et D (x) = x2 + 1 ≥ 0; x1, x2 ≥ 0.

En appliquant le changement de variables: t =
1

D (x)
, y = tx nous aurons :

La fonction objectif :

y = t×x , avec t =
1

x2 + t
Sous contraintes :
(x2 + 1)× t≤ 1
(−x1 + 4)× t≤ 0
(−x1 + 3x2)× t≤ 0
(x1 − 6)× t≤ 0
x1, x2, t≥ 0
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Nous obtenons le problème linéaire équivalent suivant :

(PF2)



Max Z (y, t) = −y1 + 4t.

S.c :

y2 + t ≤ 1

−y1 + 4t ≤ 1

−y1 + 3y2 ≤ 0

y1 − 6t ≤ 0

y1, y2, t ≥ 0

(2.15)

Nous résolvons le problème de la programmation linéaire (PF2) par la méthode du simplexe
et nous obtenons :

y∗1 = 0, y∗2 = 0.27, t∗ = 0.1.

D'où la solution optimale du problème (PF1) est :

x∗1 =
y∗1
t∗

=
0

0.1
= 0

x∗2 =
y∗2
t∗

=
0.27

0.1
= 2.7

=⇒ x∗ (x∗1 = 0, x∗2 = 2.7)t.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, l'optimisation convexe et les conditions nécessaires d'optimalité sont abordées,
et quelques stratégies de résolution d'un problème hyperbolique sont présentées telles que la
résolution directe, où la méthode de Cambini est citée, la résolution par paramétrisation, et la
résolution d'un problème équivalent telle que la méthode de Charne et al.
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Chapitre 3

Programmation Linéaire Fractionnaire

Multi-Objectifs

3.1 Introduction

Dans divers problèmes pratiques qui se posent dans la théorie de la décision, l'économie et la
gestion de portefeuille, etc., il est nécessaire d'optimiser le rapport de plusieurs fonctions linéaires.
Ces problèmes de prise de décision sont appelés problèmes linéaires fractionnaires multi-objectifs,
qui est un domaine de recherche très investi ces dernières années. L'établissement des conditions
d'existence des solutions e�caces et la dualité en constituent un des axes qui a suscité beaucoup
d'intérêt.

3.2 Formulation du problème

Mathématiquement, un problème de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs peut
être formulé comme suit :

(MOLFPP)



maximiser Z1 (x) =
p1x+ α1

q1x+ β1

maximiser Z2 (x) =
p2x+ α2

q2x+ β2

...

maximiser Zk (x) =
pkx+ αk

qkx+ β
S.c.

S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}

(3.1)

Où k ≥ 2, αi, βi sont des scalaires ; pi, qi ∈ Rn pour tout i = {1, ..., k} ; b∈ Rm ; A∈ Rm×n .

Nous supposerons pour toute la suite que:
S est un compact non vide de Rn . qix+ βi > 0 sur S pour tout i ∈ {1, ..., k}.
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3.3 Complexité du problème

La di�culté d'un problème découle de l'e�cacité des algorithmes de résolution qu'on peut lui
appliquer. La complexité d'un algorithme évalue un majorant du nombre d'opérations élémen-
taires, comme une fonction de la taille des données, qu'on doit e�ectuer, dans le pire des cas,
pour obtenir le résultat escompté.

Un algorithme est dit polynomial s'il est de complexité polynomiale et on dit qu'un problème
est de (classe P) s'il peut être résolu en temps polynomial en la taille de ses données.

Par contre, un algorithme qui n'est pas polynomial est dit exponentiel et un problème est de
(classe NP : Non déterministe Polynomial) si on peut véri�er un certi�cat donnant la solution,
en temps polynomial en la taille des données. On a alors : P⊆NP. Les problèmes NP-complets
sont les problèmes les plus di�ciles de la classe NP [20].

3.4 Conversion du Problème Linéaire Fractionnaire Multi-

Objectifs en Programme Linéaire

Nuran Guzel [13] a proposé une méthode permettant de convertir un problème de programmation
linéaire fractionnaire multi-objectifs en programme linéaire, la méthode est fondamentalement
basée sur le théorème proposé par Dinkelbach[7] qui est donné par:

Théorème 3.1 (Théorème de Dinkelbach)[7]

z∗i =
Ni (x

∗)

Di (x∗)
=max

{
Ni (x)

Di (x)
/x ∈ S

}
si et seulement si :

max {N (x)− z∗iD (x) /x ∈ S} = 0 pour tout i = 1, 2, ..., k.

Dé�nition 3.1 (Solution e�cace)
Une solution x∈ S est dite solution e�cace du problème (MOLFPP) si et seulement s'il

n'existe aucune autre solution x ∈ S telle que :

� Zi (x) ≥ Zi (x) pour tout i ∈ {1, ..., k}.

� Zi (x) > Zi (x) pour au moins un i ∈ {1, ..., k}.

Proposition 3.1 (Nuran Guzel)[13]
x̄ est une solution e�cace du problème linéaire fractionnaire multi-objectifs (MOLFPP ), si

x̄ est la solution optimale du problème linéaire :

max

{
k

Σ
i=1

(Ni (x)− z∗iDi (x)) /x ∈ S
}

(3.2)

où z∗i =
Ni (x

∗
i )

Di (x∗i )
= max

{
Ni (x)

Di (x)
/x ∈ S

}
pour tout i = 1, 2, ..., k .

Démonstration
Soient:

x∗i Le maximum global de la fonction objectif
Ni (x)

Di (x)
;
{
i = 1, k

}
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z∗i = max

{
Ni (x)

Di (x)
/x ∈ S

}
;
{
i = 1, k

}
tels que:

z∗i = zi (x
∗
i ) =

Ni (x
∗
i )

Di (x∗i )
= max

{
Ni (x)

Di (x)
/x ∈ S

}
,∀ i = 1, 2, ..., k. (a)

Ainsi, nous pouvons écrire :

Ni (x
∗
i )

Di (x∗i )
≥ Ni (x)

Di (x)
⇐⇒ Di (x)

Ni (x
∗
i )

Di (x∗i )
≥ Ni (x) , ∀ i = 1, 2, ..., k

⇒Ni (x)− z∗iDi (x) ≤ 0 , ∀ i = 1, 2, ..., k, et ∀ x ∈ S (b)

Et soit x̄ la solution optimale du problème :

Max

{
k∑
i=1

(Ni (x)− z∗iDi (x)) /x ∈ S
}

= max

{
k∑
i=1

(Ni (x)− Ni (x
∗
i )

Di (x∗i )
Di (x))/x ∈ S

}
.

Nous avons donc :

k∑
i=1

(Ni (x)− z∗iDi (x))≤
k∑
i=1

(Ni (x̄)− z∗iDi (x̄)) ≤
k∑
i=1

max{Ni (x)− z∗iDi (x)} ≤ 0 , ∀ x ∈ S .

Ainsi :

N i (x)− z∗iDi (x) ≤ Ni (x)− z∗iDi (x)≤ 0

=⇒
[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
Di (x)≤

[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
Di(x)

=⇒
[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
≤Di (x)

Di (x)

[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
(c)

D'après le théorème de Dinkelbach, nous avons :

[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
et

[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
sont non-

positifs.

Donc, pour
Di (x)

Di (x)
≥ 1 nous obtenons :

Di (x)

Di (x)

[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]
≤
[
Ni (x)

Di (x)
− z∗i

]

=⇒ Ni (x)

Di (x)
-z∗i≤

Ni (x)

Di (x)
− z∗i

D'où
Ni (x)

Di (x)
≤ Ni (x)

Di (x)
et zi(x) ≤ zi (x), ∀i = 1, 2, ..., k.

.
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Par conséquent , x est une solution e�cace du problème de programmation fractionnaire
linéaire multi-objectifs ( MOLFPP).

Supposons que x n'est pas une solution e�cace du problème (MOLFP), alors :

∃ x ∈ S et j∈ {1, ..., k} tel que :Ni (x)

Di (x)
≤ Ni (x)

Di (x)
∀i = 1, 2, ..., k ,

En utilisant (c), nous aurons :

Ni (x)

Di (x)
≤ Ni (x)

Di (x)
≤ z∗i =⇒ Ni(x)− z∗iDi (x) ≤ Ni (x)− z∗iDi (x) ∀i = 1, ..., k

et :
Nj (x)

Dj (x)
<
Nj (x)

Dj (x)
< z∗j

=⇒ Nj (x)− z∗jDj (x) < Nj (x)− z∗jDj (x) pour au moins un j ∈ {1, ..., k}

Nous sommons les k inégalités, nous obtenons :

k∑
i=1

Ni (x)− z∗iDi (x) ≤
k∑
i=1

Ni (x)− z∗iDi (x).

ce qui contredit que x est une solution optimale du problème :

max

{
k∑
i=1

(Ni (x)− z∗iDi (x))/x ∈ S
}
.

−→ Contradiction.

D'où la proposition de Guzel est véri�ée .

Exemple 3.1

Utilisons la méthode de Guzel précédente pour convertir le problème fractionnaire linéaire
bi-objectifs suivant en problème de programmation linéaire :

Max z1 (x1, x2) =
4.2x1 + 3.7x2

2.2x1 + 4.7

Max z2 (x1, x2) =
2.2x1 + 2.7x2

0.8x1 + 0.8x2+4.7

S.c

x1 + 2x2 ≤ 3

3x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

(3.2)

Calculons z∗1 et z
∗
2
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1) Pour trouver la valeur de z∗1 nous résolvons le programme linéaire fractionnaire mono-
objectif suivant :

Max z1 (x1, x2) =
4.2x1 + 3.7x2

2.2x1 + 4.7
S.c

x1 + 2x2 ≤ 3

3x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

(3.3)

Nous résolvons le problème (3.3)par la méthode de Charne et Cooper étidiée au chapitre 2 :

Nous optons pour le changement de variables suivant :

Max z = xt ; t =
1

2.2x1 + 4.7
S.c

(2.2x1 + 4.7) t ≤ 1

(x1 + 2x2 − 3) t ≤ 0

(3x1 + 2x2 − 6) t ≤ 0

x1, x2, t ≥ 0

Nous obtenons le programme linéaire suivant :

Max 4.2z1 + 3.7z2

S.c

2.2z1 + 4.7t ≤ 1

z1 + 2z2 − 3t ≤ 0

3z1 + 2z2 − 6t ≤ 0

z1, z2, t ≥ 0

à résoudre par la méthode du simplexe

Nous aboutissons aux résultats suivants :
z∗1 = 1.18, avec x1 = 0 et x2 = 1.5 .

2) Pour trouver la valeur de z∗2 nous résolvons le programme linéaire fractionnaire mono-
objectif suivant :

Max z2 (x1, x2) =
2.2x1 + 2.7x2

0.8x1 + 0.8x2 + 4.7
S.c

x1 + 2x2 ≤ 3

3x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

(3.4)

Nous résolvons le problème (3.4)par la méthode de Charne et Cooper :
Nous optons pour le changement de variables suivant :

46





Max z = xt ; t =
1

0.8x1 + 0.8x2 + 4.7
S.c

(0.8x1 + 0.8x2 + 4.7) t ≤ 1

(x1 + 2x2 − 3) t ≤ 0

(3x1 + 2x2 − 6) t ≤ 0

x1, x2, t ≥ 0

Nous obtenons le programme linéaire suivant :

Max 2.2z1 + 2.7z2

S.c

0.8z1 + 0.8z2 + 4.7t ≤ 1

z1 + 2z2 − 3t ≤ 0

3z1 + 2z2 − 6t ≤ 0

z1, z2, t ≥ 0

à résoudre par la méthode du simplexe.

Nous aboutissons aux résultats :
z∗2 = 0.82, avec x1 = 1.5,et x2 = 0.75.

En utilisant la méthode de Guzel, nous obtenons la fonction objectif du programme linéaire
équivalent au problème(3.2) de la manière suivante :

z (x) = (N1 (x)− z∗1D1 (x)) + (N2 (x)− z∗2D2 (x))
= (4.2x1 + 3.7x2)− 1.18 (2.2x1 + 4.7) + (2.2x1 + 2.7)− 0.82 (0.8x1 + 0.8x2 + 4.7)
= 3.14x1 + 3.04x2 − 6.7 .

D'où le programme linéaire équivalent au problème (3.2):

Max z (x) = 3.14x1 + 5.754x2 − 9.4

S.c

x1 + 2x2 ≤ 3

3x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

à résoudre par la méthode du simplexe

.

Résultats :
x1 = 1.5, x2 = 0.75.

D'où la solution e�cace du problème (3.2) est :
x1 = 1.5, x2 = 0.75 avec Max z1 (x1, x2) = 1.13 et Max z2 (x1, x2) = 0.82.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la forme générale d'un problème de Programmation Li-
néaire Fractionnaire Multi-Objectifs, ainsi qu'une méthode de conversion du problème de Pro-
grammation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs en roblème linéaire qui a été proposée par
Nuran Guzel [13].
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Chapitre 4

Logique Floue

4.1 Introduction

Les connaissances dont nous disposons sur une situation quelconque sont généralement impar-
faites:

-Soit parce que nous avons un doute sur leur validité, elles sont alors incertaines (exemple:
Il fera beau peut être demain ).

-Soit parce que nous éprouvons une di�culté à exprimer ces connaissances clairement, elles
sont alors imprécises (exemple: être proche de 5)

Ces connaissances imprécises ont été prises en considération en 1965 par Zadeh [23], qui a
introduit la notion des ensembles �ous à partir de l'idée d'appartenance partielle à une classe.

4.2 Préliminaires sur les ensembles �ous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n 'y a que deux situations acceptables pour un
élément, appartenir ou ne pas appartenir à un ensemble.

Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant la
notion d'appartenance pondérée, c'est à dire permettre des graduations dans l'appartenance d'un
élément à un ensemble, c'est à dire autoriser un élément d'appartenir plus au moins fortement
à cet ensemble.
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La �gure suivante présente l'ensemble classique et l'ensemble �ou :

Dans la �gure ci-dessus nous avons :

� x n'appartient ni à A, ni à B.

� y appartient à A.

� z appartient totalement à B.

� t appartient partiellement à B.

4.2.1 Ensemble �ou

Dé�nition 4.1
Soit S un ensemble référentiel appelé univers qui, peut être �ni ou in�ni, entier ou continu,

ordonné ou non ordonné .
Un ensemble �ou noté Ã est caractérisé par une fonction d'appartenance :
µÃ : S→ [0, 1]
x→ µÃ (x)

Où µÃ (x) représente selon le contexte
Soit : Le degré d'appartenance de x à Ã.
Soit : Le degré de compatibilité de x avec un concept vague.
Soit : Le degré de similarité de x avec un prototype.
Donc un ensemble �ou Ã de S est l'ensemble des couples dé�nis par :
Ã =

{
(x, µÃ (x)) /x ∈ S

}
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Exemple 4.1 Soient S={x1, x2, x3, x4, x5} et Ã={(x1, 0.8); (x2, 0) ; (x3, 1) ; (x4, 0.2) ; (x5, 0.5)}
sous ensemble �ou de S.

Nous observons alors trois cas possibles :
µÃ (x) = 0 si x n′appartient pas à Ã

0 < µÃ (x) < 1 si x appartient partiellement à Ã

µÃ (x) = 1 si x appartient totalement à Ã

Remarque:
Un ensemble classique A est caractérisé par sa fonction caractéristique ( ou fonction d'appartenance

de A) telle que :

XA (x) = µA (x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

4.2.2 Noyau d'un ensemble �ou

Dé�nition 4.2
Le noyau de Ã, noté Noy

(
Ã
)
est l'ensemble classique de tous les éléments qui lui appar-

tiennent totalement (avec un degré 1). Formellement : Noy (Ã) =
{
x ∈ S /µÃ (x) = 1

}
.

4.2.3 Ensemble �ou normalisé

Dé�nition 4.3
Un ensemble �ou est dit être normalisé si et seulement si :
∃x0 ∈ S/µÃ (x0) = 1 c'est à dire (Noyau 6= ∅).

4.2.4 Ensemble �ou convexe

Dé�nition 4.4
Un ensemble �ou est convexe si et seulement si :
∀x1, x2∈ Ã, ∀ λ∈ [0, 1]: µÃ ((1− λ)x1 + λx2) ≥ min

(
µÃ (x1) ;µÃ (x2)

)
(4.1)

4.2.5 Nombre �ou

Dé�nition 4.5
Un nombre �ou Ã est un ensemble �ou normalisé et convexe de R (S = R) et dont la fonction

d'appartenance µÃ est continue par morceau .

Exemple 4.2
4̃ est le nombre �ou � a peu près égale à 4 �
4̃ est le nombre �ou caractérisé par la fonction d'appartenance suivante :
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µÃ (x) =



0 si x ≤ 3

(x− 3) si 3 ≤ x ≤ 4

1 si x = 4

(−x+ 5) si 4 ≤ x ≤ 5

0 si x ≥ 5

Il est présenté par la �gure suivante :

�

4.2.6 Opérations sur les ensembles �ous

Soient Ã et B̃ deux ensembles �ous d'un même référentiel S de fonctions d'appartenance µÃ
et µB̃ respectivement :

1. Inclusion : Ã⊂ B̃ ⇐⇒ µÃ (x) ≤ µB̃ (x) , ∀x ∈ S,

2. Égalité : Ã = B̃⇐⇒ µÃ (x)=µB̃ (x), ∀x ∈ S,

3. Complémentaire ou négation : ¯̃
A =

{
(x; µ ¯̃

A
(x)) /µ ¯̃

A
(x) = 1− µ

Ã
(x) , x ∈ S

}
,

4. Intersection : Ã ∩ B̃ est un ensemble �ou de S dont la fonction d'appartenance est dé�nie
par :µÃ∩B̃ (x) = min

(
µÃ (x) , µB̃ (x)

)
,∀x ∈ S,

5. Réunion : Ã ∪ B̃ est un ensemble �ou avec la fonction d'appartenance suivante :

µÃ∪B̃ (x) = max
(
µÃ (x) , µB̃ (x)

)
, ∀x ∈ S .
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4.2.7 Fonction de référence

Dé�nition 4.6 [16]
Une fonction L : R→ R est dite fonction de référence si elle véri�e les conditions suivantes :

a) L (−x) = L (x) , ∀x ∈ R,
b) L (0) = 1,
c) L n'est pas croissante sur [0,+∞[ .

4.2.8 Nombre �ou de type L-R

Dé�nition 4.7 [16]

Un nombre �ou Ã est de type L-R si sa fonction d'appartenance µÃ est dé�nie par :

µÃ (x) =



L

(
m− α
x

)
si x ≤ m, α > 0

1 si m ≤ x ≤ n

R

(
x− n
β

)
si x ≥ n, β > 0

0 ailleurs

Où : L (Left) et R (Right) sont deux fonctions de référence,
m est la valeur moyenne à gauche,
n est la valeur moyenne à droite,
α et β sont deux nombres strictement positifs appelés écart à gauche et écart à droite.

Un nombre �ou de type L-R est noté par :
Ã = (m,n, α, β)L−R ou bien : Ã = (m− α,m, n, n+ β)L−R

Il est présenté par :
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Exemple 4.3
Soit le nombre �ou Ã=(m,n, α, β)L−R = (4, 6, 2, 3). La fonction d'appartenance de Ã est

présentée par la �gure suivante :

Remarques :

1. Il existe plusieurs types de nombres �ous de type L-R.

2. Lorsque les fonctions de référence L et R sont linéaires , nous parlons alors de nombres
�ous de type triangulaire ou trapézoïdal.

4.2.9 Nombre �ou de type triangulaire

Dé�nition 4.8
Un nombre �ou noté Ã = (a, b, d) est de type triangulaire si sa fonction d'appartenance est

dé�nie par :

µÃ (x) =



x− α
b− a

si a ≤ x ≤ b

1 si x = b
d− x
d− b

si b ≤ x ≤ d

0 si non
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Il est présenté graphiquement par :

4.2.10 Comparaison et arithmétique de nombres �ous triangulaires

Soient Ã=(a1, b1, d1) et B̃ = (a2, b2, d2) deux nombres �ous de type triangulaire

a) Comparaison de deux nombres �ous triangulaires

1. Un nombre �ou triangulaire Ã est non-négatif si et seulement si a1 ≥ 0

2. Ã=B̃ ⇐⇒ a1 = a2 ; b1 = b2; d1 = d2.

3. Ã≤ B̃ ⇐⇒ a1 ≤ a2; a1 − b1≤ a2 − b2; a1 + d1 ≤ a2 + d2.

b) Arithmétique des nombres �ous triangulaires

1. Ã⊕ B̃=(a1 + a2, b1 + b2, d1 + d2) .

2. -Ã= - (a1, b1, d1)=(−a1, d1, b1).

3. Ã�B̃ = (a1 − a2, b1 + d2, d1 + b2).

4. λ⊗Ã =

{
(λa1, λb1, λd1) si λ ≥ 0, λ ∈ R
(λa1, −λd1, −λb1) si λ ≤ 0
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Exemple 4.4

Soient Ã = (2, 1, 3) et B̃ = (−3, 2, 4) deux nombres �ous triangulaires, alors:

Ã⊕B̃ = (2, 1, 3)⊕ (−3, 2, 4) = (2− 3, 1 + 2, 3 + 4)=(−1, 3, 7)

-Ã =- (2, 1, 3) = (−2, 3, 1)

Ã� B̃=(2, 1, 3)− (−3, 2, 4) = (2, 1, 3) + (3, 4, 2) = (5, 5, 5) .

4.2.11 Nombre �ou de type trapézoïdal

Dé�nition 4.9
Un nombre �ou Ã est de type trapézoïdal si sa fonction d'appartenance est dé�nie par :

µÃ (x) =



x− a
b− a

si a ≤ x ≤ b

1 si b ≤ x ≤ c
d− x
d− c

si c ≤ x ≤

0 si non

Il est noté par: Ã = (a, b, c, d)

Représentation graphique :

Remarque: Si b = c, on obtient alors un nombre �ou de type triangulaire .

4.2.12 Comparaison et arithmétique de nombres �ous trapézoïdaux

Soient Ã=(a1, b1, c1, d1) et β̃ = (a2, b2, c2, d2) deux nombres �ous de type trapézoïdaux :
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a) Comparaison de deux nombres �ous trapézoïdaux

� Ã est non négatif si et seulement si : a1≥ 0.

� Ã = B̃⇐⇒ a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2.

� Ã ≤ B̃⇐⇒ a1 ≤ a2, b1 ≤ b2, a1 − c1 ≤ a2 − d2, b1 + d1 ≤ b2 + d2.

b) Opérations arithmétiques sur les nombres �ous de type trapézoïdaux

� 0̃ = (0, 0, 0, 0) nombre �ou trapézoïdal nul .

� Ã⊕ B̃ = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2) .

� -Ã = −(a1, b1, c1, d1) = (−b1, −a1, d1, c1).

� Ã	 B̃ = (a1 − b2, b1 − a2, c1 + d2, c2 + d1).

� λ⊗ Ã =

{
(λa1, λb1, λc1, λd1) si λ ≥ 0, λ ∈ R
(λb1, λa1,−λd1, −λc1) si λ < 0

Exemple 4.5

Soient Ã et B̃ deux nombres �ous trapézoïdaux tels que : Ã = (−2, 1, 1, 2) et
B̃ = (2, 4, 1, 1).

Nous avons alors :

Ã⊕ B̃ =(−2, 1, 1, 2)⊕ (2, 4, 1, 1) = (0, 5, 2, 3)

-B̃ = − (2, 4, 1, 1) = (−4 ,−2 , 1 , 1)

-3⊗Ã = −3⊗ (−2, 1, 1, 2) = 3⊗ (−1, 2, 2, 1) = (−3, 6, 6, 3)

4.3 Principe d'extension de Zadeh

Soient Z : S1 × S2 × ...× Sn −→ Y , où S1, S2, ..., Sn et Y sont des ensembles classiques , et

Ã1,Ã2, ..., Ãn n sous-ensembles �ous de S1,..., Sn respectivement .

Le principe d'extension permet d'induire dans Ãi
(
i = 1, n

)
, le sous-ensemble �ou B̃ dans Y

par Z de la manière suivante :

Z : S1 × S2 × ...× Sn → Y

Ã1, Ã2, ..., Ãn −→ Z
(
Ã1, Ã2, ..., Ãn

)
= B̃

Dont la fonction d'appartenance est dé�nie par :

µB̃ (y) =


Sup

(x1,...,xn)

min
(
µÃ1

(x1) , µÃ2
(x2) , ..., µÃn

(xn)
)

, si Z−1 (y) 6= ∅
y=Z(x1,x2,...,xn)

0 si Z−1 (y) = ∅
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Où : Z−1 (y) est l'image réciproque de y par Z .

4.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter dans un premier temps les dé�nitions nécessaires à
la compréhension de la logique �oue , puis nous avons fait allusion à l'extension de Zadeh qui
permet de passer des opérations élémentaires (+,×, /,−, ...) sur les ensembles classiques (sur R)
à des opérations sur les ensembles �ous.
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Chapitre 5

Programmation Linéaire Fractionnaire

Multi-Objectifs Floue

5.1 Introduction

Très souvent dans des situations de la vie réelle, les valeurs des coe�cients d'un problème de pro-
grammation linéaire fractionnaire multi-objectifs ne sont que de façon imprécise à la disposition
de l'expert. On parle alors de la Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue
(FMOLFPP) qui représente un domaine de recherche très important, qui a attiré l'attention de
beaucoup de chercheurs.

Dans ce chapitre, nous allons décrire une méthode pour résoudre un problème de programma-
tion linéaire fractionnaire multi-objectifs �oue en combinant les méthodes proposées par Chen
et Hsieh [4] et Guzel [13] étudiée au chapitre 3.

5.2 Forme générale d'un problème de Programmation Li-

néaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue

Un Problème de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue peut être écrit de
la manière suivante :

(FMOLFPP)



Maximiser z̃1 =
p̃1x+ α̃1

q̃1x+ β̃1

Maximiser z̃2 =
p̃2x+ α̃2

q̃2x+ β̃2

...

Maximiser z̃k =
p̃kx+ α̃k

q̃kx+ β̃k

S.c

Ãx ≤ b̃.

x ∈ Rn, x ≥ 0.

(5.1)

Où: Ã est une matrice �oue d'ordre (m, n), x ∈ Rn et b̃ est un vecteur �ou d'ordre m.
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5.3 Défuzzi�cation

La défuzzi�cation est une procédure de transformation des valeurs �oues en valeurs réelles. Elle
permet de créer une correspondance entre l'ensemble des nombres �ous et celui des nombres
réels .

Dans notre cas, la défuzzi�cation des nombres �ous généralisés est faite à partir de la méthode
dite GMIR ( Graded Mean Integration Representation Method), introduite par Chen et Hsieh [4].
La méthode est fondamentalement basée sur la valeur intégrale de la valeur moyenne graduée
de niveau h d'un nombre �ou généralisé.

Cette valeur est représentée graphiquement par :

Dé�nition 5.1
Soit Ã = (a, b, c, d)L−R un nombre �ou généralisé, avec une fonction de référence gauche L et

une fonction de référence droite R, L−1 et R−1 sont les fonctions inverses de L et R respectivement.
La valeur moyenne graduée de niveau h de nombre �ou Ã est donnée par la relation suivante :

h
2

(L1(h) +R−1(h)) (5.2)

Ainsi, la valeur intégrale déduite pour un nombre �ou généralisé Ã s'écrit :

F
(
Ã
)

=
∫ 1

0

h

2
(L−1 (h) +R−1 (h))

∫ 1
0 hdh

; 0≤ h ≤ 1 (5.3)
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En utilisant la formule (5.3) aux nombres �ous trapézoïdaux et triangulaires, nous obtenons
la proposition suivante:

Proposition 5.1[4]

F(Ã) =
a+ 2b+ 2c+ d

6
pour un nombre flou trapézoı̈dal Ã = (a, b, c, d) (5.4)

F(B̃) =
a+ 4b+ d

6
pour un nombre flou triangulaire B̃ = (a, b, d) (5.5)

Démonstration:
1)Pour le nombre �ou de type trapézoïdal Ã = (a, b, c, d) , la fonction de référence gauche

L et la fonction de référence droite R sont données respectivement par :L : R→[0, 1]

x→ L(x) =
a− x
a− b

(a)

Et

R : R→[0, 1]

x→ R(x) =
d− x
d− c

(b)

D'après la formule(a) nous avons : y=
a− x
a− b

⇒ ya− yb = a− x.

D'où : x = a− ya+ yb = L−1(y).

Donc : L−1(h)=a− ha+ hb.

Et ∫ 1
0
h
2
L−1(y) dh = ∫ 1

0
h
2

(a− ha+ hb) dh = 1
2
∫ 1

0 (ah− h2a+ h2b) dh

=
1

2
[a
h2

2
− ah

3

3
+ b

h3

3
]10=

1

2
[
a

2
− a

3
+
b

3
]

D'où :
∫ 1

0

h

2
{L−1 (h)} dh

∫ 1
0 hdh

=

1
2

[
a

2
− a+ b

3

]
1

2

=
a

6
+
b

3
=
a+ 2b

6
(c)

D'une façon similaire, nous trouvons: R−1 (h) = d− hd+ hc

=⇒ ∫ 1
0

h

2
(d− hd+ hc) dh=

1

2
∫ 1

0 (dh− dh2 + ch2) dh

=
1

2
[
dh2

2
− dh3

3
+
ch3

3
]10=

1

2
(
d

2
− d+ c

3
) =

1

2
(
d+ 2c

6
)
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D'où :
∫ 1

0

h

2
(R−1 (h)) dh

∫ 1
0 hdh

=

1

2

(
2c+ d

6

)
1

2

=
2c+ d

6
(d)

Nous aboutissons au résultat suivant :

F
(
Ã
)

=
∫ 1

0

h

2
L−1 (h) dh

∫ 1
0 hdh

+
∫ 1

0

h

2
R−1 (h) dh

∫ 1
0 hdh

= (c) + (d) =
a+ 2b

6
+

2c+ d

6

F
(
Ã
)

=
a+ 2b+ 2c+ d

6
.

2) Pour le nombre �ou de type triangulaire B̃ = (a, b, d) , la fonction de référence gauche L
et fonction de référence droite R sont données respectivement par :L : R→ [0, 1]

x→ L (x) =
a− x
a− b

(e)

et

R : R→[0, 1]

x→ R (x) =
d− x
d− b

(f)

D'après la formule (e) nous avons : y=
a− x
a− b

⇒ ya− yb = a− x.

D'où : x = a− ya+ yb = L−1(y).

Donc : L−1(h)=a− ha+ hb.

=⇒ ∫ 1
0

h

2
L−1(y) dh = ∫ 1

0

h

2
(a− ha+ hb) dh =

1

2
∫ 1

0 (ah− ah2 + bh2) dh

=
1

2
[a
h2

2
− ah

3

3
+ b

h3

3
]10=

1

2
[
a

2
− a

3
+
b

3
]

D'où :
∫ 1

0

h

2
{L−1 (h)}

∫ 1
0 hdh

=

1

2

[
a

2
− a+ b

3

]
1

2

=
a

6
+
b

3
=
a+ 2b

6
(g)

D'une façon similaire, nous aurons: R−1(h) = d− hd

Et ∫ 1
0

h

2
(d− hd) dh=

1

2
∫ 1

0 (dh− dh2) dh

=
1

2
[
d

2
h2 − d

3
h3]10=

1

2
(
d

2
− d

3
) =

1

2
(
d

6
)
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D'où :
∫ 1

0

h

2
(R−1 (h)) dh

∫ 1
0 hdh

=

1

2

(
d

6

)
1

2

=
d

6
(h)

F
(
B̃
)

=
∫ 1

0
h
2
{L−1 (h) +R−1 (h)} dh

∫ 1
0 hdh

=

1

2

{
∫ 1

0 hL
−1 (h) + hR−1 (h)

}
dh

1

2

.

=∫ 1
0 (ah− ah2 + bh2) dh + ∫ 1

0 (dh− dh2) dh.

=(g) + (h) =
a+ 2b

6
+
d

6

D'où F
(
B̃
)

=
a+ 2b+ d

6

5.4 Résolution d'un problème de Programmation Linéaire

Fractionnaire Multi-Objectifs Floue

La stratégie de résolution consiste à défuzzi�er le problème de programmation linéaire frac-
tionnaire multi-objectifs �ou en utilisant la méthode GMIR et obtenir un problème linéaire
fractionnaire multi-objectifs qui sera transformé par la suite en problème de programmation li-
néaire en utilisant la méthode de Guzel [13] , décrite dans le chapitre 3. Le problème linéaire sera
résolu par la méthode du simplexe a�n d'obtenir la solution optimale qui sera aussi la solution
satisfaisante du problème de départ (FMOLFPP).

Dé�nition 5.2

Concept de solution pour le Problème Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Flou (5.1)

Une solution x∗ ∈ S est dite solution F-e�cace (satisfaisante) pour le problème (FMOLFPP )
si et seulement s'il n'existe aucune autre solution x ∈ S telle que :

� z̃i (x) ≥ z̃i (x
∗) pour tout i ∈ {1, ..., k}

� z̃i(x) > z̃i(x
∗) pour au moins un i ∈ {1, ..., k}.

Procédure de résolution

Étape 1
Défuzzi�er le problème linéaire fractionnaire multi-objectifs �ou pour obtenir un problème

linéaire fractionnaire multi-objectifs c'est à dire convertir chaque paramètre �ou de (FMOLFPP)
en paramètre déterministe en utilisant la formule(5.4) pour les nombres �ous trapézoïdaux, et
la formule (5.5) pour les nombres �ous triangulaires.
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Étape 2
Résoudre chaque problème linéaire fractionnaire mono-objectif soumis à l'ensemble des contraintes:
{x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0} par la méthode de Charne et Cooper du chapitre 2, et trouver z∗i(

i = 1, k
)
valeur optimale de chaque fonction objectif zi

(
i = 1, k

)
respectivement .

Étape 3
Formulation du problème linéaire équivalent au problème linéaire fractionnaire multi-objectifs

en utilisant la méthode de Guzel du chapitre 3 comme suit:

Max

{
k∑
i=1

(Ni (x)− z∗iDi (x)) /x ∈ S
}

; soumis au même ensemble des contraintes {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0},

à résoudre par la méthode du simplexe.

Étape 4
La solution optimale du problème obtenu à l'étape 3, est une solution e�cace du problème

(MOLFP ) obtenu à l'étape 1. Cette solution est aussi solution satisfaisante pour le problème
initial (FMOLFPP).
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5.5 Organigramme récapitulatif
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5.6 Exemple numérique:

Considérons le problème de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue sui-
vant:

(FMOLFPP )



Maximiser z̃1 =
(2, 4, 6, 8)x1 + (5, 7, 9, 11)x2

(0, 1, 3, 4)x1 + (0, 1, 1, 2)x2 − (1, 1, 1, 1)

Maximiser z̃2 =
(4, 7, 9, 12)x1 + (3, 4, 6, 7)x2

(2, 3, 5, 6)x1 + (0, 1, 3, 4)x2 − (1, 2, 2, 3)

Maximiser z̃3 =
(0, 1, 3, 4)x1 − (5, 9, 11, 15)x2

(3, 5, 7, 9)x1 + (1, 2, 4, 5)x2 − (0, 1, 5, 6)

Maximiser z̃4 =
− (1, 3, 5, 7)x1 − (2, 5, 7, 10)x2

(−1, 1, 3, 5)x1 + (1, 1, 1, 1, )x2 − (0, 1, 1, 2)

S.c

(0, 1, 3, 4)x1 + (1, 3, 7, 9)x2 ≥ (6, 8, 12, 14)

(0, 3, 5, 8)x1 + (−1, 2, 4, 7)x2 ≤ (12, 18, 22, 28)

− (1, 1, 1, 1)x1 + (0, 1, 1, 2)x2 ≤ (0, 1, 3, 4)

(1, 1, 1, 1)x1 ≤ (−1, 1, 3, 5)

(−1, 1, 1, 3)x2 ≥ (1, 2, 6, 7)

x1, x2 ≥ 0

(5.6)
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Défuzzi�ons le problème donné en utilisant la méthode GMIR de la manière suivante :

1) Pour la première fonction objectif :

F ((2, 4, 6, 8)) = 2+2×4+2×6+8
6

= 30
6

= 5

F ((5, 7, 9, 11)) = 5+2×7+2×9+11
6

= 48
6

= 8

F ((0, 1, 3, 4)) = 0+2×1+2×3+4
6

= 12
6

= 2

F ((0, 1, 1, 2)) = 0+2×1+2×1+2
6

=6
6

= 1

F ((1, 1 , 1, 1)) = 1+2×1+2×1+1
6

= 6
6

= 1

2) Pour la deuxième fonction objectif :

F ((4, 7, 9, 12)) = 4+2×7+2×9+12
6

= 48
6

= 8

F ((3, 4, 6, 7)) = 3+2×4+2×6+7
6

= 30
6

= 5

F ((2, 3, 5, 6)) = 2+2×3+2×5+6
6

= 24
6

= 4

F ((0, 1, 3, 4)) = 0+2×1+2×3+4
6

= 12
6

= 2

F ((1, 2, 2, 3)) = 1+2×2+2×2+3
6

=12
6

= 2

3) Pour la troisième fonction objectif :

F ((0, 1, 3, 4)) = 0+2×1+2×3+4
6

=12
6

= 6

F ((5, 9, 11, 15)) = 5+2×9+2×11+15
6

= 60
6

= 10

F ((3, 5 , 7, 9)) = 3+2×5+2×7+9
6

=36
6
= 6

F ((1, 2, 4, 5)) = 1+2×2+2×4+5
6

= 18
6

= 3

F ((0, 1, 5, 6)) = 0+2×1+2×5+6
6

= 18
6
= 3

4) Pour la quatrième fonction objectif :

F ((1, 3, 5, 7)) = 1+2×3+2×5+7
6

= 24
6

= 4

F ((2, 5, 7, 10)) = 2+2×5+2×7+10
6

= 36
6

= 6

F ((−1, 1, 3, 5)) =−1+2×1+2×3+5
6

= 12
6

= 2

F ((1, 1, 1, 1)) = 1+2×1+2×1+1
6

=6
6

= 1

67



F ((0, 1, 1, 2)) = 0+2×1+2×1+2
6

= 6
6

= 1

Pour les contraintes :
(c1) :

F ((0, 1, 3, 4)) = 0+2×1+2×3+4
6

= 12
6

= 2

F ((1, 3, 7, 9))=1+2×3+2×7+9
6

= 30
6

= 5

F ((6, 8, 12, 14)) = 6+2×8+2×12+14
6

= 60
6

= 10

(c2) :

F ((0, 3, 5, 8)) = 0+2×3+2×5+8
6

= 24
6

= 4

F ((−1, 2, 4, 7)) = −1+2×2+2×4+7
6

= 18
6

= 3

F ((12, 18, 22, 28))=12+2×18+2×22+28
6

= 120
6

= 20

(c3) :

F (− (1, 1, 1, 1)) = −1+2×1+2×1+1
6

= −6
6

= −1

F ((0, 1, 1, 2)) = 0+2×1+2×1+2
6

= 6
6

= 1

F ((0, 1, 3, 4)) = 0+2×1+2×3+4
6

= 12
6

= 2

(c4) :

F ((1, 1, 1, 1)) = 1+2×1+2×1+1
6

= 6
6

= 1

F ((−1, 1, 3, 5)) = −1+2×1+2×3+5
6

= 12
6

= 2

F ((−1, 1, 1, 3)) = −1+2×1+2×1+3
6

= 6
6

= 1

F ((1, 2, 6, 7)) = 1+2×2+2×6+7
6

= 18
6

= 4

nous obtenons le problème de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs suivant :
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(MOLFPP )



Maximiser z1 =
5x1 + 8x2

2x1 + x2 − 1

Maximiser z2 =
8x1 + 5x2

4x1 + 2x2 − 2

Maximiser z3 =
2x1 − 10x2

6x1 + 3x2 − 3

Maximiser z4 =
−4x1 − 6x2

2x1 + x2 − 1
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0.

(5.7)

Résolvons chacun des problèmes mono-objectif suivants :

(P1)



Maximiser
5x1 + 8x2

2x1 + x2 − 1
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0.

(5.8)

(P2)



Maximiser
8x1 + 5x2

4x1 + 2x2 − 2
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0

(5.9)
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(P3)



Maximiser
2x1 − 10x2

6x1 + 3x2 − 3
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0

(5.10)

(P4)



Maximiser
−4x1 − 6x2

2x1 + x2 − 1
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0

(5.11)

En utilisant la méthode de Charne et al :
Pour le problème nono-objectif (P1):

Nous optons pour le changement de variables suivant:

La fonction objectif :

z = t×x , avec t =
1

2x1 + x2 − 1

Sous contraintes :
(2x1 + x2 − 1)× t≤ 1
(−2x1 − 5x2 + 10)× t≤ 0
(4x1 + 3x2 − 20)× t≤ 0
(−x1 + x2 − 2)× t≤ 0
(x1 − 2)× t≤ 0
(−x2 + 4)× t≤ 0
x1, x2, t≥ 0 .

Pour le problème mono-objectif (P2) :

La fonction objectif :

z = t×x , avec t =
1

4x1 + 2x2 − 2

Sous contraintes :
(4x1 + 2x2 − 2)× t≤ 1
(−2x1 − 5x2 + 10)× t≤ 0
(4x1 + 3x2 − 20)× t≤ 0
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(−x1 + x2 − 2)× t≤ 0
(x1 − 2)× t≤ 0
(−x2 + 4)× t≤ 0
x1, x2, t≥ 0

Pour le problème mono-objectif (P3) :

La fonction objectif :

z = t×x , avec t =
1

6x1 + 3x2 − 3

Sous contraintes:
(6x1 + 3x2 − 3)× t≤ 1
(−2x1 − 5x2 + 10)× t≤ 0
(4x1 + 3x2 − 20)× t≤ 0
(−x1 + x2 − 2)× t≤ 0
(x1 − 2)× t≤ 0
(−x2 + 4)× t≤ 0
x1, x2, t≥ 0

Pour le problème mono-objectif (P4) :

La fonction objectif :

z = t×x , avec t =
1

2x1 + x2 − 1

Sous contraintes :
(2x1 + x2 − 1)× t≤ 1
(−2x1 − 5x2 + 10)× t≤ 0
(4x1 + 3x2 − 20)× t≤ 0
(−x1 + x2 − 2)× t≤ 0
(x1 − 2)× t≤ 0
(−x2 + 4)× t≤ 0
x1, x2, t≥ 0

Après le changement de variables, nous obtenons les problèmes suivants :

(
P
′
1

)



Max 5z1 + 8z2

S.c

2z1 + z2 − t ≤ 1

−2z1 − 5z2 + 10t ≤ 0

4z1 + 3z2 − 20t ≤ 0

−z1 + z2 − 2t ≤ 0

z1 − 2t ≤ 0

−z2 + 4t ≤ 0

z1, z2, t ≥ 0

(5.12)
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(
P
′
2

)



Max 8z1 + 5z2

S.c

4z1 + 2z2 − 2t ≤ 1

−2z1 − 5z2 + 10t ≤ 0

4z1 + 3z2 − 20t ≤ 0

−z1 + z2 − 2t ≤ 0

z1 − 2t ≤ 0

−z2 + 4t ≤ 0

z1, z2, t ≥ 0

(5.13)

(
P
′
3

)



Max 2z1 − 10z2

S.c

6z1 + 3z2 − 3t ≤ 1

−2z1 − 5z2 + 10t ≤ 0

4z1 + 3z2 − 20t ≤ 0

−z1 + z2 − 2t ≤ 0

z1 − 2t ≤ 0

−z2 + 4t ≤ 0

z1, z2, t ≥ 0

(5.14)

(
P
′
4

)



Max −4z1 − 6z2

S.c

2z1 + z2 − t ≤ 1

−2z1 − 5z2 + 10t ≤ 0

4z1 + 3z2 − 20t ≤ 0

−z1 + z2 − 2t ≤ 0

z1 − 2t ≤ 0

−z2 + 4t ≤ 0

z1, z2, t ≥ 0

(5.15)

Les problèmes
(
P
′
1

)
,
(
P
′
2

)
,
(
P
′
3

)
,
(
P
′
4

)
sont résolus par la méthode du simplexe et nous obte-

nons :
Max z1 = z∗1 = 6
Max z2 = z∗2 = 2.57143
Max z3 = z∗3 = −1.71429
Max z4 = z∗4 = −4.57143
Les valeurs : z∗1 , z

∗
2 , z

∗
3 , z

∗
4 sont toutes obtenues pour x∗ = (2, 4)t

En utilisant la méthode de Guzel, on construit le problème linéaire équivalent au problème
de départ comme suit :

Max z (x)=(N1 (x)− z∗1D1 (x))+(N2 (x)− z∗2D2 (x))+(N3 (x)− z∗3D3 (x))+(N4 (x)− z∗4D4 (x))

= (5x1 + 8x2)− z∗1 (2x1 + x2 − 1) + (8x1 + 5x2)− z∗2 (4x1 + 2x2 − 2)
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+ (2x1 − 10x2)− z∗3 (6x1 + 3x2 − 3) + (−4x1 − 6x2)− z∗4 (2x1 + x2 − 1)

=(5x1 + 8x2)− 6 (2x1 + x2 − 1) + (8x1 + 5x2)− 2.57143 (4x1 + 2x2 − 2)
+ (2x1 − 10x2) + 1.71429 (6x1 + 3x2 − 3) + (−4x1 − 6x2) + 4.57143 (2x1 + x2 − 1)
= 8.143x1 − 4.429x2 + 1.429.

En�n, nous obtenons le programme linéaire suivant:

(LP )



Max Z (x) = 8.143x1 − 4.429x2 + 1.429

S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x, x2 ≥ 0

(5.16)

Ce dernier problème est résolu par la méthode du dual simplexe. La solution optimale est
x∗ = (2, 4)t .

On conclut que la solution F-e�cace du problème linéaire fractionnaire multi-objectifs �ou
(FMOLFPP ) est x∗ = (2, 4)t .

5.7 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons décrit une méthode permettant de résoudre un problème de pro-
grammation linéaire fractionnaire multi-objectifs �oue (FMOLFPP). Ici le problème (FMOLFPP)
est d'abord converti en problème de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs (MOLFPP)
en utilisant la méthode GMIR proposée par Chen et Hsieh [4], c'est à dire tous les paramètres
�ous du problème (FMOLFPP) sont convertis en paramètres déterministes. Ensuite, le pro-
blème (MOLFPP) est transformé en problème de programmation linéaire mono-objectif (LP)
en utilisant la méthode de Nuran Guzel [11].

Finalement, le problème (LP) est résolu par la méthode du dual simplexe qui fournit une
solution F-e�cace du problème d'origine (FMOLFPP). Pour montrer l'e�cacité de la méthode
proposée un exemple numérique est illustré.
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Chapitre 6

Implémentation et Résultats

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous aboutissons à l'étape �nale de notre travail. Nous choisissons pour la
programmation de notre problème le logiciel MATLAB [Matrix Laboratory].

Nous donnerons dans ce qui suit une petite description de MATLAB, puis nous présenterons
notre application qui est basée sur la programmation de l'exemple illustratif du chapitre 5 .

6.2 Choix de language

Le choix s'est porté sur l'emploi du langage du logiciel Matlab R2015a, car il répond aux critères
suivants :

La maniabilité du language : constitué d'un ensemble de possibilités faisant en sorte que le
programmeur travaille avec aisance.

-Le bagage du language : il contient une interface graphique et des fonctions prédé�nies telles
que :
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6.3 Présentation du language de programmation MATLAB

MATLAB est une application qui fournit un environnement de calcul matriciel simple, e�cace,
interactif permettant la mise en oeuvre des algorithmes développés dans le cadre des projets
linpack et eispack.

MATLAB est constitué d'un noyau relativement réduit, capable d'interpréter puis d´évaluer
les expressions numériques matricielles qui lui sont adressées :

� Soit directement au clavier depuis une fenêtre de commande .

� Soit sous forme de séquences d'expressions ou scripts enregistrées dans des �chiers texte
appelés m-�les et exécutées depuis la fenêtre de commandes.

� Soit plus rarement sous forme de �chiers binaires appelés mex-�les ou �chiers .mex générés
à partir d'un compilateur C ou Fortran.

Ce noyau est complété par une bibliothèque de fonctions prédé�nies, très souvent sous forme de
�chiers m-�les et regroupés en paquetages ou toolboxes. A coté des toolboxes requises local et
matlab, il est possible d'ajouter des toolboxes spéci�ques à tel ou tel problème mathématique,
Optimization Toolbox, Signal Processing Toolbox par exemple ou encore des toolboxes crées par
l'utilisateur lui même. Un système de chemin d'accès ou path permet de préciser la liste des
répertoires dans lesquels MATLAB trouvera les di�érents �chiers m-�les.

MATLAB comporte un très grand nombre d'opérateurs, de commandes et de fonctions per-
mettant de réaliser plusieurs opérations.

Dans MATLAB, on peut programmer et créer les fonctions et �chiers nous même sur m-�le,
puis les sauvegarder et les exécuter sur l'espace de travail. Il su�t juste d'introduire le nom du
�chier ou de la fonction.

6.4 Application de l'exemple sur MATLAB

Pour notre implémentation, nous avons pris l'exemple illustratif décrit au chapitre 5 aprés dé-
fuzzi�cation .
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(MOLFPP)



Maximiser z1 =
5x1 + 8x2

2x1 + x2 − 1

Maximiser z2 =
8x1 + 5x2

4x1 + 2x2 − 2

Maximiser z3 =
2x1 − 10x2

6x1 + 3x2 − 3

Maximiser z4 =
−4x1 − 6x2

2x1 + x2 − 1
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0.

1) Pour le premier problème mono-objectif :

(1)



Maximiser z1 =
5x1 + 8x2

2x1 + x2 − 1
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0.

Nous ouvrons la fenêtre MATLAB, nous cliquons sur File →New, puis Blank M-File , et
nous introduisons le programme suivant :

76



Après l'exécution du programme → , nous obtenons les résultats suivants:
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D'une façon similaire nous aurons :

2) Pour le deuxième problème mono-objectif :

(2)



Maximiser z2 =
8x1 + 5x2

4x1 + 2x2 − 2
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0
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Nous introduisons le programme :

Après l'exécution, nous aurons :
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3) Pour le troisième problème mono-objectif:

(3)



Maximiser z3 =
2x1 − 10x2

6x1 + 3x2 − 3
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0
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Programme:
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Résultats :

4) Pour le quatrième problème mono-objectif :

(4)



Maximiser
−4x1 − 6x2

2x1 + x2 − 1
S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0
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Programme
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Résultats:

Après la transformation du problème (MOLFPP) en programme linéaire suivant :

Max Z (x) = 8.143x1 − 4.429x2 + 1.429

S.c

2x1 + 5x2 ≥ 10

4x1 + 3x2 ≤ 20

−x1 + x2 ≤ 2

x1 ≤ 2

x2 ≥ 4

x, x2 ≥ 0

Nous pouvons programmer ce dernier sur MATLAB 2009 comme suit :
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Programme:
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Résultats:

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons commencé par décrire le logiciel MATLAB, puis nous avons pro-
grammé notre problème qui est l'exemple numérique traité au chapitre 5.
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Conclusion générale

Les problèmes de programmation fractionnaire sont de plus en plus étudiés car ils jouent un
rôle très important dans notre vie quotidienne où l'optimisation de rapport d'un ou plusieurs
objectifs doit être satisfaite. Dans la littérature di�érentes méthodes peuvent être présentées
pour résoudre di�érents modèles de problèmes de programmation linéaire fractionnaire telles
que la méthode développée par Charne et Cooper [3] et l'algorithme proposé par Cambini et
Martein[2].

Dans notre travail nous nous sommes intéressés aux problèmes de Programmation Linéaire
Fractionnaire Multi-Objectifs Flou. Le noyau du thème de cette thèse est focalisé sur la résolu-
tion d'un problème de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs �ou où nous avons
développé une méthode pour résoudre ce type de problème en combinant la méthode GMIR
proposé par Chen et Hsieh [4], qui consiste à défuzzi�er les paramètres �ous, et la méthode de
Guzel ([13] ,[14]), qui permet de transformer le problème obtenu après la défuzzi�cation (pro-
blème linéaire fractionnaire multi-objectifs) en problème linéaire, dont la résolution se fait par
la méthode du simplexe ou dual du simplexe.

En vue de l'importance des problèmes linéaires fractionnaires multi-objectifs �ous, nom-
breuses questions restent ouvertes aux chercheurs pour développer les meilleures méthodes pour
résoudre ce type de problèmes.
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