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Notations

FMOLFPP : Fuzzy Multi-Objective Linear Fractional Programming Problem (Probléme
de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue)

MOLFPP: Multi-Objective Linear Fractional Programming Problem (Probléme de Pro-
grammation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs).

LFPP: Linear Fractional Programming Problem (Probléme de Programmation Linéaire
Fractionnaire ).

LPP: Linear Programming Problem (Probléme de Programmation Linéaire).

LP: Linear Program (Programme Linéaire).



Avant propos

La Recherche Opérationnelle (R.O), aussi appelée science du management ou science de la
décision, est une discipline dont 1’objet est d’aider les gestionnaires a prendre des décisions en
utilisant des modéles et des méthodes scientifiques adaptées.

On situe la naissance de la R.O lors de la deuxiéme guerre mondiale, lorsque I’état-major
britannique Patrick Maynard Stuart Blackett fit appel a des équipes de mathématiciens et de
physiciens pour I'aider & analyser des questions de stratégie militaire (développement d’un réseau
de radars, organisation des convois maritimes...). Aprés la guerre, cette approche systématique
et scientifique des problémes de décision a été transposée au monde économique et industriel
ou elle a connu de nombreux succeés. Depuis, de nouvelles méthodes et de nouveaux champs
d’application ont vu le jour.

La Recherche Opérationnelle (R.O) est la discipline des méthodes scientifiques et techniques
mathématiques utilisables pour élaborer de meilleures décisions. Elle permet de rationaliser,
de simuler et d’optimiser l'architecture et le fonctionnement des systémes de production ou
d’organisation.

La R.O propose des méthodes conceptuelles pour analyser des situations complexes et permet
aux décideurs de faire les choix les plus efficaces grace a :

- Une meilleure compréhension des problémes,

- La vision compléte des données,

- La considération de toutes les solutions possibles,

- Des prédictions prudentes de résultats incluant une évaluation des risques,

- Des outils et des méthodes modernes d’aide a la décision.

La R.O. apparait comme une discipline carrefour associant les mathématiques, I’économie
et I'informatique. Elle est par nature en prise directe sur I'industrie et joue un role-clé dans le

Les apports de la R.O sont visibles tout autour de nous dans des domaines les plus divers:
de 'organisation des lignes de production de véhicules & la planification des missions spatiales,
voir dans la vie de tous les jours dans l'organisation du traitement des produits recyclables,
I'organisation des ramassages scolaires ou la couverture satellite des téléphones portables.

"La wvie elle meme est affaire de Recherche Opérationnelle”



Introduction Générale

L’une des principales missions de la Recherche Opérationnelle est d’aider a prendre des
décisions en vue d’une gestion efficace, rationnelle et logique.

Depuis les années 70, les activités de recherche en Recherche Opérationnelle au niveau mon-
dial n’ont cessé de se développer tant an niveau de ses concepts théoriques et de ’amélioration
technique de ses outils d’optimisation qu’au niveau applicatif ou elle intervient de maniére cru-
ciale dans des secteurs de plus en plus nombreux et diversifiés comme : «la production indus-
trielle, la planification, le transport, I'informatique, les télécommunications, I’énergie, mais aussi
dans les banques et les assurances. .. etc ». Les modéles traditionnels développés dans le cadre
des méthodes quantitatives de gestion considéraient en général un objectif unique, pour lequel il
existe une solution optimale. Les algorithmes mis au point consistent alors & définir un moyen
d’atteindre, le plus rapidement possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas
cette modélisation ne traduit pas exactement la réalité.

La plupart des problémes réels intervenant en mathématiques de décision sont de nature qui
impose la prise en compte de plusieurs objectifs qui sont souvent antagonistes . Tout décideur
est obligé de tenir compte du maximum d’éléments en sa possession, pour aboutir a la meilleure
décision possible.

Ainsi pour mieux appréhender la réalité, I’approche multi-objectifs devient incontournable.
Il est utile dans ce cas de définir un concept d’optimalité, d’étudier les propriétés et les condi-
tions d’existence des solutions et déterminer des méthodes pratiques de recherche des décisions
relatives a ce concept d’optimalité ([8],[22],[24]).

La programmation fractionnaire a attiré 'attention de nombreux chercheurs. La raison prin-
cipale de l'intérét dans la programmation fractionnaire provient du fait que des modéles de
programmation pourraient mieux répondre aux problémes réels si 'on considére I'optimisation
des rapports des propriétés physiques et / ou des quantités économiques.

Plusieurs applications des programmes mathématiques fractionnaires ont déja été décrites
dans la littérature([10],[19],[21]), Comme domaines d’applications des problémes fractionnaires
soumis a un ensemble de contraintes, nous pouvons citer par exemple:

e Le domaine des finances o il est souvent question d’optimiser un rapport de deux fonctions
telles que |dette/capitaux propres|, |[rendement/employé|, [cott effectif/cotit standard|,
[bénéfice/coiit], |[inventaire/ventes|, [risque des actifs/capitall.

e Le domaine de la santé comme la planification dans un hopital [cott/patient|, [infir-
miére/patient|, |[docteur/patient]|...etc.

e Les processus de décision de Markov peuvent également mener a la maximisation du rap-
port de la moyenne et I’écart type.



Aussi, dans certaines situations les connaissances dont nous disposons sur une situation
quelconque sont imparfaites soit parce que nous avons un doute sur leur validité, elles sont alors
incertaines, soit parce que nous éprouvons une difficulté a les exprimer clairement, elles sont
alors imprécises.

Les connaissances imprécises n’ont été prises en considération qu’a partir de 1965, lorsque
L.A. ZADEH [23], professeur a l'université de Californie a Berkeley a introduit la notion de
sous-ensemble flou, a partir de I'idée d’appartenance partielle a une classe de catégorie aux
limites mal définies dans une généralisation dans la théorie classique des ensembles admettant
des situations intermédiaires entre le tout et le rien([4], [15]).

C’est ainsi que dans notre travail, nous nous sommes intéressés au cas ot les objectifs sont li-
néaires fractionnaires flous et les contraintes sont linéaires floues. Les problémes en question sont
connus sous le nom de problémes linéaires fractionnaires multi-objectifs flous ([6] , [11],[16] ,[17] ,[18]).

A cet effet, nous avons structuré notre travail comme suit:

e Dans le chapitre 1: Nous nous sommes intéressées a 'optimisation multi-objectifs, en
rappelant les différentes définitions de base, les théorémes d’existence des solutions efficaces
et quelques approches utilisées pour résoudre ce type de problémes.

e Dans le chapitre 2: Nous présentons les notions de base de la programmation linéaire frac-
tionnaire mono-objectif, ainsi que quelques stratégies de résolution telles que la résolution
directe ol nous avons cité la méthode de Cambini , la résolution par paramétrisation , et
la résolution d’un probléme équivalent ou la méthode de Charne et Cooper est présentée.

e Le chapitre 3 est réservé a la programmation linéaires fractionnaires multi-objectifs, ou
nous exposons la méthode de Guzel qui nous permet de convertir un probléme linéaire
fractionnaire multi-objectis en probléme linéaire.

e Le chapitre 4 est consacré a la logique floue ol les notions de base et définitions nécessaires
a la compréhension de la théorie des ensembles flous sont présentées.

e Dans le chapitre 5, la programmation fractionnaire linéaire multi-objectifs floue est abor-
dée, nous avons donné la forme générale du probléme et nous avons décrit une méthode
pour résoudre ce type de probléme en combinant les méthodes proposées par Chen et
Hsieh [4] et Guzel([13],[14]), puis nous avons illustré la méthode proposée par un exemple
numérique .

e Le chapitre 6 finalise notre travail par 'implémentation du probléme linéaire fractionnaire
multi-objectifs flou sur le logiciel MATLAB.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale et la bibliographie utilisée.



Chapitre 1

Programmation Multi-Objectifs
Déterministe

1.1 Introduction

La vie réelle foisonne de problémes qui cherchent une solution. La majorité de ces problémes
ont des solutions qui ne sont pas forcément convenables selon un ou plusieurs critéres bien défi-
nis. La plupart des problémes d’optimisation réels sont décrits a ’aide de plusieurs objectifs
ou critéres souvent contradictoires et parfois complémentaires qui doivent étre optimisés simul-
tanément. Pour les problémes n’incluant qu’un seul objectif, 'optimum cherché est clairement
défini, celui-ci reste a formaliser pour les problémes d’optimisation multi-objectifs.

Prenons le cas d’une personne souhaitant acheter une maison. La maison idéale est celle
qui est peu chére avec beaucoup d’espace et bien située si possible, mais cette maison idyllique
n’existe pas. Notre acheteur va donc devoir identifier les meilleurs compromis possibles corre-
spondants a son budget.

Plusieurs autres problémes peuvent étre décrits de la méme maniére ([15],[22]), tels que
I’établissement d’un emploi du temps scolaire, ¢’est un probléme multi-objectifs de nature car
il faut en méme temps optimiser plusieurs objectifs tels que: le volume horaire a enseigner,
I'occupation des locaux, la charge horaire par enseignant, le nombre de matiéres. .. etc.

Dans ce qui suit, nous donnerons quelques définitions et notions nécessaires a la compréhen-
sion de certains concepts de base que nous utiliserons dans la suite.

1.2 Formulation du probléme

Mathématiquement, un probléme de programmation linéaire multi-objectifs peut étre défini
de la maniére suivante:

Optimiser Z (x) = (21 (x), 22 (2), ..., 2k (z))
(MOLP) ¢ S.c. (1.1)
rxes



Ou S = {z € R"/Ax < b, x > 0} est I’ensemble non vide des solutions réalisables ou
admissibles, avec A matrice réelle de type (m, n) et b vecteur réel d’ordre m,

k > 2 est le nombre de fonctions objectifs,
x = (x1, 29, ..., :L”n)t représente le vecteur de décision, avec z; € R, ¢ = 1,n sont les variables

de décision et n le nombre de variables de décision,

L’ensemble R™ qui contient S (SC R") est dit espace de décision,

L’ensemble 1) = Z(S) est 'image de I'ensemble S sur espace des objectifs R,

1 est appelé espace admissible des critéres, avec, Z(z) = (2 (x), 2 (x),..., 2 (x))" est le
vecteur de k fonctions objectifs,

b=27(5)={y= (W2 ) ERy=2(x) /z €S} CR"

Exemple 1.1. Pour n=2 et k=2.

2 Z24
4
|_v=20) |
0 iy’ 0 Tz
S © R2est1’ensemble des solutions w C R¥ estl’ensemble des objectifs
realisables (Ensemble des décisions) réalisables (Ensemble des critéres)

Figure 1.1: Représentation graphique de 'ensemble des décisions
et 'ensemble des critéres admissibles.

Remarque
Dans ce chapitre, nous considérons que toutes les fonctions objectifs sont & ” minimiser ”,
en effet :
Un probléme de maximisation peut étre aisément transformé en probléme de minimisation
(et vice versa) en considérant I’équivalence suivante:
maximiser Z (x) <= minimiser (—Z (z)).



1.3 Dominance

A la fin du 19°"¢siécle (1896), I'économiste Vilfredo Pareto([8],[15],[22],[24]), formule un
concept d’optimalité qui porte son nom (optimalité au sens de Pareto) qui constitue les origines
de la recherche sur 'optimalité multi-objectifs.

1.3.1 Dominance

Définition 1.1

Soient deux vecteurs: Z' = (21, 23, ..., z1) e RF et 22 = (2, 22, ..., 2})e RE.

On dit que le vecteur Z!domine le vecteur Z2 pour un probléme & minimum si et seulement
si:

ZV < Z% et ZY #£ 72 Cest adire : 2] < 22 Vi € {1, ..., k} et 2z} < z? pour au moins un
led{l, ..., k}.

Ou bien : Le vecteur Z! est meilleur que le vecteur Z2 si :
1. Les composantes de Z! sont meilleures ou égales que les composantes de Z2.

2. Au moins une composante de Z! est meilleure que la composante correspondante de Z2.

Ou bien : On dit que le vecteur Z' domine le vecteur Z2 si :
e Z! est au moins aussi bon que Z? sur tous les objectifs.

o 7! est strictement meilleur que Z? sur au moins un objectif.

1.3.2 Dominance forte

Définition 1.2
On dit que le vecteur Z'domine fortement le vecteur Z2 si et seulement si :
ZY < 7% cest adire: Z}! < Z2 Vi€ {1, ..., k}, dans ce cas :
Z' est strictement meilleur que Z2.
Exemple 1.2.
Soient les vecteurs: Z!' = (3,2,7), Z% = (4,6,9), Z3 = (3,7,11).
Z1 domine fortement Z2 ou Z? est fortement dominé par Z?.
Z' domine Z3.
Z2et Z3sont incomparables.

— Z'domine Z2et Z°3.

10



1.3.3 Propriétés de la relation de dominance

La relation de dominance :
e n’est pas réflexive car U ne domine pas U (elle est irréflexive),
e n’est pas antisymétrique car on a jamais U domine V et V domine U,
e n’est pas symétrique , car si U domine V=V domine U,
e est asymétrique <= VY U, V si U domine V =V ne domine pas U,

U domine V
e est transitive, car si : et =—> U domine 7 .
V domine Z

Définition 1.3
Une relation de dominance binaire est dite relation d’ordre partiel strict si :

- Elle est asymétrique et transitive.
Ou
- Elle est irréflexive et transitive .

Reésultat:
La relation de dominance est une relation d’ordre partiel strict sur ’espace des objectifs.

1.4 Optimalité de Pareto

1.4.1 Efficacité

Définition 1.4

Une solution réalisable z* € S est dite efficace (ou Pareto optimale) si et seulement s’il
n’existe aucune solution z € S telle que :

zi(x) <z (2*),Vie{l, .., k}etz(x) <z (z") pour au moins un indice i € {1, ..., k}.

1.4.2 Efficacité forte
Définition 1.5

Une solution z* € S est dite fortement efficace si et seulement s’il n’existe aucune solution z € S
telle que:
zi (z) < z (z*) Vi e {1, ..., k}.

1.4.3 Ensemble Pareto et Surface de Pareto

Définition 1.6

Dans ’ensemble réalisable S. L’ensemble des solutions efficaces ou ’ensemble de solutions
Pareto-optimales du probléme (1.1) constitue l’ensemble Pareto du programme linéaire multi-
objectifs (MOLP).

11



Définition 1.7
Dans 'espace réalisable de critéres 1, I'image de 1’ensemble Pareto est appelé Frontiére de
Pareto ou Surface de Pareto, ou Front de Pareto.

1.5 Détection graphique de Defficacité

Pour tester graphiquement l'efficacité d’une solution, Ralp Steuer a introduit le concept d’ensemble
dominant qui est principalement basé sur la notion du cone.

Définition 1.8 (Cone)

Soit K C R™ (K # Ogn) K est un cone de R” si et seulement si :
Vee K,Va e R, axr € K.

Remarque:
e L’origine Og~» doit étre contenue dans chaque cone.

e Tous les cones sont non bornés.

Exemple 1. 3

- Le demi espace fermé: K = {z € R"/f (x) < 0} est un cone.

- Le demi espace ouvert K = {x € R"/f (z) < 0} n’est pas un cone car il ne contient pas
I'origine.

Définition 1.9

- Un cone négatif C~est défini par C~ = {z € R"/z (z) € R*avec z (z) < 0}— pour un
probléme multi-objectifs & minimum.

- Un cone positif CTest défini par C* = {z € R"/z () € R*avec z (z) > 0} — pour un
probléme multi-objectifs & maximum.

Théoréme 1.1 (théoréme du contact)[16]
Une solution x € R™ est efficace pour un probléme multi-objectifs si et seulement si :
{(C’_ +x)N S ={x} : Pourun probléme a minimum.

(Ct+2x)NS={x} : Pourunprobléme a maximum.

Ce théoréeme fournit un test permettant de détecter les solutions efficaces géométriquement,
c’est a dire:

Si DxN S = {x}= x est efficace pour le probléme multi-objectifs.

Si Dx NS # {x}=> x n’est pas efficace pour le probléme multi-objectifs.

Ou Dz = C~ + {z} ou Dx = C* + {x} est appelé ” ensemble dominant ”.

12



Figure 1.2 : Détection graphique de I'efficacité

Dans la figure ci-dessus nous avons z est efficace et x5 est non efficace.
1.6 Solutions supportées et solutions non supportées

La définition de Front se référe a ’espace des objectifs. Sur le Front Pareto, deux types de
solutions peuvent étre différenciées, les solutions supportées et les solutions non supportées:

Les solutions supportées: Sont celles qui appartiennent aux portions convexes du Front
Pareto (elles sont situées sur la frontiére).

Les solutions non supportées: Elles se situent dans les portions concaves du Front
Pareto mais, elles ne sont pas dominées pour autant.

13



Illustration des solutions supportées et solutions non supportées

Z: 4

&

L

m : Solution non supportée.
® : Solution supportée.

B : Solution dominée.

Figure 1.3. Représentation des différents types de solutions en bi-objectif

1.7 Dominance au sens de Geoffrion

Une autre forme de dominance importante dans le monde de 'optimisation multi-objectifs
est la dominance au sens de Geoffrion [11].

Des solutions optimales obtenues par ce type de dominance sont appelées solutions de Pareto
optimales propres.

Définition 1.10 (Dominance au sens de Geoffrion) [12]
Une solution z* € S est appelée solution Pareto optimale propre pour le probléme multi-
objectifs (1,1) si :

1. z* est Pareto optimale pour le probléme (1.1) et,

2. S'il existe un nombre M>0 tel que : Vi = 1,k , Vo € S vérifiant z (x) < z (z*),
Jaumoinsun j € {1, ..., k} tel que :z; (z*) < z; (x)
2 (%) — 21 ()

e uw s
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Considérons le probléme paramétrique mono-objectif suivant :

i=k
Min 37 Aizi ()
(7)) S.c. - (1.2)
x €S

Ou \; sont des poids relatifs a chaque objectif z; (z = L_k) tels que :

. k

i=1
Théoréme 1.2 (Théoréme de Geoffrion)|[12]
_ k
Si z* est une solution optimale du probléme (1.2) ou \; > 0Vi=1,k et > \; =1 alors
i=1

x*est Pareto optimale propre pour le probléme (1.1).

Exemple 1.4
Soit le probléme linéaire bi-objectifs suivant :

( Min (z1 (x) = =3x1 — m9; 29 () = x1 + 619)
S.c.

L ml;xQZ()) .ZCl,CCQGR

Prenons : A\ = 0.5 et Ay = 0.5
Le probléme paramétrique correspondant au probléme (1.3) s’écrit :

2
i=1
(P2 S.c.
v €S ={(x1,19) €R?/3x) — 15 < 6; 75 < 2}

ern (% (—31’1 — Ig) + % (;13'1 + Qj2)) = —x1+ %l-2
S.c.
(PA) 3.131 — T S 6

S.c.
(P)\) 3]71 — T S 6

Nous résolvons le probléme(Py) avec la méthode du simplexe et nous obtenons :
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z* (21 = 2, 25 = 0) sa solution optimale donc d’aprés Geoffrion z* = (2,0)" est Pareto opti-

male propre qui est aussi efficace pour le probléme (1.3).

1.8 Caractérisation des solutions efficaces

Nous présentons quelques caractérisations qui permettent de tester l'efficacité d’une solution

réalisable pour un probléme linéaire multi-objectifs :

Théoréme 1.3 (Ecker et Wendell)[9]

Soit z* € S un vecteur de décision donné et z un vecteur quelconque de S.

x*est efficace pour le probléme (1.1) si et seulement si z*est solution du probléme (mono-
objectif) intermédiaire suivant :

(

\

i=k
Minimiser > z; (x)
i=1
S.c.
resS

(1) <2 (2), Vi=1k

Exemple 1.5

Soit le probléme linéaire bi-objectifs suivant:

S.c.

( Min (—=3x1 — 29, 21 + 219)

31’1—1‘2§6
IEQSQ

T, T2 Z 07 1, Tg € R.

Prenons #=(1, 1)€ S.

Le probléme (P;) correspondant au probléme (1.5) s’écrit :

2

i=1
S.c.
31’1 — T2 S 6
(F:) = (Pa) 2y < 2.

(Mz'n Yo zi(x) =z (2) + 29 ()

() <zn(L,1)=-3(1)—1=—-4
zo9(x) <2z (1,1)=1+2(1)=3

\ x17x2207 x17x2ER
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( Min (=221 + x9)
S.c:
31 — 22 <6
(P;) = Ty < 2 a résoudre avec la méthode du simplexe
—3x1 — a9 < —4
T+ 229 < 3

Z1, T2 >0

La solution optimale de (P;) obtenue est : 2* (z; = 2; 25 = 0)".
Donc, d’apreés le théoréme d’Ecker et Wendell, la solution z* (2, 0)est efficace pour le probléme
bi-objectifs (1.5).

Théoréme 1.4 (Benson) [1]
Pour un probléme & minimum, soit le probléme mono-objectif suivant :

Mzmmzser@ szsz
i=1
S.c:
xreb.
Fe (@) zi(x)+e =2 (x");i=1k (1.6)
reER", g €RVi=1k
e = (e1, 2, ..., &) ERE
( © = (21, T2, ..., ) € R}
Alors :

1. z* est efficace pour le probléme (1.1) <= La valeur optimale de la fonction objectif 6 est
nulle dans le probléme P. (z*).

2. Si 0 # 0 pour la solution optimale & de P. (z*) alors & est efficace pour le probléme (1.1).

Remarque:
Si le probléme (1.1) est un probléme a maximum alors P. (x*) s’écrit :

;

k
Max 0 =) ¢
i=1
S.c:
Pe(x") o res
zi(x) —ei =2 (") d :_
\:EER”,&ER‘FZ 1,k
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Exemple 1.6.

Soit le probléme multi-objectifs suivant :

S.c.

—2x1 4+ 29 <0
l‘1§3
x2§2

| 71,2220, 21,22 €R

(Min Z () = (21 (z) = &1 — 2295 25 (x) = —x1 + 4ag; 23 (x) = 221 + 29)

1) Vérifions si la solution réalisable 2* = (0,0)" est efficace au sens de Benson :
Le probléme mono-objectif (P. (%)) correspondant au probléme (1.7) s’écrit :

<P.(0,0)

La solution optimale du probléme P.(z*) est :

;

S.c:
—21‘1 + X9 < 0
T §3

P.(0,00{ 72<2

21 () + 61 = 2z (%)
29 (x) 4+ €9 = 2o (%)
z3(x) + €3 = 23 (%)
r = (r1, 19) € RZ

le= (g1, €2, €3) € RY.

Min 6 =¢e1 4+ 9+ €3
S.c.

—2r1+ 22 <0

T <3

To < 2
r1— 229+, =0
—x1+4x9+6e9=0
201 +29+e3=0

X1, T2 € R+; €1,E9, €3 € R*

9:€1+€2+53:O.
D’aprés le théoréme de Benson la solution 2* = (0,0)" est efficace pour (1.7).

3
MZHQZZ Ei =€1+E&2+ €3
=1

a résoudre par la méthode du simplexe,

2) Vérifions si la solution réalisable z* = (2,0)" est efficace au sens de Benson :
Le probléme mono-objectif (P. (x*))correspondant au probléme (1.7) s’écrit :
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Min&zi €, =€1+¢€9+ €3
i=1
S.c.
—2r1+ 22 <0
r1 <3
P.(z*) = P.(2,0) T < 2
21 (x) + 61 = 2z (%)
2o (x) + €9 = 25 (z¥)
23 (x) + €3 = 23 (¢%)
r = (21, 1) € RZ

e = (e1, €2, €3) € RY

Min 6 =¢e1 4+ 9+ €3
S.c.
—221+ 22 <0
1 <3
<P.(2,0) Ty < 2 a résoudre par la méthode du simplexe,
T1— 2r9+61 =2
—x1 +4x9 + 69 = =2
201 + a9 +e3 =4
T1, To ER'; &1, 69, 63 € RT

La solution optimale du probléme P. (x*) est : x1 = 3, x5 = %, €1=0,e90=1, 3= % Donc,
=ci+ert+e3=0+1+2=1-£0.

D’aprés le théoréme de Benson la solution * = (2,0)" n’est pas efficace pour le probléme (1.7)

1

par contre la solution = = (3, 5) est efficace pour le probléme (1.7).

1.9 Points particuliers

1.9.1 Point idéal

Définition 1.11

Le point idéal y* = (v, v3, ..., y;‘;)t € R* est le vecteur qui minimise chacune des fonctions
objectifs z; (z = L_k) séparément, c’est a dire :

yr = Min (2 (z),i=1,k, z €5)

Ou bien : y* = (yi = min 2 (x); y5 = min 2 (v); ...; yi = min 2, (2))".

Remarques :

1. Généralement le point idéal n’appartient pas a 1’espace des critéres réalisables (¢ = Z (9))
puisque les objectifs de (1.1) sont souvent contradictoires.

19



2. Le point idéal est le vecteur des valeurs les plus préférées “ souhaitables de chaque objectif
zi, =1,k

1.9.2 Point anti-idéal
Définition 1.12

Le point anti-idéal y* = (y{, v4, ..., y2)! € R* est le vecteur qui maximise | pour un probléme
a minimiser | chacune des fonctions objectifs z; (i = 1, k) séparément, c’est a dire :
a _ a __ B A . R - t
vi = (i = mag 2 (2); y5 = mag 2 (2); ...; yp = maz z (z))".

1.9.3 Matrice des gains

Définition 1.13
Soit Z; la solution optimale en Minimisant (Maximisant) l'objectif z; sur S, la matrice carrée

de dimension k suivante:

T X9 e Ty
Z1 Yy =y Y12 cee e Y1 = 21 (Ty)
) Yo1 = 22 (77) Y22 = Ys ce e Yo = 22 (Ty)
G—
2 Yk = 2 (T7) ke = 2t (T2) ... .. Yk =Y

est appelée ” matrice des gains 7 .

{z;" =minz(r) =2 (T;); Vi=1,k
Ou :

z€eS
zij=2(T5); Vi=1LketVi=1k aveci#j.

1.9.4 Point nadir

Définition 1.14
De la matrice des gains, nous pouvons définir le point nadir

t
yred = (yped, yped, L yped)” € R, avec

Yy = maz y;;; Vi =1,k , pour un probléme & minimiser.
j=Lk

yned = mj
1

Yij; Vi =1,k , pour un probléme & maximiser.
i

<

Remarques :
1. Le point nadir est le vecteur des valeurs les plus mauvaises de chaque critére vy; , (z = L_k)

2. Si pour un critére j, 3 plusieurs solutions optimales donc, la matrice des gains n’est pas
unique, ainsi le vecteur nadir peut ne pas étre unique .
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3. Le point nadir sert a restreindre I’espace des recherches R*. Il peut étre utilisé comme point
de réservation (valeurs non souhaitables) et il est utilisé dans les méthodes interactives.

Exemple 1.7
Soit la matrice des gains suivante :
79 8
G=19 3 15
6 4 1
y* = (7,3,1)" est le point idéal.
yd = (9,15, 6)t pour un probléme a minimiser.
y"ed = (7,3,1)" pour un probléme & maximiser.

Illustration des trois points pour un probléme & minimiser

Min z
er‘
A
X X X XX ¥
|
X
A X X X
X -
-
A X X X -
}{f
F-3 A
X LK
A A X
A
&

[=]
r

= Minz;

Figure 2.4

¥ 1 Solutions réalisables.

A :Solutions Pareto optimales.
O Point idéal.
B Point MNadir.

() : Point anti-idéal.

Définition 1.15 (Décideur)

Un décideur est un individu (ou un groupe d’individus) qui face a une situation de décision,
a la responsabilité d’évaluer les différentes alternatives (solutions) possibles afin de proposer ou
de mettre en ceuvre une solution ( ou des solutions ).
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Définition 1.16 (L’analyste)
Il est responsable de la définition du modéle de décision et de la présentation des résultats
au décideur .

1.10 Approches de résolution d’un probléme linéaire multi-
objectifs

1.10.1 Problématique

La difficulté principale d’un probléme multi-objectifs ¢’est qu’il n’existe pas de définition de
la solution optimale. Le décideur peut simplement exprimer le fait qu’une solution est préférable
a une autre, mais il n’existe pas une solution meilleure que toutes les autres, dés lors, résoudre
un probléme multi-objectifs ne consiste pas a rechercher la solution optimale, mais 1’ensemble
des solutions de compromis pour lesquelles ne nous pourrons pas effectuer une opération de
classement.

Deux approches de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectifs peuvent étre dis-
tinguées dans la littérature([15],[22]).

1.10.2 Approche 1: Approche mono-objectif

Elle consiste & ramener (transformer) le probléme multi-objectifs & un probléme mono-objectif
. Elle caractérise les méthodes dites “ a priori “, nous allons détailler deux méthodes les plus
utilisées dans la littérature.

a) Méthode de la somme pondérée ou méthode d’agrégation des objectifs [15]
Cette méthode consiste a ramener le probléme linéaire multi-objectifs (1.1) & un probléme
paramétrique mono-objectif (P,) de la maniére suivante :

(PN g, (1.8)
x eSS
Ou \; >0, Vi=L1,k,avec Ziﬁ)\z =1
Les poids \; sont choisis enZ:fi)nction de 'importance des objectifs z;, (z = 1,_k:)
Théoréme 1.5 [22]

La solution optimale de (P,) est une solution efficace pour le probléme (1.1) si tous les poids
A; sont positifs (A\; > 0) Vi =1, k.
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Définition 1.17 (Ensemble convexe)
On dit qu’un ensemble S est convexe si et seulement si :

Ve,ye S,VAe 0,1, \x+(1—-Nye S

D’un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu’il contient deux
points, contient nécessairement le segment les reliant.

Exemple 1.8

Figure 1.5

» [a figure gauche est un ensemble convexe.
» La figure droite est un ensemble non convexe, car le segment reliant x et y n’appartient
pasasS.

Définition 1.18 (Fonction conveze)
La fonction : z : S — R est dite convexe sur S convexe non vide de R" si et seulement si :
Ve,ye S, VA e [0,1] z(Az+ (1 —ANy) < Az (z)+ (1 —N) 2 (y).

Définition 1.19
Le probléme d’optimisation multi-objectifs(1.1) est dit convexe si et seulement si :

1) Chaque fonction objectif z;, i = 1, k est convexe.

2) L’ensemble S est convexe.

Théoréme 1.6 [15]

Si le probléme d’optimisation multi-objectifs(1.1) est convexe et x* est 'une de ses solutions
efficaces alors, il existe un vecteur des poids (A, Ag, ..., Ax) positifs tels que z* est solution
optimale de (Py).
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Exemple 1.9
Soit le probléme linéaire bi-objectifs suivant :

(Min (21 (z) = =331 — 2; 22 (2) = —21 + 223)
S.c.
3r1 + 129 <6 (1.9)
Toy < 2
x = (z1,22) € RZ

\

On donne : A\; = 0.5, A\y = 0.5 (Poids choisis par le décideur)

Le probléme paramétrique mono-objectifs(Py) correspondant au probléme (1.9) s’écrit :

i=2
i=1
(P3) S.c.
resS

(Min (% (—=3x; —22) + % (—z1 + 2932))
(P)\> S.C.
res

\

( Min (—2951 + %l’g)
(P)\) S.C.
resS

\
La solution optimale de (Py)est x*(x; = 2,29 = 0)*
D’aprés le théoréme (1.5), z* est efficace (Pareto optimale) pour le probléme(1.9)

Inversement : Le probléme(1.9) étant linéaire donc convexe et on conclut d’aprés le théoréme
(1.6) que toute solution efficace de (1.9) est optimale pour (P).

b) Méthode c-contraintes [15]

Une autre fagon de transformer le probléme (1.1) en un probléme mono-objectif est de minimi-
ser 'objectif z; (jugé prioritaire par le décideur) et de convertir les autres objectifs en contraintes,
le probléme transformé obtenu :

Minimiser z; (x)
S.c:
resS
zj(v) <ej,Vi=1k, avecj#i

(F:) (1.10)

Théoréme 1.7 [15]
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Pour tout € = (e1,€9, ...,6i-1,€i+1, ..., €x) tel que le probléme (1.10) a une solution optimale
x* alors cette solution z*est Pareto-optimale pour le probléme (1.1).

Exemple 1.10
Soit le probléme linéaire multi-objectifs suivant :

(Min Z (z) = (21 (z) = =321 + @3 22 (x) = 21 + 2393 23 () = 231 + 73)
S.c:
3r1 — 12 <6 (1.11)
To < 2

x = (z1,22) € R

\
En considérant le critére z prioritaire et € = (g1,69) = (1, 3)"
Le probléme (FP;) s’ écrit :

(Min 2 (x) =2z + 29
S.c:
3r1 — 12 <6
(P.) = Ty < 2 a résoudre par la méthode du simplexe.
71 (x) <ep <= —3x1+12< 1
29 (1) < g9 <= x1 + 229 < 3
x = (x1,22) € R

\

La solution optimale de (P.) est z* = (0,0)" donc elle est efficace pour le probléme (1.11).

En faisant varier le vecteur e:

(e1,62) = (1, 3)t nous obtiendrons z; = (0, o)t

(e1,82) = (—2,2)" nous obtiendrons x = (%7 ())t
(e1,€2) = (1, 5)t nous obtiendrons xj = (%, o)t
(€1,€2) = (%1, g)t nous obtiendrons x; = (%’o)t

L’ensemble {7, 23, x%, x}} est un sous-ensemble de I’ensemble Pareto du probléme (1.11)

Remarques:
1. Les poids A; et les parameétres €; sont définies par le décideur .
2. En faisant varier les poids A; et les paramétres €; dans les deux méthodes , on peut trouver

un sous-ensemble de points efficaces (Pareto-optimaux) pour le probléme (MOLP).

1.10.3 Approche 2: Approche multi-objectifs

Elle consiste & proposer des solutions en tenant compte de I’ensemble des objectifs, cette approche
contient les méthodes dites “ a posteriori “ et méthodes “ Progressives ” :

1) Méthodes “ a posteriori “ ( Recherche—décideur):

Le décideur prend sa décision d’aprés un ensemble de solutions calculées par un solveur .

2) Méthodes  Progressives ou “’ Interactives (Décideur “5Recherche):
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Dans ces méthodes, les processus de décision et d’optimisation sont alternés. Par moment,
le décideur intervient pour modifier certaines variables ou contraintes, afin de diriger le proces-
sus d’optimisation. Il modifie ainsi interactivement le compromis entre ses préférences et ses
résultats.

1.11 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter les principales définitions nécessaires a la présen-
tation des problémes d’optimisation multi-objectifs, comme le concept d’optimalité au sens de
Pareto et le concept d’efficacité, puis quelques approches de résolution ont été abordées comme
I’approche mono-objectif ot la méthode de la somme pondérée et la méthode € — contraintes
sont présentées, et I'approche multi-objectifs qui contient les méthodes ” a posteriori ” et les
méthodes ” progressives ” .
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Chapitre 2

Programmation Linéaire Fractionnaire
Mono-Objectif

2.1 Introduction

La programmation linéaire fractionnaire ou hyperbolique consiste & optimiser un objectif mis
sous forme d’un rapport de deux fonctions linéaires, soumis a un ensemble de contraintes linéaires
([3],15] , [18],[24]).

Différentes versions de ce modéle, en variables réelles, en variables entiéres, en variables mixtes
ou en variables 0-1, ont une multitude d’applications que ce soit en optimisation combinatoire,
en programmation stochastique, en bases de données ou en économie ... etc [20].

2.2 Forme d’un Programme Linéaire Fractionnaire Mono-
Objectif

Un Probléme de Programmation Linéaire Fractionnaire Mono-Objectif peut étre écrit comme
suit :

N(z) pa+a

max Z(x) = D) grtp

S.c.

(LFP) (2.1)

S={xeR"/Ax < b, x >0}
Ot :av, B sont des réels, p' et x des vecteurs de R”,¢* un vecteur non nul de R”, A une matrice

réelle d’ordre mxn et b un vecteur de R™.
L’ensemble S est supposé borné, non vide et ¢‘x + 5 > 0 sur S.

2.3 Notions sur optimisation convexe

2.3.1 Combinaison linéaire convexe

Définition 2.1
Un vecteur y € S est une combinaison linéaire convexe des points {z1, ..., z,} s'il existe des
coefficients réels \;, {i =1, ..., p}, tels que :
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p p
Y=y Nz, avec \; > 0, Vi={1, ..., p},et DN\ =1
=1 i=1

)

2.3.2 Enveloppe convexe

Définition 2.2
L’enveloppe convexe d’un ensemble SC R" est ’ensemble des points de R™ qui s’écrivent
comme combinaisons convexes des points de S. Elle est notée par :

P P
Con (S) = {x eER"/x = Ny, x; €S, N >0,i={1, ..., plet Y.\ = 1}
=1 i=1

1=

C’est le plus petit ensemble convexe contenant S.

e L’ensemble {z € R"/a'z = b} représente un hyperplan de R™;

e L’ensemble {x € R"/a'x < b} représente un demi-espace fermé de R™ dont I’hyperplan
correspondant constitue la frontiere .

2.3.3 Polyédre

Définition 2.3
1) Un polyédre S est I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés et /ou d’hyperplans.
Un polyédre est un ensemble convexe fermé.

2) Un polyédre S est borné s'il existe une valeur /3 finie et positive telle que :
|z; [<p,Vjed{l,..,n}etVzes

3)Un polytope est un polyédre borné et non vide .

2.3.4 Point extréme

Définition 2.4
Soit S un convexe non vide de R™. x est dit point extréme ou sommet de S si :
r=X 1+ (1 =N zy Vx,x9 € SetX€|0,1] alors = =z = x5
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Exemple 2.1

a. b, ¢ et d sont des points extrémes.

Le nombre de points extrémesd’un cercle n'est pas
dénombrable.

Figure 2.1. Points extrémes

2.3.5 Fonction concave

Définition 2.5
La fonction N: S— R est dite concave sur S convexe non vide de R" si et seulement si :
Ve,ye S,VAe[0,1]] NAx+(1—=Ny) > AN (z)+ (1 =X N (y)

e Les cas stricts correspondent aux mémes définitions avec des inégalités strictes pour 0< A\ <
letx#y

e (N)est convexe (respectivement strictement convexe)<= (—N) est concave (respective-
ment strictement concave).

Lemme 2.1 [20]
Si N est une fonction convexe alors I’ensemble niveau : L(N, o) ={x € S : N (z) < a} est
convexe pour tout o € R

Preuve :
Soient zy, o€ L (N, «), ainsi x1, x2€ S car L(N, «) C S, on a aussi N (z1) < a et
N(Ig) S Q.

Soit A € [0,1], et x = Az + (1 — A\) 22 comme S est convexe donc z € S et par la convexité
de N on a:
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NAzy+ (1 —=XNay) AN (1) + (1 =A)N(z9)< Aa+ (1 =N a=a.
D’ou z € L (N, a)et par conséquent L(N, «) est convexe.

Définition 2.6
Soit SC R™, S# (). L'ensemble V. (ZT) = {z € S :|| 2 — T ||< £} est appelé voisinage de T€ S,

ou e > 0et || .| désigne la norme euclidienne de R".

Définition 2.7
On dit que T appartient a Uintérieur de S, noté int(S), s’il existe ¢ > 0 tel que V. (Z) C S.

2.4 Fonctions convexes généralisées

Les fonctions convexes généralisées jouent un role trés important dans la théorie de I’'optimisation.

Soit une fonction N : S C R™ avec S un convexe non vide de R"dans R.

2.4.1 Fonction quasiconvexe

Définition 2.8
La fonction N est quasiconvexe sur S si:
Vae,y € SetVAe[0,1]]ona : N(Ax+ (1 —XN)y) <max{N (z), N (y)} (2.2)

N est quasiconvexe sur S est ainsi équivalente a:

Ve,y € SetVA € [0,1], N(z) < N(y) = NQAz+ (1 —-XN)y) <N (y).

2.4.2 Fonction quasiconcave

Définition 2.9
La fonction N est quasiconcave sur S si:
Ve,ye Set YAe[0,1] ona: N(Az+ (1 —X)y) >min{N (z), N (y)} (2.3)

La fonction N est quasiconcave<=> (—N )est quasiconvexe.

Une fonction qui est a la fois quasiconvexe et quasiconcave est dite quasimonotone ou qua-
silinéaire.

Les fonctions quasiconvexes, quasiconcaves et quasilinéaires sont caractérisées par la convexité
de leurs ensembles niveaux.

Théoréme 2.1 [20]
1) f est quasiconvexe si et seulement si 'ensemble L(N, o) = {x € S : N (z) < a} (Lower
level set) est convexe pour tout a € R.

2) f est quasiconcave si et seulement si 'ensemble U(N, o) = {x € S : N (z) > a}(Upper
level set) est convexe pour tout o € R.

3) f est quasilinéaire si ’ensemble Y (N, o) = {z € S : N (z) = a} (level surface) est convexe
pour tout a € R. La réciproque est vraie si la fonction f est continue sur S.
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Preuve de 1)
=) Supposons que N est quasiconvexe et soient x1, 2 € L (N, a) donc 1, zo€ S car
L(N, a) C S et max{N (z1), N (z2) < a}, soit A €[]0, 1] et (x = Axy + (1 — A) 22),
comme S est convexe donc(x € S) et par la quasiconvexité de N on a :

(N (z) <maz {N (z1), N (z2)} < a)d’ou z € L(N, «), ainsi L(N, «) est convexe.

<) Supposons que L(N, «) est convexe pour tout réel o. Soient z; et x5 dans S,

A €[0, 1] et (x = Azy 4+ (1 — X) x2) . Notons que z1, 9, L(N, «) pour

a = max{N (z1), N (x2)} étant convexe par hypothéses donc z € L (N, «) et

N (z) <a=max{N (z1), N (x9)} c'est adire N (Ax; + (1 — X) z2)< max {N (z1), N (x2)},

par conséquent N est quasiconvexe.

Remarque 2.1
Toute fonction convexe sur S convexe est quasiconvexe

2.4.3 Fonction strictement quasiconvexe

Définition 2.10
La fonction N est strictement quasiconvexe sur S si :
Ve,y € S avec N (z) # N (y),VA €]0,1[ona : N (Ax + (1 = X)y) <max{N (z), N (y)}.

N est strictement quasiconcave si (—N) est strictement quasiconvexe.

2.4.4 Fonction différentiable

Définition 2.11
Soit S un ensemble non vide de R" et N : S — R. N est dite différentiable en Z€ int(S) s'il
existe un vecteur gradient noté VN (T) et une fonction a: R” — R tels que :

N@E)=N@Z)+VN@)(z—2)+ ||z —Z || a(T; 2 —T),Vz €S.

g eeey

Ou lima (T, x —T) =0et VN (T) = (

T—=T

ON (T) ON (f)) ‘

0xy 0T,
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2.4.5 Fonction pseudoconvexe

Définition 2.12

Soit N une fonction différentiable sur S un ouvert non vide de R". N est pseudoconvexe sur
S si:

Vazetye S, (y—x)' VN (z) >0= N(y) > N (z).

2.4.6 Fonction pseudoconcave

Définition 2.13

Soit N une fonction différentiable sur S un ouvert non vide de R™. N est pseudoconcave sur
S si:

Veetye S,(y —x) VN (z) <0= N (y) < N ().

Théoréme 2.2 [20]
Soit N : S — R différentiable et pseudoconvexe sur S un convexe ouvert non vide de R”
alors NV est a la fois quasiconvexe et strictement quasiconvexe.

Proposition 2.1 [20]

1. Si N est convexe alors N est quasiconvexe. Si de plus N est différentiable alors elle est
pseudoconvexe.

2. Si N est concave alors N est quasiconcave. Si de plus N est différentiable alors elle est
pseudoconcave

Théoréme. 2.3 [20]
Si N : S — R une fonction quasiconcave (ou quasiconvexe) et continue sur S polyédre
borné, alors au moins une solution optimale T est un point extréme de S.

Preuve
N étant continue sur S compact donc atteint au moins un minimum = € S .
Si 7 est un point extréme de S, le résultat est vérifié.

Sinon, soit (21, ..., x3) k points extrémes de S avec T # x;,Vj € {1, ..., k} d’ou
N (z) < min N (z;).
1<j<k

Considérons I'ensemble niveau S, = {z € S/N (z) > a} .Notons que z; € S, Vje€ {1, ..., k}
et comme N est quasiconcave donc S, est convexe.

D’autres part, T peut s’écrire en combinaison linéaire convexe des z;,je {1, ..., k} c’est a dire
k k
T=Y \xjavec y. \;=1et A\; >0, pour je {1, ..., k}
j=1 j=1

On conclut que = € S,d’ou N(T) > «, contradiction.

Cette contradiction montre que N (Z) = N (x;) pour un certain point extréme z; .
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2.5. Conditions d’optimalité
Considérons le probléme de minimisation (P,,) suivant :

Minimiser N (x)
(Pn)4 S.c. (2.4)
resS

Définition 2.14
Une solution admissible T est dit minimum global si et seulement si

N (z) < N (z) ,Vz €S.
Définition 2.15

Une solution admissible T est dit minimum local si et seulement si il existe un voisinage V. (T)
de T tel que N (Z) < N (z),Vx € SNV, (Z).

2.4.7 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 2.4 [20]
Si N : S CR"— R est une fonction convexe sur S un ensemble convexe non vide, si T est
un minimum local alors il est un minimum global pour le probléme (P,,).

Preuve :
Si Z est un minimum local donc il existe un voisinage V(Z) de T tel que

N (Z) < N (z) pour tout x € SNV (7).
Par contradiction, supposons que T n’est pas un minimum global ainsi il existe z € S
tel que N (2) < N ().
Par la convexité de N, la relation suivante est vérifiee pour tout |\ € [0; 1],
NAZ+1-NT)<AN @)+ (1=A)N (@) <AN @)+ (1—-XN)N(T)=N(7)
ce qui contredit le fait que T soit un minimum local car pour A > 0 est suffisamment petit,
nous avons: AT + (1 —\)ze SNV ().
Théoréme 2.5 [20]

Soit N: SCR™—R une fonction speudoconvexe et différentiable sur S convexe non vide. Si
T € S tel que VN ()= 0 alors T est un minimum global de N sur S.

Théoréme 2.6 [20]

Soit N : S — R strictement quasiconvexe sur S et S un convexe non vide de R". Si T est un
minimum local alors  est un minimum global de N sur S.
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Preuve :
Supposons, au contraire, qu’il existe z € S avec, N () < N (Z). S étant convexe donc
A+ (1 =X)T, VA €[0,1]. Comme T est un minimum local par hypothése donc

N@) <NM+(1—-MN7T) VA e[0,8] et 6 € [0; 1].

N est strictement quasiconvexe et N () < N (T) = N(Az+ (1 —\)T) < N (z) VA €]0, 1],
ceci contredit I'optimalité local de 7.

Les fonctions speudoconvexes partagent, la propriété importante du théoréme (2.7), avec les
fonctions convexes.

Théoréme 2.7 [20]
Si N : 5 cCR"— R est une fonction convexe et différentiable sur S convexe non vide et
T € Stel queVN () = 0, alors T est un minimum global de N sur S.

Preuve
Soit x € S, N étant convexe et différentiable sur S donc,

N (z) > N () + VN (z)" (x — ) et comme VN (Z) = 0 alors N (z) > N () pour tout z,

d’ou T est un minimum global pour .

2.5 Reésultats théoriques sur ’optimisation linéaire fraction-
naire

Considérons le probléme linéaire fractionnaire suivant :

o v+ a
Minimiser Z (x) = b
gz +

S.c. (2.5)
S={xeR"/Ax <b, x >0}

On suppose que ’ensemble S est un polyédre borné non vide de R" et que
¢z + 8 > 0 sur S.

Lemme 2.2 [20]

¢
La fonction (Z (x) = prta

gz + B

) est a la fois pseudoconvexe et pseudoconcave sur S.

Preuve :
Prouvons que Z est pseudoconvexe sur S. Soient z,y € S'tels que :(y —z)' VZ (z) > 0 et
montrons que : Z (y) > Z (x)

(q'z+B)p—(P'z+a)g
(g'z + B)°
Comme (y —x)'VZ (z) > 0 et gz + > 0, donc: (y — )" [(¢'z + B)p — (p'z + a) q] > 0.

Ona: VZ(x)=
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et : (y—2)' [(¢'z + B)p — 'z + ) g = [(p'y + ) (¢'z + B) = (¢'y + B) 'z + )] > 0,
dou: (p'y + ) (¢'z + B) > (¢'y + B) (P'z + a) .
En divisant les deux termes de l'inégalité par Pexpression (¢'x + ) (¢'y + ), on obtient :

(p'z + )
(gtz+ )

(P'y + )

@y B8)>

ce qui signifie que : Z (y) > Z (x), et donc z est pseudoconvexe sur

De maniére similaire ,on montre que z est pseudoconcave sur S.

Conséquences du lemme 2.2

Les programmes linéaires fractionnaires ou hyperboliques partagent quelques propriétés im-
portantes avec les programmes de programmation linéaire. L’extension de I’algorithme du sim-
plexe au probléme (2.1) ou (2.2) est due & Martos et Swarup .

(1) Puisque Z est a la fois pseudoconvexe et pseudoconcave sur S donc, d’aprés le théoréme
(2.2) elle est aussi quasiconvexe ,strictement quasiconvexe,quasiconcave et strictement quasicon-
cave sur S.

(2) Puisque Z est a la fois quasiconvexe et quasiconcave donc elle est quasilinéaire .

(3) Puisque la fonction objectif Z est strictement quasiconvexe et strictement quasiconcave
sur S alors, d’aprés le théoréme (2.6) un minimum (maximum) local est aussi un minimum
(maximum) global sur S respectivement .

(4) Puisque Z est quasiconvexe et quasiconcave sur S alors d’aprés le théoréme (2.3) au moins
une solution optimale du probléme (2.1) et (2.5) est atteinte en un point extréme de S.

(5) Puisque Z est pseudoconvexe et pseudoconcave sur S donc, d’apreés le théoréme (2.5), si
Vz(z*) =0, alors z*est un minimum global de Z sur S.

2.6 Reésolution d’un Probléme Linéaire Fractionnaire

2.6.1 La résolution directe

Dans cette stratégie de résolution, le programme fractionnaire est traité sous sa forme originale,
c’est a dire sans modifier ni 'objectif, ni ’ensemble des contraintes. Cette approche est utilisée
pour résoudre les programmes fractionnaires hyperboliques (linéaires fractionnaires) en variables
continues, en variables entiéres, en variables bivalentes 0-1 et en variables mixtes.

Méthode de (Cambini et Martein) [2]
Rappelons le probléme linéaire fractionnaire (2.1) précédent :
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(

¢
Maximiser Z (x) = pr+a
q'v +
(2.1)

S.c.

S={xeR"/Ax < b, x >0}

Ou « et 8 sont des réels,p et x des vecteurs de R™, ¢ un vecteur non nul de R”, A une matrice
réelle d’ordre m X n et b un vecteur de R™.
L’ensemble S est supposé borné non vide et (¢'z + 3) > 0 sur S.

Définition 2.16
Un point réalisable z* est une solution niveau optimale pour le probléme (2.1) si x*est une
solution optimale pour le probléme linéaire suivant :

Mazximiser (p'z + «)

Se (2.6)

x € Setqr=qr*

Si de plus x* est un point extréme de S, x*est dite solution niveau optimale de base .
L’algorithme de (cambini et al) génére une séquence finie de solutions niveau optimales dont
la premiére x°est une solution optimale du programme linéaire :

Minimiser (¢'z + )
(2.7)

S.c
res

Si z°est unique, alors elle est aussi une solution niveau optimale de base pour (2.1)
Sinon, résoudre le programme linéaire (2.5)pour obtenir une solution niveau optimale de base

Théoréme 2.8 [2]

Le point z°de S est une solution optimale du probléme linéaire fractionnaire (2.1) si et
seulement si le vecteur gradient réduit ¥ = Sp — aq est tel que :

v; < 0 pour tout indice hors base j € Nj.

Algorithme de (Cambini et al) [2]
Etape (1):
Trouver la solution niveau optimale z!,

-Si une solution n’existe pas, alors sup Z () = +oc terminer,
x€S
-Sinon, poser k = let aller a 'étape (2).
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Etape (2) :
(a) Si J={j/q; > 0} = 0, terminer , z* est une solution optimale de (2.1),

(b) Sinon, soit s tel que: ]é = max (%) :
s i€\ qj

e Sivg > 0,aller a I’étape (3),
e Sinon, terminer, ¥ est une solution optimale de (2.1).

Etape (3): La variable hors base x, entre dans la base en moyennant une opération pivot .

Poser k =k + 1 et aller a I'étape (2),

Ps

Siune telle opération n’est pas possible, terminer, supZ (z)==.
z€eS Ds

Exemple illustratif

Considérons le probléme linéaire fractionnaire mono-objectif suivant :

( 3 5 1
Mag 25T 0%+ 1
1 — T2

S.c.

(Prr) x1+ 235 <6 (2.8)
To < 2

[ 71, T2 € R2, 2y, 23 >0

Résolvons le probléme (Ppr) en utilisant I’algorithme de Cambini et al .

Etape 1:
Nous résolvons par la méthode du simplexe le probléme (Pp) suivant :

( Min (21 — 2,)

S.c.
(Pr) 1+ 219 <6 (2.9)
To < 2

Ty, x9 2> 0
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(Maz (—z1 + o)

S.c.

(Pr) <= T+ 202 + 23 =06 (2.10)
To+ x4 = 2

x; 20, 1= ﬂ

Le premier tableau du simplexe :

q -1 1107]0

4B Base b T1 | o | T3 | T4
0| =3 | 6 | 1 1]0
0 Ty 21011101
70| A, [T [-1[0]0

La variable x5 entre dans la base et la ligne de pivot correspondante est la quatriéme ligne,
d’on x4 sort de la base.

Le deuxiéme tableau du simplexe :

q -1 1107]0
qe | Base | b | x| 2o | 23 | 24
0 T3 2 170 11-2
1 To 2 01111011
Z—2 | A; [1]0]0]1

Nous avons A; > 0V je {1, ..., 4}, donc 'algorithme s’arréte et la solution niveau optimale

est 2°=(0, 2)" .

Etape 2 : Le tableau du simplexe associé a la solution x° est :

Pl-1[3[5]0(0
dlo[1[-1]0]0
7516 12110
12101101

La premiére et la deuxiéme ligne représentent les coiits du numérateur et du dénominateur
respectivement :

pt = (37 5); qt: (1’ _1); B:{?” 4}; N = {17 2}'

Calculons les valeurs du vecteur gradient réduit de la fonction objectif tels que :
7,=0Bp-aq VjeN

Nous obtenons :

Vi = '1(17 _1):(_17 1)
Nous remarquons que le vecteur gradient réduit 49 > 0 et nous avons :

%:max ]%,jEN,(jj>O}max{%, -21=3.
qs Qj

k=1, donc la solution x° = (3, O)t n’est pas optimale .
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Etape 3:
La variable x5 entre dans la base et la ligne de pivot correspondante est la quatrieme ligne
d’ou x4 sort de la base .

B={3, 2}; N={1, 4} .

pl-11[3]0]0]5
¢ 2 [1]0o[0]1
23] 2 [1]0]1]-2
o] 2 [0]1]0] 1

p'=(3, =5); ¢'=(1, 1)

7;=Pp - ag.

v, = —2(3, =5) — 11 (1, 1)=(-17, —1)

Nous avons ;< 0; j€ IV, ceci entraine la fin de déroulement de ’algorithme d’ou, la solution

optimale du probléme (Prr) est (0, 2)t et Zop= —11/2.
2.6.2 Résolution par paramétrisation [7]

A Pinverse de la résolution directe, on construit un probléme a objectif simplifié, combinaison
linéaire du numérateur et du dénominateur par l'intermédiaire d'un paramétre A tout en gardant
inchangé I’ensemble des contraintes.

Une séquence de résolution de ce type de probléme fournit une solution du programme
fractionnaire. Cette méthode a été utilisée pour les différents programmes fractionnaires linéaires
et non linéaires, en variables continues comme en variables discrétes sur des domaines bornés.

Le programme paramétré (Q,) associé consiste a simplifier 'objectif en combinant linéaire-
ment le numérateur et le dénominateur par 'intermédiaire d’un paramétre A € R. Dans le cas
d’un programme hyperbolique, (Q,) est un programme linéaire dont 'objectif est fonction du
parameétre A et il est défini comme suit :

(@) {Maximiser I(N) = (=) w+ (= AB) = (p'z + a) = A(d'z + ) (2.11)

Sc S={zxeR"/Ax <b, 2 >0}

En notant A* la valeur optimale du probléme(2.1), le résultat fondamental liant le programme
fractionnaire (2.1) au programme paramétré (Q),) associé est donné par :

Proposition 2.2 [20]
Toute solution optimale de (Q,«) est une solution optimale du probléme (2.1).

2.6.3 Résolution d’un programme équivalent [3]

Un changement de variables permet lui aussi de simplifier 'objectif , mais en transportant
la difficulté sur I'ensemble des contraintes. La transformation du programme linéaire en un
programme équivalent & objectif non fractionnaire est obtenu par un changement de variables.
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Cette transformation proposée par Charne et al [3] s’applique au probléme hyperbolique (2.1)
en variables continues et s’effectue en introduisant deux nouvelles variables

—(L> tre (2.12)
Yo \e )" T et '

Pour obtenir un probléme linéaire (Pg) équivalent :

( Mazimiser ply+ ot

S.c
(Pg) Ay—bt <0 (2.13)
qy+pt=1
y, t >0

\

Cette notion d’équivalence est précisée par :

Proposition 2.3 [3]

*
Si (y*, t*) est une solution optimale de (Pg), alors t* > 0 et 2* = ?Z—* est une solution optimale

du probleéme (2.1).
Cette transformation en un programme linéaire équivalent a pour but d’appliquer les algo-

rithmes standards tels que la méthode du simplexe.

Exemple illustratif Considérons le probléme de la programmation linéaire fractionnaire mono-
objectif suivant :

( —T + 4
Mazx Z(z)= 272
az Z(@) ="
S.c
(PFl) - + 3172 < 0 (214)
I S 6
1,29 2> 0,

Nous remarquons que Z (x) < 0 pour I’ensemble des solutions réalisables, car nous avons :
N(x)=—-xz1+4<0et D(x)=x90+1>0; 1, 29 >0.

En appliquant le changement de variables: t = , Yy = tx nous aurons :

1
D (x)
La fonction objectif :

1

$2+t

Yy=1txXx ,avect =

Sous contraintes :
(332 + 1) X tf 1
(—x1 +4) xt<0
(—x1 + 3wg) X t< 0
(Il — 6) X t< 0

T1, To, t> 0
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Nous obtenons le probléme linéaire équivalent suivant :

(Maz 7 (y,t) = —y1 + 4t.
S.c:
ya+1 <1
(Pr,)S —y 4t <1 (2.15)
—y1+3y2 <0
y1 — 6t <0
Y1, Yo, t =0

Nous résolvons le probléme de la programmation linéaire (Pg,) par la méthode du simplexe
et nous obtenons :
yi =0, y53 =027, t* =0.1.

D’ou la solution optimale du probléme (Pp,) est :

(R
2 = — O
= T 01
ys  0.27
L R Y
2T T 00

— 2 (aF =0, a5 = 2.7)".

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, I’optimisation convexe et les conditions nécessaires d’optimalité sont abordées,
et quelques stratégies de résolution d’'un probléme hyperbolique sont présentées telles que la
résolution directe, ot la méthode de Cambini est citée, la résolution par paramétrisation, et la
résolution d’un probléme équivalent telle que la méthode de Charne et al.

41



Chapitre 3

Programmation Linéaire Fractionnaire
Multi-Objectifs

3.1 Introduction

Dans divers problémes pratiques qui se posent dans la théorie de la décision, I’économie et la
gestion de portefeuille, etc., il est nécessaire d’optimiser le rapport de plusieurs fonctions linéaires.
Ces problémes de prise de décision sont appelés problémes linéaires fractionnaires multi-objectifs,
qui est un domaine de recherche trés investi ces derniéres années. L’établissement des conditions
d’existence des solutions efficaces et la dualité en constituent un des axes qui a suscité beaucoup
d’intérét.

3.2 Formulation du probléme

Mathématiquement, un probléme de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs peut
étre formulé comme suit :

( 1 1
. pr+ o
Z = ——
maximiser Zy (x) T
2 2
mazimiser Zy (x) = prt o
?x + 32
(MOLFPP){ . (3.1)
k k
oy prr + «
Z = —
maximiser Zy (x) P
S.c.
S={xeR"/Az < b,z > 0}

Ou k > 2, o', 8" sont des scalaires ; p', ¢* € R" pour tout i = {1, ..., k}; be R™; Ae R™*"

Nous supposerons pour toute la suite que:
S est un compact non vide de R™. ¢'z + 8* > 0 sur S pour tout 7 € {1, ..., k}.
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3.3 Complexité du probléme

La difficulté d’un probléme découle de l'efficacité des algorithmes de résolution qu’on peut lui
appliquer. La complexité d'un algorithme évalue un majorant du nombre d’opérations élémen-
taires, comme une fonction de la taille des données, qu’on doit effectuer, dans le pire des cas,
pour obtenir le résultat escompteé.

Un algorithme est dit polynomial s’il est de complexité polynomiale et on dit qu’un probléme
est de (classe P) s’il peut étre résolu en temps polynomial en la taille de ses données.

Par contre, un algorithme qui n’est pas polynomial est dit exponentiel et un probléme est de
(classe NP : Non déterministe Polynomial) si on peut vérifier un certificat donnant la solution,
en temps polynomial en la taille des données. On a alors : P CNP. Les problémes NP-complets
sont les problémes les plus difficiles de la classe NP [20)].

3.4 Conversion du Probléme Linéaire Fractionnaire Multi-
Objectifs en Programme Linéaire
Nuran Guzel [13] a proposé une méthode permettant de convertir un probléme de programmation

linéaire fractionnaire multi-objectifs en programme linéaire, la méthode est fondamentalement
basée sur le théoréme proposé par Dinkelbach[7] qui est donné par:

Théoréme 3.1 (Théoréme de Dinkelbach)|[7]

N, (z* N,
== (") =max i (@) /x € S} siet seulement si :
/ D; (x)

mazx {N (z) — 2D (z) /Jr € S} =0 pour tout i =1, 2, ..., k.

Définition 3.1 (Solution efficace)
Une solution &€ S est dite solution efficace du probleme (MOLFPP) si et seulement s'il
n’existe aucune autre solution = € S telle que :

o Z;(x) > Z;(Z) pour tout i € {1, ..., k}.
e Z;(x) > Z;(T) pour au moins un i € {1, ..., k}.
Proposition 3.1 (Nuran Guzel)[13]

T est une solution efficace du probléme linéaire fractionnaire multi-objectifs (M OLF PP), si
Z est la solution optimale du probléme linéaire :

max{‘kl (N (z) — 2°D; (z)) Jx € s} (3.2)

)

N; (z7 N; .
ou z; = D, Ei}g = maa:{Di Ei;/aj € S} pour tout : =1, 2, ..., k .
Démonstration
Soient:

N; . —
x} Le maximum global de la fonction objectif 7) ;{z =1, }
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i (%)

N*
Il
3
&
—N
=

/x € S} ;{i = L_k} tels que:

*):%zmax{ﬁi—g/xeS} NVi=12 .. k. (a)

Ainsi, nous pouvons écrire :

LIS D i) S N _ 19
D) = Di(x) i (z) Di(z) = (), Vi=1,2 .. k
=N;(z)— 2D;(z) <0,Vi=12,...ketVreS "

Et soit Z la solution optimale du probléme :

Mmriﬁ%@%ﬂﬁ“@ﬂxeS:nmriNM@W—?%?Q@MMES.
{ f=mard & %0 - 5

i=1

Nous avons donc :

é (N; () — 2 D; (:E))Sz; (N; () — 2fD; (2)) §§:1 max{N; () —z{D; (x)} <0,VzeS.

(2

Ainsi :

(c)

— [ ] 2D 2

N; N;(z
D’apreés le théoréme de Dinkelbach, nous avons : [ (z) — z*] et { (z) — z*] sont non-
; T

. Di(xz) D)
positifs.

Donc, pour gz gg > 1 nous obtenons :

Di(@) [Ni(m) .| [N(@) .

elEraREd S e

Ni(x) ,_ N;i(T)

D@ D@

o Ni(z) _ Ni(T N v
D’ou D (z < Z()etzi(x)gzi(x),wfl,l , k
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Par conséquent , T est une solution efficace du probléme de programmation fractionnaire
linéaire multi-objectifs ( MOLFPP).

Supposons que T n’est pas une solution efficace du probléme (MOLFP), alors :

N; (T) < Ni (z)

= eq{1, ... 1 :
re S etje{l, .., k} tel que D7) = D ()

Vi=1,2, ..k,

En utilisant (¢), nous aurons :

(]

N; : /
<D, Egé 2f = Ni(@) = 2 Di(@) < Ni (2) = 2/ Di (2) Vi=1, ... k

ot . Ni(@ _ Nj(2)
D@ D@

= N, (T) — 2;D; (T) < N; (z) — 2;D; (z) pour au moins un j € {1, ..., k}

Nous sommons les k inégalités, nous obtenons :

S° N, (7) — 2 Ds (7) <3° Ny (2) — 2D, (x).

i=1 i=1

ce qui contredit que T est une solution optimale du probléme :
k

max {Z (N; (x) — ziD; (x))/x € S}.
i=1

— Contradiction.

D’ou la proposition de Guzel est vérifiée .

Exemple 3.1

Utilisons la méthode de Guzel précédente pour convertir le probléme fractionnaire linéaire
bi-objectifs suivant en probléme de programmation linéaire :

r 421’1 + 371’2
M = oo a5
ar A (nnTe) = 5h AT
2.2 2.7
Max 2z (x1,29) = She
0.871 + 0875147 (3.2)

S.c

T+ 222 <3

3r1 + 222 <6

Ty, T2 Z 0

Calculons zf et z;
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1) Pour trouver la valeur de z; nous résolvons le programme linéaire fractionnaire mono-

objectif suivant :

Max 2z (x1,29) = —4'22;;1—%_’_3;17;2
S.c
) Ty + 20y <3 (3.3)
3x1 + 215 <6
x1, T9 >0

Nous résolvons le probléme (3.3)par la méthode de Charne et Cooper étidiée au chapitre 2 :

Nous optons pour le changement de variables suivant :

1

(
M =zt t = ———
=== 9901 + 4.7

S.c
(220, +4.7)t < 1
(1 + 222 —3)t <0
(3z1 + 225 —6)t <0

\ x17$2,t20

Nous obtenons le programme linéaire suivant :

(Maz 4.2z + 3.7z

S.c
22 +4.Tt <1
21+ 229 —3t <0
321 + 229 — 6t <0
21, 29, t >0

a résoudre par la méthode du simplexe

\

Nous aboutissons aux résultats suivants :
27 =1.18, avec 11 =0 et 29 = 1.5 .

2) Pour trouver la valeur de z} nous résolvons le programme linéaire fractionnaire mono-

objectif suivant :

'M ( ) 22%1 + 27ZE2
axr Zo\L1, T =
22T 0 80y + 0.8 + 4.7
S.c

1+ 219 < 3 (34)
3r1 + 215 <6

T1, T3 >0

Nous résolvons le probléme (3.4)par la méthode de Charne et Cooper :
Nous optons pour le changement de variables suivant :
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1

(Maz » = ot t =
= = 08 + 087y + 4.7

S.c
(0.8x1 + 0.829 +4.7)t < 1
(1 + 222 —3)t <0
(3x1 4+ 225 —6)t <0
r1, To, t >0

\

Nous obtenons le programme linéaire suivant :

(Mazx 2.2z + 2.72
S.c
0.821 + 0820 +4.7t < 1
21+ 229 —3t <0
321 + 229 — 6t <0
21, 29,1 >0

a résoudre par la méthode du simplexe.

\

Nous aboutissons aux résultats :
z5 = 0.82, avec x1 = 1.5,et 9 = 0.75.

En utilisant la méthode de Guzel, nous obtenons la fonction objectif du programme linéaire
équivalent au probléme(3.2) de la maniére suivante :

z () = (N1 () = 21Dy (2)) + (N2 () — 23 D5 (2))
= (4201 4 3.Tz3) — 1.18 (2.2z1 + 4.7) + (2.23, + 2.7) — 0.82 (0.8%; + 0.875 + 4.7)

D’ou le programme linéaire équivalent au probléme (3.2):

(Maz 2 (z) = 3.142; + 5.754x5 — 9.4
S.c
r1+ 215 <3 a résoudre par la méthode du simplexe
3x1 + 229 <6
| 1, T3 >0
Résultats :

xr = 15, To = 0.75.

D’ou la solution efficace du probléme (3.2) est :

x1 = 1.5, x5 = 0.75 avec Maz 2z, (x1,x2) = 1.13 et Max z5 (x1,22) = 0.82.
3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la forme générale d’'un probléme de Programmation Li-
néaire Fractionnaire Multi-Objectifs, ainsi qu’une méthode de conversion du probléme de Pro-
grammation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs en robléme linéaire qui a été proposée par
Nuran Guzel [13].
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Chapitre 4

Logique Floue

4.1 Introduction

Les connaissances dont nous disposons sur une situation quelconque sont généralement impar-
faites:

-Soit parce que nous avons un doute sur leur validité, elles sont alors incertaines (exemple:
Il fera beau peut étre demain ).

-Soit parce que nous éprouvons une difficulté a exprimer ces connaissances clairement, elles
sont alors imprécises (exemple: étre proche de 5)

Ces connaissances imprécises ont été prises en considération en 1965 par Zadeh [23], qui a
introduit la notion des ensembles flous a partir de I'idée d’appartenance partielle & une classe.

4.2 Préliminaires sur les ensembles flous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n 'y a que deux situations acceptables pour un
élément, appartenir ou ne pas appartenir & un ensemble.

Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant la
notion d’appartenance pondérée, c’est a dire permettre des graduations dans ’appartenance d’un
élément & un ensemble, c’est & dire autoriser un élément d’appartenir plus au moins fortement
a cet ensemble.
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La figure suivante présente ’ensemble classique et I’ensemble flou :

A Ensemble classique B : Ensemble flou

Figure 4.1: Ensemble classique et ensemble flou.

Dans la figure ci-dessus nous avons :
e x n’appartient ni & A, ni a B.

e y appartient a A.

e 7 appartient totalement a B.

e t appartient partiellement a B.

4.2.1 Ensemble flou

Définition 4.1
Soit S un ensemble référentiel appelé univers qui, peut étre fini ou infini, entier ou continu,
ordonné ou non ordonné .
Un ensemble flou noté A est caractérisé par une fonction d’appartenance :
wyx: S— [0, 1]
x— pg ()

Ou p 7 (x) représente selon le contexte

Soit : Le degré d’appartenance de x a A.

Soit : Le degré de compatibilité de z avec un concept vague.

Soit : Le degré de similarité de x avec un prototype.

Donc un ensemble flou A de S est ’ensemble des couples définis par :

A={(x, p; (@) /x e 5}
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Exemple 4.1 Soient S={x1, xq, x3, T4, x5} et g:{(xl, 0.8); (22, 0); (23, 1); (24, 0.2); (x5, 0.5)}
sous ensemble flou de S.

Nous observons alors trois cas possibles :

pi(z)=0 si x n'appartient pas a A

0<pz(r) <l si x appartient partiellement a A

pi(x) =1 si x appartient totalement a4 A
Remarque:

Un ensemble classique A est caractérisé par sa fonction caractéristique ( ou fonction d’appartenance
de A) telle que :

1 stz e A
Xa(x) = pa(z) =

0 siz¢g A

4.2.2 Noyau d’un ensemble flou

Définition 4.2 N
Le noyau de A, noté Noy (A) est I’ensemble classique de tous les éléments qui lui appar-

tiennent totalement (avec un degré 1). Formellement : Noy (A) = {z €S /uz(x)=1}.

4.2.3 Ensemble flou normalisé

Définition 4.3
Un ensemble flou est dit étre normalisé si et seulement si :
Jzg € S/pz(xo) =1 cest a dire (Noyau # 0).

4.2.4 Ensemble flou convexe

Définition 4.4
Un ensemkN)le flou est convexe si et seulement si :
Vay,x9€ A,V AE[0,1]: pz (1= A) 2y + Awg) > min (pg (1) 5 0z (22)) (4.1)

4.2.5 Nombre flou

Définition 4.5 B
Un nombre flou A est un ensemble flou normalisé et convexe de R (S = R) et dont la fonction
d’appartenance p; est continue par morceau .

Exemple 4.2
4 est le nombre flou “ a peu pres égale a 4 «
4 est le nombre flou caractérisé par la fonction d’appartenance suivante :

4
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0 st <3
(x—3) st 3<x<4

pi(r)=<1 si x=4
(—x+5) st 4<zx<5h
0 st r>H

Il est présenté par la figure suivante :

A,

Figure 4.2 : Fonction d’appartenance du nombre flou B

4.2.6 Opérations sur les ensembles flous

Soient A et B deux ensembles flous d’un méme référentiel S de fonctions d’appartenance 3
et uz respectivement :

1. Inclusion : AC B < pi(z) <pg(x), Ve e s,

2. Bgalité : A = B pi(x)=pg(x), Ve € S,
3. Complémentaire ou négation : A :{(x; py (@) /pz@)=1—p, (), v € S} :

4. Intersection : AN B est un ensemble flou de S dont la fonction d’appartenance est définie
par -l znp (:E) = min (:u;]' (ZL‘), KE (:E)) Vr €5,
5. Réunion : AU B est un ensemble flou avec la fonction d’appartenance suivante :

tig (@) =maz (ug(z), pg(x)), Ve e S .
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4.2.7 Fonction de référence
Définition 4.6 [16]

Une fonction L : R— R est dite fonction de référence si elle vérifie les conditions suivantes :

a) L(—z)=L(z),Vz € R,
b) L(0) =1,
¢) L n’est pas croissante sur [0,+00] .

4.2.8 Nombre flou de type L-R

Définition 4.7 [16]
Un nombre flou A est de type L-R si sa fonction d’appartenance p 3 est définie par :

(
L<m a) stx <m, a>0
T
1 stm<zx<n
pg(x) = v
R( 3 ) stx>mn, >0
\O atlleurs

Ou : L (Left) et R (Right) sont deux fonctions de référence,

m est la valeur moyenne a gauche,

n est la valeur moyenne a droite,

a et 0 sont deux nombres strictement positifs appelés écart a gauche et écart a droite.

Un nombre flou de type L-R est noté par :
A = (m7n7a’/8)L_R ou bien . A = (m — a’m7n7n _I_ B)L_R

Il est présenté par :

LA

Figure 4.3 : Nombre flou de type L-R
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Exemple 4.3 _ _
Soit le nombre flou A=(m,n,«, ), _p = (4,6,2,3). La fonction d’appartenance de A est

présentée par la figure suivante :

-

A

Ailleurs

Ailleurs

Figure 4.4 : Fonction d’appartenance de A

Remarques :
1. II existe plusieurs types de nombres flous de type L-R.

2. Lorsque les fonctions de référence L et R sont linéaires , nous parlons alors de nombres
flous de type triangulaire ou trapézoidal.

4.2.9 Nombre flou de type triangulaire

Définition 4.8 B
Un nombre flou noté A = (a,b,d) est de type triangulaire si sa fonction d’appartenance est

définie par :
(T — «

sia<z<b
b—a
1 six=12»
pi(@) =19 4_ 2 e
T3 sib<z<
\O st non
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Il est présenté graphiquement par :

Figure 4.5 : Nombre flou triangulaire (a, b, ¢)

4.2.10 Comparaison et arithmétique de nombres flous triangulaires

Soient g:(al, by, dq) et B= (ag, by, ds) deux nombres flous de type triangulaire

a) Comparaison de deux nombres flous triangulaires

1. Un nombre flou triangulaire A est non-négatif si et seulement si a; > 0

2. A=B < a; =ay; by = by;di = do.

3. Eg B < q <ag;a1 —b1<as —byyar +dy < ag + ds.
b) Arithmétique des nombres flous triangulaires
1. A® B=(ai + as, by + bs, di + d) .

2. -A=- (a1, by, d1)=(—ay, di, by).

3. AOB = (ay — as, by + do, dy + bs).

o — (Aa1, \by, M) siA=0, AeR
(Aay, =Mdy, —=A\by) siA <0
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Exemple 4.4

Soient A = (2,1,3) et B= (—3,2,4) deux nombres flous triangulaires, alors:

A®B = (2,1,3)® (—3,2,4) = (23,142, 3+4)=(—1, 3,7)

A= (2,1,3) = (-2,3,1)

Ao B=(2,1,3) — (=3,2,4) = (2,1,3) + (3,4,2) = (5,5,5).

4.2.11 Nombre flou de type trapézoidal

Définition 4.9

Un nombre flou A est de type trapézoidal si sa fonction d’appartenance est définie par :

pi(r) =

S

(r —a

sia<x<b

1 sib<zx<e

sic<zx<

0 st non

Il est noté par: A= (a, b, ¢, d)

Représentation graphique :

A

-

Figure 4.6: Nombre flou trapézoidal (a, b, c, d)

Remarque:

Si b = ¢, on obtient alors un nombre flou de type triangulaire .

4.2.12 Comparaison et arithmétique de nombres flous trapézoidaux

Soient g:(al, by, c1,dy) et E = (ag, by, ¢y, dy) deux nombres flous de type trapézoidaux :

5]



a) Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux
e A est non négatif si et seulement si : a;> 0.

A
o A

B<— ay = ag, b1 = bg, C1 = Cg, d1 = dg.

§<:>a1§a2, by < by, a1 —c1 < ag—ds, by +di < by dos.

IN

b) Opérations arithmétiques sur les nombres flous de type trapézoidaux
e ()= (0,0,0,0) nombre flou trapézoidal nul .
° AV@EZ (a1 + ag, by + ba, c1 + ¢, di + da) .
o A= —(aq, by, c1, dv) = (=by, —ay, dy, ¢1).

® g@éz(al—bg, bl—ag, Cl—|—d2, CQ—|—d1).

)\@2{— ()\(1,1, >\b17 )\Cl, )\dl) ST A > 0, AeR
~ 1 (Mby, Aag, —Adi, —Acr) siA <0

Exemple 4.5

Soient A et B deux nombres flous trapézoidaux tels que : A= (—=2,1,1, 2) et

B=(24,1,1).

Nous avons alors :

A®B=(-2,1,1,2)®(2,4,1,1) = (0, 5, 2, 3)
B=—(2,4,1,1) = (—4,-2,1,1)
BeA=-3®(-2,1,1,2)=3®(-1,2,2,1) = (-3, 6, 6, 3)

4.3 Principe d’extension de Zadeh

Soient Z : S X Sy X ... x S, — Y ,ou Sy, 5,..., 5, et Y sont des ensembles classiques , et
2{\;,2{\;, e ;4\; n sous-ensembles flous de Sq,..., S, respectivement .

Le principe d’extension permet d’induire dans /AVZ (z = L_n) , le sous-ensemble flou Bdans Y
par Z de la maniére suivante :

7 51XSQX...XSn—>Y
A Ay A — 7 (AI,AQ, ...,An> _B

Dont la fonction d’appartenance est définie par :

0 siZ'(y)=0
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Ou : Z71 (y) est 'image réciproque de y par Z .

4.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter dans un premier temps les définitions nécessaires a
la compréhension de la logique floue , puis nous avons fait allusion a I’extension de Zadeh qui
permet de passer des opérations élémentaires (+, x, /, —, ...) sur les ensembles classiques (sur R)
a des opérations sur les ensembles flous.
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Chapitre 5

Programmation Linéaire Fractionnaire
Multi-Objectifs Floue

5.1 Introduction

Trés souvent dans des situations de la vie réelle, les valeurs des coefficients d’un probléme de pro-
grammation linéaire fractionnaire multi-objectifs ne sont que de facon imprécise a la disposition
de l'expert. On parle alors de la Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue
(FMOLFPP) qui représente un domaine de recherche trés important, qui a attiré Pattention de
beaucoup de chercheurs.

Dans ce chapitre, nous allons décrire une méthode pour résoudre un probléme de programma-
tion linéaire fractionnaire multi-objectifs floue en combinant les méthodes proposées par Chen
et Hsieh [4] et Guzel [13] étudiée au chapitre 3.

5.2 Forme générale d’un probléme de Programmation Li-
néaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue

Un Probléme de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue peut étre écrit de
la maniére suivante :

~ ~1
Maximiser 2z, = m
gz + [t
~ ~9
Maximiser Zy = M
Pt 5

(FMOLFPP) o ) P+ ak (5.1)
Maximiser Z, = —
P+ B

S.c
Ax < b.

L reR" z>0.

O A est une matrice floue d’ordre (m,n), = € R® et b est un vecteur flou d’ordre m.
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5.3 Deéfuzzification

La défuzzification est une procédure de transformation des valeurs floues en valeurs réelles. Elle
permet de créer une correspondance entre ’ensemble des nombres flous et celui des nombres
réels .

Dans notre cas, la défuzzification des nombres flous généralisés est faite a partir de la méthode
dite GMIR ( Graded Mean Integration Representation Method), introduite par Chen et Hsieh [4].
La méthode est fondamentalement basée sur la valeur intégrale de la valeur moyenne graduée
de niveau h d’un nombre flou généralisé.

Cette valeur est représentée graphiquement par :

fA
F Y
y B
1
1
I
h t----- -——-- 1— ——————————————
! I
! i
! 1
I 1
! I
I I
! |
0 : : >
a Lih) b C RBih) d

Figure 5.1 : Valeur moyenne graduée de niveau h du nombre flou

généralisé A=(a, b, ¢, d)Lr .

Définition 5.1

Soit A = (a, b, ¢, d),_k un nombre flou généralisé, avec une fonction de référence gauche L et
une fonction de référence droite R, L' et R™! sont les fonctions inverses de L et R respectivement.
La valeur moyenne graduée de niveau h de nombre flou A est donnée par la relation suivante :

5 (L'(h) + R (h)) (5.2)

Ainsi, la valeur intégrale déduite pour un nombre flou généralisé A s’écrit :

L RSET ) R ()
F(A) - T L0<h<1 (5.3)
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En utilisant la formule (5.3) aux nombres flous trapézoidaux et triangulaires, nous obtenons
la proposition suivante:

Proposition 5.1[4]

. 2h + 9 ~
F(A) = ot b—g ctd pour un nombre flou trapézoidal A = (a, b, ¢, d) (5.4)
3 4 _
F(B) = %j pour un nombre flou triangulaire B = (a, b, d) (5.5)
Démonstration:

1)Pour le nombre flou de type trapézoidal A= (a, b, ¢, d), la fonction de référence gauche
L et la fonction de référence droite R sont données respectivement par :

L:R [0, 1]
x—)L(m):Z:i (a)
R: R —[0, 1] )
E —z
‘ x%R(x):Cé_c (®)

a—x

a—>b

D’apreés la formule(a) nous avons : y— = ya—yb=a—x.

Dot : z=a—ya+yb=L"y).

Donc : LY (h)=a — ha + hb.

Et [¢ 4L Y (y)dh = [y 2 (a — ha+ hb)dh = L[j(ah — h?a + h?b) dh
1. K B B

[ b ] 1[a a+b]
——l0— — a— —lo—=zlz — =zt =
21" 9 3 31029 33

h _[g_a%—b]
RS Wb 3|5y
[ hdh B

Y

D’ou :

N | —

D’une fagon similaire, nous trouvons: R~ (k) = d — hd + hc

h 1
— [} 5 (d=hd+he) dhzéfol(dh — dh* 4 ch?) dh

_l[d_hQ _ d_h3 + C_hg]l_ 1(
219 3 30 2

d d+c, 1,d+2c
> _ =

-5 =555
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1 h -1 1 QC—M

L Jog (M) dh 5\ T ) 2c 44

D’ou : T = = (d)
[o hdh 1 6
2
Nous aboutissons au résultat suivant :
1 ho v ho
o (i Jog L7 (M)dh [y 5 B (h)dh o _a+2 2e+d
= + = (0)+(d) = —
(4) [Thdh [Thdh () +d) = — 6

F([l) _ a+2b+20+d.
6
2) Pour le nombre flou de type triangulaire B= (a, b, d) , la fonction de référence gauche L
et fonction de référence droite R sont données respectivement par :

L:R [0, 1]
r— L(x)= Z:Z (€)
R:R —[0, 1]
et v R(z) = 427 (f)

d—>b

D’aprés la formule (e) nous avons : y:% = ya —yb=a—x.
Dou: x=a—ya+yb=L"(y).

Donc : L™Y(h)=a — ha + hb.

h h 1
= [y 5 L7 ) dh =[5 5 (a— ha + hb) dh = 2 [y (ah — ah® + bh*) dh

fl[aﬁ_ah_ngbh_?)]lfl[ﬁ_ﬁjLé]
22 3 30 22 33
lh -1 lg_a+b
D’oﬁ-foE{L (h)}_z 9 3 _2+é_a+25 .
[Thdh 1 63 6 g
2

D’une fagon similaire, nous aurons: R™!(h) = d — hd

1
Et [; g (d — hd) dh=3 5 (dh — dh?) dh
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I (R () an
J3 hdh B

<

o

=

|

N —
(eI R~H
N——
QL

~ fOI%{L—l (h) + R! (h)}dh %{foth_I (h) +hR™! (h)}dh
r(B) - [ hdh - I '

2

—[3 (ah — ah? + bh?) dh + [} (dh — dh?) dh.

a+2b d
() + () =L 1
i 2

D’oﬁF<B>:a+Tb+d

5.4 Résolution d’un probléme de Programmation Linéaire

Fractionnaire Multi-Objectifs Floue
La stratégie de résolution consiste a défuzzifier le probléme de programmation linéaire frac-
tionnaire multi-objectifs flou en utilisant la méthode GMIR et obtenir un probléme linéaire
fractionnaire multi-objectifs qui sera transformé par la suite en probléme de programmation li-
néaire en utilisant la méthode de Guzel [13], décrite dans le chapitre 3. Le probléme linéaire sera

résolu par la méthode du simplexe afin d’obtenir la solution optimale qui sera aussi la solution
satisfaisante du probléme de départ (FMOLFPP).

Définition 5.2

Concept de solution pour le Probléme Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Flou (5.1)

Une solution z* € S est dite solution F-efficace (satisfaisante) pour le probléme (FMOLF PP)
si et seulement s’il n’existe aucune autre solution = € S telle que :

e Z;(z) > z; (2*) pour tout ¢ € {1, ..., k}

e Zi(x) > z;j(x*) pour au moins un i € {1, ..., k}.

Procédure de résolution

Etape 1

Défuzzifier le probléme linéaire fractionnaire multi-objectifs flou pour obtenir un probléme
linéaire fractionnaire multi-objectifs ¢’est a dire convertir chaque paramétre flou de (FMOLFPP)
en parameétre déterministe en utilisant la formule(5.4) pour les nombres flous trapézoidaux, et
la formule (5.5) pour les nombres flous triangulaires.
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Etape 2
Résoudre chaque probléme linéaire fractionnaire mono-objectif soumis a ’ensemble des contraintes:
{r € R*/Az < b, z > 0} par la méthode de Charne et Cooper du chapitre 2, et trouver z}

(z’ =1, k:) valeur optimale de chaque fonction objectif z; (z =1, k:) respectivement .

Etape 3
Formulation du probléme linéaire équivalent au probléme linéaire fractionnaire multi-objectifs
en utilisant la méthode de Guzel du chapitre 3 comme suit:

k
Max{z (N; () — zfD; (x)) [z € S} ; soumis au méme ensemble des contraintes {x € R*/Ax < b, x > |
i=1
a résoudre par la méthode du simplexe.
Etape 4

La solution optimale du probléme obtenu a I’étape 3, est une solution efficace du probléme

(MOLFP) obtenu a l'étape 1. Cette solution est aussi solution satisfaisante pour le probléme
initial (FMOLFPP).
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5.5 Organigramme récapitulatif

Soit (FMOLFPP) un probléme
de Programmation Linéaire
Fractionnaire Multi-Objectifs

Defuzzifier (FMOLFPP) par la méthode
GNIR présentée au chapitre 5:

® 5j les parameétres de (FWVIOLFPP] sont des
nombres flous triangulaires A =(a, b, d)
alors :

Fl,:*t _ atsb+d
= ——.

# 51 les parametres de (FMOLFPP) sont des
nombres flous trapézoidaux A= (a, b, c,d)
alors :

o a+Zb+2c+d
Al=——————.

Obtenir (MOLFPP) : probléme de
Programmation Linéaire Fractionnaire
Multi-Objectifs déterministe sous forme :

Max {zl (), 2202), zu[xp]}

Az=b

LERT, =0
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Résoudre chacun des problémes lingaires
fractionnaires mono-ohjectif suivants :

1) z,* =max z; (=), Az =b, ==0

)z =maxz (), Az<b, 220

® Formuler le (PL) : programme linéaire équivalent &
(MOLFPR) en utilisant la méthode de Guzel presentee
au chapitre 3 :

Max {Ef:l (N:ilz) -2 ui[.z:}}fn_pgb;_p;_,ﬂ]_ ,

sReésoudre (FL| par la méthode du simplexe. ]
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Qwi est aussi une solution F-efficace
(satisfaisante) du probléme de
départ (FMOLFPF), d'ol la
résolution de (FMOLFPR).

~ed

\""‘-__

Organigramme récapitulatif

de procédure de résolution

d’un probléeme de

Programmation Linéaire

Fractionnaire Multi-Objectifs

5.6 Exemple numérique:

Considérons le probléme de Programmation Linéaire Fractionnaire Multi-Objectifs Floue sui-

vant:

(FMOLFPP)

.

Maximiser

Maximiser

Mazximiser

Mazximiser

S.c

z = (2747 67 8) Ty + (5, 7, 9, 1].) )
PT0,1,3,4) 21 + (0,1,1,2) 2y — (1,1,1,1)

(4,7,9,12) 21 + (3,4,6,7) 22
(2,3,5,6) 21 + (0,1,3,4) 22 — (1,2,2,3)

22:

- (0,1,3,4) 2, — (5,9,11,15) 22
* 7 (3,5,7,9)x1 + (1,2,4,5) 25 — (0,1,5,6)

. —(1,3,5,7) 1 — (2,5,7,10) 22
g =
YT (=1,1,3,5) 2 + (1,1,1,1, ) a0 — (0,1,1,2)

(0, 1,3, 4)z; + (1,3, 7,9) 22 > (6, 8, 12, 14)

(0, 3,5, 8)m1 + (=1, 2,4, ) ap < (12, 18, 22, 28)
— (L, 1,1, ) a4+ (0, 1, 1, 2) a5 < (0, 1, 3, 4)
(1,1,1, 1) a1 < (=1, 1, 3, 5)

(=1,1,1,3) 25> (1, 2,6,7)

x1, x2 >0
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Défuzzifions le probléme donné en utilisant la méthode GMIR, de la maniére suivante :

1) Pour la premiére fonction objectif :

F((2,4,6,8)):2+2w44£#:%:5

F((5,7,9,11)) = SE2xTa2x0411 _ 48 _ g

F((0,1,3,4)) = 02xbi2xsed _ 12 _ g

F((0,1,1,2)) = %12 1

F((1,1,1, 1)) = b2xadil 6

2) Pour la deuxiéme fonction objectif :

F((4,7,9,12)) = &2xTazxoniz _ 45 _g

F((3,4,6, 7)) = 3242647 _ 30 _ 5

F((2,3,5,6)) = 22x342x546 _ 20 _y

F((0,1, 3, 4)) = M2xli2xits _ 12 _ 9

F((1,2,2,3) = b2 12 _ 9

3) Pour la troisiéme fonction objectif :

F ((0,1,3,4)) = W#:% _6

F ((5,9, 11, 15)):%2%:10

F((1,2, 4, 5)) = Lzxzeaass 18 _ g

F((0, 1, 5, 6)) = 02x142x546 _ 18_ 3

4) Pour la quatriéme fonction objectif :

F((1,3,5, 7)) = L2367 _ 20 _y

F ((2, 5, 7, 10)) = 22X52xT410 _ 36 _ ¢

F ((~1, 1, 3,5)) ==L2x1i2x345 _ 12 _ 9

F (11,1, 1)) = B2 0 g
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F((0,1,1,2)) = M2+ _ 6

Pour les contraintes :

(Cl) :

F((0,1,3,4)) = 02xbi2xsed _ 12 _ g

F((1, 3,7, 9))=Lizxsiaaso _ 30 _ g

_ 642x8+42x12414 _ 60 __
F ((6, 8, 12, 14)) = S2x82A2414 _ 60 _ ()
(c2) :
F ((0, 3,5, 8)) = L2x342x548 _ 24 _ 4

6 6

F((—1,2,4,7) = =H2x2eii? _ 18 _ 3

F ((12, 18, 22, 28))—122x1842x22428 _ 120 _ 9

(03) :

F(—(1,1,1,1)) = —b2xuan 6 _

F((0,1,1,2) = 02xtedi2 _ 6 _

F((0,1, 3, 4)) = M2xli2xits _ 12 _ 9
(cq) :

F((l,l,l@));lﬁxl:&zgzl

F((1,2,6,7)) = L2x262x647 _ 18 _y

nous obtenons le probléme de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs suivant :
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( L. 5%’1 + 81‘2
Maximiser 2z =

2 Fay—1
8 5
Maximiser 2o = STt o
4xi + 229 — 2
2z1 — 10
Mazximiser z3 = s T T
6%1 + 31‘2 -3

—4r1 —6
(MOLFPP) § Mazimiser 24 = e
2&31 + X9 — 1

S.c
2x1 + bxe > 10
4y + 3z9 < 20
—r1+ 2 <2
T <2
To >4

x1, T = 0.

Résolvons chacun des problémes mono-objectif suivants :

55[31 + 8372

(
Mazximiser ————
2371 + T9 — 1

S.c

221 + 529 > 10
(P,) daq + 32 < 20
—ry+ 19 <2
1 <2
To >4

x1, ro = 0.

\

( . 8.%'1 + 51’2
Mazximiser ——0————
4.1’1 + 2[E2 -2

S.c

2x1 4+ bxy > 10
(P,) ! 4 + 329 < 20
—x1 + 29 <2
T <2
To >4

Ty, T2 >0
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225'1 - 101‘2

4
Maximiser ————
6371 + 3372 -3

S.c
2x1 + dxe > 10
(Ps) 4x1 + 329 < 20 (5.10)
—r1+ 22 <2
T <2
To >4

L xy, v2 =0

( 4z, —6
Maximiser A T O
21‘1 + 19 — 1

S.c
2x1 + bxy > 10
(Py) ! 4, + 329 < 20 (5.11)
—x1+ 29 <2
T <2
To >4

Ty, T2 >0

En utilisant la méthode de Charne et al :
Pour le probléme nono-objectif (P):

Nous optons pour le changement de variables suivant:

La fonction objectif :

z=1tXxr,avect = ——
2[E1 + 29 — 1
Sous contraintes :

(2x1 + 29— 1) xt< 1

(—2x1 — bxg +10) x t< 0

(4xy 4 329 — 20) x t< 0
(=21 + 22 —2) xt<0

({L'l — 2) X té 0

—X9 + 4) X té 0

Pour le probléme mono-objectif (FP) :

La fonction objectif :

z:txx,avect:—
4!E1+2!E2—2

Sous contraintes :

(dxy + 229 — 2) x t< 1
(—2.131 — 5%2 + 10) X t< 0
(4xy 4 329 — 20) x t< 0
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(—x1+22—2) xt<0
(x1—2) xt<0
(—I2+4) X t< 0

T1, To, t> 0

Pour le probléme mono-objectif (Ps) :

La fonction objectif :

z=1Xx ,aveCc t = —————
6&31+3$2—3

Sous contraintes:

(621 + 3y — 3) x t< 1
(—2371 — 51‘2 + 10) X tS 0
(4xy + 329 — 20) x t< 0
(—x1+22—2) xt<0
(1’1 — 2) X t< 0

—To + 4) X tS 0

Pour le probléme mono-objectif (Py) :

La fonction objectif :

z=1Xx ,avec t = —
2$1+LE2—1

Sous contraintes :
(2z1 + 22— 1) xt< 1
(=21 — bzy +10) x t< 0
(4xy 4 329 — 20) x t< 0
(—x1+22—2) xt<0
(1'1 — 2) X tS 0

—To + 4) X tS 0

Aprés le changement de variables, nous obtenons les problémes suivants :

¢

Max 5z + 82
S.c
221+ 20—t <1
—221 — D29+ 10t <0
(P) 421 4 329 — 20t < 0
—21+ 29— 2t <0
21— 2t <0
—2z5+ 4t <0
21, 72,1 >0
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Max 8z + 5z
S.c
421 + 22— 2t < 1
—221 — Dz + 10t <0
() 421 4 32 — 20t < 0 (5.13)
—z1+2,—2t<0
z1—2t <0
—zo+ 4t <0
21,220 >0

Max 2z — 102
S.c
621 +320 — 3t <1
—221 — 520+ 10t <0
(P;) 421+ 3z — 20t <0 (5.14)
—z1+2,—2t<0
21— 2t <0
—z+ 4t <0
21,220 >0

Max —4z1 — 629
S.c
221+ 29—t <1
—221 — 529+ 10t <0
(Py) 421+ 3z — 20t <0 (5.15)
—21+2—-2t<0
z1—2t <0
—z+ 4t <0
21,220 >0

\

Les problémes (Pll) ,(PQI) ,(P:;) ,(Pi) sont résolus par la méthode du simplexe et nous obte-
nons :

Max z; =27 =6

Max z9 = 25 = 2.57143

Max z3 = 25 = —1.71429

Max z4 = 2z = —4.57143

Les valeurs : 2}, 23, 2%, 2z} sont toutes obtenues pour z* = (2, 4)"

En utilisant la méthode de Guzel, on construit le probléme linéaire équivalent au probléme
de départ comme suit :

Max z () (N1 () — 21 Dy () + (N2 () — 25 D5 (2))+(N3 (2) — 23 D3 (2))+(Na (2) — 21D4 ()

= (5x1 + 8x2) — 2§ (221 + w2 — 1) + (81 + Bae) — 25 (dxy + 229 — 2)
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+ (221 — 10x3) — 25 (621 + 329 — 3) + (—4xy — 6x9) — 2 (221 + 22 — 1)

:(51’1 + 81’2) ) (2.%‘1 + Ty — 1) + (81’1 + 51’2) — 2.57143 (4ZL’1 + 2%2 - 2)
= 8.143x; — 4.42925 + 1.429.

Enfin, nous obtenons le programme linéaire suivant:

(Maxz 7 (x) = 8.143x; — 4.429z, + 1.429
S.c
211 + 59 > 10
(LP) 47y + 339 < 20 (5.16)
—x1 + 29 <2
1 <2
To >4

T, 9 >0

\
Ce dernier probléme est résolu par la méthode du dual simplexe. La solution optimale est
ot = (2, 4)" .
On conclut que la solution F-efficace du probléme linéaire fractionnaire multi-objectifs flou
(FMOLFPP) est z* = (2, 4)".

5.7 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons décrit une méthode permettant de résoudre un probléme de pro-
grammation linéaire fractionnaire multi-objectifs floue (FMOLFPP). Ici le probléme (FMOLFPP)
est d’abord converti en probléme de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs (MOLFPP)
en utilisant la méthode GMIR proposée par Chen et Hsieh [4], c’est & dire tous les paramétres
flous du probléme (FMOLFPP) sont convertis en paramétres déterministes. Ensuite, le pro-
bléeme (MOLFPP) est transformé en probléme de programmation linéaire mono-objectif (LP)
en utilisant la méthode de Nuran Guzel [11].

Finalement, le probléme (LP) est résolu par la méthode du dual simplexe qui fournit une
solution F-efficace du probléme d’origine (FMOLFPP). Pour montrer l'efficacité de la méthode
proposée un exemple numérique est illustré.
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Chapitre 6

Implémentation et Résultats

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous aboutissons a I’étape finale de notre travail. Nous choisissons pour la
programmation de notre probléme le logiciel MATLAB |Matrix Laboratory]|.

Nous donnerons dans ce qui suit une petite description de MATLAB, puis nous présenterons
notre application qui est basée sur la programmation de I’exemple illustratif du chapitre 5 .

6.2 Choix de language

Le choix s’est porté sur 'emploi du langage du logiciel Matlab R2015a, car il répond aux critéres
suivants :

La maniabilité du language : constitué d’un ensemble de possibilités faisant en sorte que le
programmeur travaille avec aisance.

-Le bagage du language : il contient une interface graphique et des fonctions prédéfinies telles
que :

Choisissez un solveur

optimtool Sélectionnez le solveur et les options d'optimisation, exécutez les probléme

Définir les options

optimoptions Créer des opfions d'optimisation

optimset Créer ou modifier la structure des options d'optimisation

optimtool Sélectionnez le sclveur et les options d'optimisation, exécutez les probléme
resetoptions Réinitialiser les options

Optimisation basée sur un solveur

intlinprog Frogrammation lingaire en nombres entiers mixtes (MILP)
linprog Résoudre des problémes de programmation lingaire
mpsread Lire le fichier MPS pour les données d'optimisation LP et MILP
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Optimisation multiobjectif
fogoalattain Résoudre des problemes d'objectifs 4 objectifs multiples

fminimax Résoudre un probléme de contrainte minimazx

6.3 Présentation du language de programmation MATLAB

MATLAB est une application qui fournit un environnement de calcul matriciel simple, efficace,
interactif permettant la mise en oeuvre des algorithmes développés dans le cadre des projets
linpack et eispack.

MATLAB est constitué d’un noyau relativement réduit, capable d’interpréter puis d “évaluer
les expressions numériques matricielles qui lui sont adressées :

e Soit directement au clavier depuis une fenétre de commande .

e Soit sous forme de séquences d’expressions ou scripts enregistrées dans des fichiers texte
appelés m-files et exécutées depuis la fenétre de commandes.

e Soit plus rarement sous forme de fichiers binaires appelés mex-files ou fichiers .mex générés
a partir d’'un compilateur C ou Fortran.

Ce noyau est complété par une bibliothéque de fonctions prédéfinies, trés souvent sous forme de
fichiers m-files et regroupés en paquetages ou toolboxes. A coté des toolboxes requises local et
matlab, il est possible d’ajouter des toolboxes spécifiques a tel ou tel probléme mathématique,
Optimization Toolbox, Signal Processing Toolbox par exemple ou encore des toolboxes crées par
I'utilisateur lui méme. Un systéme de chemin d’accés ou path permet de préciser la liste des
répertoires dans lesquels MATLAB trouvera les différents fichiers m-files.

MATLAB comporte un trés grand nombre d’opérateurs, de commandes et de fonctions per-
mettant de réaliser plusieurs opérations.

Dans MATLAB, on peut programmer et créer les fonctions et fichiers nous méme sur m-file,
puis les sauvegarder et les exécuter sur I'espace de travail. Il suffit juste d’introduire le nom du
fichier ou de la fonction.

6.4 Application de I’exemple sur MATLAB

Pour notre implémentation, nous avons pris 'exemple illustratif décrit au chapitre 5 aprés dé-
fuzzification .
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( L. 5%’1 + 81‘2
Maximiser 2z = ———
25131 + T9 — 1
8x1 + Hxo

Maximiser z9 = ———"——
4y + 229 — 2

2!E1 - 10[E2

Maximiser z3=—-—"-—"—
6%1 + 31‘2 -3

—4x; — 6
(MOLFPP){ Mazimiser 2y = S
2&31 + X9 — 1

S.c
221 + bxe > 10
4y + 3z9 < 20
—1+ 2 <2
T <2
To >4

x1, ro = 0.

\

1) Pour le premier probléme mono-objectif :

( o 511 + 8o
Maximiser 2z = ————
2:131 + X9 — 1

S.c

2x1 + bxy > 10
(1) 4xq + 329 < 20
—x1 + 29 <2
Ty <2
To >4

T1, To > 0.

\

Nous ouvrons la fenétre MATLAB, nous cliquons sur File —New, puis Blank M-File , et
nous introduisons le programme suivant :
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ih= l::lear all
2= close all
3= clc
4
3 - f=[-5:;-8;0); % Fonction objectif minimisation
5= A=[2 1 =-1;-2 -5 10;4 3 =-20;-1 1 =-2:;1 0 =-2;0 -1 4]; &% Matrice type des contraintes inégalités
7= b=[1:0:0:0:0:0]): % Second membre contrainctes inégalités
g
- lb=zeros(3,1); % Borne= inférieures des wvariables
i0 — ub=[l=4:1ed4:1e4]); % Bornes supérieures des variables
= Aeg=[]1: % Matrice type des contraintes é&galicés
12 = beg=[1: % Second membre contraintes égalitéﬂ
13 - x0=[]:
14 - options = optimoptions('linprog’, ‘Algorichm', "dual-simplex', "Display®, "icex’};
15 - [%,fval,exitflag,ocutput] = linprog(f,A,b,Req,beq,lb,ub,x0,cptions):
I
Aprés 'exécution du programme — , nous obtenons les résultats suivants:
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<@ 5% L » G » Bureau ¢ Bureau_anv_17 » programme Matlab »

LF preprocessing removed 0 inegualities, 0 egualities,
0 variables, and 0 non-zero elements in 0.01 secs.

Iter Time Fval Primal Infeas=s Dual Infeas
0 0,01 =1.300000e+05 6.91678%e+04 0,.000000e+00
3 0.01 -6.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

Cptimal solution found.

> X

0.2857
0.5714
0.142%

>>» fval
fval =

—6.0000

D’une fagon similaire nous aurons :

2) Pour le deuxiéme probléme mono-objectif :

8x14—5x2

.
Maximiser z9= ——79—/9/——
41}1 + 2.’L'2 -2

S.c

221 + bxe > 10
(2) 4 41 4 329 < 20
—T1 + 19 <2
1 <2
To >4

x1, T2 >0
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Nous introduisons le programme :

linear_programming_P2m 0 | +

RO 00 ] 2% A s g B3 B
I

e e e e e =
W ods W Ry O
| IO R T [ |

clear all

close all
cle

f=[=8:=-5:0]; % Fonction objectif minimi=sation
A=[4 2 =2:=2 =5 10;4 3 -207-1 1 =-2;1 0 -2;0 -1 4]; % Matrice type des contraintes inégalités
b=[1:0:0:0:020]: % Second membre contraintes inégalités

lb=zeros(3,1):; % Bornes inférieures des variables
ub=[le4:le4:;124]); % Bornes= supérisures des variables

Aeg=[]: % Matrice type de= concrainte=s égalicés
bag=[]: % Second membre contraintes égalités
x0=0]:

options = gptimoptions('linprog’, "Algorichm®, "dual-simplex', "Display’, "iter'):
[x,fval,exitflag, output] = linprog(f.A.b,Rheq,beq,lb,ub,x0, options)

Aprés I'exécution, nous aurons :

79



<G @Ak

» C: » Bureau P Bureau_lanv_17 » programme Matlab »

LP preprocessing removed 0 inegualicies, 0 equalities,
0 variable=s, and 0 non-zero elements in 0.00 secs.

Iter Time Fval
0 0,00 =1.300000m+0%5
3 0.00 -2.57142%e=+00

Cptimal solution found.

0.1429

0.2857

0.0714
>>» fval

fval =

-2.5714

fr s>

3) Pour le troisiéme probléme mono-objectif:

p
Mazximiser 2z =

S.c

2.131 - 101’2
6%1#—3$2—-3

2x1 4+ dxy > 10
41 + 322 < 20
—x1 + 29 <2
T <2

To >4

1, 12 >0
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0.000000e+00

Primal Infeas
7.87683%a+04
0.000000e+00



Programme:

LT=T I . O T I

[ I~ R T
i o= W ko= O

M Move cursor to line, function, or section *  Advance

NAVIGATE

linear_programming_P3.m

kiear a11
close all
clec

f=[2;=-10:0); % Fonction objectif minimi=sation
A=[6 3 =-3;=2 =5 10;4 3 =-20;-1 1 =-2;1 O =-2;0 -1 4); % Matrice type des contraintes 1néqa11téa
b=[1:;0:;0:0:0:0]: % Second membre contraintes inégalités

lb=zeros(3,1): % Bornes inférieures des wvarisbles
ub=[led:led:led]; % Bornes supériesures des variables

Reg=[]: % Mactrice type des contraintes égalicés
begq=[]: % Second membre contraintes égalités
=0=[]:

options = oprtimoptions('linprog’', "Algorithm’, "dual-simplex', 'Display’, "iter'):
[%, fval,exitflag, outpuc] = linprog(f,A,b,Asq,bed, lb,ub, %0, cptions) ;
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Résultats :

LP preprocessing removed 0 inegualities, 0 egualities,
0 variables, and 0 non—-zero elements in 0.00 secs.

Iter Time Fval Primal Infeas Dual Infeas
0 0.00 =1.0000008+0%5 3.931008e+04 0.000000&+00
3 0.02 -1.T71428B6e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

Cptimal solution found.

0.0952
0.1905
0.0476

>>» fval
fval =
-1.7143

fe > |

4) Pour le quatriéme probléme mono-objectif :

—4$1 - 61’2

p
Maximiser ————
2.’L’1 + X9 — 1

S.c

221 + bxy > 10
(4) 4 41 4 329 < 20
—r1 + 29 < 2
T <2
To >4

L xy, T3 >0
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Programme

- close all
= cle

f=[=4:=6;0]7 % Fonction objectif minimisation
= Am[2 1 =1;=2 =5 10:;4 3 =20;=1 1 =2;1 0 =2;0 =1 4]; % Macrice type des contraintes inégalités

1
2
3
4
_5.—
&
7
B
9

= b=[1:0;0:0:0:0]: % Second membre contraintes inégalités
= lp=zaros(3,1); % Bornes inférieures des variables
10 = ub=[le4;le4:1le4); % Bornes supérieures des variables
11 - Aegq=[]: % Matrice type des contraintesz é&galicés
12 = bagq=[]: % Second membre contraintes égaliteées
13 - x0=[]:
14 - aptiona = gptimoptions('linprog', "Algoricthm’, "dual-simplex’, 'Display"®, "iter')
15 - [%, fval,exitflag, output] = linprogi(f,A.b, Aeq,beq, lb, ub, %0, aptions) ;
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Résultats:

LP preprocessing removed 0 inegualities, 0 egualities,
0 variables, and 0 non—-zero elements in 0.00 secs.

Iter Time Fval Primal Infeas Dual Infeas
0 0.00 =1.000000=a+05 6.91678%a+04 0.000000&+00
3 0.00 -4.57142%=+00 0.000000e+00 0.000000e+00

Optimal solution found.

0.2857
0.5714
0.1429

»>» fval
fval =
-4.5714

S>> |

Aprés la transformation du probléme (MOLFPP) en programme linéaire suivant :

(Maz 7 (x) = 8.143x, — 4.429z5 + 1.429
S.c

21 + 529 > 10

41 + 35 < 20

—x1+ 29 <2

T <2

To >4

T, 3 >0

\

Nous pouvons programmer ce dernier sur MATLAB 2009 comme suit :
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Programme:

File

Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help

DB.l*‘.qF|Qy'lﬁ'*ffl|ﬂ'€|ﬁ¢.‘ml‘a|&ack

Base

-

Jx

W =] Mo s W R =

B e
WO = O

clear all
clo

£f=[58.143,-4.422] ;

A=[-2 -5:4 3: -1 1:1 0; O -17:
b=[-10:20:2;2:-4]:

lbh=zeros(2,1):
[#x,fval]l=linprogi(f, &, b, []1,[],1k):
=X

f=fval+l.429
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Résultats:

4\ Command Window T O

File Edit Debug Desktop ‘Window Help

Optimization terminated.

v =
2.0000
4.0000

£ =
-0.0010

Jx ==

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons commencé par décrire le logiciel MATLAB, puis nous avons pro-
grammeé notre probléme qui est I'exemple numérique traité au chapitre 5.
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Conclusion générale

Les problémes de programmation fractionnaire sont de plus en plus étudiés car ils jouent un
role trés important dans notre vie quotidienne ou 'optimisation de rapport d'un ou plusieurs
objectifs doit étre satisfaite. Dans la littérature différentes méthodes peuvent étre présentées
pour résoudre différents modéles de problémes de programmation linéaire fractionnaire telles
que la méthode développée par Charne et Cooper [3] et I'algorithme proposé par Cambini et
Martein|[2].

Dans notre travail nous nous sommes intéressés aux problémes de Programmation Linéaire
Fractionnaire Multi-Objectifs Flou. Le noyau du théme de cette thése est focalisé sur la résolu-
tion d’un probléme de programmation linéaire fractionnaire multi-objectifs flou ot nous avons
développé une méthode pour résoudre ce type de probléme en combinant la méthode GMIR
proposé par Chen et Hsieh [4], qui consiste & défuzzifier les paramétres flous, et la méthode de
Guzel ([13],[14]), qui permet de transformer le probléme obtenu aprés la défuzzification (pro-
bléme linéaire fractionnaire multi-objectifs) en probléme linéaire, dont la résolution se fait par
la méthode du simplexe ou dual du simplexe.

En vue de I'importance des problémes linéaires fractionnaires multi-objectifs flous, nom-

breuses questions restent ouvertes aux chercheurs pour développer les meilleures méthodes pour
résoudre ce type de problémes.
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