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Notations

Notations

(1>

. égale par définition.

. opération d’affectation.

— : complémentation.

R : ensemble des nombres réels.

R™= : espace produit d@ dont les éléments sont des n-uplets=((xy, xy, ..., X, )" avec
X, € R).

f: R™ — R™ :fonction vectorielle.

X,Y : deux ensembles darig** etR™r respectivement.

f (X) :image deX parf.

f1(Y) : image inverse dg parf .

h2(X,Y) : proximité d’un ensemble compakia I'ensemble compatt

h..(X,Y) :distance de Hausdorff entre deux ensembles compact

[ .]: crochets utilisés pour représenter des intersva@&tevecteurs intervalles (Pavés).
[a] = [a, @] : intervalle de borne inferieuteet de borne supérietgiedansk.

IR : ensemble des intervalles Be

(a] = ([a1, @] - [@n,@n]) deR™ : vecteur intervalle.

Comme nous mettons’ et X! respectivement pour représenter un vecteur irtene
matrice intervalle.
IR™ :ensemble des intervalles E&.

[f] : fonction d’inclusion.

[f ] : fonction d’inclusion minimale.

[f. ] : fonction d’'inclusion naturelle.

[f»] : fonction d’'inclusion moyenne.

[x] = UL [x;] : sous pavage d'un pay€].

Cy :contracteur pour I'ensemblée

CSP : probléme de satisfaction de contraintes ({Cains Satisfaction Problem).

M :intersection répétée.
ICP : propagation de contraintes intervalles (WdakrConstraint Propagation).

Cs, : contracteur minimal de I'ensemtfig.
A;j : éléments de la matrick

(A) : matrice de comparaison.




Notations

Y.(4,b) : ensemble solution du systeme algebrique linéaiirgeivalle (Ax = b) (solution
réelle).

U.(A,b): pavé qui est l'union de tous les ensembles swiatidu systeme algébrique
linéaire a intervallelx = b.

LTI : linéaire temps invariant.
: matrice de commandabilite.
: matrice d’observabilité.

: gain d’observateur.

X &0 Qg O

. état réel

X . état estimeé.

é . erreur dynamique d’un systeme.

X! € IR™™ : matrice intervalle composée devecteur intervalles! deIR™ .
X, :matrice centrée dg’.

AX : matrice rayon d&’.

lixy: rapport entre deux vecteurs intervalles, y’ € IR™.

St : sous-matrice carrée de dimensfarx n) construite a partir de la matrice intervaé.
k : le nombre des sous-matrices cari$fesonstruites a partir de la matrixé.
Sy :ensemble des sous-matrices cari®es

s’ : ensemble indice des sous-matrices caisées

Sy :ensemble des matrices centsgales sous-matrices carrégsle X',

ASy :ensemble des matrices raybfides sous-matrices carrégsdeX’.

p(A): rayon spectrale de la matrice ca #equi est égale au plus grand module des valeurs
propres de la matri d.

x~(t) < x(t) < x*(t) : x(t) est I'état réel enfermé par I'estimation d’'étapétieurex™ (t)
et I'estimation d'état inferieura™(t) (x*etx™ : est 'observateur intervalle dgt)).

0~ <0 <07 :0 est un paramétre incertain borné par une bornériguped* et une borne
inferieure 6.

o . facteur pondére.

w(t) : est un bruit (ou une perturbation) qui est umefion Lipschitz continue inconnue.
I': est un paramétre variable permettant de coreidplusieurs bornes inferieure et
supérieure pour les fonctions~etw* respectivement qui sont les borneswde) .

] = P AP~1: forme canonique de Jordan digar la transformation de base
P(t) : matrice temps variant.

P*(t) :max(0, P(t))

M (t): matrice temps variant qui est lI'inverseRig).

M*(t) :max(0, M(t))




Notations

L, . Lagrangien d’un systeme

E. : énergie cinétique d’'un systeme

E, : énergie potentielle d'un systeme.

¢ : coordonnées généralisées d’'un systeme

@(t) : perturbations en sortie du systéme LTI qui estfamction Lipschitz continue inconnue.
K :gain du retour d’état

vii
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Introduction générale

Introduction générale

Le traitement des données joue un réle impodans la conception et la maitrise de notre
environnement. En pratique, ces données sont seittement accessibles a la mesure, soit
estimées grace a des algorithmes d’estimation. i@keméent ces données sont sujettes a des
incertitudes qui sont de nature déterministes éataires.

Ces incertitudes inévitables sur les données dansysteme physique peuvent provenir de
la chaine d’instrumentation, dont le problémeliésprincipalement a la qualité des capteurs,
aux conditions opératoires et a la précision dgsasix parasites. C’est pour cela qu’'on
cherche a caractériser plus explicitement ces er@@imesure influant sur le systeme.

Généralement, pour modéliser I'évaluation deioeertitudes, on fait appel a des méthodes
statistigues mettant en jeu des lois probabilidteee variable incertaine dans une approche
probabiliste est représentée par la densité deapilit® qui nous donne un support qui
contient & coup s0r la variable incertaine, maisegige une information sur la maniére dont
elle est distribuée sur ce support. La difficut@éaontrée par I'utilisation de cette approche est
dans la manipulation des calculs qui exige souvdatposer des hypothéses simplificatrices
des lois conjointes des variables incertainesuc@’'gst pas le cas en pratique. Alors le rajout
de telles hypotheses produit des résultats difcdl interpréter.

En revanche, une reformulation ensembliste mesriitudes garantit une manipulation aisée
des calculs et ne réclame aucune information States sur les variables incertaines. Il est,
frequemment, que I'erreur de mesure sur une doexgérimentale soit donnée en terme de
tolérance par l'appareil de mesure et non pas enetede densité de probabilité, alors
I'approche ensembliste est une approche naturelie tpaiter ces mesures incertaines.

La majorité des méthodes ensemblistes sont basedanalyse par intervalles. Initialement
développée pour quantifier les erreurs dues gol@sentation finie des nombres réels par un
calculateur [Moore, 1962], [Moore, 196d]analyse par intervalles est devenue un outil de
résolution des problemes mathématiques trés compléals que : la résolution des systemes
d’équations linéaires et non linéaires a intengl[Bleumaier,1991] , [Neumaier, 1999]les
problemes d’optimisation globale [Hansen, 1992¢highl et Neumaier, 2005].

Le principal attrait qu’offre cet outil résidians sa capacité a appréhender les incertitudes
sur un modele donné. Alors celles-ci sont modd&lispar des intervalles ou vecteurs
intervalles, offrant ainsi des bornes finies quisigarantissent de les contenir.

L'utilisation de I'analyse par intervalles rdale domaine de I'automatique est trés récent,
Dans le domaine de l'estimation d’état qui est &glre de notre travail, I'objectif est de
déterminer une estimation d’état fiable pour lesetlu systeme incertain. Les incertitudes
qui interviennent généralement sont soit asso@éasparametres du modele d’état, soit aux
signaux d’entrées qui sont mal connus ou bien amxlitions initiales des variables d’état du
systéme qui sont incertaines.
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Grace a cet outil, nous pouvons concevoir desmateurs qu'on nommeabservateurs
intervalles qui fournissent des limites a tout instant et garantissent de renfermer
I'évolution des états réels du systéme incertain dex trajectoires distinctes. C’est pour
cela, que cette technigue devient de plus en pipslpire et a intéressé plusieurs chercheurs.
Nous citons par exemple [Videau, 20@Eins la surveillance et la détection d’anomalie des
systemes linéaire temps continu, qui a dévelopgénuethodes garanties ou I'évolution des
variables d’état est représentée par des envelgpgesa technique des intervalles. Et la
contribution de [Moisan, 2007] pour la synthesebdervateurs intervalles pour des systemes
biologiques caractérisés par des incertitudes.

Le probleme d’estimation d’état est un probléemajeur en automatique pour plusieurs
raisons. D’'une part, dans la conception et la saatn d'une commande par retour d’état,
l'utilisation d’'un observateur ou d’'un estimateuétdt est inévitable lorsque les variables
d’états sont inaccessibles a la mesure. D’autri avservateur d’état joue un réle important
dans la résolution des problemes de diagnostidaildes et de maintenance des procédés
industriels.

Les obijectifs fixés dans notre travail sont levanis:

» Etude de la théorie ensembliste et de l'arithmétides intervalles.

= Applications a certains problemes d’automatique, pamticulier pour la synthese
d’observateurs intervalles pour la classe fondaatenties systemes linéaires temps
invariant incertains.

= Application sur un pendule inversé: synthése d'stimeteur de la position, de la vitesse
du chariot et de la position angulaire et de lasge angulaire du pendule.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous allons aboréer fondements de base de I'approche
ensembliste. Motivée par sa simplicité dans la paation et dans les calculs, la
représentation par des intervalles (ou vecteumniaties) est choisie pour modéliser les
incertitudes influant sur un systéme donné.

Le deuxieme chapitre est consacré a exposée eeithmétique des intervalles. Des
exemples d’outils faisant intervenir I'analyse patervalles dans leur méthode sont illustrés,
tels que linversion ensembliste par arithmétiqdéntervalles et la caractérisation
d’ensembles par contraction, qui sont généralemagligés pour la résolution des systemes
d’équations linéaires et non linéaires. Des exemgur la stabilité robuste et I'estimation a
erreur bornée faisant intervenir I'outil de conti@ae sont présentes.

Dans le troisieme chapitre, nous allons dévedopgpeux méthodes faisant intervenir
larithmétique d’intervalles pour I'estimation dat La premiére méthode considére des
incertitudes paramétriques dans la représentatiétatddu systeme. Cette méthode est
appliquée au cas des systemes linéaires tempsanvaui doivent vérifier une hypothese
restreinte qui est la condition de coopérativité@. ékxemple d’application est illustré sur un

by

modele incertain d’'un réacteur chimique continu. deuxieme méthode, fait face a cette
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condition de coopérativité exigée pour 'estimatiétat par I'arithmétique des intervalles,
et ceci par l'utilisation de certains changememscdordonnées qui transforment le systeme
en un systeme coopératif. Cependant, elle ne coaapr'une classe des systemes linéaires
temps invariant présentant des perturbations aeditmal connues. Un exemple montrant
toutes ces étapes de transformation sont entremiseun systéme d’ordre trois.

Le dernier chapitre est consacré a mettre eficafipn la deuxieme méthode développée
dans le troisieme chapitre, pour I'estimation d'éan modele du pendule inversé en boucle
ouverte, en présence de perturbations additivelesunesures de sortie et sur les conditions
initiales des variables d’état du systéme. La nughest combinée a un observateur classique
de Luenberger [Luenberger, 1966]. Par la suite, nsommande par retour d'état est
développée celle-ci est basée sur I'état recomgiaui 'observateur classique de Luenberger
et 'observateur intervalle.
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Chapitre 1 :

Approche ensembliste

1.1 Introduction

De nombreuses méthodes en mathématique ou ésrsciences pour I'ingénieur ont été
développées pour résoudre des problemes dont legds qui interviennent sont ponctuelles
et dont la solution est aussi ponctuelle, ce typerdbleme est appelérobleme ponctuel.»

Généralement les données qui interviennent dansencé d’'un probleme sont entachées
d’incertitudes, introduites par exemple par le glteur lors de la résolution (incertitudes
numeriques) ou tout simplement par I'environnensxpérimental (appareils de mesure, bruit
et perturbations sur les mesures...). A cet effeiéthodes développées pour la résolution
des problémes ponctuels ne permettent pas (samfym@ classe trés réduite de problémes)
de trouver de facon garantie un résultat globakiapsoche que désiré de la solution du
probléme, ainsi nous ne savons pas quelle vabdi#€corder a la solution obtenue.

Une reformulation ensembliste du probléme pagighermettra de concevoir de nouvelles
méthodes capables de caractériser de fagon gaeamnfiebale le résultat de la solution.

Dans cette représentation ensembliste des ituckrs, nous cherchons non pas une solution
ponctuelle mais un ensemble solution %Jn probleme qui admet pour solution un ensemble
est appelé probléme ensembliste ».

La théorie de I'approche ensembliste décritesdaa chapitre est rapportée par plusieurs
travaux [Jaulin, 1994], [Jaulin et Walter, 199B}ideau, 2005], [Jaulin, 2004], [Berger,
1979] et [Lalami, 2008].

Le premier chapitre est organisé de la manigraste :

Nous allons en premier lieu, présenter nos rabtims qui nous ont permis d’entreprendre
'approche ensembliste dans notre travail (sect@pnlen confrontant celle-ci a l'une des
approches statistiques les plus répandues pouralaipolation des incertitudes qui est
I'approche probabiliste. Nous allons constater kpproche ensembliste offre une meilleure
modélisation des incertitudes. Les fondements de de cette approche sont présentés dans
la section (1.3), tels que les définitions et lgwrations entre les ensembles. Enfin les
différentes représentations d’ensembles sont riast et comparées (section (1.4)) afin de
justifier le choix de la représentation des intedgs par des intervalles et vecteurs intervalles
qui sont la représentation ensembliste choisie datre étude.
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1.2Motivations

Obtenir un résultat garanti de la solution ddwabléme donné, c’est de mettre en ceuvre une
méthode qui prend en considération les incertitudesiprésentes sur les données du
probléme. Dans ce paragraphe, nous allons présenteonfronter deux approches qui
prennent en compte ces incertitudes qui sont l@gpr probabiliste et ensembiliste.

Représentation d’'une variable incertaine

L’'approche probabiliste permet de représenternvami@ble scalaire ou vectorielle incertaine
x € R™ par la densité de probabilité qui est une fionatiéfinie de la maniére suivante :

m:R™ > R* tel quef,, m(x) = 1 (1.1)
Cette représentation nous permet d’avoir un supgpdonné par :
X ={x € R"/n(x) # 0} (L2

qui contient obligatoirement la variable incertainet nous informe de la maniére dont celle-
ci est distribuée dans ce support.

Dans une approche ensembliste, la variable mioertest représentée uniquement par un
ensembleX supposé contenir la variable incertaindl est a noter que I'ensemble peut
comprendre des sous-ensembles ou la variabbd introuvable. Par exemple :

Supposons que la variable incertaimale R™ appartient a I'ensembl¥; qui est dans ce cas
représenté par I'union de deux intervalles (la @spntation ensemblistes par des intervalles
sera I'objet du chapitre 2) :

X, = [1,2] U [3,5]

Nous pouvons aussi dire que la variablgppartient a l'intervall&, = [1,5], car I'ensemble
X, contientX;. Sauf queX, comprend une zone qui 23| qui ne contient pas la variable
incertainex.

Donc, dans l'aspect de caractérisation dincetés) I'approche probabiliste est mieux
avantagée dans ce sens, sauf que dans le cadeendanlpulation des calculs celle-ci est
beaucoup plus difficile et souvent inexploitablen &ffet I'approche probabiliste exige des
connaissances statistiques sur les variables aksatt des lois conjointes entre les variables
incertaines qui, dans le cas pratique, peuventigtlisponibles. C’est pour cela que dans la
majorité des cas des simplifications sont faiteyenant a supposer des indépendances
linéaires entre les variables aléatoires afin desusimanipuler les calculs.

Dans le cas pratique, les mesures expérimerpekEss par un capteur sont souvent sujettes
a des erreurs. Ces mesures entachées d’incertifasiessouvent corrélées (c'est-a-dire les
erreurs sur les mesures sont dépendantes les @seswutres), alors le rajout de telles
hypothéses statistiques telles que I'indépendanéaifte entre les mesures incertaines produit
des résultats difficiles a interpréter.
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Par contre la représentation par des ensembledahe®es expérimentales ne nécessite pas
d’avoir des informations statistiques sur les mesumcertaines, ainsi une facilité de calcul est
ressentie. Et dans le cadre de I'estimation dezuesrdes mesures prises par le capteur, elles
sont en générale données sous forme de toléraimse,la représentation ensembliste (par
exemple des intervalles) s’avére beaucoup plusass@nte et naturelle a entreprendre.

Si les incertitudes sont dues aux erreurs numési de calcul, celles-ci peuvent étre

facilement rajoutées lors du calcul ensembliste. qDé est difficile & concevoir avec
I'approche probabiliste comme le montre I'exemplerant :

Si xeXety€eY,l'ensembleZ contenant = x + y sera donné par :
Z=X+Y+E2{z+e=(x+y)+elxeX,yeY,e€E}
OUE représente les erreurs introduites lors du caledl.

Recouvrement de I'espace de recherche

Un espace de recherche de solutions [Jaulin,]1®984 probleme donné est représenté par
une infinit¢ non dénombrable de points. Les alporés utilisés dans les sciences pour
I'ingénieur consistent a balayer cet espace deerebl dans le but de trouver des solutions a
un probleme ou de montrer qu’une propriété estéalipour tout cet espace. Une approche
ponctuelle n'analyse qu’'une portion de I'espaceaeatderche, ainsi rien ne peut étre conclu
avec certitude que la solution a été trouvée.

Cependant, I'approche ensembliste offre une medlexeprésentation de I'espace de
recherche des solutions, en caractérisant cet @spade recouvrant par un nombre fini de
sous ensembles simples sur lesquels on sait caletlgui peuvent contenir une infinité de
points. C’est ce qu’'on appelrecouvrement de I'espace de recherchaoys pouvons alors
résoudre avec garantie des problemes en se basdes principes suivants [Jaulin, 1994] :

= Un ensemble est composé d’'un nombre fini de sosermebles constitués d’une infinité
d’éléments et les propriétés de cette représentaiffre un résultat certain de la solution.

= Etant donné un sous-ensemble &' représentant I'espace de recherche des solutions,
cet espace lui-méme est constitué de l'union des-sosembles. Si une propriété est
validée pour tous les sous-ensembles le constjtaéors celle-ci est aussi validée pour
tout I'espace de recherche.

= Si une solution ne se trouve pas dans un sous-bisala 'espac& , et nous pouvons
prouver son inexistence, alors le sous ensembléliesiné de I'espace de recherche. Si
par contre, nous ne pouvons pas prouver en aucan&ra son inexistence dans le sous-
ensemble, alors il sera décomposé en sous-enseetlilgsération se répéte.

Cette derniére propriété est utilisée dans plusiealgorithmes ensemblistes, tel que
'algorithme SIVIA (Set Inversion Via Interval Angis) [Jaulin et Walter, 1993] qui sera
illustré dans le deuxiéme chapitre.
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1.3Les fondements de I'approche ensembliste

Un probleme mathématique, posé d’'une manierenaigste, fait intervenir des parametres
représentés par des ensembles, la résolution digpee de problémes se base sur des
opérations ensemblistes. Nous allons, dans cettéiose énoncer les propriétés qui
interviennent lors du calcul ensembliste, nous ddramns les différentes opérations entre

ensembles et étendre ces opérations a leurs éEment

1.3.1 Ensembles

Un ensembl® estune collection de points qu'on nomme par élémeddst alorsx un

élément de I'ensemblg, on a alors les notions suivantes :

a) L’appartenance :

L’élémentx appartient & I'ensemblé:
x€X
L’élémentx n'appartient pas a I'ensembte:
x&X

L’ensemble des élémentsdeX, ayant la propriét@ est noté par I'ensemble :

{x € X|P}
b) L’inclusion :

Soient deux ensemblésetY :
Y estinclus dan¥ (ou X contientY), s’ il vérifie:
YcX(uX>oY)eovVvyeY =yeX

Y n’est pas inclus dans:

Y& X ©3JyevlYety € X
c) Egalité

Y est égal & lorsque tout élément déest aussi élément deet vice-versa :

Y=Xo©YcXetXcVY

Y n'est pas égal & si :
dy € Yety € Xoudx € Xetx ¢ Y

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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d) Inclusion stricte
Y est strictement inclus dai¥ssi et seulement &i est inclus dan& sans lui étre égal :

Y SXeoVYCcXetY X (1.10)
e) Sous-ensemble

Y est un sous-ensemble XesiY estinclus danst (Y < X)
f) Espace produit
Notons parR 'ensemble des nombres réels. Nous allons utilger la suite des sous-
ensembles d& et nous utilisons la notation d’ensemble aussr pout sous-ensemble de
afin d’alléger I'écriture.
Un espace produit deest un ensemble noR* dont les éléments sont des n-uplets :
x = (X1,X2, e, X, )" avecx, € R (1.11)

1.3.2 Opérations sur des ensembles réels
Dans cette section, nous allons illustrer lestdéfiites opérations ensemblistes qu’'on nomme
par « opérations ensemblistes pures » qui sord opgrations d’intersection, d’union, de

produit cartésien, de différence, de complémeniatb de projection. Puis, nous allons
étendre ces opérations a leurs éléments.
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a) Opérations ensemblistes pures

SoientX etY < R™: la figure suivante illustre les différentes auéns entre ensembles:

X
“‘-.,\‘ F 3 X =Y

proj,(X)

(c) (@)

Figure 1.1 :Opérations ensemblistes pures

* L’intersection (a) :

XNY 2 {xeR"|x € Xetx €Y}

L’union (b):

XUY 2{x eR"|x € Xoux €Y}

La difféerence (c) :
X\Y 2{x € R"|x € Xetx ¢V}
* Le produit cartésien de deux ensemiless R™* etY c R™ (d):
XxY 2 {(xTyT)TeR™*™|x € X c R™ety € Y c¢ R™}avecn, =n,
* La projection canonique (e) :

proji(X) £ {x; € R|3x = (X1, %2, ., %, )" € X}

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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La complémentation : la complémentation est unpeaculier de la différence notéeX

tel que :
—-X = R™/X 2 {x e R™|x ¢ X} (2.17)
b) Opérations étendues
= Soient deux ensembl&s c R™ etY c R™ etune fonctiorf : R™* - R™
On définit :
- L'image directe d&X parf :
fX)2 {y e R |3Ix € X,f (x) = y} (1.18)
- L'image inverse d& parf :
ffM) 2{xe R™|3y € Y,f (x) = y} (1.19)
Si un ensemble est défini par ('ensemble vide) on a :
f@=f1p)=0 (1.20)

= Soient (X,X;) € X, (V,Y,) c Y etf: R™ - R™.

On alors les propriétés

suivantes
O fX N X)) fX) N f(Xy) (1.21)
0 f (XU Xp) = f(X1) U f(X2) (1.22)
OGN Y,) = FTNY) N OFTY) (1.23)
0 T UY,) =Y U FTNY,) (1.24)
O fUTt) ey (1.25)
0T EX) o X (1.26)
0 X, € X, 2 fX) € f(Xy) (1.27)
D Y,cY, = i) c fi(Y) (1.28)
(1.29)

U Xc M xY)=X c (projy,(X) X projy,(X))

E
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Exemplel.1l:

Un apercu sur les opérations entre ensemblesnfaistervenir une fonctiofi est donné a
travers I'exemple ci-dessous [Jaulin, 2004] :
Soit 'ensembled contenant les élémeris, b, c, e} etB contenant les chiffr¢s,2,3,4,5}. Et
nous disposons de la fonctignd — B qui est illustrée par la figure ci-dessous :

Figure 1.2 :Fonctionf reliant les ensembleket B.
Alors, nous avons les résultats suivants :
L’'image de I'ensembld est donnée par I'ensemble :
f(4) =1{2,3,4} (1.30)
L’'image inverse de I'ensembk est donnée par 'ensemble :
f~1(B) ={a,b,c,e} (1.31)
L'image inverse de¢ (A) vérifie :

fHf@)={ab,c,e}c A (1.32)

Et 'image inverse de I'image des élémehtst ¢ de 'ensembleA est :
fHfb,ch)) ={a,b,c} (1.33)
Si nous prenons par exemple la fonctfofx) = x2, alors :

f(2.3]) = [4.9]
149D = [-3,-2] U [2,3]

Ce qui est confirmé par la propriété (1.25)(f"1 (Y)) c Y
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1.3.3 Distance entre deux ensembles compacts
Définition 1.1 [Videau, 2005}

Un ensemble compact & est un sous-ensemble clos et born&tela distance entre
deux points par exemple, ou entre un point et wogedest la longueur minimale des chemins

possibles d’'un point a un autre ou d’un point a dircéte.

Dans le cas de deux ensemhley c R" , la distance entre ces deux ensembles est un
scalaire positifd) donné par:

d(X,Y) = inf{d(x,y) |x € Xety € Y} (1.34)

Cette notion de distance permet de mesurer laigidel entre deux ensembles :
» Sila distancel est grande alors les deux ensembles sont différents
» Sila distanced est petite alors les deux ensembles se ressemblent
» Siladistanced égale a0 c’est que les deux ensembles sont identiques.

Définition 1.2 (Distance de Hausdorff [Berger, 1979])
La distance de Hausdorff entre deux ensemblesY c R™ est donnée par :
heo (X, Y) 2 max (h% (X, Y), h (Y, X)) (1.35)

Ou hY(X,Y) ethd (Y, X) sont respectivement la proximité eaY et la proximité deY a
X données par :

ho(X,Y) 2inf(reRY/XcY +rU)

ho(Y,X) £ inf(r eRY/Y C X +7U) (1.36)

OuU est une sphere unité ", L.,) etL,, est la distance entre deux points, donnée par :

Lo (x,y) = max;—; m|yi — X (D)3
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Exemple 1.2
L’'exemple suivant [Videau, 2005] considére deuxeemslesX,Y € R? représentés par la

figure 1.3. Pour obtenit, (X,Y), on effectue une inflation suf de rU jusqu'a ce que
X c Y +r U (de la méme maniére on retrothds(Y, X)).

X+rU

e Y+71U
h% (X, Y)

v U

h% (Y, X)
Figure 1.3 : Distance de Hausdorff entre deux ensembles cos\gatY

Cette distance est définie dans I'ensemble des actmpleR™ et elle vérifie les relations
suivantes :

1. La séparabilité hoe(X,Y)=0=X=Y
2. La symétrie ho(X,Y) = hoo (Y, X)
3. L'inégalité triangulaire ho(X,Z) < hoo(X,Y)+ ho(Y,Z)

1.4 Représentation des sous ensembles

Il existe plusieurs caractérisations des sousrabkes de&™, ces représentations
ensemblistes doivent étre exactes ou le plus pgesafprochées, et elles doivent aussi étre
efficaces dans le cadre de la manipulation desilsattes sous-ensembles et riches en matiére
de propriétés afin d’avoir de meilleurs résultédsus allons citer dans cette partie quelques
unes de ces représentations ensemblistes :

1.4.1 Représentation par un nuage de points

Dans cette représentation I'ensemilleest sous forme d’'un nuage constitué d'un
ensemble de points qui est contenu darfe nuage de point est alors un sous-ensemble
deX). La manipulation des nuages de points est tréefasauf que la méthode est
approximative a cause de la maniére dont les pomtt&té obtenus et I'interprétation des
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résultats est souvent arbitraire. Il existe deuxhoees pour pouvoir obtenir ce nuage de
points :

% La premiere méthode est «l'approche Monté Carldes: points représentant
I'ensembleX sont obtenus par un tirage aléatoire.

% La deuxieme méthode : les points sont obtenusmpaalayage déterministe.

Un exemple montrant cette difficulté dans [lintéfation des résultats par cette
représentation ensembliste est lorsque nous dispabon nuage de points qui est vide. Dans
ce type de problemes rencontrés, nous ne pouvems conclure sur les propriétés de
'ensembleX contenant ce nuage de points, la seule propriggérqus pouvons tirer, est qu'il
existe des points qui ne sont pas dans I'enseiiible

1.4.2 Représentation par équation et inéquation

Ce type de représentation permet d’obtenir léesisolutions (numériques ou formelles)
d'un probleme de facon exacte. Par exemple troligasemble des réels qui sont les
solutions de I'équation? —1 =0, les solutions -1 et 1 peuvent étre obtenus avec
exactitude.

L’inconvénient rencontré est que cette représemtagiapplique a une classe restreinte
d’équations et d’'inéquations. Les algorithmes quitsdéveloppés pour cette approche
sont complexes et souvent inexploitables a caugerdps de calcul et d’espace mémoire.

1.4.3 Représentation par recouvrement

La représentation par recouvrement consisgpeesenter un ensembtede R™ par
une union d’éléments qu’'on nomme récipients (quit sies sous-ensembles RI® qui
recouvrent completement I'ensemixle

Ces récipients peuvent étre un ensembddiplsoides,de polytopes,de zonotopes ou
des pavés.., cette représentation par recouvrement de I'ensgenibl nous fournit
d’intéressantes informations caractérisant cetrehke Par exemple, si nous disposons
d’'un recouvrement qui est vide alors forcémentdambleX est aussi vide.




Chapitrel : Approche ensembliste

Nous présentons ci-dessous quelques représentdéares récipients :
a) Les zonotopes

Les zonotopes sont une classe particuliere dgopes, ils correspondent a la projection
par une approche linéaire d’'un hypercube de dimenélevée sur un espace considéré de
dimension plus faible.

Ces zonotopes sont modélisés par des matricesatiesy qui décrivent I'application linéaire
de la transformation de I'’hypercube.

Exemple 1.3

La projection d’un cube de dimension 3D sur unaespde dimension 2D comme le montre
la figure suivante :

Cubeen3D
\\‘x

/

Zonotope

Figurel.4 : Exemple d’'un zonotope.

Le zonotope retrouvé par la projection sur 2D, représenté par une matrice intervalle 2
lignes (projection sur I'espace 2D) et 3 colonresst I'image linéaire d’un cube 3D).

% Cette propriété décrivant la transformation linéagpar des matrices permet de
justifier I'application des zonotopes dans le dorea&nsembliste, car elle permet de
recouvrir une large zone d’éléments, et permet diee fdes manipulations
matricielles.

s Les zonotopes sont souvent utilisés pour représégalomaines atteignables des
systémes dynamiques a entrées bornées. Plus gdnérmd) ils sont utilisés pour
caractériser les relations de dépendances linédéesariables incertaines.

Plusieurs domaines d’études s'intéressent a agirésentation par les zonotopes, nous citons
par exemple son utilisation dans le diagnosticdlral 2008].

E



Chapitrel : Approche ensembliste

b) Les paveés
Soit un sous-ensembléde R™. Une représentation de cet sous-ensemble par wb gt
donnée par le vecteur intervalle suivant :

[X] = ([x1] X [2x2] X=X [x5]) (1.38)

qui est le produit cartésien deintervalles[ x;] € R (i =1..n).

+ Cette représentation nous permet de manipuler gsigntervalles. Cette caractéristique
nous fournit une simplicité de représentation déenisles et le calcul ensembliste est
ainsi plus aisé.

1.4.4 Représentation par encadrement

Cette approche est développée par L. Jaulin [Ja@®94]. Elle consiste a encadrer un
ensemble compad&tde R™ par un couple de récipients X,KX] qui représentent
respectivement un encadremariérieur etextérieur de I'ensembl& comme le montre la
relation suivante :

XcXcX (1.39)

La connaissance des encadremext®t X, nous donne de précieuses informations sur
l'ensembleX. Cette propriété d’encadrement d’ensembles edisédi dans plusieurs
algorithmes ensemblistes, tels que I'algorithme I8I1YSet Inversion Via Interval Analysis
[Jaulin et Walter, 1993]) ofi etX sont des vecteurs intervalles.

Vue la simplicité ressentie lors de la manipulatides intervalles, la majorité de ces
représentations ensemblistes utilise I'outil dedlgse par intervalles dans les calculs.

1.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré en premier lieu eveelles motivations de l'utilisation de
'approche ensembliste. Celles-ci sont dues pradeipent a la capacité de mieux prendre en
compte les incertitudes sur les données d’'un pnadlet sur les méthodes et les moyens de
résolution.

En second lieu, nous avons présenté les fondsrderbase de cette approche et les notions
tres importantes reliees aux manipulations des neles. Parmi les différents outils
développés dans cette théorie, ceux basés supilésemtation par intervalles ou vecteurs
intervalles est la plus utilisée et ceci en raistenla simplicité dans la manipulation des
différentes opérations ensemblistes (I'arithmétjgeé de la facon la plus naturelle de
représenter les incertitudes. Cette arithmétiquee Is#bjet du deuxieme chapitre.
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Chapitre2 :
Arithmeétique des intervalles

2.1 Introduction

La majorité des méthodes ensemblistes dévelsppeéer I'estimation sont basées sur un
outil de calcul qui est l'arithmétique des int dles. Initialement, cette arithmétique est
développée pour quantifier les erreurs numériques @& la représentation finie des nombres
réels sur un calculateur [Moore, 1962] et [Moo@6d]. L'analyse par intervalles est devenue
un outil de résolution numérique globale et gardasi problémes d’estimation.

Durant ces derniéres décennies, différentesadéthbasées sur I'analyse par intervalles ont
été développées dans le but d'étudier et de qiemtiés incertitudes (numériques ou
physiques) influant sur les données manipulées.

Le deuxieme chapitrest structuré comme suit :

Dans la section (2.2), nous allons dresser uodmste de I'arithmétique des intervalles.
Son origine, son utilité et ses débuts d’applicetien automatique sont présentés.

L’analyse par intervalles est I'outil de batee notre étude, dont les notions élémentaires
sont instanciées dans la section (2.3).Nous présentlans cette partie les définitions
générales des intervalles (section2.3.1) et leseuex intervalles ou ce qu'on nomme par
pavés (section 2.3.2). Dans la section (2.3.3)sradhons illustrer 'un des problemes majeur
de l'algébre des intervalles qui est « le pessimisntl( au faite qu’un résultat d’'une suite
d’opération entre intervalles n’est pas minimales3olutions a cet obstacle rencontré sont
illustrées dans la section (2.3.4) et (2.3.5).

Enfin, dans les sections (2.4) et (2.5), dethodes issues de I'analyse par intervalles sont
présentées. Celles-ci permettent de résoudre delslepres d’équations linéaires, non
linéaires ou encore des systemes d’équationsigsaQuelques exemples d’application de
larithmétique des intervalles sont illustrés tejse la stabilité robuste et I'estimation
paramétrique a erreur bornée.

Les différents exemples sont développés dansoldox « INTLAB » de MATLAB, ainsi
gu'aux applications telles que «INTERVAL PEELERet « Simulateur analyse par
intervalle » (Annexe A).
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2.2Historique

Le début de l'arithmétique par intervalles apia de maniere confidentielle vers les
années soixante. A cette époque, le calcul sdigumifn’était pas puissant et I'arithmétique
flottante n’était pas encore bien spécifiée, ldsuta effectués dans les machines numériques
étaient arrondis.

La question qui s’est alors posée, est de samminment ces incertitudes numériques
évoluent au cours des calculs et comment quankiéeeur sur le résultat de calcul. C’est en
s’attachant a résoudre ce probléme qu’en 1962 Ror&loouvrit la voie de I'analyse par
intervalles [Moore, 1962]en publiant notamment en 1966 un ouvrage de ré&féranettant
en place les fondements de base de cet outil [®]d®66].

Ce n’est que bien plus tard, vers les année® 488 'arithmétique par intervalles vit son
essor. En effet, les premiers a avoir introduitargtl est la firme IBM en introduisant un jeu
d’instructions et un compilateur intégrant cettighanétique.

A partir de l'année 1990, Neumaier développes ppécifiquement la résolution des
systemes d’équations linéaires et non linéaireautdisant cette arithmétigue [Neumaier,
1991].

Hansen développe en 1992 des méthodes pour lautiégotles probléemes d’optimisation
globale [Hansen, 1992¢'est-a-dire rechercher de maniere garantie gsisinimiseurs d’'un

critere connexe, alors que les méthodes classiqoes linéaires (Gradient, Newton-
Raphson,...) ne renvoient gu’un seul optimum potwm&tre que locale.

En utilisant l'outil intervalles, Schichl eteNmaier développent une nouvelle technique au
probleme d’optimisation globale sous contraintesrt@yen de la propagation des contraintes
qui est issue de la programmation logique) [SchetMNleumaier, 2005].

Si la montée en puissance de I'analyse parvialles est due dans un premier temps aux
difficultés rencontrées dans les calculateurs nigqués, puis a I'étude des problemes
complexes tels que les problemes d’optimisatiorb@e Ces débuts dans le domaine de
'automatique est trés récent. L'utilisation darithmétique des intervalles en automatique
devient de plus en plus populaire car le princgialt qu'offre cette technique réside dans la
capacité a concevoir une meilleure modélisation idesrtitudes influant sur les systemes
physiques.

La source de ces incertitudes est due principai¢ aux appareils de mesure, aux
perturbations et bruits agissant sur les systerissi, le fait de représenter une donnée
expérimentale incertaine dans un intervalle, n@rargit de renfermer cette donnée entre des
bornes qui sont connues a priori.

A l'aide de I'analyse par intervalles, beaucalgpconcepts en automatique ont été redéfini,
tels que : I'estimation paramétrique, I'estimatétat, la commandabilité et I'observabilité.

-



Chapitre2 : Arithmétique des intervalles

Plusieurs travaux s’inspirent de cette technigitens par exemple : L. Jaulin qui utilise la
technique de propagation de contraintes par lewdtique d’intervalles en estimation
paramétrique a erreur bornée, dans la stabilit@éisteb en estimation d’état et dans la
calibration robotique[Jaulin, 2004]. Comme, il utilise I'arithmétiquesimtervalles dans des
algorithmes d’inversion ensembliste (I'ensembleusoh est défini comme linverse d'un
ensemble par une fonction) en estimation paranugriy erreur bornée [Jaulin et Walter,

1993] et dans la caractérisation des domaines de séafWialter et Jaulin, 1994].

Cette arithmétique est aussi utilisée dans heeotion des estimateurs d’état pour la classe
des systémes non linéaires continus, en se basantapproche prédiction-correction,
utilisant I'inversion ensembliste par une analydervalles [Raissi et al., 2003].

Il ne faut pas oublier aussi certains résuldi@iss le domaine biologique, pour la synthése

d’observateurs intervalles des systémes biologigaesctérisés par des incertitudes [Gouzé et
al., 2000], [Bernard et Gouze, 2004] et [Moisar)ZQ

2.3 Notions sur l'arithmétique des intervalles

2.3.1 Les intervalles
Définitions 2.1

 Un intervalle [a] est un ensemble connexe, borné, fermé de bomfesieure et
supérieure données parta respectivement qui sont des nombres réels. Iiate [a]
est représenté de la maniere suivante :

[a] = [a,a] = {a € R|a < a <a} avec ga €R (2.1)

* Soit IR I'ensemble des intervalles &, alors l'intervalle [a] est un élément déR
([a] € IR) et nous pouvons designer gapport tout intervallela] ([a] < IR).

* Un intervalle[a] est dit dégénéré si la borne supérieure et infexide cet intervalle sont
identiques.

Exemple 2.1
[1,3],{1},] — 0,6 ],R,® sont des intervalles, alors qlie3][, [4,2],[1,2] U [4,5] ce ne sont
pas des intervalles car ils ne vérifient pas lémii®ns données ci-dessus.

Les opérations mathématiques sur les réels &emdues aux intervalles. Lorsque nous
travaillons avec des intervalles a bornes finiesjsnne manipulons que les bornes de ces
derniers.
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Nous disposons de [opération élémentaire {P;0; ®; @D} qui représente
respectivement l'addition, la soustraction, la nplitation et la division. Et des deux
intervalles|a], [b] € IR.

Définitions 2.2

» Pour les opérations élémentaires {P;0; ®} le résultat des opérations pour les deux
intervalles est donné par la relation suivante:

[ale [b] = {a°b|a € [a],b € [b]} (2.2)

Nous avons alors pour l'addition, la soustractianlae multiplication des deux intervalles
[a]et[b] les opérations suivantes:

[a] ® [b]l=[a + b,a+ b] (2.3)

[a] © [b] =[a— b, a —b ] (2.4)
[a] ® [b] = [mln(ab ab, ab, ab) max( Qg aQ,EE)] (2.5)

* Pour la division 0), la relation n’est plus valable dans le ca® 0@ [b]. Dans ce dernier
cas, le résultat n’est pas un intervalle mais lmi@n de deux intervalles. Il n’existe pas de
définition unique lorsquép] = [0,0] .

Le résultat de la division peut étre donné pardéstions suivantes [Jaulin et al., 2001]:

x[a] @ [b] = @ si[b] = [0,0]
«[a] @ [b] = [a] ® [1/b,1/b] si0 & [b]
x[a] @ [p] = [a] ® [1/b,4+[sib = Oetbh > 0 (2.6)
«[a] @ [b] = [a]l® ] —oo,1/b]sib < Oeth = 0
x[a] @ [p] =] — oo, +o[sib < Oeth > 0
Définitions 2.3

» Soitl'intervalle [a] € IR, les définitions suivantes sont données :

* La borne inférieure : inf([a]) = a
* La borne supérieure: sup([a]) = a
* La largeur :w(la]) =a —a >0 (2.7)
* Le milieu : mid([a]) = (a + a)/2
*Lerayon: rad([a]) = (@ — a)/2 = 0
NB : Par convention la borne inferieure et supériedeel’ensemble vidgd est o et
—oo respectivement.
» Considérons une variable incertameppartenant au suppprt = [a,a], la variable a

peut étre estimée par levid([a]) et son incertitude parad([a]) .
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2.3.2 Les paves

SoitIR™ 'ensemble des intervalles &*, un pavé[a] est un vecteur intervalle de
dimensiomn (c'est-a-dire c’est le produit cartésien deintervalles) représenté de la maniére
suivante :

[a] = ([a1, @] % a5, @] % - X [a,@n]) (2.8)

Les opérations élémentaires définies précédemmeunt [es intervalles sont également
redéfinies pour les vecteurs intervalles.

Définition 2.4

Soit le pavda] € IR", on définit :
* La borne inférieure du pavé [a] : inf([a]) = (gl,gz, ...,gn)T
* La borne supérieure du pavé [a] : sup([a]) = (a;,ay, ..., a,)T (2.9)
* La largeur du pavé [a]: w([a]) = max]nzl(aj —gj) >0 '
* Le milieu du pavé [a]: mid([a]) = (mid([al]),mid([az]),- . ,mid([an])) T
Exemple 2.2

Soit le pavéq] = ([1,2] x [-1,3]), sa largeur estv([a]) = max(1,4) = 4.
NB : Par convention la largeur de I'ensemble vidép) est—o
Définition 2.5

Soient deux vecteurs intervallgg et[b] dandR™, linégalité[a] = [b] (ou[a] < [b] )
est calculée élement par élément de la manierarsigy

la] = [b] si[a;] = [b;], Vi=1,n (2.10)
Avec [a;],[b;] sont les intervalles des paVés et[b] respectivement.
Définition 2.6
La norme infinie d’'un vecteur intervalle] est calculée par le maximum de la valeur
absolue des intervallda;] du pavé, qui est donnée par la relation suivante :
Ila] ll.. = max{|[a;]| i = 1,..,n} (2.11)

Avec la valeur absolue d’un intervalle] = [a, a] est calculée comme suit :

|[a]l = max {|a], |al} (211)
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2.3.3 Le pessimisme

Lors de la manipulation des vecteurs intervaltegis pouvons avoir un résultat d’une suite
d’opération entre pavés qui ne soit pas minimaksae résultat obtenu est dit pessimiste.
Le probleme est principalement lié a deux phénosegei sont la dépendance et
I'enveloppement qui sont illustrés ci-dessous :
a) Le phénoméne de dépendance

Définition 2.7 [Moore, 1966]

Soit un intervalle non dégéndi® = [a, a] et I'opération élémentairee {B;0; ®; @}.
Effectuer une opération élémentaire entre l'ird#lev[a] et lui-méme est réalisé de la
maniére suivante :

[a]e[a] = {acb|a € [a],b € [a]} (2.12)
Avec les éléments et b sont indépendants.
Donc, malgré que I'on fasse cette opération aveeédme intervalle, nous prenons toujours un
élémenta de[a] et un autre élémentdu méme intervalle qui sont indépendants, c’est ce
gu’on appelle le phénomene de dépendance.
Exemple 2.3
e Soit lintervalle ja] = [-5,4] et soit I'opération élémentaif@©} . Alors, effectuer la

soustractiora] © [a] ne donne pas un zéro, mais la soustraction detdaila maniere
suivante :

[a] © [a] =[-54] © [-54] =[-5—-4,4 - (=5)] = [-9,9]

* Simaintenant nous disposons de I'opération éléamensuivante[a] ® [a]
Nous avons :

[a] ® [a] = [min(25,—-20,—-20,16), max (25, —20,—20,16)] = [—20,25]
Or, si nous évaluon]? nous aurons réduit le pessimisme. Nous trouyejfs= [0,25]
avec[a]? est calculé de la maniére suivante :

[a]? = [0, max ((—5)% 4%)] = [0,25]
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b) Le Phénomene d’enveloppement

Ce phénomene est lié principalement a la reptéSen des ensembles par des vecteurs
intervalles (pavés), ceci est expliqué a traversdimple si dessous :
Exemple 2.4
Nous disposons d’'une matrice ponctuelle carrée :

A= ((1) i) (2.13)
et d'un pavé donné par :
[x] = ( 11.2] ) (2.14)

qui peut aussi étre réécrit de la maniére suivante
[x] = ([-1,0] x [1,2]) (2.15)
Si nous calculons :
[Y] = Alx] (2.16)

Nous obtenons le pavé suivant (a noter que la phightion est calculée par I'arithmétique
d’intervalles) :

[Y]= ([[11 ,,Zﬁ]) (2.17)

Le vecteur intervalle[Y] est représenté par le rectangle en bleu dansrefigul. La
représentation exacte de la multiplication préctelest donnée par I'ensemble suivant :

y = {Ax|x € [x]} (2.18)

qui est la représentation réelle (le parallélogramem vert dans figure 2.1) celle-ci est
contenue dans le payE]. Nous remarquons alors qu’un pessimisme est iaitrod
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Figure 2.1 :Représentation du payE] et de I'ensemble réegi.
Donc, le fait de manipuler des vecteurs intervaliesésultat obtenu n’est pas minimale c’est
ce que nous appelons « pessimisme da a I'effetdleppement ».
2.3.4 Fonctions d'inclusion
L’'une des techniques utilisées pour réduirddtefiu pessimisme défini précédemment est
la représentation par des fonctions d’inclusiontd@fficacité est explicitée en s’appuyant

sur des exemples illustrant cet effet :

Soit f une fonction vectorielle définie pAr: D < R™ — R ™, I'évaluation def sur un
pavé[x] est donnée par I'ensemble suivant :

fxD = {f () |x € [x]} (2.19)
Une fonction d’'inclusion d¢ notée[f | est définie par :
[f]: IR™ — IR™ (2.20)
vérifiant I'inclusion suivante

fAxD < If 1AxD 42)
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Cette inclusion nous informe que la fonction dusion[f] est une extension aux
intervalles d’'une fonctioifi. Cette représentation contribue a la réductioplitnomeéne de
pessimisme. Selon la maniere dont la fonctforest écrite, nous pouvons avoir plusieurs
fonctions d’inclusion.

Une fonction d’inclusion est dite peu pessimistdasdifférence donnée par la taille suivante :

(f 1AxD = £ (xD) 42)

est minimale (assez petite).

Une fonction d’inclusion est minimale si pour t@atvé[x] , la fonction d’inclusiorf ]([x])
est le plus petit pavé qui contight, elle est notée pdf ]* et elle est unique.

a) Les différentes fonctions d’inclusion

a.1l)Fonction d’inclusion des fonctions élémentaires

Soit une fonction élémentaire définie par D ¢ R — R (les fonctions élémentaires sont
exp, log, cos, sin,...)
La fonction d’inclusion d'une fonction élémentairest basée sur le principe de

monotonie suivant :

o Si f est une fonction continue et croissante sur le doen@ alors I'évaluation de sa
fonction d’inclusion[f] sur un pavéx| = [5 E] € D est un pavé définie par :

[f1=[f(x)fx)] 23)

0 Sif est continue et décroissante pdralors[f] est le pavé suivant :

1= [f@).f(2)] (2.24)
Exemple 2.5
v La fonction log(x)
Nous disposons de la fonctigix) = log(x) qui est définie dans le domaibe=]0, +oo[.

La fonction est continue et croissante sur ce doenalorsV[x] € D, sa fonction d’inclusion
est donnée par :

[f1(xD = [log(x),log(x)]
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v La fonction cos(x)

Soitf(x) = cos(x) définie surD = [0,2x].
Sur le domain®1 = [0,7] la fonction est décroissante alors I'évaluati@nla fonction
d’inclusion sur un pavgx] € D1 est donnée par :

[f1= [COS(E) , cos(g)]

et sur le domaindd2 = [m, 2] la fonction est croissante, alo¥§x] € D2 sa fonction
d’inclusion est la suivante:

[F1(x]) = [cos(x),cos(x)]
a.2) Fonction d’inclusion naturelle

Soit la fonction vectoriellg : D ¢ R™ — R ™, la fonction d’inclusion naturellgf,, ] de
f s’obtient de la maniere suivante :

o Chaque élément; de la fonctiorf est remplacé par le payj& ] .

o Chaque opération arithmétique est remplacée pagxension intervalle.

Dans le cas ou la dimensiar égale al, la fonction d’inclusion est minimale si nous ason
les deux conditions suivantes qui sont verifiées :
o La fonctionf est composée de fonctions continues.
o Toutes les variables sont monooccurences (c'esea-dlles n'apparaissent qu’'une
fois dansf) comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 2.6
Nous considérons ces quatre écritures de la fam¢ti

= i) =x(x+1)
fL(x)=xXxXx+x
» ) =x%+x

1

F60 = (x+3) =

L’évaluation de ces quatre fonctions dans le pvE=|— 1,1] donne les fonctions
d’inclusion naturelle suivantes :

" [fu I(xD = [-2,2]
" [fu I(xD = [-2,2]
" [fus I(IxD = [-1,2]
" [faa I([IxD) = [-0.25,2]
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Nous remarquons a partir des résultats trouyés,la taille des intervalles obtenus par ces
guatre fonctions d’inclusion naturelles, dépend’eepression utilisée pour I'écriture de la
fonctionf. La fonction d’inclusior{f,,, ] est la fonction d’inclusion minimale car I'inteiNe
obtenu est le plus petit et la fonctifrsatisfait les conditions citées auparavant, c'afitéla
continuité et le nombre d’occurrences des vargable est égal a 1.

a.3) Fonction d’inclusion moyenne

Soit la fonctionf : D ¢ R™ —» R™ de class€'(D) et un pav§x] < D et un point
X, € [x]. La fonction d’inclusion moyenne gieest donnée par la relation suivante :

Uml(xD) = f (%) + Up I(xD([x] = x0) (2.25)

avec [Js] est la fonction d'inclusion du jacobien geet le pointx, est pris généralement
comme le milieu déx] (x, = mid([x])).

Si la fonction f est une fonction scalaire a une seule variables dsofonction d’'inclusion
moyenne est calculée par:

[fnl(®) £ f (x0) + [f' I(xDE — x,) aveck € [x] (2.26)
a.4) Fonction d’inclusion de Taylor

La fonction d’inclusion de Taylor [Hansen, 199t une généralisation de la fonction
d’inclusion moyenne, ce type de fonction est obtenwitilisant un ordre de dérivation plus
élevé. La fonction d’inclusion de Taylor de secondre est donnée par la relation suivante :

Ur 1(0xD) 2 f (x6) + T (2o ([x] — x0) + %([X] — xo)" [H (1([xD([x] = x,) (2.27)

avec
J ¢(x,) est le jacobien d¢ enx, et [Hf] est la fonction d’inclusion du Hessien de la
fonction f .

Afin de montrer la meilleure représentation pae fonction d’inclusion, nous allons, dans
'exemple suivant , comparer les fonctions d’inaumsnaturelle, moyenne et de Taylor d’'une
fonction donnée sur un intervalle.
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Exemple2.7

Soit la fonctionf = x(1 — x), nous allons calculer les fonctions d’inclusiontunelle
moyenne et de Taylor dans le pdx¢ = [0,1]

Les résultats obtenus pour les trois fonctionsoilision sont les suivants :
= La fonction d'inclusion naturelle déest :

[£.]([x]) =[ 0.0000, 1.0000]
» La fonction d'inclusion moyenne deéest :
[£n]([x]) =[ —0.2501, 0.7501]
= La fonction d'inclusion de Taylor dfeest :
[f71([x]) =[ 0.0000, 0.2501]
Selon les résultats obtenus, nous pouvons canglue la fonction d’inclusion de Taylor est
moins pessimiste que les fonctions d’inclusion nmoyge et naturelle. Donc afin de réduire
I'effet du pessimisme, la meilleure représentatsnl’utilisation de la fonction d’inclusion de

Taylor.

b) Propriétés des fonctions d’inclusion
Nous allons citer ci-dessous les propriétés suagant

b.1) Monotonie d’'une fonction d’inclusion

La fonction d’inclusion[f] est dite monotone au sens de l'inclusion [Mooig66] si la
relation suivante est satisfaite :

[x] = [yl = [f 1(AxD < [f I(yD (2.28)

b.2) Convergence d’une fonction d’'inclusion

La fonction d’inclusion de[f] est convergente [Moore, 1966], si pour touteesuit](k)
Nnous avons:

limyeco w([x]()) = 0= lim w([f]([x](K)) = 0 (2.29)
Pour un intervalléx] dégénére, la fonction d’inclusion est égale a tecfion en elle-méme

F1AxD = [f 1) = f(x) (2.30)
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b.3) Ordre de convergence
L'ordre de convergence de la fonction d'inclusjg | est le plus grand entiertel que :

3B > 0| (w(lf 1(xD) = w(f ([xD)) < Bw([xD* (2.31)
* a estégale al'infini si la fonction d’inclusiontesinimale.
* a > 1 silafonction d’inclusion est naturelle (convange linéaire).
* (a = 2) si la fonction dinclusion est moyenne ou de Tayl@onvergence
guadratique).

Exemple 2.8[Jaulin et al., 2001]
L’exemple suivant donne un comparatif de I'éadilon des fonctions d’inclusion de la
fonctionf = x? + sin(x) dans deux intervalles de largeur différente :

[l =2 2 et[x] = [ =

avec w([x;]) > w([x,]) etle pointx, Vvérifie :
xo = mid([x,]) = mid([x;])

Un comparatif de la normalisation qui définit langergence d’'une fonction d’inclusion est
calculée, donnée par:

w([f 1(xD) — w(f ([xD) (2.32)
Les résultats sont résumeés dans le tableau suivant
Le pavé [x1] = [2n/3 4m/3] [x,] =[997/100 1017/100]

Fonction d'inclusion naturelle| [ 3.5204, 18.4120] [ 9.6417, 10.0993]
[l (XD
Fonction d'inclusion [ 1.6202, 18.1190] [ 9.7016, 10.0375]
moyenngf, ] ([x])
Fonction d'inclusion de [4.3370, 16.9737] [9.7036, 10.0365]
Taylor{ fr]([x])
Fonction d'inclusion [5.2525,16.6799] [9.7046,10.03657]
minimale[f]*([x])

w([fal([xD) = w(f ([xD) 3.4641 0.1256

w([fin]([xD) —w(f([xD) 5.0713 0.0039

w([fr1(xD)) — w(f([xD) 1.2091 9.9212 107*

w(([fT"([xD) —w(f ([xD) 0 0

Tableau 2.1 :Comparatif des fonctions d’inclusion flesur deux paves différenis; | et[x;]
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D’aprés les résultats du tableau 2.1, nous rgnmoams que I'évaluation des fonctions
d’inclusion dans[x,] sont meilleures que celles dans linterv@llg] , ceci est relié a la
largueur de l'intervalle considéré. Donc pour usuttat meilleur, il faudra avoir une largeur
de paveé petitéw([x,]) < w([x1])).

Et en comparant la taille (2.32), le résultat t®yar I'utilisation de la fonction d’inclusion
moyenne et de Taylor est meilleur que celui obteaula fonction d’inclusion naturelle, car
la convergence quadratique est meilleure querdaargence linéaire.

2.3.5 Partitionnement de pavé

Le partitionnement de pavé est 'une des tealesgour réduire le pessimisme di a l'effet
d’enveloppement d’'une fonction d’inclusipfi] [Videau, 2005].

L’évaluation d’'une fonction d’inclusion désur un sous-pavage de] qui est donné par
'union des pavégx;] de[x] donné comme suit :

[x] = Uizalxi] (2.33)
est calculée par la relation suivante :
Ui [F 1D 2.34)

De plus, si la fonction d’'inclusiofy] est monotone au sens de linclusion c'est-a-dite,
vérifie :

[F 12D < [f 1AxD, vi € {1,..,n} (2.35)

alors
[F1CxD) 2 U [F1([xD (2.36)
Le partitionnement du pavé] donné par :
[ = ([, 2] x [z, ] X o [ 2] X o [, X, ])

suivant la directionk € {1, - -,n} permet de générer deux paveés :

el = (o ®] % [ Bl 3o [0, 255 o [, o ) (2.37)
Pal = ([, %] % [, %] - ox [ 2225, 5| xe - ox [0, %, ) (2.38)
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La direction optimalé peut étre déduite a partir critere d’optimalité suivai :

k = arg (maxie{lj...,nx}(D(i))) (2.39)
D(i) est la fonction métrique qui est choiselon plusieurs manieres, nous trouv par
exemple dans [Moore, 1962].

D (i) = w([x]) (2.40)
Exemple 2.9

Dans I'exemple (2.4précéder, nous effectuons upartitionnement du pav(x] (2.14) par
bissection de celui-guivant la directiok = 2, ceci donne :

~ [—1,0] [—1,0]
lx] = ([[12(])]) =lvbel={1, ﬁ] gl | s 2,2]

2 2

Par la suite, nous évaluora fonction d’inclusior(la fonction considérée e[Y] donnée par
(2.16)) sur les pavds],[x;] et[x,], nous obtenons Idsnctions d’inclusion suivante :

« D = (1)
= [F1x]) = ([5113;])
. [f]([x2]):([f§2])

Les pavés trouvésont représentés dans la figur-dessous :

35 ! | ! | | !
e T ——— S —— -

7 SRR M. U SN S U Ut SR -

Figure2.2 Evaluation defonctionsf ([x]), [f 1([x1]), [f 1([x2]) et[f 1([x]D)
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Donc, d’aprés les résultats obtenus, nous clomstaue le partitionnement du pdwé en
[x;] et [x,] aide a réduire l'effet du pessimisme qui est, dange cas, di a l'effet
d’enveloppement de la représentation réé¢llex]) représentée par le parallélogramme en
rouge dans la figure2.2. Nous avons l'inclusiorvante qui est vérifiée :

f(xD e CIf 1AxD v If 1Ax2D) < [f 1(xD (2.41)

2.4 Algorithmes ensemblistes

Dans cette partie, nous allons citer quelques igoes ensemblistes utilisant comme outil
le cacul par I'arithmétique des intervalles, comfimversion ensembliste par I'arithmétique
des intervalles et les algorithmes s’appliquank @ntracteurs qui seront expliqués a travers
des exemples.

2.4.1 Inversion ensembliste par I'arithmétique des intenalles

Soit une fonction vectoriellé: R™ — R™ , 'image inverse d’'un ensembleest donnée
par 'ensemble suivant :

X={x€eX|f(x) €Y} =Ff1Y)NX, (2.42)

Avec X, c R™ est le domaine initial de recherche des solutibessembleY ¢ R™» est
connue a priori, sachant aussi que la foncfigreut ne pas étre inversible au sens classique.

L’image inverse est réalisée grace a plusielgarighmes, citons par exemple, I'algorithme
SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis) [Janliet Walter, 1993] et [Walter et Jaulin,
1994].Cet algorithme consiste en réalité a une apration par encadrement de
'ensembleX (présentation ensembliste vue dans le premieritteap

La technique peut étre expliguée de la manianeaste : partant de I'ensemble initial de
recherche&X, et en effectuant I'opération de partitionnementlui-ci, nous obtenons trois
sortes de pavés : le premier est 'ensemble deéspacceptables noté péll’encadrement
intérieur deX) , le second est I'ensemble des pavés inacceptablie dernier est I'ensemble
des pavés ambigus noté A.

Les pavés ambigus sont a leurs tours partit®noéqu’a en n'avoir que des paves
acceptables. Une limite pour le sous pavage estidéfar un pavé ne peut étre partitionné a
l'infini. Cette limite est appelée précision de s@avages;.

Alors, I'encadrement de I'ensembie est donné par la relation suivante:

XcXcXUAX (2.43)
avec XUAX est 'approximation extérieure de 'ensemkle
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Test d’inclusion

C’est le test d’inclusion qui permet de concluraisipavé est acceptable, inacceptable
ambigu.A partir de la fonction d’inclusio[f]([X]) et pour un paveé initidl,], nous avons :

1. [f1([x]) €Y = [xo] € X :le pavfx,] est acceptable.

2. [fl(xoDNY =0=[xo] N X

3. [f1([xo) NY # @ : le pavé [x,] est ambigu.

Exemple 2.10

. le pavdx,] est inacceptable.

Dans I'exemple suivant, nous cherchons a caraetétisnsembleX par encadrement.

L’ensemble est donné par :

X={x€eX) x2+x2€Y}=f1Y)nX,

avec

Xo = (x1,%)T = ([-2,2],[-2,2])T dansR? est le pavé initial de recher, Y est donné a

priori par le pavé[1,2].

La caractérisation de I'ensemtX est un pobléme d’inversion ensembli: et sa résolution
avec l'algorithme SYIA grace au simulateur réalisé par Luc Jau simulateu : analyse par
intervalle » (Annexe Aest donné par la figure suivante avec différeptésision :

o

IEEEE

ShEmERNT
e |

T T I

e e
F ettt T 11

=
22|

TR
e

Ensembles de pavés générés
I'algorithme SIVIA pourn = 0.01

Ensembles de pavés générés p
SIVIA pourn = 0.05

ar Ensembles de pavés gén:
par SIVIApou n = 0.1

Figure 2.3: Caractérisation d¥ par I'algorithme SIVI£
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X est encadré par un encadrement intérieur quiepsésenté par les pavés rouges dans la
figure2.3. L’encadrement extérieur est représeatél’'union des pavés ambigus de couleur
verte et des pavés acceptables de couleur rouge.

Le tableau suivant donne le nombre de pavés géparé&lVIA pour trois précisions :

précision | Nombre tota] Nombre des pavés | Nombre des pavés | Nombre des pavés
des pavés solutions (rouge) intermédiaires (vert) | exclus (bleu)

n = 0.01 6092 1060 3704 1328

n = 0.05 1468 212 920 336

n= 0.1 704 92 456 156

Tableau 2.2 :Nombre des pavés obtenus pour trois différentésigions

Nous remarquons d’apres les résultats du taldeau tracé de I'ensemble par la figure
2.3,que reduire la précision de sous pavageplique forcement un nombre de pavés générés
par le partionnement qui est plus élévé et noussun meilleur encadrement de I'ensemble
X.

2.4.2 Les contracteurs

L’outil de contraction ou de réduction est apparcause de la difficulté rencontrée lors des
opérations de bissection d’'un pavé, par exempls talgorithme SIVIA pour un nombre de
directionk = 20, on aura a fair@?® = 1048576 bissections. Cet outil permet de réduire le
nombre de bissections a effectuer.

L'une des applications congue pour cette technigsie « INTERVAL PEELER » (voir
Annexe A).

Définition 2.8 [Jaulin, 2004]

L’'operateur Cyx:IR™ — IR™ est un contracteur pour le sous ensemble &lage IR" s'il
satisfait les propriétés de contractance et de tEoge suivantes :

Cx([x]) < [x] (contractance)

Cx(xXDNX =[x]nX (complétude) (2.44)

v[x] € an,{

Les propriétés suivantes sont définies :

Cx estmonotone sifx] c [y] = Cx([x]) c Cx([y]).

Cx est minimale si[x] € IR™, Cx([x]) = [[x] N X].

estfinsi ¥vx € R",Cxy({x}) = {x} n X.

Cx estidempotent sW[x] € IR", Cx(Cx([x])) = Cx([x])

Cyx est dit convergent si : pour tous poinmtst pour toute suitpc](k) on a :

VVVVY
S

[x](k) = x = Cx([x](K)) — {x} N X
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a) Projection de contraintes

L’objectif et le principe de cet outil sont donngar 'exemple ci-dessous qui illustre la
définition de valeurs consistantes et inconsistante

Exemple 2.11

Soient trois variables,y et z appartenant aux domaines qui sont des intervalles
[1,5],[2,4] et[6,10] respectivement et soit la contrainte suivamte=:x + y

La valeur dez = 10 estinconsistantecar V x € [1,5],Vy € [2,4], x+y # 10 et |la valeur
1 pourx par exemple est ausaconsistantecar vV z € [6,10|,Vy € [24], 1+ y #z

L’objectif de la projection de contrainte est ldcah du plus petit pavé qui contient toutes
les valeurs consistantes.

b) Quelques algorithmes de projection de contraintes

Afin de projeter un ensemble donné, nous consiéci-dessous quelques algorithmes qui
peuvent étre utilisés :

L’algorithme PPLUS (sorties : [x], [y], [z])

[z] = [z] n (Ix] + [yD;
[x] = [x] n ([z] = [yD; (2.45)
[yl =yl n(z] = [x])

L’algorithme PMULT (sorties : [x], [y], [z])
[z] = [z] 0 ([x] * [yD);
(] = [x] n ([2] % 55) (2.46)
1= 10 ([ 5);

L’algorithme PEXP (sorties : [x], [¥], [z])

] = [y] 1 Cexp (Ix]);
[x] = [x] n (log ()); (2:47)

Pour I'exemple 2.11 I'ensemb#ea projeter est donné par I'ensemble suivant :

S ={(x,y,z) € [1,5] X [2,4] X [6,10]] z = x + y} (2.48)

La méthode pour la projection de basée sur«lalgorithme PPLUS » est donnée ci-
dessous :
z=x+y = z€[6,10]n ([1,5] + [2,4]) = [6,10] N [3,9] = [6,9]
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x=z—y = x €[15]n([6,10] — [2,4]) = [1,5] n[2,8] = [2,5]
y=z—x = y€|[24]n([610] —[1,5]) =[2,4] n[1,9] = [2,4]

c) Propagation de contraintes

Afin d'illustrer la technique de propagation de tamtes nous donnons en premier lieu la
définition d'un CSP (probléme de satisfaction detraintes).

Définition 2.9

Un probleme de satisfaction de contraintes (GSPfompose :
» D’un ensemble de variabley .= {x;, x5, ...., x,,}
» D’un ensemble de contrainte€ = {C;, Cs, ..., C;,,}
» D’un ensemble de domaines d'intervallgix; ], [x,], ..., [x,]}

c.1) Principe de la technique

Le but de la technique de propagation de contraiatt de contracter les domaines des
variables le plus possible sans perdre aucune@olut

Le pave[x] est défini par le produit cartésien de tous se=valles et par santersection
répétéeavec les contraintes:

[x] N G (2.49)
avec, M est l'intersection répétée (square intersectiom)letest commutative.

Le principe de contraction du domaing est donné par :

((([x]ncp)ncCy)n...nCp)NCy)NCy) (2.50)
jusqu’a I'obtention d’'un paveé réegulier appelé «rdixe ».

Etant donné: variablesx,, x,, ...., x,, liées am contrainte<, C,, ..., C,, , NOUS SUPPOSONS
que chaque variable (i = 1...n) est associée au domaihecw, +o[ et ceci si les variables
ne présentent pas d’'informations.

Le principe de propagation de contraintes d’intbega(ICP :Interval Constraint Propagation)
est d’exécuter la procédure de projection poure®ués contraintes et cette opération est
répétée jusqu’a ce qu'’il ne reste plus de coneaignificative a exécuter.
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Nous illustrons cette technique par I'exemple swiva
Exemple 2.12
Soient les trois contraintes suivantes :

(€): y=x°
(C): xy=1
(C3):y=—-2x+1

Le domaing—oo, +o[ est associé a chaque variable. La propagatioristerésune projection
de toutes les contraintes jusqu’aquilibre

Les résultats sont donnés ci-dessous :
(C)):  y€]—oo,+oo[* =[0,+00[

(Cy): x € [0, oo
(C3): y€[0,+o[N(—2[0,+[+ 1) =[0,+c0[N]—,1] =[0,1]

;wmﬁﬂﬂesm”() [ﬂ

(©): yeloalno, ] [04]

(Cy): xE[O,%] n—l=

= [0, +oof

Donc, nous sommes arrivés au point fixe qui esskenble videp dans notre cas, ou nous ne
pouvons plus continuer la propagation.

c.2) Probleme de consistance locale
Si on a deux contracteurs minimati, Cs, des deux ensembl§s et S, respectivement

alors la relation suivante :

Cs=Cs 0 Cg 0Cs 0C3, 0 (2.51)

représente le contracteur de I'ensem$jlen S, , mais ce contracteur peut étre non optimal.
Ce phénomene est connu sous le nom de consistarate. |
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Nous illustrons cet effet par I'exemple suivant :
Exemple 2.13
Soient les deux CSP suivants :

X1 +x, =0 X1 +x,=0
x1—x,=0 X1 —2x,=0
CSPL:A o e [=10,10] CSPZ:\ o e [=10,10]
x, € [~10,10] x, € [~10,10]

La contraction du problémeSP1 est donnée par :
X1 =% M (—x2)
Xz = X T (—%1)
X1 =x1 1 Xy
Xy = Xo M Xxq
Avec
M : est l'intersection répétée.

Cette contraction donne toujours les deux domaines [—10,10] etx, € [—-10,10] , nous
concluons alors que le contracteur est non optiahc nous avons le phénomene de
consistance locale qui se produit pour ce CSP.

Or pour le problem€SP2 , la contraction est donnée par :

X =%, 1 (= x3)

X, = Xz M (—x4)
4351 =x1 M (2 x3)

Xy =X I (§x1)

Les résultats de la contraction pour une interseatépétée de 20 itérations sont donnés ci-
dessous :

x, € [-0.1908 107%, 0.1908 1074

x, € [—0.9537 107°,0.9537 107°]

c.3) Solutions apportées au probleme de consistance l¢éea
Des solutions au probléme de consistance localkecgiérs ci-dessous :

= |’ajout de contrainte redondante

Lors de la présence de l'effet de consistancalédodans un CSP donné, la propagation des
contraintes est incapable de le contracter. Aféviter ceci, des contraintes redondantes sont
ajoutées au probleme. Ces contraintes peuventd&secompositions des contraintes du
probléme principal.
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» Décomposition en contraintes primitives

Pour des contraintes complexes, la décomposiéoncontraintes primitives s’avere
nécessaire pour la contraction, I'exemple suivaohine la maniere dont les contraintes sont
décomposeées en contraintes primitives.

Exemple 2.14
Soit le CSP suivant :

x € [-1,1]

y € [-1,1]

z € [—1,1]
x+sin(y) —xz<0

CSP:

La décomposition en contraintes primitives de lat@nte duCSP donne :

( a=sin(y) ye[-11] , a€]—-o,+oo|

I b=x+a x€e[-11] , b € |—o0, 400
4 c=xx*z z€[-11] , cE€]—oo,+o|
L d=b—c d € ]—o0, 0]

d) Infaillibilité d’un probléme de satisfaction de cortraintes

Un CSP est dit infaillible, si 'ensemble soluticest le produit cartésien de tous ses
domaines. Pour montrer qu'un CSP est infailliblesuifit de montrer que sa négation est un
ensemble vide comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 2.15

Soit le CSP suivant :

V={xy}
csp: D = {[x], [y}
C={(xy)<0,g(xy) <0}

Le CSP est infaillible si
Vx€[x,Vy€elylf(x,y) <0etg(x,y) <0
C'est-a-dire sa négation va Vvérifier:
{oy) elxIxyLIf(xy) >0 ou glx,y) >0} =0
Ou bien avoir:

{(x, ) € [x] x [y], Imax (f(x, ), g(x,y)) > 0} = @
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Cette procédure est accomplie efficacement emsauil la technique de propagation de
contraintes.

e) Algorithme de propagation-rétropropagation

Cet algorithme sélectionne des contraintes pikies pour effectuer la contraction dans un
ordre optimal. La contraction est faite selon |het@les domaines obtenus.

Exemple 2.16

Soit le CSP suivant :

V = {x1, x5, %3}
CSP D = {[x1], [x2] [x3] }
C = {f(x) = x; exp(x;) + sin(x3) € [y]}

Les étapes de I'algorithme de propagation-rétroggagion sont les suivantes :
La 1% étape correspond & I'écriture du CSP sous forme deraies primitives.

La 2°™ étapeest I'écriture des contraintes dans un contexterahliste (c'est-a-dire le
remplacement des variables par leurs domaines pes)aet en méme temps effectuer la
propagation des contraintes définie auparavant.

La 3°™ étapeconsiste a effectuer la procédure de rétropropamati

Nous aurons alors :

1% étape :
a; = exp(x;)
a, = x,a,
a; = sin (x3)
yi=a;+az
2°Métape :
1.[a;] = exp([x2])
2.[az] = [x1] [a4]
3. [as] = sin ([x3])
4.[y] = [yl n ([az] + [a3])
3FMétape :

Si[y] obtenu a I'étape 4 de la deuxiéme étape est wenis vide, alors le CSP ne possede
pas de solution. Il faudra donc effectuer la procédde rétropropagation. Cette derniere
consiste a calculer les difféerents domaines du &$SPartant de I'étape 4 en arriere comme
suit :
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5.[az] = ([y] — [a3]) N[a;]
6.[as] = ([y] — [a;]) N[as]
7.[x3] = sin"'([as]) N [x3]
8.[a1] = ([az2]/[x:]) N [a4]
9. [x1] = ([az]/[a:]) N [x1]

10. [xz] = log ([a:]) N [x2]

f) Quelques applications des contracteurs

Nous allons présenter dans cette section deummrs d’utilisation des contracteurs, le

premier exemple est appliqué a la stabilité robestee deuxieme exemple a I'estimation a
erreurs bornnés.

f.1) Exemple d’'application a la stabilité robuste

L’exemple suivant [Jaulin, 2004]llustre I'application des contracteurs a la stiabil
robuste.

Le probléme consiste en une moto roulant a unesateonstante et faible de1/s. L’'entrée
du systeme est I'angl® du guidon et la sortie est I'angle de roghigle la moto.

Pgls) + a; + 038 8(s) 1 @ (s)
4’Q—" Ts+1 [T 7 s?—a, |
P

(1+25+k %) *——

Figure 2. 4 :Systéme corrigé en boucle fermée

1

s2—aq

La fonction de transfert du systeme en boucle devest ¢(s) =

0(s)

La vitesse de la moto étant faible, alors I'effgtagcopique qui maintient la moto stable a
vive allure a été négligé et le systeme est dostalire.

Afin de commander I'angle de guidon, un régulateéer?" ordre est inséré, sa fonction de
transfert est la suivante :

065) = 22 (4 (5) = ()
Ou:

¢4 : Angle de roulis désiré.
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¢m : Angle de roulis mesuré.

L’angle de roulis mesuré,, n’est pas exactement I'angle réelde la moto, il est relié a
celui-ci par la relation suivante :

Om(s) = (1+ 25 +k s2) ¢(s)
Donc,¢,, est une composition d’angle, de vitesse et d’&ca8ébn.

La fonction de transfert en boucle fermée du systeanrigé est donné par :

a, +aszs

PO = T TGS D F (@ + (A + 25 T K 59)

0(s)

Les coefficients du capteur et du régulateur gdonnhés sous forme de domaines :
a, €[889.2],a, € [2.8,3.2], a3 €[0.8,1.2],7 € [1.8,2.2], k € [-3.2,—2.8]

Le polynédme caractéristique du systeme est le stiiva

(s2—a)Es+ 1)+ (a, +a3s)(A+2s+k s?) =a3s®+a,s?+a; s + a

avec :

a3 =T +azk, ay=a,k+2a3 +1,a =a; —a; 7+ 2a, etay =—a; + a,

La table de Routh est donnée ci-dessous :

as a;
a, o
a, a,; —as ay 0
b =
a
a, 0

Tableau 2.3 :Table de Routh

a; a;—as Qo

Le systeme est dit stableas, a,, et a, ont le méme signe.

a;
Soit quatre nombres,, b,, b5, b, . Ces quatre nombres sont de méme signe s’ilBersri
min(by, by, b3, by) > 0
ou
max(by, by, b3, b,) <0

ou bien :

max(min(by, by, bs, by) , —max(by, by, b3, b)) > 0 (2.52)

E




Chapitre2 : Arithmétique des intervalles

Dans I'exemple de la moto, en utilisant la pregg de linfaillibilité du CSP, il revient a
démonter que la négation de (2.52) est toujowssk C'est-a-dire que la stabilité robuste du
systeme est vérifiée si:

3 241 € [al]l3 a; € [aZ]r3 a3 € [a3]r37’— € [T]rak € [k]
max(min(as, az, ag, b), —max(as, as, ag, b)) < 0 (2.53)
est toujours fausse.

Le CSP de la stabilité robuste ce traduit par :

( v ={ay,a4,a,,a3,b,ay,a,, a3, T, k}

( Cliaz =1 +azk

C2:a, =a,k+2a; +1

C3:ay =a3 —a1 T+ 2a,

CSP:< C:+ Cdiag = —a; + ay (2.54)

a, a;—asz a
C5:p =Bk
az

\C6: max(min(a3, a,,aq, b),—max(as, a,, a,, b)) <0

\ D ={[ac], [a1], [a:], [as], [b], [ 1], [ @2), [ @3], [7], [K1}

La solution du CSP est facilement résolu sufUAB qui nous donne un ensemble vide.
Donc la stabilité robuste du systeme est vérifié@nme nous pouvons aussi utiliser
INTERVAL PEELER (Annexe A).

f.2)Application a I'estimation a erreur bornée

Soit le circuit électrique représenté par la figtirdessous [Jaulin et Chabert, 2008] :

)

UlT R1

U% R2
_|_

Figure 2.5 : Circuit électrique comprenant une pile et deuxstésices en séries.

Ce circuit est composé d’'une pile délivrant teesionE , de deux résistancdsl, R2 en
séries dont les tensions aux bornes sont respewivé/1, U2. Désignons paf le courant
circulant dans le circuit et p&la puissance délivrée par la pile.
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Des mesures ont été prises pour chaque varialdse. nesures se représentent par des
relations d’appartenance a des intervalles. Noosswslors les relations suivantes :

E € [23V,26V],1 € [44,84],U1 € [10V, 11V], U2 € [14V,17V], P € [124w, 130w]

Aucune information connue concernant les résissRt, R2, mais elles sont prises
positives. Alors leur domaine d’appartenance ssuitgar I'intervalle[0, +oo[

Les contraintes du CSP, que nous allons donaetgpsuite, sont prises en tant que les
relations électriques reliant les différents congmts.

Alors le CSP se traduit par :

v ={E,1,U1,U2,P,R1,R2}
D = {[23V, 26V], [44, 84], [10V, 11V], [14V, 17V], [124walts, 130walts], [0, +oo[, [0, +oo[}
( Cl:P=ExI
C: C3:Ul =R1x*1
k C4:U2=R2%1
\

C5:E=U1+U2

Dans ce CSP, nous remarquons que la contr@ihtest redondante, car celle-ci peut étre

retrouvée en utilisant la contrainte,C4 etC5, ce qui rend la résolution du CSP plus
performant.

La solution du CSP est résolue en utilisant I'dtipone de propagation suivant :

1. PPLUS(sorties : [R], [R1], [R2])
1. [R] = [R] n ([R1] +[R2]);
2. [R1] = [R1] n ([R] = [R2Z]);
3. [R2] = [R2] n ([R] = [R1]);

2. PMULT(sorties : [P], [E], [1])

4. [P] = [P] n ([E] * [1]);

5. (1= 1] ([P]+ 55)

6. [E] = [E] n ([P] )
3.PMULT(sorties : [E], [R], [I])
[R] * [1D);

4. PMULT (sorties : [U2], [R2], [1])
10.[U2] := [U2] n ([R2] * [1]);
11.[1] = 1] n ([UZ] *L)-

[R2]/’
12.[R2] == [R2] n ([U2] * [—h)
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5.PMULT(sorties : [U1], [R1], [I])
13.[U1] = [U1] n ([R1] = [I]);

14.1] = [1] n ([U1] [R—lﬂ)

15.[R1] = [R1] n ([U1] + )

6. PPLUS(sorties : [E], [U1], [U2])
16.[E] = [E] n (JU1] + [U2]);
17.[U1] = [U1] n ([E] — [U2]);
18.[U2] = [U2] n ([E] - [U1D);

Les résultats obtenus sur INTLAB pour les varialalees contraction sont les suivants :

R1 =[ 17692 Q, 23065 Q]
R2 = [ 24769 Q, 3.5646 Q]
I = 476924, 5.6522A4]
Ul = [ 10.0000V, 11.0000 V]
U2 = [ 14.0000V, 16.0000 V]
= [ 24.0000V, 26.0000 V]

[ 124.0000w,  130.0000 w]

Ainsi, les domaines obtenus pour les deux résistRt et R2 sont réduits et nous avons
aussi une contraction pour les variable82 et E pourtant celles-ci sont accessibles a la
mesure.

Nous n’avons pas de changement ppetU1.

2.5 Résolution des systémes algébriques linéairesmdarvalles

Dans cette partie, nous allons illustrer ledédiintes méthodes pour la résolution des
systemes d’équations lineaires a intervalles. NdéBnissons pour cet objet la matrice
intervalle, la matrice de comparaison, la M-matetda H-matrice dont nous avons besoin
dans les différentes méthodes.

Par la suite, une méthode de résolution dand MBTest présentée et un exemple d’'un
systeme algebrique lineaire a intervalles est vésolutilisant les differentes méthodes .

Définitions 2.10[Hargreaves, 2002]

 Une matrice intervalle est une matrice dont lesmélés sont des intervalles.
L’ensemble de toutes les matrices intervalles défihies dans I'espad@™ ™.

* Une matrice de comparaison d’'une matdcenotée(A4) est obtenue en remplacant les
éléments de la diagonale de la matdcgear :
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(A);; = min{|a|, a € A;;} (2.56)
et les éléments hors diagonale par :
(A, = —max{lal,a € Ay}, k #i (2.57)

« Une matriced est dite une M-matrice si et seulement sila i@lassuivante est
vérifiée :

Vi#j,Aj<0et3Iu ERAu>0 (2.58)
* Une matriced est dite une H-matrice si sa matrice de comparasbone M-matrice.
2.5.1 Définition d’'un systeme algébrique linéaire a intevalles
Un systeme algébrique linéaire a intervalles ess $oforme :
Ax =b (2.59)
Avec
A est une matrice intervalle dans I'espd@&"™" .

b est un vecteur intervalle dah®".
L’ensemble solution du systéme algébrique linéaimgervalles est le suivant :

Y(A4,b) ={x: Ax =b pour A € A;b € b} (2.60)
Exemple 2.17
Soit le systéme algébrique linéaire a intervallésantAx = b
avec
A= ([—1,0] B (e (2.61)

L’ensemble solution);(4, b) est représenté dans la figure 2.6 par 'ensembleoage et
'union de tous les ensembles solution qui est pat® )'(A4, b) est représenté par le paveé en
trait bleu discontinu. Cet ensemble encadre latswl réelle.
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5r T(A, ) : Solution réelle

Figure 2.6 : Exemple montrant 'encadrement extérieur de latswi réelle). (4, b) par
'ensembleu }.(4, b) qui est un vecteur intervalle.

2.5.2 Méthodes de résolution des systemes algebriquesdaires a intervalles
a) Méthode de Krawczyk[Hargreaves, 2002]

Le systéme algébrique linéaire a intervalles= b peut étre résolu en prenant comme pré-
condition que celui-ci est multiplié par une magric € R™™ . Celle-ci est prise comme
l'inverse de la matricémid(A)) avec le produit des deux matricéset A forme une H-

matrice.

Nous supposons qu’un vecteur intervadfé est connu tel que :

U Z(A, b) € x®

Alors
Ab=Ch+ (I—-CA)A*h € Cb+ (I — CA)x®
VA€ AetVh ona:
UY(A,b)c x® =UX(4,b) S ((Cb+ (I —CAxD)nxD) (2.62)
Ce qui donne l'itération di€rawczyk :

x@+D = (Ch + (I — CA)xD) n x® (2.63)
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Pour commencer litération, nous avons besoin decteur initialx(®) tel que la solution
x€x©® etx@® 2 (U4, b)).
Le vecteur intervalle initiat(®) peut étre choisi de la maniére suivante :

x© = ([-a,a], .., [-a, a7 (2.64)

_ lIc Allo _ e
Avec, Q—W etp = ”I—CA” <1
Le critere d’arrét pour cette méthode est basd évolution de la somme des rayons des
éléments du vecteur intervalté?). Dés que cette somme n’évolue plus ou diminueteant,
on arréte le critere.
La somme de ces rayons peut étre calculée apasgie itération et comparée a la somme
précédente. Cette somme est donnée fat sum (rad(x(i))). Initialement, elle prend la

valeur de S, = o et nous définissons un facteMr = (1 + B)/2.
Le critéere d’arrét est alors donné comme suit :

Tantque X M S,
x@D = (Ch+ (I — CAxD) nx®
SO: == S
S := sum (rad(x(i)))

Cette méthode est donnée par la fonction kraw.reldppée sur INTLAB (Annexe B).

b) Méthode de Hansen-Bliek-Rohn-Ning-Kearfott-Neumaie[Hargreaves, 2002]

L’ensemble solution U }.(4,b) du systéme algébrique linéaire a intervalles dopag
Hansen est calculé dans le cas muid(A) est une matrice identité. Ce résultat a été aussi
retrouvé par Rohn et Bliek.

Ning et Kearfott généralisent le résultat dansale @ud est une H-matrice.
La méthode est basée sur le théoréme [Neumaie8] t88essous qui utilise la matrice de
comparaisofA).

Théoreme 2.1 Neumaier, 1999]
Soient4 € IR™™ une H-matrice et un vecteur intervalle dan&R™ :

u= (A>_1|b| etd; = ((A>_1)ii
et

u.
—— byl

a; = Ay~ b =7
l L
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Alors, U ).(4,b) estinclue dans le vecteudont les éléments sont donnés comme suit :

x(i) — bi+[_ﬁi'ﬁi] (265)

Ajit[-apa]
Cette méthode est donnée par la fonction hsolvarmexe B).

c) Résolution des systémes algébriques linéaires a eantalles par la fonction
« verifylss » de la toolbox INTLAB [Hargreaves, 2002]

INTLAB fournit la fonction Verifylss" [Hargreaves, 2002] pour résoudre les systemes
algébrigues linéaires a intervalle ou pour donnges bornes a la solution d'un systéme
ponctuel. Comme nous trouvons aussi la commandgei est équivalenta faire appel a la
fonctionverifylss.

La solution d’'un systéme linéaire a intervakss résolue avec la méthode itérative basée
sur l'opérateur de Krawczyk, mais la méthode diirdnte de celle décrite auparavant.
En utilisant comme pré-condition la matri€ejui est égale a :

C = inv(mid(A))

Une solution approximativer; est calculée par la multiplication de la matri€epar le
vecteur mid(b).

En appliquant I'équation (2.62) a I'encadremédfit de U Y (4,b — Ax,;) donne l'itération
résiduelle de Krawczyk suivante :

dD = (C(b—Axs) + (I —C AdD) ndD (2.66)
Exemple 2.18
Dans I'exemple suivant, nous disposons du systégébraque linéaire a intervalledx = b

Avec :
A =(on par) o = ()
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La solution du systeme algébrique linéaire a irgkeg, en utilisant les fonctions
« verifylss », « kraw » and « hsolve » décritesaaapant est donnée par le tableau suivant :

Méthode Krawczyk « kraw » Hansen-Bliek-Rohn-Ningj « Verifylss »
Kearfott-Neumaier « hsolve |»
Solution ([ —3.6474,4.7465] _ ([ —3.4697, 4.7328] _ ([ —2.0715, 4.6429]
- ([—3.1052 ,6.1843]) - ([ —3.9696, 5.5485]) = ([ —2.2143, 5.4286])
Temps de 0.000043 0.000064 0.000042
calcul (en s)

Tableau2.4 :Solution du systéeme linéaire a intervalle

On compare le temps de calcul et la précision @artrois méthodes, nous utilisons comme
type de machine : Intel(R) Pentium(R) Dual CPU.2B@ 2.20GHz, 960 Mo de RAM

Nous remarquons d’apres les résultats du tappeaice simple exemple, que la solution est
mieux encadrée par la fonction « verifylss » etel@aps de calcul est réduit en utilisant cette
méthode.

2.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentatioioutd fondamental qui est I'arithmétique des
intervalles pour la suite de notre travail. Ennpier lieu, nous nous sommes intéressés a
'arithmétique des intervalles ainsi qu’aux prirmix probléemes rencontrés lors de la
manipulation des intervalles. Nous avons soulignéait que nous manipulons des vecteurs
intervalles (pavés) engendre un pessimisme dd @ngohéne d’enveloppement ainsi qu’au
phénomene de dépendance. Nous avons remarqué ufilisant des fonctions d’inclusion
plus élaborées telles que les fonctions d’inclusimyenne et de Taylor contribuent a réduire
ce pessimisme. Pour le probléeme d’enveloppemengstilsouhaitable d’avoir recours au
partitionnement des pavés afin de réduire ce péssien Puis, nous avons présenté des outils
mettant en ceuvre l'arithmétique des intervallesrpmanipuler et caractériser de facon
approchée et garantie des ensembles de valeurss Beons présenté le principe de
inversion ensembliste par arithmétique des wadtes (SIVIA), souvent utilisé pour des
problemes non linéaires.

L’inversion ensembliste devient complexe dés lquiaille des pavés a partitionner devient
grande. Alors, la caractérisation d’ensembles mautraction vient en aide en utilisant un
principe de réduction ou de contraction basé ssirnieions de consistance. L'idée étant
d’éliminer, pour un domaine initial, des partiegsadnsistantes par rapport a une contrainte.
Cette approche permet alors, de réduire le tempgsldal de I'algorithme SIVIA. Nous avons
présenté des exemples d'utilisation des contragteur la stabilité et I'estimation a erreur
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bornée. Enfin, nous avons illustré des méthoddssautt la technique des intervalles pour la

résolution des systemes linéaires a intervalles.
Dans le chapitre suivant, nous allons aborderagetrle probleme d’éstimation d’état et ceci

en se basant sur 'outil de 'anayse par intergalle
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Chapitre3 :

Estimation d’état par I'arithmétiqud’intervalles

3.1Introduction

Mettre en application une stratégie efficacecdmmande exige souvent la connaissance
des variables d'état du systeme dynamique. Cependkams la plupart des applications, la
totalité des états du systéme ne peut pas étreréeed es états doivent étre estimés a partir
de ses sorties par l'intermédiaire d'un observat@état. Les premiers observateurs d'état qui
ont été développés, il y a plusieurs décenniesLpanberger [Luenberger, 1964] et Kalman
[Labarrer et al., 1993], peuvent reconstruire f'étan systéme dynamique en connaissance
parfaite des parameétres du modéle. Cependantatiqu®, le systéme peut comprendre des
incertitudes (sur les parametres, les conditiaitles du vecteur d’état, les perturbations et
bruit de mesure). Ceci est une limitation sériepear l|'application de ces observateurs
classiques puisque les solutions convergent vergestimation d’état biaisée.

Dans la plupart des situations, les incertisuder le systeme sont mal connues mais pas
totalement inconnues. En général, les limites sepérs et inferieures sont connues. Donc |l
serait intéressant de tirer profit de cette cossmice partielle pour obtenir une estimation
fiable. Afin de remédier a ces incertitudes, detandges approches ont été développées :

» La premiére est I'estimation d’état par I'approchelti-modele [Magill, 1965],
[Athans et al., 1977], [Banerjee et 8#077] et [Li et Bar-Shalom, 1966].

* Et la deuxiéme est I'approche par les observatedesvalles [Gouzé et al., 2000] ,
[Rapaport et Gouzé, 2003] , [Moisan et al., 20QRhissi et al., 2005], [Mazenc et
Bernard, 2010] , [Bernard et Gouzé, 2004] , [Mojs2007] , [Gouzé et al., 2000] ,
[Sauvage et al., 2007] et [Mazenc et Bernard, 011

L’approche multi-modéle fournit une estimatioletdt par combinaison des estimations
obtenues par plusieurs systemes avec différenteargades parameétres [Magill, 1965]. Cette
approche est en particulier adaptée aux procégesaaix multiples points de fonctionnement
[Athans et al., 1977], [Banerjee et al., 1977] p@wdant, la détermination du nombre de
modéles a considérer est un facteur difficile ca@caun nombre limité de modéles, les
informations fournies au sujet de la dynamique thc@dé sont insuffisantes pour obtenir
des estimations fiables. D’'un autre c6té, I'estiorapourrait étre inefficace avec un nombre
trop élevé de modeles. Cette inefficacité est duecipalement a la présence de modeéles
nommeés « modeéles inutiles » [Li et Bar-Shalom, 1966
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L’approche par les observateurs intervalles t@ ia@troduite pour tenir compte des
incertitudes caractérisant certaines classes deemsgs [Gouzé et al., 2000], [Rapaport et
Gouzé, 2003].Partant de la connaissance des bsupésieures et inferieures des incertitudes
des parametres, des conditions initiales de l'atastimer ou des signaux perturbateurs
(perturbations, bruit),la technique consiste a ewnr deux observateurs :

* Le premier (observateur inferieur) est construitlatbase des bornes inferieures des
incertitudes (parameétres, conditions initialestyrbations, bruit).

* Le second (observateur supérieur) est construitashase des bornes supérieures des
incertitudes (parameétres, conditions initialestyrbations, bruit).

L’estimateur de I'état du systéme est ensuiteutd@ a partir des inégalités différentielles
combinant les deux observateurs inferieur et sapgéri

Cette technique est largement utilisée dansiquts applications [Moisan et al., 2009],
[Raissi et al., 2005], [Mazenc et Bernard, 2010¢let a été particulierement exploitée avec
succes dans le domaine des procédés biologiquesdiBeet Gouzé, 2004] , [Moisan, 2007]
et [Gouzé et al., 2000].

Les observateurs intervalles sont construitaur pes systemes veérifiant une condition de
coopérativité. Un systeme est ddoopératif si les éléments hors diagonaux de la matrice
d’état (pour les systémes linéaires) ou la matiamobienne (pour les systemes non linéaires)
sont non négatifs [Gouzé et al., 2000].

Ce troisieme chapitre est structuré comme suit :

Nous allons introduire dans la section (3.2)descepts de base de la théorie classique de
I'estimation d’état des systéemes linéaires tempsariant (LTI) tels que la commandabilité,
I'observabilité et un rappel sur les observatelassiques.

Dans la section (3.3), nous allons redéfinictenmandabilité et I'observabilité pour la
classe des systéemes LTI en présence d’incertitgdeses parameétres des matrices des
systemes [Ahn et al., 2005] .

Dans la section (3.4.1), nous allons développavbservateur intervalle en se référant sur le
travail de [Sauvage et al., 2007]. Cet observagstirsynthétisé pour la classe des systémes
LTI a parameétres incertains. L’avantage qu’offreaeservateur par rapport aux observateurs
cités précédemment est que I'observateur final posgystéme LTI coopératif est obtenu par
superposition pondérée des deux observateurs doféret supérieur de I'observateur
intervalle. Un exemple d’application sera entremig un modeéle d'état d'un réacteur
chimigue continu.
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Cependant, cette condition de coopérativitéuast contrainte a la synthése d’observateurs
intervalles, car la plupart des systéemes physigede sont pas.
Pour un systéme linéaire stable en boucle ouverpeut toujours le rendre coopératif par un
changement de base temps variant et développebsanateur intervalle temps variant et
convergent en boucle ouverte [Mazenc et Bernartil]R@ans la section (3.4.2), nous allons
illustrer les étapes de constructions de cet obsewy, puis nous lI'appliquerons a un exemple
d’'un systeme stable en boucle ouverte (d’ordre)roi

3.2Revue sur les concepts de base de la théorie clgesi de I'estimation des
systéemes linéaires temps invariant

Dans cette partie, nous allons revoir les cotscele base de la théorie classique de
'estimation tels que la commandabilité, I'obsemitd des systemes LTI. Un rappel sur les
observateurs classiques est présenté.

3.2.1 Commandabilité

Soit le systéme linéaire temps invariant suivant :
x = Ax + Bu
{y =Cx + Du (3.1)

Oux € R™ est le vecteur d’état, € R™ est I'entrée de commande du systémes R? est le
vecteur des variables mesurées. Les matdcesR™ ", B € R™" et C € RP*™ sont des
matrices constantes. L'état initial est a une vatpielconquer, = x(t,) et nous supposons
gue la matrice directe est nu(le = 0).

Le systeme LTI est dit commandable si pour tonséancex; du vecteur d”etat, il existe
un signal d’entréer(t) d’énergie finie qui permet au systeme de passéfeatat x, a I etat
x;en un temps fini.

Il est possible que la commandabilité n’est ya#fiée sur tout le vecteur d”etat, mais elle
puisse néanmoins I'étre sur une partie de ses ceanpes, celles-ci sont dites variables d’état
commandables du systeme.

La commandabilité peut étre vue comme la pddsitde modifier les dynamiques d’un
modele en agissant sur ses entrées. Cette propeésé réfere qu'a I"etat et a I'entrée du
systeme. Il est donc clair qu’elle ne dépend que rdatricesA et B. Selon le critere de
Kalman, la pair€A4, B) ou le systemé3.1) est commandable si et seulement si :

rang(€) =nouC = [B AB ...A"1B] (3.2)

La matriceC est dite matrice de commandabilité.
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3.2.2 Observabilité

Le modele d’éta3.1) est observable si quel que sgitil existe un intervalle de temps fini
[to, t1] tel que la connaissance de I'entrde) et de la sortigr(t) sur cet intervalle permet de
reconstituer I'étak (t,).

Cette propriété peut aussi ne pas étre vésiigdoutes les variables du vecteur d’état, mais
sur une partie seulement, ces variables sontd¢s @bservables du systeme.
Selon le critere de Kalman, I'observabilité neelggen fait que des matricésetC. La paire
(A4,C) ou le systemé€3.1) est observable si et seulement si :

C
rang(0) =nou0 =| CA (3.3)
CAn—l
La matriceO est dite matrice de d'observabilité.

3.2.3 Définition d’'un observateur

Afin de donner le concept général de I'objectifun observateur dans un systéme donné,
nous considérons le cas général d’'un systéme dguo@nmon linéaire donné par :

{x = f(x(®),u(®)), x(to) = xo 43.

y =h(x(®),u®))
Oux € R™ est le vecteur d’étaf,: R™ X R" - R™ eth: R™ X R” — RP sont des fonctions non
linéaires,y € RP est le vecteur des variables mesurées@R” est I'entrée de commande du
systéme.

Un observateur est un systeme auxiliaire daothjdictif est de reconstruire les variables
indisponibles a la mesure du vecteur d’étét) du systeme dynamique, en utilisant les
informations disponibles tels que le modéle mathigmea(3.4) et les mesurey disponibles
en ligne.

La définition la plus classique est la suivante :

Définition 3.1

Un observateur asymptotique du systéme (3.4) essysteme dynamique de la forme
suivante :

(3.5)

5
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tel que
lim; o ||x(t) —2(t)|| =0 (3.6)

Le principe de l'observateur est illustré par laufie 3.1. L'observateur converge
asymptotiquement vers I'état du systeme.

u: entrée Systéme y: sortie
> x:vecteur détat >
v %
Observateur

A 4

z : vecteur d'état

v

Figure 3.1 : Principe d’estimation d’état.

3.2.4 Meéthodes classiques d’estimation

Nous allons rappeler quelques principaux obsewvat classiques pour la classe des
systemes linéaires continus tels que I'observateuruenberger et le filtre de Kalman.

a) Observateur de Luenberger

Considérons le systenjg.1) dans le cas d’'un systeme linéaire que nous régiv

{J'c=Ax+Bu
y =Cx+Du

D’aprés [Luenberger, 1966], si le systeme est miabde, alors il existe une matrice gdin
telle que (A — LC) est une matrice stable, le systeme suivant :

x =A%)+ Bu(®) + L(y — C2(t)), £(ty) = %o # %o (3.7)

est alors un observateur d’état du systéBak). L'erreur dynamique est donnée par le
systeme suivant :

é(t) = (A — LC)e(d) (3.8)
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avec
e=x—X ,e(ty) =x9—Xp (3.9)

La convergence de I'état estimé vers I'état réegjagantie par le choix du gaincalculé au
moyen de placement de pbles associés a la mdtrceC (vérifier que les valeurs propres
de(A — LC) sont a parties réelles strictement négatives).
b) Filtre de Kalman continu
Le filtre de Kalman continu [Labarrer et al.,9B) peut étre vu comme une extension de

I'observateur de Luenberger.
Considérons le systeme dynamique suivant :

{x(t) = AOx(®) +u(®) +v(e),  xo = x(to) (3.10)

y(®) = C(@) x(0) +w(t)
avec :

Elv(t)] =0 Elv(®) v (D] = Q@) 6(t — 1)
E[w(®)] =0 Elw() wI(@®)]=R(@®) §(t—1)
E[x(ty)] = %, Cov[x(ty)] = Py

E[v(t) w'(0)] = E[v(t) x"(to)] = E[w(t) x"(t,)] =0

w(t) et v(t) sont deux bruit blancs centrés indépendant (deations gaussiennes) avec
respectivement de covarian@ét) etR(t). Le filtre de Kalman continu est un filtre linéai
non biaisé, a variance minimale.
Le filtre linéaire est sous la forme :
x(t) = F(O)@®) + B () u(t) + LO)y(t) x(ty) =%, (3.11)
On a comme hypothese, l'estimiéest non biaisé, c'est-a-dire :
E[£(t)] = E[x(t)] E[x(®)] = E[x(D)] (3.12)

Prenons la moyenne des expresgi@a0) , (3.11) et verifiant 'hypothes€3.12) :

F(t) E[x(t)] + B (t) u(t) + L(t) C(t) E[x(t)] = A(t) E[x(t)] + u(t)
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D’ou les relations suivantes :
F(t) =A@ — L(t) C(D)
B(t) =1
et I'expression du filtre :

() = ADR() + u(®) + L) — C(&) 2(2)]
Dont laquelle la matrice gaib(t) doit minimiser la varianc® de l'erreure = x — X. Cette
erreure verifie I'éqgaution differentielle dont I'expressi@st la suivante :

e(t) = (A(t) = L(t) C(t))e(t) +v(t) — L (t)w(t) (3.12)

e(t) est donc la sortie d’'un systeme linéaire aypotr entrée un bruit blancv(t) —

L ()w(t) qui a comme variana@ + L R L.

La varianceP de l'erreure = x — X est solution de I'équation différentielle (équatide

Ricatti) suivante:

P(t) = A (t)P(t) + P(t) AT(t) — P(t) CT(t) R71(t)C (t)P(t) + Q(t) (3.13)

Pour minimiser la variance de I'erreBr on minimiseP(t). C'est & dire choisir la matrice

gain comme suit :

L(t) = P(t) CTR™1(D)

D’ou les équations du filtre :

x=A0)x() +ul®) + L) (y(©) — CORD)

P(t) = A()P(t) + P(t) AT(t) — P(£) CT(t) R (£)C ()P (t) + Q(1)
L(t) = P(t)CT R™1(t)

avec, comme conditions initiales :

{f(to) =X,
P(ty) = Py
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* Régime permanent du filtre de Kalman

Dans le cas stationnaire :

{x(t) =A x(t) + v(t)
y(t) =C x(t) + w(t)

avec les matricesi, C et les matricesQ, R constantes, si le systéme est completement
observable et commandable, le filtre de Kalman ¢assin régime permanent unique.

Les matrices de gain et de variance sont alorstaotes et données par les équations
suivantes :

L=PCTR™!
: (3.14)
P()=AP+PAT—PCTRICP+Q=0

La solution positve definie peut étre obtenneésolvant I'équation différentielle (3.14) et

en testant le caractere positif defini des matrsz#stionsp.

3.3Test de commandabilité et d’obsevabilité robuste desystemes lineaires temps
invariant a parametres incertains par I'arithmétique d’intervalles

Des solutions ont été apportées au probléemecatiétudes des systémes LTI dans le
domaine de la commandabilté et de I'observabiligg pButilisation de l'arithmétique
d’intervalles. Cette nouvelle technique [Ahn et 2005] , fait appel a un nouveau concept qui
est I'application de I'indépendance (dépendanc&dire des vecteurs intervalles (pavés) pour
le test de commandabilité (et de I'observabilitépuste des systémes LTI a parametres
incertains.

Sachant qu’un systeme LTI a parametres incertpgut étre représenté par des matrices
intervalles, ces derniéres aussi peuvent étre déréss comme des ensembles de vecteurs
intervalles colonnes. Nous allons voir que sugg&anme condition une indépendance

linéaire de ces pavés contribue a la vérificatthn test de commandabilité (le test
d’observabilité est un probléme dual).

Nous allons en premier lieu, donner quelqueiti@éins nécessaires afin d'illustrer cette
technique. Puis, montrer l'utilisation de la prépé d'indépendance (dépendance) linéaire des
vecteurs intervalles dans son application pouedede commandabilité.

Deux méthodes sont illustrées, la premiere consigster la commandabilité des systemes
LTI incertains, et la deuxieme consiste a testenda-commandabilité des systemes LTI
incertains.

Méme stratégie adoptée pour I'observabilité.
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Les méthodes utilisées sont développées ael'dalla toolbox INTLAB (Annexe A) et
testées sur des exemples de systemes LTI a paesnratertains.

Définition 3.2

Une matrice intervalleX! € IR™ " | comme elle a été déja définie dans le chapijtpeat
étre considérée comme étant I'ensembla decteurs intervalles d&k™.

X'=(xd,x,......,xL) avec x! € IR™ (3.15)

Cette matrice peut aussi étre définie comme suit :

X'=[x' X (3.16)

avec
X' =[x, xd, o, xh 13)
et X =[xl x, ..., k] 18)

Comme nous pouvons aussi défikilren utilisant sa matrice centrée et sa matricerrayo
ou X, représente la matrice centréeXdecalculée comme suit :

xI+ x!

Xy =mid(X) = > (3.20)
et AX est la matrice rayon d& calculée comme suit :
YI_ oyl
AX = rad(x) = X% (3.21)

Définition 3.3

Soient deux vecteurs intervalle, y’ € IR™, nous définissons le rapport entre ces deux
vecteurs intervalles pat,, calculé comme suit :

Hxy = Ny =" @iy " @ Y3 (3.22)
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3.3.1 Dépendance et indépendandaéaires des vecteurs intervalles

Définition 3.4
Soientn vecteurs intervalles!, x%, ... ... ,xk . ces vecteurs intervalles sont dit linéairement
indépendants s’il existe la seule solution trivigle = a, = ---a,, = 0) tel que :

a,x! @ axl @ ... @ a,x} =0! (3.23)
» Cas de 2 vecteurs intervalles
Soient deux vecteurs intervalle$, x. , en se basant sur la définition 3.4, ces vecteurs

intervalles sont linéairement indépendants s’isexia seule solution trivialet{ = a, = 0)
tel que :

a;x! @ a,x} = 0! (3.24)

La solution de I'eéquatio3.24) peut étre facilement vérifiée a I'aide du rappey, définie
précédemment et ceci en utilisant le théoréme Bstiiva

Théoreme 3.1Ahn et al., 2005]

Soient deux vecteurs intervalle§ y! € IR™ tel que :

xl =G, xd, o, DT et Yyl =yl DT (3.25)
avec
ogxinxin.... nxh, et ogyinyln.... nyL (3.26)

Les deux vecteurs intervalles sont dits linéaireniedépendants si la relation suivante est
vérifiée :

(), 0 (bay), oo (By),, =@ 0U(Hy), = %! Dy (3.27)

La preuve du théoréme est facilement vérifiée disart la propriété de commutativité et
d’associativité des intervalles scalaires.

e Cas général

Au dela de trois vecteurs intervalles, il edficlle d’étendre le théoréme 3.1, celui-ci est
valable que pour deux vecteurs intervalles. Dansas général ceci revient a vérifier la
relation suivante :

ax! @ axt @ ... ... @ a,x, = 0' oux! € IR™ (3.28)

La méthode utilisée dans ce cas est appliquéenatiace intervalleX!définie par (3.16).
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La dimension d&! est donnée par :
dim(X") = (m x n) 3.79)

Trois cas sont considérés pour la dimensiomaeatricex’(1* casm > n , Z™cas :
m =n et le 3™ cas :m < n). Nous allons donner la méthode que pourfleds, pour les
autres cas, nous pouvons utiliser les résultat$®doas pour les retrouver. Cette technique
consiste a construire toutes les sous-matriceséas#t de dimensiorin x n) de la
matrice X'.

Le nombre des sous-matrices carr$esonstruites a partir de la matrigé est calculé par la
relation suivante :

m(m-1)(m-2)........ (m-n+1)

n!

k =

(3.30)

Un ensemble comprenant toutes les sous-matricagesas’ est donné par I'ensemble
suivant :

Sx = {S%,i=1,k} (3.31)
et nous définissons un ensemble qui contient iseés des sous-matricss par :

st ={sti =1k} (3.32)

Dans MATLAB, I'ensemble des indices' est donné par la commande suivante :

s=[ nchoosek( 1: k, n)]
si=s(i,:)

et les sous-matrices carrées sont obtenues pamlmande suivante :

SX=conbvec(X(:,si))

Nous définissons I'ensemble des matrices centrées dous-matrices carréeS!
par 'ensemble suivant:

sit st

Syc = {55 = Ji= ﬁ} 3.33)

L’ensemble des matrices rayon des sous-matric&$ dest donné par la relation :

So s =

ASy = {AS' = = ,i=1,k} (334

2
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Définition 3.5

Le rang de la matrick’ peut étre retrouvé en calculant le maximum degsaes ces sous-
matrices carréess’ qui est donné par la relation suivante :

rang(X") = max {rang(s),i = 1,k}
Le Lemme et les deux théorémes suivants ont éfgbpéofAhn et al., 2005] .
Lemme
Considérons une matrice intervalle carséeet soitX, sa matrice centrée qui est non
singuliére (inversible). Supposons que le rayatsplp(|(X,)™| AX) < 1 alors la matrice

X! est non singuliére.

Théoreme 3.2
S'il existe au moins une sous-matri§é€ Sy telle que sa matrice centrée correspondante
Si € Sy, est non singuliére (inversible) et le rayon sgctr

p(|(s5)7| asT) <1 3.35)

alors les vecteurs intervalled, x5, ... ... ,xL de la matrice intervall&’ sontlinéairement
indépendants.

Afin de tester maintenant ldépendancelinéaire des vecteurs intervalles, le théoreme
suivant a été propose.

Théoréme 3.3

Pour toute sous-matrice carec Sy et pour toute matrice centr§g € Sy, et pour toute
matrice rayorm\S € ASy correspondante, s'’il existe une matricet un nombre naturel tel
que :

(I + I = SoRDp < (ASIR|p (3.36)

oup € {1..n} et(:), représente la®F® colonne, alors les vecteurs intervalidsx., ... ... ,xh
de la matrice intervall&’ sontlinéairement dépendants
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3.3.2 Application au test de commandabilité robuste et aibservabilité robuste
Soit le systéme LTl incertain a intervalles sun:
x =Ax + Bu (3.37)

x € IR™ est le vecteur d’étaty € IR™ est I'entrée du systema,e IR™"et B € IR™*" sont
des matrices intervalles.

ou
rang (B) =r (3.38)

Les matrices! et B s'écrivent :
A€ A" =[AA] et BeB' =[B,B] (3.39)

Le systéeme (3.37) est dit commandable sideg(C) =n  pour toutC € ¢7, la matriceC’
est donnée par :

c'=[B,AQRB ARAQB,.. ARQRAQ..QA QB (3.40)

n-r

avec la dimension de la matrice intervalfeest égale(n x m) =nx(n—-r+1)-r
R —

m

* Le cas sans intervalles
Nous allons considérer en premier lieu le cas sdapralles, le systeme est donné par :

X = Agx + Byu (3.41)
La matrice de commandabilité correspondante esiileante :

Co = [Bo, AgBo, (A9)%By, ... ..., (Ag)™" " Bo] (3.42)
Si le systéme est commandable alors on a toujours :
rang(Cy) =n (3.43)

Afin de distinguer le cas sans intervalles du secantervalles, considérons la sous-matrice

(Cy)' construite a partir d&, :

(Co)’ == [Bo,AoBo, (Ao)zBo, ...... ,(Ao)n_r_qBo] Ol:I q 2 1 (344)
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et supposons que :
rang(Cy)' =n

alors, dans le cas sans intervalles on a toujauedation suivante qui est vérifiée :
rang(Cy)' = rang(Cy) =n (3.45)
» Cas avec intervalles

Dans ce cas, il faudra vérifier le rang de larioa intervalle(C’). Etant donné que la
matrice(C’) est de dimensiom(x m), son rang est difficile a retrouver.

Alors, considérons la sous-matri@)’ construite a partir de la matrice intervatledéfinie
par

€)' =B AQB,AAQAR®B,... AQAR..QA QB (3.46)

n-r—q

Le Corollaire suivant a été proposé [Ahn et D05 :
Corollaire

Si la sous-matricéc’)’ de la matrice intervalle de commandabititévérifie la propriété
d’'indépendance linéaire des vecteurs intervallémidépar le théoréeme 3.2 alors le systeme
LTI a parametres incertains est commandable.

Preuve

Un systéme LTI est commandable si sa matriceod@nandabilité est de rang plein. C’est
équivalent a avoir la condition d’'indépendance direé de ces vecteurs intervalles (preuve
immédiate).

Le test d’observabilité est un probleme dual.

Nous allons illustrer cette méthode sur deux exempl
Exemple 3.1

Soit le systéme LTI incertain a intervalles suivant
x =Ax + Bu
Les matrices! et B sont données ci-dessous :

[ 0.9499, 1.0501] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000]
Ae Al =([ 0.0000, 0.0000] [ 09599, 1.0401] [ 0.9699, 1.0301]
[ 0.0000, 0.0000] [ —2.0801, —1.9199] [ 3.6000, 4.4001]
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avec la dimension de la matrickest donnée par :

dim (A) = (n x n)= (3% 3)

et B est une matrice ponctuelle donnée par :

1 0
BEB’=(O 0)
0 1

la dimension d& est :
dim (B) = (nxr)=(3x2)

La matrice de commandabilité calculée par l'aritiquée d’intervalles est la suivante :

[ 1.0000, 1.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.9499, 1.0501] [ 0.0000, 0.0000]
cec’'=([ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.9699, 1.0301]
[ 0.0000, 0.0000] [ 1.0000, 1.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 3.6000, 4.4001]

avec

dim(C)=mxn—-r+1)-r)=mxm)=(3x4)

On an <m alors le nombre des sous-matrices carrées qwiepe@tre construites a partir

de la matrice intervall@’ calculé a partir de (3.30) dst= 4.

L’ensemble indice des sous-matrices carrées corestr partir d&€’ est :

sh={s},i= 1,_k} ={s1, 52,53, s%

L’ensemble des sous-matrices carrées construjtagtia deC’ est :

Sc={SLi=1k} ={S%,52%53 5%
Pour l'indice s' ={1 2 3} on ala sous-matricg" suivante :
[ 1.0000, 1.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.9499, 1.0501]

si=[ [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000]
[ 0.0000, 0.0000] [ 1.0000, 1.0000] [ 0.0000, 0.0000]
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La matrice centrée de&S! est donnée par :

1 0 1
st=1o0 0 0
01 0

0 0 0.05
AS*=(0 0 0O

0 0 O

et sa matrice rayon est:

Pour l'indice s> ={1 2 4} on ala sous-matric& suivante :
[ 1.0000, 1.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000]

s2=[ [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.9699, 1.0301]
[ 0.0000, 0.0000] [ 1.0000, 1.0000] [ 3.6000, 4.4001]

La matrice centrée d#est :

La matrice rayon d§? est :

0 0 0
AS*=(0 0 0.0300

0 0 0.4000
Pour lindice s3={1 3 4} ona la sous- matrice suivante :

[ 1.0000, 1.0000] [ 0.9499, 1.0501] [ 0.0000, 0.0000]
s3=[ [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.9699, 1.0301]
[ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 3.6000, 4.4001]

La matrice centrée d& est la suivante :

La matrice rayon d&3 est :

0 0.0500 0
AS3=1{0 0 0.0300

0 0 0.4000
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Pour lindice s* ={2 3 4} on alasous matricg suivante :

[ 0.0000, 0.0000] [ 0.9499, 1.0501] [ 0.0000, 0.0000]
s*=[ [ 0.0000, 0.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 0.9699, 1.0301]
[ 1.0000, 1.0000] [ 0.0000, 0.0000] [ 3.6000, 4.4001]

La matrice centrée d# est :

La matrice rayon d§* est :
0 0.0500 0
AS* =10 0 0.0300
0 0 0.4000

Test de commandabilité robuste

« Les matrices centrée}, S des sous-matrices carrés$,S3 respectivement sont
singulieres (non inversibles).

» Les matrices centrée%?, S; des sous-matrices carrég’sS* respectivement sont non
singulieres.

» Le rayon spectrale(|(S3)~1| AS?) = 0.0300 < 1 et p(|(S$)~| AS*) = 0.0500 < 1.

Afin de vérifier le test de commandabilité rolugiu systéme LTI incertain a intervalles, il
suffit d’avoir la non singularité d’au moins une tni@e centrée des sous-matrices intervalles
de la matrice de commandabilité (dans notre ca§; etS; sont non singuliéres). Et d’avoir
un rayon spectral inferieurta(dans notre cas(|(S2)~ 1| AS?) <1, p(I(SH) 71| AS*) < 1).
Donc le systeme LTI incertain est commandable.

Exemple 3.2

Dans cet exemple l'incertitude sur les paransedies matrices du systeme LTI a intervalles
est représentée par la varialle En faisant varier cette variable nous testons raérmes
temps la commandabilité et la non-commandabilitéydtéme LTI incertain.

Nous veérifions le test de la non-commandabilité systéme LTI incertain par le théoreme
3.3, en remplacant dans la relation (3.36) la m&Ripar la matrice(S,)~! ce qui revient a
vérifier I'inégalité suivante :

(Dp < (ASI(So) ™ Dp 43)
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Les matricesA et B du systéme LTI incertain sont données par les iceatrintervalles
suivantes :

[ 1—a 1+aqa] [ 2—2a, 2+ 2q] [ 1-a —-1+4q
Ae Al = [-2—2a, —2+2q] [ 1—a 1+q] [ 1—a 1+q]
[ 05—-05a, 054050 [ —2-2a, —2+4+2a] [ 4—4a, 4+ 4q]

[1-a 1+a] [ —0.1—0.1a—0.1+ 0.1q]
BeB' =[[01-0.100.1+0.1a] [0.1—0.1a 0.1+ 0.1a]
[ -01—-0.1a, —01+0.1a] [l-a 1+q]

La matriceB dans cet exemple est prise incertaine (matriezvatie pleine).

Nous donnons ci-dessous les résultats pour d& de commandabilité et de la non-
commandabilité pour la valewr=0.1 . Par la suite, on varie, et nous dressons un tableau
résumant les résultats des deux tests :

Pour la valeun=0.1 nous trouvons les matricdset B suivantes:

[ 0.9000, 1.1001] [ 1.8000, 2.2001] [ —1.1001, — 0.9000]
Ae Al =([ —-2.2001, —1.8000] [ 0.9000, 1.1001] [ 0.9000, 1.1001]
[ 0.4499, 0.5501] [ —2.2001, —1.8000] [ 3.6000, 4.4001]

[ 09000, 1.1001] [ —0.0900, — 0.0899]
etBeB' = [ 00899, 0.1101] [ 0.0899, 0.1101]
[ —0.1101, —0.0899] [ 0.9000, 1.1001]

La matrice de commandabilité calculée par l'aritiquée d’intervalles est la suivante :

[0.9000, 1.1001] [—0.0900,—0.0899] [ 1.0269,  1.5731] [-1.1511,—0.6289]
cec! =( [0.0899, 0.1101] [0.0899, 0.1101] [—2.4621,—1.5379] [1.0309, 1.5291]
[-0.1101, —0.0899] [0.9000, 1.1001] [-0.3311,0.1311] [2.8684,  4.6416]

Le nombre des sous-matrices qui peuvent étre cotestra partir deC! est k = 4. Nous
trouvons les sous-matrices carrées suivantes :

[ 09000, 1.1001] [ —0.0900, —0.0899] [ 1.0269, 1.5731]
st=( [ 0.0899, 0.1101] [ 0.0899, 0.1101] [ —2.4621, —1.5379]
[ —0.1101, —0.0899] [ 0.9000, 1.1001] [ —0.3311, 0.1311]
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[ 0.0899, 0.1101] [ 0.0899,

[ 09000, 1.1001] [ —0.0900,
SZ_
[ —0.1101, —0.0899] [ 0.9000,

[ 0.0899, 0.1101] [-2.4621,

([ 0.9000, 1.1001] [ 1.0269,
s3 =
[

—0.0899]
0.1101]
1.1001]

1.5731]
— 1.5379]

—-0.1101, —-0.0899] [ —0.3311, 0.1311]

[ 0.0899, 0.1101] [ —2.4621,

[ 0.9000, 1.1001] [ 1.0269,
St =
[ 0.9000, 1.1001] [ —0.3311,

¢ Test de commandabilité

—1.5379]
0.1311]

[ 1.0309, 1.5291]

[ —1.1511, —0.6289]
[ 2.8684, 4.6416]

[ 1.0309, 1.5291]

[ -1.1511, — 0.6289]
[ 2.8684, 4.6416]

[ 1.0309, 1.5291]
[ 2.8684, 4.6416]

1.5731] [ —1.1511, —O.6289]>

 Les matrices centrées des sous-matrices carrgesS?etS3 sont toutes

inversibles.

« Pour S ,S%et S%, le rayon spectrg (|(S(‘,)_1| ASi) calculé est 0.2903, 0.5558
et 0.4325 respectivement qui est inferiedr. a

« La matrice centrée de la sous-matrice casféest non singuliére, le rayon spectral
p(I(SH ™ AS*) calculé esR1.1779 > 1

Alors, le test de commandabilité du systeme Irtertain a intervalles est vérifié. Car
toutes les matrices centrées des sous-matricesesate la matrice de commandabiitésont
inversibles. Et nous avons un rayon spectral quiirderieur a1 pour p(|(S3)~1| AS?Y) ,

PS5 AS?) et p(I(S) 7 AS?).

¢ Test de la non—commandabilité

Pour vérifier le test de la non-commandabilitéus caIcqunéASi |(Si0)_1|) a partir de

St ,82% 83 etS* nous trouvons :

0.1083

1|rct v = '
(9" =(oasa

(ASZ |(520)'1|) = ( 0'01.3153
0.1639

(As3 |(s30)_1|) = ( 06.1014?557
0.0479
11.0852

(ast|s*7]) = (14.2805
39.2199

0.1890
0.2228
0.1158

0.3279
0.3019
1.3067

0.1895
0.2228
0.1174

7.0543
9.0327
25.3326

0.0164
0.0341
0.1129
0.0325
0.0429
0.2443
0.1199
0.1483
0.2810
0.2922
0.3720

0.8965
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Afin de vérifier le test de la non-commandabiliil faut que toutes les sous-matrices
vérifient la condition suivante :

(Dp < (ASI1(S)™Dp

Cette condition n’est pas vérifiée pour les smadrices S* ,S%et S3 , donc nous ne
pouvons pas conclure sur le test de la non-comnmélitdaour la valeur dex = 0.1.

Faisant varier la valeur de l'incertitude du systéme LTI incertain et a chaque variation
nous testons la commandabilité par le théorémetd&2 non-commandabilité par le théoreme
3.3.

Les résultats des tests de commandabilité et dedacommandabilité sont résumés dans le
tableau 3.1 :

o 0.1 0.15 0.25 0.3 0.35 0.4 0.41 0.5 0.5
Test de vérifié | vérifié | vérifié | vérifié Non Non Non Non Non
commandabilité vérifié | vérifié | vérifiée | vérifié | vérifié
Test de non- Non Non Non Non Non vérifié | vérifié | vérifié | vérifié

commandabilité| vérifié | vérifié | vérifié | vérifié | vérifié

Tableau 3.1 : Résultats du test de la commandabilité et de laaommandabilité par
variation dea

D’aprés les résultats du tableau 3.1, le systeiiil incertain est commandable jusqu’a la
valeur dex = 0.35. Pour cette incertitude, ni le test de commandéhiii le test de la non-
commandabilité est vérifié. Au-dela de cette iritgate, le systéeme LTI incertain vérifie le
test de non-commandabilité.

Nous donnons ci-dessous les résultats des dewqtast la valeur d’incertitude = 0.35 :
» Le test de commandabilité poura = 0.35

Les matrices centrées des sous-matrices casfées? , S3 etS* sont toutes inversibles. Le
calcul du rayon spectrakp (|(55)_1| ASi) a donné 1.1078, 2.1472, 1.6629

et 41.8833 respectivement qui est supérieur a 1. Donc noysoogons pas conclure sur le
test de la commandabilité.

» Letestde la non-commandabilité pourx = 0.35
Nous avons calculé les matric€AS*|(S*,)~*|) qui sont données ci-dessous:
0.3841 0.7149 0.0537 )

(A51|(510)‘1|)=(0.1302 0.8701 0.1261
0.1145  0.4504  0.3972
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0.4473 1.3322 0.1199
(as?|s2)7Y) = 0.1658 1.1951  0.1611
0.6398 51898  0.9063

0.4239 0.7170  0.4574

(as3|s* 7)) = 0.1730 0.8703  0.5597
0.1827 0.4572 1.0886

22.4154 15.1073 0.0537

(As*(s* D7) =| 283430 19.3305  0.1261
78.7393 51.6176  0.3972

et afin de vérifier le test de la non-command&dilil faut que toutes les sous-matrices
vérifient la condition suivante:

(Dp < (ASI1(Se) ™ Dp

or celle-ci ne I'est pas pour la sous-mat§ée. Donc, nous ne pouvons pas conclure aussi
sur le test de la non-commandabilité.

Dans ce cas, avec la valeur de l'incertitade 0,35 , on ne peut conclure ni sur le test de
commandabilité ni sur le test de la non commandélll systeme LTI incertain.
Cette limitation de la méthode est due principaleina choix de la matric®. Dans cet
exemple la matric8 considérée est une matrice intervalle incertaieen@, c’est ce qui a
causé un conservatisme, car avec la valeur de @5qgamt d’incertitude, on ne peut déduire
aucune conclusion sur le test de la commandabilitéde la non-commandabilité du systeme
LTI incertain.

3.4 Estimation d’état des systemes linéaires temps iakant incertains par
I'arithmétique des intervalles

Dans cette partie, nous allons développer dbéservateurs d’état. Le premier observateur,
est construit pour la classe des systemes LTl anpetres incertains, vérifiant la condition de
coopérativité exigée pour la synthése d'un obsewvaintervalle. L'estimation du vecteur
d’état est obtenue par superposition pondérée eli@s abservateurs inférieur et supérieur de
I'observateur intervalle, le facteur de pondératsh calculé a partir de la différence entre la
sortie mesurée et les bornes supérieure et inferimirouvées par I'observateur intervalle.
Cet observateur n’est appliqué que pour les systemyant une sortie mesurée. Comme
exemple d’application, on procede a la synthese dlservateur intervalle pour un modele
d’état d’un réacteur chimique continu.

Le deuxieme observateur est construit pour Iaselades systemes LTI présentant des
incertitudes sur les conditions initiales du vectdigtat et sur les perturbations additives,
mais qui peuvent étre bornées dans un vecteuvaiker Le systeme considéré est stable en
boucle ouverte mais ne vérifiant pas la conditiencdopérativité. Alors, I'estimation d’état
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par cet observateur est basée sur un changemenbdi#onnées temps-variant qui permet de
rendre le systeme coopératif, I'observateur finat ein observateur temps-variant
asymptotiquement stable. Un exemple montrant kgsestde transformation du systéme non
coopératif en un systeme coopératif par ce changen coordonnées est illustré sur un
modele d'état d’'un systeme LTI stable en bouclesoievd’ordre trois.

3.4.1 Observateur intervalle pour les systémes linéairgemps invariant a
parametres incertains

L’estimation d’état est effectuée grace a ureolmeur intervalle qui donne une estimation
supérieure (observateur supérieur) et une estimatferieure (observateur inferieur) de I'état
réel x(t) du systeme. L’état estimeé représentéXqgay est ensuite calculé en utilisant un
facteur poidsx qui utilise la sortie mesurée du systeme et hagtds inferieure et supérieure
retrouvées par I'observateur intervalle.

Le systeme linéaire temps invariant considéeré ashé par la structure suivante :

{x(t) = Ax(t) + OBu(t) + Dv(t) 8)4

y =Cx

avec I'état initial du systeme es(t,) = x, , le vecteur d’état x € R™, I'entrée u € R},
'entrée v € R™ et la sortiegy € R. Les matrices A € RV, B € R™",D € R™"2 ¢t
C € R™1 sont constantes.

Nous supposons que le systéeme vérifie une dondite coopérativité qui est reliée a la
matrice d’étatd du systéme (3.48). Ceci est vérifié en imposartédéments hors diagonale
de la matriced d’étre non négatifs, la relation suivante est éenn

a;j =0, Vi#j (3.49)
avec, a; ; sont les eléments de la matrideet le vecteur d’entrég évolue positivement :
Vit>t):0 <upn <u(t) (3.50)

Dans le systeme (3.48), nous supposonggest un parametre constant inconnu, mais qui
peut étre borné dans un intervalle avec des lincib@muese satisfait la condition donnée par
l'inégalité suivante :

0~Bu < 6Bu < 6*Bu (3.51)

avec 6~ et 6% sont les bornes inferieure et supérieure du pdramincertain 0
respectivement.
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Supposons aussi qu'il existe un gairtel que les équations suivantes forment un obsarva
intervalle pour le systeme (3.48) :

{Z"(t)=A z7+60"Bu+Dv+L(y—Cz") (3.52)

z¥(t)=Az"+60"Bu+Dv+L(y—Cz")

et I'étatx(t) est enfermé par les états estimés par I'observatervalle, comme le montre
la relation suivante :

Vt>ty: z (t) <x(t) <z*'(t) (3.53)
L’état initial x(t,) doit vérifier I'inégalité suivante :
2 (t) < x(t) < 27 () 3.34)

Par la suite, I'estimation finale du vecteurtdté(t) de I'état réelx(t) du systeme est
obtenue au moyen d’un facteur pondé@réCe facteur est calculé en temps réel en utilisan
sortie mesurég du systeme (3.48) et les estimations supérievirdarieure z* (t) etz (t)
respectivement trouvées par l'observateur inteevéB.52). 0 est donné par la relation
suivante :

y—C z*

o= m (3.55)
L’estimation d’état est alors décrite par I'équatguivante :
T)=0z(t)—(1—0)z" () 8)5

NB : Cette méthode est valable que pour les systemes sortie mesurée.
Le théoréme suivant a été propose [Sauvage 08l7).
Théoreme 3.4
En supposant que la matrice gaiest choisie de telle maniere & avoir la matrice

A, = A— L C stable (Hurwitz) et coopérative, alors I'estimati®t) définie par(3.55) et
(3.56) converge asymptotiquement vers |'état réel duesystdynamiqué3.48).
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Nous allons illustrer cette méthode d’estimatiotrasers I'exemple suivant :
a) Application au modele d’'un réacteur chimique contimu
Exemple 3.3
L’exemple considéré est un réacteur continu ageedactions chimiques suivantes :
A-B-C (3.57)

Le modele dynamique du réacteur est décrit pagdestions différentielles suivantes

; Q
(Ca =7 (Cain— Ca) = sCy
46.[33 = —§C]B+kch—k2C]B 358)
L C@ == —§C(C + kZC(C

0UCy, Cp , Cc €tCy ,, SONt les concentrations deB, C et la concentration d’admission de

respectivement efmol/l), Q est le débit d’alimentation €m3/s), V est le volume du
réacteur er{m?3) etk,, k, sont les constantes cinétiques associéesB respectivement en

(s™.

Nous supposons que seulement la concentrd@ijorest disponible a la mesure et que
Ca,in €St une variable incertaine qui est bornée entu daleurs connues comme suit :

CA,in,min < CA,in < CA,in,max 59)

SoientQ et V les conditions de fonctionnement nominales. Le exrct’état considéré
comprend les variables d’état suivantgs Cy et C¢ .

Le modele du réacteur chimique décrit par les togus différentielles (3.58) est linéarisé au
tour du point d’équilibre, nous obtenons la repnéston d’état suivante :

x=A4Ax+06B u
{ysz (3.60)
avecC
Q
-7~k 0 0
_ Q
A_k kl _E_kz 0)
Q
0 k —=
z v
1
5= 0)
0
cC=001D

:E;
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ou x, u, 6 sont respectivement le vecteur d’état, I'entréesyktéme qui est le taux de dilution
% et la concentration d’admissi@y ;,, qui est le parametre incertain.

D'apres la relation (3.59), les bornes supédewt inferieur&y i, max, Cainmin
respectivement du paramétre incertaiy ;, représentent® et 6~ respectivement du
parametre incertai@ du systéme dynamique (3.60).

Alors, il faudra maintenant choisir un gdirdonné par le vecteur colonne suivant:
L =L, Lz’Ls]T

tel que le systéme ci-dessous soit un observaté&mvalle pour le systéme (3.60) :

(Z_(t) =Az +0"Bu+Dv+L(ly—Cz")

{z’*(t)=Az++9+Bu+Dv+L(y—Cz+) (3.61)
V>0 z7(t) <x(t) <zt(t) '
z7(0) <x(0) <z*(0)
Ceci est réalisé en imposant a la matdge= A — LC d’étrestableetcoopérative:
Q
- % - kl O L1 \
Ae=A-LC=| ke —2—ky Ly (3.62)

0 kz _g_L:g/

Afin de vérifier la condition de stabilité et deapérativitéd, , le gain suivant peut étre
utilisé comme choix :

L=[000]" (3.63)

car en imposant ce choix, la matridg = A — LC vérifie la condition de coopérativité et de
stabilité garantie par la matricé (A est coopérative et stable).

La matriced, calculée est la suivante :
—-12 0 0
A, =A=| 10 -7 0
0 5 -2

On a les valeurs propres de (1, = =2, A, = =7, 13 = —12) qui sont a parties réelles
strictement négatives.
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Les valeurs numériques des parametres du systéndes eonditions initiales sont données

par le tableau ci-dessous :

parametres valeurs Conditions initiales  valeurs
o/ 2s71t x(0) (mol /1) (0.83,1.2,3)7
Cain 5(mol/l) z~(0) (mol/1) (0,1,0)7
Ca inmin 4(mol/1) z7(0) (mol/l) (1.1,2,5)7
CA,in,max 8(m01/l)
kl 5(5_1)
k2 10(5_1)

Tableau 3.2 :Valeurs des parametres du systeme pour les siongat
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Les simulationsiumériques sont réalisées en utilisant les valeumseriques dressées dan:
tableau 3.2. Les simulations sont données pagladi3.: :

le taux de dilution

Z+

0 05 1 1.5 2 — Etat réel i)
Estimation par Pondération

estiation de Cc =

maldl
m

Figure 3.2 : Estimation de I'état réel x(t) (en bleu) par I'observateur interval(en vert
z-et en rougez*t ) et parl’estimation obtenue par pondératiz(t) (enviolet) pour un choi
de gainL = [0 0 0]”.

Nous remarquons d'aprés la figure 3.2, que I'évotutde I'état réelx(t) (en bleu) est
enfermée par deux trajectoires distinctes qui kmnistimations z~(en vert) eiz*(en rouge)
obtenues par I'observateur inferieur et supéri@spectivement de I'observateur intervi
(3.61). Et en vérifiant la condition de stabilité d& coopérativité de la matr A, , nous
assurons la convergenasymptotique de I'estimation d’étx(t) en violet (estimation d’ét:
obtenue par superposition pondérée zet z*) vers l'état réel x(t) du systéme
dynamique(3.60).

Cependant, la corwgence de l'estimation d'élest régie par les valeurs propres dt
matriced, et peut alors étre améliorée par l'intermédiail choix duvecteur gai L. Il est
a noter que ces valeurs propres ne peuvent pas d@trdrairement assignées méme
systeme est observableiggue la matriced, doit étre coopérativeD’aprés les simulatior
numeriques effectuées pour cet exemple d’appticata condition dicoopérativiti exige de
placer des valeurs ngositives pour les parameétr L,, L, du vecteur gai L .
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Les résultats de simulation pour un choix du veag@inL suivant :
L= [0010]"
avec la matricdl, calculée :
—-12 0 0
A, =A-LC=| 10 -7 0
0 5 —-12

qui est un matrice stable (les valeurs propresd, (1, = =12, A, = =7, 13 = —=12)
sont a parties réelles strictement négat, sont donnés par la figure Bdessous :

le tadi de dilution

malf|

rmalil

3 2+
£ H H H H
Qfﬂ.-i ........... e O S Etat réel (1)
: : : : Estimation par Pondération
o | | | | ul
o] 0& 1 temps (S) 2 25 3

Figure 3.3 : Estimation de I'état réel x(t) (en bleu) par I'observateur interval(en vert
z~et en rougez*t ) et parl’estimation obtenue par pondératiz(t) (enviolet) pour un choi
de gain L =100 10]".

Comme le montre la figure 3.les performances d'estimation peuvent étre ané&lsoer
placantL,,L, égaux a zéro et en augmen L. Avec un choix du gainL = [0 0 10]7, nous
avons pu améliorer le taux de convergence de letameéx(t) (enviolet) vers I'état réel
x(t) (en bleu)du systéme dynamiqt
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Par la suite, nous effectuoune variation du parametre incertaip ;,,, tout en gardant la
relation (3.59) toujours vérifie (les borne€y in min » Cainmax restent inchangéeskEt vue
I'amélioration du taux de convergence en utilidangair L = [0 0 10]” , celu-ci sera choisi
pour les simulations.

Nous traconges estimations d’état des trois varia Cy, Cy et Cc par I'observateur fine
(obtenu par superposition pondérée des limites reupé et inferieure de I'observate
intervalle) Et nous tragcons en méme temps I'évolutioll’erreure = x — X correspondante
par variation du parametre incerti Cp ;;,

Pour la valeur du parametre incer Cp;, = 4.5, nous obtenons les tracés suiv:

le taux de dilution

35 ! ! ! ! !
o e : . .
Y] SO U U S U S i
2 . PR R R T
i i i i i i
u] 0.5 1 1.5 2 25 3
estiation de CA
2F- e I ERREEEEEEEEEEE R ERRREEEEEEE T Toe -
S S ﬁ ................................................................ =
- ! |
0 | | i | |
u] 0.5 1 1.5 2 25 3
estiation de CB
3 T T T T T
Y N SR s
= :___ﬂﬁ__
T e — e _
0 | | i | |
] 0.5 1 1.5 2 258 &)
estiation de Cc
g T T T T T
B IR D Rsieieiete L ST CT - EEE
= )
] Etat réel x(t)
o i i i i Estimation par Pondération
u] 0.5 1 1.5 2 25 3

ternps (s)

Figure 3.4 :Estimation de Bta réel x(t) (en bleu) par I'estimation obtenue par pondérz
£(t) (en violet) pour ungaleur du parametre incert Cy ;, = 4.5.
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arreur sur CA

mal]

ol

0.8 L
0

maold]

1
1 15 2 25 3
temps s

Figure 3.5: Tracé de I'évolution de l'erreue = x — X pour unevaleur du paramétre

incertain Cp ;, = 4.5.

Pourla valeur du parametre incert Ca ;;, = 5.5, nous obtenons les tracés suiv :

le taux de dilution

35 T T T T T
IR oo :
e R et e S Rt L TR PP P PP PP PR -
2 : _____________________A_____________________e __________________________________________ ]
15 i i i i i
u] 05 1 1.5 2 25 &)
estiation de CA
. e I P S T =
IR - 5 e R S ]
[~ | | |
o i i i i i
u] 0s 1 15 2 25 3
estiation de CEB
3 T T T T T
= ’ :
1S i H
o i i i i i
u] 0s 1 15 2 25 3
estiation de Cc
e ! ! ! ! !
= : Loy ]
£ : : Etat réal x(1)
H : Estimation par Pondération
o 1 1 1 1
o] 045 1 15 2 25 3

temps (s)

Figure 3.6 : Estimation de I'état réel x(t) (en bleu) par l'estimation obtenue |
pondératiork(t) (enviolet) pourune valeur du parameétre incertaiR ;, = 5.5.
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erreur sur CA

0k ! ! ! T T
3
=]
=
=
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0 0.5 1 1.5 2 25 3
erreur sur CC
08 T T T T T
E T T S S S S |
=]
02 i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3

temps s

Figure 3.7 : Tracé de I'évolution de l'erreue = x — X pour unevaleur du paramétre
incertain Cy ;, = 5.5.

Pour la valeur du parameétre incer Cy ;, = 6 , NOUS obtenons les tracés suiv :

le taux de dilution

35 ! ! , ! !
A : "
3 e -
2 _____________________A_____________________% __________________________________________ _
15 1 1 1 1 1
] 04 1 148 2 245 S
estiation de CA
2R o o - - T T -]
=R oot T S FE— _
E == : :
o I I I I I
0 oA 1 1.5 2 25 3
estiation de CB
&) T T T T T
3
=]
] S S RSRGE S Etat résl x(t)
o i i i i Estimation par Pondération
1] 0.4 1 148 2 245 &

termps (s)
Figure 3.8: Estimation de Bta réel x(t) (en bleu) par I'estimation obtenue par pondére
x(t) (en violet) pour ungaleur du parametre incert Cy ;, = 6.
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erreur sur CA

0 ! ! ! ! !
= g L S Ly SOy _
£ ' !
i i i i
1 1.5 2 245 3
erreur sur CB
T T T T
= £ S S i
£ H H
i i i i
1 1.5 2 25 3
erreur sur CC
' ' ! ;
s S S SNSRI ASUNRUSSRR SRR i
£ !
a1 i i i i i
o 0.5 1 1.5 2 245 3

temps s

Figure 3.9 : Tracé de I'évolution de l'erreue = x — X pour unevaleur du paramétre
incertain Cy ;, = 6.

Pour la valeur du parameétre incer Cy;, = 7 , NOuUs obtenons les tracés suiv :

le taux de dilution

35 T
N o . .
:-_?3 . —
Il -
15 | | | | |
0 0s 1 A 2 25 3
estiation de CA
Y [oomseooninsd S ) Tt -
E 1 e [ EEETE T EEEEEEFEETrY R AR hbl B LR L T qemmmee e [ ECEEEEE R PP EE R T —
0 | | | | |
0 0s 1 15 2 25 3
estiation de CB
3 T T T T

rnolfl

rnal

Etat réel (1)
Estirnation par Pondération

0 0s 1 15 2 25 5

Figure 3.10: Estimation de I'état réel x(t) (en bleu) par I'estimation obtenue |
pondération x(t) (en violet) pour une valeur du parametre incert Cy;, = 7.
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erreur sur CA

o8 ! ! ! ! !
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005 1 1 i 1 1
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Figure 3.11: Tracé de I'évolution de l'erreue = x — X pour unevaleur du parametre
incertain Cy ;, = 7.

Pour la valeur du parametre incer Cq;, = 7.5, nous obtenonigs tracés suivar :

le taux de dilution

0 i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3
estiation de Cc
a8 T I I I I
) b ————— -
= 7 N S : _:{_._._._._._.1 __________________________________________ |
£ - o o L . Etat réel xt) |
H i : — Estimation par Pondératian
] | 1 1 1 T
0 0.5 1 1.5 2 25 3
temps (s)

Figure 3.12: Estimation de I'état réel x(t) (en bleu) par l'estimation obtenue |
pondératiork(t) (enviolet) pourune valeur du parameétre incertaiR ;, = 7.5.
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erreur sur CA
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erreur sur CB
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Figure 3.13: Tracé de I'évolution de l'erreue = x — X pour unevaleur du parametre
incertain Cy ;, = 7.5.

Nous remarquons d’apres les simulations effect(ttasés des estimations d’état et
I'erreur), gu’en variant le parametre incer Cp;, , ens’éloignant vers la limit inferieure
Ca,inmin (valeurs prises pot Cy ;,, sont 4.5 e6.5) et la limite supérieur Cy i max (Valeurs
prises pour Cy;,, SONt 7 et7.5) que les performances dlestimateu x(t) (obtenu par
superposition pondérée des limites supérieure feridure de l'observateur interve)
diminuent. Ici nous testons la convergel de l'état estimé vers l'état réel du syste
dynamique et sa rapidité.

Par contre, en prenant la val C4;, = 6, nous avons pwaméliorer la convergenc
asymptotique de I'état estimé&(t) vers I'étd réel du systeme dynamique, et I'observateu
plus rapide Nous avons I'évolution (I'erreure = x — X qui tend vers zero plus rapidem.

Si nousconsidérons une autre écriture de la relation §; que nous réécrivo :
CA,in,min < CA,in < CA,in,max
comme suit :
[a] = [ CA,in,min ’ CA,in,max] = [418]'

alors, Cy;, représente la variable incertaine appartenant ppost [a]. La valeurCy ;;, = 6

représente en realite I'estimé de la variable tages Cy ;,, . Car cette valeur représente
milieu de lintervalle [a] fnid[a] = 6 ). Pour cette valeur, nous avons pu améliorel
convergence et la rapidité de l'estimation d’éx(t) vers l'état réelx(t) du systeme

dynamique.
85




Chapitre3 : Estimation d’état par I'arithmétigel d’intervalles

3.4.2 Observateur intervalle pour les systémes linéaireemps invariant en
présence des perturbations

Sachant que tous les systemes ne vérifient @asohdition de coopérativité définie
préecédemment, I'observateur intervalle développes dzette section permet de palier cette
difficulté, en montrant que tout systeme linéaaeps invariant exponentiellement stable non
coopératif avec des perturbations additives peattéansformé en un systéme coopératif par
un changement de coordonnées «temps variant bséfgateur issu de cette transformation
est un observateur intervalle «temps variant »oe&ptiellement stable. La technique
S’appuie sur une transformation sous la forme capende Jordan.

Le théoreme suivant [Mazenc et Bernard, 2011] eitplicette nouvelle technique. Un
exemple d’application est illustré sur un modélétat d’'un systéme LTI stable en boucle
ouverte (d’ordre 3) présentant des perturbatiod#tigds mal connues.

Théoréme 3.9Mazenc et Bernard, 2011]
Soit le systéme suivant

x = Ax +w(t) (3.68)
avec
x € R™, A est une matrice stable et constani€t) € R™ est une fonction Lipschitz continue
inconnue bornée par deux fonctions Lipschitz caiconnues comme suit :

vt > 0,w(t) <w(t) <wt(t)

alors, il existeP:R —» R™™" de classeC” de norme finie tel que Yt € R*, P(t) est
inversible coopérative et stable. Et une matmestantéV € R™" tel que :

Vvt € R , P(t) est une solution de€(t) = N P(t) — P(t)A. L’observateur suivant est un
observateur intervalle exponentiellement stable poaysteme3.68) :

(zF =Nzt +Pt@®)wt(t) — P (t) w(t)
Z7=Nz +PT()w () =P (t) w'(t)
z*(to) = P*(to)xo™ — P~ (to) X0~
z7(to) = P (to)xo™ — P (to) xo™
xt=Mt)zt —M~(t) z~

\ x"=Mt(t)z- —M~(t)z*

(3.69)

ou P*(t) =max (0,P(t)), P~(t) = P*(t) — P(t) et laM(t) et I'inverse de la matrice
P(t), M*(t) = max (0, M(t)) etM~(t) = M*(t) — M(t).
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a) Exemple d’application sur un systeme d’ordre trois
Exemple 3.4: Nous allons montrer a travers cet exemple, le$érdifites étapes de
construction de I'observateur intervalle.

Considérons le systeme suivant :

x =Ax + w(t)
ou la matrice d’étafl est donnée par :

~1/3 0 —4/3
A= < 6/3 —-9/3 0 )
10/3 0 —=5/3

La matriceA est non coopérative. Donc, afin d’appliquer leotieééne précédent pour la
synthése d’un observateur intervalle, il faudrafiatrla stabilité ded .

Les valeurs propres dé (A, = =3, 1, = -1+ 2ietA; =—1—21i) sont a parties réelles
strictement négatives, donc la matricest Hurwitz (stable).

L'incertitude sur le systeme se traduit dangale que I'entréew(t) est une perturbation
inconnue mais qui est bornée par deux fonctionsdhijtz continus connues™ et w™
comme suit:

w(t) Sw(t) Sw™(t)
wt(t) =w(t)+T (3.70)
w (t) =w()—-T

[': est un parametre variable permettant de coraidplusieurs bornes inferieure et
supérieure pouwv~etw™ respectivement.

Nous prenons comme exemple pour(t), un bruit uniformément distribué dans
lintervalle [—2,1].

 Dans MATLAB , w(t) est obtenu par la commande «rand » et par ueepoiaition
linéaire dew(t;) entre deux vecteurs temgsp,t) de période d’échantillonnage
différentes
Par exemple :

t=li nspace(0, 20, 100);
t p=l i nspace(0, 20, 200) ;
w= -2 + 3.*rand(size(t));
wti= interpl(t,wtp) ;

wt(t) etw™(t) peuvent étre considérés comme des vecteurs itiesrdmnt la dimension est
dépendante le la longueur du vecteur temps.
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Considérons le vecteur d’état initial donné pardeteur intervalle suivant :
xo € ([-0.05,0.05],[—0.05,0.05], [—0.05,0.05])" (3.71)
Xo peut étre réécrit de la maniére suivante :
X0 < x9< xo"
x,* = (0.05,0.05,0.05)7 (3.71)
xo~ = (=0.05,—0.05,—0.05)7
b) Etapes de construction de I'observateur intervalléemps-variant

Nous développons ci-dessous les différenteseétgpur la construction de I'observateur
intervalle du systéme incertain

b.1) Changement de coordonnées temps-invariant par la fime canonique de
Jordan

La matriceA peut étre transformée en une matrice de forme ddaddPerko, 1991] en
considérant deux entierse {0,1,...,n} ets € {0,1,...,n— 1} et un changement de base
« temps-invariant» comme suit

Y = Px
qui transforme le systéme
X = Ax
en
Y=JY
avec
Ji 0 0
j=(9 %2 - 0| e (3.72)
0 .. 0 Js

ou les matriceg; sont partitionnées en deux groupes,riggemiéres matrices sont associees
aux r valeurs propres réelles de multiplicit¢ de A et les restantes aux valeurs propres
complexes de multiplicitén; deA. Avecn = Yi_n; + X3, 2m;

Pour i =1,r, nous avons :

-1 0
J = 9 “He g € RMxmi (3.73)
0 0 —u;

ou lesy; sont des nombres réels positifs.
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Et pouri = r + 1,5, NOUS avons :
AL, 0 e 0
]i — . 0 € RZmiXZml-

_ (B Vi) _ (1 0
avec A;= <—)/i B, etlz—(o 1)

(3.74)

ou lespB; sont des nombres réels positifgyesont des nombres réels différents de zgyee(
y; représentent les parties réelles et imaginaisgsetivement des valeurs propres complexes

de la matriced ).

Dans notre exemple la matri€ecalculée est la suivante :

1/1 -3 1
P=z(1 0 1
2 0 -1

Pour un nombre de valeurs propres réeiles1 de multiplicité n; = 1 on a:
Ji=(=3)€ R™1

et pouri =r+ 1,3 , m; = 1 est la multiplicité des valeurs propres complexes

J, = (:% _21) € R2x2

La forme canonique de Jordon calculée est aloraémpar :
-3 0 0
J={ 0 -1 2
0 -2 -1

PAP =]

tel que I'égalité suivante:

(3.75)

est veérifiee. La matric¢ obtenue n’est pas coopérative, donc il faudracefés un

changement de base « temps-variant ».
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b.2) Le changement de coordonnés temps-variant

Le changement de coordonnées considéré est lersuiv

P(t) =n(t) P (3.76)
La matricen(t) est donnée par :
I, 0 e 0
n=|° Mra® (3.77)
0 0 N;(t)

avec, la matricé. € R™", correspond a la matrice identité associée ravaleurs propres

réelles de la matricé. Les matricesV;(t) aveci =r + 1,s associées aux valeurs propres
complexes sont calculées de la maniére suivante :

W, (t) 0 -+ 0
mo=( O MO e gemoom (3.78)
0 0 Wi(t)
avec
_ (cos(y;t) —sin (y;t)
Wi(0) = (sin (y;t)  cos(yit) ) ©)7

et y; est la partie imaginaire des valeurs propres ¢exeg ded, dans cet exemplg est
égale & (4,3 =—-1+21).

Alors la matrice n(t) , d’aprés (3.77) est égale a :
1 0 0
n(t) = (0 cos(2t) —sin (2t)>

0 sin(2t) cos(2t)
La matriceP(t) calculée par (3.76) est :

1 -3 1
P(t) = l(cos(Zt) —2sin (2t) 0 cos(2t) — sin (2t))
sin(2t) + 2 cos(2t) 0  sin(2t) — cos(2t)
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La matriceP(t) est la solution de I'équation différentielle :

P(t) =NP(t)—P(t)A.
ou la matriceN obtenue est une matrice constante et qui peatc@iculée de la maniere
suivante :

G 0 0 0
0 Mr+1 ' :
c 0 -§0)

0 .. 0 M,

N =

avecG représente les matriceg; (3.73)
Et pouri =r + 1,s, les matrice/; sont données par :

—Bil; I, 0O .. 0
[ 0 —Bil; I =~ ]
M; =l : | j (3.81)
. . . 12
0

Nous obtenons aprés calcul, la matiicsuivante :

-3 0 0
N=|10 -1 0
0 0 -1

La matriceM (t) = P(t)" ! calculée est :

0 cos(2t) — sin (2t) cos(t) + sin (t)
M) =P()t=|-1 cos (2t) sin (2t)
0 2cos(2t) +sin(t) 2sin(2t) — cos (2t)

Cette derniére sera utilisée dans |'étape suivamtgr la construction de I'observateur
intervalle :

b.3) L'observateur intervalle
Selon le théoreme 3.5, le systéme admet I'obsarvatiervalle temps-variant suivant:
zt=Nzt+PT(@)w* () — P~ (t) w(t)
Z7=Nz +PT()w () =P (t) w'(t)

z*(ty) = P*(to)xo™ — P~ (to) X9~ (3.82)
z=(ty) = P (to)xo™ — P~ (to) X0
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avec
1 0 1
PT(t) = maX(O,P(t)) = 1(1;( cos(2t) — 2sin (2t)) 0 L(cos(2t) — sin (Zt)))
3 L(sin(2t) + 2 cos(2t)) 0 L(sin(2t) — cos(2t))

ouL(x(t)) représente lemax(o,x(t)).

P=(t) = P*(t) — P(0)

A linstantt, = 0 la matriceP* etP~ calculées sont données ci-dessous :

03333 0 0.3333
Pt = ( 03333 O 0.3333)
0.6667 0 0
et

0 1 0
P =P*—P=|0 0 0
0 0 0.3333

En prenant comme conditions initiales pour le vectéétatx, (3.71)" a l'instant t, = 0,

nous obtenons comme conditions initiales pour Bobateur intervalle (3.82) les vecteurs
colonnes suivants :

z*(t,) = (0.0833,0.0333,0.0500)7
z~(t,) = (—0.0833,—0.0333,—-0.0500)"

z*(t) etz~(t) qui représentent respectivement I'estimation d’péa I'observateur supérieur

et I'observateur inferieur de I'observateur intdieasont obtenues en résolvant le systeme
d’équations différentielles (3.82) .

Enfin, I'estimation d’état finale est donnée par éguations suivantes :

xtT=Mt*t)zt —M~(t) z~
x“=Mtt)z-—M (t)z*t
avec M*(t) = max(0,M(t)) est donnée par:
0 L(cos(2t) — sin(2t)) L(cos(t) + sin (t))

MY(t)=1{0 L(cos(2t)) L(sin(2t))
0 L(2cos(2t) +sin(t)) L(2sin(2t) — cos(2t))

et M—(t) = M*(t) — M(t)
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Les figures suivantes représentent I'estimationtati’&du systeme par I'observate
intervalle, en présence d’incertitudes sur I'er w(t). Nous faisons varier a chaque fois
valeur dew™ etw~par le paramétre variak I (3.70) :

estimation de x1
1
T

wl+

. . : . . . . . wlredl

B I I I I I I I I K-

a 2 4 5 a 10 12 14 15 18 20
Temps (s)

estimation de x2

L T T T T T T T T T

w2redl

i w2-

0 2 4 B 8 10 12 14 15 18 20
Temps (s)

estimation de %3

T

*3+

x3redl

5 i i i i i i i i 3

0 2 4 B ] 10 12 14 16 18 20
Temps (s)

Figure 3.14 :Estimation de I'état réel (en bleu) par un obse&waintervalle (I'observatet
supérieur en rouge et I'observateur inferieureietet) et pouw™ = w(t) + 0.2,
w~ =w(t) —0.2.
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estimation de x1
1
I I

®1+
wlredl
1 i i i i i x1-
u] 2 4 E =] 10 12 14 16 18 20
Temps (s)
estimation de x2
05 T T T T T T T T T
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u} 2 4 B a8 10 12 14 16 18 20
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A N ., e . LA W3+
: : : : E : E ; waredl
2 i i i i i i i i *3-
u} 2 4 5} g 10 12 14 16 18 20
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Figure 3.15 : Estimation de I'état réel (en bleu) par un obsewaintervalle (I'observatet
supérieur en rouge et I'observateur inferieureietet) et pouw™® = w(t) + 0.1,
w~ =w(t) —0.1.
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Figure 3.16 : Estimation de I'état réel (en bleu) par un obseweintervalle (I'observateu
supérieur en rouge et I'observateur inferieureietet), pou w* = w(t) + 0,
w-=w(t)—0.
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D’apres les simulations réalisées, nous avodsolution de I'état réet(t) (en bleu) du
systeme incertain (conditions initiales inconnuesisTqui sont bornées et des perturbations
additives bornées) qui est enfermée par les eitinsasupérieure et inferieure obtenues par
'observateur intervalle. Donc, cet observateurenvdlle nous garantit d’envelopper
I'évolution de I'état réel par les deux trajectsisipérieure et inferieure.

Nous remarquons qu’en variant le paramétmour les deux fonctionav™(t) et w(t)
dans I'équation (3.70) en le réduisant, nous oliterla convergence de l'état estimé par
I'observateur supériewr? (t) (en rouge) et I'état estimé par I'observateueliigur x~(t) (en
violet) vers I'état réel du systemegt) en bleu. Et pour la valeur dé= 0, I'estimation
supérieure et l'estimation inferieure sont confeesllavec I'état réel du systeme. Donc
I'observateur intervalle obtenu est asymptotiquetnseable.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit 'ougill@rithmétique des intervalles pour redéfinir
les propriétés structurelles de commandabilité 'ebservabilité des systémes LTI a
parameétres incertains et ceci en se basant suof@iété de l'indépendance (dépendance)
linéaire des vecteurs intervalles.

L'utilisation de cette arithmétique dans le damead’estimation d’état a permis de prendre
en charge les incertitudes influant sur un systéamné. Deux observateurs intervalles ont été
développés, le premier a été concu pour la classesgstemes LTI coopératifs a parametres
incertains. Cet observateur offre une estimatiétatlconvergente vers I'état réel et ceci au
moyen d’une estimation d’état pondérée calculéatiisant la sortie mesurée du systeme et
les estimations supérieure et inferieure retrouvgsss|'observateur supérieur et inferieur
respectivement de I'observateur intervalle.

Cependant, la limitation de cette méthode dtestion par cet observateur intervalle est
gu’il est appliqué a une classe des systemes aexigeaveérifier la condition de coopérativité.
Le deuxiéme observateur intervalle développé damscltapitre permet de palier cette
difficulté par la construction d’'un observateureivalle temps-variant exponentiellement
stable pour un systéme linéaire stable en bouslerte. Et ceci au moyen d’'un changement
de base « temps-variant » qui transforme le syse&me systeme coopératif.

Pour un systeme instable en boucle ouverte, eut poujours associer « observateur
classique et observateur intervalle » pour unenesion d’état convergente. On procede en
deux étapes, on élabore un observateur classigtyped.uenberger par exemple (le systéme
doit étre observable) en boucle fermée. Puis, rongae par un changement de base temps
variant pour rendre coopératif le systeme d’erre(ty).

Ce dernier observateur sera appliqué en assoce®nun observateur Luenberger classique
pour I'estimation d’état d’'un pendule inversé denshapitre suivant.
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Chapitre4 :
Application au pendule inversé

4 lintroduction

En prenant référence de I'observateur intenddlecloppé dans le troisieme chapitre (congu
pour la classe des systemes LTI non coopératifsorexgiellement stable avec des
perturbations additives), nous allons construireobservateur intervalle au modele d’état
d’'un pendule inversé.

Le systeme présente des perturbations sur legsongesurées qui sont mal connues, et les
conditions initiales du vecteur d’état sont incoesiumais qui peuvent étre bornées par des
limites supérieures et inferieures connues a priori

A cet effet, la méthode d’estimation que nousral adopter, utilise simultanément un
observateur intervalle [Mazenc et Bernard, 2011liretobservateur classique [Luenberger,
1966] pour I'estimation d’état du systéme incertain

La technique peut étre expliquée de la manigraste:

En premier lieu, nous allons construire un oleseur classique de type Luenberger
[Luenberger, 1966] au systéme perturbé sans tenipte des incertitudes. En se basant sur
l'erreur dynamique associée a cette estimationat’élassique, nous allons construire un
observateur intervalle pour I'erreur dynamique.

Cette erreur dynamique veérifie la condition de bgse de I'observateur intervalle [Mazenc et
Bernard, 2011] qui est la stabilité de la matri¢état de I'erreur notéd,. Cette condition
permet de concevoir un observateur intervalle grreur dynamique dont I'expression
comprend un terme relié aux perturbations additiggsont incertaines.

Autrement dit, nous allons concevoir un obse&wat intervalle temps-variant
exponentiellement stable pour I'erreur dynamique,est un systéme linéaire temps invariant
exponentiellement stable présentant un terme eelié perturbations additives au systeme
dans son expression.

Par la suite, la connaissance des limites seynériet inferieure (obtenues par I'observateur
intervalle de l'erreur) de la distance entre I'étéel et son estimation par I'observateur
Luenberger classique, contribue a finaliser lraation d’état du systeme.

Pour la commande du pendule inverse, nous atiénslopper une commande par retour
d’état classique a la quelle nous allons introdaee aspect d’incertitudes influant sur le
systeme par I'approche intervalle. Ceci est régh@é 'utilisation simultanée « observateur
classique-observateur intervalle » pour recongreircorriger I'état du systeme incertain.
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Chapitre4 : Application au pendule inversé

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante :

Dans la section (4.2), une modélisation du pendwlersé permet d’avoir un modele d’état

indispensable pour l'estimation d’état et la comdwnDans la section (4.3), nous allons
construire un observateur « Luenberger classiques [& pendule inversé en absence des
perturbations sur le systéme.

Dans la section (4.4), un observateur intervallg pe systeme est congu en trois étapes :
 La premiere étape est consacrée a la conception dhservateur « Luenberger
classique » pour le systéme en tenant compteatasipations en sortie et en absence
des incertitudes sur le systéme (section (4.4.1)).

» Dans la deuxiéme étape (section (4.4.2)), en pteea considération les incertitudes
sur le systeme perturbé, un observateur intenesteconcu pour I'erreur dynamique
associée a I'estimation par I'observateur Luenhbecigssique.

 Dans la troisieme étape, a partir de la différerotre les bornes supérieure et
inferieure de l'observateur intervalle de l'erreeir I'état estimé par I'observateur
classique dans la section (4.4.1), nous allonsnabten observateur intervalle du
systeme qui est illustré dans la section (4.4.3).

Dans la section (4.5), nous allons réaliser uomnoande par retour d’état du pendule
inversé, basée sur une reconstruction d'état mdosérvateur Luenberger et I'observateur
intervalle dont les étapes sont citées dans léose@t.5.1).

Les programmes de calcul des différents obsenstsomt implantés sous I'environnement
MATLAB.

4.2 Modélisation du pendule inversé

Dans cette section, une description du penduersé nous permet d'établir un
modele d'état pour celui-ci, la modélisation seebasar le Lagrangien appliqué au
systéeme.

4.2.1 Equations du mouvement du systeme

Afin de modeéliser le pendule inverse, nous allotissar le Lagrangien £, qui est défini
comme la difference entre I'énergie cinétidieet I'énergie potentiell&,du systeme.
L, estdonné par I'équation suivante :

L, =E.—E, (4.1)
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L'ensemble chariot-pendule peut étre représentke g@héma ci-dessous :

m pendule

Figure 4.1: Schéma de I'ensemble chariot-pendule

Sur le schéma précédent, apparaissent les dif6&regrandeurs physiques définies comme
suit :

x(t) :Position et direction du chariot (en)
f(t) :Position angulaire du pendule (erd)
F(t) :Force d’entrainement transmise par la courroguetau moteur (el)
M  : Masse du chariot (dtyg)
m  : Masse du pendule (éug)
g  :Accélération de pesantesir 9,81 m s ™2
l : Longueur du pendule (en)
I : Moment d'inertie du pendule par rapport au cetiérenasse (eN m?)
f : Coefficient de frottement visqueux entre le chiaet le rail et sS'opposant a I'actidf(t)

(en N/m/s)

k . Coefficient de frottement visqueux du pendulesar axe (etV /rad/s)

Par la suite, nous adapterons les notations s@sant

o _ : .
i 0 est la vitesse angulaire du centre de masse dlufsen

d?e - , i .
== 6 estl'accélération angulaire du centre de mdasgendule.

d . . .
d—’: = x est la vitesse du centre de masse du chariot.

d?x .. , s .
—Z =X est I'accélération du centre de masse du chariot.

t2
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Chapitre4 : Application au pendule inversé

Pour une positiorr du chariot, la position et la vitesse du centrendesse du pendule en

projetant sur les axes ety sont données par le vecteur positiEn et le vecteur vitessé
suivants:

B (x — lsin(e)) - (x — 01 cos (9)) (4.2)

= etV = .
—lcos(0) [ 65sin (0)

L’énergie cinétique du chariak,, et celle du pendulé.,, sont données par les deux
éguations suivantes respectivement:

1 1
ECm=§mV +519

= %m (J'cz —2%01 cos (0) + 92 12 cos? (0) + 92 1?2 sin? (9)) +% 162 (4.4)

L'énergie cinétique totale de I'ensemble pendulgriolha pour expression :

Ec=Ecy+Ecm
1 22, 1 W) s 2% 12 a2 0% 12 cin2 1,92
=5Mx +5m(x —2x01 cos(0)+60 l%cos“(0)+6 [~ sin (9))+519 (4.5)

Lorsque le chariot est en mouvement, I'énergientieiée du systeme, fonction de I'angle du
pendule est donnée par la relation suivante :

Ep = —mgl(1 — cos(6)) (4.6)

En remplagant (4.5) et (4.6) dans (4.1), nous alterte Lagrangie, du systeme qui est
donné par I'expression suivante:

1 1 . . . 1
L, =§M5c2+§m(5c2—25c91 cos (0) + 62 1% cos? (6) + 0% 1 ? sin? (9))+§192

+ mgl(1 — cos(6)) 4.7)

Les équations non-linéaires du mouvement vont éterminées a partir de I'équation de
Lagrange suivante :

£ (%)- (%) - o
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Chapitre4 : Application au pendule inversé

ou ¢ =(x,0) est I'ensemble des cordonnées généralisées siénsy a savoir le
déplacement horizontal du charioét I'angle du pendui@ .
et Qs = (Qx, Qg) represente I'ensemble des forces non conseestric

Q. : correspond a la force d'entrainemgrdu chariot qui s'oppose a la force du frottement
visqueux dont le coefficient est noféqui est donné par :

Qe = F—fx (4.9)
Q o : correspond a la force de frottement visquewowute I'axe dont le coefficient est
noték, donné par :

Qo= —ko (4.10)

Alors, I'équation de Lagrange par rapport au chast :

=50 -GH) = (4.1

En remplacant (4.7) dans (4.11) nous obtenons :

( 0L, . .
— | = (M + m)x — ml6cos(0)
0x
d <6Lg

dt\ ox

oL,
| ()=

(M +m)i% —mlBcos(P) + ml 8%sin(f) = F — f x (4.12)

N

) = (M + m)¥ — ml Bcos(0) + ml 62 sin(0)

Nous trouvons :

L'équation de Lagrange par rapport au penduleitsiécr

d (0L L
E( a%)_(az):Qg (413
En remplagant (4.7) dans (4.13) nous obtenons :

( 0L, . .
6 )= —ml x cos(8) + ml?0 +16

' T — (8) + ml xsin(6) + (ml? + 1)é
i\ 20 )" ml X cos ml x sin (m )

0L\ _ 156 sin(9) Isin(6)
\ 09 = mlxU Ssin mgisin
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Et nous trouvons comme équation du mouvement :
(ml? + 1) — ml X cos(9) + mglsin(8) = —kb (4.14)

Les équations du mouvement du systeme sont alorsges par les équations suivantes:

{ (M +m)i + f x — mlBcos(0) + ml 2 sin(9) = F (4.15)

—ml % cos(0) + (ml> + 16 + kO + mglsin(8) = 0
4.2.2 Linéarisation des equations
A partir des équations du mouvement non-lin&aie systeme (4.15), nous allons effectuer
une linéarisation autour des deux positions d'dopeis, I'une pour laquellé, = 0 (point

d'équilibre stable) et I'autre pour laquélle= m (point d'équilibre instable).

En considérant des petites variatidAs du pendule autour du point d'équilibig , la
position peut étre écrite par la relation suivante

0=0,+A0 (4.16)

Le développement de Taylor d’ordre 1 d'une fomchion linéairef (6) autour de,, est :

f(0) = f(6) + 20 2 (4.17)

* Pendule en positiord, = 0
Pouré, = 0, nous avons la linéarisation suivante :

cos(8) = cos(0) + (8 — 0)(—sin(0)) =1
sin(@) ~ sin(0) + (6 — 0)(cos (0)) =6

Les équations du mouvement (4.15) deviennent alors

M+m)i+fx—mlb =F
—ml% +(mi> + 10 + k6 + mglé =0

(4.18)
* Pendule en positiord, =«
Pourf, = m, nous avons la linéarisation suivante :
cos(8) = cos(m) + (0 — m)(—sin(m)) = —1
sin(@) = sin(m) + (8 — m)(cos (m)) = (m — 0)
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Afin de simplifier, nous allons effectuer le chanmgt de variable sur la positishcomme
suit:

0'=60—-m
Alors, nous aurons :

sin(f) = sin(r+0') = -6’
Notons aussi que

6 =6 eth=0

Alors les équations du mouvement (4.15) pfwe m deviennent:

{ (M+m)i+fx+mlO=F (4.19)

ml ¥ +(ml>+ D0 + k6 —mgld =0
4.2.3 Représentation dans I'espace d'état
Afin de synthétiser un observateur classiquentervalle au systéeme, une représentation

d’état des equations décrivant le mouvement di¢gys est indispensable.
Pour cela, nous définissons le vecteur d'éf@f) de la maniere suivante :

X1 3f(t)
x(t) = | = ggg (4.20)
X4 6(t)

* Position stable

En se référant aux équations relatives au peretuposition stable (4.18) et en négligeant le
moment d’inertiel, nous obtenons les équations du mouvement sug/ante

(M+m)5€2+fx2—ml3'c4 :F
{ . 5 . (4.21)
—ml x, +ml“ x, + kxy, +mglx; =0
Posons :
X3 =x, = 0(t) (4.23)

Par le changement de variables (4.22) et (4e23®jar substitution de ces derniéres dans
(4.21) et par élimination successive des termgst x, , nous obtenons les équations
suivantes :

. f mg k 1
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. _L _ (M+m)g _ M+m)k 1
Xy = =77 % T X3 X4 + MlF (4.25)

La représentation d’état est alors décrite comnite su

0 1 0 0 0
xl(t) O _i _ﬂ _i xl i

. xz(t) M M ml X5 M
t)=|". = 0 0 1 +1 0 |F 4.26
x () x3(t) ko _f_ (M+m)g  (M+m)K X3 1 ( )
X4(t) 0 Ml Ml Mmi? Xy Ml
A B

* Position instable

En suivant le méme raisonnement pour le pendnl@osition instable, nous obtenons la
représentation d’état suivante :

0 1 0 0 0
xl(t) 0 _L _@ i xl i
x2(t) OM 84 1 "™ x, 0
) = +{ 0 |F 4.27
x3(t) \0 f o mrmyg  m+mk || *3 _1 / @20
X4 (t) 0 Ml Mm? Xy Ml
A B

4.3 Synthese d'un observateur Luenberger classique poule pendule
inversé en absence des perturbations en sortie

Le modele d’état pris pour I'étude du systéme agiasition d’équilibre stable (4.26).

» Paramétres du modele

Les différentes constantes du systéme pendalgethsont prises de [Moussouami et
Aupoix, 2007], elles sont indiquées ci- dessous :

- La massé/ du chariot est calculée comme suit : C'est la masschariot qui est de
1.6 Kg a la quelle est rajoutée la masse inertielle dteora(J/R?), ce qui fait une
masse totaleM de 6Kg.

- La masse totale du pendule esOdd Kg.

- Lalongueur du pendule est @& m .

- La grandeur de commande du systeme est une tegtsimm pas une force, la tension
est reliee a la force par un coefficient de forke qui est déterminé
expérimentalement, il est d&5N/V. Alors, la tension a appliquée est égale
au=F]/ks.
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Nous avons développé sous SIMULINK le modeleobiservateur du pendule inversé. La
grandeur d’entrée est une impulsion d’amplitude it + 1 volts, pendant une durée de
0.1s. Par la suite I'impulsion est multipliée par le coefficierts afin d’obtenir la forceF
qui est I'entrée du systéme (4.26).

- Le frottementf représentant la valeur du frottement du charioteswalil et I'inertie
du moteur a courant continu est choisi trés graafoh d’avoir une dynamique trés
rapidef = 210 N/m/s.

- Le frottement du pendule est pris tres petit 0.003 N/rad/s.

» Conditions posées pour la synthése de I'observateluenberger classique

Avant d’entreprendre la synthése de I'observateons mettons comme cahier de charge les
conditions suivantes :

1) Supposons que seulement la positicet 'angle@ sont disponibles a la mesure, alors
la matrice d’observabilité est définie comme suit:

c=(y 299 (4.28)

de telle maniére a ce que nous aurons la pa#tg.) observable.

2) Prenons comme conditions initiales des variablegetteur d’état du systeme réel et
celles de I'observateur classique respectivemeninoe suit :

xo(to) = (0,0,0,0)" .29)
£(ty) = (0.01,0.1 ,0.025,0.1)7 (4.30)

3) Le systéme posséde deux pdles réels dont un &stgine et deux pbles complexes
donnés ci-dessous:
pl=0
p2 = —34.9734
p3 = —0.0336 + 4.4311i
p4 = —0.0336 — 4.4311i

(4.31)

plet p2 sont les poéles relatifs au charigi3 et p4 sont les péles relatifs au pendule. Les
deux derniers poles complexes conjugués traduiisspect oscillatoire du pendule.

Nous choisissons le gainde I'observateur qui est calculé par placementalespde telle

maniere a avoir la matricéA — LC) Hurwitz (C'est-a-dire les valeurs propres(de— LC)
sont a parties réelles strictement négatives).
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Nous choisissons de changer le péle a I'originke mettre a -1, nous gardagris tel quel et
afin d’amortir cet aspect oscillatoire des deuxepd@omplexes, nous effectuons une réduction
de la pulsationy; des deux poéles conjugués, nous prenons la valear0.5 . Les poles
choisis sont alors les suivants :

pl=-1
p2 = —34.9734
p3 =—1.5+0.5i (4.32)
p4d= —15-05i
L’observateur Luenberger classique est donné pguétion suivante :
X =A% +Bu+L(y —9) 33)
et qui peut étre réécrit de la maniére suivante :
s . Uu
x=4, X+[B L] [y] (4.34)

avec A, =A—-LC
Nous avons les dimensions suivantes pour le systgh8#): A, € R¥*4,B € R**1 et
L € R¥*%,

Comme nous pouvons aussi avoir I'écriture suivaoig (4.33) :
PN u

L est obtenu par placement de pdéles, en utilisambriamande « place » sur MATLAB. Nous
obtenons la matrice suivante pour les poles dégidg):

1.1084 0.0877

1.0004 —0.5247
—0.3435 2.8243 (4)36

2.2924 —18.5602
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L’'observateur Luenberger .@8b) peut étre représenté par le schéma de simmlatiivan
(sous SIMULINK) :

u y=Cx+Du |y
modéle du pendule inverse

Stap‘l ) - : >l x'= Ax+Bu

Step  entree du systéme

u
o = y=C+Du | ye
i y2-ye2 observateur

luenberger classique [

Figure 4.2 : Schéma de simulation sous SIMULINK du systéme dé&é d’'un observateu
Luenberger classique.

La réponse a une impulsion d’amplitulV et d’'une duréd).1s, permet de tracer les éti
du systéme estimés par l'observateur Luenbergessigiaes, présentés par les figL
suivantes :

position (rm)

Chi ! ! ! ! ! ! ! !
S i i : : : ; : x1 regl
[ T T — ' ' H ' ' V| — — wll-classique
[ [pe— : : : : :
P S S S .
P — SUSSIORIS OUSSHOOS SNSRI NSRRI SO WS — — H——
Enopfh e s R e R brmeoeonees —
= : ; : : : ; : : :
008 ff oo LT e oo oo oo o]
7% SRRSO A R NS SO S— — — ]
0 i i i i i i i i i
u] 1 2 3 4 5 B 7 =} 9 10
ternps (5)

Figure 4.3: Réponse en position du chariot, état réel (en rowgeétat estimé pi
I'observateur classique de Liberger (en bleu).
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vitesse du chariot {m/s)

12 T T T T T T T T '
H H H H H H H H w2 reél
----- w2l-classigue
1 ________________________________________________________________________________________________________________________________ —|
1= S R S S S -
(IR 5 e Rt L R R e e R R T —
=z
=
™
= ' ' ' ' ' ' ' ' '
D H - b SRR  SRRGREELECETELELEEEEE —
T S S
D _&
02 I I I I I I I I I
] 1 2 S 4 5 4] 7 g 9 10

temps (=)

Figure 4.4 :Réponse en vitesse du chariot, état réel (en raigeat estimé (en bleu)
I'observateur classique de Luenber

angle du pendule(rad)
1L T T T T T T T T '
; ; ; ; ; ; ; ; ¥3 regl
----- #3L-classigque

3 (rad)

10

temps (s)

Figure 4.5 : Réponse angulaire du pendule, état réel (en roetgédat estimeé (en bleu) f

I'observateur classique de Luenber
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witesse anglaire du pendule(rad/s)

2 T T T T T T T T T
: : : : : x4 reél

----- *l-classique

wd (radfs)

temps (s)

Figure 4.6 : Réponse en vitesse angulaire du pendule, étata@abuge) et état estimé (
bleu) par I'obsevateur classique de Luenber:

Nous remarquons d’aprés les réponses du systemdéguvée considérée (impulsion1V,
durée 0.1s), que l'observateur classique choisi suit biendy@mamique du systeme ré
L’évolution de I'état estimé par I'obsvateur de Luenberger est confondue a celle det
réel.

L’erreur dynamique associée donnée par le systeme suivant:

e=A4, e (4.37)

avec e = (x—X) est la distance entre I'état rx du systéme et I'état estimé i
I'observateur classique de Luenber x .

Le vecteur initial de I'erreur dynamique calculpaxtir de (4.29) et (4.30) est donné :

e, = (—0.01,—0.1,—0.025,—0.1)7 (4.38)
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Nous tracons cilessous I'évolution de I'erreur dynamique assodiiestrée par la figure
suivante :

erreur sur la position du chariot {m)

4.

0.01 T T T

002 | | | | ] | | | |
a 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
temps (3)
erreur sur la vitesse du chariot (m/s)
01 . . . ! ! ! . . .
- i i i i . i i i i
L . . . . : . . . .
0 | | | | i | | | |
a 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
ternps (5)
erreur sur 'angle du pendule(rad)
' ! !
= : : . i . : :
| | | i | | |
B 8 10 12 14 16 18 20
temps (g)
erreur sur la vitesse anglaire du pendulefrad/s)
0.2 T T T T T T
i ! ' ,
Y i i i i i i i i i
a 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
temps (g)

Figure 4.7 :Evolution de I'erreur dynamique pour les quatreataes d’état du pendt
inversé.

Nous remarquons d’aprés tracé de I'évolution ¢ I'erreur e(t) (figure 4.7), que celle-ci

s’annuler rapidement. Ce qui faque l'état estimépar I'observateur de Luenbergx
converge rapidemeners I'état réex du systéme. Donc, le choix du giL considéré est un

bon choix et le gaih nous garantit cette convergence de I'état estime Rétat réel.
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4.4 Estimation d’état en présence d’incertitudes surd systeme

Dans cette partie, nous allons démontrer comra@nbbservateur intervalle et un
observateur classique, peuvent étre utilisés saméihent pour obtenir des informations
complémentaires sur les solutions d'un systémeinddrtain observable, présentant des
perturbations additives en sortie.

Nous considérons le modele d'état précédent du ybendnversé en présence
d’incertitudes sur la sortie du systéme (pertuoogt en sortie). Et en méme temps, nous
avons les conditions initiales du vecteur d’état spnt inconnues mais qui peuvent étre
bornées dans un vecteur intervalle dont les linsited connues a priori.

Le systeme est alors décrit par la représentdtieat suivante :

{J'c=Ax+Bu

y=Cx+ ¢(t) (4.39)

Ou les variables du vecteur d’état initigla I'instantt = 0s sont supposées comprises
dans un vecteur intervalle de bornes connues a.pEbDg (t) est un bruit de mesure qui
est une fonction Lipschitz continue inconnue.

En présence des perturbations en sortie sur lémgst I'observateur Luenberger décrit
précédemment (4.33), admet I'erreur dynamique sitéva

ée=A, e—Lo(t) (4.40)

Donc, afin de synthétiser un observateur inteevadiur le systéeme incertain, nous allons
concevoir un observateur intervalle pour I'erreynamique (4.40).

Posons :
w(t) = —Lo(t) (4.41)

tel que w(t) soit une fonction Lipschitz continue incertaingmprise entre deux
fonctions Lipschitz continues connues™ (t) etw~(t). Et sous la condition du choix du
gain L de I'observateur classique, nous avons la ma#tijce A — LC) qui est stable.

Alors, le théoreme 3.5 [Mazenc et Bernard, 2Q#l]t étre appliqué a (4.40) et ceci afin
de construire un observateur intervalle pour lerrdynamique. Et a partir de cette
derniere, nous obtenons un observateur intervalle lg systeme incertain.

L’erreur dynamique (4.40) peut étre réécrite dmémiére suivante :

e=A4, e+w(t) (4.42)
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avec
w(t) < w(t) <wt(t)
wh() =w()+T (4.43)
w(t) =w(t)-T

Les conditions initiales de I'erreur dynamique saunssi incertaines, le vecteur initial de
I'erreur dynamique,(t, = 0s) est défini comme suit :

ey” <ey<et (4.44)
Alors, en appliquant le théoreme 3.5 a (4.42), nobtenons I'observateur intervalle

suivant :

z7=Nz +Pt)w () —P(t) wT(t)
z*(ty) = P*(to)eg™ — P~ (to) ep™
z~(ty) = P*(to)eg” — P~ (to) ep™*

zV=Nzt+PH@)wr () — P (t) w(t)
{ (4.45)

Avec, les conditions initiales™ (t,) etz~(t,) sont calculées a partir des bornes inferieure et
supérieure de I'état initiale de I'erreur (4.44).

L’observateur intervalle final de I'erreur estaaonné par les équations suivantes:

et =Mt*(t)zt —M~(t) z~
{e_ = M*(0)z~ — M- (0)z* (4.46)

ou
P*(t) = max (0, P(t)), P~(t) = P*(t) — P(t) et la matriceM (t) et I'inverse deP(t),
M*(t) = max (0,M(t)) etM~(t) = M*(t) — M(t)
Par la suite, nous pouvons écrire :

e"<e<e"

e <x—x<et (4.47)

Enfin, I'observateur intervalle du systéeme esdut a partir de l'inégalité (4.47). Il
est donné comme suit:

<x<et+x 48)
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Procédonsétape par étape pour synthél un observateur intervalle pour le penc
inversé a sa position stabbn présence d’incertitudes sur le syst:

4.4.1 Synthése d'un observateur Luenberger classique ereriant compte des
perturbations en sortie eten absence d’incertitudes

Supposons que(t)est un bruit de nsure uniformément distribué <
l'intervalle [-0.02,0.01].
@(t) est obtenupar une interpolation linéaire entre deux vecteempgs de périos
d’échantillonnages différerge
L’obsenateur Luenberger classique en tenant compte désripsiions en sortie, peétre
réécrit de la maniere suivante

X = A%+ Bu + L((Cx + ¢(t)) — 9) (4.4

Prenons comme conditions initiales des variablesvetteurd’état, resgectivement pour le
systeme réekt le systeme doté de I'observateur de Luenberigssiqu en présence des
perturbations en sortigs vecteurs suivar :

xo = ( 0.0062,0.0062,0.0062,0.0062)T (4.50)
%o = (0.0162,0.1062,0.0312,0.1062)" '

Nous tracons dailessous, I'évolution des états du systeme réelest &lats estimés
I'observateur Luenberger classique en présencpetésrbations en sor :

En présence de pertubation en sortie
0.4 T T T

012
0.1
0.08

0.06

#1 ()

0.04

e e et s

#1 reél
0oz I I I I i I i | x1L Luenberger
D 2 4 G = 10 12 14 18 18 20
temps (s)

. .
L s A

Figure 4.8 : Estimation de la position du chariot f'observateur Luenberger classique
en présence des perturbations sur la me

112




Chapitre4: Application au pendule invers

En présence de pertubation en sortie

: : : : : : : : 12 red
S e . #2L Luenberger
E : i i
1Y & S— S S — S L— R — L S RN -
02 i i i i i i i i i
| 1 2 3 4 &) B 7 g a 10
temps (s)
Figure 4.9 :Estimation de la vitesse du chariot par I'obsemataienberger classique
présence des perturbations sur la me
En présence de pertubation en sortie
U | | T | |
o2ty ------------- SRS R —
i A Fof A o A P i i
04t & ROt B S R B SUNRE & SR " ------
= | i 4% Y J % i b ; | /
[np} ' 1 ' B i 5 ' ' j ‘N '
2 : BYR YR} 5 5 = i v
R RO ERIVI IO SR | S U T / SR YR SR | O L W S . W S T SR Y STRN W U 1 SN O S |
V J AV A VAN A - - A A
D2 P [ [ R [ FR o 3 el
| | | | | | | | %31 Luenberger
a 2 4 G a 10 12 14 16 18 20
ternps(s)
Figure 4.10 : Estimation de l'angle du pendule par I'observatewenberger classique
présence des perturbations sur la me
En présence de pertubation en sortie
: : : : ! ! ! : ! x4 redl
L] | T L T L r R CEEEE R R EPE Commmeeoae L #4L Luenberger

1] RS SR SRR S5 SRPEN 1 SERRE N O A e --- ) SRt SEELED Py-o---- A

05H--{-----+- e J ARERRE ¥ SERERE k- ¥ SEIEERE 3 CRRLE ¥ SRR o ----- . REERES Moo J B RRLE . CEPR -

wd radfs

termps (s)
Figure 4.11 :Estimation de la vitesse angulaire du pendulel'plaservateur Luenberg:
classique en présence des perturbasur la mesure.
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En présence des perturbations en sortie du sys nous remarquons d’apres les tracés
réponses pour I'entrée considérée (impulsicl V, durée.1s), qu’en gardant le méme g:
L pour I'observateur classique choisi, que les @stisnés suivent les dynamiques des ¢

réels a une différence preés.
Tracons par la suite, I'erreur dynamique asst :

Les conditions initiales pour I'erreur dynamique4@) sont calculées par lafférence
entre x, et X, de (4.50). Nous trouvons le vecteur colonne su :

eo = (—0.01,—0.1,—0.025,—0.1)T (4.51)

L’évolution de I'erreur dynamique des quatre étstisdonnée par la figure suive :

erreur sur la position du chariot (m)

£
temps (s)
erreur sur la vitesse du chariot{m/s)
0.04 T T T T
1712 E— e T L T T T Tt S -
) :
E :
B S pooooenooee s mmemeeeees FrTereTeeees prremmneses N
oo i i i i i i i i i
0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
termps (s)
erreur sur l'angle du pendule (rad)
0z T T T
= ;
=

e i i i i i i i i i
i]

2 4 5 8 10 12 14 16 18 20
ternps (s)
erreur sur la vitesse angulaire du pendule(rad/s)
0s

(rad/s)

G i i i i i i i i i
] 10
temps (s)

Figure 4.12 :Evolution de I'erreur dynamique du systeme perti
Nous remarquons d’'apres les tracés de I'erreurrdimee des quatre états considérés,

celle<ci tend vers zéro. Donc, les états estimés péasé€ovateur classique de Luenber
convergent vers les états réels du syst
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4.4.2 Synthese d'un observateur intervalle pour I'erreurdynamique du systeme

Nous considérons I'erreur dynamique donnée (pat2), telle que les perturbations en
sortie sont inconnues mais bornées entre deuxiémscLipschitz continues connues (4.43).
Et les conditions initiales (4.51) de l'erreur dgmgue sont considérées incertaines
appartenant a un vecteur intervalle de bornes @maupriori.
Nous supposons que le vecteur initial de I'errelynamiquee, a l'instantt = 0 est donné
par le vecteur intervalle suivant :

eo = ([-0.06,0.04] ,[-0.15,-0.05] ,[-0.075,0.025] ,[ —0.15,—0.05])" (4.52)
et qui peut étre aussi réécrit par I'inégalité 43.gue nous réecrivons:
e <ey<et

avec e,” ete,™ sont donnés par les deux vecteur colonnes suivespectivement :

eo” = (—0.06,—0.15,—0.075, —0.15)"

4.53
e, = (0.04 ,—0.05,0.025,—-0.05)" (4.59)
La matriced, = A — LC calculée est la suivante :
—1.1084 1 —0.0877 0
4, = | —10004 -35 00178 -0.001 (4.54)

0.3435 0 —2.8243 1.0000
—2.2924 -70 -2.0735 -0.0407

La matriced, (qui est stable) est non coopérative. Les valpropres ded, qui sont aussi les
poles désirés (4.32) sont:

/11 == _1, /12 = —34.9734 et /13,4 == _1.5 i 0.51i (455)
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Nous suivons les étapes ci-dessous pour I'obtermtél’'observateur intervalle pour I'erreur
dynamique.

a) Transformation sous forme canonique de Jordan

La transformation de la matric#, en forme canonique de Jordan [Perko, 1991] éstteEe
de la maniere suivante :

Pour la matrice :

—2.6592 —~1.4186 —0.6260  0.6510
_ 0.0661 2.2373  —0.0011 0.0001
P=1" _34666 42326  2.0259 —2.1070 (4.56)
—0.1320 44597 41311  —2.1059
I'égalité
PAP=] (4.57)
avec
~1 0 0 0
[ 0 -—349734 0 0
J=\ o 0 ~15 05 (4.58)
0 0 —05 —15

est vérifiée, d'apres la forme canonique de JorHdaA, celle-ci n’est pas coopérative, donc
il faudra effectuer un changement de base « teagrgnt ».

b) Changement de coordonnées temps-variant

Le changement de coordonnés considéré est « tean@asi»P(t) = n(t) P. n(t) calculée
par (3.77) est donnée par la matrice suivante :

0 0

0 0
cos(y;t) —sin (y;t)
sin (y;t)  cos(y;t)

n(t) = (4.59)

oS OO
S O O

avec,y; = 0.5 est la partie imaginaire des valeurs propres cergsl (4.55) dd,.
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La matriceP(t) calculée est la suivante :

P(t)=
—2.659 —1.419 —0.626 0.651
0.06611 2.237 —0.001055 9.426 1075 460
0.132S(t) —3.467C(t)  4.233C(t) — 446S()  2.026 C() — 4.1315()  2.106 S(9) — 2.107c(t) | (+OO)
—0.132C(t) —3.467 S(t)  4.46 C(t) + 4.233 S(t) 4.131 C(t) + 2.026 S(t) —2.106 C(t) — 2.107 S(t)
avec C(t) = cos (y;t) et S(t) = sin(y;t)
La matriceP(t) est la solution d@(t) = N P(t) — P(t)A. La matriceN calculée par (3.80)
est donnée comme suit:
-1 0 0 0
_[ 0 -349734 0 0
N= 0 0 —-1.5 0 (4.61)
0 0 0 —-1.5
La matrice M(t) = P(t)"! qui sera utilisée dans I'étape suivante lors dicutade
I'observateur intervalle de I'erreur dynamique :est
M =
/ -0.2683 , —0.01328 ,(—0.0829 C(t) —9.074107'7S (1)) , (9.074 10727C(t) — 0.0829 S(1))
| 8.092 1073 , 04473 ,(2,3161073 C(t) —2,047 107*S(t)), (2,047 107* C(t) + 2,316 1073 S(¥)) | (462
0.4237 , —0.02766, (—0.3436 C(t) — 0.4748S(t)) ,(0.4748 C(t) — 0.3436 S(1)) (4.62)
\ 0.8651 , 0.8938 (—0.664 C(t) — 0.4569 S(t)) , (0.4569 C(t) — 0.664 S(v))

c) Observateur intervalle pour I'erreur dynamique

L’observateur intervalle temps-variant corresjamt est d’ordre huit, qui est donné par le
systeme d’eéquations differentielles défini précénemt par (4.45).

avec

P*(t) =

/ 0 0 0 0.651
0.06611 2.237 0 9.426 1075

| £(0.132S(t) —3.467C(t))  £(4233C(0) —446S(1))  £(2.026 C(t) —4.131S())  £(2.106 S(t) — 2.107 C(1)) | (4.63)
\L(—0.132 C() —3.467S(D)  L£(446C() +4.233S(1) L(4131C(D) +2.0265())  £(—2.106 C(t) — 2.107 S())

etP=(t) = P*(t) — P(t)
En prenant comme conditions initiales a linstéty = 0s) e, et e, définies

précédemment par (4.53), nous obtenons comme amiinitialesz*(t,) et z~(t,) du
systeme différentiel (4.45) les vecteurs colonn@gasts :
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z*(ty) = (0.3868,—0.1091, 0.3631,0.2041)7

4.64
z~(ty) = (—0.1487, —0.3396,—0.8202,—0.8788)T ( )
avec, les matrice®* et P~ calculées &t, = 0s) sont les suivantes :
0 0 0 0.6510
+ _ [ 0.0661 2.2370 0 0.0001
P = 0 4.2330 2.0260 0 (4.65)
0 4.4600 41310 0
et
2.6590 1.4190 0.6260 0
o pt_p_ 0 0 0.0011 0
pPm =P P = 3.4670 0 0 2.107 (4.66)
0.1320 0 0 2.1060

z*(t) etz~(t) sont obtenues en résolvant le systeme d’'équatitfiésentielles (4.45).

Enfin, I'estimation d’état de I'erreur dynamiquet eslculée par les équations (4.46) et la
matrice M (t) calculée a partir de la matrig&(t) donnée par (4.62) est :

M*(t) = max(0,M (1)) =

0 , 0 ,L£(—0.0829 C(t) — 9.074 107V7S (1)) , £(9.074 10717C(t) — 0.0829 S(v))
8.092107%, 04473 ,£(2,316107 C(t) —2,047107*S(t)), £(2,047107* C(v) + 2,316 1073 S(1)) 4.67)
0.4237, 0 ,£(—0.3436 C(t) — 0.4748 (1)) ,£(10.4748 C(t) — 0.3436 S(1)) '
0.8651 , 0.8938 , £(—0.664 C(t) — 0.4569 S(t)) ,£(10.4569 C(t) — 0.664 S(1))
et
M~(t) = M*(t) — M(t) (4)68

Nous obtenons I'observateur intervalle suivantrp@ureur dynamique :

et =Mt*(t)zt — M~ (t) z~

e~ = M*()z- — M—(D)z* (4.69)
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Les figures suivantes présentent les limites seyper et inferieure de I'erreur dynamig
obtenues par I'observateur intervalles concu p&urdur e(t). On varie le parametiT’ des
bornes supérieune ™ et inferieurew~des perturbations (t):

0z

- . e+
erreur sur la position du chariot

| | | | | e par Luenberger

erredr sur la vitesse du chariot

0.2

s
[}
—

0.2
0

0.5 1 14 2 25 5 358 4 4.5 4

erredr sur la position du pendule

rad

radfs

ternps (5]

Figure 4.13: Limites supérieure et inferieure de l'erreur dynqme obtenues par
observateur intervalle powrt = w(t) + 0.015 etw™ = w(t) — 0.015.
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erreur sur la position du chariot et
0.2 T T T T T e par Luenberger
\_\_\L‘———_L . . . . .
£ D= : e elkote ettt e AT
. i i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 5 7 a 9 10
erreur sur la vitesse du chariot
0.z T T T T T
S RN N SN S ———— e i
[ix] '
t U :
T S s Oy s O O SO AP -
. i i i i i i i i i
0 . . .

/

radis
[mm]
i

Figure 4.14: Limites supérieure et inferieure de l'erreur dyngme obtenues par
observateur intervalle powrt = w(t) + 0.01 etw™ = w(t) — 0.01

Nous avons construit un observateur intervalle pberreur e = x — X associée a
'observateur classique de LuenbergCet observateur intervalle permet de garanti
contenir I'évolution de I'erreur dynamique par ksux limites supérieure et inferieure, |
sont obtenues en considérant les incertitudes esurbbrnes supérieure et inferieure
perturbationsv(t) et des conditions initiales de I'errie,.

4.4.3 Observateur intervalle du system

En utilisant simultanément l'observateur de Luegber classiquex(t) (4.49) et
I'observateur intervalle construit pour I'erreum@ynmiqu« décrit par les équations (4.€ nous
pouvons déduirBobservateur intervalle du syste :

e~ +x(t) <x(t) et +x(t) (4.70)

Et les conditions initiales deecteur d’état it, = Os vérifient:

eo” + X0 <x < eyt +3% (4.71)
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Les figures suivantes représentent l'estimationtatl’é&u systeme par un observat
intervalle, en présence d’incertitudes sur lesypbdtions en sortie et les conditions initie
du vecteur d'état qui sont inconnues mais bornées din vecteur intealle. Nous faisons
varier a chaque fois la valeur w* etw~dans (4.43) par le parameéfte

025 ,

£ s e s o A
- ' ' ! ' : : : ! :
0k LALJJJ..IL ___________ .
1 S NS S N — AR— — S— | el
%1 Luenberger
L e o o
| | | | | | | | w1
015 | | | | | | | | —
0 2 4 b & 10 12 14 16 18 a0
temps (s)

Figure 4.15 : Estimation d’état de la position du cha (x,), I'état réel est représenté
rouge, son estimation avec Luenberger classiqualeanet par I'observateur intervalle ¢
vert et en violet pouw™* = w(t) + 0.015 etw™ = w(t) — 0.015.

12 | | %2 redl
; : : : %2 Luenberger
T R RREREEEEEE R S R RRRREEE M2+
| 5 5 | 2
A b e o e e .
& 0By e -
E II i
04 —}- -------------------- -
_.,II .................. T T B L T T T B L L L L i. .................... —
n e
.} =
AN — ,
_0_2‘ | | | | i
o 1 2 3 4 5 B
temps (=)

Figure 4.16 : Estimation d'état de la vitesse du che (x,), I'état réel est représenté
rouge, son estimation avec Luenberger classiqu#esnet par un observateur intervalle
vert et en violet et pouw* = w(t) + 0.015 etw™ = w(t) — 0.015.




Chapitre4: Application au pendule invers

ne ! ! ! ! ! ! ! ! :
i H i ' ! 13 reél
k %3 Luenberger
=3 H
' ' ' ' ' ' ' ' }{3+

%3 (rad)

e | i | | | i | | |
il 2 4 G i 10 12 14 16 18 20

Figure 4.17 :Estimation d’état de I'angle du pend (x3), I'état réel est représenté en rou
son estimation avec Luenberger classique en bl par un observateur intervalle en ver
violet, pourw* = w(t) + 0.015 etw™ = w(t) — 0.015.

3 ! ! ! ! ! ! ! ! !
s | s s | s s | e
‘ : : = x4 Luenberger
2 btttk ettt tetelebeielelel ettt betelebbeletek ettt ettt ettt el ettt el ittt ol wd+ M
w_

wd (rad/fs)

10 12 14 16 18 20
temps (s

Figure 4.18 : Estimation d'état de la vitesse angulaire du pes (x,), I'état réel est
représenté en rouge, son estimation avec Luenbeagsique en bleu par un observateur
intervalle en vert et en violet, pc w* = w(t) + 0.015 etw™ = w(t) — 0.015.
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025 ! . . . . . !
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o 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
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Figure 4.19: Estimation d’état de la position du cha (x;), I'état réel est représenté
rouge, son estimation avec Luenberger classiqgudeznet par un observateur intervalle
vert et en violet, pouw™ = w(t) + 0.01, w~ = w(t) — 0.01
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Figure 4.20 : Estimation d’état de la vitesse du che (x,), I'état réel est représenté
rouge, son estimation avec Luenberger classiquaeznet par I'observateur intervalle €
vert et en violet, pouw* = w(t) + 0.01 etw™ = w(t) — 0.01.
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na I
— 3 reél
#3 Luenberger []

1]:] SR

#3 (rad)

2 4 b o 10 12 14 16 18 20

Figure 4.21 :Estimation d’état de I'angle du pend (x3), I'état réel est représenté en rou
son estimation avec Luenberger classique en Il par un observateur intervalle en ver
en violet et pouw* = w(t) + 0.0l etw™ = w(t) — 0.01
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Figure 4.22: Estimation d'état de la vitesse angulaire du pes (x,), I'état réel est

représenté en rouge, son estimation avec Luenbeagsique en bleu par un observateur

intervalle en vert et en violet etp w™ = w(t) + 0.01 et w~ = w(t) — 0.01.
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Nous remarquons d’apres les tracés des figureessus, qu’'en variant la valeur du
parameétrd” des bornesw™ et w~ de la perturbatiorw(t) en le réduisant, nous obtenons la
convergence de I'estimation d’'état supérieutét) (en violet) et I'estimation inferieure (en
vert) x~(t) obtenues par I'observateur intervalle vers I'ééat du systeme.

L'observateur intervalle congu pour le modélenchde-chariot en boucle ouverte a pu
prendre en charge ces incertitudes influant swystéme (conditions initiales inconnues et
perturbations incertaines sur les mesures de xdetieeci en enfermant I'évaluation de I'état
réel entre deux limites qui sont les estimationpésieure et inferieure retrouvées par
'observateur supérieur et inferieur de I'observatetervalle, offrant ainsi la garantie de
contenir I'état réel du systéme incertain.

4.5 Commande par retour d’état du pendule inversé

4.5.1 Description de la méthode

La méthode que nous développons pour la commamgendule, se base sur une approche
classique d’'une commande par retour d’état a kElleguous allons introduire cet aspect
d’incertitudes influant sur le systéme par I'apgredntervalle.

La méthode est décrite de la maniere suivante :

Nous disposons du modéle d'état linéaire (autoumpdimt d’équilibrer = 0) en boucle
ouverte du pendule inversé avec les perturbatialtitizes en sorties (4.39) que nous
réécrivons :

{XzAx+Bu
y =Cx+ @(t)

Un régulateur d’état pour le systeme est un régufatinéaire fournissant un signal de
commandeu(t) proportionnel a chacune des variables d’état leident, elle est donnée
par :

u=—Kx(t)

Le vecteur ligneK contient les gains associés a chaque variablatd’Bans ce cas, le
régulateur d’état est utilisé pour régler 'inclis@n du pendule et la position du chariot.

Il est a noter que I'entrée du modele d'étatest force F(t) (4.26), qui est reliée a
'entrée réelle du system&t) (tension) par le coefficient de forés qu’il faut alors ajouter
dans le retour d’état.

Alors la loi de commande est donnée par :

u=—-ksK x(t) (4.72)
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Si les états du systeme sont tous disponiblesraelure, nous aurons le modele d’état en
boucle fermé suivant :

{J'c=(A—ksB K)x 7@

y=Cx+ ¢(t)

Le choix du gainK se fait par placement de pdles en choisissantdynamique désirée
décrite par la matrice :

A,=(A—ksB K)

Comme les états du systeme ne sont pas tousniliégs a la mesure, nous avons développé
dans la section (4.4.1) un observateur de Luenbgrger reconstruire les états du systéme
perturbé sans considérer les incertitudes.

Nous réécrivons I'observateur de Luenberger:
X =A%+ Bu+ L((Cx + ¢(t)) — CR)
X est I'état estimé.

Nous avons la commandabilité et I'observabitité systéme (4.39) en boucle ouverte qui
sont verifiées, alors le signal de commandg) pour le retour détat reconstruit par
'observateur de Luenberger est donné comme suit :

u=—ksKx(t) 4.74)
Alors, le systeme bouclé par la loi de commandgesisus est donnée comme suit :
% = Ax(t) — ks BK&(t) (4.75)
Et I'observateur en présence du retour d’état g'écr
x=@—-ksBK—-LC)X+LCx +Lo(t) (4.76)

L’erreur dynamiquee = (x —X) en boucle fermée correspondante satisfait I'égoati
différentielle suivante :

e=(A—-LC) e—Lo(t) (4.77)
Posons
Ace =(A—LC) etw(t) =—Lo(t)
alors I'erreur dynamique est réécrite comme suit :

6= A e+w(t) 4.77)’
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Dans le cas d’'une connaissance parfaite des conslifnitiales et des perturbatiopgt)
additives en sortie du systeme, I'objectif de lanotande par retour d’état reconstruit par
I'observateur de Luenberger est de maintenir lelesodu systeme a zéro

Sauf que dans le cas étudié, les perturbationsodie du systéme sont incertaines et les
conditions initiales du vecteur d’état sont incoeswAlors, afin de pouvoir réaliser une
commande par retour d’état qui prend en compteincestitudes, nous allons faire introduire
un observateur intervalle pour I'erreur dynamique.

Cette procédure nous garantit d’avoir une évolutienl’état corrigé enfermé par deux
limites supérieure et inferieure en présence dencestitudes.

Nous avons l'erreur dynamiqué.77)'qui satisfait toutes les conditions du théoreme 3.5
[Mazenc et Bernard, 2011], qui sont principalement:

- La stabilité de la matricd,., qui est garantie par le gain de I'observatducalculé
précédemment (4.36).
La matriceA., est égale a la matricg, = (A — LC) donnée par (4.54) dont les valeurs
propres sont a parties réelles strictement négative

(Al = _1, AZ = —349734 et 13’4 = _15 i 05 l)

- w(t) est une fonction Lipschitz continue inconnue berpér deux fonctions Lipschitz
continues connuew ~(t) etw* (¢t).

- Les conditions initiales de I'errea sont bornées pag,~ et e,* qui sont les bornes
inferieure et supérieure respectivement.

Alors cette erreur dynamique admet I'observatetervalle définit par (4.45) et (4.46).

Par la suite, nous obtenons a partir de cet eppelnent de I'erreur un état corrigé borné par
deux trajectoires supérieure et inferieure. Ainsiis assurons d’enfermer la trajectoire réeelle
de I'état corrigé du systeme qui est donnée comuite s

e (t) + X(t) < x(t) < e™(t) + 2(t) (4.78)
avec

X(t) est I'état corrigé obtenu par le retour d'étabrestruit par 'observateur de Luenberger
en connaissance parfaite des perturbations etahektions initiales du systeme.

et

et (t) + x(t) : est la limite supérieure.
e (t) + X(t) : est la limite inferieure.
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4.5.2 Commande par retour d’état reconstruit par I'observateur de Luenberger
et 'observateur intervalle

a) Commande par retour d’état reconstruit par I'observateur de Luenberger en
absence d’incertitudes

Le gain du retour d’état est choisi de telle maniére a avoir les étatsydteme bouclé
maintenus a zéro en régime permanent et réduiffetl’des perturbations en sortie. En
choisissant une dynamique du systeme bouclé qdiéesite par la matricé, = (A — ks B K)
donnée par le choix des pdles suivants:

pl = —35.7199

p2 = —16

p3 = —1+ 0.1i @)
p4 = —1—0.1i

nous aurons le gain du correcteur donné par leuetigne suivant :
K = (07846 0.6897 83141 - 0.0958) (4.80)

La matriced, calculée est donnée par :

0 1.0000 0 0
_ | —29.4207 —-60.8632 —312.2858 3.5910
Ac = 0 0 0 1.0000 (4.81)

—58.8413 —121.7263 —644.1915 7.1433

Nous avons obtenu les réponses représentéea figuide 4.23 pour les conditions initiales
du systéme réel bouclé et celles de I'observateu_uenberger par le retour d’état (4.74)
respectivement :

x,=(0,0,0.17,0)7

4.82
%, =(0.01,0,0.1,0)7 (4.82)

en prenantp(t) un bruit de mesure uniformément distribué sutdivalle[—0.02,0.01].
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commande par reaur d#tat reconstrut par ['observaleur de Luenberger
0.1 T T T T T | |

=1 {m)

41 ' I | | | | | 1 #1 Lugnberger
0 2 4 B 8 10 12 14 16 18 2
a) temps (s}
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£ 5 |
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Figure 4.23 : Réponses du systeme réel bouclé en rouge, I'étatgéoreconstruit par
'observateur de Luenberger en bleu. a) et b) Remtént la position et la vitesse du chariot
respectivement, c) et d) représentent la positiayuiaire et la vitesse angulaire du pendule
respectivement.
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L’évolution de I'erreur dynamique en boucle fernt&s quatre états du systéme avec comme
condition initiale pour I'erreur :

ey = Xo — %o = (—0.0100, 0, 0.0700, 0)7 (4.83)

est donnée par la figure ci-dessous :

errent 2UF [a position du charist (i)

002 . 5 .r 1. 1. ! ! ! !
tﬂ"l} 0 _’._,...,_. P e P e RS I oy i *-1:.':_, O R S S
002 L - 1 ] 1 | | | |
1] 2 4 B g 10 12 14 16 18 A
temps (3)
greur sur la vitesse du chariof(m/s)
0.02 ; : '_ ! ! ! ! ! T
tm!g} ]S eon -a_:.z:'.'.'.‘.'-.: e T T _".: AL _h._,_._é_L:,, 7T -.-::TE'.':.h__ e .‘_1 sranaps -_. e ;_;,,:.\_._, ___,._._5_,_;:1_-;“. R
—_— | i | j j | | | |
1 2 4 B i 10 12 14 16 18 X
lemps {5}
erreur sur l'angle du pendule (rad)
02 .r 5 .r 1. 1 i i ! i
‘ rad} |] —‘:"l il L1 UL '_'.'-IE—\-I -_.-.-...n.—:_—-l"—r-rj--"'- g LA LLLLE "\--""Tre""'_":""—'-;-—"'f' = u----é-n-w-—.-....-%r--—............u—
02 | I 1 i I | I | |
i} 2 i B 8 10 12 14 15 18 A
. temps (s
arreur sur la vitesse angulairg du pendulafrad's)
I I T T I T | | T

T N SVRRON: SUIPUTMR MO, RITR LAY -l o SRR, o S0 LINER RN SRR

0 2 4 b B 10 12 14 15 18 2
temps (3)

Figure 4.24 :Evolution de I'erreur dynamique en boucle fermée

Nous remarquons d’apres les tracés des répdusggsteme bouclé figure 4.23 que celles-
ci sont maintenues a zéro avec une réduction dietl'des perturbations en sortie. Les
réponses obtenues par le retour d'état recongtanitobservateur de Luenberger suivent les
réponses du systéeme réel bouclé.

Et d’aprés I'évolution de I'erreur dynamiqee= x — X (figure 2.24), celle-ci tend vers zéro.
Donc, les états estimés par I'observateur classtpiLuenberger convergent vers les états
réels du systeme bouclé.
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b) Commande par retour d’état en présence d’incertitues

La commande par retour d’état reconstruit jmdoslervateur de Luenberger ne prend pas en
considération les incertitudes sur les perturbatiem sortie et des conditions initiales qui sont
inconnues. Alors, la méthode que nous allons atilse base sur I'observateur intervalle
construit pour I'erreur dynamique en boucle ferr(®e&7)’. A partir des limites supérieure et
inferieure retrouvées pour cette erreur, nous aterun enveloppement (4.78) qui nous
garantit d’enfermer I'évolution de I'état réel dge du systéeme.

b.1) L'observateur intervalle de I'erreur dynamique enboucle fermée

L’observateur intervalle pour I'erreur dynamicgre boucle fermég€4.77)" est le méme que
celui construit en boucle ouverte (section 4.4v&cades conditions initiales différentes. Nous
réécrivons la structure de I'observateur intervedlie’erreur dynamique en boucle fermée qui
est donnée par le systéme différentiel suivant :

{Z+ =Nz"+P*()w*(t)—P~(t) w (1) (4.84)

z7 =Nz +PT(®)w (t) =P (t) w'(t)

avecN, P*(t), P~ (t) sont les matrices calculées précédemment donaeépsativement par
(4.61), (4.63) eP~(t) qui est égale &* (t) — P(t) (P(t) est donnée par (4.60)).

Les conditions initiales pour la résolution disteéme différentiel (4.84) sont calculées par
les deux équations suivantes :

z*(ty) = P*(to)eg™ — P~ (to) eg”
z7(ty) = P*(to)eg” — P (to) eo™

Avec

P*(t,) ,P~(t,) a linstant ¢, = 0) sont les matrices calculées précédemment dorpates
(4.65) et (4.66) respectivement

et

eot, e,” sont les bornes supérieure et inferieure des tiondiinitialese, de I'erreur
dynamique en boucle fermée (4.83), qui sont donpéekes vecteurs colonnes suivants :

et = (0.0100,0.0200, 0.0900, 0.0500)T
s~ = (—0.0300,—0.0200,0.0500, —0.0500)7

qui doivent contenie, , vérifiant ainsi :
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Nous obtenons alors les conditions initiadu systéme différentiel (@) données par les
vecteurs colonnes ci-dessaus

T
z*(to) = (0.1094, 0.0454,0.4764,0.5703)
z7(to) = (—0.1439,—0.0468, —0.1234,0.0107)"

Finalement, les limitesupérieure et inferieure enferment I'erreur en boderméesont
données par le systérd&quation suivant :

et =Mt*(t)zt — M~ (¢t) z~

e~ = M*(Dz- — M~(D)z* (4.85)

Avec M*(t) estdonnée par (67) etM~(t) est égale &M *(t) — M(t)) (M(t) est donnée
par (4.62) qui est I'inverse dyt) )

b.2) Limites supérieure et inferieure pour I'état corrigé

A partir dee*et e~qui sont les bonnes supérieure et inferieurl’erreur dynamiqu e en
boucle fermégenous obtenons les trajectoires supériee™ + % et inferieure e~ + X (4.78)
enfermant la trajectoire de I'état réel cor x.

Les incertitudesont introduite dansw(t) = —Le(t), vérifiant :

w=(t) < w(t) < w(t)
avecwt(t) = w(t) +Tetw (t) =w(t) - T

Nous avons obtenu les tracés des réponses en bfeaciéeet de I'erreur associée pc
I'=0.005:

) A USRS S SOOI SN SORORPOON ST o S— X+
: : : : : : : : — 1 réel
wl_
2 4 B g 10 12 14 16 13 20
ternps (5]

Figure 4.25 : Réponseale la position du chariot par le retour d’¢ en violet et en vert le
trajectoires supérieure et inferieure obtenued’pbservaeur intervalle qui enferment I'ét

réel corrigé en rouge polir= 0.005
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Figure 4.26 : Réponse de la vitesse du chariot par le retouat]’én violet et en vert ¢
trajectoires supérieure et inferieure obtenued’pbservateur intervalle qui enferment I'é
réel corrigé en rouge pour= 0.005

wa+
%3 réel ||

2 4 5 g 10 12 14 16 18 20
temps (s)

Figure 4.27 :Réponsale la position angulaire du pendule par le retoétatl en violet et e
vert les trajectoires supérieure et inferieure wiés par I'observateur intervalle
enferment I'état réel corrigé en rouge pT = 0.005.
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Figure 4.28 : Réponsale la vitesse gulaire du pendule par le retour d’état, en vieleen
vert les trajectoires supérieure et inferieure bés par I'observateur intervalle ¢
enferment I'état réel corrigé en rouge pT = 0.005.
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Les limites supérieure et inferieure de I'évolatie 'erreur en boucle fermée, obtenues
I'observateur intervalle sont données par la figguiwante

erreur sur la position du chariot

o ! ! ! ! . !
— : : : ' :
E O — —
Y i i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 5] 7 &3 9 10
efreur sur la vitesse du charnot
0.04 T T T T T T T

B+

e par Luenberger

E e_
W ;
E :
004 1 1 1 1 1 1 1 | 1
] 1 2 3 an 7 g 9 10
erreur sur la position du pendule
08 ! ! ' ' ' ' ! ! !
g ] & ——— —ﬂ
e i i i i i i i i i
0 1 2 3 i) 7 g 9 10
erreur sur la vitésse du pendile
1 ! ' ! ! ! ! ! ! !
s = | | 5 | | 5
5 [N e T e e .t
£ | —T : : : : ; ; :
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] 1 2 3 4 (3] temps [3)6 7 g 9 10

Figure 4. 29: Limites supérieure et inferieure de I'erreur en deufermée obtenues p
'observateur intervalle en rouge et en violet eemfant I'erreur associée a I'observateul
Luenberger classique en bleu pour une valeul’ égale .005

Et pour la valeur dd&" = 0.002, nous avons obtenu les tracés des réponses en lheunkse
et de I'erreur associée représentés par les figu-dessous :

0.1

1+
%1 réel

2 4 5 g 10 12 14 16 18 20
temps (3]

Figure 4.30: Réponse de la position du chariot par le retoutati'@n violet et ewvert les
trajectoires supérieure et inferieure obtenued’pbservateur intervalle qui enferment I'é
réel corrigé en rouge poiir= 0.002
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Figure 4.31: Réponse de la vitesse du chariot par le retourat]'@n violet et en vert le
trajectoires supérieure et inferieure obtenued’pbservateur intervalle qui enferment I'é
réel corrigé en rouge polir= 0.002.

#3 (rad)

Figure 4.32 :Réponsale la position angulaire du pendule par le retoétatl en violet et e
vert les trajectoires supérieure inferieure obtenues par I'observateur intervallei
enferment I'état réel corrigé en rouge pI' = 0.002.
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Figure 4.33 : Réponsale la vitesse gulaire du pendule par le retour d’état, en vieleen
vert les trajectoires supérieure et inferieure bés par I'observateur intervalle ¢
enferment I'état réel corrigé en roupourT’ = 0.002.
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Les limites supérieure et inferieure de I'évolatidel’erreur en boucle fermée obtenues

I'observateur intervalle sont données par la figguiwante

0.1

erreur sur la position du chariot

e

B+
& par Luenberger

[m/=)

erreur sur la position du pendule

(rad)

4 5 5
erreur sur la vitesse du pendule
I I

(rad/s)

Figure 4. 34: Limites supérieure

D’apreés les tracés desponses obtenues pour le systeme bouclé en petdesdncertitude
sur les perturbationadditives en sortiet les conditions initialesyous avons la garantie q

5 temps (5) B

et inferieure de l'erreur en deufermée obtenues p
I'observateur intervalle en rouge et en violet eemfant I'errur associée a I'observateur
Luenberger classique en bleu pour une valeur égale 20.002 .

10

I'état réel corrigé évolue a l'intérieure de deumites supérieure et inferiet obtenues a

I'aide de I'observateur intervall:

Le probleme que nous avons rencontré lors des afions de cette application est que
variation del’ des incertitudes sur les perturbations est faidle e doit pas dépasser 0.
et ceci afin d’avoir la convergence de la limitgp&rieure etnferieure vers I'état réel corrig

Cependant, le fade prendr I faible dans cet exemple n’est pas une limite aiksabilité de
la méthode, car en introduisant des incertitudedesaystéme, I'analyse par la combinai:
« observateur classiquesssvateur interval » semble le meilleur moyen de reconstruir
corriger I'état d’un systéeme incertain. Et cetteht@que pourrait étre plus intéressante ¢

d’autres applications.
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4.6 Conclusion

Le quatrieme chapitre a été consacré a mettapplication 'observateur intervalle temps
variant développé dans le chapitre précédent, tgiti @nc¢u pour la classe fondamentale des
systemes LTI non coopératifs exponentiellement lstalprésentant des perturbations
additives.

Les différentes techniques d’estimation d’étatilisant I'analyse par intervalles, ont été
développées pour une classe restreinte de systemigeant cette condition de coopérativité.
L’observateur intervalle dont est basé notre tilafiadi face a cette difficulté, en offrant un
moyen de transformer ces systemes par des chantged®mroordonnées temps-variant en
systemes coopératifs.

Cette approche a été appliquée au modele dig&sire d’'un pendule inversé en boucle
ouverte, qui présentait des perturbations additmeas connues en sortie du systéme et des
incertitudes sur les conditions initiales des Ja@da d’état.

La technique d'estimation d'état que nous avaléveloppé dans notre application,
consistait a l'utilisation simultanée « observatelassique-observateur intervalle ». Nous
avons constaté qu’en combinant ces deux obsersateous obtenons une estimation d’état
offrant la certitude et la garantie d’enveloppétdt réel du systéeme entre deux trajectoires,
qui représentent I'estimation supérieure et infegeobtenues par I'observateur intervalle.

Par la suite, nous avons bouclé le systemetaineen utilisant une commande par retour
d’état reconstruit par l'utilisation simultanée Kabservateur classique de Luenberger et de
'observateur intervalle. Et ceci afin d’avoir ¢artitude de contenir I'état réel corrigé entre
deux trajectoires supérieure et inferieure.
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Conclusion géneérale et perspectives

Dans notre travail présenté dans ce mémaagjettif était de développer une approche
capable de tenir compte des incertitudes (numeésiquephysiques) inévitables influant sur
les données d’un systeme, qui pouvaient devengeunieux handicape dans le traitement des
données et dans l'interprétation des résultatsfaiteju’elle présentait des caractéristiques a
mieux modéliser ces incertitudes, et qui offraite umanipulation aisée des calculs, ne
réclamant aucune information statistique sur legaktes incertaines comparées aux autres
méthodes statistiques développées dans ce sgmadie ensembliste a été le meilleur choix
pour caractériser plus explicitement ces donnédackées d’erreurs dans notre théme
d’étude.

Apres avoir présenté les fondements de baseette approche telles que les notions
principales reliées a la manipulation des ensembledlustré quelques représentations
ensemblistes, nous avons constaté que la majaritésireprésentations se basent sur un outil
de calcul qui est I'arithmétique des intervalles.

Par la suite, nous avons donné un apercu sstdifique de cette arithmétique, sa nécessité
et ses débuts d’application en automatique. L'agaprincipal des intervalles résidait dans
le fait qu’ils fournissaient des limites bornéesids connues a priori, garantissant un
enveloppement aux données incertaines. Puis nauss abordé les principes de base de cet
outil, nous avons souligné l'une des difficultégy@mdrée par la manipulation des vecteurs
intervalles qui était le pessimisme présent damédaltat des calculs, nous avons présenté les
solutions apportées a ce probleme. Des outils nmtetia application cette arithmétique tels
gue l'inversion ensembliste par I'arithmétique ddsrvalles et la caractérisation d’ensembles
par contraction ont été illustrés, qui sont géradmant utilisés pour caractériser les systemes
d’équations linéaires et non linéaires.

Dans le cadre de notre travail, nous avons duitd’outil de l'arithmétique d’intervalles
pour redéfinir les propriétés structurelles telie la commandabilité et I'observabilité des
systemes LTI a parameétres incertains et ceci évasant sur la propriété de I'indépendance
(dépendance) linéaire des vecteurs intervallestilisation de cette arithmétique dans le
domaine d’estimation d’état a permis de prendretearge les incertitudes influant sur un
systéeme donné.

Nous avons développé dans notre travail, degemwateurs intervalles appliqués a la classe
des systemes LTI incertain :
Le premier observateur intervalle a été concu pauwtasse des systémes LTI a incertitudes
paramétriques, l'avantage qu’'offrait cet observat&ait dans le fait qu’il fournissait une
estimation d’état qui n’évolue plus dans un vecteuervalle. Et ceci au moyen d’une
estimation pondérée, calculée en utilisant la sodisponible a la mesure et les bornes
supérieure et inferieure des estimations retrouyp@ed’observateur intervalle. Nous avons
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illustré cette méthode sur un exemple d’applicattban réacteur chimique continu, qui
présentait des incertitudes paramétriques danmsodele d’état.

La limitation rencontrée dans cette méthodetuiregion, était dans le fait qu’elle exigeait
de poser une hypothése restreinte qui était laitondde coopérativité du systéeme. Le
deuxieme observateur intervalle développé, permetta palier a cet obstacle par le moyen
d’'un changement de coordonnées « temps-variant tsagusformait le systeme en un systeme
coopératif. Cependant, cette méthode ne concegoaine classe particuliere des systéemes
LTI stable en boucle ouverte présentant des pmtions additives. Nous avons montré
toutes les étapes de construction de cet observiatenvalle sur un exemple d’un systeme
LTI stable d’ordre trois.

Enfin, nous avons mis en application la deuxiéné¢hode d’estimation pour la conception
d’'un observateur intervalle exponentiellement Istgiour le modele d’état d’'un pendule
inversé. Le modele que nous avons pris préserdaipdrturbations additives mal connues en
sortie et les conditions initiales du vecteur d'&tant incertaines. L'approche adoptée a été de
combiner a un observateur classique (Luenbergariphservateur intervalle construit pour
l'erreur dynamique. Cette utilisation simultanées adservateurs classiques et intervalles a
permis d’obtenir des informations complémentainesle systeme perturbé incertain. Cette
technique a permis d’offrir une certitude concetrlg@volution de I'état réel en I'enfermant
par des limites supérieure et inferieur fourniesljpdservateur intervalle.

Par la suite, nous avons bouclé le systemetaineen utilisant une commande par retour
d’état classique toujours en utilisant « observatéassique-observateur intervalle » pour
reconstruire et corriger I'état réel du systenceitain.

Les résultats obtenus dans ce mémoire offreag @erspectives intéressantes de
développements ultérieurs. Comme travaux futureusnpouvons étendre la deuxiéme
méthode d’estimation basée sur la combinaison wvatrr intervalle et observateur classique
de type Luenberger comme suit :

» Synthétiser un observateur classique ayant unetsteuplus complexe, intégrant par
exemple un gain dynamique, offrant ainsi plus dam@e d’enveloppement de I'état réel
par les deux trajectoires supérieure et inferieeteoffrant la convergence de celles-ci
vers |'état réel du systeme incertain.

» Par les changements de coordonnées «temps-varmir transformer les systémes

non coopératifs en des systemes coopératifs,altsatéressant d’utiliser cette technique
pour la classe des systemes non-linéaires temgamavat pour les systemes a retard.

» Une autre direction a développer serait I'applmatau diagnostic des fautes et a la
maintenance des procédés industriels.
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Annexe

Annexe A

Logiciels utilisés :

« Simulateur analyse par interval » réalisé pat.uc Jaulinpour caractériser des ensemk
en3D , qui satisfait des inégalités non linéairesigisant I'algorithme IVIA.

NiL Simulateur: analyse par intervalle

Save

paramétres caméra :
Selection camera: [polaie -

rotation autour de 'axe v de la camera :

rotation autour de 'axe 2 de la camera :

! )
pas déplacement : [0 ooooo0

Reset caméra

Zoam + Z00m -
Up

Left Right
Down

paramétre probléme

|

fichierPbm load probléme
alpha coupure
Sélection coupure : [Auncun -

Alpha coupure =

0.000000
| = [attention 0<1<2)  [p.0o0000

CEX
Print |
paramétres simulation :
affichage
W les paves rouge (il de fer hd
v les paves vert il de fer -
v lez pavezbleu il de fer -

[¥ transparence

paramétres fichier

fichier echantilons

voir les échantillons |

sauvegarde resultat |

méthode de résolution: [Siia ple  «
précigion . (0.060000

temps entre deus mises & jour [en mz]
100

Mombre de pave total ; ,07

Mombre de pave solution [rouge] :
0

Mombre de pave indéterming [vert]:
0

Mombre de pave exclu [bleu] :

INTERVAL PEELER, pour l'utilisation de I'outil contracteurs, réalisi par L.Jaulin, X.

Baguenard et M.Dao.

ML Interval Peeler
Fil=  Edit Run Help

Add a new wvariable

Add a new constraint

Wiew

“Wariables Constraints

=| = @

818 = x

c Start Contraction
Results

Aucune contraction n'a été demandée
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INTLAB- INTerval LABoratory : toolbox de MATLAB par la manipulation des intervalles,
développée par Siegfried M. Rump, Insitute for Bak Computing Hamburg University of

Technology, Germany.

Annexe B

Fonctions MATLAB/INTLAB utilisées :

La fonction kraw.m pour la résolution des systéntiéguations linéaires a intervalles par la

meéthode de Krawczyk

function x= kraw(A,b)

n = length(A);

midA = mid(A);

% Preconditions system.

C = inv(midA);

b = C*b;

CA = C*intval(A);

A = eye(n)-CA,;

beta = norm(A,inf);

if beta >= 1,

disp(‘error Algorithm not suitable for this A")
end,

alpha = norm(b,inf)/(1-beta);
X(1:n,1) = intval( [ -alpha ; alpha]);
s_old = inf;

s = sum(rad(x));

mult = (1+beta)/2;

while s < mult*s_old

X = intersect(b+A*x,x); % Krawczyk's iteration.

s old=s;
s = sum(rad(x));
end
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La fonction hsolve.m pour la résolution des systediéquations linéaires a intervalles par la

méthode de Hansen, Bliek, Rohn, Ning, Kearfott edmaier.

hsolve.m

function x = hsolve(A,b)

n = dim(A);

C = inv(mid(A));

A = C*A;

b = C*b;

dA = diag(A); % Diagonal entries of A.
A = compmat(A); % Comparison matrix.
B = inv(A);

v = abss(B*ones(n,1));

setround(-1)

u=A*;

if ~all(min(u)>0) % Check positivity of u.
error(‘'A is not an H-matrix’)

else

dAc = diag(A);

A = A*B-eye(n); % A contains the residual matrix.

setround(1)

w = zeros(1,n);

for i=1:n,

w = max(w,(-A(i,:)/u(i));

end;

dlow = v.*w'-diag(B);

dlow = -dlow;

B = B+v*w; % Rigorous upper bound for exact B.
u = B*abss(b);

d = diag(B);

alpha = dAc+(-1)./d;

beta = u./dlow-abss(b);

x = (b+midrad(0,beta))./(dA+midrad(0,alpha));
end
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