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Introduction générale

La programmation linéaire est un outil très puissant qui est une partie essentielle de la

Recherche Opérationnelle. C'est un outil générique qui peut résoudre un grand nombre de

problèmes d'optimisation en apparence di�érents dans des contextes divers. La programma-

tion linéaire relève des mathématiques de la Recherche Opérationnelle et a des applications

en gestion ainsi qu'en économie, en statistique, en physique, etc... Il s'agit d'un outil versatile

et puissant, régulièrement cité par les entreprises comme étant l'un des dispositifs les plus

utilisés et e�caces en Recherche Opérationnelle.

En mathématiques, les problèmes de programmation linéaire sont des problèmes d'opti-

misation qui étudient la maximisation ou la minimisation d'une fonction linéaire soumise à

des contraintes linéaires. La programmation linéaire est une technique mathématique per-

mettant de déterminer la meilleure solution d'un problème dont les données et les inconnues

satisfont une série d'équations et d'inéquations linéaires. En e�et, une fois qu'un problème

est modélisé sous la forme d'équations linéaires, il existe une multitude de méthodes assurant

la résolution du problème de manière exacte.

L'une des méthodes les plus connues pour résoudre les problèmes de la programmation

linéaire en nombres réels est la méthode classique du simplexe. Cette méthode, qui a été

conçue en 1963 par George Dantzig [3], reste d'actualité pour résoudre des problèmes de

grande taille. Il s'agit d'une méthode algébrique robuste et e�cace basée sur la résolution

de systèmes d'équations linéaires mais elle est plus compliquée et exige plus de temps. Le

fondement mathématique de cette méthode garantit une grande précision des résultats. Les

fondements de la méthode du simplexe ont été énoncés en 1949 et publiés en 1959 par G.

Dantzig.

Dans le cas où les données sont mal connues ou imprécises de nature �oue, on parlera

alors d'un programme linéaire �ou qui est considéré comme le meilleur outil pour traiter des

études de prise de décision dans un environnement imprécis. Les connaissances imprécises
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n'ont été prises en considération qu'à partir de 1965, lorsque Zadeh [19], professeur à l'uni-

versité de Californie de Berkeley, a introduit la notion de sous-ensemble �ou. A partir de

l'idée d'appartenance partielle à une classe, de catégorie aux limites mal dé�nies, dans une

généralisation de la théorie classique des ensembles admettant des situations intermédiaires

entre le tout et le rien.

Les premières publications sur la théorie des ensembles �ous datent de 1965, édités par

Lot� A. Zadeh [19], suivies par les travaux de Goguen en 1967 et 1969. Les travaux dé-

montrent l'intention de leurs auteurs à généraliser la notion classique d'un ensemble a�n

d'accommoder les données �oues. Dans le même contexte, Bellman et Zadeh ont développé,

en 1970, la programmation linéaire �oue qu'ils ont appliquée à un processus de décision dans

un environnement �ou.

La théorie des ensembles �ous o�re donc une structure mathématique dans laquelle des

concepts vagues peuvent être précisément et rigoureusement étudiés. Elle peut être considérée

comme un langage de modélisation convenable à des situations caractérisées de relations,

critères ou phénomènes �ous. La théorie des ensembles �ous a été appliquée dans de nombreux

domaines, tels que la Recherche Opérationnelle, la théorie du contrôle et les sciences de

gestion.

Cette thèse est organisée en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous parlerons de la programmation linéaire déterministe, nous

donnerons un exemple de modélisation d'un problème réel sous forme d'un programme li-

néaire. Puis, nous exposerons les di�érentes formes d'un problème de programmation linéaire

déterministe et la méthode permettant sa résolution qui est la méthode du simplexe classique

de Dantzig.

Dans le deuxième chapitre, nous allons introduire la théorie des ensembles �ous, donner

les dé�nitions et les concepts de base facilitant la compréhension du chapitre trois.

Le troisième chapitre, abordera la programmation linéaire �oue dont le caractère �ou est

caractérisé par des nombres �ous trapézoïdaux sous trois cas di�érents :

• Cas 1 : Cas où les coe�cients du vecteur des coûts sont �ous.

• Cas 2 : Cas où le vecteur des coûts, la matrice de condition et le vecteur des contraintes

sont �ous.
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• Cas 3 : Cas où le vecteur des contraintes et le vecteur de décision sont �ous.

Nous exposerons la résolution de chacun des cas par la méthode du simplexe �ou, basée

sur l'utilisation de l'arithmétique des nombres �ous trapézoïdaux et des fonctions Ranking.

Chaque cas est illustré par une application numérique détaillée.
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Chapitre 1

Programmation Linéire

1.1 Introduction

La programmation linéaire [2,5,6,8,9,16] est une branche de l'optimisation permettant de

résoudre de nombreux problèmes économiques et industriels par plusieurs méthodes. On se

basera dans ce chapitre, sur la méthode la plus souple et la plus universelle qui est la méthode

du simplexe qui fut proposée en 1963 par G. B. Dantzig [3], comme méthode de résolution

générale des programmes linéaires. La solution optimale est approchée par étapes ou itéra-

tions successives. Chaque étape correspond au calcul de la valeur économique d'une solution.

Comme il existe une in�nité de solutions réalisables, la méthode propose de n'explorer qu'un

nombre limité de solutions parmi lesquelles se trouve, à coup sûr, la solution optimale.

1.2 Dé�nition et modélisation d'un programme linéaire

1.2.1 Dé�nition : Programmation Linéaire

La programmation linéaire est une technique mathématique d'optimisation (maximisation

ou minimisation) de fonction objectif linéaire sous des contraintes ayant la forme d'inéqua-

tions linéaires [8].

1.2.2 Modélisation

Un modèle mathématique est une traduction d'une observation dans le but de lui appliquer

les outils, les techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens inverse, la

traduction des résultats mathématiques obtenus en prédiction ou opérations dans le monde

réel.
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En Recherche Opérationnelle, modéliser un problème consiste à identi�er les variables

intrinsèques, les di�érentes contraintes auxquelles sont soumises ces variables et l'objectif

visé (optimisation).

Exemple de modélisation

Une usine fabrique 2 pièces P1 et P2 usinées dans deux ateliers A1 et A2.

Les temps d'usinage sont :

I Pour P1 : de 1 heure dans l'atelier A1 et de 3 heures dans l'atelier A2.

I Pour P2 : de 2 heures dans l'atelier A1 et de 2 heures dans l'atelier A2.

- Le temps de disponibilité hebdomadaire de l'atelier A1 est de 140 heures et celui de

l'atelier A2 de 160 heures.

- La marge béné�ciaire est de 1000 DA pour une pièce P1 et 1200 DA pour une pièce P2.

Quelle production de chaque type doit-on fabriquer pour maximiser la marge hebdoma-

daire ?

� Désignons par x1 et x2 les quantités des pièces P1 et P2 à fabriquer respectivement.

� En tenant compte des quantités des matières premières disponibles, on aura les contraintes

principales suivantes :

x1 + 2x2 ≤ 140

3x1 + 2x2 ≤ 160

� Comme les quantités à produire doivent être positives ou nulles alors, on aura les

contraintes directes suivantes :

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0.

� Le but de l'usine est de réaliser un béné�ce maximal, par conséquent x1 et x2 doivent

être déterminées de manière à rendre maximale la fonctionnelle objectif suivante :

Z = 1000x1+ 1200x2.
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En résumé, le problème de production se modélise mathématiquement sous la forme :

maxZ = 1000x1 + 1200x2

s.c

x1 + 2x2 ≤ 140

3x1 + 2x2 ≤ 160

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

(1.1)

1.3 Forme générale d'un programme linéaire

Un problème de programmation linéaire (encore appelé programme linéaire) peut se

représenter sous forme de trois modèles [13] suivants :

1.3.1 Forme canonique mixte

Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme canonique mixte s'il s'écrit sous la forme

suivante :



max

[
Z(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn =

n∑
j=1

cjxj

]
s.c

n∑
j=1

aijxj = ai1x1 + . . .+ ainxn ≤ bi, ∀i ∈ I1 (contraintes inégalités)

n∑
j=1

aijxj = ai1x1 + . . .+ ainxn = bi, ∀i ∈ I2 (contraintes égalités)

xj ≥ 0 ∀j ∈ J1 (contraintes de signe)

xj de signe quelconque ∀j ∈ J2 (contraintes de signe)

(1.2)

L'ensemble I = I1 ∪ I2 est l'ensemble des indices des contraintes avec card(I) = m.

Autrement dit, il y a m contraintes et �card� signi�e cardinal de I.

L'ensemble J = J1 ∪ J2 est l'ensemble des indices des variables avec card (J) = n, il y a

n variables de décision.
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1.3.2 Forme canonique pure

Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme canonique pure s'il s'écrit :



max
[
Z (x) = cTx = c1x1 + · · ·+ cnxn

]
s.c

Ax ≤ b

x ≥ 0

(1.3)

où x = (x1, . . . , xn)T∈Rn, c = (c1, . . . , cn)T∈Rn, b = (b1, . . . , bm)T∈Rm

et A est une matrice de taille m×n telle que :

A =


a11 a12 . . . a1n
...

...

am1 am2 . . . amn


Sous cette forme, il n'y a pas de contraintes d'égalité c'est-à-dire I2 = Ø et J2 = Ø .

1.3.3 Forme standard

Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme standard s'il s'écrit :

max
[
Z (x) = cTx

]
s.c

Ax = b

x ≥ 0

(1.4)

Sous cette forme, I1= /O et J2= /O.

1.4 Solution de base réalisable

Soit un problème de programmation linéaire sous la forme standard dé�ni comme suit :

(P )



maxZ = cTx

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(1.5)
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où b ∈ Rm, A ∈ Rm×n, x ∈ Rn et c ∈ Rn.

Définition 1.1. Solution réalisable [13]

On dit qu'un vecteur x ∈ Rn est une solution réalisable du problème (P ) si et seulement

si x satisfait les contraintes du problème c'est à dire Ax = b et x ≥ 0.

Hypothèse : On suppose que la matrice A est de taille m× n avec rang (A) = m≤ n.

On rappelle que le rang de A est le nombre maximal de lignes (ou colonnes) de A linéai-

rement indépendantes.

On rappelle aussi qu'un ensemble de m vecteurs ai sont linéairement indépendants si les

seules valeur ki qui permettent de satisfaire l'expression

m∑
i=1

aiki = 0 sont ki = 0, i = 1, . . . ,m.

Définition 1.2. Ensemble des indices de base [13]

Soit R ⊂ {1, . . . , n} un ensemble d'indices avec card (R) = m tel que les colonnes aj
(j ∈ R) de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B formée

des colonnes aj (j ∈ R) est inversible. On dit alors que l'ensemble R des indices est une base.

• Les variables xB = (xj, j ∈ R) sont appelées variables de base.

• Les variables xE = (xj, j /∈ R) sont appelées variables hors-base.

Remarque 1.1

On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

A = (B,E) où B est appelée matrice de base et E matrice hors base et aussi

x = (xB, xE)Toù xB sont les variables de base et xE les variables hors base.

Définition 1.3. Solution de base réalisable [5]

On dit que x = (xB, xE)T est une solution de base associée à la base R si elle véri�e

Ax = b avec xB = B−1b et xE = 0.

Si, en plus, xB ≥ 0, alors x est une solution de base réalisable.

Remarque 1.2. [6]

Un programme linéaire admet au plus Cm
n solutions de base.
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Définition 1.4. Solution dégénérée et non dégénérée [6]

Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si xB > 0.

Si, au moins, une composante xB = 0 alors x est appelée une solution de base réalisable

dégénérée.

1.5 Propriétés géométriques des solutions de base

réalisables

On note

DR = {x ∈ Rn�Ax = b, x ≥ 0} , (1.6)

l'ensemble des solutions réalisables du problème (P ) sous forme standard.

Définition 1.5. Ensemble convexe [20]

On dit que l'ensemble S est convexe si et seulement si :

∀ x,y ∈ S et ∀ λ ∈ [0, 1] , λx+ (1− λ) y ∈ S

Définition 1.6. Combinaison linéaire convexe [20]

Un vecteur y ∈ S est une combinaison linéaire convexe des points {x1, . . . , xn} s'il existe
des coe�cients réels λi, i ∈ {1, . . . , n} , tels que :

y =
n∑
i=1

λixi, avec λi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n} et
n∑
i=1

λi = 1

Définition 1.7. Polyèdre et Polytope [20]

Soient les ensembles suivants :

� L'ensemble {x ∈ Rn�ax = b} représente un hyperplan de Rn ;
� L'ensemble {x ∈ Rn�ax ≤ b} représente un demi-espace fermé de Rn dont l'hyper-

plan correspondant constitue la frontière.

1) Un polyèdre S est l'intersection d'un nombre �ni de demi-espaces fermés et� ou

d'hyperplans. Un polyèdre est un ensemble convexe fermé.

2) Un polyèdre S est borné s'il existe une valeur α �nie et positive telle que :
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|xj| ≤ α, ∀j ∈ {1, . . . , n} et ∀x ∈ S

3) Un polytope est un polyèdre borné et non vide.

Définition 1.8. Point extrême [20]

Soit S un convexe non vide de Rn. x est dit point extrême ou sommet de S si pour

x = λx1 + (1− λ)x2, ∀x1, x2 ∈ S et λ ∈]0, 1[ alors x = x1 = x2.

Proposition 1.1. [13]

L'ensemble DR des solutions réalisables de (P ) est un polyèdre convexe et fermé.

Théorème 1.1. [13]

x est une solution de base réalisable si et seulement si x est un sommet de DR.

Théorème 1.2. [13]

L'optimum de la fonction objectif Z sur DR, s'il existe, est atteint en au moins un sommet

de DR.

1.6 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode e�cace pour résoudre les problèmes linéaires.

Elle peut s'appliquer peu importe le nombre de variables dans le modèle. Le principe de

résolution nécessite un certain nombre d'étapes dont la démarche est la suivante [2] :

1. Déterminer une première solution de base réalisable, cette solution initiale sert de départ

au changement vers la solution optimale (si elle existe).

2. Si la solution obtenue en (1) n'est pas optimale, déterminer une autre solution de

base réalisable qui permettrait d'améliorer la fonction objectif (augmentation pour une

maximisation ou diminution pour une minimisation).

3. On répète cette procédure itérative jusqu'à ce qu'il ne soit plus possible d'améliorer la

fonction objectif. La dernière solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale du programme linéaire.
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1.6.1 Variable d'écart et la transformation à la forme standard

La méthode de résolution que nous employons nécessite que les contraintes fonction-

nelles du modèle soient exprimées sous forme d'équations linéaires (forme standard) au lieu

d'inéquations. Cette transformation s'e�ectue facilement en introduisant dans le modèle de

nouvelle variable appelée variable d'écart.

Transformation d′une inéquation de signe plus petit ou égal (≤) [16]

Toute contrainte de la forme

n∑
j=1

ajxj ≤ b (1.7)

peut être remplacée par un système de contraintes suivant :


n∑
j=1

ajxj + s = b

s ∈ Rn et s ≥ 0

(1.8)

où s = b−
n∑
j=1

ajxj est appelée variable d'écart.

Transformation d′une inéquation de signe plus grand ou égal (≥) [16]

Toute contrainte de la forme

n∑
j=1

ajxj ≥ b (1.9)

peut être remplacée par un système de contraintes suivant :


n∑
j=1

ajxj − s = b

s ∈ Rn et s ≥ 0

(1.10)

où s =
n∑
j=1

ajxj − b est appelée variable d'écart.
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Coefficients des variables d′écart

Les variables d'écart représentent des activités �ctives et pour assurer qu'elles ne per-

turbent pas la fonction objectif, nous supposons nuls les coûts ou béné�ces associés à ces

variables.

Forme standard d′un modèle de programmation linéaire

La résolution d'un programme linéaire par la méthode du simplexe est basée sur la repré-

sentation du problème en forme standard.

Considérons le modèle suivant :

OptimiserZ =
n∑
i=1

cjxj

s.c
n∑
j=1

aijxj ≤ bi i = 1, . . .m

xj ≥ 0 j = 1, . . . , n

(1.11)

Sa forme standard sera :



OptimiserZ =
n∑
i=1

cjxj

s.c
n∑
j=1

aijxj + s = bi i = 1, . . .m

xj ≥ 0, s ≥ 0 j = 1, . . . , n

(1.12)

1.6.2 Algorithme du simplexe

On dispose d'une solution de base réalisable x d'un PL sous forme standard, la matrice

A peut s'écrire

A = (B,E)

avec B une matrice carrée de taille m×m, inversible, correspondant aux variables de base

et E une matrice de taille m× (n−m) , correspondant aux variables hors-base.

On décompose également le vecteur de décision

x = (xB, xE)
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avec xB les variables de base et xE les variables hors base.

Le but est de trouver une autre base R? et une solution de base x? associée telles que

Z (x?) > Z (x) ( x? est meilleur que x ).

La méthode du simplexe consiste à faire rentrer une variable hors-base dans la nouvelle

base (variable entrante) et faire sortir à la place une variable de base (variabe sortante) .

1.6.2.1 Détermination d'une première solution

Considérons le problème de programmation linéaire sous forme standard suivant :



maxZ = cTx

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(1.13)

où A est une matrice de dimension m× n, b un vecteur colonne comportant m lignes.

On peut construire à partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B,E) .

De même le vecteur x (vecteur de décision) est décomposé comme suit : x =[xB, xE]T

où xB = [xB1 , xB2 , . . . , xBm ]T et xE pour les (n−m) variables restantes.

L'expression Ax = b peut alors s'écrire :

Ax = (B,E) ·

[
xB

xE

]
= b

⇒ Ax = BxB + ExE = b (1.14)

Multiplions cette expression par B−1 ( l'inverse de) B. On obtient

B−1BxB +B−1ExE = B−1b

avec B−1·B = I (identité d'ordre m) d'où xB +B−1ExE = B−1b
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En annulant xE, la solution de base est alors

xB = B−1b (1.15)

On obtient une solution de base réalisable de départ si xB ≥ 0 (la matrice B est toujours

constituée à partir des colonnes de la matrice A).

1.6.2.2 Amélioration d'une solution de base

A partir d'une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base réa-

lisable adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable (hors-base) en

variable de base (dite variable entrante) et en même temps, rendre une variable de base

actuelle en variable hors-base (dite variable sortante). Cette opération algébrique permet

d'obtenir une nouvelle solution réalisable.

• Détermination de la variable entrante

� Calcul des coûts réduits

Formalisons l'expression de Z pour mieux dé�nir le critère requis pour sélectionner la

variable qui deviendra une variable de base. Nous savons que :

xB +B−1ExE = B−1b

⇒ xB = B−1b−B−1ExE (1.16)

Puisque

Z = cBxB + cExE

⇒ Z = cB (B−1b−B−1ExE) + cExE

⇒ Z = cBB
−1b + (cE − cBB−1E)xE

E constitué de vecteurs hors base (notons ces vecteurs par aj) dont les indices de ces vecteurs

sont autres que ceux des vecteurs dans la base. Identi�ons cet ensemble d'indices par N et

par xj, les variables correspondant aux vecteurs aj.

L'expression matricielle B−1E peut s'écrire alors
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B−1E =
∑
j∈N

B−1aj (1.17)

On a donc

Z = cBB
−1b + (cE − cBB−1E)xE

⇒ Z = cBB
−1b + cExE − cBB−1ExE

Notons Z0 = cBB
−1b, cette dernière expression peut s'écrire :

Z = Z0 +
∑
j∈N

cjxj −
∑
j∈N

cBB
−1ajxj

⇒ Z= Z0 +
∑
j∈N

(cj − cBB−1aj)xj

⇒ Z = Z0 +
∑
j∈N

(cj − zj)xj (1.18)

Le vecteur

YE = cE − cBB−1E

qui se compose de

Yj = cj − zj (1.19)

s'appelle vecteur des coûts réduits.

zj = cBB
−1aj et cj sont les coe�cients de la fonction objectif des variables hors base.

Notons par µj = B−1aj (ces vecteurs µj seront les nouveaux éléments sous les variables xj
dans le tableau du simplexe. Dans le tableau de départ les µj sont les aj associés aux

contraintes originales du modèle).

� Si les coûts réduits sont tous négatifs c'est-à-dire Yj = cj − zj ≤ 0 (pour toutes les

variables hors base), il n'est alors pas possible d'augmenter la fonction objectif Z :

l'algorithme se termine, et on a trouvé la solution de base réalisable optimale.

18



� Dans le cas contraire s'il existe j ∈ N avec N l'ensemble des indices des variables hors

base telle que Yj = cj − zj > 0, dans ce cas on a intérêt à faire entrer dans la base, la

variable qui a le coût réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, que l'optimisation en soit une maximisation ou

minimisation, on suit le critère suivant :

I Critère d′entrée d′une variable dans la base [2]

A partir d'une solution de base réalisable, calculer pour toutes les variables hors base, la

quantité zj = cBB
−1aj = cBµj, puis les cj − zj.

� Maximisation. La variable xr est introduite dans la base si cr − zr correspond à

la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les cj − zj c'est à dire :

cr − zr = max
j∈N
{cj − zj � cj − zj > 0} .

� Minimisation. Dans ce cas, la variable xr est introduite d'après :

cr − zr = min
j∈N
{cj − zj� cj − zj < 0} .

Remarque 1.3.

a) Les cj − zj = 0 pour toutes les variables de base.

En e�et, zj = cBB
−1aj = cBµj = cj, le vecteur µj étant alors un vecteur identité.

b) La valeur de xr est déterminée selon la règle de sortie d'une variable de la base que

nous traitons ci-après.

• Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable xr est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la

base. En maintenant la relation Ax = b, on augmente xr jusqu'à annuler une variable de

base. Cette variable sera alors la variable sortante.

Ax = b ⇔ BxB + ExE = b

La solution de base xB sera modi�ée selon l'expression

xB = B−1b−B−1ExE
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⇒ xB = B−1b−B−1arxr

⇒ xB = b− µrxr (1.20)

où b = B−1b et µr = B−1ar ( les éléments du tableau sous le vecteur ar)

Il faut que xBi
≥ 0, i = 1, . . . ,m pour que la nouvelle solution de base soit réalisable c-à-d.

xB1 = b1 − µ1rxr≥ 0

xB2 = b2 − µ2rxr ≥ 0

...

xBk
= bk − µkrxr≥ 0

...

xBm = bm − µmrxr≥ 0

Discutons sur le signe de µir = B−1air .

� Si µir ≤ 0, la quantité µirxr sera négative et xBi
augmentera à mesure que xr augmen-

tera. Donc on peut augmenter xr autant qu'on veut, on aura toujours la positivité de

la variable de base xBi
. Dans ce cas la solution est non bornée : en faisant tendre xr

vers l'in�ni, Z tend vers l'in�ni. Dans ce cas l'algorithme s'arrête.

� Si µir > 0, alors µirxr sera une quantité positive et xBi
réduira à mesure que xr

augmentera. Pour s'assurer de maintenir une solution réalisable (et de rendre nulle

une variable qui est actuellement dans la base) xr s'arrêtera d'augmenter aussitôt

qu'une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de xBi
pour tout i, on choisit la variable sortante pour laquelle le

rapport
bi

µir
est le plus petit possible, supposons que ce minimum s'obtient à i = k. Le

critère de sortie d'une variable de la base s'énonce alors comme suit :
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I Critère de sortie d′une variable de la base [2]

Sachant que la variable entrante dans la base est xr, la variable xk sort de la base d'après :

bk

µkr
= min

1≤i≤m

{
bi

µir
, µir > 0

}
(1.21)

La nouvelle valeur de la variable de base est xr =
bk

µkr
pour i = k.

Le terme µkr est appelé le pivot et sert à e�ectuer l'opération de pivotage pour déterminer

la nouvelle solution réalisable de base.

Soit R? la nouvelle base obtenue et x? sa solution de base associée alors la nouvelle valeur

de la fonction objectif sera donnée par :

Z = Z0 + xr (cr − zr)

⇒ Z = Z0 +
bk

µkr
(cr − zr) (1.22)

et comme la solution n'est pas dégénérée
(
bk > 0

)
et puisque cr − zr > 0 ( problème de

maximisation), par conséquent, la valeur numérique de la fonction objectif s'est améliorée

c'est-à-dire

Z > Z0

On poursuit ces étapes ainsi jusqu'à ce qu'on ne puisse plus obtenir de solution de base

réalisable améliorant Z. La dernière solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale au programme linéaire.

• Détermination des nouvelles valeurs des variables de base

Pour déterminer les nouvelles valeurs des variables de base, on procède comme suit :

- On remplace xr =
bk

µkr
par sa valeur dans la relation

xBi
= bi − µirxr, i = 1, . . .m. (1.23)
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- On obtient alors les nouvelles valeurs pour les variables de base

xBi
= bi −

µir

µkr
bk, i = 1, . . . ,m (1.24)

et toutes les autres variables xj sont nulles (j ∈ N).

On notera que xBk
= bk− µkrxr = bk −

µkr

µkr
bk = 0 (variable sortante xk)

Remarque 1.4.

On peut maintenant exprimer la nouvelle valeur de la fonction objectif ainsi que tous les

cj − zj en fonction de la nouvelle quantité pour la variable qui entre dans la base comme

suit :

En considérant que la variable entrante est xr, la variable sortante est xk et que le pivot

est µkr, on a :

Nouvelle valeur de Z = Ancienne valeur de Z +
bk

µkr
(cr − zr)

Ẑ = Z +
bk

µkr
(cr − zr) . (1.25)

De la même façon, les zj sont ajustés comme suit, à partir de la ligne pivot :

Nouvelle valeur de zj = Ancienne valeur de zj +
µkj

µkr
(cr − zr)

ẑj = zj +
µkj

µkr
(cr − zr) . (1.26)

l'amélioration de la fonction objectif s'écrit alors :

cj − ẑj = (cj − zj)−
µkj

µkr
(cr − zr) . (1.27)

Ces relation seront particulièrement utiles dans la systématisation de l'algorithme à l'aide

des tableaux du simplexe.
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1.6.2.3 Critère d'optimalité

� Cas d'une maximisation [2] : Une solution de base réalisable est optimale si pour

toutes les variables hors base. On a

cj − zj ≤ 0. (1.28)

� Cas d'une minimisation [2] : Une solution de base réalisable est optimale si pour

toutes les variables hors base. On a

cj − zj ≥ 0. (1.29)

Théorème 1.1.

� Cas d'absence de solution optimale �nie : Il n'existe pas de solution optimale

avec une valeur �nie pour Z si :

- Pour une maximisation , s'il existe cj − zj > 0 pour une variable hors base xj et tous

les µij ≤ 0. Dans ce cas Z → +∞

- Pour une minimisation , s'il existe cj − zj < 0 pour une variable hors base xj et tous

les µij ≤ 0. Dans ce cas Z → −∞

Théorème 1.2.

� Solution optimale unique : Une solution de base réalisable est optimale et unique si,

pour les variables hors base.

− Dans le cas d'une maximisation tous les cj − zj < 0,

− Dans le cas d'une minimisation tous les cj − zj > 0.

� Solution optimale multiple : Il existe une in�nité de solutions optimales

− Si pour une variable hors base cj − zj = 0.

En e�et, s'il y a un terme µij > 0 sous le vecteur aj on peut introduire aj dans la base et

obtenir une autre solution de base optimale.
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1.6.2.4 Procédure de l'algorithme du simplexe

Dans le cas d'une fonction objectif à maximiser

Étape initiale [5]

Poser xE = 0 et déterminer la solution de base réalisable initiale xB = B−1b= b et

l'objectif z = cBB
−1b = cBb .

Étape principale [5]

1. Calculer cj − zj avec zj = cBµj = cBB
−1aj, pour toutes les variables hors base.

Si tous les cj − zj≤ 0, alors stop ; la solution actuelle est la solution optimale.

Sinon, choisir la variable entrante selon le critère

max
j∈N
{cj − zj,�cj − zj > 0} = cr − zr (variable entrante xr).

2. Calculer µij = B−1aj.

Si µij < 0 alors stop ; le problème a une solution in�nie.

Sinon, choisir la variable qui doit quitter la base selon le critère

min
1≤i≤m

{
bi

µir
, µir > 0

}
=

bk

µkr
(variable sortante xk).

3. A partir de la nouvelle base, déterminer B−1, xB = B−1b et Z = cBB
−1b et on passe à

l'étape 1.

1.6.3 Méthode des tableaux du simplexe

Comme nous l'avons vu précédemment, nous devons, à chaque itération, déterminer les

quantités suivantes :

xB = B−1b, Z = cBxB = cBB
−1b, zj = cBB

−1aj et cj − zj.
Les di�érentes procédures ont été élaborées pour e�ectuer une mise à jour de ces quantités.

On peut structurer toute cette information dans un tableau, dit tableau du simplexe [2].

On réécrit les expressions matricielles, ci-dessus, sous forme d'un tableau, comme suit :
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Tableau 1

Base xB xE S.B.R

cj − zj 0 cj − cBB−1aj Z = cBxB

xB I B−1aj xB = B−1b

Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont a on besoin pour procéder

à la méthode du simplexe.

La première ligne du tableau représente les cj − zj et la valeur de la fonction objectif de

la solution de base.

Les lignes 2 à m sont les éléments du tableau (les µij) qu'on obtient après chaque opération

de pivotage, pour les variables de base. Ces éléments seront constitués uniquement de 0 et

de 1.

• Opération de pivotage

Pour déterminer, à chaque itération, la solution de base et les di�érents éléments du

tableau, nous nous servons des di�érentes expressions qui ont été obtenues ci-dessus. Cette

procédure de calcul s'appelle opération de pivotage.

Supposons que xr devient une variable de base (variable entrante) et que xk devient une

variable hors base (variable sortante)

� Diviser les éléments de la ligne k par le pivot µkr :

xBk
=
bk

µkr

µ̂kj =
µkj

µkr
, j = 1, . . . , n et µ̂kr = 1, j = r

� Pour les lignes i = 1, . . . ,m, i 6= k du tableau, ajuster les valeurs de la ligne i en

additionnant à cette ligne , −µir multipliée par les éléments de la nouvelle ligne k :

µ̂ij = µij − µirµ̂kj = µij − µir
µkj

µkr

µ̂ir = 0, i = 1, 2, . . . ,m et µ̂kr = 1, j = r

x̂Bi
= xBi

− µir
bk

µkr
= bi − µir

bk

µkr
.
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� E�ectuer une mise à jour de la ligne cj − zj en additionnant à cette ligne, − (cr − zr)

multipliée par les éléments de la nouvelle ligne k,
µkj

µkr
;

cj − ẑj = (cj − zj)−
µkj

µkr
(cr − zr)

On notera que pour les variables de base cj − zj = 0, j ∈ R
� La mise à jour de Z s'obtient de

Ẑ = Z +
bk

µkr
(cr − zr).

Règle de rectangle

Le calcul des éléments bk, µij, Z et cj−zj s'obtient rapidement selon la règle du rectangle

Nouvelle valeur = Ancienne valeur -
Produit des éléments dans les coins opposés

Le pivot
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1.6.4 Organigramme de l'algorithme du simplexe (maximisation)

Figure 1 : Organigramme de l'algorithme du simplexe
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1.6.5 Complexité de l'algorithme du simplexe

La complexité d'un algorithme est le nombre d'opérations élémentaires qu'il doit e�ectuer

pour mener à bien un calcul en fonction de la taille des données d'entrée. L'e�cacité d'un

algorithme est mesurée par l'augmentation du temps de calcul en fonction du nombre des

données [18].

Nous avons donc deux éléments à prendre en compte :

� la taille des données ;

� le temps de calcul.

L'évaluation de la complexité d'un algorithme est l'étude du nombre maximal d'opérations

élémentaires qu'il nécessite dans le pire des cas. Kelle et Miny (1972) ont construit des

problèmes nécessitant l'examen d'un nombre de sommets croissants exponentiellement en

fonction de la taille du problème (contraintes et variables). Et puisqu'il a été montré pour

les principales règles de pivotage employées que l'algorithme du simplexe pouvait prendre un

temps de calcul exponentiel. En particulier, on ne sait pas s'il existe une règle de pivotage

qui assurerait que l'algorithme se termine après un nombre polynomial d'étapes. Alors la

complexité de la méthode du simplexe est donc exponentielle [5] .

1.6.6 Exemple numérique

� Enoncé

Un ébéniste fabrique des bureaux sous forme standard ou luxe. Des études de marché ont

montré que pour l'année à venir, les possibilités de vente s'élèvent à 200 unités pour le modèle

luxe et à 300 unités pour le modèle standard. L'approvisionnement en bois est su�sant pour

fabriquer annuellement 600 bureaux quel que soit le type. Par ailleurs, le temps de fabrication

d'un modèle luxe est le double de celui d'un bureau de modèle standard. La capacité annuelle

de fabrication est telle que, si tous les bureaux fabriqués étaient de type standard, on pourrait

en fabriquer 800 au maximum. La vente d'un bureau sous le modèle luxe conduit à une

marge unitaire sur un coût variable égale à 8, celle d'un bureau de type standard égale à 4.

On se propose de rechercher le programme annuel de fabrication conduisant au pro�t global

maximum.
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� Mise en équations

Soit x1 le nombre de bureaux de type luxe, x2 le nombre de bureaux de type standard.

Le programme linéaire est : 

maxZ = 8x1 + 4x2

x1 ≤ 200

x2 ≤ 300

x1 + x2 ≤ 600

2x1 + x2 ≤ 800

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

(1.30)

Écrivons le modèle dans sa forme standard en ajoutant les variables d'écart x3, x4, x5, x6.

maxZ = 8x1 + 4x2

x1 + x3 = 200

x2 + x4 = 300

x1 + x2 + x5 = 600

2x1 + x2 + x6 = 800

xj ≥ 0, j = 1, . . . 6

(1.31)

On obtient alors un système d'équations comportant n = 6 inconnues etm = 4 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (6− 4) = 2 variables. On s'assure d'une

solution de base réalisable en annulant les variables x1, x2 c'est à dire

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 200, x4 = 300, x5 = 600, x6 = 800.

C'est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le premier

tableau du simplexe.
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Tableau 1- solution de départ

Ligne Base x1 x2 x3 x4 x5 x6 S.B.R

0 cj − zj 8 4 0 0 0 0 0

1 x3 1 0 1 0 0 0 200

2 x4 0 1 0 1 0 0 300

3 x5 1 1 0 0 1 0 600

4 x6 2 1 0 0 0 1 800

Les variables hors base sont x1, x2.

Appliquer le critère d'entrée et de sortie d'une variable.

max {cj − zj} = max {c1 − z1, c2 − z2}
= max {8, 4} = 8→ variable entrante x1

min

{
bi

µir
, µir > 0

}
= min

{
bi

µi1
, µi1

}

= min

{
200, 600,

800

2

}

= min {200, 600, 400} = 200 =
b1

µ11

→variable sortante x3

La variable x1 entre dans la base et sa valeur sera 200, la variable sortante est x3 (k = 1) et

le pivot µ11 = 1.

Ce calcul s'indique habituellement sur le tableau 2 suivant :
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Tableau 2

Ligne Base x1 x2 x3 x4 x5 x6 S.B.R

0 cj − zj 0 4 -8 0 0 0 1600

1 x1 1 0 1 0 0 0 200

2 x4 0 1 0 1 0 0 300

3 x5 0 1 -1 0 1 0 400

4 x6 0 1 -2 0 0 1 400

Le tableau 2 n'est pas optimal puisque c2 − z2 = 4 > 0

On applique les mêmes critères d'entrée et de sortie d'une variable on obtient :

la variable entrante : x2, la variable sortante : x4, le pivot : µ22 = 1

En pivotant sur µ22 = 1, on obtient le tableau 3 suivant :

Tableau 3

Ligne Base x1 x2 x3 x4 x5 x6 S.B.R

0 cj − zj 0 0 -8 -4 0 0 2800

1 x1 1 0 1 0 0 0 200

2 x2 0 1 0 1 0 0 300

3 x5 0 0 -1 -1 1 0 100

4 x6 0 0 -2 -1 0 1 100

Le tableau 3 est optimal puisque tous les cj − zj pour les variables hors base sont négatifs
c3 − z3 = −8 < 0 et c4 − z4 = −4 < 0.
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La solution optimale est :

xB1 = x1 = 200

xB2 = x2 = 300

xB3 = x5 = 100

xB4 = x6 = 100

Z est maximum pour x1 = 200 et x2 = 300 et vaut 2800.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté et détaillé une méthode de résolution des problèmes

de programmation linéaire qui est la méthode du simplexe. Dans un premier temps nous

avons parlé brièvement sur la programmation linéaire. Puis, nous avons montré l'application

de cette méthode pour la résolution des problèmes de la programmation linéaire.
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Chapitre 2

Concepts préliminaires sur les nombres

�ous

2.1 Introduction

La théorie des ensembles �ous a été développée par Lot� Zadeh (1963) [19] pour repré-

senter l'incertitude dûe à l'imprécision dans l'information ne pouvant pas être modélisée par

la théorie probabiliste.

Dans la théorie des ensembles classiques, il n'y a que deux situations acceptables pour

un élément, appartenir ou ne pas appartenir à un sous ensemble. Le mérite de Zadeh a

été de tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant la notion d'appartenance

pondérée : permettre des graduations dans l'appartenance d'un élément à un sous-ensemble,

c'est-à-dire d'autoriser un élément à appartenir plus ou moins fortement à ce sous-ensemble.

2.2 Préface sur les ensembles �ous

La notion d'ensemble �ou n'étant pas classique, il convient avant tout d'introduire quelques

dé�nitions, principes d'utilisation et propriétés élémentaires. C'est ce que nous ferons dans

ce paragraphe, en nous limitant strictement aux notions de base.

2.2.1 Dé�nition d'un ensemble �ou

Définition 2.1. Ensemble flou [17]

Soit X un ensemble appelé univers, dont les éléments sont notés x.
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Un sous-ensemble classique A de X peut être caractérisé à l'aide d'une fonction d'ap-

partenance réelle µA dé�nie sur X et prenant ses valeurs dans l'ensemble binaire {0, 1} telle
que :

µA (x) =

1 si x ∈ A

0 si x /∈ A
(2.1)

Un sous ensemble �ou Ã de X est la notation classique pour désigner le caractère �ou, il

est dé�ni à l'aide d'une fonction d'appartenance µÃ dé�nie sur X et prenant ses valeurs dans

l'intervalle [0, 1] . Ã est donc caractérisé par l'ensemble des couples tels que :

Ã =
{(
x, µÃ (x)

)
�x ∈ X

}
. (2.2)

La fonction d'appartenance µÃ peut, selon la situation, représenter un degré de possibilité

ou un degré de préférence ou un degré d'appartenance à Ã.

Exemple d'un ensemble �ou

Soit X une communauté donnée

On dé�nit sur X le caractère � avoisinant les 30 ans �.

� Si µÃ (x) = 0 : La communauté ne compte aucune personne avoisinant les 30 ans(
Ã = Ø

)
� Si µÃ (x) = 1 :Tous les éléments de la communauté avoisinant les 30 ans

� Si 0 ≤ µÃ (x) ≤ 1 : Classe intermédiaire.

Supposons que X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6}

On peut dé�nit l'ensemble �ou Ã de la manière suivante :

Ã = {(x1, 0) , (x2, 0.2) , (x3, 0.4) , (x4, 0.6) , (x5, 0.8) , (x6, 1)}

Remarque 2.1. [17]

• Un ensemble classique ( �crisp� par opposition à �fuzzy� ) constitue donc un cas parti-

culier d'ensemble �ou.

• L'ensemble vide est caractérisé par µØ(x) = 0, ∀x ∈ X.

34



Définition 2.2. Ensemble flou convexe [10]

L'ensemble �ou Ã est convexe si sa fonction d'appartenance véri�e :

µÃ (λx1 + (1− λ)x2) ≥ min (µÃ (x1) , µÃ (x2)), ∀x1, x2 ∈ X et ∀λ ∈ [0, 1].

Définition 2.3. Ensemble flou normalisé [10]

L'ensemble �ou Ã est normalisé s'il existe x0 ∈ X tel que µÃ (x0) = 1.

2.2.2 Dé�nition des caractéristiques d'un ensemble �ou

Un ensemble �ou est complètement dé�ni par la donnée de sa fonction d'appartenance.

A partir d'une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques de sous ensemble �ou

peuvent être étudiées.

• Coupe de niveau α [10]

Une coupe de niveau α d'un ensemble �ou Ã noté Ãα, α ∈ [0, 1], est l'ensemble ordinaire

des éléments qui appartiennent à Ã avec un degré au moins égale à α.

Formellement :

Ãα = {x ∈ X�µÃ (x) ≥ α}

• Support d′un ensemble Ã [11]

Le support d'un ensemble �ou Ã noté Supp
(
Ã
)
est l'ensemble ordinaire de X qui com-

prend les éléments x de X dont la fonction d'appartenance est positive.

Formellement :

Supp
(
Ã
)

= {x ∈ X�µÃ (x) > 0}

• Hauteur d′un ensemble flou Ã [15]

La hauteur d'un ensemble �ou Ã noté Haut
(
Ã
)

est le plus fort degré avec lequel un

élément de X appartient à Ã

Formellement :

Haut
(
Ã
)

= sup
x∈X

(µÃ (x))
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• Noyau d′un ensemble Ã [15]

Le noyau d'un ensemble �ou Ã de X noté Noy
(
Ã
)
est l'ensemble de tous les éléments

qui lui appartiennent totalement (avec un degré 1).

Formellement :

Noy
(
Ã
)

= {x ∈ X�µÃ (x) = 1}

2.3 Nombre �ou

Définition 2.3. [11]

Un nombre �ou est un ensemble �ou Ã convexe et normalisé, de l'ensemble des nombres

réels (X = R).

Remarque 2.2.

Si le Noy
(
Ã
)
est un intervalle de R, on parle alors d'intervalle �ou.

Exemple

Figure 2.1 - Comparaison entre un nombre �ou et un nombre réel
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2.3.1 Opérations ensemblistes

Soient Ã et B̃ deux sous-ensembles d'un même référentiel X.

• Inclusion [17]

Un ensemble �ou Ã est inclus dans un autre ensemble �ou B̃ si :

Ã ⊆B̃ ⇔ µÃ (x) ≤ µB̃ (x), ∀ x∈ X

• Egalité [17]

Deux ensembles �ous Ã et B̃ sont égaux si :

Ã =B̃ ⇔ µÃ (x) = µB̃ (x), ∀ x∈ X

• Complémentaire [15]

Le complémentaire Ã d'un ensemble �ou est dé�ni par sa fonction d'appartenance :

µ
Ã

(x) = 1−µÃ (x)

• Intersection [17]

L'intersection de deux ensembles �ous est dé�nie par la fonction d'appartenance suivante :

µÃ ∩B̃ (x)=min(µÃ (x) , µB̃ (x)), ∀ x ∈ X

• L′union [17]

L'union de deux ensembles �ous est dé�nie par la fonction d'appartenance suivante :

µÃ ∪B̃ (x)=max(µÃ (x) , µB̃ (x)), ∀ x ∈ X

Principe d′extension de Zadeh et fonction d′ensembles flous [17]

Soit X un produit cartésien d'univers X = X1 ×X2× · · · ×Xr et Ã1, . . .,Ãr, r ensembles

�ous dans X1, . . . , Xr respectivement. Selon le principe d'extension de Zadeh ( basé sur

l'opération min) la fonction d'appartenance du produit cartésien Ã1×· · · × Ãr vaut

µÃ1×···×Ãr
(x1, . . . , xr) = min

(
µÃ1

(x1) , . . . , µÃr
(xr)

)
.

37



2.3.2 Nombre �ou de type L-R

Un nombre �ou Ã est de représentation L-R [12,17] s'il existe deux fonctions L et R telles

que sa fonction d'appartenance est dé�nie par :

µÃ (x) =


L
(
m−x
α

)
pour x ≤ m, avec α > 0,

R
(
x−m
β

)
pour x ≥ m, avec β > 0.

(2.3)

où :

L et R sont des fonctions dites de référence du nombre �ou Ã véri�ant les propriétés

suivantes :

• L et R fonctions non croissantes sur [0,+∞[

• L et R fonctions symétriques : L (x) = L (−x) ; R (x) = R (−x) , ∀x
• L (0) = R (0) = 1.

On note Ã = (m,α, β)L−R

Figure 2.3 - Représentation d'un nombre �ou de type L-R

2.3.2.1 Intervalle �ou

Un nombre �ou plat de type L-R, ou intervalle �ou [17], est tel qu'il existe m,n ∈ R, avec
m < n de sorte que µÃ (x) = 1 ∀x ∈ [m,n] . Sa fonction d'appartenance est dé�nie par :
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µÃ (x) =


L
(
m−x
α

)
si x ≤ m; α > 0,

1 si m ≤ x ≤ n,

R
(
x−n
β

)
si x ≥ n; β > 0.

(2.4)

Nous désignerons un tel nombre �ou Ã de type L-R par Ã =(m,n, α, β)L−R

où

α et β sont les écarts à gauche et à droite de Ã respectivement,

m et n sont les valeurs modales inférieur et supérieur de Ã respectivement ou bien la

moyenne à gauche et à droite de Ã respectivement,

[m,n] est le noyau de Ã.

Figure 2.4 - Représentation d'un nombre �ou plat de type L-R

Remarque 2.3

Il existe plusieurs types de nombres �ous de type L-R. Lorsque les fonctions de référence L

et R sont linéaires, on parle alors de nombre �ou de type triangulaire ou de type trapézoïdal.
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2.3.3 Nombre �ou de type triangulaire

Un nombre �ou Ã est dit de type triangulaire [15] noté (a, α, β) si sa fonction d'apparte-

nance est dé�nie par :

µÃ (x) =


x−a+α

α
si a− α ≤ x ≤ a, avec α > 0

1 si x = a

a+β−x
β

si a ≤ x ≤ a+ β, avec β > 0

(2.5)

Figure 2.5 - Représentation d'un nombre �ou triangulaire (a, α, β)

2.3.3.1 Opérations sur les nombres �ous de type triangulaire

Soient Ã et B̃ deux nombres �ous de type triangulaire

I Multiplication scalaire [15]

Soit le nombre �ou triangulaire Ã = (a, α1, β1) .

Il vient : Si λ > 0, λ ∈ R : λ
⊗

Ã = (λa, λα1, λβ1) ,

Si λ < 0, λ ∈ R : λ
⊗

Ã = (λa, −λβ1,−λα1) .

I Addition [15]

Soient deux nombres �ous triangulaires Ã = (a, α1, β1) et B̃ = (b, α2, β2).

Il vient
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Ã⊕ B̃ = (a+ b, α1 + α2, β1 + β2).

I Soustraction [15]

Étant donné Ã = (a, α1, β1) et B̃ = (b, α2, β2) deux nombres �ous triangulaires.

Il vient

−B̃ =− (b, α2, β2) = (−b, β2, α2) .

et

Ã	 B̃ = (a− b, α1 + β2, β1 + α2) .

2.3.3.2 Comparaison de deux nombres �ous triangulaires

Soient deux nombres �ous triangulaires Ã = (a, α1, β1) et B̃ = (b, α2, β2).

I Ã=B̃ ⇔ a = b , α1 = α2, β1 = β2.

I Ã≤B̃ ⇔ a ≤ b , a− α1 ≤ b− α2, a+ β1 ≤b+ β2.

2.3.4 Nombre �ou de type trapézoïdal

Un nombre �ou Ã est dit de type trapézoïdal [11] noté
(
aL, aU , α, β

)
si sa fonction d'ap-

partenance est donnée par :

µÃ (x) =


x−aL+α

α
si aL − α ≤ x ≤ aL

1 si aL ≤ x ≤ aU

aU+β−x
β

si au ≤ x ≤ aU + β

(2.6)

Figure 2.5 - Représentation d'un nombre �ou trapézoïdal
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2.3.4.1 Opérations sur les nombres �ous de type trapézoïdal

Soient Ã et B̃ deux nombres �ous trapézoïdaux.

I Multiplication scalaire [10]

Soit le nombre �ou Ã =
(
aL, aU , α1, β1

)
de type trapézoïdal.

Il vient : Si λ > 0, λ ∈ R : λ
⊗

Ã =
(
λaL, λaU , λα1, λβ1

)
,

Si λ < 0, λ ∈ R : λ
⊗

Ã =
(
λaU , λaL, −λβ1,−λα1

)
.

I Addition [10]

Soient deux nombres �ous Ã =
(
aL, aU , α1, β1

)
et B̃ =

(
bL, bU , α2, β2

)
de type trapézoï-

daux.

Il vient :

Ã⊕B̃ =
(
aL + bL, aU + bU , α1 + α2, β1 + β2

)
.

I Soustraction [10]

Étant donné deux nombres �ous trapézoïdaux Ã =
(
aL, aU , α1, β1

)
et B̃ =

(
bL, bU , α2, β2

)
Il vient :

−B̃ = −
(
bL, bU , α2, β2

)
=
(
−bU ,−bL, β2, α2

)
,

et

Ã	B̃ =
(
aL − bU , aU − bL, α1 + β2, β1 + α2

)
.

2.3.4.2 Comparaison de deux nombres �ous trapézoïdaux

Soient deux nombres �ous trapézoïdaux Ã =
(
aL, aU , α1, β1

)
et B̃ =

(
bL, bU , α2, β2

)
.

I Ã=B̃ ⇔ aL = bL , aU = bU , α1 = α2, β1 = β2.

I Ã≤B̃ ⇔ aL ≤ bL , aU ≤ bU , aL − α1 ≤ bL − α2, a
U + β1 ≤bU + β2.

I Un nombre �ou trapézoïdal est positif si et seulement si aL − α1 ≥ 0.

I Un nombre �ou trapézoïdal est négatif si et seulement si aU + β1 ≤ 0.

Remarque 2.3.

On note par F (R) l'ensemble des nombres �ous de type trapézoïdal.
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2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, quelques notions de base sur la logique �oue en

introduisant les concepts de base des ensembles et des nombres �ous. Dans notre travail, nous

nous limiterons exclusivement aux nombres �ous trapézoïdaux.
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Chapitre 3

Programmation Linéaire Floue

3.1 Introduction

En programmation linéaire, les données sont supposées être connues avec précision. Dans

le cas où ces dernières sont mal connues ou imprécises de nature �oue, nous avons un program-

mation linéaire �ou. Dans ce chapitre, nous allons résoudre un problème de programmation

linéaire �ou par la méthode du simplexe �ou que nous présenterons en détail.

3.2 Fonction Ranking <

Une approche e�cace pour comparer les nombres �ous est l'utilisation des fonctions Ran-

king ou fonctions de classement. Une fonction Ranking < est dé�nie de l'ensemble des nombres

�ous trapézoïdaux F (R) dans R (< : F (R) → R )[12]. De di�érents types de fonctions

Ranking [14] ont été introduits et certains ont été utilisés pour résoudre des problèmes de

programmation linéaire avec des paramètres �ous.

Proposition 3.1. [1]

Soient ã et b̃ deux nombres �ous trapézoïdaux, on dé�nit un ordre sur F (R) comme suit :

• On dit que ã ≥
<
b̃ si et seulement si <(ã) ≥ <(̃b)

• On dit que ã >
<
b̃ si et seulement si < (ã) > <(̃b)

• On dit que ã =
<
b̃ si et seulement si < (ã) = <(̃b)
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Lemme 3.1. [14]

Soient ã et b̃ deux nombres �ous trapézoïdaux dans F (R) et soit < une fonction Ranking.

Alors

• ã ≤
<
b̃ ⇔ b̃ ≥

<
ã

• ã ≥
<
b̃ ⇔ ã− b̃ ≥

<
0̃ ⇔ −b̃ ≥

<
−ã

• Si ã ≥
<
b̃ et c̃ ≥

<
d̃ alors ã+ c̃ ≥

<
b̃+ d̃

• <
(
kã+ b̃

)
= k< (ã) + <(̃b) pour tout ã, b̃ ∈F (R) et tout k∈ R (< est linéaire)

Remarque 3.2. [1,10]

Comme suggestion d'une fonction linéaire Ranking < d'un nombre �ou trapézoïdal

ã =
(
aL, aU , α1, β1

)
où ã ∈F (R) , est :

< (ã) = aL + aU +
1

2
(β1 − α1) (3.1)

Ainsi, en utilisant (3.1) pour des nombres �ous trapézoïdaux ã =
(
aL, aU , α1, β1

)
et

b̃ =
(
bL, bU , α2, β2

)
, on a donc :

ã ≥
<
b̃ ⇔ aL + aU +

1

2
(β1 − α1) ≥ bL + bU +

1

2
(β2 − α2) (3.2)

Dans ce chapitre, nous allons considérer trois cas de problèmes linéaires �ous.

3.3 Cas où le vecteur des coûts c̃ est un nombre �ou

trapézoïdal

Un problème de Programmation Linéaire en Nombres Flous Trapézoïdal (PLNFT), dans

le cas où les composantes du vecteur des coûts c̃ sont des nombres �ous trapézoïdaux [1] ,

est dé�ni comme suit :

(Pc̃)



maxZ̃ =
<
c̃Tx

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(3.3)
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où A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c̃T∈(F (R))n et x ∈ Rn avec < une fonction Ranking linéaire.

Définition 3.2. Solution réalisable [10]

On dit qu'un vecteur x ∈ Rn est une solution réalisable du problème (Pc̃) si et seulement

si x satisfait les contraintes du problème, c'est à dire Ax = b et x ≥ 0.

Définition 3.3. Solution optimale [10]

Une solution réalisable x? est une solution optimale pour le problème (Pc̃) si pour toute

solution réalisable x, on a c̃x?≥
<
c̃x.

3.3.1 Solution de base réalisable

Nous introduisons la dé�nition d'une solution de base réalisable pour un problème de

programmation linéaire en nombres �ous (Pc̃). Considérons le système suivant :Ax = b

x ≥ 0
(3.4)

Hypothèse : Supposons que rang (A) = m.

Définition 3.4. Ensemble des indices de base [10,13]

Soit R ⊂ {1, . . . , n} un ensemble d'indices avec card (R) = m tel que les colonnes aj,

(j ∈ R), de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B formée

des colonnes aj, (j ∈ R), est inversible. On dit alors que l'ensemble R des indices est une

base.

• Les variables xB = (xj, j ∈ R) sont appelées variables de base.

• Les variables xE = (xj, j /∈ R) sont appelées variables hors-base.

Remarque 3.1.

On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

A = (B,E) où B est appelée matrice de base et E matrice hors base

et x = (xB, xE)T .

Définition 3.6. Solution de base réalisable [4]

On dit que x = (xB, xE)T est une solution de base associée à la base R si elle véri�e :
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Ax = b avec xB = B−1b et xE = 0

Si, en plus, xB ≥ 0, alors x est une solution de base réalisable.

Définition 3.7. Solution dégénérée et non dégénérée [1]

Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si xB > 0.

Si, au moins, une composante xB = 0 alors x est appelée une solution de base réalisable

dégénérée.

3.4 Méthode du simplexe �ou d'un problème de PLNFT

On dispose d'une solution de base réalisable x d'un programme linéaire �ou sous forme

standard. La matrice A peut s'écrire

A = (B,E)

où B est une matrice carrée de taille m×m inversible, correspondante aux variables de

base et E est une matrice de taille m× (n−m) , correspondante aux variables hors-base.

On décompose également le vecteur de décision :

x = (xB, xE)

avec xB les variables de base et xE les variables hors base.

Le but est de trouver une autre base R? et une solution de base x? associée telles que

Z̃ (x?) >
<
Z̃ (x) (x? est meilleur que x).

La méthode du simplexe �ou consiste à faire rentrer une variable hors-base dans la nou-

velle base appelée variable entrante et faire sortir à la place une variable de base appelée

variable sortante.
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3.4.1 Détermination d'une première solution

Considérons le problème de programmation linéaire �oue sous forme standard suivant :

maxZ̃ =
<
c̃Tx

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(3.5)

où A est une matrice de dimension m× n, b un vecteur colonne comportant m lignes.

On peut construire à partir de la matrice A deux sous matrices, A = (B,E) .

De même le vecteur x (vecteur de décision) est décomposé comme suit : x =

[
xB

xE

]

où xB =


xB1

xB2

...

xBm

 et xE pour les (n−m) variables restantes.

L'expression Ax = b peut alors s'écrire :

Ax = (B,E) ·

[
xB

xE

]
= b

⇒ Ax = BxB + ExE = b (3.6)

Multiplions l'expression par B−1, l'inverse de B ;

on obtient

B−1BxB +B−1ExE = B−1b

avec B−1·B = I (identité d'ordre m)

d'où

xB +B−1ExE = B−1b

En annulant xE , la solution de base est alors
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xB = B−1b (3.7)

On obtient une solution de base réalisable de départ si xB ≥ 0 (la matrice B est toujours

constituée à partir des colonnes de la matrice A).

3.4.2 Amélioration d'une solution de base

À partir d'une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base réa-

lisable adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable (hors-base) en

variable de base (dite variable entrante) et en même temps, rendre une variable de base

actuelle en variable hors-base (dite variable sortante). Cette opération algébrique permet

d'obtenir une nouvelle solution réalisable.

• Détermination de la variable entrante

� Calcul des coûts réduits

Formalisons l'expression de Z̃ pour mieux dé�nir le critère requis pour sélectionner la

variable qui deviendra une variable de base. Nous savons que :

Ax = BxB + ExE = b

avec B qui est inversible. Donc

xB +B−1ExE = B−1b (3.8)

Alors

xB = B−1b−B−1ExE (3.9)

On obtient donc

Z̃ =
<
c̃x =
<
c̃BxB + c̃ExE

⇒ Z̃ =
<
c̃B (B−1·b−B−1ExE) + c̃ExE

⇒ Z̃ =
<
c̃BB

−1b + (c̃E − c̃BB−1E)xE
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Or x0 = (xB, xE) où xB = B−1b (car xE = 0) alors

Z̃0 =
<
c̃BxB=

<
c̃BB

−1b

Donc

Z̃ =
<
Z̃0 +

(
c̃E − c̃BB−1E

)
xE (3.10)

L'expression matricielle B−1E peut s'écrire

B−1E =
∑
j∈N

B−1aj (3.11)

Cette dernière expression peut s'écrire :

Z̃ =
<
Z̃0 +

∑
j∈N

c̃jxj −
∑
j∈N

c̃BB
−1ajxj

⇒ Z̃=
<
Z̃0 +

∑
j∈N

(c̃j − c̃BB−1aj)xj

⇒ Z̃ =
<
Z̃0 +

∑
j∈N

(c̃j − z̃j)xj (3.12)

Le vecteur

ỸE =
<
c̃E − c̃BB−1E

qui se compose de

Ỹj =
<
c̃j − z̃j (3.13)

s'appelle vecteur des coûts réduits.

z̃j = cBB
−1aj et c̃j sont les coe�cients de la fonction objectif des variables hors base.

Notons par µj = B−1aj (ces vecteurs µj seront les nouveaux éléments sous les variables xj
dans le tableau du simplexe, dans le tableau de départ les µj sont les aj associés aux

contraintes originales du modèle).
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� Si les coûts réduits sont tous négatifs, c'est-à-dire Ỹj =
<
c̃j − z̃j ≤

<
0̃ (pour toutes les

variables hors base), il n'est alors pas possible d'augmenter la fonction objectif Z̃. Dans

ce cas, l'algorithme se termine, et la solution de base réalisable obtenue est optimale.

� Dans le cas contraire, s'il existe j ∈ N tel que Ỹ =
<
c̃j − z̃j >

<
0̃, on a intérêt à faire

entrer dans la base, la variable qui a le coût réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, quelque soit l'optimisation (maximisation ou

minimisation), on applique le critère suivant :

I Critère d′entrée d′une variable dans la base [1,10]

À partir d'une solution de base réalisable, calculer pour toutes les variables hors base, la

quantité z̃j =
<
c̃BB

−1aj =
<
c̃Bµj, puis les c̃j − z̃j.

� Maximisation. La variable xr est introduite dans la base si < (c̃r − z̃r) correspond
à la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les < (c̃j − z̃j), c'est à dire :

< (c̃r − z̃r) = max
j∈N
{< (c̃j − z̃j)� < (c̃j − z̃j) > 0} .

� Minimisation. Dans ce cas, la variable xr est introduite dans la base si < (c̃r − z̃r)
correspond à la valeur algébrique la moins élevée parmi tous les < (c̃j − z̃j) :

< (c̃r − z̃r) = min
j∈N
{< (c̃j − z̃j)� < (c̃j − z̃j) < 0} .

Remarque 3.2.

a) c̃j − z̃j =
<

0̃ pour toutes les variables de base.

En e�et, z̃j =
<
c̃BB

−1aj =
<
c̃Bµj =

<
c̃j, le vecteur µj étant alors un vecteur identité.

b) La valeur de xr est déterminée selon la règle de sortie d'une variable de base, que nous

traitons ci-après.

• Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable xr est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la

base. En maintenant la relation Ax = b, on augmente xr jusqu'à annuler une variable de

base. Cette variable sera alors (la variable sortante) .
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Ax = b ⇔ BxB + ExE = b

La solution de base xB sera modi�ée selon l'expression

xB = B−1b−B−1ExE

⇒ xB = B−1b−B−1arxr

⇒ xB = b− µrxr (3.14)

où b = B−1b et µr = B−1ar ( les éléments du tableau sous le vecteur ar).

Il faut que xBi
≥ 0, (i = 1, . . . ,m) pour que la nouvelle solution de base soit réalisable c-à-d.

xB1 = b1 − µ1rxr≥ 0

xB2 = b2 − µ2rxr ≥ 0

...

xBk
= bk − µkrxr≥ 0

...

xBm = bm − µmrxr≥ 0

Discutons sur le signe de µir = B−1air .

� Si µir ≤ 0, la quantité µirxr sera négative et xBi
augmentera à mesure que xr augmen-

tera. Donc on peut augmenter xr autant qu'on veut, on aura toujours la positivité de

la variable de base xBi
. Dans ce cas, la solution est non bornée ; en e�et, en faisant

tendre xr vers l'in�ni, Z̃ tend vers l'in�ni. Donc, l'algorithme s'arrête.

� Si µir > 0, alors µirxr sera une quantité positive et xBi
réduira à mesure que xr

augmentera. Pour s'assurer de maintenir une solution réalisable (et de rendre nulle

une variable qui est actuellement dans la base), xr s'arrêtera d'augmenter aussitôt

qu'une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de xBi
pour tout i, on choisit la variable sortante pour laquelle le

rapport
bi

µir
est le plus petit possible, supposons que ce minimum s'obtient à i = k. Le critère

de sortie d'une variable de la base s'énonce alors comme suit :
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I Critère de sortie d′une variable de la base [10]

Sachant que la variable entrante dans la base est xr, la variable xk sort de la base d'après :

bk

µkr
= min

1≤i≤m

{
bi

µir
, µir > 0

}
(3.15)

La nouvelle valeur de la variable de base est xr =
bk

µkr
pour i = k.

Le terme µkr est appelé le pivot et sert à e�ectuer l'opération de pivotage pour déterminer

la nouvelle solution de base réalisable .

Soit R? la nouvelle base obtenue et x? sa solution de base associée alors la nouvelle valeur

de la fonction objectif sera donnée par :

Z̃ =
<
Z̃0 + xr (c̃r − z̃r)

⇒ Z̃ =
<
Z̃0 +

bk

µkr
(c̃r − z̃r) (3.16)

et en considérant que la solution n'est pas dégénérée
(
bk > 0

)
et puisque c̃r − z̃r >

<
0̃

(problème de maximisation), la valeur numérique de la fonction objectif s'est améliorée ;

c'est-à-dire

Z̃ >
<
Z̃0

On poursuit ces étapes ainsi jusqu'à ce qu'on ne puisse plus obtenir de solution de base

réalisable améliorant Z̃. La dernière solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale au programme linéaire �oue.

Remarque 3.3.

Absence de solutions optimales �nies

Il n'existe pas de solution optimale avec une valeur �nie pour Z̃ si :

� Pour une maximisation, s'il existe c̃j − z̃j > 0̃
<

pour une variable hors base xj et tous

les µij ≤ 0. Dans ce cas, Z̃ → +∞
� Pour une minimisation, s'il existe c̃j − z̃j <

<
0̃ pour une variable hors base xj et tous

les µij ≤ 0. Dans ce cas, Z̃ → −∞
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3.4.3 Critère d'optimalité

� Cas d'une maximisation [10] : Une solution de base réalisable est optimale si pour

toutes les variables hors base. On a

c̃j − z̃j ≤
<

0̃ (3.17)

� Cas d'une minimisation : Une solution de base réalisable est optimale si pour toutes

les variables hors base. On a

c̃j − z̃j ≥
<

0̃ (3.18)

3.4.4 Tableau de simplexe �ou d'un problème de PLNFT

Considérons le problème de programmation linéaire �ou trapézoïdal (PLNFT ) dé�ni

précédemment comme : 

max Z̃ =
<
c̃BxB + c̃ExE

s.c

BxB + ExE = b

xB, xE ≥ 0

(3.19)

Par conséquent, on peut écrire

xB +B−1ExE = B−1b.

Donc

Z̃ − (c̃E − c̃BB−1E)xE = c̃BB
−1b

Actuellement, xE = 0 donc xB = B−1b et Z̃ =
<
c̃BB

−1b.

On réécrit le problème (PLNFT ), ci-dessus, sous forme d'un tableau [4] , comme suit :
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Tableau 2

Base xB xE S.B.R

< (c̃j − z̃j) 0 < (c̃E − z̃E) = < (c̃E − c̃BB−1E) <
(
Z̃
)

= < (c̃BB
−1b)

c̃j − z̃j 0̃ c̃E − z̃E = c̃E − c̃BB−1E Z̃ = c̃BB
−1b

xB I µE = B−1E b = B−1b

Ce tableau nous donne toutes les informations dont on aura besoin pour appliquer la

méthode du simplexe �ou.

La ligne des coûts �ous dans le tableau, ci-dessus, est Ỹ=
<

(c̃E − c̃BB−1E) qui se compose

de Ỹj =
<
c̃j − z̃j pour les variables hors base.

En fonction de la condition d'optimalité, on arrive à la solution optimale si Ỹj = c̃j−z̃j ≤
<

0̃

pour tout j ∈ N .

3.4.5 Algorithme du simplexe �ou d'un problème de PLNFT

La méthode du simplexe �ou pour un problème de maximisation est composée des deux

étapes suivantes [4] :

Etape initiale

La solution de base réalisable de départ est donnée par xB = B−1b = b , xE = 0 et

l'objectif �ou Z̃ =
<
c̃BB

−1b =
<
c̃Bb .

Etape principale

1. Calculer < (c̃j − z̃j) pour toutes les variables hors base.

Soit < (c̃r − z̃r) = max
j∈N
{< (c̃j − z̃j) , j ∈ N} dans lequel N est l'ensemble

des indices hors base actuels.

- Si < (c̃r − z̃r)≤ 0, alors stop ; la solution actuelle est optimale.

- Sinon, on passe à l'étape (2).

55



2. Soit µir = B−1air.

- Si µir ≤ 0 , alors stop ; le problème a une solution in�nie.

- Sinon, déterminer la variable xk qui va quitter la base de la manière suivante :

bk

µkr
= min

1≤i≤m

{
bi

µir
, µir > 0

}

3. Mettre à jour le tableau en pivotant sur µkr ;

mettre à jour bi en le remplaçant par ( bi−
bk

µkr
µir) pour i 6= k et par

bk

µkr
pour i = k ;

mettre à jour Z̃ en le remplaçant par (Z̃+
bk

µkr
(c̃r − z̃r)).

Puis, mettre à jour la matrice de base B en remplaçant ar par ak et passer à l'étape 1.
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3.4.6 Organigramme de l'algorithme du simplexe �ou d'un

problème de PLNFT (maximisation)

Figure 1 : Organigramme de l'algorithme du simplexe �ou pour un problème de PLNFT
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3.4.7 Exemple numérique pour résoudre un problème de PLNFT

Résoudre le problème de programmation linéaire en nombres �ous trapézoïdaux (PLNFT)

suivant en utilisant la méthode du simplexe �ou.

max Z̃ =
<

(1, 3, 1, 1)x1 + (2, 1, 1, 1)x2

s.c

x1 + x2 ≤ 8

2x1 + x2 ≤ 10

x1, x2 ≥ 0

(3.20)

Le modèle sous sa forme standard s'écrit :



max Z̃ =
<

(1, 3, 1, 1)x1 + (2, 1, 1, 1)x2

s.c

x1 + x2 + x3 = 8

2x1 + x2 + x4 = 10

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

(3.21)

On obtient alors un système d'équations comportant n = 4 inconnues etm = 2 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4− 2) = 2 variables. On assure une solution

de base réalisable en annulant les variables x1 et x2 :

x1 = x2 = 0, x3 = 8, x4 = 10.

C'est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau 1

du simplexe.
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Tableau 1−Solution de départ

Base x1 x2 x3 x4 S.B.R

< (c̃j − z̃j) 4 3 0 0 0

c̃j − z̃j (1, 3, 1, 1) (2, 1, 1, 1) 0̃ 0̃ 0̃

x3 1 1 1 0 8

x4 2 1 0 1 10

Les variables hors base sont x1 et x2.

On applique les critères d'entrée et de sortie d'une variable :

max
j∈N
{< (c̃j − z̃j)� < (c̃j − z̃j) > 0} = max {< (c̃1 − z̃1) ,< (c̃2 − z̃2)}

= max {4, 3} = 4→la variable entrante est x1.

min

{
bi

µir
, µir > 0

}
= min

{
bi

µi1
, µi1 > 0

}

= min

{
8,

10

2

}
= 5 =

b2

µ21

→la variable sortante est x4.

La variable x1 entre dans la base et sa valeur sera 5, la variable sortante est x4 (k = 2)

En pivotant sur µ21 = 2, on obtient le tableau 2 suivant :

Tableau 2

Base x1 x2 x3 x4 S.B.R

< (c̃j − z̃j) 0 1 0 -2 20

c̃j − z̃j 0̃

(
1

2
,
1

2
,
3

2
,
3

2

)
0̃

(
− 3

2
,
− 1

2
,
1

2
,
1

2

)
(5, 15, 5, 5)

x3 0
1

2
1

− 1

2
3

x1 1
1

2
0

1

2
5
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Le tableau 2 n'est pas optimal puisque < (c̃2 − z̃2) = 1 > 0

On applique les critères d'entrée et de sortie d'une variable

< (c̃r − z̃r) = max{< (c̃j − z̃j)� < (c̃j − z̃j) > 0}
= 1→la variable entrante est x2

min

{
bi

µir
, µir > 0

}
= min

{
bi

µi2
, µi2 > 0

}

= min{6, 10} = 6 =
b1

µ12

→ la variable sortante est x3

La variable x2 entre dans la base et sa valeur sera 6, la variable sortante est x3 (k = 1) et le

pivot est µ12.

En pivotant sur µ12 =
1

2
, on obtient le tableau 3 suivant :

Tableau 3

Base x1 x2 x3 x4 S.B.R

< (c̃j − z̃j) 0 0 -2 -1 26

c̃j − z̃j 0̃ 0̃ (−1,−1, 3, 3) (−1, 0, 2, 2) (14, 12, 8, 8)

x2 0 1 2 -1 6

x1 1 0 -1 1 2

Z̃=
<
c̃BB

−1b=
<

(14, 12, 8, 8)

<
(
Z̃
)

=
<

14 + 12 +
1

2
(8− 8) = 26(

Ỹ3, Ỹ4

)
=
<

(c̃E − z̃E) =
<

((−1,−1, 3, 3) , (−1, 0, 2, 2))et Ỹ1 =
<

0̃, Ỹ2 =
<

0̃

(Y3;Y4) =
(
<
(
Ỹ3

)
,<
(
Ỹ4

))
= (−2,−1) < 0.

Comme < (c̃j − z̃j) < 0 pour toutes les variables hors base alors la solution x = (2, 6)T

est optimale et Z̃=
<

(14, 12, 8, 8) avec <
(
Z̃
)

= 26
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3.5 Cas où les coe�cients c̃, Ã et b̃ sont �ous

trapézoïdaux

Un problème de programmation linéaire en nombres �ous trapézoïdaux dans le cas où

le vecteur des coûts c̃, la matrice des conditions Ã et le vecteur des contraintes b̃ sont des

nombres �ous trapézoïdaux [7] est dé�ni comme suit :

(
P c̃,Ã,̃b

)


max Z̃ =
<

n∑
j=1

c̃jxj

s.c
n∑
j=1

ãijxj ≤
<
b̃i i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0 j = 1, . . . , n

(3.22)

où

ãij =
(
aLij, a

U
ij, αij, βij

)
∈F (R), b̃i =

(
bLi , b

U
i , αj, βj

)
∈F (R) et c̃j =

(
cUj , c

L
j , wj, ηj

)
∈F (R)

pour i = 1, . . . ,m et j = 1, . . . , n.

Théorème 3.3.

Le problème
(
P c̃,Ã,̃b

)
et le problème suivant sont équivalents

(P c̃)



max Z̃ =
<

n∑
j=1

c̃jxj

s.c
n∑
j=1

aijxj ≤ bi i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0 j = 1, . . . , n

(3.23)

Preuve [7]

Soient Q1 et Q2 les ensembles de solutions réalisables des problèmes
(
P c̃,Ã,̃b

)
et (P c̃)

respectivement.
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Montrons que Q1 = Q2.

Soit x ε Q1 ⇔
n∑
j=1

ãij·xj≤
<
b̃i, i = 1, . . . ,m

⇔
n∑
j=1

(
aLij, a

U
ij, αij, βij

)
·xj ≤

<

(
bLi , b

U
i , αi, βi

)
, i = 1, . . . ,m

⇔

{
n∑
j=1

xj · aLij,
n∑
j=1

xj · aUij,
n∑
j=1

xj · αij,
n∑
j=1

xj · βij

}
≤
<

(
bLi , b

U
i , αi, βi

)
, i = 1, . . . ,m

⇔<

{
n∑
j=1

xj · aLij,
n∑
j=1

xj · aUij,
n∑
j=1

xj · αij,
n∑
j=1

xj · βij

}
≤<

(
bLi , b

U
i , αi, βi

)
, i = 1, . . . ,m

⇔
n∑
j=1

{
aLij + aUij +

1

2
(βij − αij)

}
xj ≤ bLi + bUi +

1

2
(βi − αi) , i = 1, . . . ,m.

⇔
n∑
j=1

aij · xj≤ bi, i = 1, . . . ,m.

⇔ x ε Q2 donc Q1 = Q2.

Comme Q1 = Q2 et que toute solution réalisable optimale de
(
P c̃,Ã,̃b

)
est solution

réalisable optimale de (P c̃) donc on conclut que les deux problèmes sont équivalents.

Remarque 3.4.

La réalisation du problème obtenu (P c̃) se fera par le simplexe �ou (voir le premier cas).

3.5.1 Exemple numérique

Résoudre le problème de programmation linéaire �oue à coe�cients trapézoïdaux suivant :

(P1)



maxZ̃ =
<

(5, 8, 2, 5)x1 + (6, 10, 2, 6)x2

s.c

(1, 1, 3, 3)x1 + (2, 1, 1, 1)x2 ≤
<

(3, 2, 1, 3)

(2, 2, 2, 4)x1 + (2, 1, 1, 3)x2 ≤
<

(6, 4, 5, 5)

x1, x2 ≥ 0

(3.24)

Son problème équivalent obtenu en appliquant la fonction Ranking < et les opérations

sur les nombres �ous trapézoïdaux s'écrit :
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

max Z̃ =
<

(5, 8, 2, 5)x1 + (6, 10, 2, 6)x2

s.c

2x1 + 3x2 ≤ 6

5x1 + 4x2 ≤ 10

x1, x2 ≥ 0

(3.25)

Le modèle sous sa forme standard s'écrit :

(P ′1)



max Z̃ =
<

(5, 8, 2, 5)x1 + (6, 10, 2, 6)x2

s.c

2x1 + 3x2 + x3 = 6

5x1 + 4x2 + x4 = 10

x1, x2, x3;x4 ≥ 0

(3.26)

La résolution de (P ′1) est donnée sous forme du tableau simplexe �ou.

On obtient alors un système d'équations comportant n = 4 inconnues et m = 2 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4− 2) = 2 variables. On assure une solution

de base réalisable en annulant les variables x1 et x2 :

x1 = x2 = 0, x3 = 6, x4 = 10.

C'est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau 1

du simplexe suivant :
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Tableau 1−Solution de départ

Base x1 x2 x3 x4 S.B.R

< (c̃j − z̃j) 14.5 18 0 0 0

c̃j − z̃j (5, 8, 2, 5) (6, 10, 2, 6) 0̃ 0̃ 0̃

x3 2 3 1 0 6

x4 5 4 0 1 10

Les variables hors base sont x1 et x2.

On applique les critères d'entrée et de sortie d'une variable :

max
j∈N
{< (c̃j − z̃j)� < (c̃j − z̃j) > 0} = max

J∈N
{< (c̃1 − z̃1) ,< (c̃2 − z̃2)}

= max
j∈N
{14.5, 18} = 18→la variable entrante est x2

min

{
bi

µir
, µir > 0

}
= min

{
bi

µi2
, µi2 > 0

}

= min

{
6

3
,
10

4

}
= 2 =

b1

µ12

→la variable sortante est x3

La variable x2 entre dans la base et sa valeur est 2, la variable sortante est x3 (k = 1)

En pivotant sur µ12 = 3, on obtient le tableau 2 suivant

Tableau 2

Base x1 x2 x3 x4 S.B.R

< (c̃j − z̃j) 2.5 0 −6 0 36

c̃j − z̃j

(
− 5

3
, 4, 6,

19

3

)
0̃

(
− 10

3
,−2, 2,

2

3

)
0̃ (12, 20, 4, 12)

x2
2

3
1

1

3
0 2

x4
7

3
0

− 4

3
1 2

64



Le tableau 2 n'est pas optimal puisque < (c̃1 − z̃1) = 2.5 > 0

On applique les critères d'entrée et de sortie d'une variable :

< (c̃r − z̃r) = max
j∈N
{< (c̃j − z̃j)� < (c̃j − z̃j) > 0}

= 2.5→ la variable entrante est x1

min

{
bi

µir
, µir > 0

}
= min

{
bi

µi1
, µi1 > 0

}

= min

{
6

2
,
6

7

}
=

6

7
=

b2

µ21

→ la variable sortante est x4

La variable x1 entre dans la base et sa valeur est
6

7
, la variable sortante est x4 (k = 2) et le

pivot est µ21.

En pivotant sur µ21 =
7

3
, on obtient le tableau 3 suivant :

Tableau 3

Base x1 x2 x3 x4 S.B.R

< (c̃j − z̃j) 0 0
− 32

7

− 15

14

267

7

c̃j − z̃j 0̃ 0̃

(
− 30

7
,
2

7
,
38

7
,
30

7

) (
− 12

7
,
5

7
,
19

7
,
18

7

) (
90

7
,
148

7
,
32

7
,
90

7

)

x2 0 1
5

7

− 2

7

10

7

x1 1 0
− 4

7

3

7

6

7

Z̃=
<
c̃BB

−1b

Z̃=
<

(5, 8, 2, 5)x1 + (6, 10, 2, 6)x2=
<

(5, 8, 2, 5)
6

7
+ (6, 10, 2, 6)

10

7

Z̃ =
<

(
30

7
,
48

7
,
12

7
,
30

7

)
+

(
60

7
,
100

7
,
20

7
,
60

7

)
=
<

(
30

7
+

60

7
,
48

7
+

100

7
,
12

7
+

20

7
,
30

7
+

60

7

)

Z̃ =
<

(
90

7
,
148

7
,
32

7
,
90

7

)
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<
(
Z̃
)

=
90

7
+

148

7
+

1

2

(
90

7
−

32

7

)
=

267

7(
Ỹ3, Ỹ4

)
=
<

(c̃E − z̃E) =
<

((
− 30

7
,
2

7
,
38

7
,
30

7

)
,

(
− 12

7
,
5

7
,
18

7
,
19

7

))

(Y3;Y4) =
(
<
(
Ỹ3

)
,<
(
Ỹ4

))
=

(
− 32

7
,
− 15

7

)
< (0, 0) et Ỹ1 =

<
0̃, Ỹ2 =

<
0̃.

Comme < (c̃j − z̃j) < 0 pour toutes les variables hors base, la solution optimale obtenue

par la méthode du simplexe �ou du problème initial (P1) est x =

(
6

7
,
10

7

)
et la valeur de la

fonction objectif optimale �oue est Z̃=
<
cBB

−1aj =
<

(
90

7
,
148

7
,
32

7
,
90

7

)
avec <

(
Z̃
)

=
267

7
.

3.6 Cas où les coe�cient b̃ et x̃ sont �ous trapézoïdaux

Un problème de programmation linéaire à variables �ous trapézoïdales (PLVFT), dans

le cas où le vecteur des contraintes b̃ et le vecteur de décision x̃ sont des nombres �ous

trapézoïdaux [1,11], est dé�ni comme suit :

(
Pb̃,x̃

)


maxZ̃ =
<
cT x̃

s.c

Ax̃ =
<
b̃

x̃ ≥
<

0̃

(3.27)

où A ∈ Rm×n, b̃ ∈ F (R) , cT ∈ Rn, x̃ ∈ F (R) et < est une fonction Ranking linéaire.

Définition 3.8. Solution réalisable floue [11]

On dit qu'un vecteur �ou x̃∈ (F (R))n est une solution réalisable �oue pour
(
Pb̃,x̃

)
si et

seulement si x̃ satisfait les contraintes du problème c'est à dire Ax̃ =
<
b̃ et x̃≥

<
0̃.

Définition 3.9. Solution optimale floue [11]

Une solution réalisable �oue x̃? est une solution optimale �oue pour
(
Pb̃,x̃

)
si pour toute

solution réalisable �oue x̃, on a cx̃? ≥
<
cx̃.
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3.6.1 Solution de base réalisable �oue

Nous introduisons la dé�nition d'une solution de base réalisable �oue pour un problème

de programmation linéaire à variables �ous
(
Pb̃,x̃

)
. Considérons le système suivant :

Ax̃ =
<
b̃

x̃ ≥
<

0̃
(3.28)

Hypothèse :

On suppose que le rang (A) = m.

Définition 3.11. Ensemble des indices de base

Soit R ⊂ {1, . . . , n} un ensemble d'indices avec card (R) = m tel que les colonnes aj
(j ∈ R) de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B, formée

des colonnes aj (j ∈ R), est inversible. On dit alors que l'ensemble R des indices est une base.

• Les variables x̃B = (x̃j, j ∈ R) sont appelées variables de base �oues.

• Les variables x̃E = (x̃j, j /∈ R) sont appelées variables hors-base �oues.

Remarque 3.2.

On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

� A = (B,E) où B est appelée une matrice de base et E une matrice hors base

� x̃ =
<

(x̃B, x̃E)Toù x̃B représente les variables de base �oues et x̃E représente les variables

hors base �oues

Définition 3.12. Solution de base réalisable floue [1]

On dit que x̃ =
<

(x̃B, x̃E)T est une solution de base �oue si elle véri�e

Ax̃ =
<
b̃ avec x̃B =

<
(x̃B1 , . . . , x̃Bm) =

<
B−1b̃ et x̃E =

<
0̃.

Si, en plus, x̃B ≥
<

0̃ alors x̃ est une solution de base réalisable �oue.

Définition 3.13. Solution floue dégénérée et floue non dégénérée [11]

Une solution de base réalisable �oue x̃ est dite non dégénérée si x̃B >
<

0̃.

Si au moins une composante x̃B =
<

0̃ alors le vecteur x̃ est appelé une solution de base

réalisable �oue dégénérée.
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3.7 Méthode du simplexe �ou d'un problème de PLVFT

On dispose d'une solution de base réalisable �ou x̃ d'un programme linéaire sous forme

standard. La matrice A peut s'écrire

A = (B,E)

avec B est une matrice carrée de taille m×m, inversible, correspondante aux variables de

base �oues et E une matrice de taille m× (n−m) , correspondante aux variables hors-base

�oues. On décompose également le vecteur de décision

x̃ =
<

(x̃B, x̃E)

avec x̃B les variables de base �oues et x̃E les variables hors base �oues.

Le but est de trouver une autre base R? et une solution de base �oue x̃? associée telles

que :

Z̃ (x̃?) >
<
Z̃ (x̃) (x̃? est meilleur que x̃).

La méthode du simplexe �oue consiste à faire rentrer une variable hors-base �oue dans

la nouvelle base (variable entrante) et faire sortir à la place une variable de base �oue

(variabe sortante) .

3.7.1 Détermination d'une première solution

Considérons le problème de programmation linéaire �oue sous forme standard suivant :

maxZ̃ =
<
cT x̃

s.c

Ax̃ =
<
b̃

x̃ ≥
<

0̃

(3.29)

où A est une matrice de dimension m× n, b̃ ∈ (F (R))m.

On peut construire à partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B,E) .

De même le vecteur x̃ (vecteur de décision) est décomposé comme suit : x̃ =
<

[
x̃B

x̃E

]
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où x̃B =
<


x̃B1

x̃B2

...

x̃Bm

 et x̃E pour les (n−m) variables restantes.

L'expression Ax̃ =
<
b̃ peut alors s'écrire :

Ax̃ =
<

(B,E) ·

[
x̃B

x̃E

]
=
<
b̃

⇒ Ax̃ =
<
Bx̃B + Ex̃E =

<
b̃ (3.30)

Multiplions l'expression par B−1, l'inverse de B.

On obtient

B−1Bx̃B +B−1Ex̃E =
<
B−1b̃

avec B−1·B = I (identité d'ordre m) d'où

x̃B +B−1Ex̃E =
<
B−1b̃

En annulant x̃E , la solution de base est alors

x̃B =
<
B−1b̃ (3.31)

On obtient une solution de base réalisable �oue de départ si x̃B ≥
<

0̃ (la matrice B est

toujours constituée à partir des colonnes de la matrice A).

3.7.2 Amélioration d'une solution de base �oue

À partir d'une solution de base réalisable �oue, on obtient une nouvelle solution de base

réalisable �oue adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable hors-base

�oue en variable de base �oue (dite variable entrante) et en même temps, rendre une variable

de base �oue actuelle en variable hors-base �oue (dite variable sortante). Cette opération

algébrique permet d'obtenir une nouvelle solution réalisable �oue.
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• Détermination de la variable entrante

� Calcul des coûts réduits

Formalisons l'expression de Z̃ pour mieux dé�nir le critère requis pour sélectionner la

variable qui deviendra une variable de base �oue. Nous savons que

Ax̃ =
<
Bx̃B + Ex̃E =

<
b̃

avec B qui est inversible donc

x̃B +B−1Ex̃E =
<
B−1b̃ (3.32)

Alors

x̃B =
<
B−1b̃−B−1Ex̃E (3.33)

On obtient donc

Z̃ =
<
cx̃ =
<
cBx̃B + cEx̃E

⇒ Z̃ =
<
cB

(
B−1·b̃−B−1Ex̃E

)
+ cEx̃E

⇒ Z̃ =
<

cBB
−1b̃ + (cE − cBB−1E)x̃E

Or x̃0 =
<

(x̃B, x̃E) où x̃B =
<
B−1b̃

(
car x̃E =

<
0̃
)

Z̃0 =
<
cBx̃B=

<
cBB

−1b̃

Donc

Z̃ =
<
Z̃0 +

(
cE − cBB−1E

)
x̃E (3.34)

L'expression matricielle B−1E peut s'écrire alors

B−1E =
∑
j∈N

B−1aj (3.35)
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Cette dernière expression peut s'écrire :

Z̃ =
<
Z̃0 +

∑
j∈N

cjx̃j −
∑
j∈N

cBB
−1ajx̃j

⇒ Z̃=
<
Z̃0 +

∑
j∈N

(cj − cBB−1aj) x̃j

⇒ Z̃ =
<
Z̃0 +

∑
j∈N

(cj − zj) x̃j (3.36)

Le vecteur

YE = cE − cBB−1E

qui se compose de

Yj = cj − zj (3.37)

s'appelle vecteur des coûts réduits.

zj = cBB
−1aj et cj sont les coe�cients de la fonction objectif des variables hors base �oues.

Notons par µj = B−1aj (ces vecteurs µj, qui seront les nouveaux éléments sous les variables

x̃j dans le tableau du simplexe �ou, étaient dans le tableau de départ les aj associés aux

contraintes originales du modèle).

� Si les coûts réduits sont tous négatifs, c'est-à-dire Yj = cj − zj ≤ 0 (pour toutes les

variables hors base �oues), il n'est alors pas possible d'augmenter la fonction objectif

Z̃. Dans ce cas, l'algorithme se termine et la solution de base réalisable �oue obtenue

est optimale.

� Dans le cas contraire s'il existe j ∈ N tel que Yj = cj − zj > 0, on a intérêt à faire

entrer dans la base la variable qui a le coût réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, quelque soit l'optimisation (maximisation ou

minimisation), on applique le critère suivant :

I Critère d′entrée d′une variable dans la base [1,11]

À partir d'une solution de base réalisable �oue, on calcule, pour toutes les variables hors

base �oues, la quantité zj = cBB
−1aj = cBµj, puis les cj − zj.
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� Maximisation. La variable x̃r est introduite dans la base si cr − zr correspond à

la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les cj − zj, c'est à dire

cr − zr = max
j∈N
{c− zj, �cj − zj > 0} .

� Minimisation. Dans ce cas, la variable x̃r est introduite dans la base si cr − zr
correspond à la valeur algébrique la moins élevée parmi tous les cj − zj, c'est à dire

cr − zr = min
j∈N
{cj − zj, �cj − zj < 0} .

Remarque 3.4.

a) Les cj − zj = 0 pour toutes les variables de base �oue.

En e�et, zj = cBB
−1aj = cBµj = cj, le vecteur µj étant alors un vecteur identité.

b) La valeur de x̃r est déterminée selon la règle de sortie d'une variable de la base �oue

que nous traitons ci-après.

• Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable x̃r est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la

base. En maintenant la relation Ax̃ =
<
b̃, on augmente x̃r jusqu'à annuler une variable de base

�oue. Cette variable sera alors la variable sortante.

Ax̃ =
<
b̃ ⇔ Bx̃B + Ex̃E =

<
b̃

La solution de base �oue x̃B sera modi�ée selon l'expression

x̃B =
<
B−1b̃−B−1Ex̃E

⇒ x̃B =
<
B−1b̃−B−1arx̃r

⇒ x̃B =
<
b̃− µrx̃r (3.38)

où b̃ =
<
B−1b̃ et µr = B−1ar (les éléments du tableau sous le vecteur ar).

Il faut que x̃Bi
≥
<

0̃ (i = 1, . . . ,m) pour que la nouvelle solution de base �oue soit réalisable,

c'est-à-dire
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x̃B1 =
<
b̃1 − µ1rx̃r≥ 0̃

<

x̃B2 =
<
b̃2 − µ2rx̃r ≥

<
0̃

...

x̃Bk
=
<
b̃k − µkrx̃r≥

<
0̃

...

x̃Bm =
<
b̃m − µmrx̃r≥

<
0̃

Discutons sur le signe de µir = B−1air.

� Si µir ≤ 0, alors µirx̃r sera négative et x̃Bi
augmentera à mesure que x̃r augmentera.

Donc on peut augmenter x̃r autant qu'on veut, on aura toujours la positivité de la

variable de base �oue x̃Bi
. Dans ce cas, la solution est non bornée ; en e�et, en faisant

tendre x̃r vers l'in�ni, Z̃ tend vers l'in�ni et l'algorithme s'arrête.

� Si µir > 0, alors µirx̃r sera une quantité positive et x̃Bi
réduira à mesure que x̃r

augmentera. Pour assurer et maintenir une solution réalisable �oue, x̃r s'arrête d'aug-

menter aussitôt qu'une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de x̃Bi
pour tout i (i = 1, . . . ,m) on choisit la variable sortante pour

laquelle le rapport
bi

µir
est le plus petit possible, supposons que ce minimum s'obtient à i = k.

Le critère de sortie d'une variable de la base �oue s'énonce alors comme suit :

I Critère de sortie d′une variable de base [1,11]

Sachant que bi = <
(
b̃i

)
et la variable entrante dans la base est x̃r, la variable x̃k sort de

la base d'après :

bk

µkr
= min

1≤i≤m

{
bi

µir
, µir > 0

}
(3.39)

La nouvelle valeur de la variable de base �oue est x̃r =
<

b̃k

µkr
pour i = k.

73



Le terme µkr est appelé le pivot et sert à e�ectuer l'opération de pivotage pour déterminer

la nouvelle solution réalisable de base �oue.

Soit R? la nouvelle base obtenue et x̃? sa solution de base �oue associée alors la nouvelle

valeur de la fonction objectif �oue sera donnée par :

Z̃ =
<
Z̃0 + (cr − zr) x̃r

⇒ Z̃ =
<
Z̃0 + (cr − zr)

b̃k

µkr
(3.40)

et en considérant que la solution n'est pas dégénérée

(
b̃k >
<

0̃

)
et puisque cr − zr > 0 (

problème de maximisation), la valeur numérique de la fonction objectif �oue s'est améliorée

c'est-à-dire

Z̃ >
<
Z̃0

On poursuit ces étapes ainsi jusqu'à ce qu'on ne puisse plus obtenir de solution de base

réalisable �oue qui améliore Z̃. La dernière solution de base réalisable �oue obtenue constitue

la solution optimale �oue au programme linéaire �oue.

Remarque 3.5.

Absence de solutions optimales �nies

Il n'existe pas de solution optimale avec une valeur �nie pour Z̃ si :

- Pour une maximisation, s'il existe cj − zj > 0 pour une variable hors base �oue x̃j et

tous les µij ≤ 0, dans ce cas, Z̃ → +∞

- Pour une minimisation, s'il existe cj − zj < 0 pour une variable hors base �oue x̃j et

tous les µij ≤ 0, dans ce cas Z̃ → −∞

3.7.3 Critère d'optimalité

� Cas d'une maximisation [11] : Une solution de base réalisable �oue est optimale

si pour toutes les variables hors base �oue. On a

cj − zj ≤ 0 (3.41)
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� Cas d'une minimisation : Une solution de base réalisable �oue est optimale si pour

toutes les variables hors base �oue. On a

cj − zj ≥ 0 (3.42)

3.7.4 Tableau du simplexe �ou pour un problème de PLVFT

La méthode de simplexe �ou sous la forme du tableau.

On considère le problème de PLVFT dé�ni comme



max Z̃ =
<
cBx̃B + cEx̃E

s.c

Bx̃B + Ex̃E =
<
b̃

x̃B, x̃E ≥
<

0

(3.43)

Alors, il est possible d'écrire

x̃B =
<
B−1b̃−B−1Ex̃E où x̃B +B−1Ex̃E =

<
B−1b̃.

D'où la fonction objectif �oue

Z̃ − (cE − cBB−1E) x̃E =
<
cBB

−1b̃.

Actuellement, x̃E =
<

0̃ puis alors x̃B =
<
B−1b, donc Z̃ =

<
cBB

−1b̃.

Alors, on peut écrire le problème du (PLVFT), ci-dessus, sous la forme d'un tableau [11]

comme suit :

Tableau 3

Base x̃B x̃E S.B.R < (S.B.R)

cj − zj 0 cE − cBB−1E cBB
−1b̃ <

(
cBB

−1b̃
)

x̃B I B−1E B−1b̃ <
(
B−1b̃

)
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Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont on a besoin pour appliquer

la méthode du simplexe �ou.

La ligne des coûts �ous dans le tableau ci-dessus est (Y )j= (cj − cBB−1aj)= cj − zj pour
les variables hors base.

En fonction de la condition d'optimalité pour ces problèmes, on arrive à la solution opti-

male si :

Yj = cj − zj ≤ 0, pour toute j ∈ N

3.7.5 Algorithme du simplexe �ou d'un problème de PLVFT

Cas d'une fonction objectif à maximiser [1]

1. La solution de base réalisable �oue initiale est donnée par x̃B =
<
B−1b̃ =

<
b̃ , x̃E =

<
0̃

et l'objectif �ou Z̃j =
<
cBB

−1b̃ =
<
cB b̃.

2. Calculer b = <
(
b̃
)
et Yj = cj − zj = cj − cBB−1aj pour les variables hors base.

Soit Yr = cr − zr = max {cj − zj, j ∈ N}

- Si cr − zr < 0 alors stop ; la solution actuelle est optimale.

- Sinon, on passe à l'étape 3.

3. Calculer µir = B−1air.

- Si µir ≤ 0, alors stop ; le problème a une solution in�nie.

- Sinon, déterminer la variable x̃k qui va quitter la base de la manière suivante :

bk

µkr
= min

1≤i≤m

{
bi

µir
, µir > 0

}
.

Mettre à jour b̃i en le remplaçant par (̃b−
b̃k

µkr
µir), et par

b̃k

µkr
,pour i 6= k .

Mettre à jour Z̃ en le remplaçant par z̃+
b̃k

µkr
(cr − zr) .

Puis, mettre à jour B en remplaçant ar par ak et passer à l'étape (2).
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3.7.6 Organigramme de l'algorithme du simplexe �ou d'un

problème de PLVFT (maximisation)

Figure 1 : Organigramme de l'algorithme du simplexe �ou pour PLVFT
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3.7.7 Exemple numérique pour résoudre un problème de PLVFT

Résolvons le problème de programmation linéaire en variables �oues trapézoïdal (PLVFT)

suivant en utilisant la méthode du simplexe �ou.



maxZ̃ =
<

3x̃1 + x̃2

s.c

x̃1 + 5x̃2 ≤
<

(11, 8, 3, 1)

x̃1 + 3x̃2 ≤
<

(5, 10, 4, 3)

x̃1, x̃2 ≥
<

0̃

(3.44)

Le modèle sous sa forme standard s'écrit comme suit :



maxZ̃ =
<

3x̃1 + x̃2

s.c

x̃1 + 5x̃2 + x̃3 =
<

(11, 8, 3, 1)

x̃1 + 3x̃2 +x̃4 =
<

(5, 10, 4, 3)

x̃1, x̃2, x̃3, x̃4 ≥
<

0̃

(3.45)

On obtient alors un système d'équations comportant n = 4 inconnues et m = 2 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4− 2) = 2 variables. On assure une solution

de base réalisable �oue en annulant les variables x̃1 et x̃2.

x̃1 = x̃2 = 0̃, x̃3 = (11, 8, 3, 1), x̃4 = (5, 10, 4, 3) .

C'est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau du

simplexe suivant :
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Tableau 1−Solution de départ

Base x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 S.B.R < (S.B.R)

cj − zj 3 1 0 0 0̃ 0

x̃3 1 5 1 0 (11, 8, 3, 1) 18

x̃4 1 3 0 1 (5, 10, 4, 3)
29

2

Les variables hors base sont x1 et x2.

On applique les critères d'entrée et de sortie d'une variable :

max
j∈N
{cj − zj� cj − zj > 0} = max

j∈N
{c1 − z1, c2 − z2}

= max
j∈N
{3, 1} = 3→ la variable entrante est x̃1

min

{
bi

µir
, µir > 0

}
= min

{
bi

µi1
, µi1

}

= min

{
18,

29

2

}
=

29

2
=

b2

µ21

→la variable sortante est x̃4

avec bi = <
(
b̃i

)
.

La variable x̃1 entre dans la base et sa valeur est < (5, 10, 4, 3)=
29

2
, la variable sortante est

x̃4 (k = 2) et le pivot µ21 = 1.

En pivotant sur µ21 = 1, on obtient le tableau suivant :

Tableau 2

Base x̃1 x̃2 x̃3 x̃4 S.B.R < (S.B.R)

cj − zj 0 -8 0 -3 (15, 30, 12, 9)
87

2

x̃3 0 2 1 -1 (1, 3, 6, 5)
7

2

x̃1 1 3 0 1 (5, 10, 4, 3)
29

2
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Le tableau 2 est optimal puisque tous les cj− zj pour les variables hors base sont négatifs
c2 − z2 = −8 < 0 et c4 − z4 = −3 < 0 donc la condition d'optimalité pour le PLVFT est

véri�ée.

La solution optimale �oue est x̃1 =
<

(5, 10, 4, 3) , x̃2 =
<

(0, 0, 0, 0), x̃3 =
<

(1, 3, 6, 5) ,

x̃4 =
<

(0, 0, 0, 0) et Z̃ =
<
cBB

−1b̃ =
<

(15, 30, 12, 9) avec <
(
Z̃
)

=
87

2
.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité un problème de programmation linéaire �oue, sous

trois cas di�érents, dont la résolution a été faite à l'aide de la méthode du simplexe �ou que

nous avons détaillé et approfondi.
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Conclusion générale

Depuis plusieurs années, on considère que les deux sources d'incertitude principales sont le

manque d'information et la variabilité des phénomènes. On modélise, alors, les informations

soit par des distributions de probabilité (informations aléatoires) soit par des ensembles �ous

(informations incomplètes). La théorie des ensembles �ous apparait comme un outil bien

adapté pour modéliser un concept vague.

Dans notre travail nous avons abordé, en premier lieu, des programmes linéaires dont

les données sont supposées être connues avec précision qui sont appelés des problèmes li-

néaires d'optimisation déterministes dont la résolution s'est faite par la méthode du simplexe

classique de Dantzig.

Ensuite nous avons traité des programmes linéaires, dont les données sont approximatives

ou vagues, qui sont appelés des problèmes linéaires d'optimisation �ous. Dans notre cas, le

�ou est caractérisé par des nombres �ous trapézoïdaux. En utilisant les fonctions Ranking

et l'arithmétique des nombres �ous de type trapézoïdal, nous avons résolu les problèmes

linéaires �ous par la méthode du simplexe �ou qui n'est rien d'autre qu'une extension du

simplexe classique étudié au chapitre un.
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