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Introduction générale

La programmation linéaire est un outil trés puissant qui est une partie essentielle de la
Recherche Opérationnelle. C’est un outil générique qui peut résoudre un grand nombre de
problémes d’optimisation en apparence différents dans des contextes divers. La programma-
tion linéaire reléve des mathématiques de la Recherche Opérationnelle et a des applications
en gestion ainsi qu’en économie, en statistique, en physique, etc... Il s’agit d’un outil versatile
et puissant, réguliérement cité par les entreprises comme étant 'un des dispositifs les plus

utilisés et efficaces en Recherche Opérationnelle.

En mathématiques, les problémes de programmation linéaire sont des problémes d’opti-
misation qui étudient la maximisation ou la minimisation d’une fonction linéaire soumise a
des contraintes linéaires. La programmation linéaire est une technique mathématique per-
mettant de déterminer la meilleure solution d’un probléme dont les données et les inconnues
satisfont une série d’équations et d’inéquations linéaires. En effet, une fois qu'un probléme
est modélisé sous la forme d’équations linéaires, il existe une multitude de méthodes assurant

la résolution du probléme de maniére exacte.

L’une des méthodes les plus connues pour résoudre les problémes de la programmation
linéaire en nombres réels est la méthode classique du simplexe. Cette méthode, qui a été
congue en 1963 par George Dantzig [3], reste d’actualité pour résoudre des problémes de
grande taille. Il s’agit d’'une méthode algébrique robuste et efficace basée sur la résolution
de systémes d’équations linéaires mais elle est plus compliquée et exige plus de temps. Le
fondement mathématique de cette méthode garantit une grande précision des résultats. Les
fondements de la méthode du simplexe ont été énoncés en 1949 et publiés en 1959 par G.

Dantzig.

Dans le cas ou les données sont mal connues ou imprécises de nature floue, on parlera
alors d’un programme linéaire flou qui est considéré comme le meilleur outil pour traiter des

études de prise de décision dans un environnement imprécis. Les connaissances imprécises



n’ont été prises en considération qu’a partir de 1965, lorsque Zadeh [19], professeur & 'uni-
versité de Californie de Berkeley, a introduit la notion de sous-ensemble flou. A partir de
Iidée d’appartenance partielle a une classe, de catégorie aux limites mal définies, dans une
généralisation de la théorie classique des ensembles admettant des situations intermédiaires

entre le tout et le rien.

Les premiéres publications sur la théorie des ensembles flous datent de 1965, édités par
Lotfi A. Zadeh [19], suivies par les travaux de Goguen en 1967 et 1969. Les travaux dé-
montrent 'intention de leurs auteurs a généraliser la notion classique d’un ensemble afin
d’accommoder les données floues. Dans le méme contexte, Bellman et Zadeh ont développé,
en 1970, la programmation linéaire floue qu’ils ont appliquée a un processus de décision dans

un environnement flou.

La théorie des ensembles flous offre donc une structure mathématique dans laquelle des
concepts vagues peuvent étre précisément et rigoureusement étudiés. Elle peut étre considérée
comme un langage de modélisation convenable & des situations caractérisées de relations,
critéres ou phénoménes flous. La théorie des ensembles flous a été appliquée dans de nombreux
domaines, tels que la Recherche Opérationnelle, la théorie du controle et les sciences de

gestion.
Cette these est organisée en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous parlerons de la programmation linéaire déterministe, nous
donnerons un exemple de modélisation d’'un probléme réel sous forme d’un programme li-
néaire. Puis, nous exposerons les différentes formes d’un probléme de programmation linéaire
déterministe et la méthode permettant sa résolution qui est la méthode du simplexe classique

de Dantzig.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons introduire la théorie des ensembles flous, donner

les définitions et les concepts de base facilitant la compréhension du chapitre trois.

Le troisiéme chapitre, abordera la programmation linéaire floue dont le caractére flou est
caractérisé par des nombres flous trapézoidaux sous trois cas différents :

e Cas 1 : Cas ou les coefficients du vecteur des cofits sont flous.

e Cas 2 : Cas ot le vecteur des coiits, la matrice de condition et le vecteur des contraintes

sont flous.



e Cas 3 : Cas ou le vecteur des contraintes et le vecteur de décision sont flous.
Nous exposerons la résolution de chacun des cas par la méthode du simplexe flou, basée
sur I'utilisation de I'arithmétique des nombres flous trapézoidaux et des fonctions Ranking.

Chaque cas est illustré par une application numérique détaillée.



Chapitre 1

Programmation Linéire

1.1 Introduction

La programmation linéaire [2,5,6,8,9,16] est une branche de 'optimisation permettant de
résoudre de nombreux problémes économiques et industriels par plusieurs méthodes. On se
basera dans ce chapitre, sur la méthode la plus souple et la plus universelle qui est la méthode
du simplexe qui fut proposée en 1963 par G. B. Dantzig [3], comme méthode de résolution
générale des programmes linéaires. La solution optimale est approchée par étapes ou itéra-
tions successives. Chaque étape correspond au calcul de la valeur économique d’une solution.
Comme il existe une infinité de solutions réalisables, la méthode propose de n’explorer qu’un

nombre limité de solutions parmi lesquelles se trouve, a coup stir, la solution optimale.

1.2 Définition et modélisation d’un programme linéaire

1.2.1 Deéfinition : Programmation Linéaire

La programmation linéaire est une technique mathématique d’optimisation (maximisation
ou minimisation) de fonction objectif linéaire sous des contraintes ayant la forme d’inéqua-

tions linéaires [8].

1.2.2 Modélisation

Un modéle mathématique est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer
les outils, les techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens inverse, la
traduction des résultats mathématiques obtenus en prédiction ou opérations dans le monde

réel.



En Recherche Opérationnelle, modéliser un probléme consiste & identifier les variables
intrinséques, les différentes contraintes auxquelles sont soumises ces variables et l'objectif

visé (optimisation).
Exemple de modélisation

Une usine fabrique 2 piéces P1 et P2 usinées dans deux ateliers Al et A2.
Les temps d’usinage sont :

» Pour P1 : de 1 heure dans 'atelier Al et de 3 heures dans atelier A2.
» Pour P2 : de 2 heures dans latelier Al et de 2 heures dans ’atelier A2.

- Le temps de disponibilité hebdomadaire de I'atelier A1 est de 140 heures et celui de
latelier A2 de 160 heures.

- La marge bénéficiaire est de 1000 DA pour une piéce P1 et 1200 DA pour une piéce P2.

Quelle production de chaque type doit-on fabriquer pour maximiser la marge hebdoma-

daire ?

. Désignons par x; et xo les quantités des piéces P1 et P2 a fabriquer respectivement.
. En tenant compte des quantités des matiéres premiéres disponibles, on aura les contraintes

principales suivantes :
T+ 2.1'2 < 140
3371 + 21’2 S 160

. Comme les quantités a produire doivent étre positives ou nulles alors, on aura les

contraintes directes suivantes :
120,12 >0.

. Le but de l'usine est de réaliser un bénéfice maximal, par conséquent x; et x5 doivent

étre déterminées de maniére a rendre maximale la fonctionnelle objectif suivante :

Z, = 1000z1+ 1200x5.



En résumé, le probléme de production se modélise mathématiquement sous la forme :

rmamZ = 100021 + 120029
s.c
1+ 275 < 140 (1.1)
3z, + 229 < 160

2120, 2020

1.3 Forme générale d’un programme linéaire

Un probléme de programmation linéaire (encore appelé programme linéaire) peut se

représenter sous forme de trois modéles [13] suivants :

1.3.1 Forme canonique mixte

Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme canonique mizte s’il s’écrit sous la forme

suivante :
( n
maz | Z(z1,...,%,) = Q11 + ...+ Ty = YT
j=1
s.c
n
it = apnx+ ...+ apx, < b, Viel (contraintes inégalités) (1.2)
j=1 :
n
ity = apnx+ ...+ apx, = b, Vi€ I (contraintes égalités)
j=1
x; >0 Vie i (contraintes de signe)
x; de signe quelconque Ve Jo (contraintes de signe)

L’ensemble I = I; U I est 'ensemble des indices des contraintes avec card(l) = m.
Autrement dit, il y a m contraintes et “card” signifie cardinal de I.
L’ensemble J = J; U J; est 'ensemble des indices des variables avec card (J) =n, il y a

n variables de décision.



1.3.2 Forme canonique pure

Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme canonique pure s’il s’écrit, :

maz [Z () = cTw = cr@y + -+ + )
s.c
(1.3)
Ax <b
x>0
\
ou x=(xq,... ,a:”)TeR”, c=(c1,...,cn)TER™ b= (by,...,b,) T €R™
et A est une matrice de taille m xn telle que :
a1; Q12 ... Qip
A —
Am1 Am2 .. Qmp
Sous cette forme, il n’y a pas de contraintes d’égalité c’est-a-dire [, = et J, =0 .
1.3.3 Forme standard
Un Programme Linéaire (PL) est dit sous forme standard s’il s’écrit :
(
maz [Z (z) = "]
s.c
(1.4)
Ar =b
z>0

Sous cette forme, [1= @ et Jo= ().

1.4 Solution de base réalisable
Soit un probléme de programmation linéaire sous la forme standard défini comme suit :

4
maxZ = cl'x
s.c
Axr =10

x>0

10



ol beR™ AecR™" xreR"etce R™
Définition 1.1. Solution réalisable [13]

On dit qu'un vecteur € R™ est une solution réalisable du probléme (P) si et seulement

si x satisfait les contraintes du probléme c’est & dire Az = b et x > 0.
Hypotheése : On suppose que la matrice A est de taille m x n avec rang (A) = m< n.

On rappelle que le rang de A est le nombre maximal de lignes (ou colonnes) de A linéai-
rement indépendantes.
On rappelle aussi qu’'un ensemble de m vecteurs a; sont linéairement indépendants si les

seules valeur k; qui permettent de satisfaire I’expression
m
a;k; =0 sont k; =0,i=1,...,m.
i=1

Définition 1.2. Ensemble des indices de base [13]

Soit R C {1,...,n} un ensemble d’indices avec card (R) = m tel que les colonnes a;
( € R) de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B formée
des colonnes a; (j € R) est inversible. On dit alors que 'ensemble R des indices est une base.
e Les variables 25 = (z;, j € R) sont appelées variables de base.

o Les variables xp = (2, j ¢ R) sont appelées variables hors-base.
Remarque 1.1
On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

A = (B, E) ou B est appelée matrice de base et F matrice hors base et aussi

x = (v, :UE)Tofl z g sont les variables de base et x g les variables hors base.
Définition 1.3.  Solution de base réalisable [5]

On dit que z = (zp,7g)T est une solution de base associée a la base R si elle vérifie

Az =bavec zg = B 'bet x5 = 0.
Si, en plus, xp > 0, alors = est une solution de base réalisable.
Remarque 1.2. [6]

Un programme linéaire admet au plus C7" solutions de base.

11



Définition 1.4. Solution dégénérée et non dégénérée 6|
Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si zp > 0.
Si, au moins, une composante xrg = 0 alors x est appelée une solution de base réalisable

dégénérée.

1.5 Propriétés géométriques des solutions de base

réalisables

On note

Dr={zeR"/Ax =0, z > 0}, (1.6)
I'ensemble des solutions réalisables du probléme (P) sous forme standard.
Définition 1.5. Ensemble convexe 20|
On dit que 'ensemble S est convexe si et seulement si :
VegyeSetVAel0, ], e+ (1—-NyeS
Définition 1.6. Combinaison linéaire convexe |20)]

Un vecteur y € S est une combinaison linéaire convexe des points {x1,...,z,} s'il existe

des coefficients réels \;,i € {1,...,n}, tels que :

y= > Ny, avec \; >0, Vie{l,...,n}et >N =1
i=1

=1

Définition 1.7. Polyedre et Polytope [20|

Soient les ensembles suivants :
. L’ensemble {x € R /ax = b} représente un hyperplan de R";
. L’ensemble {x € R" “az < b} représente un demi-espace fermé de R™ dont ’hyper-
plan correspondant constitue la frontiére.
1) Un polyedre S est lintersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés et/ ou
d’hyperplans. Un polyédre est un ensemble convexe fermé.

2) Un polyédre S est borné s'il existe une valeur « finie et positive telle que :

19



lz;| <a,Vje{l,....n}etVr e S

3) Un polytope est un polyédre borné et non vide.
Définition 1.8. Point extréme [20]

Soit S un convexe non vide de R™. x est dit point extréme ou sommet de S si pour

r=Ar;+ (1 = N)xg, Vai,29 € S et A €]0,1] alors z = 1 = xs.

Proposition 1.1. [13]

L’ensemble Dp des solutions réalisables de (P) est un polyédre convexe et fermé.
Théoréme 1.1. [13]

x est une solution de base réalisable si et seulement si x est un sommet de Dg.

Théoréme 1.2. [13]

L’optimum de la fonction objectif Z sur Dpg, s’il existe, est atteint en au moins un sommet

de DR~

1.6 Meéthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode efficace pour résoudre les problémes linéaires.

Elle peut s’appliquer peu importe le nombre de variables dans le modéle. Le principe de

résolution nécessite un certain nombre d’étapes dont la démarche est la suivante [2] :

1. Déterminer une premiére solution de base réalisable, cette solution initiale sert de départ

au changement vers la solution optimale (si elle existe).

2. Si la solution obtenue en (1) n’est pas optimale, déterminer une autre solution de

base réalisable qui permettrait d’améliorer la fonction objectif (augmentation pour une

maximisation ou diminution pour une minimisation).

3. On répéte cette procédure itérative jusqu’a ce qu’il ne soit plus possible d’améliorer la

fonction objectif. La derniére solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale du programme linéaire.

13



1.6.1 Variable d’écart et la transformation a la forme standard

La méthode de résolution que nous employons nécessite que les contraintes fonction-
nelles du modéle soient exprimées sous forme d’équations linéaires (forme standard) au lieu
d’inéquations. Cette transformation s’effectue facilement en introduisant dans le modéle de

nouvelle variable appelée variable d’écart.
Transformation d'une inéquation de signe plus petit ou égal (<) [16]

Toute contrainte de la forme

Z&jl’j § b (17)
7=1

peut étre remplacée par un systéme de contraintes suivant :

n
‘ lajxj—l—SZb

J

(1.8)
s€R"ets>0

n
ol s =0b— ) ajz; est appelée variable d’écart.
Jj=1

Transformation d'une inéquation de signe plus grand ou égal (>) [16]

Toute contrainte de la forme

Z&jx]’ Z b (19)
7=1

peut étre remplacée par un systéme de contraintes suivant :

n
D ar; —5="b
j=1

seR"ets>0

(1.10)

n
. . ) . '
ot s =y ajz; — b est appelée variable d’écart.
=1

14



Coefficients des variables d’écart

Les variables d’écart représentent des activités fictives et pour assurer qu’elles ne per-

turbent pas la fonction objectif, nous supposons nuls les cotits ou bénéfices associés a ces
variables.

Forme standard d’'un modeéle de programmation linéaire

La résolution d’un programme linéaire par la méthode du simplexe est basée sur la repré-
sentation du probléme en forme standard.

Counsidérons le modéle suivant :

( n
OptimiserZ = c;x;
i=1
s.c
n (1.11)
Gijl’jgbi Z:Lm
i=1

. >
\ x; >0

Sa forme standard sera :

( n
OptimiserZ =) cjz;
i=1

s.c (1.12)
Yoajxi+s=0b i=1,...m '
7j=1

\ z; >20,5s>0 j=1...,n

1.6.2 Algorithme du simplexe

On dispose d’une solution de base réalisable x d’un PL sous forme standard, la matrice
A peut s’écrire

A= (B,E)

avec B une matrice carrée de taille m x m, inversible, correspondant aux variables de base

et E une matrice de taille m x (n —m), correspondant aux variables hors-base.

On décompose également le vecteur de décision

r=(xp,TE)



avec xp les variables de base et g les variables hors base.
Le but est de trouver une autre base R* et une solution de base x* associée telles que
Z(x*) > Z (x) ( z* est meilleur que z ).

La méthode du simplexe consiste a faire rentrer une variable hors-base dans la nouvelle

base (variable entrante) et faire sortir & la place une variable de base (variabe sortante) .

1.6.2.1 Détermination d’une premiére solution

Considérons le probléme de programmation linéaire sous forme standard suivant :

(1.13)

>0

\

ot A est une matrice de dimension m x n, b un vecteur colonne comportant m lignes.
On peut construire & partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B, F).

De méme le vecteur z (vecteur de décision) est décomposé comme suit : © =[xp, a:E]T
ol Tp=|Tp,Tp,...,Tp,] et xg pour les (n —m) variables restantes.

L’expression Az = b peut alors s’écrire :

Ax = (B, E) -

= Arx=Bxp+ Erp=1»> (1.14)
Multiplions cette expression par B~! ( I'inverse de) B. On obtient
BilBl’B + BilEZL’E =B

avec B~V B = I (identité d’ordre m) d’ott 23 + B~ 'Exp = B~
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En annulant xg, la solution de base est alors

rg =B (1.15)

On obtient une solution de base réalisable de départ si 5 > 0 (la matrice B est toujours

constituée a partir des colonnes de la matrice A).

1.6.2.2 Amélioration d’une solution de base

A partir d’une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base réa-
lisable adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable (hors-base) en
variable de base (dite variable entrante) et en méme temps, rendre une variable de base
actuelle en variable hors-base (dite variable sortante). Cette opération algébrique permet

d’obtenir une nouvelle solution réalisable.
e Détermination de la variable entrante
. Calcul des cotuts réduits

Formalisons I'expression de Z pour mieux définir le critére requis pour sélectionner la

variable qui deviendra une variable de base. Nous savons que :
rg+ B 'Exp =B
= 2p=B'"b— B 'Exrg (1.16)
Puisque
Z = cpxrp + CEgXE
= Z=cg(B - B 'Exg)+ cprp

= J= CBB_lb + (CE — CBB_IE)xE

E constitué de vecteurs hors base (notons ces vecteurs par a;) dont les indices de ces vecteurs
sont autres que ceux des vecteurs dans la base. Identifions cet ensemble d’indices par N et

par z;, les variables correspondant aux vecteurs a;.

L’expression matricielle B~'E peut s’écrire alors

17



B'E=) B g (1.17)

jEN
On a donc
7 = CBB_lb + (CE — CBB_lE)l’E
= Z= CBBilb—FCEl’E—CBBilE[EE
Notons Z, = cgB~'b, cette derniére expression peut s’écrire :
Z = ZO + Z CjTj — Z CBBilaj[Ej
jEN jEN
= Z=7Zy+ Y. (¢; —cpBla;)x;
jEN
= Z=Zy+)» (¢j—2)x, (1.18)
jEN
Le vecteur

Y =cg — CBBilE

qui se compose de

— 2 (1.19)
s’appelle vecteur des cotts réduits.
zj = cgB7ta; et ¢; sont les coefficients de la fonction objectif des variables hors base.

Notons par p; = B~ 'a; (ces vecteurs p; seront les nouveaux éléments sous les variables x;
dans le tableau du simplexe. Dans le tableau de départ les p; sont les a; associés aux

contraintes originales du modéle).

— Si les cotits réduits sont tous négatifs c¢’est-a-dire Y; = ¢; — z; < 0 (pour toutes les
variables hors base), il n’est alors pas possible d’augmenter la fonction objectif Z :

lalgorithme se termine, et on a trouvé la solution de base réalisable optimale.
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— Dans le cas contraire s’il existe 5 € N avec N l’ensemble des indices des variables hors
base telle que Y; = ¢; — 2z; > 0, dans ce cas on a intérét a faire entrer dans la base, la

variable qui a le cotit réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, que I'optimisation en soit une maximisation ou

minimisation, on suit le critére suivant :
» Critere d’entrée d'une variable dans la base 2]

A partir d’une solution de base réalisable, calculer pour toutes les variables hors base, la

., . -1 . .
quantité z; = cg B~ a; = cpu;, puis les ¢; — z;.

. Maximisation. La variable z, est introduite dans la base si ¢, — z, correspond a

la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les ¢; — z; c’est a dire :

¢ — 2z = max{c; — z; / ¢; —z; > 0}.
jEN
. Minimisation. Dans ce cas, la variable x, est introduite d’aprés :
¢ — 2 =min{c; — z; / ¢j — z; < 0}.
jEN
Remarque 1.3.

a) Les ¢; — z; = 0 pour toutes les variables de base.

En effet, z; = cgB~a; = cpp; = ¢;, le vecteur p; étant alors un vecteur identité.

b) La valeur de x, est déterminée selon la régle de sortie d’une variable de la base que

nous traitons ci-apres.
e Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable x, est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la
base. En maintenant la relation Ax = b, on augmente x, jusqu’a annuler une variable de

base. Cette variable sera alors la variable sortante.
Ar =b < Bxgp+ Frxg =10
La solution de base xp sera modifiée selon I'expression

rp = B~ — B_IE.I'E
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= xp=B"'%-Blaz,

= Tp=b— (1.20)
oil b= B~'bet p, = B~ 'a, ( les éléments du tableau sous le vecteur a,)
Il faut que xp,> 0, ¢ = 1,...,m pour que la nouvelle solution de base soit réalisable c-a-d.
Tp, = by — p1,2,.> 0

Tp, = by — gy, >0

rp, = by — x> 0

me = bm - MW’LTI'TZ O
Discutons sur le signe de p;, = B la;, .

— Si pir <0, la quantité p,,.x, sera négative et xp, augmentera a mesure que x, augmen-
tera. Donc on peut augmenter x, autant qu’on veut, on aura toujours la positivité de
la variable de base xg,. Dans ce cas la solution est non bornée : en faisant tendre z,

vers 'infini, Z tend vers l'infini. Dans ce cas 'algorithme s’arréte.
)

— Si e > 0, alors .2, sera une quantité positive et zp, réduira a mesure que x,
augmentera. Pour s’assurer de maintenir une solution réalisable (et de rendre nulle
une variable qui est actuellement dans la base) x, s’arrétera d’augmenter aussitot

qu’une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de zp, pour tout 7, on choisit la variable sortante pour laquelle le

rapport — est le plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient & ¢ = k. Le
ir
critére de sortie d’une variable de la base s’énonce alors comme suit :
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» Critéere de sortie d'une variable de la base |2]

Sachant que la variable entrante dans la base est x,., la variable xj sort de la base d’aprés :

by, b;
Y in {—, Ly > 0} (1.21)

Hir I<ism | iy

by
La nouvelle valeur de la variable de base est x, = pour i = k.
Hkr

Le terme uyg, est appelé le pivot et sert a effectuer 'opération de pivotage pour déterminer

la nouvelle solution réalisable de base.

Soit R* la nouvelle base obtenue et z* sa solution de base associée alors la nouvelle valeur

de la fonction objectif sera donnée par :

Z:ZO+xT<CT_ZT)

br
Hir

= Z:Z0+

(C’I‘ - Zr) (122)

et comme la solution n’est pas dégénérée (l_)k > O) et puisque ¢, — z. > 0 ( probléme de
maximisation), par conséquent, la valeur numérique de la fonction objectif s’est améliorée

c’est-a-dire
Z > Zy

On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de base
réalisable améliorant Z. La derniére solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale au programme linéaire.
e Détermination des nouvelles valeurs des variables de base

Pour déterminer les nouvelles valeurs des variables de base, on procéde comme suit :

k .
- On remplace z, = par sa valeur dans la relation
Hir

Tp = by — iy, i =1,...m. (1.23)
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- On obtient alors les nouvelles valeurs pour les variables de base

— iy —
iBBi:bi——bk,i:l,...,m (124)
Hkr

et toutes les autres variables z; sont nulles (j € V).

MHir —
br = 0 (variable sortante x)

On notera que v, = by— Ty = by —
Mker

Remarque 1.4.

On peut maintenant exprimer la nouvelle valeur de la fonction objectif ainsi que tous les
c; — z; en fonction de la nouvelle quantité pour la variable qui entre dans la base comme
suit :

En considérant que la variable entrante est z,., la variable sortante est x; et que le pivot

est Lgr, ON & :

b
Nouvelle valeur de Z = Ancienne valeur de Z + — (¢r — 2r)
Hker
~ by,
Z =7+ (cr — 2r). (1.25)
Mk

De la méme facon, les z; sont ajustés comme suit, & partir de la ligne pivot :

. Mg
Nouvelle valeur de z; = Ancienne valeur de z; + . (¢r — 2)
Mk
~ Hokj
Z; =z + Ller —2). (1.26)
Mk
I’amélioration de la fonction objectif s’écrit alors :
~ Hij
¢;—zj=(¢; — z5) — " (cr — 2r). (1.27)

Ces relation seront particuliérement utiles dans la systématisation de 1'algorithme a 1'aide

des tableaux du simplexe.
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1.6.2.3 Critére d’optimalité

. Cas d’une maximisation [2] :

toutes les variables hors base. On a

. Cas d’une minimisation [2] :

toutes les variables hors base. On a

Théoréme 1.1.

Une solution de base réalisable est optimale si pour

Cj — Zj S 0. (128)

Une solution de base réalisable est optimale si pour

Cj — Zj Z 0. (129)

. Cas d’absence de solution optimale finie : Il n’existe pas de solution optimale

avec une valeur finie pour Z si :

- Pour une maximisation , s’il existe ¢; — z; > 0 pour une variable hors base z; et tous

les 11;; < 0. Dans ce cas Z — 400

- Pour une minimisation , s’il existe ¢; — z; < 0 pour une variable hors base x.; et tous
3 j j j

les 11;; < 0. Dans ce cas Z — —o0

Théoréme 1.2.

. Solution optimale unique : Une solution de base réalisable est optimale et unique si,

pour les variables hors base.

— Dans le cas d’une maximisation tous les ¢; — z; < 0
j j )

— Dans le cas d’'une minimisation tous les ¢; — z; > 0.

. Solution optimale multiple :

Il existe une infinité de solutions optimales

— Si pour une variable hors base ¢; — z; = 0.

En effet, s’il y a un terme p;; > 0 sous le vecteur a; on peut introduire a; dans la base et

obtenir une autre solution de base optimale.
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1.6.2.4 Procédure de ’algorithme du simplexe

Dans le cas d’une fonction objectif & maximiser

Etape initiale [5]

Poser xp = 0 et déterminer la solution de base réalisable initiale x5 = B~ 'b= b et

Pobjectif z = cg B~ = ¢pb .
Etape principale [5]

1. Calculer ¢; — z; avec z; = cpp; = cgB™'a;, pour toutes les variables hors base.
Si tous les ¢; — 2;< 0, alors stop; la solution actuelle est la solution optimale.
Sinon, choisir la variable entrante selon le critére

max {¢j — 2z, /¢; — z; > 0} = ¢, — 2, (variable entrante z,).
je

2. Calculer u;; = B 'a;.

Si pi; < 0 alors stop; le probléme a une solution infinie.

Sinon, choisir la variable qui doit quitter la base selon le critére

b; by,
min {—, iy > 0} = (variable sortante xy).
1<i<m Hir Mier

3. A partir de la nouvelle base, déterminer B!, x5 = B~ 'b et Z = cg B~ 'b et on passe a

I’étape 1.

1.6.3 Méthode des tableaux du simplexe

Comme nous 'avons vu précédemment, nous devons, a chaque itération, déterminer les
quantités suivantes :
rp = Bilb, / = cpxrp = CBBilb, zj = cBBflaj et Cj — zj-
Les différentes procédures ont été élaborées pour effectuer une mise a jour de ces quantités.

On peut structurer toute cette information dans un tableau, dit tableau du simplexe [2].

On réécrit les expressions matricielles, ci-dessus, sous forme d’un tableau, comme suit :
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Tableau 1

Base Tp TE S.B.R
cj — % 0 |¢— CBB_laj / = cBxB
rp I B_laj xg = B7'b

Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont a on besoin pour procéder
a la méthode du simplexe.

La premiere ligne du tableau représente les ¢; — z; et la valeur de la fonction objectif de
la solution de base.

Les lignes 2 a m sont les éléments du tableau (les 11;;) qu’on obtient aprés chaque opération
de pivotage, pour les variables de base. Ces éléments seront constitués uniquement de 0 et
de 1.

e Opération de pivotage

Pour déterminer, & chaque itération, la solution de base et les différents éléments du
tableau, nous nous servons des différentes expressions qui ont été obtenues ci-dessus. Cette
procédure de calcul s’appelle opération de pivotage.

Supposons que z, devient une variable de base (variable entrante) et que zj devient une
variable hors base (variable sortante)

. Diviser les éléments de la ligne k par le pivot puy, :

by
rp, =
g Mer
~ Hij —~ .
Mrj = — ]:17"'7net :ukv':]-a J=r
Hkr
. Pour les lignes i = 1,...,m, ¢ # k du tableau, ajuster les valeurs de la ligne i en

additionnant a cette ligne , —u;,- multipliée par les éléments de la nouvelle ligne £ :

~ — Mk
Hig = Hijg — Hirlbkj = Hij — Hir—
Hkr

ﬁir:()y i:1727-"7met ﬁkT:l’ j:T
R [_)k - Bk
IB;, = TB; _/'LM’_:bZ_M”"_
Hicr Her



. Effectuer une mise & jour de la ligne ¢; — z; en additionnant a cette ligne, — (¢, —

s . g
multipliée par les éléments de la nouvelle ligne £, ];
Hir
~ Fkj

¢ =% = (¢ —2)—— (&r — )
Mr

On notera que pour les variables de base ¢; — 2z; =0, j € R
. La mise a jour de Z s’obtient de
~ by

Z=7Z+ (¢ — 2).
Kkr

Regle de rectangle

Le calcul des éléments by, Wij, Z et c; — z;j s'obtient rapidement selon la régle du rectangle

Produzit des éléments dans les coins opposés

Nouvelle valeur = Ancienne valeur - -
Le prvot
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1.6.4 Organigramme de ’algorithme du simplexe (maximisation)

Modéle de programmation

linéaire [PL)

Ecrire le modéle dans 5a forme

standard

r

Obtenir une solution de base réalisable
de départ et mettre en évidence cette
solution dans un tableau du simplexe

e
=

: ¥ Tous lesc—z; =0 Le tabl |
Appliguer I'operation de o ] jEN g £ tableau actue
pivotage a I'aide de la T » donne la solution
régle du rectangle, pour optimale
Construire un nouveau
b du si | c—z.>0
tableau du simplexe r Il existe pas de

i wo | M =0;i=1,..,m solution optimale
Lj -
aver une valeur finie

pour £

+ Aumoins un ;=0

Choix de la variable entrante x.
max {c,-—z,-} =rc,—%,

=0 ‘L

Choix de |la variable sortante x;

5, [b ;D]
— = miny—, W,
M K

Hir ! ir

'

Le pivot est I"'El&ément L.,
[

Figure 1 : Organigramme de 1'algorithme du simplexe
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1.6.5 Complexité de l’algorithme du simplexe

La complexité d’un algorithme est le nombre d’opérations élémentaires qu’il doit effectuer
pour mener a bien un calcul en fonction de la taille des données d’entrée. L’efficacité d’un
algorithme est mesurée par 'augmentation du temps de calcul en fonction du nombre des
données [18].

Nous avons donc deux éléments a prendre en compte :

— la taille des données;

— le temps de calcul.

L’évaluation de la complexité d’un algorithme est ’étude du nombre maximal d’opérations
¢lémentaires qu’il nécessite dans le pire des cas. Kelle et Miny (1972) ont construit des
problémes nécessitant 1’examen d’un nombre de sommets croissants exponentiellement en
fonction de la taille du probléme (contraintes et variables). Et puisqu’il a été montré pour
les principales régles de pivotage employées que l'algorithme du simplexe pouvait prendre un
temps de calcul exponentiel. En particulier, on ne sait pas s’il existe une régle de pivotage
qui assurerait que l'algorithme se termine aprés un nombre polynomial d’étapes. Alors la

complexité de la méthode du simplexe est donc exponentielle [5] .

1.6.6 Exemple numérique

. Enoncé

Un ébéniste fabrique des bureaux sous forme standard ou luxe. Des études de marché ont
montré que pour 'année a venir, les possibilités de vente s’élévent a 200 unités pour le modéle
luxe et a 300 unités pour le modéle standard. L’approvisionnement en bois est suffisant pour
fabriquer annuellement 600 bureaux quel que soit le type. Par ailleurs, le temps de fabrication
d’un modéle luxe est le double de celui d’un bureau de modéle standard. La capacité annuelle
de fabrication est telle que, si tous les bureaux fabriqués étaient de type standard, on pourrait
en fabriquer 800 au maximum. La vente d’un bureau sous le modéle luxe conduit & une
marge unitaire sur un coit variable égale & 8, celle d'un bureau de type standard égale a 4.
On se propose de rechercher le programme annuel de fabrication conduisant au profit global

maximum.
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. Mise en équations

Soit x1 le nombre de bureaux de type luxe, x5 le nombre de bureaux de type standard.

Le programme linéaire est :

maxZ = 8x1 + 4o
T <200
9 < 300
r1  + 22 <600
211 + 22 < 800

(1.30)

2120, 29 20

Ecrivons le modéle dans sa forme standard en ajoutant les variables d’écart x3, x4, x5, 6.

4
maxZ = 8x1 + 4xo

T + x3 = 200
x +x = 300

? ! (1.31)
1+ To + Ty = 600
23?1 + X9 + Tg = 800

x; >0, j=1,...6

\

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 6 inconnues et m = 4 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (6 —4) = 2 variables. On s’assure d’une

solution de base réalisable en annulant les variables xq, x5 c’est & dire
1 =0, 29 =0, z3 = 200, 24, = 300, x5 = 600, x5 = 800.

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le premier

tableau du simplexe.
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Tableau 1- solution de départ

Ligne Base | zy |xy | 23 | 24| 25| 26 | S.B.R
0 c;—2 1814101 0]0]0 0
1 x3 10| 1]01071]0 200
2 X4 01701100 300
3 x5 1{1|0]01]0 600
4 T 21 1]0]10]0]1 800

Les variables hors base sont z1, xs.

Appliquer le critére d’entrée et de sortie d’une variable.

maz{c; — z;} = mazx {c; — z1,¢2 — 22}

= max {8,4} = 8 — variable entrante z,

min s —, Wi >0 p = min —, pi
My Hi1
800

b
= min {200, 600, 400} = 200 = . _variable sortante T3
Hi1

La variable z; entre dans la base et sa valeur sera 200, la variable sortante est z3 (k= 1) et

le pivot pqyy = 1.

Ce calcul s’indique habituellement sur le tableau 2 suivant :
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Tableau 2

Ligne Base | z1 |20 | 23 | 24 | 5 | 26 | S.B.R
0 ci—z | 0 4]-8]0] 0|0 1600
1 T 10 [1]0]0]0] 200
2 Ty O] 1|0 1T 007 300
3 x5 O] 1 |-1,0| 1|0/ 400
4 T O] 1]|-2,00/|1] 400

Le tableau 2 n’est pas optimal puisque ¢o — 29 =4 > 0
On applique les mémes critéres d’entrée et de sortie d’une variable on obtient :
la variable entrante : x5, la variable sortante : x4, le pivot : gy =1

En pivotant sur e = 1, on obtient le tableau 3 suivant :

Tableau 3
Ligne Base | zy |22 | 23 | 24 | 25 | 26 | S.B.R
0 ci—z | 0] 0]-8]-4]01]0] 2800
1 T 110 1]0]0]0] 200
2 T O] 1|0 1T [0]0] 300
3 x5 0O]O0|-1|-1[1]0 100
4 T 0|0 [-2|-1]0]1 100

Le tableau 3 est optimal puisque tous les ¢; — z; pour les variables hors base sont négatifs

03—23:—8<0etc4—z4:—4<0.
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La solution optimale est :

rp, = I1 = 200
rp, = T2 = 300
rp, = x5 = 100

rp, = Tg = 100

Z est maximum pour x; = 200 et x5 = 300 et vaut 2800.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté et détaillé une méthode de résolution des problémes
de programmation linéaire qui est la méthode du simplexe. Dans un premier temps nous
avons parlé briévement sur la programmation linéaire. Puis, nous avons montré ’application

de cette méthode pour la résolution des problémes de la programmation linéaire.
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Chapitre 2

Concepts préliminaires sur les nombres

flous

2.1 Introduction

La théorie des ensembles flous a été développée par Lotfi Zadeh (1963) [19] pour repré-
senter 'incertitude diie a I'imprécision dans I'information ne pouvant pas étre modélisée par
la théorie probabiliste.

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations acceptables pour
un élément, appartenir ou ne pas appartenir a un sous ensemble. Le mérite de Zadeh a
été de tenter de sortir de cette logique booléenne en introduisant la notion d’appartenance
pondérée : permettre des graduations dans ’appartenance d’un élément a un sous-ensemble,

c’est-a-dire d’autoriser un élément a appartenir plus ou moins fortement a ce sous-ensemble.

2.2 Préface sur les ensembles flous

La notion d’ensemble flou n’étant pas classique, il convient avant tout d’introduire quelques
définitions, principes d’utilisation et propriétés élémentaires. C’est ce que nous ferons dans

ce paragraphe, en nous limitant strictement aux notions de base.

2.2.1 Définition d’un ensemble flou

Définition 2.1. Ensemble flou [17]

Soit X un ensemble appelé univers, dont les éléments sont notés x.
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Un sous-ensemble classique A de X peut étre caractérisé a I'aide d’une fonction d’ap-
partenance réelle p4 définie sur X et prenant ses valeurs dans 'ensemble binaire {0, 1} telle

que :

1 size A
=4 " (1)
0 siz¢g A

Un sous ensemble flon A de X est la notation classique pour désigner le caractére flou, il
est défini & I’aide d’une fonction d’appartenance p ;7 définie sur X et prenant ses valeurs dans

I'intervalle [0, 1]. A est donc caractérisé par ’ensemble des couples tels que :

Z:{(m,ug(x))/xe)(}. (2.2)

La fonction d’appartenance ;3 peut, selon la situation, représenter un degré de possibilité

ou un degré de préférence ou un degré d’appartenance a A.
Exemple d’un ensemble flou
Soit X une communauté donnée
On définit sur X le caractére « avoisinant les 30 ans ».
— Si pz(x) = 0 : La communauté ne compte aucune personne avoisinant les 30 ans
(A0
— Si pg(x) =1 :Tous les éléments de la communauté avoisinant les 30 ans

— 810 < pg(x) <1: Classe intermédiaire.

Supposons que X = {x1, T9, T3, Ty, T5, Tg}
On peut définit I’ensemble flou A de la maniére suivante :

A ={(21,0), (22,0.2) , (x5,0.4) , (24,0.6) , (x5,0.8) , (x5,1)}
Remarque 2.1. [17]

e Un ensemble classique ( “crisp” par opposition a “fuzzy” ) constitue donc un cas parti-

culier d’ensemble flou.

e [ensemble vide est caractérisé par pg(z) =0, Vo € X.
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Définition 2.2. Ensemble flou convexe [10]
L’ensemble flou A est convexe si sa fonction d’appartenance vérifie :
pi(Azy+ (1= A)xo) > min (ug (z1), pi(xe)), Vg, ae € Xet VA €0, 1].
Définition 2.3. Ensemble flou normalisé [10]

L’ensemble flou A est normalisé s'il existe x5 € X tel que gz (zo) = 1.

2.2.2 Définition des caractéristiques d’un ensemble flou

Un ensemble flou est complétement défini par la donnée de sa fonction d’appartenance.
A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques de sous ensemble flou

peuvent étre étudiées.
e Coupe de niveau a [10]

Une coupe de niveau a d’un ensemble flou A noté Em a € [0, 1], est 'ensemble ordinaire

des éléments qui appartiennent a A avec un degré au moins égale a a.
Formellement :

Aa={r€X/1z(z) > a}
e Support d'un ensemble A [11]

Le support d’un ensemble flou A noté Supp (z?{) est 'ensemble ordinaire de X qui com-

prend les éléments  de X dont la fonction d’appartenance est positive.
Formellement :

Supp (Z) ={r e X/ p;z(x)>0}
e Hauteur d'un ensemble flou A [15]

La hauteur d’un ensemble flou A noté Haut (Z) est le plus fort degré avec lequel un

élément de X appartient a A

Formellement :

Haut (Z) = sup (pz (x))
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e Noyau d’'un ensemble A [15]

Le noyau d’un ensemble flou A de X noté Noy (2[) est 'ensemble de tous les éléments

qui lui appartiennent totalement (avec un degré 1).

Formellement :

Noy (4) = {z € X/p;(2) =1}

2.3 Nombre flou
Définition 2.3. [11]

Un nombre flou est un ensemble flou A convexe et normalisé, de ’ensemble des nombres

réels (X = R).
Remarque 2.2.
Sile Noy (fl) est un intervalle de R, on parle alors d’intervalle flou.

Exemple

*  Nombre réel :

Exemple: 3.5

v

3.5
s  Nombre flou:
Exemple: 3.5
1

/\

3.2 35 4.0

P
™

Figure 2.1 - Comparaison entre un nombre flou et un nombre réel
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2.3.1 Opérations ensemblistes

Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme référentiel X.
e Inclusion [17]
Un ensemble flou A est inclus dans un autre ensemble flou B si :
ACB & p;(x) < pg(z),Vze X
e Egalité [17]
Deux ensembles flous A et B sont égaux si :
A=B & u;(x) =pp(x),Vre X
e Complémentaire [15]

Le complémentaire A d’un ensemble flou est défini par sa fonction d’appartenance :

e Intersection [17]
L’intersection de deux ensembles flous est définie par la fonction d’appartenance suivante :
ting (@)=min(ug (z), pg (), Ve e X
e L’'union [17]
L’union de deux ensembles flous est définie par la fonction d’appartenance suivante :
o (@)=max(pg (z), g (@), Vo € X
Principe d'extension de Zadeh et fonction d’ensembles flous [17]

Soit X un produit cartésien d’univers X = X; x Xox - x X, et Zl, ..., A, r ensembles
flous dans X7,..., X, respectivement. Selon le principe d’extension de Zadeh ( basé sur

I'opération min) la fonction d’appartenance du produit cartésien glx- S X /Tr vaut

B (X1, T) = min(u;l (T1) 5. i (:L’T)> .
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2.3.2 Nombre flou de type L-R

Un nombre flou A est de représentation L-R [12,17] s'il existe deux fonctions L et R telles

que sa fonction d’appartenance est définie par :

L (m_x) pour x < m, avec « >0,

R <"B*m> pour x > m, avec 3> 0.
ou :

L et R sont des fonctions dites de référence du nombre flou A vérifiant les propriétés

suivantes :

e L et R fonctions non croissantes sur [0, +00|

e L et R fonctions symétriques : L (z) = L(—z); R(z) = R(—x), V&
e L(0)=R(0)=1.

On note A = (m,a, B)r—r

Figure 2.3 - Représentation d’un nombre flou de type L-R

2.3.2.1 Intervalle flou

Un nombre flou plat de type L-R, ou intervalle flou [17], est tel qu’il existe m,n € R, avec

m < n de sorte que pj(x) =1 Vo € [m,n]. Sa fonction d’appartenance est définie par :
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L(m_l’) stx<m; a>0,
pi(r) =41 sim <z <n, (2.4)
R(%) stx>mn; 8>0.

Nous désignerons un tel nombre flou A de type L-R par A =(m,n, o, ), g
ol

« et [ sont les écarts a gauche et a droite de A respectivement,
m et n sont les valeurs modales inférieur et supérieur de A respectivement ou bien la
moyenne & gauche et a droite de A respectivement,

[m,n] est le noyau de A.

Li &

1

=Y

m-o  m n n+p

Figure 2.4 - Représentation d’un nombre flou plat de type L-R

Remarque 2.3

Il existe plusieurs types de nombres flous de type L-R. Lorsque les fonctions de référence L

et R sont linéaires, on parle alors de nombre flou de type triangulaire ou de type trapézoidal.
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2.3.3 Nombre flou de type triangulaire

Un nombre flou A est dit de type triangulaire [15] noté (a, o, §) si sa fonction d’apparte-

nance est définie par :

mata gig—a<x<a, aveca > 0

pilr) =41 siT=a (2.5)

bz gia<xz<a+f, avecf >0

Lk
5
:
i
B
Lamtem
0 a-a a a+p X

Figure 2.5 - Représentation d’un nombre flou triangulaire (a, «, )
2.3.3.1 Opérations sur les nombres flous de type triangulaire
Soient A et B deux nombres flous de type triangulaire
» Multiplication scalaire |[15]

Soit le nombre flou triangulaire A= (a,0n, B1) .

11 vient :

SiA>0AeR: ARA=(\a, Aoy, \31),
SiA<O0AeR: AQA=(\a, —\3i, —ay).

» Addition [15]

Soient deux nombres flous triangulaires A= (a,aq,By) et B= (b, cva, 32).

11 vient
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ADB=(a+0, ai+ay, B+ f).
» Soustraction [15]

Etant donné A = (a,aq,f1) et B = (b, v, B3) deux nombres flous triangulaires.

11 vient

—B =—(b, az, B2) = (=b, Ba, ).

et

A@Ez(a—ba ar + fa, B+ o).

2.3.3.2 Comparaison de deux nombres flous triangulaires
Soient deux nombres flous triangulaires A= (a,aq,P1) et B= (b, ag, Pa).
VEZE@ CL:b, o1 = O, ﬁlzﬁg.

>g§§<:>a§b, a—o; <b— oy, a+ B <b+ Ss.

2.3.4 Nombre flou de type trapézoidal

Un nombre flou A est dit de type trapézoidal [11] noté (a*,a¥, a, B) si sa fonction d’ap-

partenance est donnée par :

W sia" —a <z <a
pi(@) =41 sial <z <a¥ (2.6)
U :
% sia* <z <a’+f
r
Mi
1

4

0a-a a- av a’+ B

Figure 2.5 - Représentation d’un nombre flou trapézoidal
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2.3.4.1 Opérations sur les nombres flous de type trapézoidal

Soient A et B deux nombres flous trapézoidaux.
» Multiplication scalaire [10]

Soit le nombre flou A :(aL, a’, a, 51) de type trapézoidal.

Il vient :
SiA>0,AeR: AQA=(\a’, AV, Aay, AB1),
SiA<0AER: AQ®A= (A", A, —A\Bi, —Aa).
» Addition [10]

Soient deux nombres flous A =(a*,d", a1, B1) et B = (b", Y, a2, ) de type trapézoi-
daux.

Il vient :
g@é :(aL + bL, a/U + bU7 o1 + Q, ﬂl + 52) :
» Soustraction [10]

Etant donné deux nombres flous trapézoidaux A :(aL, a’, a, 51) et B = (bL, WY, s, Bg)

Il vient :
—B = — (b7, a9, By) = (—0Y, 0", By, an)
et
AeB =(a = b7, aV = b", ay + Bo, 1 + o) .
2.3.4.2 Comparaison de deux nombres flous trapézoidaux
Soient deux nombres flous trapézoidaux A =(a*,a", o4, B1) et B= (b5, 07, s, Ba) -
» A= & ab =b", aV =Y, a1 = s, B = Bo.
» A<B < ab <bvl oV <Y, af —ay < bY — o, aV + B <bY + Bs.
» Un nombre flou trapézoidal est positif si et seulement si a” — oy > 0.
» Un nombre flou trapézoidal est négatif si et seulement si a¥ + 8, < 0.
Remarque 2.3.

On note par F(R) 'ensemble des nombres flous de type trapézoidal.
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2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, quelques notions de base sur la logique floue en
introduisant les concepts de base des ensembles et des nombres flous. Dans notre travail, nous

nous limiterons exclusivement aux nombres flous trapézoidaux.
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Chapitre 3

Programmation Linéaire Floue

3.1 Introduction

En programmation linéaire, les données sont supposées étre connues avec précision. Dans
le cas ot ces derniéres sont mal connues ou imprécises de nature floue, nous avons un program-
mation linéaire flou. Dans ce chapitre, nous allons résoudre un probléme de programmation

linéaire flou par la méthode du simplexe flou que nous présenterons en détail.

3.2 Fonction Ranking R

Une approche efficace pour comparer les nombres flous est 'utilisation des fonctions Ran-
king ou fonctions de classement. Une fonction Ranking R est définie de I’ensemble des nombres
flous trapézoidaux F (R) dans R (R : F'(R) — R )[12|. De différents types de fonctions
Ranking [14] ont été introduits et certains ont été utilisés pour résoudre des problémes de

programmation linéaire avec des paramétres flous.
Proposition 3.1. [1]

Soient @ et b deux nombres flous trapézoidaux, on définit un ordre sur F' (R) comme suit :
e On dit que @ > b si et seulement si R(a) > R(b)
R

e On dit que a > b si et seulement si R (@) > R(b)

e On dit que @ = b si et seulement si R (@) = R(b)

3
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Lemme 3.1. [14]

Soient @ et b deux nombres flous trapézoidaux dans F (R) et soit % une fonction Ranking.
Alors

[ )
N
>
ol
BV
N

i-b>0s —b>-a
R R
c>d 10rsa—|—c>b+d
S

[ ]
N
o 2BV BIA
(ol
> ¢ ¢

[ )
o2
QN gy

°
=

—
SN

+ ) — kR (@) + R(b) pour tout @, b €F (R) et tout k€ R (R est lincaire)
Remarque 3.2. [1,10]

Comme suggestion d’une fonction linéaire Ranking 3@ d’un nombre flou trapézoidal
a= (aL,aU,al,Bl) ot a el (R), est:

%(a) =al+d" + - (51 — CY1) (3.1)

Ainsi, en utilisant (3.1) pour des nombres flous trapézoidaux @ = (a,a”, oy, £1) et
b= (b",bY, a, B2), on a donc :

1
—(52 - 042) (3-2)

- 1
a>b & aL+aU+§(ﬁ1—a1)sz+bU+2
R

Dans ce chapitre, nous allons considérer trois cas de problémes linéaires flous.

3.3 Cas ot le vecteur des coiits ¢ est un nombre flou
trapézoidal

Un probléme de Programmation Linéaire en Nombres Flous Trapézoidal (PLNFT), dans
le cas ou les composantes du vecteur des cofits ¢ sont des nombres flous trapézoidaux [1] ,

est défini comme suit :

¢ ~
maxZ = Tx
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ot AeR™" beR™ c'e(F (R))" et z € R" avec R une fonction Ranking linéaire.
Définition 3.2. Solution réalisable [10]

On dit qu’un vecteur x € R™ est une solution réalisable du probléme (P:) si et seulement

si x satisfait les contraintes du probléme, c’est a dire Az =b et x > 0.
Définition 3.3. Solution optimale [10]
Une solution réalisable x* est une solution optimale pour le probléme (P:) si pour toute

solution réalisable x, on a cx*> cx.
R

3.3.1 Solution de base réalisable

Nous introduisons la définition d’une solution de base réalisable pour un probléme de

programmation linéaire en nombres flous (Pz). Considérons le systéme suivant :

Az =10
(3.4)
x>0
Hypotheése : Supposons que rang (A) = m.
Définition 3.4. Ensemble des indices de base [10,13]
Soit R C {1,...,n} un ensemble d’indices avec card (R) = m tel que les colonnes a;,

(j € R), de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B formée
des colonnes a;, (j € R), est inversible. On dit alors que l’ensemble R des indices est une
base.

e Les variables x5 = (x;, j € R) sont appelées variables de base.

e Les variables zp = (x;, j ¢ R) sont appelées variables hors-base.
Remarque 3.1.
On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

A = (B, FE) ou B est appelée matrice de base et F matrice hors base

et © = (xp,2p)"
Définition 3.6.  Solution de base réalisable [4]

On dit que z = (zp,zg)T est une solution de base associée a la base R si elle vérifie :
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Ar =baveczg =B 'bet zp =0
Si, en plus, xg > 0, alors x est une solution de base réalisable.
Définition 3.7.  Solution dégénérée et non dégénérée [1]
Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si zp > 0.
Si, au moins, une composante rg = 0 alors x est appelée une solution de base réalisable

dégénérée.

3.4 Meéthode du simplexe flou d’un probléme de PLNFT

On dispose d’une solution de base réalisable  d'un programme linéaire flou sous forme

standard. La matrice A peut s’écrire
A= (B,E)

ol B est une matrice carrée de taille m X m inversible, correspondante aux variables de
base et E est une matrice de taille m x (n —m) , correspondante aux variables hors-base.

On décompose également le vecteur de décision :
r=(xp,xp)
avec xp les variables de base et zy les variables hors base.
Le but est de trouver une autre base R* et une solution de base x* associée telles que

Z (x*) > Z (x) (x* est meilleur que z).

La méthode du simplexe flou consiste a faire rentrer une variable hors-base dans la nou-
velle base appelée variable entrante et faire sortir a la place une variable de base appelée

variable sortante.
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3.4.1 Deétermination d’une premiére solution
Considérons le probléme de programmation linéaire floue sous forme standard suivant :

(

mazZ = x
R
s.c
(3.5)
Ax =b
x>0
\
ot A est une matrice de dimension m X n, b un vecteur colonne comportant m lignes.
On peut construire & partir de la matrice A deux sous matrices, A = (B, F).
x
De méme le vecteur x (vecteur de décision) est décomposé comme suit : z = [ B ]
TE
ZL’Bl
. TBy .
ol xp = . et xp pour les (n — m) variables restantes.
LBm
L’expression Az = b peut alors s’écrire :
x
Az=B,E)-| " | =b
TE
= Avr = Bxp+ Exp =0 (3.6)

Multiplions I’expression par B~!, I'inverse de B;
on obtient
B 'Brxp+ B 'Exp = B~'b
avec B~''B = I (identité d’ordre m)
d’ou
g+ B 'Expy =B

En annulant xg, la solution de base est alors
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rp =B (3.7)

On obtient une solution de base réalisable de départ si zp > 0 (la matrice B est toujours

constituée a partir des colonnes de la matrice A).

3.4.2 Amélioration d’une solution de base

A partir d’une solution de base réalisable, on obtient une nouvelle solution de base réa-
lisable adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable (hors-base) en
variable de base (dite variable entrante) et en méme temps, rendre une variable de base
actuelle en variable hors-base (dite variable sortante). Cette opération algébrique permet

d’obtenir une nouvelle solution réalisable.
e Détermination de la variable entrante
. Calcul des cotits réduits

Formalisons I'expression de Z pour mieux définir le critére requis pour sélectionner la

variable qui deviendra une variable de base. Nous savons que :
ALL':BJZ'B—i-ESL'E:b

avec B qui est inversible. Donc

v+ B 'Exp=B'b (3.8)
Alors
rp=B'b— B 'Eayp (3.9)
On obtient donc
Z cx EBZEB + gExE

R R

= Z = 75 (B™"b— B~ Eup) + Cpag

= Z g EBB_lb + (EE — EBB_lE)SCE

49



Or 2o = (zp,zg) ot wg = B~ (car xgp = 0) alors
ZO = EBIB: gBBilb
R R

Donc

Z=Zy+ (g — B~ E) ap (3.10)
L’expression matricielle B~'E peut s’écrire
B'E=) B4 (3.11)
jEN
Cette derniére expression peut s’écrire :

7 =7, i — S B la. .
Z = Zo+ > cjx;— Y cpBlajx;
jEN jEN

= Z=1Zy+ 5. (¢, —cgBla;) z;
R JEN

= Z§ZO+ZV(@—EJ~)% (3.12)
je

Le vecteur
?E g 5E — EBB—IE

qui se compose de

V=% -3 (3.13)
s’appelle vecteur des cofits réduits.
Z; = cgB™'a; et ¢; sont les coefficients de la fonction objectif des variables hors base.

Notons par p; = B~'a; (ces vecteurs p; seront les nouveaux éléments sous les variables x;
dans le tableau du simplexe, dans le tableau de départ les p; sont les a; associés aux

contraintes originales du modéle).



— Si les coiits réduits sont tous négatifs, c’est-a-dire }7] = c;— 2z < 0 (pour toutes les
R

variables hors base), il n’est alors pas possible d’augmenter la fonction objectif 7. Dans

ce cas, 'algorithme se termine, et la solution de base réalisable obtenue est optimale.

— Dans le cas contraire, s’il existe 7 € N tel que Y = Cj — % ; 0, on a intérét a faire

entrer dans la base, la variable qui a le cott réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, quelque soit I'optimisation (maximisation ou

minimisation), on applique le critére suivant :
» Critére d’entrée d'une variable dans la base [1,10]

A partir d’une solution de base réalisable, calculer pour toutes les variables hors base, la

ité 2. = ¢ B la; = Cru.. pui =3
quantité z; - ceB™ a; = Calj, puis les ¢; — ;.

. Maximisation. La variable z, est introduite dans la base si (¢, — Zz,.) correspond

a la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les R (¢; — z;), c’est a dire :

R %) = mar{R (G — %) / R(@ — %) > 0}.

. Minimisation. Dans ce cas, la variable z, est introduite dans la base si ® (¢, — z,)

correspond & la valeur algébrique la moins élevée parmi tous les R (¢; — z;) :
R~ %) = min{R (@~ %)/ R(E - 5) <0}
JE€
Remarque 3.2.

a) & — 2; = 0 pour toutes les variables de base.
J J R

Z =Bl = Cny. = ¢, I i ité
En effet, z; = cgB™a; = CBltj = Cj) le vecteur p; étant alors un vecteur identité.

b) La valeur de z, est déterminée selon la régle de sortie d’une variable de base, que nous

traitons ci-apreés.
e Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable x, est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la
base. En maintenant la relation Ax = b, on augmente z, jusqu’a annuler une variable de

base. Cette variable sera alors (la variable sortante) .



Ar=b < Bxg+ Ergp =10
La solution de base zp sera modifiée selon I'expression
rp = B~ b — B_IE.I'E

= 2xp=DB"'Y— B laux,

= 2p=0b— (3.14)
ot b= B 'bet i, = B~ ta, ( les éléments du tableau sous le vecteur a,).
Il faut que zp,> 0, (i = 1,...,m) pour que la nouvelle solution de base soit réalisable c-a-d.
rp, = by — i1y, > 0

Tp, = by — figyz, >0

rp, = by — prr,> 0

TB,, = bm - ﬂmrxrz 0
Discutons sur le signe de p;,. = B~ ta, .

— Si pr <0, la quantité ;. sera négative et £, augmentera a mesure que z, augmen-
tera. Donc on peut augmenter x, autant qu’on veut, on aura toujours la positivité de
la variable de base xp,. Dans ce cas, la solution est non bornée; en effet, en faisant

tendre x, vers l'infini, Z tend vers l'infini. Donc, I'algorithme s’arréte.

— 51 > 0, alors g2, sera une quantité positive et zp, réduira a mesure que x,
augmentera. Pour s’assurer de maintenir une solution réalisable (et de rendre nulle
une variable qui est actuellement dans la base), z, s’arrétera d’augmenter aussitot
qu’une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de xp, pour tout 7, on choisit la variable sortante pour laquelle le

rapport — est le plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient a ¢ = k. Le critére

r
de sortie d’une variable de la base s’énonce alors comme suit :



» Critéere de sortie d'une variable de la base [10]

Sachant que la variable entrante dans la base est x,., la variable xj sort de la base d’aprés :

b, b;
= min {/7 Lo > 0} (3.15)

La nouvelle valeur de la variable de base est x, = pour i = k.
Mer

Le terme uy, est appelé le pivot et sert a effectuer 'opération de pivotage pour déterminer
la nouvelle solution de base réalisable .
Soit R* la nouvelle base obtenue et 2* sa solution de base associée alors la nouvelle valeur

de la fonction objectif sera donnée par :

Z;Zﬁwﬂa—@

b,

Hir

= z§z+ @ —Z) (3.16)
et en considérant que la solution n’est pas dégénérée (Bk > 0) et puisque ¢, — 2, ; 0
(probléme de maximisation), la valeur numérique de la fonction objectif s’est améliorée ;
c’est-a-dire

Z > Zy
Rid

On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de base
réalisable améliorant Z. La derniére solution de base réalisable obtenue constitue la solution

optimale au programme linéaire floue.
Remarque 3.3.

Absence de solutions optimales finies

Il n’existe pas de solution optimale avec une valeur finie pour 7 si:

— Pour une maximisation, s’il existe ¢; — Z; > 0 pour une variable hors base x; et tous
R

les ;; < 0. Dans ce cas, Z — 40

— Pour une minimisation, s’il existe ¢; — z; < 0 pour une variable hors base z; et tous
R

les ;; < 0. Dans ce cas, 7 — —o0



3.4.3 Critére d’optimalité

. Cas d’une maximisation [10] :  Une solution de base réalisable est optimale si pour

toutes les variables hors base. On a

c;—2; <0 (3.17)
R
. Cas d’une minimisation : Une solution de base réalisable est optimale si pour toutes
les variables hors base. On a
G —%2>0 (3.18)
R

3.4.4 Tableau de simplexe flou d’un probléme de PLNFT

Considérons le probléme de programmation linéaire flou trapézoidal (PLNFT) défini

précédemment comme :

4 ~
maxr J = CBTp + CpTEp

o (3.19)

B$B+E$E:b

rg,rp >0
Par conséquent, on peut écrire
g+ B 'Exp = B~'b.
Donc
7 — (¢ — B 'E)zp = cgB~'b
Actuellement, xp = 0 donc x5 = B~'b et Z = ¢z B~h.

On réécrit le probléme (PLNFT), ci-dessus, sous forme d’un tableau [4] , comme suit :
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Tableau 2

Base TB TR S.B.R

R(@—%) | 0 | R(@—2p)=RE@r—sB'E) | R (Z) — R (G5B b)

& —7% 0 ¢ —Zp =Cp —gBE 7 =B~

B I ug = B7'E b=B""

Ce tableau nous donne toutes les informations dont on aura besoin pour appliquer la
méthode du simplexe flou.

La ligne des cofits flous dans le tableau, ci-dessus, est ?g (¢g — cgB™'E) qui se compose
de }73 = ¢; — z; pour les variables hors base.
R

En fonction de la condition d’optimalité, on arrive & la solution optimale si ?j =¢j—2z; < 0
R

pour tout 7 € N.

3.4.5 Algorithme du simplexe flou d’un probléme de PLNFT

La méthode du simplexe flou pour un probléme de maximisation est composée des deux

étapes suivantes [4] :
Etape initiale

La solution de base réalisable de départ est donnée par x5 = B™'b = b, 25 = 0 et

Pobjectif flon Z = cgB~1b = ¢zb .
R R
Etape principale
1. Calculer % (¢; — Z;) pour toutes les variables hors base.
Soit R (¢, — z,) = majgc{?R (¢; —Z;), j € N} dans lequel N est 'ensemble
J€
des indices hors base actuels.
- Si R (¢, — z,)< 0, alors stop; la solution actuelle est optimale.

- Sinon, on passe a 'étape (2).
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2. Soit Wiy = Bilair.
- Si pi <0, alors stop; le probléme a une solution infinie.

- Sinon, déterminer la variable x; qui va quitter la base de la maniére suivante :
b [ b

= min { —, fi >0
Hkr I<is<m | Uiy

3. Mettre a jour le tableau en pivotant sur pu, ;

- by

mettre & jour b; en le remplacant par ( bj—— ) pour i # k et par
Hir Mer

- _ by
mettre & jour Z en le remplagant par (Z+— (¢, — Z,)).

pour i = k;;

Hir

Puis, mettre a jour la matrice de base B en remplacant a, par a; et passer a ’étape 1.



3.4.6 Organigramme de ’algorithme du simplexe flou d’un
probléme de PLNFT (maximisation)

Ecrire le modele d'un probléme

(PLMFT)

Ecrire le modéle dans sa forme

standard

!

Obtenir une solution de base réalisable
de départ et mettre en évidence cette
solution dans un tableau du simplexe

flou

¥ Tous les R(E—2)=0

Appliguer I'opération de R(E—Z) I JEN ) Le tableau ELT!.IE|
pivotage a I'aide de la a # donne |_E| solution
regle du rectangle, pour optimale

COonstruire um nouveau . s
. R(c,—Z)=0
tableau du simplexe flou 4o

I Il n'existe pas de
* = 0;i=1,..,m i i
| Iy B solution optimale

avec une valeur
finie pnurf

+ AU moins un W =0

Choix de |a variable entrante X,
max {R(E—2)} = R(E—2)

JEN l

Choix de |a variable sortante x,

B, [b,- ]
— =miny—.W; =0
Hir S

Le pivot est I'Eélément L,
I

Figure 1 : Organigramme de 1'algorithme du simplexe flou pour un probléme de PLNFT



3.4.7 Exemple numérique pour résoudre un probléme de PLNFT

Résoudre le probléme de programmation linéaire en nombres flous trapézoidaux (PLNFT)

suivant en utilisant la méthode du simplexe flou.

(

\

maz Z = (13,1, ) a1 + (2,1, 1,1)

S.C
1+ 23 <8 (3.20)
21 + 19 <10

1,22 >0

Le modéle sous sa forme standard s’écrit :

/

\

maz 7 = (13,1, + (2,1, 1,1) x

S.C
r1+ To + 23 =8 (3.21)
221 + X9 + x4 =10

X1,T2,T3, T4 Z 0

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 4 inconnues et m = 2 contraintes.

On obtient une solution

de base en annulant (4 — 2) = 2 variables. On assure une solution

de base réalisable en annulant les variables x; et xo :

1 =29 =0, 23 =8, z4 = 10.

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau 1

du simplexe.



Tableau 1—-Solution de départ

Base T Ty r3 | x4 | SSB.R
R —Z) 4 3 010 0
G —% (1,3,1,1) | (2,1,1,1) | 0 | 0O | O
Ty 1 1 10 8
T4 2 1 01/ 10

Les variables hors base sont x; et xs.
On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :

mar (R (@ ~ %) /R ~ %) > 0} = maz (R @ - 3), R (&~ 3))
= maz {4,3} = 4 —la variable entrante est x.

bi bi
ming —, fir > 0 p = man —, i >0
Hir Hit

10 by
= mins 8, — p = 5 = — —la variable sortante est x4.
2 21

La variable z; entre dans la base et sa valeur sera 5, la variable sortante est x4 (k = 2)

En pivotant sur po; = 2, on obtient le tableau 2 suivant :

Tableau 2
Base T i) T3 Ty S.B.R
R(—-2%) |0 1 0 -2 20
o ~ 1133 - -3 —-111
Cj Zj 0 57 57 57 5 0 A _2, 57 5 (5, ].5, 5, 5)
0 ! 1 ! 3
o 2 R
1 ! 0 ! 5
I 5 5
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Le tableau 2 n’est pas optimal puisque R (¢o —22) =1>0

On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable

R - %) = mar{R (@ — %)/ R(E — %) > 0}

= 1 —la variable entrante est x,

min
7

La variable x5 entre dans la base et sa valeur sera 6, la variable sortante est z3 (k= 1) et le

pivot est fi1s.

bi
—, Mir > 0

i

o

b
— M42 >0

12

b
=min{6,10} =6 = — 5 la variable sortante est T3

H12

En pivotant sur o = 1 on obtient le tableau 3 suivant :

Tableau 3
Base 1 | Ta T3 Ty S.B.R
RE—2) | 0] 0 -2 -1 26
¢ — % 0] 0 |(=1,-1,3,3) | (=1,0,2,2) | (14,12,8,8)
2 011 2 -1 6
7 1]0 -1 1 2
7~ —17__
Z=cpB~'b= (14,12,8,8)
~ 1
%(Z) —14+12+ - (8 — 8) = 26
R 2
(V3.¥4) = (@ — ) = ((-1,-1,3,3),,(~1,0,2,2))et ¥; =0, ¥, = 0

(v v2) = (R (%) (%)) = (-2,-1) <0.

Comme R (¢; — Z;) < 0 pour toutes les variables hors base alors la solution = = (2,6)"

est optimale et 7; (14,12,8,8) avec R (7) = 26
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3.5 Cas ou les coefficients c, A et b sont flous
trapézoidaux

Un probléme de programmation linéaire en nombres flous trapézoidaux dans le cas oil

le vecteur des coiits ¢, la matrice des conditions A et le vecteur des contraintes b sont des
nombres flous trapézoidaux [7] est défini comme suit :

maxr Z = Y ¢;x;
=1
s.c
(P E,Z,Z) dYoaxy < g, 1=1,...,m (3.22)
j=1 R
\ .I'] > 0 j = 17 7”

ol

5@' = (afj,ag,aij,ﬂij)eF (R), bz = (biL,blU,Ctj,ﬁj)EF (R) et Ej = (C;J,CJZ/,ZUJ‘,HJ‘)GF (R)
pourt=1,... met j=1,...,n.

Théoréme 3.3.

Le probléme (P = gg) et le probléme suivant sont équivalents

( . n
max Z =Y ¢x;

S.C

Zaijxj sz z'zl,...,m (323)
j=1

Preuve [7]

Soient Q1 et ()o les ensembles de solutions réalisables des problémes <Pg gg) et (P )
respectivement.
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Montrons que Q7 = Qs.

3

n ~
Soit z € Ql ~ Zﬁwxjg bi, 1= 17 ..
i R

n
~ Z(GZ,CLZ,QZ],&U)I’] % (bf)sz7ai>/8i)7 izlv"'7m
- L - U L U :
Ang ZLU] ’ aij’ ZLU] ’ az] . a’b])ij BZ] (bz 7bz 7ai7ﬂi)7 1= ]-7 cee, M
n I n U Lo .
R ij'aijﬁzxj'az] (IZ],ZZE] /61] <§R(bz7bz 7ai7/3i)7 Zzla"'am
]:

n 1
®Z ai[;—i—a + 61] azg} <bL+bU 2(61_061), Z=1,,m
<~ Zaij '.ZE]'S bi, 1= , .

& xe Qy done Q1 = Qs

Comme (1 = ()7 et que toute solution réalisable optimale de <P = gg) est solution

réalisable optimale de (P ;) donc on conclut que les deux problémes sont équivalents.

Remarque 3.4.

La réalisation du probléme obtenu (P ;) se fera par le simplexe flou (voir le premier cas).

3.5.1 Exemple numérique

Résoudre le probléme de programmation linéaire floue & coefficients trapézoidaux suivant :

(

maxZ = (5 8,2,5)x1 + (6,10,2,6) xo

S.C
(P)q L33z + (2L <(3,2,1,3) (3.24)
(2,2,2,4) 21 + (2,1,1,3) 5 < (6,4,5,5)
R

L T1,T2 20

Son probléme équivalent obtenu en appliquant la fonction Ranking R et les opérations

sur les nombres flous trapézoidaux s’écrit :
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(maz Z = (5,8,2,5) 21+ (6,10,2,6) 5

s.c

21 + 3wy < 6 (3.25)

5[E1 + 4%2 S 10

L T1,T9 Z O
Le modéle sous sa forme standard s’écrit :
(maz Z = (5,8,2,5) 21 + (6,10,2,6) 25
s.c
(Pr) (3.26)

21‘1 + 3]32 + x5 =6
5xr1 + 4xo + x4 =10

{ Ty, Lo, T3, %4 2 0
La résolution de (P]) est donnée sous forme du tableau simplexe flou.

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 4 inconnues et m = 2 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4 — 2) = 2 variables. On assure une solution

de base réalisable en annulant les variables x; et x5 :
IL‘1:ZL‘2:0,ZE3:671’4:10.

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau 1

du simplexe suivant :
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Tableau 1—-Solution de départ

Base Ty Ty r3 | x4 | S.B.R
R(E—Z) 14.5 18 010 0
¢ —Z (5,8,2,5) | (6,10,2,6) | 0 | 0 | ©
Ty 2 3 1]0 6
4 5 4 01/ 10

Les variables hors base sont x; et xs.
On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :

maz{R (¢; — z;) / R(¢; — %)

T > 0} = 717]1»6&]\%. {% (51 — 51> , r (52 — 22)}

= maz {14.5, 18} = 18 —la variable entrante est x,

JEN

by
— —la variable sortante est x3
H12

b; b
—, Wi >0 p = min

min —i, iz > 0
7
6 10
= ming =, —
3 4

Hi2
La variable x5 entre dans la base et sa valeur est 2, la variable sortante est x3 (k = 1)

)
ir

En pivotant sur p1o = 3, on obtient le tableau 2 suivant

Tableau 2
Base T 9 T3 Ty S.B.R
9?(’5] Ej) 2.5 0 —6 0 36
- o~ —5 19 ~ — 10 2 ~
Cj — Zj —3,4, 6, 3 0 —3 2,2, 3 0 | (12,20,4,12)
2 1
7 —4
Ty 3 0 — 1 2
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Le tableau 2 n’est pas optimal puisque R (¢; — z;) = 2.5 >0
On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :

R (@ — %) = maz{R (G — ) / R(G —5) > 0}
je

= 2.5 — la variable entrante est x;

b; b;
ming —, iy > 0 3 =ming —, pu;1 > 0
Hir Hi1

66| 6 b
= min{ =, = p = = = — — la variable sortante est x4
27 7T 2

La variable z; entre dans la base et sa valeur est - la variable sortante est z4 (k= 2) et le

pivot est fio7.

En pivotant sur po, = 3 on obtient le tableau 3 suivant :

Tableau 3
Base Tl | T2 T3 Ty S.B.R
L — 32 —15 267
?R(C] Zj) 0 0 —7 T 7
o 513 —30 2 38 30 —12 5 19 18 90 148 32 90
G — vy | \TreT) |\em e
5! -2 10
—4 3 6
7_~ p-1
ZQCBB b

6 10

Z= (5,8,2,5)x; + (6,10,2,6) Ta= (5,8,2,5) -+ (6,10,2,6) =
Z 30 48 12 30 60 100 20 60 30 60 48 100 12 20 30 60
s\ T) v T\t e ettt T

5 (90 148 32 90
T

sl

6H



7
Comme R (¢; — z;) < 0 pour toutes les variables hors base, la solution optimale obtenue

<%ﬂ@=(%@@,%@@):<2335i§<4amev%;6Jé§6

T

90 148 32 90) ~ 267

T | e R(7) =

10
par la méthode du simplexe flou du probléme initial (P;) est x = (—, —) et la valeur de la
fonction objectif optimale floue est 7@ cpBla, = <

3.6 Cas ol les coefficient b et 7 sont flous trapézoidaux

Un probléme de programmation linéaire a variables flous trapézoidales (PLVFT), dans
le cas ou le vecteur des contraintes b et le vecteur de décision Z sont des nombres flous

trapézoidaux [1,11], est défini comme suit :

(7:) N (3.27)

o AeR™"  beF(R), ¢ €R",7e F(R)etR est une fonction Ranking linéaire.
Définition 3.8. Solution réalisable floue [11]

On dit qu'un vecteur flou 7€ (F (R))" est une solution réalisable floue pour (P};g) si et

seulement si z satisfait les contraintes du probléme c’est & dire Az = bet 7> 0.
R

Définition 3.9. Solution optimale floue [11]

Une solution réalisable floue z* est une solution optimale floue pour <Pg 5) si pour toute

solution réalisable floue T, on a cx* >cx.
R
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3.6.1 Solution de base réalisable floue

Nous introduisons la définition d’une solution de base réalisable floue pour un probléme

de programmation linéaire a variables flous (Pg 5) Considérons le systéme suivant :

R (3.28)

Hypothese :
On suppose que le rang (A) = m.
Définition 3.11. Ensemble des indices de base

Soit R C {1,...,n} un ensemble d’indices avec card (R) = m tel que les colonnes a;
( € R) de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée B, formée
des colonnes a; (5 € R), est inversible. On dit alors que 'ensemble R des indices est une base.
e Les variables Tp = (7, j € R) sont appelées variables de base floues.

e Les variables 7p = (7;, j ¢ R) sont appelées variables hors-base floues.
Remarque 3.2.
On peut toujours écrire les décompositions par blocs suivantes :

— A = (B, E) ou B est appelée une matrice de base et E une matrice hors base
— T = (Zp, ffE)Tofl T g représente les variables de base floues et T représente les variables

hors base floues
Définition 3.12.  Solution de base réalisable floue [1]

On dit que z = (Zp,7Tr)T est une solution de base floue si elle vérifie
AT =bavec Ty = (Tp,,.... 7p,) = B b et 75 = 0.
R R R R
Si, en plus, T > 0 alors ¥ est une solution de base réalisable floue.
R
Définition 3.13. Solution floue dégénérée et floue non dégénérée |11|

Une solution de base réalisable floue z est dite non dégénérée si Tp ; 0.

Si au moins une composante g = 0 alors le vecteur z est appelé une solution de base

réalisable floue dégénérée.

67



3.7 Meéthode du simplexe flou d’'un probléme de PLVFT

On dispose d’une solution de base réalisable flou 7 d’un programme linéaire sous forme

standard. La matrice A peut s’écrire
A= (B,E)

avec B est une matrice carrée de taille m X m, inversible, correspondante aux variables de
base floues et £ une matrice de taille m x (n —m), correspondante aux variables hors-base
floues. On décompose également le vecteur de décision

= (ZTp,TE)
avec Tp les variables de base floues et Tx les variables hors base floues.

Le but est de trouver une autre base R* et une solution de base floue 7* associée telles

que :

Z (z*) > 7Z () (z* est meilleur que 7).

La méthode du simplexe floue consiste a faire rentrer une variable hors-base floue dans
la nouvelle base (variable entrante) et faire sortir a la place une variable de base floue

(variabe sortante) .

3.7.1 Détermination d’une premiére solution

Considérons le probléme de programmation linéaire floue sous forme standard suivant :

4 ~
maxZ = 'z

- (3.29)

)
28|V
(e

ot A est une matrice de dimension m x n, b € (F (R))™.

On peut construire a partir de la matrice A, deux sous matrices, A = (B, E).

A ~ i . . .~ | TB
De méme le vecteur = (vecteur de décision) est décomposé comme suit : T = [ ~ ]
TE

AR



. o~ 2 ~ .
ol Tp = et Tp pour les (n —m) variables restantes.
£L‘Bm

L’expression Ax = b peut alors s’écrire :

A% = (B,E) - fB]:?;
R TE R
= A%gBi’B—FEEEgE (3.30)

Multiplions I’expression par B~!, I'inverse de B.
On obtient
B~ Bip + B~'Eip = B~'b
avec B~V B = I (identité d’ordre m) d’ou
T+ BT'Eip =B

En annulant 7z, la solution de base est alors

~ 17

On obtient une solution de base réalisable floue de départ si Tz > 0 (la matrice B est
R

toujours constituée a partir des colonnes de la matrice A).

3.7.2 Ameélioration d’une solution de base floue

A partir d’une solution de base réalisable floue, on obtient une nouvelle solution de base
réalisable floue adjacente (meilleure ou aussi bonne) en transformant une variable hors-base
floue en variable de base floue (dite variable entrante) et en méme temps, rendre une variable
de base floue actuelle en variable hors-base floue (dite variable sortante). Cette opération

algébrique permet d’obtenir une nouvelle solution réalisable floue.
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e Détermination de la variable entrante

. Calcul des cotits réduits

Formalisons I'expression de Z pour mieux définir le critére requis pour sélectionner la

variable qui deviendra une variable de base floue. Nous savons que
A% = Bip+ Efp=b
T = I+ LXE =

avec B qui est inversible donc

Tp+ B 'Eip = B "% (3.32)
Alors
Tp= B ' — B 'Eip (3.33)
On obtient donc
7 = cT = CBXpB + CEXE
= Zv ; CB <Bil"5— BilE%E) + CE%E
= Z%}e: cgB™b + (cp — cg B E)Zg
Or 7 = (T, Tg) ol Tp = B~ (car g = 6)
= e
Zo § CBng CBB b
Donc
Z — Zo+ (cg — cgB™'E) 7g (3.34)
L’expression matricielle B~!FE peut s’écrire alors
(3.35)

B'E =Y Bq

JEN

70



Cette derniére expression peut s’écrire :

I ~ L
Z =20+ 2 ¢ty — 3 cpBTa;T;
JEN JEN

= Zv: Zo—i— Z(Cj —CBB_laj)fj
R JEN
= Z=Zy+ > (e —2) 7, (3.36)
JEN
Le vecteur

Yg =cg — CBB_IE

qui se compose de

s’appelle vecteur des cotits réduits.
zj = cgB7ta; et ¢; sont les coefficients de la fonction objectif des variables hors base floues.

Notons par p; = B~'a; (ces vecteurs p;, qui seront les nouveaux éléments sous les variables
z; dans le tableau du simplexe flou, étaient dans le tableau de départ les a; associés aux

contraintes originales du modéle).

— Si les cotits réduits sont tous négatifs, c’est-a-dire Y; = ¢; — z; < 0 (pour toutes les

variables hors base floues), il n’est alors pas possible d’augmenter la fonction objectif
Z. Dans ce cas, l'algorithme se termine et la solution de base réalisable floue obtenue

est optimale.

— Dans le cas contraire s’il existe j € N tel que Y; = ¢; — z; > 0, on a intérét & faire

entrer dans la base la variable qui a le cott réduit positif le plus grand possible.

Pour introduire une variable dans la base, quelque soit I'optimisation (maximisation ou

minimisation), on applique le critére suivant :
» Critére d’entrée d'une variable dans la base [1,11]

A partir d’une solution de base réalisable floue, on calcule, pour toutes les variables hors

base floues, la quantité z; = cg B 'a; = cpp;, puis les ¢; — z;.
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. Maximisation. La variable x, est introduite dans la base si ¢, — z, correspond &

la valeur algébrique la plus élevée parmi tous les ¢; — z;, c’est a dire

¢ — zp = max{c—zj, /c¢;—z > 0}.
JEN

. Minimisation. Dans ce cas, la variable x, est introduite dans la base si ¢, — 2,

correspond a la valeur algébrique la moins élevée parmi tous les ¢; — z;, c’est a dire
¢ — 2 =min{c; — z;, /¢; — z; < 0}.
jEN
Remarque 3.4.

a) Les ¢; — z; = 0 pour toutes les variables de base floue.

En effet, z; = cgB'a; = cpu; = ¢, le vecteur p; étant alors un vecteur identité.

b) La valeur de 7, est déterminée selon la régle de sortie d’une variable de la base floue

que nous traitons ci-apreés.
e Détermination de la variable sortante

Une fois que la variable 7, est choisie, il faut déterminer quelle variable doit quitter la
base. En maintenant la relation Az = E, on augmente T, jusqu’a annuler une variable de base

floue. Cette variable sera alors la variable sortante.
Ai=b<s Big+ Eip=10
x = Tp+ LTE =
La solution de base floue g sera modifiée selon ’expression
Tp = B'b— B E%y

= Ip = B~ ' — B7la, 7,

= Ip = b — pi,Ty (3.38)
ol b = B~1b et i, = B ta, (les éléments du tableau sous le vecteur a,.).

Il faut que zg,> 0 (¢ =1,...,m) pour que la nouvelle solution de base floue soit réalisable,
R

c’est-a-dire
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Discutons sur le signe de p;, = B~ a,,.

— Si py <0, alors .2, sera négative et 531. augmentera a mesure que I, augmentera.
Donc on peut augmenter 7, autant qu’on veut, on aura toujours la positivité de la
variable de base floue zp,. Dans ce cas, la solution est non bornée; en effet, en faisant

tendre z, vers I'infini, Z tend vers l'infini et I’algorithme s’arréte.

— Si py > 0, alors ug,.x, sera une quantité positive et Tp, réduira a mesure que z,
augmentera. Pour assurer et maintenir une solution réalisable floue, 7, s’arréte d’aug-
menter aussitot qu'une variable dans la base actuelle devient nulle.

Pour avoir la positivité de Tp, pour tout i (i = 1,...,m) on choisit la variable sortante pour

bi
laquelle le rapport — est le plus petit possible, supposons que ce minimum s’obtient & ¢ = k.

r
Le critére de sortie d’une variable de la base floue s’énonce alors comme suit :

» Critere de sortie d'une variable de base [1,11]

Sachant que b; = R (l_;z> et la variable entrante dans la base est x,, la variable z;, sort de

la base d’aprés :

b, b;
£ = min {—, L > 0} (3.39)

Hkr 1<is<m | iy

b
La nouvelle valeur de la variable de base floue est z, = pour i = k.
Hir
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Le terme uyg, est appelé le pivot et sert a effectuer 'opération de pivotage pour déterminer

la nouvelle solution réalisable de base floue.

Soit R* la nouvelle base obtenue et z* sa solution de base floue associée alors la nouvelle

valeur de la fonction objectif floue sera donnée par :

ZgZo+(cT—zr)mr

by,
Hir

= Z = Zo+ (cr — 2) (3.40)

et en considérant que la solution n’est pas dégénérée <5k ; 0) et puisque ¢, — 2z, > 0 (

probléme de maximisation), la valeur numérique de la fonction objectif floue s’est améliorée
c’est-a-dire

Z > Zy
R4

On poursuit ces étapes ainsi jusqu’a ce qu’on ne puisse plus obtenir de solution de base
réalisable floue qui améliore Z. La derniére solution de base réalisable floue obtenue constitue

la solution optimale floue au programme linéaire floue.
Remarque 3.5.

Absence de solutions optimales finies

Il n’existe pas de solution optimale avec une valeur finie pour 7 si:

- Pour une maximisation, s’il existe ¢; — z; > 0 pour une variable hors base floue z; et

tous les p1;; < 0, dans ce cas, Z — 400

- Pour une minimisation, s’il existe c; — z; < 0 pour une variable hors base floue 7. et
) gl ¥ J

tous les p;; <0, dans ce cas Z — —0

3.7.3 Critére d’optimalité

. Cas d’une maximisation [11] :  Une solution de base réalisable floue est optimale

si pour toutes les variables hors base floue. On a

Cj — %5 S 0 (341)
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. Cas d’une minimisation : Une solution de base réalisable floue est optimale si pour

toutes les variables hors base floue. On a
Cj — Zj 2 0 (342)

3.7.4 Tableau du simplexe flou pour un probléme de PLVFT

La méthode de simplexe flou sous la forme du tableau.

On considére le probléme de PLVEFT défini comme

4 ~
maxr J = CBTp + CpTEp

S.C

L (3.43)

Zp,Tp >0
R
Alors, il est possible d’écrire
Tp= B~ — B'EZp ot Ip+ B 'Eig = B~1b,
D’ou la fonction objectif floue
Z — (CE — CBB_IE) TE ? CBB_IE.

Actuellement, 75 = 0 puis alors 75 = B, done Z = cpB~1b.

Alors, on peut écrire le probléme du (PLVFT), ci-dessus, sous la forme d’un tableau [11]

comme suit :

Tableau 3

Base Tp TE S.B.R | R(S.B.R)

cj — % 0 | cg —cgB™'E CBB_lZ R (cBB_lg>

5 I B 'E B % | ® (B—%)

75



Le tableau, ci-dessus, nous donne toutes les informations dont on a besoin pour appliquer
la méthode du simplexe flou.

La ligne des cotits flous dans le tableau ci-dessus est (V)= (¢; — cg B~"a;)= ¢; — z; pour
les variables hors base.

En fonction de la condition d’optimalité pour ces problémes, on arrive a la solution opti-

male si :

Y; =c¢; — z; <0, pour toute j € N

3.7.5 Algorithme du simplexe flou d’un probléme de PLVFT
Cas d’une fonction objectif & maximiser [1]

1. La solution de base réalisable floue initiale est donnée par T = B %h=5% , Tp =0

» Y
et 'objectif flon Zj = csB~1b = cgb.

2. Calculer b = R (5) et Y; = ¢; — z; = ¢; — cgB™'a; pour les variables hors base.

Soit Y, = ¢, — z, = max{c; —z;, j€ N}

- Si ¢, — z. < 0 alors stop; la solution actuelle est optimale.

- Sinon, on passe a 1’étape 3.
3. Calculer y;, = B~ 'a,,.

- Si i <0, alors stop; le probléme a une solution infinie.

- Sinon, déterminer la variable x;, qui va quitter la base de la maniére suivante :

by _ b;
= min { —, Wi >0 .
Pir  1<ismo| gy

- - b by
Mettre a jour b; en le remplagant par (b—— p;,), et par pour i # k .
Mer Hir
N _ b
Mettre & jour Z en le remplacant par z+ (cr — 2r).
My

Puis, mettre & jour B en remplacant a, par a; et passer a I’étape (2).
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3.7.6 Organigramme de ’algorithme du simplexe flou d’un
probléme de PLVFT (maximisation)

Ecrire |le modéle d'un probléme

[PLVFT)

Ecrire le modéle dans sa forme

standard

b

Obtenir une solution de base réalisable
floue de départ et mettre en évidence
cette solution dans un tableau du
simplexe flou

Appliguer I'opération de
pivotage a I'aide de la
régle du rectangle, pour
CORSTrUire un nouveau

tableau du simplexe

¥ Tous lesg—=z, =0

Le tableau actuel

J

c—z. >0

) By =05iLm

=S

donne |a solution
optimale floue

Il n"existe pas de
solution optimale

+ AU moins un P =0

Choix de la variable entrante x.
max {c—z;} =c,—=,

TEN
¥

Choix de |a variable sortante x;

b, [b ]
— =miny—.; =10
B ! Hir

Avec b = Rrb)

¥

Le pivot est I'élément 1,

floue avec une valeur
finie pour Z

Figure 1 : Organigramme de ’algorithme du simplexe flou pour PLVFT
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3.7.7 Exemple numérique pour résoudre un probléme de PLVFT

Résolvons le probléme de programmation linéaire en variables floues trapézoidal (PLVFT)

suivant en utilisant la méthode du simplexe flou.

( ~
max/ = 371 + T

S.C

T1 + 5%, < (11,8,3,1
1+ 522 < ( ) (3.44)

1 + 3% < (5,10,4,3)
R

Z1,T2 >0
L R

Le modéle sous sa forme standard s’écrit comme suit :

maxZ = 3T, + T
s.c

455+ 3 = (11,8,3,1) 515

T+ 3T 3= (5,10,4,3)

X1,T2,T3,T4 Z 0
\ R

On obtient alors un systéme d’équations comportant n = 4 inconnues et m = 2 contraintes.

On obtient une solution de base en annulant (4 — 2) = 2 variables. On assure une solution

de base réalisable floue en annulant les variables 7; et Z,.
T, =T,=0, T3 = (11,8,3,1), 4, = (5,10,4,3) .

C’est la solution de base réalisable de départ qui est mise en évidence dans le tableau du

simplexe suivant :
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Tableau 1—-Solution de départ

Base 5?/1 552 53 554 S.B.R %(SBR)
c;—2z | 3100 0 0

T 15 ]1]0](@1L831) 18

R 29

Ty 1 3 0 1 (5, 10,4, 3) ?

Les variables hors base sont x; et xs.

On applique les critéres d’entrée et de sortie d’une variable :

maz{c; — z;/ ¢; —z; >0} = may {c1 — 21,¢0 — 22}
je

jEN
= mazx {3,1} = 3 — la variable entrante est 7,
jE

min g —, i > 0p =ming —, i1
iy Hit

29] 29 by .
=min< 18, — » = — = — —la variable sortante est x4
2 H21

avec b; = R (E)

2
La variable 77 entre dans la base et sa valeur est R (5,10, 4, 3):7, la variable sortante est

Ty (k= 2) et le pivot pg; = 1.
En pivotant sur po; = 1, on obtient le tableau suivant :

Tableau 2

Base Ty | T2 | T3 f4 S.B.R %(SBR)

87

¢;—z | 0]-8]0-3]|(1530,12,9) -
~ 7
T3 0 2 1 -1 (1,3, 6,5) 5

R 29
I 1 3 0 1 (5, 10,4, 3) 7
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Le tableau 2 est optimal puisque tous les ¢; — z; pour les variables hors base sont négatifs

Cg — 29 = —8 < 0etcy— 24 =—-3 <0 donc la condition d’optimalité pour le PLVFT est
vérifiée.
La solution optimale floue est 7, = (5,10,4,3), T = (0,0,0,0), 73 = (1,3,6,5),

_ N 87
_ e B
71 = (0,0,0,0) et Z — B — (15,30,12,9) avee R (Z) -

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité un probléme de programmation linéaire floue, sous
trois cas différents, dont la résolution a été faite a I'aide de la méthode du simplexe flou que

nous avons détaillé et approfondi.
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Conclusion générale

Depuis plusieurs années, on considére que les deux sources d’incertitude principales sont le
manque d’information et la variabilité des phénoménes. On modélise, alors, les informations
soit par des distributions de probabilité (informations aléatoires) soit par des ensembles flous
(informations incomplétes). La théorie des ensembles flous apparait comme un outil bien

adapté pour modéliser un concept vague.

Dans notre travail nous avons abordé, en premier lieu, des programmes linéaires dont
les données sont supposées étre connues avec précision qui sont appelés des problémes li-
néaires d’optimisation déterministes dont la résolution s’est faite par la méthode du simplexe

classique de Dantzig.

Ensuite nous avons traité des programmes linéaires, dont les données sont approximatives
ou vagues, qui sont appelés des problémes linéaires d’optimisation flous. Dans notre cas, le
flou est caractérisé par des nombres flous trapézoidaux. En utilisant les fonctions Ranking
et I'arithmétique des nombres flous de type trapézoidal, nous avons résolu les problémes
linéaires flous par la méthode du simplexe flou qui n’est rien d’autre qu'une extension du

simplexe classique étudié au chapitre un.
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