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Introduction

La prédiction des champs aléatoires, est une méthode de prédiction quelconque qui
incorpore la dépendance spatiale. Cette théorie est appliquée dans plusieurs domaines in-
cluant I'agriculture, la climatologie, I’économétrie, les études médicales, les explorations
pétrolieres et I'analyse de la pollution des eaux, et ce, lorsque les données sont disponibles
a des endroits spécifiques (c’est le cas des stations expérimentales situées au dessus du sol
ou a une certaine distance dans 'air). Le but est de prédire des quantités a des localisations

non échantillonnées.

Une technique bien connue dans ce domaine de prédiction, intensivement utilisée dans
le domaine de ’environnement de la terre, s’appuie sur la connaissance des covariances
entre les localisations interpolées et observées. Sous I’hypothese de stationnarité des champs
aléatoires, I’approche paramétrique classique qui consiste a étudier les variogrames a des pas
différents pour ajuster un modele a été aussi abordé dans la littérature (Cressie 1993). Cette
approche présente un inconvénient de taille qui réside dans la sélection du modele basée
sur le choix des covariances qui une question tres subjective. De ce fait, le développement
des méthodes de prédiction des champs aléatoires en imposant le minimum de conditions
aux structures de covariances des données est un majeur challenge. Partant du succes de
Wiener-Kolmogorov dans le domaine de prédiction de séries chronologiques (processus 1-
D) , il est attendu & ce que la factorisation spectrale des champs aléatoires (Processus p-D,
p > 2) ou de sa représentation MA(oco) s’expriment en fonction du passé, ce qui constitue
une clé pour la résolution de ce probleme. Cependant, les notions futur-passé, dépendance
et direction a partir d’un instant donné sont bien évidentes pour les séries chronologiques,
mais elles ne le sont pas pour les champs aléatoires.

A défaut d’'un ordre unidirectionnel, la résolution du probleme de prédiction de champs
aléatoires est non triviale. Il existe une littérature abondante traitant le probleme de

prédiction des processus stationnaires en se basant sur le concept de séries chronologiques
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(processus 1-D). La structure de tels processus est parfaitement décrite par les résultats de
la théorie de la prédiction de Weiner Kolmogorov qui sont fondamentaux en modélisation,
car, ils permettent de caractériser analytiquement I'une des représentations possibles d’un
processus stationnaire comme sortie d’'un filtre excité par un bruit blanc, en I'occurence
celle pour laquelle le bruit blanc générateur est I'innovation du processus.

Pour pouvoir généraliser ce type de résultas au cas 2-D; il est nécessaire d’étendre la théorie
de la prédiction linéaire de Wiener-Kolmogorov en choisissant le passé de telle sorte que

I’érreur de prédiction soit un bruit blanc.

En somme, la plupart des travaux ayant traité la question de prédiction de séries chro-
nologiques et/ou des champs aléatoires stationnaires, se sont intéressés a 'expression du
prédicteur a un pas, et ce, en généralisant le théoreme de Szego-Kolmogorov-Wiener et
en s’appuyant sur les coefficients de la représentation moyenne mobile. Le travail effectué
dans ce mémoire s’insere dans cette thématique et il est organisé comme suit. Le chapitre
1 présente les diverses techniques de prédiction et d’estimation de séries chronologiques en
présentant des algorithmes et des méthodes itératives. Le second chapitre s’interesse aux
mémes objectifs que le premier mais dans le domaine des champs aléatoires. Le troisieme
chapitre fera l'objet d’étude d’un modele particulier des champs aléatoires en présentant
une étude comparative de certains prédicteurs par rapport aux criteres de proximité de
Pitman et de 'erreur quadratique moyenne. Ce travail s’achéve par une conclusions et des

perspectives.



Chapitre 1

Prédiction de séries chronologiques

Ce chapitre porte sur la prédiction et I’estimation des données manquantes d’une série
chronologique. Il s’agit de développer différentes approches permettant d’atteindre ces ob-
jectifs.

Nous nous limitons a I'étude de prédicteurs linéaires. Le critére retenu pour mesurer la
qualité d’un prédicteur X de X est 'erreur quadratique E[(X — X)?]. Pratiquement, il
permet de pénaliser plus fortement les grandes erreurs que les petites. Mathématiquement,
il permet de se placer dans l'espace de Hilbert L?(,F,P) des variables aléatoires réelles
de carrés intégrables et de pouvoir utiliser tous les outils afférents notamment pour expli-
citer X. On obtient ainsi un prédicteur ponctuel et une estimation de I'erreur quadratique

commise.

1.1 Prédiction de séries chronologiques

Il est important de noter que le prédicteur de Weinner-Kolmogorov, noté Xn+h est
un prédicteur de référence pour lequel I'erreur quadratique de prédiction est minimum.
Plus précisément, Xn+h est le meilleur prédicteur linéaire & I’horizon h, au sens de L2,
connaissant le passé infini {X,,+1_;,j > 1}, c’est-a-dire, X}Hrh est la projection de X, sur
le sous-espace engendré par la famille de variables aléatoires {X,+1_;,7 > 1}.

Le prédicteur de Weinner-Kolmogorov s’écrit :

0o
XnJrh = Pan+h = E annfj
J=0
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ou P, est le projecteur sur le sous espace engendré par la famille {X;,j < n}.

Les a;,j € N s’obtiennent en minimisant 1’espérance :

E[(Xntn — Xntn)’]:

En pratique on ne dispose jamais d’un nombre infini d’observations, on ne peut donc pas
utiliser le prédicteur de Weinner-Kolmogorov. On a alors deux possibilités: soit recourir
au prédicteur de Weinner-Kolmogorov tronqué soit utiliser le prédicteur projeté sur les n
dernieres observations disponibles.

Le prédicteur projeté sur les n dernieres observations fera 1'objet des deux premieres sec-
tions en supposant que le processus est stationnaire. Dans ce contexte, des algorithmes et

des relations de récurrence entres les coefficients des prédicteurs sont établies.

1.1.1 Meéthodes de calcul des coefficients des prédicteurs

Considérons une série chronologique {X;, t € Z}, a valeurs réelles et de variance finie.
On suppose ce processus stationnaire dans le sens ou sa fonction de covariance C'ov (X, X)
ne dépend que de t — s. Cette hypothese est fondamentale et correspond a une régularité
dans le temps de certaines propriétés statistiques du processus. En pratique, la station-
narité n’est pas nécessairement satisfaite et devra donc étre vérifiée au moyen de tests
statistiques adéquats. La stationnarité permet d’obtenir des informations sur des données
futures en utilisant des statistiques calculées au moyen de données passées. Le probleme de
la prédiction linéaire a un pas de X, consiste a trouver une fonction linéaire de X, _1,X; o, ...
qui approxime X; au sens de l’erreur quadratique moyenne. En pratique, on dispose seule-
ment d’un nombre fini d’observations X;_1,X; o, ...,X;_, a partir desquelles on construit le
prédicteur Xt,n sous la forme Xt,n = ZZ:1 akntXi—k. Les coefficients ay, ,,; sont obtenus en
régressant X; sur X;_ 1,X; o,...,X;_,. L’hypothese de stationnarité permet de démontrer
que les coefficients ay ,; sont indépendants de t. On pose alors ax ¢ = ap, €t le calcul des
parametres ay, nécessite I'inversion d’une matrice de covariance de taille n. Quand n est
grand, il est souvent plus commode de résoudre le probleme de prédiction en supposant que
I'on dispose d’un nombre infini d’observations (n = co). On note X, le prédicteur linéaire
de X; correspondant, et on suppose que X, peut s’écrire sous la forme X, = S orey ap X,
ol la série converge en moyenne quadratique. On dit alors que X; admet une représentation
autorégressive, et les coefficients a; s’appellent les parametres autorégressifs. Des condi-

tions assez faibles sur la densité spectrale f de {X,;} garantissant l'existence et I'unicité
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d’une représentation autorégressive. Un prédicteur de X; a I’échantillon de taille finie n
est obtenu par la série tronquée Sy, = > ,_, axX;—;. L'intérét de cette approche est que
les parametres a; ne dépendent pas de la taille du passé n, ils dépendent uniquement des

coefficients de Fourier de In f et peuvent étre calculés facilement.

1.1.2 Equations de prédiction

Soit Xnﬂ le prédicteur de la variable X, défini par

T 0 st n =0,
nfl = Pl’anJrl sin Z 1,

ou Py, est le projecteur sur Hy; =sp{X;, k < j <I}.

Comme X, 11 € Hyp, il s’écrit

Xn+1 = quann—l—l—j; n Z ]., (11)
j=1
ou les ¢,1,0n9, . .. ,0n, vérifient les équations de prédiction suivantes:
<Z ¢nan+1_i,Xn+1_j> =< Xpy1,. Xpp1; > j=1,...m (1.2)
i=1

En utilisant la linéarité du produit scalaire, ces équations peuvent s’écrire sous la forme
S 6utli—4) = AG) j=1,...m. (1.3)
i=1

ou d’une maniere plus compacte

r,®, = v, (1.4)

ouly, =i — f)lijetms Yo = (¥(1),....7(n))" et = (Pp1,Pn2, - - - ,Pnn)’- Si [y, est non
siguliere, alors (1.4) admet une seule solution donnée par

®, =T .. (1.5)

C’est notamment le cas sous les hypotheses de la proposition suivante.

Proposition 1.1. Si v(0) > 0 et y(h) — 0 quand h — oo alors la matrice de covariance

Ly =[G —J)]ij=1,.n de (X1,....X,) est non-singuliére pour tout n.
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Corollaire 1.1. Sous les hypothéses de la proposition 1.1, le meilleur prédicteur linéaire

A~

Xni1 de X, 11 en fonction de Xy, ..., X, est
Xost = Y oniXonizi, n=12,..., (1.6)
i=1

ot ¢ = (¢n17 cee 7¢nn), = F;L)/n; Yn = (7(1% cee 77(”)), et Fn = [7(2 - j)]i,jzl,...,n- De pl’LLS,
Uerreur quadratique moyenne est v, = 7(0) — v, 1y,

Calcul des coefficients des prédicteurs

L’équation (1.5) donne l'expression du prédicteur mais nécessite le calcul de I'inverse de la
matrice I'. Dans ce qui suit, nous décrivons deux algorithmes récursifs simples et efficaces
permettant d’obtenir I'expression du meilleur prédicteur linéaire X’nﬂ,n > 1 défini dans
(1.6), sans avoir a calculer explicitement 'inverse de I". Nous montrons également comment

ce prédicteur peut étre utilisé pour trouver ’expression de Xn+h, h > 2.

1.1.3 Algorithme de Durbin-Levinson

L’algorithme de Durbin-Levinson donne un schema récursif pour calculer les coefficients
®,, = (dn1, - - - ,0nn) du prédicteur X1 défini dans (1.6) ainsi que les erreurs quadratiques

moyennes de la prédiction définies par
vp = E[Xp — Xoa]? n>1 (1.7)

Il est clair que vy = 0.

Proposition 1.2. Si {X,} est stationnaire, centré de fonction d’autocovariance (-) telle
que v(0) > 0 et y(h) — 0 quand h — oo, alors les coefficients ¢,; et Uerreur quadratique
moyenne v, définie dans (1.6) et (1.7) vérifient ¢11 = v(1)/7(0), vy = v(0),

n—1
Gun = [1(0) =D dnrjr(n—=5)| vy (1.8)
j=1
¢n1 ¢n—171 gbn—l,n—l
¢n,n—1 ¢n—17n—1 qbn—l,l

et
Vp = Vpa[l —@2,]. (1.10)

nn
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Démonstration. Par définition, Hy, = 5p{Xs, ..., X, } et Hiy = Sp{X1 — Py, X1} sont
deux sous espaces orthogonaux de Hi,. Ce qui implique VY € L*(Q,Fp), P, Y =
PY + Ple ou Plﬁ est le projecteur sur Hil =8p{ X1 — Py, ,, X1}

Donc

Xot1 = PouXopi + PEXpn = PopXor +a(Xy — PoyXy), (1.11)
ol
a =< Xp11,X1 — Pon Xy > /|| X1 — P X (1.12)
La stationnarité du processus entraine que les vecteurs (Xi,...,X,) et (X, ..., X,11) ont
une méme matrice d’autocovariance, et pour la méme raison, les vecteurs (X,,, X, _1,...,X1)’
et (Xo,...,Xpnt1) ont également la méme matrice de covariance, par conséquent
n—1
PopXi = ) bno1;Xjm (1.13)
j=1
n—1
PypXpi1 = Y b1 Xns1—j (1.14)
j=1
et
1X: = PonXa|® = ([ X1 = PonXoial® = 1 X0 = Xoll* = v, (1.15)

En utilisant (1.11), (1.13) et (1.14), on obtient

n—1
Xn+1 = aX; + Z[anfl,j — aPn—1,j—j| Xnt1-j. (1.16)
j=1
De (1.11)
a = (< Xnt1,X1 > — Z?:_ll P15 < Xpt1,Xj41 >) vty (1.17)
= ) = i arn - ) vk
La proposition (1.1) nous assure 'unicité de la représentation
X1 = quannJrl*j' (1.18)
j=1
En identifiant, les parametres dans (1.16) et (1.18), on déduit
Gnn = Q (1.19)

et
¢nj = ¢n—1,j - a¢n—1,n—j7 j=1L...n—-1 (1'20)
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De (1.8) et (1.9) découle

Un = HXn+1 - Xn+1H2
= [ Xop1 = PonXon|? + [1PE Xl = < Xogr = PonXpi1, Py X > (1.21)
= Up—1 + CL2Vn,1 —2a < Xn+1,X1 — P2,nX1 >

En utilisant (1.15) et Porthogonalité de Hs,, avec Hi; on obtient

Vpn = Vn_1(1 —a?). (1.22)

1.1.4 Algorithme d’innovation

L’idée principale de 1’algorithme de Durbin-Levinson est de décomposer le sous espace
H, ., en deux sous espaces orthogonaux Hs,, et Hil. L’idée de l'algorithme d’innovation
est de décomposer le sous espace H;, en n sous espaces orthogonaux. L’algorithme qui
suit permet d’étendre 1’expression du prédicteur a un cadre plus général qui inclut le cas

non stationnaire.

Proposition 1.3. (Brockwell et Davis, 1991)

Si {X:} est centré et B[X;X;] = k(i,j), ou la matrice [r(i,j)]};=, est non-singuliére pour
tout n =1,2,..., alors les coefficients du prédicteur Xn+1,n > 0 défini par
0 si n=0
X1 = Zenj(XnJrl*j - Xn+1*j) st n=>1 (1.23)
j=1

et les erreurs quadratiques v, s’obtiennent par les relations de récurrence suivantes :

2 = rk(L1).
O = V' (/i(n +1k+1)— Z?;& 9k7k,j9n,n,jyj) , k=01,...m—1, (1.24)
Un = k(n+1ln+1)— Z?;g Opn—iVj.

1.2 Estimation de données manquantes

On traite dans cette section le probleme de données manquantes d’une série chronolo-
gique. L’intéret de ce probleme, est justifié par la rencontre fréquente de séries avec données
manquantes dans la réalité des problemes pratiques. En effet, on a souvent affaire a des

séries que 1’on n’observe que pendant quelques heures de la journée, voire quelques jours de
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la semaine, a cause des rythmes de la vie sociale ou économique. En général, les données
manquantes peuvent étre attribuées a des origines diverses tenant - par exemple - a la
nature du phénomene observé, a 'appareil de mesure, etc ..., on peut citer des exemples
de séries avec données manquantes plus systématique, comme dans Parzen (1983): en-
registrer 1’écho réfléchi d'un signal radar émis vers la lune nécessite I'arrét de 1’émission
durant la période de réception de ’écho - faute d’émission. D’autres exemples figurent dans
I’expérience océanographique.

Il est important de souligner que l'analyse des données manquantes est en relation avec
les méthodes de détection de valeurs aberrantes. En effet, dans bien de situations réelles,
les observations d’une série sont obsérvées avec erreurs, une analyse prudente des données
exige, dans certaines situations, I’élimination de ces observations et de les considérer man-
quantes.

Soit { X} une série chronologique centrée stationnaire de fonction d’autocovariance ;. No-
tons L?(92,F,P) I'espace des variables aléatoires réelles définies sur (2,5, P) pour lesquelles
EX? < oo, muni du produit scalaire < XY >= EXY'.

Pour tout t € Z, nous définissons le sous espace
Ht - @{Xk% S S t})

ou Sp{ A} est le sous espace engendré par les élements de A, qui est, un sous espace fermé
de L*(Q),F,P).
Le processus {X;} est non déterministe si X;1 ¢ H;.
Il est bien connu que tout processus non déterministe peut se décomposer d’'une maniere
unique comme

o0 o0

X = bk + Vi, bo=1, > b <o (1.25)

k=0 k=0
ol {€:} est une suite de v.a. non corrélées, avec V(e;) = o2, € et V; sont non corrélées.
Les coefficients de la représentation autorégressive d’un tel processus s’obtiennent par
récurrence :

bp = 1

-1
1.26
bl = Zbkal_k (l = 1,2, .. ) ( )
k=0

Notons que la décomposition de Wold engendre la décomposition utile de la matrice de

covariance I' = (y;_;) du processus {X;}:

[ = *TT + I'y (1.27)
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ou

T = (b) (1.28)

1= 0,00
jJ =0,00
avec by = 1, b, = 0 pour k < 0, et 'y, est la matrice de covariance du processus {V;}.
Rappelons aussi que {X;} est purement non déterministe si V; =0 ou I'y = 0.

Pour k > 0, le prédicteur de 'observation X}, basé sur H_; = Sp{X_1,X _o,...} est noté par

X Tl est la projection orthogonale de X, sur H_;. De (1.25), il suit

Xy = Z biek—i + Vi
i=k+1
Xk — Xk = Z bi€r—i
= (1.29)
var(X, — X3) = o be

cov(Xp — X Xy — X)) = 02 > B +[l—k (1>0).

11 est important de signaler que cov(Xy, — Xj,X; — X)) est le (k,1)éme élément de la matrice
G = TT'. Cette matrice joue un role important dans ce qui suit.
Il est bien connu que X k,k > 0, possede une représentation AR, en fonction des valeurs

passées X_1,X _o,...:
X~ > ainX_i+ Vi (1.30)

i=1
et que les coefficients {a;;}:2, de la représentation AR dans (1.30) satisfont

bp = 1

— (1.31)
ijal_]m = bl+k (l = 1,2, .. ) ’
7=0

1.2.1 Interpolation d’une seule valeur manquante

Pour la clarté de la présentation, nous commencons par le cas ou une seule valeur est

manquante. Soit Xy, la projection orthogonale de Xy sur

Hy, = Sp{Xy t <r t#0}.

Une difficulté essentielle dans la projection orthogonale sur le sous espace Hj,,., est que les
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sous espaces engendrés par le passé et le futur ne sont pas orthogonaux. Il convient donc
d’écrire le sous espace Hj, . sous forme d’une somme directe de deux espaces orthogonaux.
Les deux sous espaces sont H_; et S, = sp{ X} — Xk; 1<k<r}

Lemme 1.1. (Pourahmadi, 1989).

Soit { X} un processus stationnaire non déterministe. Alors, pour tout 0 < r < oo,
(a) Xo ¢ Ho,
(b) H_y et S, sont orthogonaux, et

0r = Ho1 @ S,

Démonstration. (a).

Supposons que X, € Hgﬂ,. Alors on peut I’écrire comme

Xo =Y aXp +Y (1.32)
k=1

avec Y € H_y. Sans perte de généralité, nous supposons que ¢, # 0. Ceci entraine que

r—1
X, = c;lXO - Zc;lcka—c;lY € H,_1,

k=1

ce qui contredit que {X;} est non déterministe. Par conséquent Xo ¢ Hj ..

(b).

Tout X € Hj, peut s’écrire sous la forme

T

X =Y + ZCka = (Y + ZCka) + Z(Xk_Xk) c H_l@ST.
k=1 k=1

k=1

Il est maintenant possible d’écrire
Xi, = Py Xo = Py, Xo+ Ps,Xo (1.33)

Une représentation explicite de Pg X est fournie par le lemme suivant :
Lemme 1.2. (Pourahmadi, 1989).

Si {X:} est un processus non déterministe alors

PSTXO = Z ngr(Xi - Xz),

i=1
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ot le vecteur ¢ = (cyq, . ..,c,) vérifie

Aec =D

et b = (by,...,b.) représente les premiéres composantes de la représentation moyenne
mobile de {X;},
A, =TT, + b

avec
T?" = (bj—i)i,jzo,...,r—l-

Le théoreme qui suit donne I’expression explicite de la meilleure interpolation linéaire

d’une seule valeur manquante.

Théoréme 1.1. (Pourahmadi, 1989).
Soit {X;} un processus stationnaire non déterministe de représentation autorégressive
(AR) de parameétres {ay}, et soit X{M la meilleure interpolation linéaire de X, basée sur

{Xi,t < rt+#0}, alors
(a)

Xo, = Xo + ) (X — Xp), (1.34)
k=1
ou X
r - r—k
Chyr = (1 + Zaf) <ak — Zalawk) (k=12,...,1r),
i=1 =1

(b) }
var(Xo — )A((’)W) = o? (1 + Z a?) : (1.35)

Démonstration. (1.34) découle du lemme 1.2.

Pour démontrer (1.35), remarquons d’abord

X() - X(/),r = XO - XO - Z Ckﬂn(Xk - Xk)

k=1

Comme )A((’)v,, est orthogonale a (X, — )A((’)J), et

var(Xo — X(’LT) = o7
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on en déduit
var(Xo — XQJ‘) = cov(Xp— X(,),WXO)

= cov(Xo— )A(07,,,X0) - Z g rcov( Xy — Xk,XO)
k=1
= var(Xo— XO) — 022 Crrbk
k=1
= o*(1-VA D)
= o%(1+da).

g

Exemple 1.1. Soit {X;} un processus autorégressif d’ordre 1, stationnaire, d’équation

X = a1 X;_1 + ¢ alors
N ai
X)), = X1 +X_1).
0,7‘ 1 + a%( 1 + 1)

1.2.2 Interpolation de plusieures valeurs manquantes

Le schéma précédent s’applique tout a fait a plusieures valeurs manquantes et fournit
une procédure d’estimation de ces dérnieres en utilisant la méme technique. Ainsi, nous
résoudrons ce probleme sans restriction sur le modele et nous distinguons le cas particulier
ol les indices des valeurs manquantes sont successifs du cas o les indices sont quelconques.
Le cas paticulier a été 'objet des travaux de Brubacker et Wilson (1976) et Abrahm (1981).
Pourahmadi (1989) s’est intéressé en suite a la généralisation de ces résultats, d’autant plus

c’est le cas le plus fréquant dans la pratique. Soit
M:{nh-.-,nm} n1:O<n2<<nm

les indices des valeurs manquantes du processus, et m = card M est le nombre total des
valeurs manquantes.
Soit

K=Aky, -k} 0<k <k <- <k <o0

I’ensemble des indices des valeurs observées apres 'insant ¢ = 0.

Nous utilisons le vecteur
Xy = Xn - X!

pour caractériser les données manquantes et le vecteur

XK — [Xk17 e anJr}/
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pour caractériser les données observées.
Il est a noter que le lemme 1.2 est démontré d’une maniere analogue quand plusieures

valeurs sont manquantes. L’équivalent de la matrice A, dans le lemme 1.2 est

AK = 0'_2{COV(X]% - in,ij - ij)}i,jzl,..-ﬂ“ (136)

L’équivalent du théoreme 2.1 s’annonce alors:

Théoréme 1.2. (Pourahmadi, 1989).
Soit {X:} un processus stationnaire non déterministe dont les indices des valeurs man-

quantes sont données par M. Alors, avec les notations précédentes, nous avons :

a)

Pour tout 1 < 53 <m
,
Xo= Xo, +>ci(Xe, — X)),
i=1
ou les vecteurs
Cj = (Clj, Ce ,er)/

sont solutions des équations
AKC]' = bj.
L’interpolation des valeurs manquantes peut s’écrire sous la forme vectorielle suivante

X]/\/[ = XM + C/(XK_XK)v

ou C' est une r X m vérifiant

AxC = B.
(b)

coo( Xy — Xby) = Cou(Xy — Xp) — 0?B'AZ'B.
Exemple 1. Pour un processus autorégessif d’ordre 1 stationnaire
Xt = (lthl + €&

nous avons, avec les mémes notations,
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Soit ay la premiere ligne de la matrice A. Alors

A/A = a'1a1 = [a2m_i_j]i’j:1 m-

-----

En utilisant le lemme 1.2, avec a = (1 + aya})™", on obtient

(In + AA) = I, — adla, = I, — aA'A.

D’ou
C=A(l,+AA) T, = (I, - «AA)AT,,.
Notons que ) )
> a0 0
AN =[G 0.0
|0 0 . 0 |
et
Cble
0
AT, = | .
0

Par conséquent

ot
a
. a? R
XM = X,l . y Xm = am+1X,1.
o
Comme attendu, l'interpolation des valeurs manquantes Xo,X1, ..., X,n_1 dépend seulement

de X,1 et Xm



Chapitre 2

Prédiction de champs aléatoires

Ce chapitre est consacré a la prédiction et l'estimation des valeurs manquantes des
champs aléatoires stationnaires. Les divers résultats présentés constituent les préliminaires
travaux de Kohli et Pourahmadi (2014) cités en bibliographie. Méme si que la plupart
des résultats de la prédiction des champs aléatoires constitue une généralisation naturelle
des divers travaux effectués dans le domaine des séries chronologiques, I’approche est tres
difficile & mettre en oeuvre et sa mise en application est assez complexe. Ce chapitre
est organisé comme suit: la section 2 fera 'objet de rappels de certains résultats basics
des champs aléatoires. L’accent sera mis sur la décomposition de Wold. L’expression du
prédicteur a h = (hq,hs) pas, basé sur le troisieme quadrant, et la variance de son erreur
seront donnés en fonction des coefficients de la représentation moyenne mobile. Dans les
sections 3 et 4, une extension naturelle des champs aléatoires sera présentée et de nouveaux
résultas ralatifs aux prédiction de champs aléatoires sationnaires dont le passé est, soit

augmenté, ou détérioré de certaines observations seront présentés.

2.1 Champs aléatoire stationnaire

Soit ‘H l'espace de Hilbert des variables aléatoires d’espérances nulles et de carrés
intégrables définies sur le méme espace de probabilité. La suite {X(s,t); (s,t) € Z?} avec
X(s,t) € H est dite champ aléatoire satationnaire si pour tout sq,s9,t1 et o, la covariance

entre X (s1,t1) et X (sq9,t2) dépend seulement du pas (s; — sg,t; — t3), i.e.

Cov (X(Sl,tl),X<82,t2>) = ’)/(81 — Sg,tl — tz)

19
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Comme 7(.,.) est une fonction définie positive sur le réseau Z?, alors le théoreme de Bochner

nous assure l’existence d’une fonction unique F\(.,.) sur le pavé [—m,m] x [—m,7] tel que

(si) = /_ ' /_ " exp{—i(sh + Do) MEOu ), (s.8) € Z2. (2.1)

Dans ce qui suit nous supposons que F' est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue d\1d\; et sa dérivée de Radon-Nikodym f(A1,\2) est dite densité spectrale
du champs aléatoire.

Soit L?(f) lespace de Hilbert de toutes les fonctions, définies sur le pavé, de carrées
intégrables par rapport a la mesure dF'(A1,\z). De (2.1), Popérateur X (s,t) — exp{—i(tA;+
s\2)}, se prolonge en un isomorphisme de Hx = sous espace linéaire fermé engendré par
{X(s,t),(s,;t) € Z*} sur L*(f). Pour un sous espace M d'un réseau du plan, on défini
par HY comme le sous espace fermé engendré par toutes les combinaisons linéaires de
X(s,t) avec (s,t) € M. De méme, on définit HY™, HE" et X" les sous espaces en-
gendré par les X (s,t) dont les indices appartiennent respectivement a {(s,t); s < m,t € Z},
{(s,t),s € Z;t <n} et {(s,t),s <m,;t<n}.

Pour une densité spectrale f(A;,A2) donnée, les sous espaces HEee, HE™ et HP™ sont
repectivement les sous espaces fermés engendrés par les exp{sA; + tA2} dont les indices

appartienent aux ensembles ci-dessus mentionnés.
L’opérateur de projection orthogonal de Hx sur HY¥ est noté P¥.

2.1.1 Représentation MA avec le demi plan passé

La théorie de prédiction générale des champs aléatoires stationnaires basée sur le demi
plan passé a été dévelopée dans ’article pionnier de Helson et all (1985). La relation d’ordre
totale sur Z? est caractérisée par le sous espace S C Z? est appelé demi-plan. Le demi-plan
S au sens de Helson et all est un sous espace du réseau localisé par l'origine 0=(0,0), qui
satisfait

1. SU{0} est un semi groupe additif.

2. SU{-8} =72

3. 8N (=8)=¢
ou la derniére propriété assure que 0 € S. Le demi plan S vérifiant (1) est 'exemple

spécifique d'un demi plan et il est le seul ordre dans Z? qui coincide avec la lexicographie
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des ordres, c’est a dire:
(s;t) < (s',t) si (s—st—t)eS.

Pour h = (hy,hs) quelconque, désignons par Sy, = {(i + h1,j + h2); (i,5) € S} les indices
de la version décalée.

Le champs aléatoire {X (s,t); (s,t) € Z*} est ptirement non déterminable si

(H3: = {o}.

Il est bien connu que le champs aléatoire est purement non déterminable si et seulement si
F(.,.) est absolument continue par rapport a la mesure dF'(A1,\2) et sa densité spectrale

satisfait la condition

/_: /_1 log( (A1 A)dA As) > — o6 (2.2)

Dans ce cas, {X(s,t); (s,t) € Z*} admet une réprésentation MA(occ) unilatérale donnée

par

X(s,t) =e(st)+ > ) bre(s — kit —1), (2.3)

(k,l)e-8
ol {e(s,t); (s,t) € Z*} est le processus des innovations de {X (s,t); (s,t) € Z*} de moyenne
nulle et de variance 2. Ici, {by; (k,l) € Z*} dénotes les coefficients de la représentation

MA avec by =0 et by =0 pour k <0oul <0 et Z |bk71]2 < 00.
(kl)e—=S

Le théoreme de Szego nous donne I’expression de la variance des innovations,
1 ™ s
0'2 = 0’2(5) = exp {W /_7r /_7r 10g(f()\1,)\2)d>\1d)\2} . (24)

2.1.2 Représentation MA avec le quart du plan passé

Dans ce qui suit, le quart du plan passé est noté par Q. Il est a rappeler que le champs
aléatoire stationnaire {X(s,t); (s,t) € Z?} admet de représentation unilatérale M A(co)
sur Q s'il existe un bruit blanc {e(s,t); (s,t) € Z*} tel que

X(sit) = e(st)+ > > bpaels — kit —1),
(kl)e—-Q
HY = HM™, pour tout (m,n) € Z2.
olt {byy,(k,l) € Z?} est la suite de la représentation MA. Elle vérifie by = 0, by; = 0

pour £ < 0 oul < 0. et Z Z |bk,l|2 < oo. La variance du processus d’innovation
(khe-Q
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{e(s,t); (s,t) € Z*} est Var{e(st)} = 0? = 0%(Q) = d*(S).

Le théoreme qui suit caractérise la représentation spectrale d’'un champs aléatoire ad-
mettant une représentation MA(oco) unilatérale.
Théoréme 2.1 (caractérisation spéctrale). Le champs aléatoire stationnaire { X (s,t); (s,t) €
Z?} de densité spectrale f(A1,\2) admet une représentation MA (co) unilatérale sur Q si et
seulement si
(i) los(f) € L,
(ii) Les coefficients de Fourriers de log(f) varient dans Q U {0} ,
(iii) MY = HyP° NHF’.

Si la densité spectrale du champs aléatoire { X (s,t); (s,t) € Z?}, est telle que f(A1,\9) =
|6(21,22) > = @(21,22)P(21,22) avec $(0,0) =0, et

(21,22) = E E bk12122> et ¢ '(21,22) E E aklzlzga

k=0 1=0 k=0 1=0

ot la suite {ay,(k,l) € Z*} est dite suite des coefficients de la représentation autorégressive
du champs aléatoire { X (s,t); (s,t) € Z*}. agp = 0 et aj; = 0, pour tout k < 0 ou l < 0.
La fonction ¢ est dite factorisation optimale (maximale) de f.

Il s’en suit que les coefficients de la représentation MA et AR du champs aléatoire sont liés

par les relations de récurrences suivantes :

boop = aoo—l
2.5
bi,j = Zzbklaz kj—l- ( )
k=0 (=0

2.1.3 Prédiction a h pas

Soit {X(s,t); (s,t) € Z?} un champ aléatoire stationnaire purement non déterminable
qui satisfait la condition du théoréme 2. Pour tout (hi,hs) € Q°, ou Q° est le complémentaire

de Q, le prédicteur optimal au sens de 'erreur quadratique d’ordre (hy,hs) basé sur Q est

o0

X (hy,hy) = ZZbkle (hy — k,hy — 1),

k=hy l=hsy
dont I'erreur de prédiction est

hi—1 oo

X (hy,h) = X (haha) = by, p,€(0,0) + > Y byae(hy — k,hy — 1)

k=0 l=hg
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oo ha—1 h1—1ha—1

30N bl — kb)) + Y Y brie(hy — ko).
k=h1 1=0 k=0 1=0
En définissant
hi—1 o oo ha—1 h1—1 ha—1
Vo= (bl ) bl DD bl DD bral, (2.6)
k=0 l=h2 k=hy1 =0 k=0 [=0

alors la variance de l’erreur de prédiction est
Var{X (h1,hz) — X (h1,hs)} = 0*V.
ol 0% = 0%(Q)
Démonstration. La représentation MA(cc) de {X (s,t); (s,t) € Z*} est

X(hiha) = buynoe(0,0) + > Y bpie(ha — khy — 1)

k=h1 l=h2
hi—1 o
+ D0 brae(hy — ko — 1)
k=0 l=hg
oo ho—l
+ Y bre(hy — khy — 1)
k=h1 1=0
h1—1 ho—1
+ Y brge(hy — khy — 1)
k=0 [=0

En utilsant 'orthogonalité des innovations, nous obtenons :

[c o lNNe o}

X(hyha) =)0 bgae(hy — khy — 1)

k=hi l=hg

L’erreur de prédiction correspendante est :

hi—1 oo oo ho—l
X(hiha) = X(hiha) = bpnye(0,0)Y > bpge(hy — ko — 1)+ > Y " be(hy — ko — 1)
k=0 l=ha k=h1 (=0

h1—1ha—l

+ Z Z kaﬁ(tl + hl — k‘,tg + hg — l)

k=0 1=0
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Et la variance de ’erreur de préecition est

h1—1 oo
Var{X(hi,hs) — X(hi.ha)} = |bpn,*Var{e(0,0)} + > > |be[*Var{e(hs — k,hy — 1)}
k=0 l=hy
oo ho—l1 ‘
+ >N |beal?Var{e(hy — 1,hy — 1)}
k=h1 =0
h1—1ho—1
+ 30N blPVar{e(hy — 1hy — 1)}
k=0 [=0
h1—1 oo oo hao—lI h1—1 ho—1
= (bl + DD a0 b+ DY [bral?) = 0V
k=0 l=hy k=hy 1=0 k=0 [=0

U

Le corrolaire qui suit quantifie la covariance entre deux erreurs de prédictions.

Corollaire 2.1 (Kohli & Pourahmadi (2014)). Pour un champs aléatoire pirement

non déterminable {X (s,t); (s,t) € Z*} vérifiant les conditions du théoréme 2, nous avons
a. L’autocovariance entre les erreurs de prédiction basées sur le passé Q, pour deux obser-
vations différentes appartenant a Q° est

Cou{ X (1ha) = X (h,he) X (W h) = X (R, h) } = 020, b g

M1-1 oo ) oo Mp—1 Mi—1Mp—1
+o° <+ PR B TSI AR DD DRSS NI DI bk,lbkwlhal)
k=0 I1=M2 k=M1 1=0 k=0 k=0
(2.7)
ot by, représente le conjugué de by, My = min(hy,h}) et My = min(hy,h}).
b. La covariance entre X (0,0) et l’erreur de prédiction de Xy, p, basé sur Q est
{ O'Qbhl’hQI_)O’O St hl Z O,hg Z 0.

0 stnon.

o )~ ) X0 -

ce qui montre que X(0,0) et les erreurs de prédiction des observations sont non

corrélées lorsque hy < 0 ou hy < 0.

2.2 Prédiction avec le quart du plan augmenté

Dans cette section, nous considérons le probleme de prédiction de X(0,0) lorsqu'un
nombre fini d’observations est rajouté au passé Q. En d’autres termes le passé est 7 =
Q UK, ou K représente les indices de ’ensemble engendré par les observations rajoutées

au quart du plan. La premiere étape, naturelle, consiste a généraliser les résultats des série
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chronolgiques au cas des processus 2-D, et ce, en donnant ’expression de la variance de
Ierreur de prédiction en fonction des coefficients de la représentation MA. Toutefois, la
caractérisation de cette variance en fonction des coefficients de la représentation AR de-

meure non résolue.

La projection orthogonale de X (0,0) sur le sous espace linéaire engendré par les variables
aléatoires dont les indices appartiennent a Z = QU K fournit le meilleur prédicteur linéaire
de X (0,0). Cependant, en raison de la non orthogonalité des deux sous espaces K et Q, il
n’est pas évident d’obtenir I’expression de cette projection. C’est pour cette raison qu’on
doit exprimer Z comme somme de deux sous espaces orthogonaux. Visant cet objectif, on
définit
A= sp{X(ij) = Xoli.j): (i.j) € K}
ol Xo(i,j) est la projection orthogonale de X (i,5) sur Q.
Le lemme basique suivant est tres utile pour le calcul de I'expression du prédicteur.
Lemme 2.1 (Kohli & Pourahmadi (2014)). Soit {X(s,t); (s,t) € Z%} un champ
aléatoire PND stationnaire satisfaisant les conditions du théoréme 2. Supposons que les
coefficients de la reprénsenations MA de {X (s,t); (s,t) € Z*} sont {by,; (k,0) € Z*}, alors
(a) X(0,0)¢7Z.
(b) Q et A sont deux sous espaces orthogonauz de T vérifiant
IT=QadA.
(c) La projection orthogonale de X (0,0) surZ = Q & A est donnée par
X2(0,0) = PrX(0,0) = PoX(0,0) + P4X(0,0),

ot Po X (0,0) et P4X(0,0) sont les projections orthogonales de X(0,0) sur Q et A,

respectivement.
(d) La projection orthogonale de X (0,0) surZ = Q & A est donnée par

X2(00) = 323 By {X(0g) = X(i) } = 0 (X — ),
(3,9)eK

ou 3 est le transposé du vecteur 5 = (B;5; (i,5) € K. Soit C la matrice de variance-

covariance des erreurs de prédiction dans A dont les élements sont donnés par (2.7),

et b={b;;, (i,j) € K} le vecteur des paramétres MA, alors les équations normalisées

sutvantes sont vérifiées

B =b. (2.8)
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2.2.1 Cas du passé augmenté d’une seule observation

Lorsque le passé modifié est augmenté d’une seule observation X (hy,hy), c’est a dire
T, = QU{X(h1,hy)} = QUK, (2.9)

avec h; > 0,0 = 1,2 et (hy,hs) # (0,0).

Théoreme 2.2. Soit {X (s,t); (s,t) € Z*} un champs aléatoire PND stationnaire satisfai-
sant les conditions du théoreme 2. Suposons que les coefficients de la représentation MA
de {X(s,t); (s,t) € Z*} sont {by,; (k,0) € Z*} et o est la variance des innovations. Alors,

le meilleur prédicteur de X (0,0) basé sur Iy est donné par
X7,(0,0) = X(0,0) + Bnyny (X (h1,ha) — X (ha,ha)), (2.10)

ou
léh] sho i bh] ]’L27

ou V est donné par (2.6). La variance de l’erreur de prédiction est
(L) = 0® (1= V7 |bu, ) - (2.11)
Démonstration. Comme A ne contient qu’une seule observation, du lemme 2.1 s’ensuit :
PAX(0,0) = B (X(hh2) = X (b))

ou By, n, est obtenu par le corrolaire précédent comme suit :

~ -1 ~
Boiny = {Var(X(hl,hz)—X(hl,hg)} Cov(X (0,0),X (h1,hs) — X (hi,hs))
_ (U2V)_1(02bh1h2b070) (2.12)
= V_lbhl,hQ.

L’erreur de prédiction est :

X(0,0) = X,(0,0) = X(0,0) = X(0,0) = Bpy sy (X (1) — X(h,h2))
= 6(070) - Bh17h2 (X<h17h2) - X(h17h2>)'

Et la variance de I'erreur de prédiction est

o'(L) = Var(X(0,0) - X;,(0,0))

= Var {e(o 0) — Bhy g (X (ha ) — X (hy,ho ))}
)

Var(e(0,0)) 4 | By py [*Var (X (hi,he) — X (ha,ha)) = 28, m,Cov(e(0,0),X (h1,hs))
— 02— By Cov(X(0.0),X (h1 o) — X (hu,ho)).

(2.13)
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En remplagant [y, 5, par sa valeur donnée par (2.12) on obtient :
o* (1) = o (1 = V" by o)
O

Remarque 2.1. De (2.11), il est claire qu'un champs aléatoire stationnaire avec by, = 0,

l'ajout de X (h,hs) n’a pas d’effet sur la variance de l'erreur du prédicteur X(0,0).

2.2.2 Cas du passé augmenté de plusieurs observations

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la prédiction de X (0,0) en se basant sur
To = QU{X(i); 0<i<hy,0<j<h (if) £ (00)} = QUK,  (214)

ou K est un ensemble quelconque des n observations ”futures” apres le premier quadrant.
L’objectif est donner ’expression du prédicteur dans une telle situation. Aussi, afin d’évluer
la qualité de ce prédicteur le théoreme qui suit donne ’expression de I'erreur de prédiction
ainsi que sa variance. Il constitue une généralisation du théoreme précédent en passant de
I’ajout d’une seule observation au cas de plusieurs valeurs ajoutées.

Théoréme 2.3 (Kohli & Pourahmadi (2014)). Soit {X (s,t); (s,t) € Z*} un champs
aléatoire PND stationnaire satisfaisant les conditions du théoreme 2 avec le passé mo-
difié T = QU K. Supposons que les processus des inovations de {X (s,t); (s,t) € Z*} est
{e(s,t); (s,t) € Z%}, et les parameétres de la représentation MA et AR sont {by;; (k1) € Z*}
et {ary; (k1) € Z*}, respectivement, alos,

(a) Le vecteur des erreurs de prédiction des observations de IC basé sur le passé Q peut

étre exprimé comme :
X — Xic = bre(0,0) + T'ex, (2.15)

ot b = {bw; (k,l) € K} est le vecteur des paramétres de la représentation MA dans
l’ensemble IC, ex est le vecteur indexé par les points du lattice dans l’ensemble IC des
observations “futures” avec tous les points dans le rectangle hy X hs.
La matrice T est rectangulaire avec un nombre infini de ligne et un n colonnes.
Les paramétres de la repréenation MA apparaissent dans les erreurs de rédiction des
n observations de K correspondant aux n colonnes de T.

(b) La matrice de variance-covariance des vecteurs des erreurs de prédiction (X — Xi)

est
C = o (bpby +TT), (2.16)
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ouT = (T)*
(c) Soit ay le vecteur de la représentation AR dont les indices sont ordonnés suivant ex.
Alors,

b}c = T/CZ]C. (2.17)



Chapitre 3
Prédiction des modeles MSAR

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a une classe particuliere des modeles spa-
tiaux, les modeles autorégressifs spatiaux a moyenne ajustée. Plus précisemment, nous
détaillons les calculs de D'expression explicite des autocorrélations spatiales, les condi-
tions de stationnarité faibles et le calcul de la meilleur approximation d’une donnée situé
a l'intérieure d’une grille. Pour le modele autorgéressif spatial multiplicatif, nous allons,
a base des travaux de Saber 2017, effectuer une étude comparative des divers prédicteurs

par rapport aux criteres de proximité de Pitman et de 'erreur quadratique moyenne.

Le modele considéré le long de ce chapitre est I'autorégressif a moyenne ajustée spatial

introduit par Basu & al (1993). Ce modele vérifie I’équation

X(s,t) = a1 X (s—1t)+ae X (s,t—1)+a3 X (s—1,t—1)+e(s,t)+01e(s—1,t)+02¢(s,t—1)+03¢(s—1,t—1).
(3.1)

ou {e(s,t)} est une suite de variables aléatoire indépendantes telles que:
E{e(s,t)} =0; Var{e(st)} = o°.

Ce modele est dit multiplicatif lorsque 61 = 0, = 03 =0 et a3 = —aq.q.

3.1 Calcul des auto-corrélations

Dans cette section, a base des travaux de Basu et Reinsel (1993), nous donnons 1'auto-
cortélation spatiale d’ordre (s,t) du modele (3.1). Whittle (1954) et Besag (1972) se sont
intéressés a cette question pour le cas particulier correspondant a 6; = 0, Vi. Martin (1979)

a considéré le modele autorégressif spatial multiplicatif qui correspond au cas az = —ajan

29
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et 0; = 0, Vj. Les résultats obtenus par ces auteurs constituent un cas particulier des

autocorrélations du modele (3.1).

3.1.1 Structure générale des auto-corrélations
En introduisant les opérateurs retard (Backward),
BiX(st) =X(s—1t) et ByX(st)=X(s;t—1).
Le modele (3.1) peut s’écrire comme:
X(s,;t) = (1—a1 By —ayBy —a3ByBy) ' (e(s,t) +01e(s—1,t) +Ooe(s,t — 1) +Ose(s — 1,t —1)).

Notons que si 1 — ay21 — aozo — 32122 # 0, pour tout z; et 2o tels-que 21| < 1 et |2z] <1,

Tjostheim (1978) a donné une représentation convergente dans Lo de X (s,t) qui est:

- (k+1+nr)!
X@3) = 202 i a
k=0 1=0 r=0
afabai(e(i —k—rj—1—r) (3.2)
+ be(t—k—r—1j—1l—r)+6be(i —k—rj—1—1r—1)
+ O3e(i—k—r—1j—1—r—1))

La proposition suivante donne une condition sur «aq, as et ag qui assure la stationnarité
faible de la série (3.2).

Proposition 3.1 (Basu & Reinsel (1993)). Pour le modéle autorégressif spatial donné
par (3.2) avec ®(z1,20) = 1 — a121 — gz — a3z122. On a P(z1,22) # 0, pour |z]| <
1 et|z| <1 siet seulement si:

(1) || <1 pour tout i.

(i) (14 a1? — ap? — a2)? — 4(a; + asaz)? > 0.

(iii) 1 — a3 > |Jag + azas|.

Démonstration.

a.) La condition suffisante.
Supposons que les conditions imposées sur les racines de ¢(z1,22) = 0 sont vérifiées. Mon-
trons d’abors la condition (7) qui correspond |o;| < 1.
En posant zo = 0 dans ¢(21,22) = 0, on obtient |z = ﬁ > 1 par hypothese, et donc
|| < 1.
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De la méme maniére, en posant z; = 0, nous montrons que |az| < 1. Pour montrer que
laa| < 1, notons que les racines de ¢(z1,22) = 0, correspont a: zo = (1 —ay21)/(ag + azz).
En posant z; égale a 1 et —1 et en utilisant: (1 —ay)/|as+az| > let (14+aq)/|ae—asz| > 1,
on en déduit |as| < 1.

Pour prouver la condition (ii), supposons que A? = (1+a2 — a3 —a3)? —4(a; + asaz)? < 0

est vraie, et considérons les valeurs de (z] et z3) tels que:
zi=(1+af —as —aj +A)/2(a; + aza)

et

z=(1-a+a5—a;—A)/2(as + aja3)

Notons que (z2},23) est la racine de ¢(z1,22) = 0 et il est possible de montrer que A? est
équivalent a (1 — a? + a2 — a2)? — 4(ag + aja3)?.
Par conséquent, |2f| = |25] = 1 si A? < 0 qui appartient ou unité et donc c’est une
contradiction. Ainsi la condition (i) est établie.
En posant z; = ap dans ¢(21,22) = 0, avec |25| < 1, on aura z; = (1 — a2)/(a; + aszas) est
plus grand que 1 en valeurs absolue ce qui entraine la condition (iii).
b.) La condition nécessaire.
Supposons que les conditions (i) et (iii) sont vérifiées, notons que si (wy,wq) est une

solution de ¢(z1,22) = 0, alors: wy = (1 — aywy) /(a2 + aswy) et cela entraine :

1+ Oé%’td1’2 — 2a1Re(w1)
a3 + a3|wi|? + 2asa3Re(w)
Soit |wi| < 1 et posons wy = rexp(ig), ou 0 < r < 1,0 < ¢ < 27. Il suffit de démontrer

que les racines de ¢(z122) = 0, sont a 'extérieur du disque unité, et donc il est suffisant de

’w2!2 =

montrer que |ws| > 1 et que 1 — a3 > M tel-que

M = sup f(r) = sup {a3 — (a})r® + 2r|a; + asas|}.
0<r<1 0<r<1
La fonction f(r) peut atteindre son maximum dans 0 < r <1 en r = 1, dans ce cas, il est
nécessaire d’avoir 1 — a3 > a3 — a? + 2|ay + azaszl, ce qui est assuré par la condition (i)
et en utilisant aussi (i) on obtient 1 — a? — a3 — a3 > 0.
Autrement, (si a3 —af < 0,) f(r)) peut atteindre son maximum en un point intérieur

ro = |1 + asasl/(af — o) < 1 avec le maximum

M = f(ro) = |oq + azas|rg < |ag + azas|
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Par conséquent, 1 — a3 > M s’en suit de la condition (iii) ce qui achéve la démonstration

de la proposition. O

Nous allons dans ce qui suit nous intéresser au calcul des auto-covariance du modele

considéré. De (3.2), il s’en suit :
E (X(k,0).€(i,j)) =0 pour k <iou I < jetE(X(i,j).€(i,j) = o (3.3)

Soit pg la corrélation en (s,t), définie par:

o E(X(Z,j)XEYZ — 5,5 —1)) ouy = Var (X(7,j)) .

E(X(i,7)X (2 )+t
Notons que p_s_; = X)X+ 5.5 +1)) =E(X(i,5)X (i —s,j+s)) /vy = pss Par

conséquent, il est possible de limiter I’étude au demi-plan {(s,t);s > 0; —o0 < t < +0o0}
pour obtenir des corrélations bivariées.

En utilisant (3.1), nous avons:

Y(oaps—1,4 + Qopsi—1 + 3ps-1,4-1)

E{e(i,7).X(i —s,5)} + 01 E{e(i — 1,5).X (i — s,7 — t)}
O E{e(i,j —1).X(i—st—7)}

OsE{e(i —1,j — )X (i —s,j — 1)}

Y Pst
(3.4)

o O+t

De (3.3), on déduit E(e(i —1,j — 1) X (i —s,j —t)) =0, pour s > 1 ou t > 1 et donc

Pst = Q1Ps—14 T Q2Ps -1 + Q3Ps—14-1 (3.5)

pour: {s>1let —oco<t<+4oo}et{s<1 ett>1}.

La résolution explicite de cette équation aux différences spatiales et détaillée dans Mickens
(1987), chapitre 5. Afin de résoudre explicitement cette équation aux différences partiales,
lauteur exprime la solution de la forme générale A*u~! pour s > 1 et t < —1. Notons que
(3.4) implique aussi

Pst = Q1Psy1t + Q205441 T A3Ps41t+1, (3.6)

pour s > 1 out < —1 ce qui nous amene
A+ oot F dagp Tt =1 = o AT H agp + A s (3.7)
En éliminant p des deux équations (3.7), on obtient :

(Oél -+ &2@3))\2 — {1 + CY% — (CY% + Oé%)})\ + (Oél + 052043) =0. (38)



Chapitre 3. Prédiction des modeles MSAR 33

Les deux racines de (3.8) sont A et A, et donc une racine réelle \ existe si:
(1+ a2 — a3 —a3)® — 4(a; + asaz)® > 0.

Notons que ceci, avec les conditions de la Proposition 3.1 sont équivalentes a affirmer que
1 —agz1 — gz — agzizg # 0 pour |z1| < 1et |2z] < 1.
Lorsque ag = 0, la condition se réduit & |ay| + |as| < 1. De (3.7), les relations entre A et
Qg + azA oy + o
psont: p=———etA=———.
1— a1 A 1 —asp
Afin d’obtenir la représentation explicite de pg pour le reste de la région du quadrant s > 0
et ¢ < 0 nous divisons cette région en deux sous régions et pour trouver les solutions ps,
nous utilisans simultanément les équations aux différences spatiales pour ces deux sous
régions.
En un premier temps, considérons les relations pour la région s > 1 avec t =0 et t = —1.
nOUS remarquons que pour § > 1, on aura pso = aqps—1,0 + Qaps—1 + Q3ps—1,—1. Aussi, en

utilisant E (e(i,j) X (i + 5,5)) = 0%(a; + 61)a; " on obtient

Ps,—1 = P—s1 = 021,05+1,_1 + Qops o + Q3Ps11,0
+ "7(041 +61)(03 + 04193)04‘;_1, s> 1.

Ce qui implique que, pour s > 1,
— (a2 +azBi ") pso + (1 = auBr) ps,1 = (07 /7) (a1 + 61) (02 + arf3)a; ™" (3.9)

En utilisant ce qui précede, on obtient: p, 1 = pa 1A "2 et pso = (P20 — po_1,p )i +

pro, 1IN s > 1

Dans ce qui suit, nous considérons la région t > 1 avec s = 0 et s = —1. ce qui est
équivalent a considérer la région t < —1 avec s =0 et s = —1.
dans le méme ordre d’idée que s > 1 avec t = 0 et £ = —1, nous pouvons montrer que pour
t>1,

po1t = DPi—t=p1_opu? (3.10)

Po,—-1 = pPot = (po2 — ,01,—2/\71)0%_2 + M1,—2/\71,ut72
Ainsi, il est clair qu’a partir des développements ci-dessus que les corrélations p,; pour le
quadrant s > 0 et ¢ < 0 seront obtenues une fois que les valeurs initiales p1 o ,p01, p1,-1,
P2,05 L0,2, P1,—2 » P2,—1. sont connues.
Il est donc possible de déterminer toutes les valeurs de p,; a partir de ces valeurs initiales.

Les propriétés de I'auto-corélation du modele (3.1) sont résumées par la propriété ci dessous.
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Proposition 3.2. [Basu & Reinsel (1993)]. Pour un modéle autorégressif spatial vérifiant

(3.1), les auto-corrélations spatiales psy sont données explicitement par

O'_2 (92 + 061(93)(061 + 91)

)\5—1 51 >0
(042 + a1&3> ( aq )’ S 9

pso =N p1o +

~1
ps—1 = p1,1A" ", 5>0,

N a2 (01 + asb3) (s + 0 N N
pO,t:,ut 1p0,1+_( 1 2 3)( 2 2)(Mt l_ag 1)7 t>0,
y (o1 + asag)

pre=pip Tl <0,

et
Pay = praN T s> Tlett <1,

avec les valeurs initiales données par
p1-1 = Apo1 + [N (o1 + agas)] fa,  p1-1 = ppro + [/ (a2 + aras)] fi

p1o = A+ (A (0q + asas)] (ufi + asfo+ f3),

po1 = p+ [p/ (a2 + aras)] (Ma+ fot+asfs).

(3.11)

(3.12)
(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)

Démonstration. Pour obtenir les valeurs initiales de ps; : (pour s = 0,12 et t = 0,—1,—2),

rappelons que p, ¢ pour s > 1 et ¢ < —1 est une constante que nous notons C'. Les équations

données ci-dessous permettent 1'obtention des corrélationsse initiales, et ce, en se basant

sur (3.4).

Ad) poo =1 =oaupio+ aspo1 + aspi1 + fi,

A2,A3) po1=aipi—1+as+azpio+ fa, pro =1+ api_1 + azpos + fs,

Ada) p1,—1 = Q1o + Qapi—2 + azpo2 + fa,
A.4D) P11 = Q1p2 1 + Qapip + azpao + fi,

A.6a) P2,-1 = Q1p1,—1 + Qapa 9 + Q3p1,_2,
A.6D) P1,—2 = QP2 2+ QP12+ Q3pPs 1,
A7) p2,—2 = Q1p1, 2 + Qopa 3 + 3Py, 3,
A.R) P11 = Q1po1 + azpio + as + (02/7)0s.

(
(
(
(
(A.5a,b) P20 = Q1P10 + Qop2 1 + Q3p1, -1, Po2 = QX1P1,—2 + Q2po1 + Q3p1—1
(
(
(
(

Les formes des fonctions f sont

Ji= (/7)1 + (a1 + 01) (01 + az03) + (az + 02) (02 + a163) + O3(as + 63)]

(A9ab)  fo= (0?02 + O3(cr +01)];  fz = (07/7)[01 + O3(az + 02)];

(Al()a,b) f4 = (0'2/’}/)<042 + 92)((91 + 04293); fi = (02/")/)(061 + 91)(92 + &1(93).



Chapitre 3. Prédiction des modeles MSAR 35

Supposons qu’au moins un des a; = 0, ceci entraine que A # 0 et u # 0 Apres une suite
de substitutions algébriques dans (A.7), (A.6) et (A.5); nous aboutissons aux relations
suivantes:

(A.lla,b,c) P2,—2 = )\01,72, P1,—2 = UP1,—1, pP2,-1 = >\/)1,—1,

avec

(A12a,b) P20 = 1p1o + (a3 + aX)p1—1, po2 = aopos + (a3 + cqp)pr,—1.

En substituant (A.110) et (A.12b) dans (A.4a), et (A.11c) et (A.11c) et (A.12a) dans (A.4b)
respectivement on aboutit a

(A13a,b)  pr-1=Apox + [\ (on + azas)|fa,  p1r1 = ppro + [/ (02 + anas)] fi,

En remplagant (A.2) et (A.13b) dans (A.3) et apres des substituons similaires de (A.3) et
(A.13a) dans (A.2) on obtient

(Alda)  pro= A+ [N(ou + azos)](ufi + asfo+ f3),

(A14b)  poq = p+ [p/(az + aras)|(Mfa + fo + asfs),

Au final, en remplagant ces valeurs dans les expressions (3.11) et (3.12) pour pso, ps.—1,
Post €t p1,_¢, on obtient les résultats (3.13)-(3.18) de la proposition (3.2). O

3.2 probleme d’interpollation

A présent, nous considérons le probleme d’interpollation de données générées par le
modele autorégressif spatial (3.1). Plus précisemment, nous calculons I’espérance condition-
nelle de X (k,l) située dans une grille. Pour simplifier les notations nous notons X (k,l) =
Xp,. Par convenences, nous supposons aussi que la donnée a interpoller est située a

I'intérieur de la grille de dimension m X n et ainsi, la meilleure approximation de cette

18 % ) : ‘nimi m mo 2 o — Y. . _ Lo L
derniere X, s’obtienne en minimisant ) ", Zj:2 i oue; = Xij—a X1 —aXij

a3X;_1 j—1. Pour obtenir 'expression de )A(M, nous dérivons S par rapport a X (k,l)

m m
S = Z ZE?J
=2 j—2
= (Xk,zOquq,l - OCQXk,lfl - 053Xk71,171)2 (3_19)
H(Xpr1s — 1 Xy — 0 Xpi111 — a3Xpy1)?
H(Xpgp1 — 1 X 1001 — 2 Xpy — a3Xp_14)°
(X1 — 1 X1 — o Xpry — a3Xpy)?

donc:

ds) . — 2( Xy — a1 Xp—1y — X1 — a3 Xp_10-1)
=200 (Xpp10 — a1 Xpy — o Xpp10-1 — a3 Xp 1)
209 (X1 — 1 Xp—1,041 — 02 Xpy — a3 Xp1y)
—200(Xig1,0401 — 01 X1 — 00 Xpy10 — 3 X))
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= (2 + 20 + 20[% + QOngk,l) = 2(—&1 + 0420./3)(Xk_171 + Xk+1,l)
+2(—ag + aras) (X1 + Xegr1) — 203( X121 + Xpg1041) + 200 00(Xp—1,41 + Xpy1,0-1)

= Xk,l = W{(al — ap0r3) (Xp—1 + Xppy1,)
+(ar — oqo)(Xpg—1 + Xig1) + a3( X121 + Xigr01) — a0 (Xe—1 401 + Xpr1,0-1) }

S = 27;2 27:2 512,3'
= (Xpy— o Xp-1g — a2 Xpy1 — 3 Xp_1-1)*
H(Xpr1s — 1 Xy — 2 Xp111 — a3Xpy1)?
H(Xpip1 — 1 Xpo10401 — 2 Xpg — 3 Xp_1,)?
+(Xpp11 — 1 Xpg1 — o Xprg — a3Xpy)* +C
= 0.

(3.20)

d
dXil = 2(Xpy — a1 Xp—1y — X o1 — o3 Xp—10-1)

=200 (Xpr10 — 1 Xpy — o Xpy1-1 — a3 Xp 1)
—20 (X1 — 1 Xp—1041 — 02 Xpy — a3 Xj1y) (3.21)
—209(Xpt1,0401 — 01 Xp 41 — 2 Xpy10 — a3 Xp )

= 0.

= (2 + 20 + 20[% + 205{%Xkl) = (—Oél + OézOég)(Xk_lvl + Xk—i—l,l)
+2(—a + aras) (Xp—1 + Xki41)
—2a3(Xp—10-1 + Xig1,41) + 20002 (X—1041 + Xit1,-1)

= 1+ + 03+ a3) Xy = (—a1 + aas) (X1 + Xey1y)
+(—ag + aras)(Xg -1 + Xiis1)
—a3(Xp—10-1 + Xig1,41) + a1 (Xp—101 + Xig1,-1)

1

k,l ]_—f—Oé%Oé%—i—Oég{( 1 2 3)( k—1,1 k—l—l,l)

+ (a2 — o) (X1 + Xgit1)
+ as(Xg—1-1 + Xit1041)
+ oqon(Xpo1pp1 + Xpgi-1)}

3.3 Etude comparative des prédicteurs

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au modele autorégressif spatial multipli-
catif MSAR(1), qui correspend au cas particulier: ag = —ajag avec |ag| < 1, |ag] < 1. Ce
modele a été intensivement relaté dans la littérateure statistique. Nous allons a base des
travaux de Saber 2017, effectuer une étude comparative de certains prédicteurs.

Notre objectif, est de comparer les interpolations de certaines données, en retenant 1’erreur

quadratique moyenne et la proximité de Pitman comme criteres du comparaison.
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Ce critere a été dévellopé par Pitman (1937) afin de comparer deux estimateurs en com-
pitition. Plus précisément, 1’estimateurs 6, de  domine 'estimateur 6, au sens de Pitman

si et seulement si: .
P@Q-@pﬁ%-mQ>§.

Nous proposons deux prédicteurs linéaires de X (4,7) du modele (1,1); ces deux prédicturs
se distinguent du choix du support de prédiction. Le premier prédicteur Xz{j de X;; est

celui basé sur le support

O(i,3)" = {(s:t); (s < it < j),(s >4t > ) |s —i| < 2,(s,t) # (,4)} (3.22)
J+21 :
J+14
J Tm= n n n n
J-1
J-2— = n n n n
I I I I I
I-2 I-1 I I+1 [+2

F1G. 3.1 — Localisation des observations O(i,5)' permettant d’effectuer ’extrapolation

J+2 . .
J+1 . .
J o
J-1 = -
Jo! = -
I I I I I
I-2 I-1 I [+1 [42

F1G. 3.2 — Localisation des observations O(i,j)?permettant d’effectuer 'interpollation

Le deuxiéme prédicteur de X; ; est X7; obtenu par projection sur le support O7 .

Les deux figures caractérisent les localisations des données observées, désignées par m et la
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donnée a prédire représentée par [. Il ressort que le nombre de sommets de OilJ = 8 et ce

lui de O% ; est 10. Le théoréme qui suit donne les expressions explicites des deux prédicteurs.

Théoréme 3.1 (Saber, 2017). Soit {X,;} un MSAR(1) vérifiant I’équation
Xi,j = alXi—l,j -+ O[QXi’j_l — OélOéQXi_l’j_l + €i,j (323)

ot |ag| <1 et|ag| <1 etles {e ;} sont des variables aléatoires non corrélées, centrées et
de variance 0 < co. Alors, le meilleur prédicteur linéaire de X; ; basé sur O(i,j)*; k=12
par rapport a ’erreur quadratique moyenne sont :

(

alainJrl’jJrl 1= 1, j 1 N 1,] = 1, 1= 1, ,m — 1
OéQXi’j,1 1= 1, j n
.l 0410421<Xi_17j_1 + Xi+1,j+1> 1 = 2, ,m — 1, ] = 2, . ,n— 1
2] 1—704%043 (a1(1 — 042)) Xz‘—l,j
+ao(l — o)X 1) m,j=1
L OélagXi,Lj,l 1= m,j = 2, NN IS j = n,i = 2, NN D
et )
a1a2Xi+1,j+1 Jj=Li=1,....m—1
X2 = L(a (1—a3)) Xio1
W) 1—a2a? ! 2 =1Ly
+062(]_ - Oé%)Xi’j_H) j = 1, T=m
Q/QXi,j—l j:2,...,n,i:1,...,m

\

Démonstration. Les deux prédicteurs sont des combinaisons linéarires des données ob-

servées que nous notons ij = Z(s Heok . Qs +Xs¢. Par 'application du théoreme de pro-
B ) .7 ’ ’

jection orthogonal pour tout £ = 1,2, on a

E Xij— Z a5 Xst | Xuw p =0, pour tout (u,v) € Oﬁj,
(s,t)EOﬁj

Le devellopement de ces calculs, nous donne:

2
g |h1]  [hal
3] 1 2
E (Xs+h1,t+h2Xs,t) = ap Oy .

(@ - D(@?—1)

Ainsi, les coefficients a,; s’obtiennent en résolvant les équations suivantes :

aliloli =l = Z ag ool () € OF k=12, (3.24)

i
(s,t)€0; ;
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k
i7j7

Dépendant du nombres des membres de Of;, (3.24) est un systeme d’équations avec le
méme ensemble d’inconnues.
Pour résoudre ces équations, nous considérons la matrice A, les vecteur B,., r = 1,...,17,
la matrice €, le vecteur €2, et le vecteur I', w = 1,...,13 donnés en appendix.
Les élements constituants les matrices A, et T, sont: oo™ pour (s,t) et (u,0) dans
OZ’fj, k = 1,2 respectivement.
Aussi, les vecteurs B, et I, sont constitués des composantes a'f il alzj ~l Nous difinissons
les vecteurs des coefficients inconnus

al-l”jr = (any; (kD) € Oi’f),'r’ =1,--- .17
et
o = (ogy; (k) € Oil,’]‘-”),w =1,---,13.

1]

Les autres parties du prédicteur sont définies par

ol lr~ys e v2w s 2w~ 2w . .
Xi,j = X1, ,Xm = ai,] Xi’j r=1---1Tw=1---,13 (3.25)

ou
a; 7 = A 'B i = QT r =1, 1Tw=1,--13. (3.26)

Apres, inversion de ces 30 matrices dont les expressions sont données en appendix, et le
calcul des produits de vecteurs correspondants, les coefficients obtenus sont substitués dans

(3.25) afin de compléter la preuve. O

3.3.1 Comparaison des prédicteurs par rapport au crétere PMC
et MSP

Dans cette partie, les deux prédicteurs sont comparés par rapport aux criteres MSP et
PMC.
Les expressions explicites des MSP et des PMC des deux predicteurs sont assez compliquées
pour les valeurs mathématiquement. C’est pour cette raison, que nous allons procéder a

leurs évaluation par simulations. Ainsi, les deux quantités seront estimées par:

S (X — Xiy)?

mn

MSP,(X) =

(3.27)

et
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S UKy — Xyl — Xy — Xiy) (3.28)

mn

ou U(t) vaut 1 pour t positif et 0 si non.

Notons que ces criteres dépendent de a; et as, c’est pourquoi, il y’a lieu de les calculer
pour toutes les valeurs oy et ap dans 'intervalle | — 1, 1].

Pour les erreurs gaussiennes, les résultats obtenues sont simulaires pour des valeurs posi-
tives ou négatives. Nous nous limitons I’étude & des valeurs «y et ay appartenant a 0, 1]
dans tous les cas.

Toutes les simulations sont réalisées a base du langage de programmation R.3.5.0.

Nous générons les variables X ; comme réalisation du modele MSAR(1) dans une grille de
150 % 150. A chaque itération, nous calculons les deux prédicteurs et les valeurs des deux
critéres PMC et MSP associés.

Comme les criteres (3.27) et (3.28) sont calculés par simulation, ils ne peuvent pas étre
évalués pour toutes les valeurs de [0,1]. Toutefois, ces critéres sont obtenus dans

© = {0,01,0,02,0,03, - - - ,0.99.} Les figure 3.3 et 3.4 représente le MSP, en dimension 3, des

deux prédicteurs X} j ij en fonction des parametres a = oy et b = a.

Interprétation des résultats.

Il ressont des représentations graphiques 3.3, 3.4 et 3.5 que:
— Le MSP de )A(Z%j augmente en fonction de a; et as.
— Bien que la croissance de MSP du prédicteur Xz{j dépend de a7 et as.
— La croissance du MSP du second prédicteur dépend beaucoup plus du parametres as
que aj.
~ La valeur de PMC (X 1/ X %) se comporte comme fonction croissante de b mais comme

fonction décroissance de a.
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Fi1a. 3.3 — Représentation en 3-D du MSE du prédicteur X},j
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—

(zZ)3as

Fi1aG. 3.4 — Représentation en 3-D du MSE du prédicteur ij
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(z2})Z)0Id

— .

F1G. 3.5 — Représentation en 3-D du PMCy (X'/X?) du prédicteur X7

43
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Critere PMC(Z'\ Z?) > 0.5 MSP(Z') > MSP (Z?)
Pourcentage 78 87

TAB. 3.1 — pourcentage des parameétres pour lesquels un prédicteur est meilleur qu’un autre.

— La table 3.1 nous donne les valeurs des parametres ay et as dans © pour lesquels
un prédicteur est meilleur qu’'un autre. En effet, afin d’approuver ce résultat; les
moyenne du MSP sont calculées pour différentes valeurs de «y et ay dans la figure
3.6. Cette figure caractérise les valeurs des parametres pour lesquels I'interpolation

est meilleure que l'extrapolation et inversement.

—1.00

—0.66

L’interpollation est meilleure
que l'extrapollation
Extrapollation est meilleur¢

que l'interpollation

| T |
0.00 0.33 1.00

Fic. 3.6 — Caractérisation graphique des parameétres pour lesquels [interpolation est
meilleur que [’extrapolation

Remarque 3.1. Toutes les conclusions énoncées ci-dessus peuvent étre retrouvées en
réalisant des figure en dimension 2. Autrement dit, en fixant les valeurs d’un parametre et
en faisant varier les valeurs de l'autre, les figures 3.7, 3.8, 3.9 et 3.10 nous confirment les

assertions affirmées.
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Conclusion

Nous nous sommes intéresser dans ce mémoire aux problemes de prédiction et d’esti-

mation des champs aléatoires.

Apres un tour d’horizon sur les travaux effectués dans le domaine des séries chronolo-
giues, nous avons présenté le probleme de prédiction des champs alétoire dans le chapitre
2.

Notre contribution se constitue en une étude comparative, a base de simulations in-
tensives, de certains prédicteurs lorsque les données spatiales sont générées par un modele

autoregressif spatial multiplicatif.

Le travail effectué s’est basé sur les criteres de poximité de Pitman et de ’erreur quadra-
tique moyenne. Ces criteres, intensivement relatés dans la littérature des modeles de séries
chronologiques, ont été appliqués cette derniere décennie aux modeles spatiaux comme le

prouve les documents cités en bibliographie.

Comme perspectives futures, il serait intéréssant de reprendre cette étude et de construire
d’autres prédicteurs compétitifs aux prédicteurs utilisés, et ce, en considérant des modeles

plus généraux et/ou des supports passés mieux appropriés.
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Appendix

11
Xii = (Xiprj41: X241, X 42, Xigo o)
i=1j=1, - n—2j=1i=1---m—2.
12
X5 = (Xiv1j41,Xiv2,541)
i=1j=n—1.
x b3 — (Xit141,Xi41542)
ij i+1,54+15<2i4+1,54+2
j=173=m-—1.
14
X = (Xij—2,Xij-1,Xi15-2,Xir15-1,Xir2,j-2,Xir2,-1)

i=1j=n—1.
1,5
X} = (Xic1,5:Xij41)
Jj=1j=m.
1,6
Xi7 = (Xicrj 1, X 501X 541, X0 je2, Xiva o)
j=27=2

1,7
Xi’j = (Xic1,j-2,Xim1j-1:X i 1,41, Xi42,j+1,Xi41,j42,Xi42,+2)

1=2,7=3,--- ,m—2.
1,8
X —(Xifl,jf%Xifl,jfl7Xi+1,j+17Xi+2,j+1)

i
i=2j=n—1.

Xij = (Xio1j-2,:Xi15-1)
i—2j—=n.

1,10 _
Xii = (Xicgj1,Xi 1 1,Xi01 01, X201, X112, Xir2,12)
j=24=3,--- ,m—2
1,11
X3 = Xicaj, X1, X1, X 1)
j=24=m—1.
1,12 _
X" = (Xigj-1,Xi-1,5-1)
1=2,7 =m.
1,13 _
X@j = (Xi—Q,j—QaXi—l,j—2aXi—2,j—17Xi—1,j—1;Xi+17j+1aXi+17j+2>
t=m-—17=3--- n—2.
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114
Xij = (Xi2,j-2,Xi1,j-2,Xi-2,j-1,Xi-1,j-1,Xit1,5+1,)
t=m-—17=n-—1

1,15
X" = Xicg g2 Xij2, Xi9-1,X51,51)

i’j
'[::n—17'é:3-.. 7m_2.
1,16 _
Xw‘ - (Xi—2aj—27Xi—1,j—2aXi—2,j—17Xi—1,j—1;Xi+1’j+1,Xi+1’j+2>

j:n’izg-.. ’m_2‘
117 _
X' = Koo Xi o0, Xico i1, X -1, Xiv s Xiva 1, Xivn e, Xiya o)
1=3--- ’n—277;:3... ’m_2.
et
X2 (X X X
] ( 1,5—1s<Yi+1,5—1, 2—0—2,]—1)
i=1j=2
22 _
Xi,j - <Xivj*2’Xi:J’*17X2'+17j*27Xi+17j717Xi+2,j72;Xi+2,j71>
i=1j=3 - n
23 _
X = (Xicj1. X551, X 1, X0 1)
i=27j=2.
274 JR—
X = Xicj—2.Xi1j-1,Xi -2, X5 1, X -2, X1, 1, X402, X0 -0)
7::2"' 7n—2’j:3... Jn‘

2,5
X _(Xi—Qaj—bX'—lJ—l7Xi,j—1aXi+1,j—1)

V]
1=m—1,75=2.

26 _
Xij = Xiczj-2,Xi1j-2,Xim25-1,Xi1,j-1, X141, Xiv2, 541, X1 12, X2 42)
1=3---n—21=3---,m—2.
27
et X7 = (Ximgj—1.Xi-15-1,Xi5-1)
t=m,j =2
28
X = (X2, Xi2-1,Xi1-2,Xi-1,j-1,Xi 52, X5,5-1)
/L:m’j:g 7n'
X2,9 = (X111 Xor011. X141 500 X010 )
2V ( i+ 1,7+ 1242, 4+ 1N i+ 1,54+2,3i+2,5+2
j:l)i:l... 7m_2.
2,10 _
Xii = (Xigrjr1, Xig1542)
j=li=m—1.
211
Xz‘,j - (Xivj_2’Xivj—1’Xi+1,j—27Xi+17j—1aXi+2,j—2aXi+2,j—1)
J=2i=m
X212 _ (x D% X X %
0T = ( 1—2,7—1,Ni—1,7—1,<3¢,5—1,<%i+1,5—1> i+2’j_1)
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]=24=3---
(Xi—Q,j—QaXi—Q,j—l;Xi+1,j—27Xz‘+1,j—17Xi,j—27Xi,j—1;Xi+1,j—27Xi+1,j—17Xi+2,j—27Xi+2,j—1)
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Ty = (7(2,2)7(2,1)7(1,1)7(1,2)7(0,2)7(0,1)7(1,2)7(1,1)7(2,2)y(2,1)) "
Code R.
rm(list=1s()) m<-150 ; n<-150 z0<-rnorm(m+n+1)
epsilon<-matrix(rnorm((m+1)*(n+1)) ,m+1,n+1) A<-seq(.05,.96,.05)
B<-seq(.05,.96,.05)

msezhat<-mseztilda<-matrix(0,length(A),length(B))
pzhatztilda<-matrix(0,length(A),length(B))

for(a in A){ for(b in B){
#a<-.6 ; b<-.13 g<-function(x,y) a“x*b7y
# AR(1) generation

zAR<-matrix(0,m+1,n+1) zAR[1,]1<-z0[1:(n+1)]
zAR[-1,1]<-z0[(n+2) : (n+m+1)] for(i in 2:(m+1)){ for(j in 2:(n+1)){
zAR[i,j]1<-zAR[i-1,j]*a+zAR[i,j-1]*b+zAR[i-1,j-1]%- (a*b)

i3

z<-zAR+epsilon z<-z[-1,-1]
# Zhat

fZhat<-function(i, j){ if (((i==1)&(j<=(n-1))) 1 ((G==1)&(i<=(m-1))))
y<-axbkz[i+1,j+1] if ((i==1)&(j==n))

y<-b*z[i,j-1] if ((i<=(m-1))&(i>=2)&(j<=(n-1))&(j>=2))
y<—axb*x(z[i+1,j+1]+z[i-1,j-1]1) if ((i==m)&(j==1))
y<-(a*x(1-b~2)*z[i-1,jl+b*(1-a"2)*z[i,j+1])/(1-(a*b) "2)

1f (((A==m) & (j<=n)&(j>=2)) | ((j==n)&(i<=m)&(i>=2)))
y<-axb*z[i-1,j-1] return(y)}

fZtilda<-function(i,j){ if((j==1)&(i<=(m-1)))  y<-a*bxz[i+1,j+1]
if ((i==m)&(j==1))
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y<-(ax(1-b~2)*z[i-1,jl+bx(1-a"2)*z[i,j+1])/(1-(a*xb)"2)
if ((j<=n)&(j>=2)) y<-b*z[i,j-1] return(y)}

#fZhat (15,14) ;fZtilda(15,14) ; z[15,14]

zhat<-matrix(0,m,n) ztilda<-matrix(0,m,n) for(i in 1:m){ for(j in

1:n){ zhat[i,jl<-fZhat(i,j) ztildali,jl<-fZtilda(i,j) }}

#zhat; ztilda; z #sum(zhat-z) ;sum(ztilda-z)

msezhat [a*20,b*x20] <-sum((zhat-z) "2)

mseztilda[a*x20,b*20]<-sum((ztilda-z) ~2)

pzhatztilda[a*20,b*20]<-mean((abs(zhat-z))<(abs(ztilda-z)))
i3

grid<-expand.grid(xj=A,yj=B) AA<-grid$xj BB<-grid$yj
persp(A,B,msezhat,theta=135,phi=5,scale=TRUE, expand=1,col="green",ltheta=0,
1phi=0,box=T,ticktype="simple" ,xlab="a",ylab="b",zlab="MSE(Z1)")

grid<-expand.grid(xj=A,yj=B) AA<-grid$xj BB<-grid$yj
persp(A,B,mseztilda,theta=155,phi=5,scale=TRUE, expand=1,col="green",ltheta=0,
1phi=0,box=T,ticktype="simple" ,xlab="a",ylab="b",zlab="MSE(Z2)")

grid<-expand.grid(xj=A,yj=B) AA<-grid$xj BB<-grid$yj
persp(A,B,pzhatztilda,theta=115,phi=5,scale=TRUE, expand=1,col="green",ltheta=0,
1phi=0,box=T,ticktype="simple" ,xlab="a",ylab="b",zlab="PMC(z1|z2)")

#min(msezhat) ; max(msezhat); mean(msezhat) #min(mseztilda);

max (mseztilda); mean(mseztilda) #pzhatztilda;

par(mfrow=c(2,1)) # mean on b similar to b fixed
plot (A,rowMeans(pzhatztilda),"1",xlab="a",ylab="PMC(z1|z2)",main="Mean
on b") lines(A,rep(.5,length(A)),"1")

minn<-min(c(rowMeans (msezhat/(m*n)) ,rowMeans (mseztilda/(m#*n))))
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maxx<-max (c (rowMeans (msezhat/ (m*n) ) ,rowMeans (mseztilda/(m*n))))
AA<-seq(minn,maxx,length=length(A))

plot(A,AA,"n" ,x1lab="a",ylab="MSE")

lines(A,rowMeans (msezhat/(m*n)),"1")

lines(A,rowMeans (mseztilda/(m*n)),"1",1ty=2,xlab="a"

legend("topleft", legend = c("zl1","z2"),lty=c(1,2), merge=TRUE)

par(mfrow=c(2,1)) # mean on a similar to a fixed

plot (A, colMeans(pzhatztilda),"1",xlab="a",ylab="PMC(z1|z2)" ,main="Mean
on a") lines(A,rep(.5,length(A)),"1")
minn<-min(c(colMeans (msezhat/(m*n)) ,colMeans (mseztilda/(m*n))))
maxx<-max (c (colMeans (msezhat/(m*n) ), colMeans (mseztilda/(m*n))))
AA<-seq(minn,maxx,length=length(A))

plot(A,AA,"n",xlab="a",ylab="MSE")

lines (A, colMeans (msezhat/(m*n)),"1")

lines(A,colMeans (mseztilda/(m*n)),"1",1ty=2,xlab="a"

legend("topleft", legend = c("z1","z2"),lty=c(1,2), merge=TRUE)

mean (mseztilda>msezhat) mean(pzhatztilda<.5)
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