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Résumé

Les trois types de définitions de la presque périodicité données en termes de critere
de Bohr, critere de Bochner et critere d’approximation polynomiale sont examinées dans
diverses métriques (Stepanov, Weyl et Besicovitch). L’existence et 'unicité de solutions
presque périodiques sont étudiées pour des équations différentielles ordinaires. Ce probleme
est aussi approché par un probleme du point fixe dans des espaces fonctionnels appropriés.

Mots clés : Fonctions presque périodiques, métriques de Stepanov, Weyl et Besicovitch,
transformée de Bochner, solutions presque périodiques, probleme du point fixe.
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Introduction

La notion de presque périodicité a été introduite par des astronomes, en particulier
par C. Ptolémée pour expliquer le phénomene de réfraction atmosphérique qui se produit
lors de 'observation du soleil ou de la lune, et par E. Elsclangon en 1902 pour généraliser
les fonctions périodiques. Un peu plus tard, en 1923, le mathématicien danois H. Bohr
s’'intéressa a la fonction zéta de Riemann et aux séries de Dirichlet qui ont un comportement
régulier mais qui n’est pas aussi fort que la périodicité. Ceci a permet a Bohr de trouver
une condition moins restrictive mais suffisante pour avoir une certaine analogie avec les
fonctions périodiques.

Depuis ce temps, cette théorie a connu beaucoup de progres et elle a été généralisé dans
diverses extensions, notamment par S. Bochner [Boc| qui a étendu la notion de presque
périodicité au cas des fonctions a valeurs dans un espace de Banach, A. S. Besicovitch
[Bes|, [Besl| qui a défini la presque périodicité pour des fonctions analytiques, L. Amerio
et G. Prouse [AP], C. Corduneanu [C1], [C2], [C3], R. Doss [Dss], [Dss1], A. M. Fink [F],
A. S. Kovanko [K], [K1], [K2], B. M. Levitan [L], A. A. Pankov [P], S. Zaidman [Z], ainsi
que V. V. Zhirkov [ZL]... ont traité les aspacts de base et ont contribué au développement
de cette théorie.

Dans la théorie des fonctions presque périodiques, il est utilisé de nombreuses diverses
définitions, principalement liées aux noms de H. Bohr, S. Bochner, V. V. Stepanov, H. Weyl
et A. S. Besicovitch. D’autre part, il est réellement parfois difficile de reconnaitre si ces
définitions sont équivalentes ou si I'une découle d'une autre. En fait, il est bien connu que,
par exemple, les définitions des fonctions presque périodiques au sens de Bohr (dites aussi

uniformément presque périodiques) données en termes de critere de Bohr (densité relative



de 'ensemble des e-presque périodes), critere de Bochner (précompacité de I’ensemble de
translatées), la fermeture de l’espace de polynomes trigonométriques dans la norme infinie
(dit aussi approximation polynomiale), sont équivalentes (voir par exemple [Bes|, [C1]).
La méme chose est vraie pour la classe Stepanov de fonctions presque périodiques (voir
par exemple [Bes|, [BF], [GKL], [P]). Mais si on veut faire une certaine analogie pour, par
exemple, la classe Besicovitch de fonctions presque périodiques, 1’équivalence n’est plus
vraie. Pour la classe Weyl de fonctions presque périodiques, la situation semble encore plus
compliquée, car dans la définition standarde (critere de Bohr), la métrique de Stepanov est
utilisée, curieusement, au lieu de la métrique de Weyl !

Une contribution importante a 1’étude de ’équivalence des différentes définitions des
espaces de Stepanov (ou méme de type Weyl et Besicovitch), est venue d’A. S. Kovanko.

En raison du fait que les espaces de fonctions presque périodiques au sens de Bohr
et au sens de Stepanov sont complets, il est possible d’énoncer le critere de Bochner en
termes de compacité au lieu de la précompacité. Etonnamment, les espaces de fonctions
presque périodiques au sens de Weyl est incomplet dans la métrique de Weyl. Ce probleme
majeur, qui fait I’approche et les outils classiques de 'analyse fonctionnelle inapplicable,
en particulier, le théoreme du point fixe dans les espaces de Banach ; contrairement a la
classe Stepanov.

Notons que, les applications aux équations différentielles sont d’un immense intérét.
En effet, de nombreux auteurs ont été intéressé au fil du temps a 1’étude des problemes
relatifs a l'existence et 'unicité des solutions presque périodiques (dans divers sens) pour
différents types d’équations différentielles a coefficients uniformément, Stepanov, Weyl et

Besicovitch-presque périodiques.

Dans ce mémoire, nous nous sommes inéressés a ’oeuvre de J. Andres, A. M. Bersani
et K. Lesniak [ABL], dans laquelle ils ont étudié certains problemes de presque périodicité
dans diverses métriques, relatifs aux espaces de fonctions presque périodiques et méme
aux applications appropriées aux équations différentielles ordinaires. Nous développons
une partie de cette oeuvre; a savoir I’étude des solutions de type presque périodique de
certaines classes d’équations différentielles dans les métriques de Stepanov et Besicovitch.
Un critere de Bochner pour la classe de Weyl est présenté sous une condition d’uniforme

continuité dans la métrique associée.



Le mémoire est composé principalement de quatre chapitres organisés comme suit.

Dans le 1° chapitre introductif, nous allons définir au début la notion de périodicité
des fonctions réelles ainsi que les propriétés essentielles associées, puis nous présenterons
les définitions et les propriétés élémentaires de la notion de presque périodicité au sens de
Bohr. Des résultats d’existence et d’unicité des solutions uniformément presque périodiques
seront démontrés pour des équations différentielles ordinaires a coefficients uniformément
presque périodiques.

Le 274 chapitre est dédié a la presque périodicité au sens de Stepanov ; nous y présentons
les définitions et propriétés essentielles de cette notion. Une attention particuliere sera
accordée a l’approche du probleme de presque périodicité comme un probleme du point
fixe pour des équations différentielles appropriées.

Dans le 3®™¢ chapitre, nous allons présenter les définitions classiques de la notion de
presque périodicité au sens de Weyl. Des résultats de presque périodicité seront prouvés
pour des non-homogéniétés presque périodiques, sur la base de la représentation intégrale
des solutions bornées.

Dans le 4°™¢ chapitre, nous allons illustrer les définitions originales et alternatives de la
notion de presque périodicté au sens de Besicovitch. Des résultats de presque périodicité

seront énoncés particulierement pour un systeme différentiel non-autonome.



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre introductif, nous allons au début rappeler brievement la notion de
périodicité puis, nous introduirons les définitions et les propriétés élémentaires de la notion
de presque périodicité au sens de H. Bohr. A la traine, nous reverrons deux résultats
classiques d’existence et d’unicité des solutions uniformément presque périodiques pour
des équations différentielles ordinaires a coefficients uniformément presque périodiques.

Dans tout ce qui suit, nous nous interesserons aux fonctions définies sur R a valeurs
dans R".

1.1 Fonctions périodiques

Définition 1.1.1. Une fonction f : R — R" est dite périodique lorsque, 3T > 0 tel que
Ve e R, f(z+T) = f(z).

On dit alors que T est une période de f.

Le graphe d’une fonction périodique de période T' > 0 reproduit de fagon répétitive
n’importe quelle portion particuliere de longueur une période T'. C’est une propriété dite

invariance par translations.



Exemple 1.1. La fonction f définie par

f(x) =« — Ela),

ou E[z] désigne la partie entiere de x, est une fonction périodique de période 1.

Certaines propriétés des fonctions périodiques sont résumées ci-dessous.

Propriétés.

1.
2.

Toute fonction continue périodique est bornée et uniformément continue.

L’ensemble de périodes d’une fonction périodique est un sous-groupe additif de R.

. Toute fonction continue périodique et non-constante admet une plus petite période

strictement positive. Le fait que la fonction soit continue est indispensable, comme

le montre I'exemple suivant.

Exemple 1.2. La fonction indicatrice de Q

f(I):{l siz € Q,

0 sinon.

est périodique de période r, Vr € Q. Cependant, il peut étre facilement vérifié que

I'ensemble de périodes strictement positives de f est Q*, or inf Q% =0 ¢ Q7!

L’ensemble de fonctions continues périodiques de méme période est un sous-espace
vectoriel de ’ensemble de fonctions continues. Ce n’est par contre pas le cas pour

I’ensemble de toutes les fonctions périodiques continues. Pour s’en convaincre,

Exemple 1.3. Considérons la fonction
f(l’) — eiac + ei\/iac'

Les deux fonctions e comme €'V2*. sont évidemment périodiques de périodes 27 et
b

V27, respectivement. Toutefois, f est montrée ne pas étre périodique.

. L’ensemble de fonctions continues périodiques n’est pas stable par passage a la limite

uniforme. L’exemple suivant affirme cette assertion.



Exemple 1.4. La suite de fonctions périodiques

Z% i E ;n € N¥,

noo o 1 % . /o . 1 2 (nx\ 2
est 2"-périodique, Vn € N*. Ensuite, la série de fonctions 2@1 5m Sin (2—n) étant
normalement convergente, elle est donc uniformément convergente sur R. Toutefois,
si on note par f la somme de la série, on peut montrer qu’il n’existe aucun 7" # 0

pour lequel f(z+T) = f(z),Vz € R.
6. La dérivée d’'une fonction T-périodique est T-périodique de moyenne nulle.

7. Une fonction f continue, T-périodique admet une fonction primitive T-périodique si

et seulement si f est de moyenne nulle.

1.2 Fonctions uniformément presque périodiques

Nous allons maintenant introduire les définitions et les propriétés essentielles de la
notion de presque périodicité au sens de H. Bohr, dite aussi presque périodicité uniforme.

Considérons I'espace C(R, R™) de toutes les fonctions continues, définies sur R a valeurs
dans R".

Définition 1.2.1. Un nombre réel T est appelé e-presque période (ou encore e-translation)
de f € C(R,R") lorsque,

stlelﬂglf(HT) —fH)| <e

L’ensemble des e-presque périodes de f est noté par T(f,€) ou encore T.(f).

Définition 1.2.2. Une fonction f € C(R,R") est dite uniformément presque périodique
si, Ve > 0, dk > 0 tel que tout intervalle de longueur k contient au moins une e-presque

période T pour laquelle

sup f(t-+7) = f(2) < e

Autrement si, Ye > 0, T'(f, €) est relativement dense dans R, i.e
Ve > 0,3k > 0 tel que Va € R, [a,a+ k| NT(f,e) #0

Notons C,,(R,R"), l’espace de toutes les fonctions uniformément presque périodiques.
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Proposition 1.2.1. (voir [AP], p. 5, [Bes|, p. 2) Toute fonction uniformément presque

périodique est uniformément bornée et uniformément continue.

Proposition 1.2.2. (voir [AP], p. 6, [Bes], p. 3) Si une suite de fonctions uniformément
presque périodiques f, converge uniformément dans R vers une fonction f, alors f est

également uniformément presque périodique.

En d’autres termes, ’ensemble de fonctions uniformément presque périodiques est fermé
par rapport a la convergence uniforme. Comme il est un sous-ensemble fermé de 'espace
de Banach BC = C N L™ (i.e 'espace de fonctions continues bornées, muni de la norme

infinie), il découle que
Proposition 1.2.3. C,,(R,R") muni de la norme infinie est un espace complet.

La définition ci-dessus n’est pas vraiment maniable, il est donc souhaitable de donner

des criteres équivalents.

Définition 1.2.3. Une fonction f € C(R,R") est dite uniformément normale si, pour
toute suite de nombres réels (hy,), on peut extraire une sous suite (h,) telle que la suite de
fonctions translatées { f(. + hl)} soit uniformément convergente.

On dit aussi que la fonction f vérifie le critere de Bochner.

En d’autres termes, f est dite uniformément normale si ’ensemble de translatées est

précompact dans BC.

Rappelons maintenant, la définition d’un polynome trigonométrique généralisé.

Définition 1.2.4. Un polynome trigonométrique généralisé est une application notée P
d’éléments de R a valeurs dans R™ définie par
k=n
P(z) = Zakel)‘kx, ou ap, € R", A\, € R.
k=1
Tout polynome trigonométrique est uniformément presque périodique. Ainsi, en vue
de la proposition 1.2.2., toute fonction f obtenue comme limite d’une suite de polynomes
trigonométriques uniformément convergente, est uniformément presque périodique. Il est

donc tout a fait naturel d’introduire la définition suivante.



Définition 1.2.5. Nous notons C°(R,R"™) I’espace de Banach obtenu comme la fermeture
dans BC muni de la norme uniforme de [’espace de tous les polynomes trigonométriques
P(R,R"). Autrement, f € C° si et seulement si, Ve > 0, IP. polynome trigonométrique
tel que

sup|f(z) — P.(z)| < e.

zeR
[llustrons un exemple d’une fonction uniformément presque périodique.
Exemple 1.5. La fonction définie sur R par

1

V2

n’est pas périodique toutefois, elle est uniformément presque périodique comme polynome

f(z) = sin(x) sin(v/2z),

trigonométrique.

Les trois définitions 1.2.2., 1.2.3. et 1.2.5. sont montrées pour étre équivalentes.

Théoréeme 1.2.1. (voir [AP], p. 4, [Bes], p. 11-12, [L], p. 23-27) Une fonction f € C(R,R™)

est uniformément presque périodique si et seulement si elle est uniformément normale.

Théoréme 1.2.2. (voir [BB], p. 226) Une fonction f € C(R,R") est uniformément presque

périodique si et seulement si elle appartient ¢ C°(R, R™).

Pour montrer 1’équivalence entre les définitions 1.2.2., 1.2.3. et 1.2.5., dans son livre

[C1], p. 15-23, C. Corduneanu suit une autre fagon; il montre en fait que
Définition 1.2.5. = Définition 1.2.3. = Définition 1.2.2. = Définition 1.2.5.

L. A. Lusternik a étudié la condition nécessaire et suffisante afin de garantir qu'une
famille de fonctions uniformément presque périodiques soit précompacte, en introduisant

la notion d’équi-presque périodicité.

Théoréme 1.2.3. (voir [ABG], p. 126-127, [C1], p. 143, [LZ], p. 7) La condition nécessaire
et suffisante pour qu’une famille F de fonctions f € C,,(R,R™) soit précompacte est que,

i) F est équi-continue, i.e pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
|f(z1) — fx2)] <€ si|xy — x| <, Vf EF.

10



ii) F est équi-presque périodique, i.e pour tout € > 0, il existe | > 0 tel que
|[f(z+7)— f(z)] <eVfeF,VreR.
iii) Vz € R, l'ensemble de valeurs f(z) de toutes les fonctions f € F est précompact.

Remarque 1.1. La condition iii) coincide avec ce qui suit.

iii’) Va € R, 'ensemble de valeurs f(x) de toutes les fonctions f € F est uniformément

borné.

Certaines propriétés essentielles des fonctions uniformément presque périodiques sont

collectées ci-dessous.

Propriétés. Soit f € C(R,R") une fonction uniformément presque périodique.

1. Supposons que f est dérivable. Si de plus, f’ est uniformément continue alors f’ est

uniformément presque périodique.

2. Soit F une fonction primitive de f. Alors, F' est uniformément presque périodique si
et seulement si I'image de F est relativement compacte dans R"™ (Autrement, F' est

bornée).
3. Ya € R, f(az), f(x + a) et af(x) sont également uniformément presque périodiques.

4. Soit g une fonction uniformément presque périodique alors, f+g et f.g sont également

uniformément presque périodiques.

1.3 Solutions uniformément presque périodiques des

équations différentielles

Dans cette section, nous étudions le probleme d’existence et d’unicité des solutions

uniformément presque périodiques du systeme différentiel
X'(t) = AX(t) + F(¢), (1.1)
ou A est une matrice réelle et F'(t) une fonction vectorielle.

11



Commencons par ’étude d’existence d’une solution uniformément presque périodique

pour le systeme ci-dessus. On a le résultat suivant.

Théoreme 1.3.1. Si pour tout i = 1,...,n, la fonction composante f; est uniformément
presque périodique (i.e F' est uniformément presque périodique) alors toute solution bornée

du systéme (1.1) est uniformément presque périodique.
Pour démontrer ce théoreme, on fait appel a la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Si f est uniformément presque périodique alors toute solution bornée

de l’équation différentielle scalaire
2 (t) = ax(t) + f(t),a € R,

est uniformément presque périodique.
On va d’abord démontrer la proposition énoncée ci-dessus.

Démonstration. Une solution générale de 1’équation différentielle en dimension une prend

la forme

() = e <c + /Ot e“sf(s)ds) ceR.

On peut distinguer trois cas selon le signe de la constante a.

Premier cas : Si a > 0, on remarque que

lim [e¥| = lim " = +o0.
t——+o00 t——+o00

Il est donc nécessaire d’avoir

t
tl{inoo (c—i—/o e f(s)ds) = 0.

On prend alors

12



La quantité c est finie car
e £ ()] < [1f ™ < +oo.

Par conséquent, le seul candidat borné est

z(t) = —e™ /+<><> e f(s)ds,

qu’on peut réecrire sous la forme

+o0o
x(t) = —/t e~ f(5)ds.

Reste donc a vérifier que cette solution est uniformément presque périodique.

En posant © = s — ¢, on obtient

Alors Vi, 7 € R,

jx(t +7) — ()] =

+oo +oo
/ e““f(u+t+7)du—/ e “flu+t)du
0 0

/0+°Oe-au Flu+t+7)— Flutt) du

+o00
g/’ e | f(utt+7) — f(u+t)] du
0

teR

+o0o
Ssup|f(t+7)—f(t)|./0 e "du

<sup|f(t+7)— f(H)]. [ie_aur

teR a 0

< supf(t+7) — (1)
teR

Soit maintenant 7 une ae-presque période de f. Alors, 7 est une e-presque période de .

13



Deuxiéme cas : Si a < 0, on remarque que

lim |e“t] = lim e* = +o0.
t——o0

t——o0

D’une maniére analogue au cas ou a > 0, on déduit que I'unique candidat borné est

z(t) = et / t e~ f(s)ds.

— 00

En reéerivant cette solution sous la forme

et en posant u = s — ¢, on montre de méme que x est uniformément presque périodique.

Troisieme cas : Si a = 0, ’équation devient

Pour t € R arbitraire, on obtient la solution

x(t) = c+/0tf(s)ds.

La solution x est supposée étre bornée, alors nécessairement fot f(s)ds est bornée.
De plus, f étant uniformément presque périodique, il vient que fot f(s)ds est aussi
uniformément presque périodique, d’ott x est uniformément presque périodique.
]

On est désormais en mesure de démonstrer le théoreme 1.3.1.

Démonstration. Sans perte de généralités, on peut supposer en fait que la matrice A est
triangulaire supérieure. En effet, on peut trouver une matrice P non singuliere (inversible)
et une matrice T triangulaire supérieure telles que A = P~'TP.

On montre a présent le résultat pour une matrice T' triangulaire supérieure auquel cas

14



X'(t) =TX(t) + F(t) Zt”a:] )+ fi(t),Yi=1,...,n.

De la ni®™¢ équation, et d’aprés la proposition 1.3.1., on déduit que z,, est uniformément
presque périodique.

Maintenant, on considere la (n — 1)1¥™¢ équation

T, 1 (t) = tn-10-1Tp-1(1) + (L1020 () + fr1(1)) -

En appliquant a nouveau la proposition 1.3.1.; on peut affirmer a nouveau que x,,_; est
uniformément presque périodique.

On continue ce procédé en considérant successivement les (n — )M équations pour
tout ¢ < 2, on confirme a chaque fois grace a la proposition 1.3.1. que x,,_; est uniformément
presque périodique, jusqu’a ce qu’on atteint la 1° équation (i.e pour i = n — 1), afin de
conclure que la solution de I’équation initiale X'(t) = TX(t) + F(t) est uniformément
presque périodique.

On revient maintenant au cas général o A = P7ITP, avec T triangulaire supérieure.

On a

X'(t) = AX(t)+ F(t) & X'(t) = (P'TP) X(t) + F(¢)
& PX'(t) = (TP)X(t)+ PF(t)
& Z'(t)=TZ(t) + G(t),

ou Z(t) = PX(t) et G(t) = PF(t).

F étant uniformément presque périodique, GG I'est aussi. Ainsi, X étant bornée donc Z
I'est également.

Par conséquent, comme 7T est triangulaire supérieure, on déduit que Z est uniformément
presque périodique comme solution du systeme différentiel Z'(¢t) = TZ(t) + G(t).

Or Z(t) = PX(t), équivaut & X(t) = P7'X(t), d'ot X est uniformément presque
périodique.

[

Maintenant, on étudie la condition suffisante pour I'existence et I'unicité d’une solution

uniformément presque périodique pour toujours le méme systeme différentiel.
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Théoreme 1.3.2. Si pour tout i = 1,...,n, la fonction composante f; est uniformément
presque périodique, et si la matrice A ne posséde aucune valeur propre de partie réelle nulle,
alors le systéeme (1.1) admet une unique solution bornée uniformément presque périodique.

De plus, si M = sup,<;<, || fillo alors, || X||o < K.M ot K ne dépend que de A.

Démonstration. Sans perte de généralités, on peut supposer a nouveau que la matrice A
est triangulaire supérieure avec les valeurs propres sur la diagonale.

On montre le résultat par récurrence sur la dimension du systéme.
- D’aprés toujours la proposition 1.3.1., le résultat est vrai en dimension une.
- On suppose que le résultat est vrai en dimension n, et on montre qu’il reste encore vrai
en dimension supérieure n + 1.

Pour ce faire, on considére le systéme a (n + 1) équations
j=n+1

w(t) = Y tyzi(t)+ fi(t),Vi=1,.. n+1.
j=i

Ce systeme est équivalent au systeme décomposé

zi(t) = ;if tijz;(t) + fit),Vi=1,...,n
Ty 1 (1) = top 11 Zng1 (8) + frga (1)

La (n+ 1) équation admet d’apres la proposition 1.3.1., une unique solution bornée

uniformément presque périodique. De plus, par hypothese, le systéeme a n équations
X'(t)=TX(t)+ F(t),

admet aussi une unique solution bornée uniformément presque périodique.

On déduit donc que le résultat reste vrai en dimension n + 1.

Dans le cas général ot A = P~'TP avec T triangulaire supérieure, il suffit de montrer

le résultat pour le systeme
Z'(t)=TZ(t) + G(t),

ou Z(t) = PX(t) et G(t) = PF(t) pour lequel le résulat est déja démontré ci-dessus, afin

d’affirmer le résultat pour le systeme initial.
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On pose maintenant M = sup;<;<, || fill« et on montre que || X|[, < K.M. On a,

| X|loo < KM < ||2i]|oo < K.M,Vi=1,..,n< sup |z < KMVi=1 ..,n

1<i<n

On considere a présent le systeme avec T' triangulaire supérieure

X'(t) =TX(t) + F(t) Zt”x] )+ fi(t),Yi=1,...,n.

Soit a I'instant la ni*™¢ équation

() = tn@n(t) + fu(h).

En supposant que t,,, > 0, 'unique solution bornée est donnée par

400
xn(t) = —et’“”t/ efrrs o (s)ds
t

il s’en suit

+oo
2a(t)] < / e[ £ (s)|ds
t
+o0
S
t

“+o00

<M [Letn,nu—s)}
o tn,n

M
<_
iy,

t

On considere ensuite la (n — 1) équation
l‘;L_l(t) = tn_lm_lxn_l(t) + tn—l,nxn(t) + fn_l(t).

L’unique solution bornée est désormais donnée par

+o0
Tn1(t) = et"—lv"—lt/ e trtn S (o x(8) 4 faoi(8)) ds,
t
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il s’en suit
—+oo
raa O] € [ e ) + fua ()l
t

400
< ||tn—l,n$n + fn—l”oo/ etn—l,n—l(t—s)ds
t

M 1
S <|tn—1,n|_ + M)

tn,n tn—l,n—l
M ‘tn—l n|
< — (1 4+ — .
o tn—l,n—l ( * tn,n

On pose a présent K,, = ﬁ et K, 4 = —+— <1 + M)

tnfl,nfl t”,"

En procédant successivement presque de la méme maniére pour les autres équations,

et en posant K = maxi<j<, K;, on aura
lz;| < K.M,Yi=1,...n

ou K ne dépend que de A, comme désiré.
On considére maintenant le cas général on A = P~YT P, avec T triangulaire supérieure.

On a ainsi

X'(t) = AX(t) + F(t) & X'(t) = (P'TP)X (t) + F(t)
& PX'(t) = TPX(t)+ PF(t)
& Z'(t) = TZ(t) + G(t),
ott Z(t) = PX(t) et G(t) = PF(t).

Or on sait que
|Zi’ < KM,VZ = 1,...,7?,

Ofl M = maxlgign ng“oo et K = maxlgign Kj.
Maintenant, comme Z(t) = PX(t) alors X(t) = P7'Z(t), on aura finalement
XNl = 1P Zloo < 1P ool Zlloo < 1Pl KM,

ce qui acheve la démonstration. O
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CHAPITRE 2

Notion de presque périodicité au sens de Stepanov

Ce chapitre est dédié a la presque périodicité au sens général de V.V. Stepanov; nous y
présentons les définitions et les propriétés essentielles de cette notion. Nous illustrons entre
autre, des résultats en ce qui concerne la presque périodicité au sens de Bohr qui en fait se
transferent au cas Stepanov grace a la transformée de Bochner que nous définirons ulté-
rieurement. Une attention particuliere sera accordée a 1’approche du probleme de presque

périodicité comme un probleme du point fixe pour des équations différentielles appropriées.

2.1 Définitions élémentaires

Les diverses extensions de la définition des fonctions presque périodiques impliqueront
les fonctions discontinues, au moyen d’intégrales sur des intervalles bornés, il est donc tout
a fait naturel de travailler avec des fonctions localement intégrables, i.e f € LY (R, R™)

loc
(avec p > 1, f € LP(K,R") pout tout compact K de R).

Tout d’abord, introduisons les normes et distances de Stepanov

1
P

z+l1
Iy =sup 5 [ st

Ds.0) =sw 7 [ 100 - o] %

z€R
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Comme [ est un nombre positif fixé, nous pouvons nous attendre a des normes de

Stepanov infinies, mais il peut étre vu que

L\ 7 I\ *
it e &, (1) ||f||sg’1§||f||sf2§<<i> +1> 11

Autrement, toutes les normes de Stepanov sont équivalentes.
En raison de cette équivalence, nous pouvons désormais remplacer [ par un nombre

arbitraire positif. En particulier, nous pouvons considérer la norme, ou [ = 1.

Définition 2.1.1. Une fonction f € L} (R,R"™) est dite presque périodique au sens de
Stepanov si, Ve > 0,3k > 0 tel que tout intervalle de longueur k contient au moins un réel

T tel que

z+1 %
sup {/ |f(t+7)— fO)|Pdt| <e.

zeR
T est dit, e-Stepanov-presque période (ou encore e-Stepanov translation de f).

Notons Sgp(R,]R”), l’espace de toutes les fonctions Stepanov-presque périodiques.

Proposition 2.1.1. (voir [ABG], p. 133, [L], p. 201) Toute fonction Stepanov-presque

périodique est SP-bornée et SP-uniformément continue.

Définition 2.1.2. Une fonction f € LY (R,R") est désormais dite SP-normale si la famille

loc

de translatées {f(.+ h)| h € R} est SP-précompacte.

Introduisons I’espace de Banach

BS” = {f € Lioe(R,R")[ || fl[s» < o0}

loc

Définition 2.1.3. Nous notons par SP(R,R"), ’espace obtenu comme la fermeture dans
BS? de l’espace de tous les polynomes trigonométriques P(R,R™) par rapport a la norme
de Stepanov. Autrement, f € SP si et seumeuent si, Ve > 0, AP, polynome trigonométrique
tel que

DSlp(f7Pe) <e

De de la proposition 2.1.1. et de la définition 2.1.3., il vient que S, C BSP, S? C BS”.
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Exemple 2.1. (voir [L], p. 209-210) Soit f € C,, . Alors la fonction définie par

1 si f(z) >0,
Pla) =sign(f(#) =4 0 si f(a) =0,
-1 sif(z) <0

est Stepanov-presque périodique.

Théoreme 2.1.1. voir [ABG], p. 133 Les trois espaces définis au moyen des définitions
2.1.1., 2.1.2. et 2.1.3. sont équivalents.

Théoreme 2.1.2. (voir [BF], p. 51-53, [GKL], Th. 6, p. 189) Les espaces de fonctions

Stepanov-presque périodiques Sb, sont SY-complets.

A. S. Kovanko dans son livre [K], a étudié la condition nécessaire et suffisante afin
de garantir la précompacité d’une famille de fonctions Stepanov-presque périodiques, au

moyen d’un théoreme de Lusternik, introduisant la notion d’équi-SP-presque périodicité.

Définition 2.1.4. (voir [ABG], p. 134) Soit E C R un ensemble mesurable et, pour tout
intervalle fermé [a,b], soit E(a,b) = E N [a,b].

Compte tenu de deux fonctions mesurables [ et g, on définit, pour tout a > 0,

E,={zeR:|f(z) —g(z)| = a},

() = G
5(E) = sup {—M[E(x’lx i l)]} :

ou (X) désigne la mesure usuelle de Lebesque d’un ensemble X ;

Dg”(f?g) = sup

1 p
z€R [7 /E(:t,:v+l) |f(t> - g(t)‘ dt:| 7

DY(f.g) =, inf o+ 84BN T =1 [ S

<a<+oo
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Théoréme 2.1.3. (voir [ABG], p. 134) La condition nécessaire et suffisante pour qu’une

famille F de fonctions f € SV, soit SP-précompacte pour tout | est que, Ve > 0,1 > 0,

i) do =o(el) > 0 tel que

D& (f,0) < e sidg(E) < o,Vf € F.
ii) dp = p(e, 1) > 0 tel que

Dgr(f. f*) <eYO<h<pVfeF.

iii) 1l existe un ensemble de SP-presque périodes {7(e, 1)} relativement dense, commun pour

tous les éléments de F, i.e
Dgp(f.f7) < e.¥f € F.

Remarque 2.1. Les conditions ii) et iii) peuvent étre respectivement remplacées par

ii’) Pour tout € > 0,1 > 0, il existe d = d(e,l) tel que
DL(f, f") < e, YO < h < 6,Vf € F.

iii’) Il existe un ensemble de presque périodes {7(e, )}, Ds-relativement dense commun

pour tous les éléments de F, i.e
Dy(f./7) <eVfeF.

Comme nous le verrons plus tard, la théorie des fonctions Stepanov-presque périodiques
peut étre incluse dans la théorie des fonctions uniformément presque périodiques avec
les valeurs dans un espace de Banach a l'aide de la transformée de Bochner que nous

introduirons dans la prochaine section.
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Remarque 2.2. (voir [Bes], [BF]) La définition de la Stepanov-presque périodicité est
plus générale que celle de Bohr mais, uniquement en dehors de la classe des fonctions

uniformément continues sur R. Plus précisemment,

1. Pour toute f € LY (R,R™) et pour tous p,q > 1, avec q < p,

loc
[flloo = N fllse = I fllsa = [If]ls1-

En conséquence,
CPP(]R7R”) g Szp(Ra Rn) g Sgp(R7 Rn) g Sgl)p(Ra]Rn)
2. Pour tout p > 1,
Sgp(R, R™") N C,(R,R") = C,,(R,R"),

ou C,(R,R") désigne I'espace de fonctions uniformément continues.

Un exemple de fonctions presque périodiques au sens de Stepanov qui ne sont pas

presque périodiques au sens de Bohr est le suivant.

Exemple 2.2. (voir [L], p. 212-213) Soient o, € R tels que a—lﬁ est irrationel.

On considere les deux fonctions f, g et g s définies sur R par

Jap(x) = sin (2 + Cos(axi + cos(ﬂzv)) ’

9a,8(x) = cos (2 T cos(aa; + coS(ﬁm)) '

B. M. Levitan a montré que f, s et g, 3 sont presque périodiques au sens de Stepanov,

mais pas au sens de Bohr, car elles ne sont pas uniformément continues.
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2.2 Remarques sur les espaces de fonctions Stepanov-
presque périodiques

Nous illustrons dans cette section, certains résultats importants introduits dans [ABL]
qui seront utiles dans la prochaine section.
Comme nous vennons tout juste de le voir, Bohr a défini les fonctions uniformément

presque périodiques f € C(R,R™) comme suit
Ve > 0,3k > 0,Va € R, 3T € [a,a+E||||f(t +7) — f()]|eo <.

Il est bien connu que 'espace des fonctions uniformément presque périodiques muni de
la norme infinie est un espace de Banach. D’autre part, la complétude est perdue quand
cet espace est muni uniquement de la topologie de la convergence uniforme sur les sous-
intervalles compacts de R. Néanmoins, dans [ABL], ils ont montré qu’un sous-ensemble bien
choisi peut devenir fermé et par la suite complet car C(R,R") est un espace de Fréchet
dans une telle topologie.

On définit alors, pour une fonction uniformément presque périodique f € C(R,R")
Qf = {(e,k,a,T) cRYVt € R, 7 € [a,a+ k] et |[f(t+7)— f(t)] < e};

M;={ge CR,R")| (e, k,a,7) € Qy =Vt R, |g(t+7)—g(t)] <e}.
Proposition 2.2.1. M; est un ensemble convexe.

Démonstration. Pour ce faire, soient g,h € My, A € [0,1], (¢,k,a,7) € Q.

On a alors,
geE Mp=VteR,|g(t+7)—g(t)| <e,
heMp=VteR, |h(t+T1)—h(t) <e

Ainsi Vt € R,
[ (Ag+ (1 =X)h) (E+7) = (Ag+ (1 = A)h) (1)

< Mgt +7) = g(O)] + (1 = N[t +7) = h(?)]
<Ae+ (1= Ne=ce.
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Proposition 2.2.2. Soit [’espace C(R, R™) muni de la topologie de la convergence uniforme

sur les sous-intervalles compacts de R. Alors , My est un sous-ensemble fermé de C(R,R").

Démonstration. Pour ce faire, on considere la suite de fonctions g; d’éléments de ’ensemble
M localement convergente dans C(R,R") vers g, et on suppose (e, k,a,7) € Qf, Vt € R.
Alinsi, pour tout d > 0, il existe [y tel que VI > [,

gt +7) =g =gt +7) =gt +7) + gt +7) = au(t) + gu(t) — g(¢)]
9t +7) =gt +7)| + ot +7) — g @) + |a(t) — 9(t)]

IN

<

N S
| Sa

+et+-=0+e

Comme ¢ est quelconque, il peut donc étre choisi arbitrairement petit de sorte a avoir

lg(t+7) = g(t)] <,
ce qui montre que g € Mjy. O]

Proposition 2.2.3. Soit g; une suite de fonctions d’éléments de l'ensemble My localement

convergente vers g. Alors, g; converge uniformément vers g.

Démonstration. On veut montrer que
Ve > 0,3l € R,V > 1p,Va € R : |gi(a) — g(a)] <e.

Pour cela, on fixe € > 0.

Comme g;, g € My pout tout [ € N, il existe un nombre k& > 0 tel que
Va € R,37 € [a,a+k|,Vt e RVIeN: |g(t+7)—qt)] <elglt+71)—g(t)| <e.
En particulier,

Va e R,31 € [a,a+ k],Vt e RVYIeN:|gt+71)— q(t)] < 2; lg(t +7) —g(t)] <

]

Soit Iy € N tel que VI > I,

vt e [_k7 k]’ |gl(t) - g(t)| <

] ™
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Ainsi, pour tout a € R, [ > [,

l9(a) = aila)| = |g(a) — gla+7) + gla+7) — gla+7)+ gla+7)— gla)l
<lgla) —gla+ 1)+ [gla+7) —gi(a+7)[ + [g(a+T) — gi(a)]
€ € € 3¢
sititiTy
<€

Ce qui montre finalement que Va € R, dly € R tel que, VI > I,

l9(a) — gi(a)| <.

Maintenant, tournons-nous vers les fonctions Stepanov-presque périodiques.

Afin de tirer un résultat analogue a la proposition 2.2.2., réintroduisons I’espace
BS” = {f € Li, (R,R")[ || f]ls» < o0}.

La théorie des espaces de Stepanov Sb peut étre incluse dans la théorie des espaces
de fonctions uniformément presque périodiques C,, avec les valeurs dans un espace de
Banach (voir [AP], p. 7, 76-78, [C1], p. 137, [P], p. 24-28, [ZL], p. 33-34), au moyen de la

transformée de Bochner définie ci-dessous.

Définition 2.2.1. (voir [ABG], p. 135) La transformée de Bochner
f'(@) = f(z+n), nel0,1], z €R,

associe, a tout x € R, une fonction définie sur [0, 1].

Proposition 2.2.4. (voir [ABL], p. 38) Si f € LI (R,R"™) alors f* € LI (R,L”([0,1])).

loc

Par conséquent,

BS’(R) = {f € L} (R,R")|f* € L™(R,L”([0,1]))}.

loc
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Ceci découle du fait que,

1
1 v
1 ]lLee = sup || f*llLeqo,1y) = sup [/ | f(t +77)’pd77} = || f[Ig-
teR teR 0

Proposition 2.2.5. (voir [ABL], p. 38) i f € L7 (R,R") alors f* € C(R,L([0,1])).

loc

Par conséquent,

BS"(R) = {f € Lj,.(R,R")|f* € BC(R,L*([0, 1])) } .

loc

S. Bochner a montré le résultat suivant (voir [AP], p. 76-78).

Théoréme 2.2.1. S (R) = {f € L} (R,R")|f* € C,,(R,L7([0,1))}.

loc

Il vient que f, — f dans Sp, < fb — fb dans BC(R, L?([0, 1])).

p
Comme L,

(R, R™) est un espace de Fréchet (Sb, C BS” C Lj,,), muni de la topologie

loc

de la convergence uniforme sur les intervalles compacts K de R, a savoir

=

t+1 =
fllse. = sup [ / |f(8)|”ds] KCR,
teK t

on a donc (voir [P], p. 25)
fn — fdans LY (R,R") & f° — f¥ dans C(R,LP([0,1])) uniformément sur les compacts.

loc

A ce stade, on est désormais en mesure de formuler un résultat analogue a la proposition

2.2.2. introduit dans [ABL], p. 39. On prend donc cette fois-ci

O = {(e,k,a,7) € RVt € R, 7 € [a,a+ K] et || fo(t+7) — fo()]| < €}

loc

My = {9 € U (R R (e h,0,7) €0y = VEER, gt +7) — (1) < e}
En réalisant que g € M, ¢ implique que g € Sgp(R), on peut énoncer le résultat suivant.

Proposition 2.2.6. Soit LY (R,R"™) muni de la topologie de la convergence uniforme sur

les sous-intervalles compacts de R. Alors, Mf est un sous-ensemble fermé de LY (R, R™).

Démonstration. Pour ce faire, on considere la suite de fonctions g; d’éléments de ’ensemble

M s localement convergente vers g, et on suppose que (€, k,a,7) € Q s VEeR.
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Ainsi pour tout § > 0, il existe [y tel que VI > [y,

lg°(t +7) — g°(t)]
="t +7) =g/t +7)+ g/t +7) — g/ (t) + g/ (t) — g ()]
<Nt +7) =g+ 1)+ gt +7) — g (O + g/ (t) — g" ()]

) )
< -+et+ <

|
N
N

=0+ e

Comme ¢ est quelconque, il peut donc étre choisi arbitrairement petit de sorte a avoir
gt +7) — g"()]l < e,

ce qui montre que g € M 7 O]

La possibilité de relier les espaces SP aux espaces Cp,(R,L?([0,1])) nous permet en
fait d’expliquer la similarité des résultats obtenus pour SP, et C,,, en particulier, pour

I’équivalence des trois définitions de presque périodicité.

2.3 L’approche du probleme de presque périodicité
comme un probleme du point fixe pour des équa-

tions différentielles appropriées

Sous une entrée Stepanov-presque périodique, les solutions presque périodiques sont
étudiées non traditionnelement comme un probleme du point fixe (voir [ABL], p. 39-42).
Cette approche plutot inhabituelle est basée soit sur le principe de contraction de Banach,
soit sur le théoreme du point fixe de Schauder-Tikhonov dont les conditions géométriques
sur l'espace et/ou les applications jouent un role crucial. Les solutions presque périodiques
doivent dans ce cas correspondre aux points fixes des opérateurs associés dans des espaces
fonctionnels appropriés. Ainsi, les résultats qui seront présentés sont dans le cadre au moins

d’un espace métrique, habituellement d’'un espace de Banach.
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Considérons le systeme linéaire
X'+ AX = P(t), (2.1)

ou A est une matrice constante hyperbolique (i.e elle n’a pas de valeurs propres purement

1

loe (R, R™) est essentiellement bornée et Stepanov-presque périodique.

imaginaires), et P € L

Il découle du théoreme de Bohr-Neugebauer (voir [C2] et [C3]) que le systeme (2.1)
possede sous les hypotheses ci-dessus, une unique solution entierement bornée X (t) qui
est uniformément presque périodique. La démonstration de ce résultat est basée sur la
transformation de Bochner (voir [AK]).

Cette solution prend la forme
+oo
X(t) = / G(t — s)P(s)ds, (2.2)
ou G(t) € C>*(R\ {0}) est une fonction n x n-matricielle appropriée avec

+oo
/ G(t — s)P(s)ds

[e.e]

< supess|P(1)| (sup / o - s)|ds) (2.3)

teR teR J —

sup | X (¢)| = sup
teR teR

< C(A)supess|P(t)]
teR
ou C'(A) est une constante réelle dépendant uniquement de A.

Remarque 2.3.

1. La matrice A peut étre écrite sous la forme matricielle S(P,N)S™!, olt S est une
matrice réguliere et (P, ') est un bloc matriciel diagonal, ayant la forme canonique
de Jordan, sachant que les valeurs propres de A a parties réelles positives forment la

diagonale de P et celles & parties réelles négatives forment la diagonale de V.

2. La fonction matricielle G(t) prend la forme (voir [De])

(t) = —S(eP0)S! sit <0,
S(0,eM) St sit > 0.
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On considere maintenant une famille de systemes linéaires a un parametre
X'+ AX = f(q(t) +p(t),q € Q, (24)

ou A est la méme matrice que ci-dessus, f € C(R",R™) a au plus une croissance linéaire,
p € L, (R, R") est essentiellement bornée et Stepanov-presque périodique, et Q un sous-

ensemble de I'espace de fonctions Stepanov-presque périodiques.

Comme la composée f(q(t)) devient, pour chaque ¢ € Q, Stepanov-presque périodique
(voir [D]), le systeme (2.4) possede sous les hypotheses précédentes, une unique solution

uniformément presque périodique de la forme

+o00
X(t) = / Gt — )[f(a(s)) + p(s))ds,

o

avec

sup | X (t)| = sup
teR teR

< supess!(a(t) + (o) (sup [ e olds)

teR teR J -

+00
/ Gt — 9)[f((s)) + pls))ds

[e.9]

< C(A) sup ess|f(q(t)) + p(t)],

ou C'(A) est une constante réelle dépendant uniquement de A.

Par conséquent, en notant (voir [ABL], p. 40)

1) = [ G- ) +re)dsa € @ (25)

(e 9]

on peut désormais discuter de la possibilité d’appliquer le théoreme du point fixe.

Pour le principe de Banach, il est exigé que
(i) Q soit complet.

(ii) 7 :Q — Q soit contractante.

En conséquence, en prenant Q comme espace de Banach de fonctions uniformément
presque périodiques (Stepanov-presque périodiques uniformément continues), seulement

I'hypothese (ii) qui reste a vérifier.
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Démonstration. Pour cela, soient ¢, ¢, € Q, et montrons que

1T(q1) — T(q2)]loo < Lillg1 — @2]l00; 0 < Ly < 1.

En supposant en outre que f est lipschitzienne de rapport Ly > 0, on obtient pour

toutes ¢1, ¢ € Q,

IT(a0) = Tl < s [ 160~ 5) 7(an(s) ~ Flan(sD)] ds

teR J—o00

+oo
< Lysup / G(t — $)l]a1(5) — aa(s)]ds

teR J —co
< LC(A)]lg1 — ¢2|oo-

Evidemment, pour L, suffisamment petit, plus précisément pour Ly < ﬁ, on obtient

la contraction désirée L; := LyC(A) < 1. O

Finalement, les hypotheses (i) et (ii) du principe de contraction de Banach sont bien

vérifiées et donc, T" admet un et un unique point fixe ¢* € Q pour lequel
T(q") = q" = X*(b).

L’assertion suivante est principalement basée sur I'application de théoreme du point
fixe de Schauder-Tikhonov (voir [A]).

Proposition 2.3.1. (voir [ABL], p. 41) On consideére le systéme
X' AX = f(X) +p(t), X €Q, (2.)

ou A, f,p sont comme ci-dessus, mais Q est supposé étre un sous-ensemble fermé, borné et
convexe de l'espace de Fréchet C(R,R™) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les sous-intervalles compacts de R.

Si le systeme associé (2.4), pour toute ¢ € Q admet une unique solution X(t) € Q,
alors le probléme (2.6) est solvable.

Il résulte des résultats vus ci-dessus que la proposition 2.3.1. s’applique de la maniere

souhaitée lorsque,
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(i). Q avec les les propriétés ci-dessus est aussi un sous-ensemble de I'espace de Banach

de fonctions Stepanov (ou en particulier, uniformément) presque périodiques.

(il)). T(Q) C Q, pour T définie comme en (2.5).

On définit ainsi, pour une fonction uniformément presque périodique £ € C(R,R"), les

ensembles (pour A > 1)

Qe = {(e, k,a,7) € RYVt € R, 7 € [a,a+ k] et |E(t+7) — £(1)] < i},

Me = {p € C(R,R")|(¢,k,a,7) € Qe =Vt €R, |o(t +7) — @(t)] < e€}.

Réalisons que toute ¢ € M, doit étre une fonction uniformément presque périodique.

Comme M, a été déja prouvé d’étre un sous-ensemble fermé et convexe ( dans une telle

topologie ) de C(R,R™). Ceci reste vrai pour Mg N Qc, ol

Qe = {go € OB sup lo(1)| < c} ,

car pour tout a € [—1,1], et B € R, aM + 3 C M.

Par conséquent, en prenant cette fois-ci Q = Mg N Qc, il reste a vérifier uniquement
I'hypothese (ii). Plus précisément, comme I'inclusion 7'(Q) C Q¢ peut étre immédiatement
obtenue avec un C' approprié, a condition que le coefficient de ( au plus ) croissance linéaire
de f soit suffisamment petit ( voir [Al, AK] ), il suffit de montrer que T(Q) C M,.

Démonstration. (voir [ABL], p. 42)

Soit donc £(t) I'unique solution uniformément presque périodique de 1’équation
X'+ AX = p(t),

avec une Tg-presque période ( pour un % donné, A > 1).
En supposant en outre la lipschitzianité de f avec un rapport suffisamment petit L > 0,

on obtient pour une unique solution uniformément presque périodique X (¢) de (2.4) que
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+oo

|X@+w—xuw:V‘cw—@um@+w»<mmmw+ma+w—s@1
+oo

s/'|G@—wum@+n»—ﬂaﬁm@+m@+@wfun

S/_ OO|G<LL_5)HJC(Q(S+T§))—f(q(s))lds_i_i

o0

+o0 €
<L [ 16 9llals + ) als)ds +
< Lswpla(t-+7) ~alt)] [ GO+

teR

< eLCO(A) + i —e (% + LC(A)) .

Si L est suffisamment petit, plus précisément L < ﬁ, on aura

VEER, | X(t+7) — X(b)] <e (% + LC(A)> <e

]

Remarque 2.4. La méme chose peut étre reformulée en termes de la transformée de
Bochner a 'aide de la proposition 2.2.6. En effet, définissons pour une fonction Stepanov-

presque périodique & € L7 (R,R"), les ensembles (A > 1)

loc

Qe = { (e k,a,7) €RIVEER,T € a,at K] et | +7) = (1) < X |

]\Aj5 - {gp e L2 (R,R")|(¢,k,a,7) € Qe = ¥Vt € R, [|¢"(t + 7) — ¢"(1)] < 5} ~

loc

Réalisons que toute ¢ € ]/\Zg doit étre une fonction Stepanov-presque périodique.
Comme ]/\7[/5 a été déja prouvé qu'il doit étre également un sous-ensemble fermé ( dans
une telle topologie ) de LY (R, R™), ceci reste vrai pour ]TJ; N Qc, ol
Qc ={p € Li,.(R,R")] [lolls» < C},

loc

car pour tout o € [—1,1], et § € R, od\ﬁfg +p3C Mg.
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Par conséquent, en choisissant cette fois-ci () = Mg N @o, il reste a vérifier uniquement
'hypothese (ii). Plus précisément, comme I'inclusion T(Q) C Qc peut étre immédiatement

obtenue avec un C approprié, il suffit de montrer que T'(Q) C ]\fZg, comme précedemment.

Important! Comme on vient de le voir, sous une entrée Stepanov-presque périodique,
les solutions presque périodiques étudiées non traditionnelement comme un probleme de
point fixe, sont non purement Stepanov-presque périodiques; c’est en fait une propriété

plus forte!
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CHAPITRE 3

Notion de presque périodicité au sens de Weyl

Dans ce chapitre, nous présenterons les définitions classiques de deux notions de presque
périodicité ; I’équi-Weyl-presque périodicité et la Weyl-presque périodicité. Un critere de
Bochner pour les fonctions Weyl-presque périodiques est formulé pour la sous-classe de
fonctions uniformément continues dans la métrique associée. Ainsi, des résultats de presque
périodicité seront prouvés pour des non-homogénéités presque périodiques dans la métrique
de Weyl pour un systeme différentiel linéaire, sur la base de la représentation intégrale des

solutions entierement bornées.

3.1 Définitions classiques

Bien que les définitions des espaces C,, et SP sont en fait liées aux mémes normes
(respectivement la norme infinie et la norme de Stepanov), les définitions classiques des
espaces de Weyl utilisent deux normes différentes; la norme de Stepanov définie dans le

chapitre précédent et la norme de Weyl

‘ 1 x4+l % ‘
1w = fimsup |5 [ 1 @par] " = im 171,
70 zeR z —00

induite par la distance

=

l—00 2R

1 z+l1 P
Dun(f.9) = fimswp | [ 170 = gtoype| " = i Dy (1.9
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Introduisons les six définitions suivantes.

Définition 3.1.1. Une fonction f € L] (R,R") est dite équi-presque périodique au sens
de Weyl si, pour tout e > 0,3k, l. > 0, tels que tout intervalle de longueur k, contient au

moins un réel T pour lequel

1 x4l %
sup [—/ lf(t+7)— f(t)Pdt| < e Vl> ..
z€R l x

T est dit, une équi-Weyl e-presque période (ou équi- Weyl e-translation) de f.

Notons e — ng(R,]R”), l’espace de toutes les fonctions équi- Weyl-presque périodiques.

Définition 3.1.2. Une fonction f € LT (R, R") est dite équi-WP-normale si la famille de

loc

fonctions translatées {f(. 4+ h)/ h € R} est S} -précompacte pour un l suffisamment grand.

Définition 3.1.3. Nous notons par e — WP(R, R") l’espace obtenu comme la fermeture
dans BS? de 'espace de tous les polynomes trigonométriques P(R,R™) par rapport a la
norme de Stepanov pour un | suffisamment grand. Autrement, f € e — WP si et seulement

st, Ve > 0,3l et un polynome trigonométrique P, tels que
Dsf(f, P.) <eVl>I..

Définition 3.1.4. Une fonction f € L} (R,R™) est dite presque périodique au sens de
Weyl si, pour tout € > 0,3k > 0, tel que tout intervalle de longueur k contient au moins
un réel T pour lequel
1 -+l %
llim sup {7/ lf(t+7)— f(t)Pdt| <e.
—X zeR T

T est dit, une Weyl e-presque période (ou une Weyl e-translation) de f.

Notons ng(]R, R™), lespace de toutes les fonctions Weyl-presque périodiques.

Définition 3.1.5. Une fonction f € Lj (R,R") est dite WP-normale si la famille de

loc

onctions translatées .4+ h)/ h e R} est WP-précompacte.
/
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D’une maniere analogue aux espaces de Stepanov, on peut introduire ’espace

BW? = {f € Li,(R,R")| |[f[wr < 00}

loc

Les ensembles BS? et BW? coincident (voir [BF], p. 37). Mais, la différence des normes
implique une grande différence entre les deux espaces. En fait, bien que BS” est complet
par rapport & la norme de Stepanov (voir [BF], p. 51-53), 'espace BW? est incomplet par
rapport a la norme de Weyl (voir [BF], p. 58-61).

Définition 3.1.6. Nous notons par WP(R,R™) [’espace obtenu comme la fermeture dans
BW? de ’espace de tous les polynomes trigonométriques P(R,R™) par rapport a la norme
de Weyl. Autrement, f € WP si et seulement si, Ve > 0,3 P, polynome trigonométrique
tel que

Dw»(f,P.) <e.

Il peut étre vu que 'espace e — WP est un espace intermédiaire entre les deux espaces

SP, et WP et les inclusions sont strictes (voir [ABG]).

Exemple 3.1. (Exemple d'une fonction e — WP qui n’appartient pas a S? )

On considere la fonction définie sur R par

fa) = { 1 siz €]0: 3[;

0 sinon.

Pour tout I, 7 € R, [ > 1, on a

/x \f(t+7)— f()|dt < 1.

Ainsi,
1
[

z+1
Ds,(f, f7) = sup E/ |f(t+7)— f(t)|dt] <

zeR

Pour tout € > 0, il existe [ > 1, tel que
Dg,(f, f7) <e VT eR.

Par conséquent, f € e — WP .
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D’autre part, il existe toujours = € R tel que, pour tout 7 > ¢, ot € €]0, %[, ona(l=1)

x4l
/ |lf(t+7)— f(t)|dt > e
. 1 o
De plus, si € < 3, alors (I = 1)
Ds,(f, [7) > e, VT > e

Pour 7 > 1 — %, on a aussi

1
DSl(fvf)Z2_la

ce qui montre que f ¢ SP .

Exemple 3.2. (voir [ABL]) (Exemple d"une fonction W?

, qui n’appartient pas a e—ng)

On considere la fonction f : R — R définie comme suit

0 sit<O,
f(t) = .
1 sit>D0.

Pour que l'ensemble {7|Dg,(f, f7) < €} soit relativement dense, il est nécessaire que
les valeurs arbitraires de 7 soient aussi importantes dans cet ensemble (on peut extraire
quelques suites de 7, — 00 avec n — 00).

Si on exige que [ soit (peut étre grand mais) constant pour tous les 7 (nous fixons €),

alors pour la plupart d’entre eux, on obtient 7 > [, et par la suite
1
Ds,(f, f ):lezlzcst.

Ainsi, I'inégalité souhaitée Dg,(f, f7) < €, est impossible a réaliser pour tous les T,
simultanément. Par lequel, f ¢ e — WP .
D’autre part, on a
Dw(f, f7) = lim % x 1 =0,

l—00

comme [ — 0o, on peut supposer que 7 < [. Par lequel, f € W7 .
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Collectons ci-dessous certaines propriétés importantes.

Proporiétés.

1.

Toute fonction f équi-Weyl-presque périodique est WP-bornée (voir [L], p. 222-223).
Or, comme ’ensemble de fonctions SP-bornées coincide avec I’ensemble de fonctions
WP-bornées, toute fonction équi-Weyl-presque périodique est également SP-bornée et

équi-WP-bornée.

Toute fonction équi-Weyl-presque périodique est équi-WP-uniformément continue
(voir [Bes|, p. 84). Autrement, pour tout € > 0, il existe deux nombres [, et § tels
que, si |h| < 4, alors

Dgp(f, f") < eVl > .

Les espaces e— WP coincident avec les espaces S . En effet, en raison de I'équivalence
de toutes les normes de Stepanov S}, Uexistence d’'un nombre /; pour lequel, au moyen
de la définition 3.1.3., une suite de polyndémes converge dans la norme Sﬁ implique

que la suite converge dans chaque norme S} .
Les espaces e — WP coincident avec les espaces WP (voir [Bes]).
Les espaces e — WP-normale coincident avec les espaces e — WP (voir [ABG]).

Toute fonction de W? est équi-WP-normale et WP-normale. L’inverse est en général

pas vrai, comme le montrent ces deux exemples.

Exemple 3.3. Dans [Str], p. 20-21, ils ont montré que la fonction définie sur R par

Fa) = { 1 siz €0,

0 ailleurs.

est équi-W!-normale mais pas une W!-fonction.

Exemple 3.4. Dans [Str], p. 48, ils ont montré que la fonction de Heaviside

Hz) 0 six<O,
xT) =
1 siz>0.

est Wl-normale mais pas une W!-fonction.
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A.S. Kovanko dans [K], [K1] et [K2] a donné une caractérisation de I’équi-Weyl-presque
périodicité via la relative compacité de ’ensemble de translatées obtenue par rapport a la

convergence équi-WP? uniforme introduite ci-dessous, au moyen d'un théoreme de Lusternik.
Définition 3.1.7. Une suite de fonctions f,, WP-bornées est dite,

i). Equi-WP-uniformément de Cauchy, si Ve > 0, 31, tel que

hmsup DSf(fmvfn) < 67VZ > le-

ii). Equi-WP-uniformément convergente s’il existe f € BWP? telle que, Ve > 0, 31, tel que

limsup Dgr (f, ) < €,V > L.

n—oo

Théoréme 3.1.1. (voir [K1]) Une suite de fonctions d’éléments de BW? est équi-WP-

uniformément de Cauchy si et seulement si elle est équi-WP-uniformément convergente.

Cela signifie que 'espace BW?, muni de la norme de la convergence équi-WP-uniforme

est complet.

Théoréme 3.1.2. (voir [ABG], p. 142, [K2]) Un ensemble M de fonctions équi-Weyl-
presque périodiques est compact, par rapport a la convergence équi-WP-uniforme si, pour

tout € > 0,

i). Jo > 0,71 > 0 tels que
Dgg(f, 0) < e sidg(E) <o,VT > T,,Vf € M.
ii). (Equi-e — WP-continuité) In > 0,Ty > 0 tels que
Dgr (f, f*) < e si|h| <n,VT > Ty,Vf € M.

iii). (Equi-e — WP-presque périodicité) 3T5 > 0 et un ensemble de nombres réels {1.}

relativement dense tels que

Der(f, [7) <esiT € {r VT > T3,V f € M.
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Avec 6L (E), Dgp et Dgp sont respectivement données par
T

z+T %
6am=mm=wﬁl/ uwwﬂ,

zeR T

z+T %
z%gﬁm=wU—gm;=mm{3/ uw—yuww},

zeR T

{uwm?+TW,

Dgp = sup
z€eR

ot E représente un sous-ensemble mesurable de R et, pour tout intervalle fermé [z, x + T,

E(x,o+T)=EN[z,x+T], ainsi pu désigne la mesure usuelle de Lebesgue.

Aprés tout, on est enfin prét a énoncer le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.3. (voir [K2]) La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
f soit équi- Weyl-presque périodique est que, l'ensemble de toutes les translatées {7} soit

relativement compact par rapport a la convergence équi-WP-uniforme.

Pour voir le second théoreme sur la normalité, on a besoin également de quelques

définitions introductives.

Définition 3.1.8. Soient E C R un ensemble Lebesque-mesurable, E(a,b) = E N [a,b],
pour tout intervalle [a,b] et |E(a,b)| sa mesure de Lebesgue.

Notons ainsi,

dw(E) = lim {Sup

T—oo | geR

PE(CL_;:GJFTHH ‘

Définition 3.1.9. Pour toute f,g € LI (R,R"), introduisons la distance

loc
E . 1 P %
Dy (f,9) = lim |sup | — [f(t) —g@)Pdt| | .
T—o0 | geR 2T E(a—T,a+T)
Cette distance, quand E = R, coincide avec la distance de Weyl Dy»(f, g).

On est alors prét a énoncer le théoreme de Lusternik suivant.
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Théoréeme 3.1.4. (voir [K]) La condition nécessaire et suffisante pour la compacité relative

dans la norme de Weyl d’une classe M de fonctions f € WP est que, pour tout € > 0,

i). do > 0 tel que
DE(f,0) <€ si dw(E) < 0,Yf € M.

it). (Equi-WP-continuité) 3n > 0 tel que
Dy (f, f*) < € si |n| < n,Vf € M.

iii). (Equi-WP-presque périodicité) il existe un ensemble de presque périodes réelles {.}

relativement dense tel que
‘[)M/p(j:ng) < 6,\ff)65 M.

Notons qu’en raison du fait que les espaces Cp, et SP, sont complets, il était possible
d’énoncer le critere de Bochner en termes de compacité au lieu de la précompacité. Or
étonnamment, les espaces BW? et WP ne sont pas complets par rapport a la norme de
Weyl (voir [BF], [K], [L]).

Dans [ABL], ils ont formulé le critere de Bochner en termes de précompacité. Pour ce,

on introduit la définition suivante (voir [ABLY]).

Définition 3.1.10. A une fonction f € L¥. (R, R™), on associe la translatée f* € L? (R, R")

loc loc

définie comme suit
f"(t) = f(t+h),Vt €R.

Ainsi, on obtient l'opérateur de translation, qu’on notera par 1;

R — L?

loc

h|—>fh

(R, R")

p
loc

Il peut étre vu que si f € L (R, R") est Weyl-presque périodique, alors f* — f T'est

également pour tout h € R. Si de plus Dy»(f) = Dw»(f,0) < oo, alors

Dy (f* = f) < Dwo(f") + Dwr(f) = 2Dwo(f) < oc.
Evidemment, toute fonction essentiellement bornée f satisfait Dy»(f) < oo.
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Alors, on peut prouver la Dyy»-continuité de 'opérateur de translation 7; défini en haut

sous I'hypothese suivante (voir [ABLY]).

Hyp. f € LY (R,R™) une fonction Dw»-bornée et uniformément continue en moyenne.

i.e

v0§5§+oo,v§>o,35>o,\7|h|<5:( /yfh |pdt) <§.

Proposition 3.1.1. Soit f € LY (R, R™) une fonction Weyl-presque périodique satisfaisant

T,
UHyp. Alors, Uopérateur de translation h — f" est Dy»-continue.

Démonstration. On considere 'inégalité triangulaire

Dywo(f", ) < Dwo(f", ") + Dy (f"7, f7) + Dw (f7, f)

T h+1 T (31)
=2Dw»(f, [7) + Dw= ("7, f7)
On fixe € > 0. Comme f est Weyl-presque périodique, on a
Va € R,3r € [—a,—a + k]| Dws(f, f7) < % (3.2)
ou k est la constante de la densité relative pour I’ensemble {7’ Dw»(f, f7) < 3}
SiTé€[—a,—a+kl,a<t<a+lalors0<a+7<t+7<a+7+I<k+IL
Par conséquent, Va € R,
et 5 e N
(1 [ 1= rwra) < (7 [ iro-sopa)”
a 0
Ensuite
1 1
1 ot h+T1 T p i 1 b h p i
sup | - ) = fr@)Pdt ) < (5 |f1(@t) = f(e)Pdt
a€R [ a [ 0
Ce qui donne
h+T1 T . ]_ atl htr - 3
Dy (f*77, f7) = lim sup sup | - Lf() = fT() Pt
l—o0 a€R l a (3 3)

. e ) 5
<tmsw (7 [ 170 - fora)
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En outre, par hypothese,

1

1 k+l1 P
36 > 0,V|h| < & : lim sup (7/ (1) — f(t)|pdt) < % (3.4)
[—o0 0
Autrement, )
35 > 0,Y|h| < & : Dyn(f", ) < §+§ —c.
O

En omettant cette fois-ci le probleme de complétude des espaces de fonctions Weyl-
presque périodiques, dans [ABL], ils ont tout de bon formulé le critéere de Bochner en
termes de précompacité. Un résultat similaire au théoreme que nous allons présenter, a été

développé par A. S. Kovanko dans [K]. La preuve est donc effectuée par un e-réseau.

Théoréeme 3.1.5. Une fonction f € L (R,R"™) satisfaisant 'Hyp est Weyl-presque

loc

périodique si et seulement si la famille de fonctions translatées {f"/ h e R} est Dyyp-

précompacte.
Notons que la démonstration ci-dessous est basée en partie sur L], p. 219-220 et [S].

Démonstration. On doit donc démontrer I'assertion ci-dessus dans les deux sens.
Suffisance : On suppose que la famille de translatées { " he ]R} est Dy »-précompacte
et on montre que f est Weyl-presque périodique.

On fixe € > 0. Comme { " he ]R} est Dy»-précompacte, alors il existe une suite de

translatées (f"7);en telle que
VheR,3j=1,....n: Dy(f"", f) = Duo(f", ) < e. (3.5)

Ainsi, les nombres 7 = h — h; pour j =1, ...,n sont des Dy», e-presque périodes.

On montre ensuite la densité relative de 'ensemble
{rlr=h—hj,h € R,j=1,...n; Dy»(f", f") <e}. (3.6)
Pour ce faire, soient a € R arbitraire et

k= max |hj] (3.7)
j=1l,...n
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Si h =a+k et h; satisfait (3.5), on obtient en vue de (3.7) que h — h; € [a,a + 2k]|.
Ceci est équivalent a dire que tout intervalle de longueur 2k contient une Dyy», e-presque
période de f. Autrement, 2k est une constante de densité relative pour ’ensemble (3.6),

ce qui montre que f est Weyl-presque périodique.

Nécessité : Cette fois-ci, on suppose que f est Weyl-presque périodique et on montre
que la famille de translatées { ' he R} est Dyyp-précompacte.

On fixe € > 0. L’opérateur 7y étant Dy »-continue (voir Proposition 3.1.2), on a

36 > 0,Y|w| < 8 : Dy(f, f*) < % (3.8)
Soit k une constante de densité relative pour ’ensemble {T Dw»(f, f¥) < 2} ie
VI, |I| =k, 37 € I: Dyo(f, f7) < g (3.9)
A ce k et 4, on associe un entier positif n tel que
nd <k<(n+1) (3.10)

et on pose h; = j.0, pour j =1,....,n

Soit h € R. Dans l'intervalle [—h, —h + k] de longueur k, on trouve en vue de (3.9) une

Dyw», 5-presque période 7, i.e

€
D7) < 5. (3.11)
Par ailleurs, on somme h et 7 avec j = 1,...,n, de sorte a avoir
|h+7 — h;| <. (3.12)

Ceci est possible en vue de (3.10) et du fait que 7 € [—h, —h + k].

Au moyen de (3.8),(3.11) et (3.12), il vient que
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Do (f", ) < Do (f", ") + D (17, £19)
= Dwo(f, f7) + Dwo(f"7 1 f)
€ €
=3ty =¢

Ceci montre que {fhj =1, n} est un e-réseau fini pour {fh| h e ]R}, par rapport
a la métrique de Weyl.
]

Il découle de la démonstration que, bien que, une fonction WP-normale est Weyl-presque
périodique sans aucune hypothese supplémentaire, une fonction Weyl-presque périodique
est WP-normale sous I’hypothese de continuité de 'opérateur de translation par rapport a
la métrique de Weyl. L’exemple suivant montre un exemple d’une fonction Weyl-presque

périodique (de degré 1) qui n’est pas W'-normale.
Exemple 3.5. Dans [Str], p. 42-47, ils ont montré que la fonction définie par
stz €] — 00,0],

0
flx)=4 /2 siz€ln—2n—1],n—2,4,6,..
—/2 siz€ln—1,n),n=2406,..

0|3

est Weyl-presque périodique (de degré 1) mais pas W'-normale.

3.2 Solutions équi-Weyl et Weyl-presque périodiques
des équations différentielles

Dans cette section, les résultats de presque périodicité seront prouvés pour des non-
homogénéités presque périodiques dans la métrique de Weyl, sur la base de la représentation
intégrale des solutions entierement bornées.

On considere a présent 1’équation scalaire
'+ ax = f(t), (3.13)

oua€Ret f:R— R est essentiellement bornée.
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Théoréme 3.2.1. Si [ est essentiellement bornée et équi- Weyl-presque périodique (ou
Weyl-presque périodique, respectivement) alors toute solution bornée xz : R — R de (5.13)

est équi- Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement).
La démonstration de ce théoreme est basée sur le résultat suivant (voir [R]).

Proposition 3.2.1. Si l'intégrale F(t) = fot f(s)ds, ou F : R — R™, d’une fonction
f: R — R" équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement)
est bornée sur R, alors elle est équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique,

respectivement).

Démonstration. Une solution générale de I’équation prend la forme (voir [C1])

t
x(t) = e (:c(()) +/ f(s)easds) :
0
On peut distinguer trois cas possibles selon le signe de la constante a.
i) Si a > 0, afin d’avoir une solution bornée pour ¢ — +oc, on doit prendre
+oo

z(0) = — i (s)e *ds.

Autrement, une solution particuliere de 1’équation (3.13) est

oo
z(t) = —e (s)e”**ds. (3.14)

t

Soit donc f étre équi-Weyl-presque périodique ou Weyl-presque périodique.
On suppose z(t) une solution de (3.13) bornée sur R (par la suite z(t) est WP-bornée).

A présent, on veut prouver la presque périodicité de la solution. On a évidemment
+00

ot +7) = —e®tH) (s)e™*ds.
t+1
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Ainsi

+00 +o0

l2(t +7) — 2(t)]| = [ f(s)e *ds — e

t+1 t
+o0

t

= e“t/t Oo(f(s—i-T)—f(s))e_“sds .

De plus, on a besoin de ’estimation suivante

/ e+ 7) — (0) = / e / s ) - Fls)e

f(s)e *ds

—GSdS

dt

+00
= |e2(t+7) f(s+ T)e*“(s”)ds — e / f(s)e *ds
t

B +oo
=/ e“t/ (f(s+t+7)— f(s+1))e s
«@ 0

- / i / s 1) — S5+ ) ds

dt

B +oo
g// (f(s+t+7)— f(s+1t))e *|dsdt

/+00/‘ (s+t+7)— f(s+1t))e *|dtds

:/O e=os| </ F(s+t+7)— f(s+t)\dt)ds.

Pour le cas équi-Weyl, on peut obtenir pour a« =u et f=u+1,

1 w1
Squ/ |z(t + 1) — x(t)|dt

u€eR

u€R l

400 u+l
<supy [l ([ 1+t n) = s olar) as
“+o00 1 uu-i—l
:/ yeasy(sup / |f(s—|—t—|—7)—f(s—|—t)|dt) ds
0

u€R l

—+o00
< € / e ¥ds =
0

267

Q| m

ce qui implique 1'équi-Weyl-presque périodicité de la solution .
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Pour le cas Weyl, en utilisant ’estimation introduite ci-dessus, on obtient

1 u+l
lim (sup—/ lz(t+7) — a:(t)|dt>
l—o0 uERl u
400 1 u+1
g/ ) (lim (sup—/ |f(s+t+7)—f(s+t)|dt)>ds
0 l—=00 \ ueR [ u

+o0o
< / eds =
0

ce qui implique la Weyl-presque périodicité de la solution x.

ii) Si a < 0, on prend la condition initiale

:6’

Q| ™

2(0) = / OOO F(s)e=ds.

Plutot que (3.14), la solution particuliere de I’équation (3.13) peut étre écrite aussi

w(t) = e / ; F(s)e~*ds.

Ainsi, d'une maniere similaire on peut écrire

jz(t +7) —a(t)| =

e“t/ (f(s+7)— f(s))e *ds

—0o0

/j |2 (t +7) — 2(t)]dt < /_(; le™*] (/j\f(8+t+7) - f(s+t)ydt.) ds

Pour le cas équi-Weyl, on obtient pour a = u et f =u + 1,

1 w1
sup—/ |x(t +7) — 2(t)|dt
u€R l u

0 u+l
Silelg%/_oo]e‘”] (/u i ]f(s+t+7)—f(s+t)\dt) ds
0 1 u+1
:/ |€—as| (supi/ |f(s—}—t—|—7’)—f(8—|—t)|dt) ds
—00 u€R u

ce qui implique 1'équi-Weyl-presque périodicité de la solution .
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Pour le cas Weyl, en utilisant la seconde estimation, on obtient

lim (sup : / ) - x(t)|dt>

l—=oo \ yeRr

0 1 u+l
§/ Cad (llim (supj/ |f(s—|—t+7‘)—f(s+t)|dt)>ds
— 00 — \ueR u

0
< €/ e ®ds =
—00

ce qui implique la Weyl-presque périodicité de la solution .

Q| ™

:67

iii) Si a = 0, ’équation devient

Pour ¢t € R arbitraire, on obtient la solution

z(t) = x(0) +/0 f(s)ds.

De la proposition 3.2.1., I’équi-Weyl-presque périodicité (ou la Weyl-presque périodicité,
respectivement) de la solution z, proviennent donc de la bornitude de = et de I’équi-Weyl-
presque périodicité (ou la Weyl-presque périodicté, respectivement) de f.

]

On considere maintenant le systeme
X'=AX + F(t), (3.15)
ou A € M,,»,(R) et la fonction F': R — R™ est mesurable et essentiellement bornée.

Observons que si une fonction F' : R — R" est équi-Weyl-presque périodique (ou
Weyl-presque périodique, respectivement) alors chacune de ses composantes est équi-Weyl-
presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement). L’implication inverse n’a
pas besoin de tenir pour les fonctions Weyl-presque périodiques vectorielles, car les espaces
de fonctions Weyl-presque périodiques ne semblent pas étre linéaires. En fait, une somme

de deux fonctions Weyl-presque périodiques peut ne pas étre Weyl-presque périodique !
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Afin de garantir au moins qu’une fonction dans la somme soit Weyl-presque périodique,

il suffit de supposer sa WP-continuité uniforme, comme le mentre le résultat suivant.

Proposition 3.2.2. (voir [R]) La somme d’une fonction f; Weyl-presque périodique et
uniformément WP-continue et d’une fonction fo Weyl-presque périodique est Weyl-presque

périodique.

Comme les solutions de Carathéodory bornées d’équations différentielles sont comprises
d’étre localement absolument continues et donc, en raison de l'essentielle bornitude des
non-homogénéités, elles deviennent uniformément continues. Par conséquent, elles seront
également uniformément WP-continues.

Dans ce qui suit, W désignera l’espace de toutes les fonctions Weyl-presque périodiques
uniformément WP-continues.

On reécerit le systeme (3.15) sous la forme vectorielle

(1) a1 ccc a1y 21(t) fi(t)

2! (t) Uny -+ T (t) fa(t)

Théoréme 3.2.2. Si F' est essentiellement bornée et équi-Weyl-presque périodique (ou
Weyl-presque périodique, respectivement) alors toute solution bornée X : R — R™ de (8.15)

est équi- Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement).
Démonstration. On suit les idées dans [C1], [De].
Pour la matrice A, il existe une matrice B telle qu’en posant Y = BX, on obtient

Y = CY +G(b), (3.16)

ot C' = BAB™' = [I,(\), 1g,(A2), ..., Iy, (Ap)] est la matrice constante, A;,j = 1,....p,
sont les valeurs propres de la matrice A et G(t) = BF(t) est le vecteur de fonctions équi-
Weyl-presque périodiques ou Weyl-presque périodiques. Les indices ¢; satisfaient 1'égalité

Zzz’f ¢; = n et I, (\;) désigne la matrice de type ¢; x ¢; de la forme
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En partant de I’équation scalaire de la derniere ligne du systeme différentiel (3.16), qui
satisfait les hypotheses du théoreme 3.2.1, on a sa solution équi-Weyl-presque périodique
(ou Weyl-presque périodique, respectivement). En substituant cette solution a I’équation
sur la ligne au dessus, on obtient a nouveau 1’équation scalaire dont la non-homogénéité
se compose d’'une W?-fonction (celle aprés la substitution) et une fonction Weyl-presque
périodique ou deux fonctions équi-Weyl-presque périodiques, respectivement. Ainsi, (voir
la proposition 3.2.2.), la méme conclusion suit. En répétant cette procédure, on obtient une
solution Y de (3.16) qui est équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique,
respectivement) en chacune de ses composantes. Bien que, pour le vecteur de composantes
équi-Weyl-presque périodiques, 1’équi-Weyl-presque périodicité du vecteur se déduit tout
de bon vu que, l'espace de fonctions équi-Weyl-presque périodiques est linéaire, pour le
vecteur de composantes Weyl-presque périodiques, vu que les solutions sont uniformément
WP-continues, elles deviennent WP-normales. Il s’en suit que, comme 'espace de fonctions
WP-normales est linéaire, on déduit la WP-normalité du vecteur de solutions Y, qui implique
forcément la Weyl-presque périodicité du méme vecteur. En appliquant la transformation
inverse et selon la proposition 3.2.2.; il vient que X est la solution équi-Weyl-presque
périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement) du systeme (3.15).

O
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CHAPITRE 4

Notion de presque périodicité au sens de Besicovitch

Dans ce chapitre, nous présenterons les définitions originales et alternatives de la notion
de presque périodicité au sens de A. S. Besicovitch. Des résultats de presque périodicité au

sens généralisé de Besicovitch seront prouvés pour un systeme différentiel non-autonome.

4.1 Définitions originales

Afin d’introduire les définitions originales de la notion de presque périodicité au sens

de Besicovitch, on considere les espaces de Marcinkiewicz (voir [ABG], p. 153, [M])

1

T p
MP<R>={feLfoc<R,R">:||f||Bp=nmsup [i / |f<t>|pdt] <+oo},vp21.

T—o00 2T -T

Pour le cas p = 400, on a
MZ(R) = {f € Ljpe(R,R") : || flloo = || fllre < +00} .

MP muni de la semi-norme

1

limsupr_. [ [7 F@OFdL]”", si1<p < +oo

[ f e, sip = +o0

1fll» =

est un espace semi-normé.
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Théoréeme 4.1.1. (voir [ABG], p. 153) MP est un espace topologique semi-normé complet.

Afin d’obtenir un espace normé, on considere le noyau de la semi-norme (4.1)
Ky ={feM":||fllz =0}
On considere ainsi la relation d’équivalence

f~gel|lf—gls =0;fge M (4.2)

et I'espace quotient

MP(R) = Mp/Kp’

et on note par f , ’élément appartenant a MP, correspondant a la fonction f.

Comme M? est un espace semi-normé et K, est un sous-espace, alors (4.1) représente
une norme dans MP. Ainsi, comme MP est complet, alors MP? est un espace de Banach.
On considere de plus, la classe (voir [ABG], p. 154)

T »
WP = {f e M?: lim [%/ |f(t)|”dt] existe} C MP,

T—o0 _T

qui est un espace non linéaire, vu qu’il n’est pas fermé par rapport a ’addition, comme le

montre l'exemple 5.4 dans [ABG].

Définition 4.1.1. Nous notons par BP(R,R"), l’espace obtenu comme la fermeture dans
MP de l’espace de tous les polynomes trigonométriques P(R,R™). Autrement, un élément
de BP peut étre représenté par une fonction f € Lj (R,R™) telle que pour tout e > 0, il
existe P. € P tel que

1T v
limsup | — / |f(t) — P(t)]Pdt| <.
T—o0 2T -T

Proposition 4.1.1. (voir [ABG]|, p. 156) B? est un sous-espace fermé de WP,

Il vient que, comme BP? est un sous-ensemble fermé de I'espace complet MP, il est aussi

complet.

Dans [ABI], ils ont introduit un autre espace comme la fermeture de l'espace P.
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Définition 4.1.2. Nous notons par BP, ’espace obtenu comme la fermeture abstraite de

l’espace P par rapport a la norme

1
1 [ »
| P|lgr = lim [—/ |P(t)|pdt} ;P eP. (4.3)

T—oo | 2T T
Par définition, BP est un espace de Banach et ses éléments sont les classes de suites de

Cauchy de polynémes trigonométriques par rapport a la norme (4.3).
Théoréme 4.1.2. (voir [ABG], p. 156-157) B? = BP.

La définition 4.1.1. est obtenue comme une définition d’approximation. Il est possible
de voir que cette définition est équivalente a une de type Bohr, a condition d’introduire

une nouvelle propriété des ensembles numériques.

Définition 4.1.3. Un ensemble X C R est dit satisfaisemment uniforme, sl existe un
nombre [ > 0 sachant que le rapport r du nombre mazximal d’éléments de X compris dans

un intervalle de longueur | au nombre minimal est inférieur a 2.

Proposition 4.1.2. (voir [ABG], p. 157) Tout ensemble satisfaisemment uniforme est

relativement dense. L inverse est en général pas vrai, comme le montre [’exzemple suivant.

Exemple 4.1. (voir [ABG], p. 157) Bien que, I'ensemble Z est relativement dense et
satisfaisemment uniforme, I’ensemble Z U {%}neN est relativement dense, mais il n’est pas

satisfaisemment uniforme.

Définition 4.1.4. Une fonction f € L} (R,R™) est dite Besicovitch-presque périodique
si, pour tout € > 0, il correspond un ensemble {7y}, (T; < 7 sij < i) satisfaisemment

uniforme tel que, pour chaque 1,

3=

lim sup [i / St — f(t)|pdt] < (4.4)

T—o0 2T -T

et, pour tout ¢ > 0,

1 T 1 i=n 1 [tte P
li;nj;}p o /T liin_)solip 1 l_z_:n E/t |f(x+7)— f(z)]Pde| dt| <e  (4.5)
Notons BY ), l’espace de toutes les fonctions Besicovitch-presque périodiques.
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Théoréme 4.1.3. (voir [ABG], p. 158) Bb, = B”.

Remarque 4.1. La définition 4.1.4. est assez lourde, méme sa forme simplifiée, obtenue

en substituant les conditions (4.4) et (4.5) par la condition plus simple (voir [ABG], p. 158)

1 [T 1 =
ﬁ/ [hg:solip 1 Z:Z_n lf(t+m) — f(t)\p] dt] <. (4.6)

-T

lim sup
T—o00

4.2 Deéfinitions alternatives

En raison de la difficulté des définitions originales, plusieurs auteurs ont étudié des
définitions alternatives (et méme simples) des espaces de Besicovitch, chacune d’elles basée
sur le critere de Bohr ou celui de Bochner dans la norme de Besicovitch.

Pour ce, on a besoin d’introduire certaines définitions en termes de la norme (4.1).

Définition 4.2.1. Une fonction f € LI (R, R™) est dite Doss-presque périodique si, pour

loc

tout € > 0, il correspond un ensemble {1}, relativement dense tel que

1
I v
lim sup —/ |lf(t+7)— f())Pdt| <e VT e{r}, .
Tooo |21 J_1 €
Un tel nombre T € {1}, est appelé une e-BP presque période de f.

Notons BP

bps Lespace de toutes les fonctions Doss-presque périodiques.

Définition 4.2.2. Une fonction f € LY (R,R") est dite BP-normale si, de toute suite

loc

{h;} de nombres réels, on peut extraire une sous-suite {hy,} telle que la suite de fonctions

{f(. 4 hy,)} soit BP-convergente.

Définition 4.2.3. Une fonction f € LY (R,R") est dite BP-continue si,

loc

=0 7

1 7
limlimsup—/ |f(t+7)— f(t)[Pdt = 0.
2T |

Notons BE, 'espace de toutes les fonctions BP-continues.
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Définition 4.2.4. Une fonction f € LY (R,R"™) est dite BP-réguliére si, pour tout | € R,

loc
T

1
lim sup — |f(t)|Pdt = 0. (4.7)
T—too 21 Jp_

Notons BP, l’espace de toutes les fonctions BP-régulieres.

Remarque 4.2. B? et B? sont des sous-espaces complets de M? (voir [ABG], p. 159).

R. Doss a étudié les conditions nécessaires et suffisantes pour garantir qu’une fonction
feLll (R,R") soit dans B? (voir [ABG], p. 160).

loc

Théoréme 4.2.1. Une fonction f € L} (R,R™) appartient a B? si et seulement si,
1) f est BP-bornée, i.e elle appartient a [’espace MP.

2) f est BP-continue.

3) f est BP-normale.

4) Pour tout X € R,

1 t+1 ) 1 l )
i/ f(x)e™dr — i/ f(z)e™dx|dt = 0.
¢ 0

T
lim lim sup /
=0 T 500 -T

Remarque 4.3. 1l vient que, sous les conditions 1), 2) et 4), une fonction est BP-normale

si et seulement si elle est Doss-presque périodique.

Dans [B], J. P. Bertrandias a limité son analyse aux fonctions appartenant a 1’espace

B?, en montrant ’équivalence des différentes définitions.

Définition 4.2.5. Une fonction f € BP est désormais dite MP-presque périodique si,

Ve > 0, il existe un ensemble {7.} relativement dense tel que

1 [T ,
lim sup [—/ ft+7)— f(O))Pdt| < eVre{r}.

T—00 2T -T

Notons MP

Pps Uespace de toutes les fonctions MP-presque périodiques.

Définition 4.2.6. Une fonction f € B? est dite MP-normale si l'ensemble {f7} de ses

translatées est BP-précompact.
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Théoreme 4.2.2. (voir [ABG], p. 161) Les définitions 4.2.5. et 4.2.6. sont équivalentes.

Afin de voir I'équivalence avec le troisieme type de définition, on introduit les deux

définitions suivantes.

Définition 4.2.7. Une fonction BP-bornée est dite BP-constante si, pour tout nombre réel
7_7

/7 = flls» = 0.

Définition 4.2.8. On considére la famille {kx(z)} de fonctions BP-constantes. On appelle
par un polynome trigonométrique généralisé a coefficients BP-constants, la fonction définie

par

Z Ex(z)e™® X € R™.

AER™

Notons PP, la classe de tous les polynomes trigonométriques a coefficients BP-constants.

Remarque 4.4. La classe P? est un sous-espace linéaire de B?. Evidemment, Pespace P

est un sous-espace de PP.

Théoréme 4.2.3. (voir [ABG], p. 161) Une fonction f € BY est M si et seulement si
elle est la BP-limite d’une suite de polynomes trigonométriques généralisés a coefficients
BP-constants. Autrement, MY est la fermeture, par rapport a la norme de Besicovitch, de

l’espace PP.

Collectons ci-dessous certaines propriétés importantes.

Propriétés.
1. MP est un sous-espace complet de BZ, comme de BY.
2. BP est un sous-espace complet de M5 .

3. La condition 4) du théoreme 4.2.1. est la condition nécessaire et suffisante afin qu'une

fonction /\/lgp soit dans BP?.

4. Toute fonction dans BP est BP-normale. L’inverse n’est pas vrai comme le montre

I’exemple suivant.
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Exemple 4.2. Dans [ABG], p. 163, la fonction définie par

0 si x €] — 00,0],
fl@)=1¢ /5 six€n—2n—1],n=24,6, ..

2

N3

siz €]n—1,n],n=2,4,6,...

est montrée étre BP-normale, mais pas dans B”.

5. Toute fonction BP-normale appartient a BY . L’inverse n’est pas vrai comme le montre

I’exemple suivant.

Exemple 4.3. Dans [ABG], p. 165, la fonction définie par

—1 six <0,
flz)=<¢ 0 siz=0
1 six >0,

est montrée étre dans BY || mais pas BP-normale.

6. Vp > 1, WP, C Bl et I'inclusion est stricte, comme le montre I'exemple suivant.
Exemple 4.4. Dans [ABG], p. 172-173, la fonction (p € R,p > 1 et n € Nyn > 1)

ner sin? <z <n?®+./n,
f(x) =

0 ailleurs.

est montrée étre dans BP

1 p
bp» mais pas dans WP .

G. Bruno et F. R. Grande ont prouvé un théoreme de type Lusternik, tres similaire au

théoreme correspondant au cas des fonctions uniformément presque périodiques.
Théoréme 4.2.4. (voir [ABG], p. 163) Soit F une famille d’éléments de l’espace B},
fermée et bornée. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

i). F est compacte dans la norme BP.

ii). F est BP-équi-continue, i.e pour tout € > 0, il existe 6 = §(e) > 0 tel que, si |h| < §

alors,

DBp<f7fh) < G,Vf € f
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et BP-équi-presque périodique, i.e pour tout € > 0, il existe | = l(€) > 0 tel que tout
intervalle de longueur | contient une commune e-presque période & pour toute f € F,
1.€

Dpo(f, %) <e¥VfeF.

4.3 Solutions presque périodiques au sens généralisé

de Besicovitch des équations différentielles

Les conditions suffisantes pour 'existence de solutions presque périodiques au sens de
Besicovitch pour les équations différentielles de type X' + AX = f(t),t € R ou A est une
matrice réelle et f est mesurable, essentiellement bornée et presque périodique au sens de
Besicovitch ont été établit dans [R] par L. Radova et qui sont similaires & ceux présentés
dans le chapitre précédent pour la classe Weyl. Toutefois, dans [ABL] se sont intéressé
donc, a établir les conditions suffisantes pour 'existence de solutions presque périodiques

au sens généralisé de Besicovitch pour les systéemes de Carathéodory
X'+ AX = f(t, X), (4.8)

ot f:R"! — R" et dont les solutions X (¢) sont comprises au sens de C. Carathéodory,
a savoir AC,,.(R) satisfaisant (4.8).

Dans le but de voir le résultat de presque périodicité pour les équations différentielles
dites de C. Carathéodory, introduisons la définition de presque périodicité au sens généralisé

de Besicovitch pour les fonctions de Carathéodory.

Définition 4.3.1. Une fonction de Carathéodory f(t,X) (i.e mesurable en t, pour toute
X € R", et continue en X, pour presque tout t € R) est dite presque périodique en t au
sens généralisé de Besicovitch, uniformément par rapport a X € R™, si pour tout € > 0
et tout D > 0, il existe un nombre positif k = k(e, D) tel que, dans chaque intervalle de

longueur k, il existe au moins un nombre T vérifiant (pour | X| < D)

1 T
Tliir;oﬁ/T|f(t+T,X) — (L X)|dt < e. (4.9)
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Théoreme 4.3.1. Si les hypothéses suivantes sont satisfaites.
i) A est une n x n-matrice constante hyperbolique.

ii) La fonction de Carathéodory f(t,X) : R"™ — R" est essentiellement bornée en t et
Lipschitzienne-continue en X, pour presque tout t € R, avec une constante L < %,

ou les constantes \ et k sont spécifiées ci-dessous.

iii) f(t,X) est presque périodique en t au sens généralisé de Besicovitch, uniformément

par rapport a X € R™.

Alors, (4.8) admet une solution presque périodique au sens généralisé de Besicovitch.

Démonstration. 11 découle des investigations menées dans [A] que les conditions i) et ii)
représentent les hypotheéses imliquant 1’existence d’une solution entierement bornée X (t)

de I’équation (4.8). Cette solution prend la forme

+o00
X(t) = / G(t,s)f(s,X(s))ds, (4.10)

o0

ou la fonction de Green G(t, s) satisfait respectivement pour ¢ > s et pour ¢t < s,
IG(t,s)| < ke M9t > 5 |G, s)] < ke 7Y ¢ < s.

Par hypotheses, pour tout € > 0 et tout D > 0, il existe un nombre positif k = k(e, D)
tel que, dans chaque intervalle de longueur k, il existe au moins un nombre 7 satisfaisant
(4.9), pour | X| < D. Comme pour X (t) qui prend la forme (4.10), on a aussi

+00 +oo

X({t+71)= Gt+1,9)f(s,X(s))ds = G(t,s)f(s+7,X(s+7))ds.

—00 —0o0

On peut explorer

/T X(E+7) — X(8)]dt,

-7
pour prouver la presque périodicité de X (¢) dans la métrique de Besicovitch utilisée dans
(4.9). Par conséquent, en appliquant (bien aprés plusieurs étapes) le fameux théoreme de
Fubini et en utilisant la norme ||.|| = sup,cg |.| et des normes vectorielles et matricielles

compatibles, on obtient successivement

61



/_Z|X(t+r) _ X(b)|dt = /_i

dt

/_ ) Gt s) [f(s+7 X (s + 7)) = f(s,X(s))] ds

< [ ][ T 1600156 4 7.6 47— st X0 5]

< [0 [ rer st s X ) sto, Ko fass

b [ R XG0 = 1 X

k[ (X = X [ )
+k/j (|f(s+7'),X(s+7')) - f(s,X(s))|/sT e—W—S)ds) d+
v [ (1756 ) - 5. X(6)] [ A e

+ k/;oo (\f(s 1), X (54 7)) — f(5,X(5))] /_i e’\(t_s)ds) dt

_ B _ e_’\T)/ (s + 7 X (s + 7)) — f(s, X(s))|ds+

X
#53 [U=TD sk 7 X s+ 1) Fls X (o)

3= X (s ) = o X (o) s

+§(6AT—6AT)/T OOe’As|f(s—|—7',X(5—|—T)) — f(s,X(s))|ds

<[ M X () = s X () s

2R+ X (7)) — £ X ()]

Comme X (t) est bornée et par conséquent || f(t, X (t))|| < oo, le dernier terme disparait

dans la métrique de Besicovitch utilisée dans (4.9). Donc, en outre, on obtient au moyen

de (4.9) et la propriété de Lipschitz que,
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le_{rolo% l/T |X(t+7)—X(t)|dt]

=T

<2 g | [ 1 X n) - fe Xl
< 2 im o | [ 1A r X 1) = e X0) 415+ 7 X (0) ~ X0

-T

2¢ek k . 1 T

ou L est suffisamment petit.

On est donc arrivé a

lim — /T|X(t+) x@)dt| < 2% 1 ork pim L /T|X(t—|—) X (1)]dt
T2 2T | | 1 T =) N T 2T | ] 4 ’ '

Autrement,

2Lk 1 T 2¢k
- im — — <
(1 5 ):rlgilo 5T U | X(t+T) X(t)|dt} <=

=T

Apres tout, on arrive a

1 T 2k
lim — X - X i
m o7 | [, W - xom] < 250

pour autant que L < ﬁ, qui déja vérifie la presque périodicité désirée de X ().
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. / / I
Conclusion générale

Dans le cadre de notre étude de I'article [ABL], nous nous sommes intéressés a certains
problemes de presque périodicité dans diverses métriques.

Le tout premier probléeme qui se posa concernait I'hiérarchie des espaces de fonctions
presque périodiques. Cela nous a conduit immédiatement a examiner les trois types de
définitions de fonctions presque périodiques dans diverses métriques. Pour pouvoir répondre
a ce probleme, nous étions basés sur 'oeuvre de J. Andres, A. M. Bersani et R. F. Grande
[ABL], ou ils ont clarifié I’hiérarchie désirée. Entre outre, ils ont vu que, bien que pour les
espaces C,, et SP_les trois types de définitions sont équivalentes, pour les espaces restants

PP
e— WP, WP et BY | I'équivalence ne tient plus.

Le second probleme portait sur 'approche du probleme de presque périodicité comme
un probleme du point fixe pour les équations différentielles. Cette approche inhabituelle
était basée sur le principe de contraction de Banach et, le théoreme du point fixe de
Schauder-Tikhonov. Sous une entrée Stepanov-presque périodique, les solutions presque
périodiques (montrées tout de bon étre non-purement Stepanov-presque périodiques mais,
améliorement uniformément presque périodiques) devaient correspondre aux points fixes
des opérateurs associés dans des espaces fonctionnels appropriés.

Le troisieme probleme relevait de la non-complétude des espaces de fonctions Weyl-
presque périodiques par rapport a la norme de Weyl. En fait, en raison de la complétude
des espaces de fonctions presque périodiques au sens de Bohr et Stepanov, il était possible
d’exprimer le critere de Bochner en termes de compacité au lieu de la précompacité. De
ce fait, on voulait examiner le critere de Bochner en termes de précompacité pour les

fonctions Weyl-presque périodiques, en omettant le probleme de completude; qui était
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certainement, une condition moins forte que la compacité stricte. Et d’ici, on avait pu
voir que, sous I'hypothese d’uniforme continuité par rapport a la métrique de Weyl, les
espaces de fonctions WP-normales et de fonctions Weyl-presque périodiques étaient devenus
équivalents.

Le tout dernier probleme était relatif a I’existence de solutions presque périodiques au

sens généralisé de Besicovitch des systemes différentiels de Carathéodory
X'+ AX = f(t,X), ot f: R"™ — R",

dont les solutions étaient comprises au sens de Carathéodory; ou on avait montré que,
sous des hypotheéses imposées sur la matrice A et la fonction de Carathéodory f(t, X)
respectivement ; a savoir, ’hyperbolicité de la matrice A, la bornitude essentielle en %, la
Lipschitziannité-continuité en X, pour presque tout ¢ € R avec une constante L < ﬁ
et, la presque périodicité au sens généralisé de Besicovitch uniformément par rapport a
X € R™ de la fonction f(t, X), le systeme de Carathéodory admettait une solution presque

périodique au sens généralisé de Besicovitch.
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ANNEXE A

Eléments d’analyse fonctionnelle

A.1 Compacité, relative compacité et précompacité

Définition A.1.1. On dit qu’une partie C' d’un espace métrique (E,d) est compacte si de
tout recouvrement ouvert par des boules (pas forcément de méme rayon), on peut extraire
un sous-recouvrement fini. Autrement, si de toute suite d’éléments de C, on peut extraire

une sous-suite convergente dans C.

Définition A.1.2. On dit qu’une partie C d’un espace métrique (E,d) est relativement
compacte si C est compacte. Autrement, si et seulement si de toute suite d’éléments de C,

on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

Définition A.1.3. On dit qu’une partie C' d’un espace métrique (E,d) est précompacte si
pour tout € > 0, on peut recouvrir C' par un nombre fini de boules de rayon €. Autrement,

si de toute suite d’éléments de C, on peut extraire une sous-suite de Cauchy dans C.

La notion de précompacité est donc plus faible que celle de compacité. Toutefois, elles

coincident dans un espace métrique complet.
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A.2 Espaces de Fréchet

Définition A.2.1. Un espace vectoriel topologique réel est dit de Fréchet si’il est a la fois;

localement convexe, métrisable et complet au sens des espaces uniformes.

A.3 Théoremes du point fixe

Dans les deux théoremes du point fixe suivants, les conditions géométriques sur I’espace
et/ou les applications jouent un role crucial. Tout de bon, ils sont valables dans le cadre

au moin d’un espace métrique, habituellement d’un espace de Banach.

A.3.1 Principe de contraction de Banach

Théoréme A.3.1. Soit (E,d) un espace métrique complet.
Si Uapplication T : E — E est contractante de rapport k < 1, alors T admet un unique

point fize x € E vérifiant T'(x) = x.

A.3.2 Théoreme du point fixe de Schauder-Tikhonov

Théoréme A.3.2. Soit (E,d) un espace métrique.

Considérons C' C E un convexe fermé non vide et T : C — C' une application continue

telle que T'(C') est compacte dans E. Alors T admet un point fire x € E vérifiant T (z) = x.
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ANNEXE B

Equations différentielles au sens de Carathéodory

On considere X (.) et f(., X) des fonctions vectorielles telles que la fonction

fRxR"—R"
(t, X) = f(t, X),

satisfait les conditions dites de Carathéodory
i) f(t, X) mesurable en t, pour tout X € R".
ii) f(t, X) continue en X, pour presque tout ¢t € R.

Alors, I'équation différentielle
X'+ AX = f(t,X),

est dite de Carathéodory ou, X (.) est un vecteur et f(., X) satisfait les conditions i) et ii).
X(.) est solution de I'équation différentielle de Carathéodory si elle est localement

absolument continue et satisfait pour to € R,

X(ty) = Xo + /Oto f(s,X(s))ds.

Si de plus, f(., X) est lipschitzienne alors, la solution X (.) est unique.
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