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Résumé

Les trois types de définitions de la presque périodicité données en termes de critère
de Bohr, critère de Bochner et critère d’approximation polynômiale sont examinées dans
diverses métriques (Stepanov, Weyl et Besicovitch). L’existence et l’unicité de solutions
presque périodiques sont étudiées pour des équations différentielles ordinaires. Ce problème
est aussi approché par un problème du point fixe dans des espaces fonctionnels appropriés.

Mots clés : Fonctions presque périodiques, métriques de Stepanov, Weyl et Besicovitch,
transformée de Bochner, solutions presque périodiques, problème du point fixe.
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Introduction

La notion de presque périodicité a été introduite par des astronomes, en particulier

par C. Ptolémée pour expliquer le phénomène de réfraction atmosphérique qui se produit

lors de l’observation du soleil ou de la lune, et par E. Elsclangon en 1902 pour généraliser

les fonctions périodiques. Un peu plus tard, en 1923, le mathématicien danois H. Bohr

s’intéressa à la fonction zêta de Riemann et aux séries de Dirichlet qui ont un comportement

régulier mais qui n’est pas aussi fort que la périodicité. Ceci a permet à Bohr de trouver

une condition moins restrictive mais suffisante pour avoir une certaine analogie avec les

fonctions périodiques.

Depuis ce temps, cette théorie a connu beaucoup de progrès et elle a été généralisé dans

diverses extensions, notamment par S. Bochner [Boc] qui a étendu la notion de presque

périodicité au cas des fonctions à valeurs dans un espace de Banach, A. S. Besicovitch

[Bes], [Bes1] qui a défini la presque périodicité pour des fonctions analytiques, L. Amerio

et G. Prouse [AP], C. Corduneanu [C1], [C2], [C3], R. Doss [Dss], [Dss1], A. M. Fink [F],

A. S. Kovanko [K], [K1], [K2], B. M. Levitan [L], A. A. Pankov [P], S. Zaidman [Z], ainsi

que V. V. Zhirkov [ZL]... ont traité les aspacts de base et ont contribué au développement

de cette théorie.

Dans la théorie des fonctions presque périodiques, il est utilisé de nombreuses diverses

définitions, principalement liées aux noms de H. Bohr, S. Bochner, V. V. Stepanov, H. Weyl

et A. S. Besicovitch. D’autre part, il est réellement parfois difficile de reconnaître si ces

définitions sont équivalentes ou si l’une découle d’une autre. En fait, il est bien connu que,

par exemple, les définitions des fonctions presque périodiques au sens de Bohr (dites aussi

uniformément presque périodiques) données en termes de critère de Bohr (densité relative
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de l’ensemble des ε-presque périodes), critère de Bochner (précompacité de l’ensemble de

translatées), la fermeture de l’espace de polynômes trigonométriques dans la norme infinie

(dit aussi approximation polynômiale), sont équivalentes (voir par exemple [Bes], [C1]).

La même chose est vraie pour la classe Stepanov de fonctions presque périodiques (voir

par exemple [Bes], [BF], [GKL], [P]). Mais si on veut faire une certaine analogie pour, par

exemple, la classe Besicovitch de fonctions presque périodiques, l’équivalence n’est plus

vraie. Pour la classe Weyl de fonctions presque périodiques, la situation semble encore plus

compliquée, car dans la définition standarde (critère de Bohr), la métrique de Stepanov est

utilisée, curieusement, au lieu de la métrique de Weyl !

Une contribution importante à l’étude de l’équivalence des différentes définitions des

espaces de Stepanov (ou même de type Weyl et Besicovitch), est venue d’A. S. Kovanko.

En raison du fait que les espaces de fonctions presque périodiques au sens de Bohr

et au sens de Stepanov sont complets, il est possible d’énoncer le critère de Bochner en

termes de compacité au lieu de la précompacité. Étonnamment, les espaces de fonctions

presque périodiques au sens de Weyl est incomplet dans la métrique de Weyl. Ce problème

majeur, qui fait l’approche et les outils classiques de l’analyse fonctionnelle inapplicable,

en particulier, le théorème du point fixe dans les espaces de Banach ; contrairement à la

classe Stepanov.

Notons que, les applications aux équations différentielles sont d’un immense intérêt.

En effet, de nombreux auteurs ont été intéressé au fil du temps à l’étude des problèmes

relatifs à l’existence et l’unicité des solutions presque périodiques (dans divers sens) pour

différents types d’équations différentielles à coefficients uniformément, Stepanov, Weyl et

Besicovitch-presque périodiques.

Dans ce mémoire, nous nous sommes inéressés à l’oeuvre de J. Andres, A. M. Bersani

et K. Lesniak [ABL], dans laquelle ils ont étudié certains problèmes de presque périodicité

dans diverses métriques, relatifs aux espaces de fonctions presque périodiques et même

aux applications appropriées aux équations différentielles ordinaires. Nous développons

une partie de cette oeuvre ; à savoir l’étude des solutions de type presque périodique de

certaines classes d’équations différentielles dans les métriques de Stepanov et Besicovitch.

Un critère de Bochner pour la classe de Weyl est présenté sous une condition d’uniforme

continuité dans la métrique associée.
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Le mémoire est composé principalement de quatre chapitres organisés comme suit.

Dans le 1er chapitre introductif, nous allons définir au début la notion de périodicité

des fonctions réelles ainsi que les propriétés essentielles associées, puis nous présenterons

les définitions et les propriétés élémentaires de la notion de presque périodicité au sens de

Bohr. Des résultats d’existence et d’unicité des solutions uniformément presque périodiques

seront démontrés pour des équations différentielles ordinaires à coefficients uniformément

presque périodiques.

Le 2nd chapitre est dédié à la presque périodicité au sens de Stepanov ; nous y présentons

les définitions et propriétés essentielles de cette notion. Une attention particulière sera

accordée à l’approche du problème de presque périodicité comme un problème du point

fixe pour des équations différentielles appropriées.

Dans le 3ème chapitre, nous allons présenter les définitions classiques de la notion de

presque périodicité au sens de Weyl. Des résultats de presque périodicité seront prouvés

pour des non-homogéniétés presque périodiques, sur la base de la représentation intégrale

des solutions bornées.

Dans le 4ème chapitre, nous allons illustrer les définitions originales et alternatives de la

notion de presque périodicté au sens de Besicovitch. Des résultats de presque périodicité

seront énoncés particulièrement pour un système différentiel non-autonome.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre introductif, nous allons au début rappeler brièvement la notion de

périodicité puis, nous introduirons les définitions et les propriétés élémentaires de la notion

de presque périodicité au sens de H. Bohr. À la traîne, nous reverrons deux résultats

classiques d’existence et d’unicité des solutions uniformément presque périodiques pour

des équations différentielles ordinaires à coefficients uniformément presque périodiques.

Dans tout ce qui suit, nous nous intèresserons aux fonctions définies sur R à valeurs

dans Rn.

1.1 Fonctions périodiques

Définition 1.1.1. Une fonction f : R → Rn est dite périodique lorsque, ∃T > 0 tel que

∀x ∈ R, f(x + T ) = f(x).

On dit alors que T est une période de f .

Le graphe d’une fonction périodique de période T > 0 reproduit de façon répétitive

n’importe quelle portion particulière de longueur une période T . C’est une propriété dite

invariance par translations.
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Exemple 1.1. La fonction f définie par

f(x) = x− E[x],

où E[x] désigne la partie entière de x, est une fonction périodique de période 1.

Certaines propriétés des fonctions périodiques sont résumées ci-dessous.

Propriétés.

1. Toute fonction continue périodique est bornée et uniformément continue.

2. L’ensemble de périodes d’une fonction périodique est un sous-groupe additif de R.

3. Toute fonction continue périodique et non-constante admet une plus petite période

strictement positive. Le fait que la fonction soit continue est indispensable, comme

le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.2. La fonction indicatrice de Q

f(x) =

{
1 si x ∈ Q,

0 sinon.

est périodique de période r, ∀r ∈ Q. Cependant, il peut être facilement vérifié que

l’ensemble de périodes strictement positives de f est Q∗
+, or inf Q∗

+ = 0 /∈ Q∗
+ !

4. L’ensemble de fonctions continues périodiques de même période est un sous-espace

vectoriel de l’ensemble de fonctions continues. Ce n’est par contre pas le cas pour

l’ensemble de toutes les fonctions périodiques continues. Pour s’en convaincre,

Exemple 1.3. Considérons la fonction

f(x) = eix + ei
√

2x.

Les deux fonctions eix comme ei
√

2x, sont évidemment périodiques de périodes 2π et
√

2π, respectivement. Toutefois, f est montrée ne pas être périodique.

5. L’ensemble de fonctions continues périodiques n’est pas stable par passage à la limite

uniforme. L’exemple suivant affirme cette assertion.
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Exemple 1.4. La suite de fonctions périodiques

fn(x) =
k=n∑
k=1

1

2k
sin2(

πx

2k
); n ∈ N∗,

est 2n-périodique, ∀n ∈ N∗. Ensuite, la série de fonctions
∑

n≥1
1
2n sin2

(
πx
2n

)
étant

normalement convergente, elle est donc uniformément convergente sur R. Toutefois,

si on note par f la somme de la série, on peut montrer qu’il n’existe aucun T 6= 0

pour lequel f(x + T ) = f(x),∀x ∈ R.

6. La dérivée d’une fonction T -périodique est T -périodique de moyenne nulle.

7. Une fonction f continue, T -périodique admet une fonction primitive T -périodique si

et seulement si f est de moyenne nulle.

1.2 Fonctions uniformément presque périodiques

Nous allons maintenant introduire les définitions et les propriétés essentielles de la

notion de presque périodicité au sens de H. Bohr, dite aussi presque périodicité uniforme.

Considérons l’espace C(R, Rn) de toutes les fonctions continues, définies sur R à valeurs

dans Rn.

Définition 1.2.1. Un nombre réel τ est appelé ε-presque période (ou encore ε-translation)
de f ∈ C(R, Rn) lorsque,

sup
t∈R

|f(t + τ)− f(t)| ≤ ε.

L’ensemble des ε-presque périodes de f est noté par T (f, ε) ou encore Tε(f).

Définition 1.2.2. Une fonction f ∈ C(R, Rn) est dite uniformément presque périodique
si, ∀ε > 0, ∃k > 0 tel que tout intervalle de longueur k contient au moins une ε-presque
période τ pour laquelle

sup
t∈R

|f(t + τ)− f(t)| ≤ ε.

Autrement si, ∀ε > 0, T (f, ε) est relativement dense dans R, i.e

∀ε > 0,∃k > 0 tel que ∀a ∈ R, [a, a + k] ∩ T (f, ε) 6= ∅.

Notons Cpp(R, Rn), l’espace de toutes les fonctions uniformément presque périodiques.
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Proposition 1.2.1. (voir [AP], p. 5, [Bes], p. 2) Toute fonction uniformément presque
périodique est uniformément bornée et uniformément continue.

Proposition 1.2.2. (voir [AP], p. 6, [Bes], p. 3) Si une suite de fonctions uniformément
presque périodiques fn converge uniformément dans R vers une fonction f , alors f est
également uniformément presque périodique.

En d’autres termes, l’ensemble de fonctions uniformément presque périodiques est fermé

par rapport à la convergence uniforme. Comme il est un sous-ensemble fermé de l’espace

de Banach BC = C ∩ L∞ (i.e l’espace de fonctions continues bornées, muni de la norme

infinie), il découle que

Proposition 1.2.3. Cpp(R, Rn) muni de la norme infinie est un espace complet.

La définition ci-dessus n’est pas vraiment maniable, il est donc souhaitable de donner

des critères équivalents.

Définition 1.2.3. Une fonction f ∈ C(R, Rn) est dite uniformément normale si, pour
toute suite de nombres réels (hn), on peut extraire une sous suite (h′n) telle que la suite de
fonctions translatées {f(. + h′n)} soit uniformément convergente.

On dit aussi que la fonction f vérifie le critère de Bochner.

En d’autres termes, f est dite uniformément normale si l’ensemble de translatées est

précompact dans BC.

Rappelons maintenant, la définition d’un polynôme trigonométrique généralisé.

Définition 1.2.4. Un polynôme trigonométrique généralisé est une application notée P

d’éléments de R à valeurs dans Rn définie par

P (x) =
k=n∑
k=1

ake
iλkx, où ak ∈ Rn, λk ∈ R.

Tout polynôme trigonométrique est uniformément presque périodique. Ainsi, en vue

de la proposition 1.2.2., toute fonction f obtenue comme limite d’une suite de polynômes

trigonométriques uniformément convergente, est uniformément presque périodique. Il est

donc tout à fait naturel d’introduire la définition suivante.
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Définition 1.2.5. Nous notons C0(R, Rn) l’espace de Banach obtenu comme la fermeture
dans BC muni de la norme uniforme de l’espace de tous les polynômes trigonométriques
P(R, Rn). Autrement, f ∈ C0 si et seulement si, ∀ε > 0, ∃Pε polynôme trigonométrique
tel que

sup
x∈R

|f(x)− Pε(x)| ≤ ε.

Illustrons un exemple d’une fonction uniformément presque périodique.

Exemple 1.5. La fonction définie sur R par

f(x) = sin(x)− 1√
2

sin(
√

2x),

n’est pas périodique toutefois, elle est uniformément presque périodique comme polynôme

trigonométrique.

Les trois définitions 1.2.2., 1.2.3. et 1.2.5. sont montrées pour être équivalentes.

Théorème 1.2.1. (voir [AP], p. 4, [Bes], p. 11-12, [L], p. 23-27) Une fonction f ∈ C(R, Rn)

est uniformément presque périodique si et seulement si elle est uniformément normale.

Théorème 1.2.2. (voir [BB], p. 226) Une fonction f ∈ C(R, Rn) est uniformément presque
périodique si et seulement si elle appartient à C0(R, Rn).

Pour montrer l’équivalence entre les définitions 1.2.2., 1.2.3. et 1.2.5., dans son livre

[C1], p. 15-23, C. Corduneanu suit une autre façon ; il montre en fait que

Définition 1.2.5. ⇒ Définition 1.2.3. ⇒ Définition 1.2.2. ⇒ Définition 1.2.5.

L. A. Lusternik a étudié la condition nécessaire et suffisante afin de garantir qu’une

famille de fonctions uniformément presque périodiques soit précompacte, en introduisant

la notion d’équi-presque périodicité.

Théorème 1.2.3. (voir [ABG], p. 126-127, [C1], p. 143, [LZ], p. 7) La condition nécessaire
et suffisante pour qu’une famille F de fonctions f ∈ Cpp(R, Rn) soit précompacte est que,

i) F est équi-continue, i.e pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|f(x1)− f(x2)| < ε si |x1 − x2| < δ,∀f ∈ F .
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ii) F est équi-presque périodique, i.e pour tout ε > 0, il existe l > 0 tel que

|f(x + τ)− f(x)| < ε,∀f ∈ F ,∀x ∈ R.

iii) ∀x ∈ R, l’ensemble de valeurs f(x) de toutes les fonctions f ∈ F est précompact.

Remarque 1.1. La condition iii) coïncide avec ce qui suit.

iii’) ∀x ∈ R, l’ensemble de valeurs f(x) de toutes les fonctions f ∈ F est uniformément

borné.

Certaines propriétés essentielles des fonctions uniformément presque périodiques sont

collectées ci-dessous.

Propriétés. Soit f ∈ C(R, Rn) une fonction uniformément presque périodique.

1. Supposons que f est dérivable. Si de plus, f ′ est uniformément continue alors f ′ est

uniformément presque périodique.

2. Soit F une fonction primitive de f . Alors, F est uniformément presque périodique si

et seulement si l’image de F est relativement compacte dans Rn (Autrement, F est

bornée).

3. ∀a ∈ R, f(ax), f(x + a) et af(x) sont également uniformément presque périodiques.

4. Soit g une fonction uniformément presque périodique alors, f+g et f.g sont également

uniformément presque périodiques.

1.3 Solutions uniformément presque périodiques des

équations différentielles

Dans cette section, nous étudions le problème d’existence et d’unicité des solutions

uniformément presque périodiques du système différentiel

X ′(t) = AX(t) + F (t), (1.1)

où A est une matrice réelle et F (t) une fonction vectorielle.
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Commençons par l’étude d’existence d’une solution uniformément presque périodique

pour le système ci-dessus. On a le résultat suivant.

Théorème 1.3.1. Si pour tout i = 1, ..., n, la fonction composante fi est uniformément
presque périodique (i.e F est uniformément presque périodique) alors toute solution bornée
du système (1.1) est uniformément presque périodique.

Pour démontrer ce théorème, on fait appel à la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Si f est uniformément presque périodique alors toute solution bornée
de l’équation différentielle scalaire

x′(t) = ax(t) + f(t), a ∈ R,

est uniformément presque périodique.

On va d’abord démontrer la proposition énoncée ci-dessus.

Démonstration. Une solution générale de l’équation différentielle en dimension une prend

la forme

x(t) = eat

(
c +

∫ t

0

e−asf(s)ds

)
, c ∈ R.

On peut distinguer trois cas selon le signe de la constante a.

Premier cas : Si a > 0, on remarque que

lim
t→+∞

|eat| = lim
t→+∞

eat = +∞.

Il est donc nécessaire d’avoir

lim
t→+∞

(
c +

∫ t

0

e−asf(s)ds

)
= 0.

On prend alors

c = − lim
t→+∞

∫ t

0

e−asf(s)ds = −
∫ +∞

0

e−asf(s)ds.
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La quantité c est finie car

|e−asf(s)| ≤ ‖f‖∞e−as < +∞.

Par conséquent, le seul candidat borné est

x(t) = −eat

∫ +∞

t

e−asf(s)ds,

qu’on peut réecrire sous la forme

x(t) = −
∫ +∞

t

e−a(s−t)f(s)ds.

Reste donc à vérifier que cette solution est uniformément presque périodique.

En posant u = s− t, on obtient

x(t) = −
∫ +∞

0

e−auf(u + t)du.

Alors ∀t, τ ∈ R,

|x(t + τ)− x(t)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0

e−auf(u + t + τ)du−
∫ +∞

0

e−auf(u + t)du

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ +∞

0

e−au [f(u + t + τ)− f(u + t)] du

∣∣∣∣
≤
∫ +∞

0

e−au |f(u + t + τ)− f(u + t)| du

≤ sup
t∈R

|f(t + τ)− f(t)| .
∫ +∞

0

e−audu

≤ sup
t∈R

|f(t + τ)− f(t)| .
[
−1

a
e−au

]+∞

0

≤ 1

a
sup
t∈R

|f(t + τ)− f(t)| .

Soit maintenant τ une aε-presque période de f. Alors, τ est une ε-presque période de x.
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Deuxième cas : Si a < 0, on remarque que

lim
t→−∞

|eat| = lim
t→−∞

eat = +∞.

D’une maniére analogue au cas où a > 0, on déduit que l’unique candidat borné est

x(t) = eat

∫ t

−∞
e−asf(s)ds.

En reécrivant cette solution sous la forme

x(t) =

∫ t

−∞
e−a(s−t)f(s)ds,

et en posant u = s− t, on montre de même que x est uniformément presque périodique.

Troisième cas : Si a = 0, l’équation devient

x′(t) = f(t).

Pour t ∈ R arbitraire, on obtient la solution

x(t) = c +

∫ t

0

f(s)ds.

La solution x est supposée être bornée, alors nécessairement
∫ t

0
f(s)ds est bornée.

De plus, f étant uniformément presque périodique, il vient que
∫ t

0
f(s)ds est aussi

uniformément presque périodique, d’où x est uniformément presque périodique.

On est désormais en mesure de démonstrer le théorème 1.3.1.

Démonstration. Sans perte de généralités, on peut supposer en fait que la matrice A est

triangulaire supérieure. En effet, on peut trouver une matrice P non singulière (inversible)

et une matrice T triangulaire supérieure telles que A = P−1TP .

On montre à présent le résultat pour une matrice T triangulaire supérieure auquel cas

X ′(t) = TX(t) + F (t); tij = 0,∀i > j.
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On a

X ′(t) = TX(t) + F (t) ⇔ x′i(t) =

j=n∑
j=i

tijxj(t) + fi(t),∀i = 1, ..., n.

De la nième équation, et d’aprés la proposition 1.3.1., on déduit que xn est uniformément

presque périodique.

Maintenant, on considère la (n− 1)ième équation

x′n−1(t) = tn−1,n−1xn−1(t) + (tn−1,nxn(t) + fn−1(t)) .

En appliquant à nouveau la proposition 1.3.1., on peut affirmer à nouveau que xn−1 est

uniformément presque périodique.

On continue ce procédé en considérant successivement les (n − i)ièmes équations pour

tout i ≤ 2, on confirme à chaque fois grâce à la proposition 1.3.1. que xn−i est uniformément

presque périodique, jusqu’à ce qu’on atteint la 1ère équation (i.e pour i = n − 1), afin de

conclure que la solution de l’équation initiale X ′(t) = TX(t) + F (t) est uniformément

presque périodique.

On revient maintenant au cas général où A = P−1TP , avec T triangulaire supérieure.

On a
X ′(t) = AX(t) + F (t) ⇔ X ′(t) =

(
P−1TP

)
X(t) + F (t)

⇔ PX ′(t) = (TP ) X(t) + PF (t)

⇔ Z ′(t) = TZ(t) + G(t),

où Z(t) = PX(t) et G(t) = PF (t).

F étant uniformément presque périodique, G l’est aussi. Ainsi, X étant bornée donc Z

l’est également.

Par conséquent, comme T est triangulaire supérieure, on déduit que Z est uniformément

presque périodique comme solution du système différentiel Z ′(t) = TZ(t) + G(t).

Or Z(t) = PX(t), équivaut à X(t) = P−1X(t), d’où X est uniformément presque

périodique.

Maintenant, on étudie la condition suffisante pour l’existence et l’unicité d’une solution

uniformément presque périodique pour toujours le même système différentiel.
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Théorème 1.3.2. Si pour tout i = 1, ..., n, la fonction composante fi est uniformément
presque périodique, et si la matrice A ne possède aucune valeur propre de partie réelle nulle,
alors le système (1.1) admet une unique solution bornée uniformément presque périodique.

De plus, si M = sup1≤i≤n ‖fi‖∞ alors, ‖X‖∞ ≤ K.M où K ne dépend que de A.

Démonstration. Sans perte de généralités, on peut supposer à nouveau que la matrice A

est triangulaire supérieure avec les valeurs propres sur la diagonale.

On montre le résultat par récurrence sur la dimension du systéme.

- D’aprés toujours la proposition 1.3.1., le résultat est vrai en dimension une.

- On suppose que le résultat est vrai en dimension n, et on montre qu’il reste encore vrai

en dimension supérieure n + 1.

Pour ce faire, on considére le systéme à (n + 1) équations

x′i(t) =

j=n+1∑
j=i

tijxj(t) + fi(t),∀i = 1, ..., n + 1.

Ce système est équivalent au système décomposé{
x′i(t) =

∑j=n
j=i tijxj(t) + fi(t),∀i = 1, ..., n

x′n+1(t) = tn+1,n+1xn+1(t) + fn+1(t)

La (n + 1)ième équation admet d’après la proposition 1.3.1., une unique solution bornée

uniformément presque périodique. De plus, par hypothèse, le système à n équations

X ′(t) = TX(t) + F (t),

admet aussi une unique solution bornée uniformément presque périodique.

On déduit donc que le résultat reste vrai en dimension n + 1.

Dans le cas général où A = P−1TP avec T triangulaire supérieure, il suffit de montrer

le résultat pour le système

Z ′(t) = TZ(t) + G(t),

où Z(t) = PX(t) et G(t) = PF (t) pour lequel le résulat est déja démontré ci-dessus, afin

d’affirmer le résultat pour le système initial.
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On pose maintenant M = sup1≤i≤n ‖fi‖∞ et on montre que ‖X‖∞ ≤ K.M . On a,

‖X‖∞ ≤ K.M ⇔ ‖xi‖∞ ≤ K.M,∀i = 1, ..., n ⇔ sup
1≤i≤n

|xi| ≤ K.M,∀i = 1, ..., n.

On considère à présent le système avec T triangulaire supérieure

X ′(t) = TX(t) + F (t) ⇔ x′i(t) =

j=n∑
j=i

tijxj(t) + fi(t),∀i = 1, ..., n.

Soit à l’instant la nième équation

x′n(t) = tn,nxn(t) + fn(t).

En supposant que tn,n > 0, l’unique solution bornée est donnée par

xn(t) = −etn,nt

∫ +∞

t

etn,nsfn(s)ds,

il s’en suit

|xn(t)| ≤
∫ +∞

t

etn,n(t−s)|fn(s)|ds

≤ ‖fn‖∞
∫ +∞

t

etn,n(t−s)ds

≤ M

[
1

tn,n

etn,n(t−s)

]+∞

t

≤ M

tn,n

.

On considère ensuite la (n− 1)ième équation

x′n−1(t) = tn−1,n−1xn−1(t) + tn−1,nxn(t) + fn−1(t).

L’unique solution bornée est désormais donnée par

xn−1(t) = etn−1,n−1t

∫ +∞

t

e−tn−1,n−1s (tn−1,nxn(s) + fn−1(s)) ds,
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il s’en suit

|xn−1(t)| ≤
∫ +∞

t

etn−1,n−1(t−s)|tn−1,nxn(s) + fn−1(s)|ds

≤ ‖tn−1,nxn + fn−1‖∞
∫ +∞

t

etn−1,n−1(t−s)ds

≤
(
|tn−1,n|

M

tn,n

+ M

)
1

tn−1,n−1

≤ M

tn−1,n−1

(
1 +

|tn−1,n|
tn,n

)
.

On pose à présent Kn = 1
tn,n

et Kn−1 = 1
tn−1,n−1

(
1 + |tn−1,n|

tn,n

)
.

En procédant successivement presque de la même maniére pour les autres équations,

et en posant K = max1≤j≤n Kj, on aura

|xi| ≤ K.M,∀i = 1, ..., n

où K ne dépend que de A, comme désiré.

On considère maintenant le cas général où A = P−1TP , avec T triangulaire supérieure.

On a ainsi

X ′(t) = AX(t) + F (t) ⇔ X ′(t) = (P−1TP )X(t) + F (t)

⇔ PX ′(t) = TPX(t) + PF (t)

⇔ Z ′(t) = TZ(t) + G(t),

où Z(t) = PX(t) et G(t) = PF (t).

Or on sait que

|zi| ≤ K.M,∀i = 1, ..., n

où M = max1≤i≤n ‖gi‖∞ et K = max1≤i≤n Kj.

Maintenant, comme Z(t) = PX(t) alors X(t) = P−1Z(t), on aura finalement

‖X‖∞ = ‖P−1Z‖∞ ≤ ‖P−1‖∞‖Z‖∞ ≤ ‖P−1‖∞K.M,

ce qui achève la démonstration.
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CHAPITRE 2

Notion de presque périodicité au sens de Stepanov

Ce chapitre est dédié à la presque périodicité au sens général de V.V. Stepanov ; nous y

présentons les définitions et les propriétés essentielles de cette notion. Nous illustrons entre

autre, des résultats en ce qui concerne la presque périodicité au sens de Bohr qui en fait se

transfèrent au cas Stepanov grâce à la transformée de Bochner que nous définirons ulté-

rieurement. Une attention particulière sera accordée à l’approche du problème de presque

périodicité comme un problème du point fixe pour des équations différentielles appropriées.

2.1 Définitions élémentaires

Les diverses extensions de la définition des fonctions presque périodiques impliqueront

les fonctions discontinues, au moyen d’intégrales sur des intervalles bornés, il est donc tout

à fait naturel de travailler avec des fonctions localement intégrables, i.e f ∈ Lp
loc(R, Rn)

(avec p ≥ 1, f ∈ Lp(K, Rn) pout tout compact K de R).

Tout d’abord, introduisons les normes et distances de Stepanov

‖f‖Sp
l

= sup
x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t)|pdt

] 1
p

;

Dp
Sl

(f, g) = sup
x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t)− g(t)|pdt

] 1
p

.
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Comme l est un nombre positif fixé, nous pouvons nous attendre à des normes de

Stepanov infinies, mais il peut être vu que

∀l1, l2 ∈ R+,

(
l1
l2

) 1
p

‖f‖Sp
l1
≤ ‖f‖Sp

l2
≤

((
l1
l2

) 1
p

+ 1

)
‖f‖Sp

l1
.

Autrement, toutes les normes de Stepanov sont équivalentes.

En raison de cette équivalence, nous pouvons désormais remplacer l par un nombre

arbitraire positif. En particulier, nous pouvons considérer la norme, où l = 1.

Définition 2.1.1. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite presque périodique au sens de

Stepanov si, ∀ε > 0,∃k > 0 tel que tout intervalle de longueur k contient au moins un réel
τ tel que

sup
x∈R

[∫ x+1

x

|f(t + τ)− f(t)|pdt

] 1
p

< ε.

τ est dit, ε-Stepanov-presque période (ou encore ε-Stepanov translation de f).
Notons Sp

pp(R, Rn), l’espace de toutes les fonctions Stepanov-presque périodiques.

Proposition 2.1.1. (voir [ABG], p. 133, [L], p. 201) Toute fonction Stepanov-presque
périodique est Sp-bornée et Sp-uniformément continue.

Définition 2.1.2. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est désormais dite Sp-normale si la famille

de translatées {f(. + h)| h ∈ R} est Sp-précompacte.

Introduisons l’espace de Banach

BSp = {f ∈ Lp
loc(R, Rn)| ‖f‖Sp < ∞} .

Définition 2.1.3. Nous notons par Sp(R, Rn), l’espace obtenu comme la fermeture dans
BSp de l’espace de tous les polynômes trigonométriques P(R, Rn) par rapport à la norme
de Stepanov. Autrement, f ∈ Sp si et seumeùent si, ∀ε > 0, ∃Pε polynôme trigonométrique
tel que

DSp
l
(f, Pε) ≤ ε.

De de la proposition 2.1.1. et de la définition 2.1.3., il vient que Sp
pp ⊂ BSp, Sp ⊂ BSp.
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Exemple 2.1. (voir [L], p. 209-210) Soit f ∈ Cpp . Alors la fonction définie par

F (x) = sign(f(x)) =


1 si f(x) > 0,

0 si f(x) = 0,

−1 si f(x) < 0.

est Stepanov-presque périodique.

Théorème 2.1.1. voir [ABG], p. 133 Les trois espaces définis au moyen des définitions
2.1.1., 2.1.2. et 2.1.3. sont équivalents.

Théorème 2.1.2. (voir [BF], p. 51-53, [GKL], Th. 6, p. 189) Les espaces de fonctions
Stepanov-presque périodiques Sp

pp sont Sp
l -complets.

A. S. Kovanko dans son livre [K], a étudié la condition nécessaire et suffisante afin

de garantir la précompacité d’une famille de fonctions Stepanov-presque périodiques, au

moyen d’un théorème de Lusternik, introduisant la notion d’équi-Sp-presque périodicité.

Définition 2.1.4. (voir [ABG], p. 134) Soit E ⊂ R un ensemble mesurable et, pour tout
intervalle fermé [a, b], soit E(a, b) = E ∩ [a, b].

Compte tenu de deux fonctions mesurables f et g, on définit, pour tout a ≥ 0,

Ea = {x ∈ R : |f(x)− g(x)| ≥ a} ,

δ[a,b](E) =
µ[E(a, b)]

b− a
,

δl
S(E) = sup

x∈R

[
µ[E(x, x + l)]

l

]
,

où µ(X) désigne la mesure usuelle de Lebesgue d’un ensemble X ;

DE
Sp

l
(f, g) = sup

x∈R

[
1

l

∫
E(x,x+l)

|f(t)− g(t)|pdt

] 1
p

,

Dl
S(f, g) = inf

0<a<+∞
[a + δl

S(Ea)] ; fl(x) =
1

l

∫ x+l

x

f(t)dt.
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Théorème 2.1.3. (voir [ABG], p. 134) La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
famille F de fonctions f ∈ Sp

pp, soit Sp-précompacte pour tout l est que, ∀ε > 0, l > 0,

i) ∃σ = σ(ε, l) > 0 tel que

DE
Sp

l
(f, 0) < ε si δl

S(E) < σ, ∀f ∈ F .

ii) ∃ρ = ρ(ε, l) > 0 tel que

DSp
l
(f, fh) < ε,∀0 < h < ρ, ∀f ∈ F .

iii) Il existe un ensemble de Sp-presque périodes {τ(ε, l)} relativement dense, commun pour
tous les éléments de F , i.e

DSp
l
(f, f τ ) < ε,∀f ∈ F .

Remarque 2.1. Les conditions ii) et iii) peuvent être respectivement remplacées par

ii’) Pour tout ε > 0, l > 0, il existe δ = δ(ε, l) tel que

Dl
S(f, fh) < ε,∀0 < h < δ,∀f ∈ F .

iii’) Il existe un ensemble de presque périodes {τ(ε, l)}, Dl
S-relativement dense commun

pour tous les éléments de F , i.e

Dl
S(f, f τ ) < ε,∀f ∈ F .

Comme nous le verrons plus tard, la théorie des fonctions Stepanov-presque périodiques

peut être incluse dans la théorie des fonctions uniformément presque périodiques avec

les valeurs dans un espace de Banach à l’aide de la transformée de Bochner que nous

introduirons dans la prochaine section.
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Remarque 2.2. (voir [Bes], [BF]) La définition de la Stepanov-presque périodicité est

plus générale que celle de Bohr mais, uniquement en dehors de la classe des fonctions

uniformément continues sur R. Plus précisemment,

1. Pour toute f ∈ Lp
loc(R, Rn) et pour tous p, q ≥ 1, avec q < p,

‖f‖∞ ≥ ‖f‖Sp ≥ ‖f‖Sq ≥ ‖f‖S1 .

En conséquence,

Cpp(R, Rn) ⊆ Sp
pp(R, Rn) ⊆ Sq

pp(R, Rn) ⊆ S1
pp(R, Rn).

2. Pour tout p ≥ 1,

Sp
pp(R, Rn) ∩Cu(R, Rn) = Cpp(R, Rn),

où Cu(R, Rn) désigne l’espace de fonctions uniformément continues.

Un exemple de fonctions presque périodiques au sens de Stepanov qui ne sont pas

presque périodiques au sens de Bohr est le suivant.

Exemple 2.2. (voir [L], p. 212-213) Soient α,β ∈ R tels que 1
αβ

est irrationel.

On considère les deux fonctions fα,β et gα,β définies sur R par

fα,β(x) = sin

(
1

2 + cos(αx) + cos(βx)

)
,

gα,β(x) = cos

(
1

2 + cos(αx) + cos(βx)

)
.

B. M. Levitan a montré que fα,β et gα,β sont presque périodiques au sens de Stepanov,

mais pas au sens de Bohr, car elles ne sont pas uniformément continues.
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2.2 Remarques sur les espaces de fonctions Stepanov-

presque périodiques

Nous illustrons dans cette section, certains résultats importants introduits dans [ABL]

qui seront utiles dans la prochaine section.

Comme nous vennons tout juste de le voir, Bohr a défini les fonctions uniformément

presque périodiques f ∈ C(R, Rn) comme suit

∀ε > 0,∃k > 0,∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a + k]|‖f(t + τ)− f(t)‖∞ < ε.

Il est bien connu que l’espace des fonctions uniformément presque périodiques muni de

la norme infinie est un espace de Banach. D’autre part, la complétude est perdue quand

cet espace est muni uniquement de la topologie de la convergence uniforme sur les sous-

intervalles compacts de R. Néanmoins, dans [ABL], ils ont montré qu’un sous-ensemble bien

choisi peut devenir fermé et par la suite complet car C(R, Rn) est un espace de Fréchet

dans une telle topologie.

On définit alors, pour une fonction uniformément presque périodique f ∈ C(R, Rn)

Ωf =
{
(ε, k, a, τ) ∈ R4|∀t ∈ R, τ ∈ [a, a + k] et |f(t + τ)− f(t)| < ε

}
;

Mf = {g ∈ C (R, Rn) | (ε, k, a, τ) ∈ Ωf ⇒ ∀t ∈ R, |g(t + τ)− g(t)| < ε} .

Proposition 2.2.1. Mf est un ensemble convexe.

Démonstration. Pour ce faire, soient g, h ∈ Mf , λ ∈ [0, 1], (ε, k, a, τ) ∈ Ωf .

On a alors, {
g ∈ Mf ⇒ ∀t ∈ R, |g(t + τ)− g(t)| < ε,

h ∈ Mf ⇒ ∀t ∈ R, |h(t + τ)− h(t)| < ε.

Ainsi ∀t ∈ R,
| (λg + (1− λ)h) (t + τ)− (λg + (1− λ)h) (t)|

≤ λ|g(t + τ)− g(t)|+ (1− λ)|h(t + τ)− h(t)|

≤ λε + (1− λ)ε = ε.
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Proposition 2.2.2. Soit l’espace C(R, Rn) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les sous-intervalles compacts de R. Alors , Mf est un sous-ensemble fermé de C(R, Rn).

Démonstration. Pour ce faire, on considère la suite de fonctions gl d’éléments de l’ensemble

Mf localement convergente dans C(R, Rn) vers g, et on suppose (ε, k, a, τ) ∈ Ωf , ∀t ∈ R.

Ainsi, pour tout δ > 0, il existe l0 tel que ∀l > l0,

|g(t + τ)− g(t)| = |g(t + τ)− gl(t + τ) + gl(t + τ)− gl(t) + gl(t)− g(t)|

≤ |g(t + τ)− gl(t + τ)|+ |gl(t + τ)− gl(t)|+ |gl(t)− g(t)|

≤ δ

2
+ ε +

δ

2
= δ + ε.

Comme δ est quelconque, il peut donc être choisi arbitrairement petit de sorte à avoir

|g(t + τ)− g(t)| < ε,

ce qui montre que g ∈ Mf .

Proposition 2.2.3. Soit gl une suite de fonctions d’éléments de l’ensemble Mf localement
convergente vers g. Alors, gl converge uniformément vers g.

Démonstration. On veut montrer que

∀ε > 0,∃l0 ∈ R,∀l > l0,∀a ∈ R : |gl(a)− g(a)| < ε.

Pour cela, on fixe ε > 0.

Comme gl, g ∈ Mf pout tout l ∈ N, il existe un nombre k > 0 tel que

∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a + k],∀t ∈ R,∀l ∈ N : |gl(t + τ)− gl(t)| < ε; |g(t + τ)− g(t)| < ε.

En particulier,

∀a ∈ R,∃τ ∈ [a, a + k],∀t ∈ R,∀l ∈ N : |gl(t + τ)− gl(t)| ≤
ε

4
; |g(t + τ)− g(t)| ≤ ε

4
.

Soit l0 ∈ N tel que ∀l > l0,

∀t ∈ [−k, k], |gl(t)− g(t)| ≤ ε

4
.
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Ainsi, pour tout a ∈ R, l > l0,

|g(a)− gl(a)| = |g(a)− g(a + τ) + g(a + τ)− gl(a + τ) + gl(a + τ)− gl(a)|

≤ |g(a)− g(a + τ)|+ |g(a + τ)− gl(a + τ)|+ |gl(a + τ)− gl(a)|

≤ ε

4
+

ε

4
+

ε

4
=

3ε

4

< ε.

Ce qui montre finalement que ∀a ∈ R,∃l0 ∈ R tel que, ∀l > l0,

|g(a)− gl(a)| < ε.

Maintenant, tournons-nous vers les fonctions Stepanov-presque périodiques.

Afin de tirer un résultat analogue à la proposition 2.2.2., réintroduisons l’espace

BSp = {f ∈ Lp
loc(R, Rn)| ‖f‖Sp < ∞} .

La théorie des espaces de Stepanov Sp
pp peut être incluse dans la théorie des espaces

de fonctions uniformément presque périodiques Cpp avec les valeurs dans un espace de

Banach (voir [AP], p. 7, 76-78, [C1], p. 137, [P], p. 24-28, [ZL], p. 33-34), au moyen de la

transformée de Bochner définie ci-dessous.

Définition 2.2.1. (voir [ABG], p. 135) La transformée de Bochner

f b(x) = f(x + η), η ∈ [0, 1], x ∈ R,

associe, à tout x ∈ R, une fonction définie sur [0, 1].

Proposition 2.2.4. (voir [ABL], p. 38) Si f ∈ Lp
loc(R, Rn) alors f b ∈ Lp

loc(R,Lp([0, 1])).

Par conséquent,

BSp(R) =
{
f ∈ Lp

loc(R, Rn)|f b ∈ L∞(R,Lp([0, 1]))
}

.
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Ceci découle du fait que,

‖f b‖L∞ = sup
t∈R

‖f b‖Lp([0,1]) = sup
t∈R

[∫ 1

0

|f(t + η)|pdη

] 1
p

= ‖f‖p
Sp .

Proposition 2.2.5. (voir [ABL], p. 38) Si f ∈ Lp
loc(R, Rn) alors f b ∈ C(R,Lp([0, 1])).

Par conséquent,

BSp(R) =
{
f ∈ Lp

loc(R, Rn)|f b ∈ BC(R,Lp([0, 1]))
}

.

S. Bochner a montré le résultat suivant (voir [AP], p. 76-78).

Théorème 2.2.1. Sp
pp(R) =

{
f ∈ Lp

loc(R, Rn)|f b ∈ Cpp(R,Lp([0, 1])
}

.

Il vient que fn → f dans Sp
pp ⇔ f b

n → f b dans BC(R,Lp([0, 1])).

Comme Lp
loc(R, Rn) est un espace de Fréchet (Sp

pp ⊂ BSp ⊂ Lp
loc), muni de la topologie

de la convergence uniforme sur les intervalles compacts K de R, à savoir

‖f‖Sp
loc

= sup
t∈K

[∫ t+1

t

|f(s)|pds

] 1
p

,K ⊂ R,

on a donc (voir [P], p. 25)

fn → f dans Lp
loc(R, Rn) ⇔ f b

n → f b dans C(R,Lp([0, 1])) uniformément sur les compacts.

À ce stade, on est désormais en mesure de formuler un résultat analogue à la proposition

2.2.2. introduit dans [ABL], p. 39. On prend donc cette fois-ci

Ω̃f =
{
(ε, k, a, τ) ∈ R4|∀t ∈ R, τ ∈ [a, a + k] et ‖f b(t + τ)− f b(t)‖ < ε

}
;

M̃f =
{

g ∈ Lp
loc(R, Rn)|(ε, k, a, τ) ∈ Ω̃f ⇒ ∀t ∈ R, ‖gb(t + τ)− gb(t)‖ < ε

}
.

En réalisant que g ∈ M̃f implique que g ∈ Sp
pp(R), on peut énoncer le résultat suivant.

Proposition 2.2.6. Soit Lp
loc(R, Rn) muni de la topologie de la convergence uniforme sur

les sous-intervalles compacts de R. Alors, M̃f est un sous-ensemble fermé de Lp
loc(R, Rn).

Démonstration. Pour ce faire, on considère la suite de fonctions gl d’éléments de l’ensemble

M̃f localement convergente vers g, et on suppose que (ε, k, a, τ) ∈ Ω̃f , ∀t ∈ R.
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Ainsi pour tout δ > 0, il existe l0 tel que ∀l > l0,

‖gb(t + τ)− gb(t)‖

= ‖gb(t + τ)− gb
l (t + τ) + gb

l (t + τ)− gb
l (t) + gb

l (t)− gb(t)‖

≤ ‖gb(t + τ)− gb
l (t + τ)‖+ ‖gb

l (t + τ)− gb
l (t)‖+ ‖gb

l (t)− gb(t)‖

≤ δ

2
+ ε +

δ

2

= δ + ε.

Comme δ est quelconque, il peut donc être choisi arbitrairement petit de sorte à avoir

‖gb(t + τ)− gb(t)‖ < ε,

ce qui montre que g ∈ M̃f .

La possibilité de relier les espaces Sp
pp aux espaces Cpp(R,Lp([0, 1])) nous permet en

fait d’expliquer la similarité des résultats obtenus pour Sp
pp et Cpp, en particulier, pour

l’équivalence des trois définitions de presque périodicité.

2.3 L’approche du problème de presque périodicité

comme un problème du point fixe pour des équa-

tions différentielles appropriées

Sous une entrée Stepanov-presque périodique, les solutions presque périodiques sont

étudiées non traditionnelement comme un problème du point fixe (voir [ABL], p. 39-42).

Cette approche plutôt inhabituelle est basée soit sur le principe de contraction de Banach,

soit sur le théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov dont les conditions géométriques

sur l’espace et/ou les applications jouent un rôle crucial. Les solutions presque périodiques

doivent dans ce cas correspondre aux points fixes des opérateurs associés dans des espaces

fonctionnels appropriés. Ainsi, les résultats qui seront présentés sont dans le cadre au moins

d’un espace métrique, habituellement d’un espace de Banach.
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Considérons le système linéaire

X ′ + AX = P (t), (2.1)

où A est une matrice constante hyperbolique (i.e elle n’a pas de valeurs propres purement

imaginaires), et P ∈ L1
loc(R, Rn) est essentiellement bornée et Stepanov-presque périodique.

Il découle du théorème de Bohr-Neugebauer (voir [C2] et [C3]) que le système (2.1)

possède sous les hypothèses ci-dessus, une unique solution entièrement bornée X(t) qui

est uniformément presque périodique. La démonstration de ce résultat est basée sur la

transformation de Bochner (voir [AK]).

Cette solution prend la forme

X(t) =

∫ +∞

−∞
G(t− s)P (s)ds, (2.2)

où G(t) ∈ C∞(R\ {0}) est une fonction n× n-matricielle appropriée avec

sup
t∈R

|X(t)| = sup
t∈R

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
G(t− s)P (s)ds

∣∣∣∣
≤ sup

t∈R
ess|P (t)|

(
sup
t∈R

∫ +∞

−∞
|G(t− s)|ds

)
≤ C(A) sup

t∈R
ess|P (t)|

(2.3)

où C(A) est une constante réelle dépendant uniquement de A.

Remarque 2.3.

1. La matrice A peut être écrite sous la forme matricielle S(P ,N )S−1, où S est une

matrice régulière et (P ,N ) est un bloc matriciel diagonal, ayant la forme canonique

de Jordan, sachant que les valeurs propres de A à parties réelles positives forment la

diagonale de P et celles à parties réelles négatives forment la diagonale de N .

2. La fonction matricielle G(t) prend la forme (voir [De])

G(t) =

{
−S(ePt, 0)S−1 si t < 0,

S(0, eN t)S−1 si t > 0.
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On considère maintenant une famille de systèmes linéaires à un paramètre

X ′ + AX = f(q(t)) + p(t), q ∈ Q, (2.4)

où A est la même matrice que ci-dessus, f ∈ C(Rn, Rn) a au plus une croissance linéaire,

p ∈ L1
loc(R, Rn) est essentiellement bornée et Stepanov-presque périodique, et Q un sous-

ensemble de l’espace de fonctions Stepanov-presque périodiques.

Comme la composée f(q(t)) devient, pour chaque q ∈ Q, Stepanov-presque périodique

(voir [D]), le système (2.4) possède sous les hypothèses précédentes, une unique solution

uniformément presque périodique de la forme

X(t) =

∫ +∞

−∞
G(t− s)[f(q(s)) + p(s)]ds,

avec

sup
t∈R

|X(t)| = sup
t∈R

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
G(t− s)[f(q(s)) + p(s)]ds

∣∣∣∣
≤ sup

t∈R
ess|f(q(t)) + q(t)|

(
sup
t∈R

∫ +∞

−∞
|G(t− s)|ds

)
≤ C(A) sup

t∈R
ess|f(q(t)) + p(t)|,

où C(A) est une constante réelle dépendant uniquement de A.

Par conséquent, en notant (voir [ABL], p. 40)

T (q) =

∫ +∞

−∞
G(t− s)[f(q(s)) + p(s)]ds, q ∈ Q; (2.5)

on peut désormais discuter de la possibilité d’appliquer le théorème du point fixe.

Pour le principe de Banach, il est exigé que

(i) Q soit complet.

(ii) T : Q → Q soit contractante.

En conséquence, en prenant Q comme espace de Banach de fonctions uniformément

presque périodiques (Stepanov-presque périodiques uniformément continues), seulement

l’hypothèse (ii) qui reste à vérifier.

30



Démonstration. Pour cela, soient q1, q2 ∈ Q, et montrons que

‖T (q1)− T (q2)‖∞ ≤ L1‖q1 − q2‖∞; 0 ≤ L1 < 1.

En supposant en outre que f est lipschitzienne de rapport L2 > 0, on obtient pour

toutes q1, q2 ∈ Q,

‖T (q1)− T (q2)‖∞ ≤ sup
t∈R

∫ +∞

−∞
|G(t− s)| |f(q1(s))− f(q2(s))| ds

≤ L2 sup
t∈R

∫ +∞

−∞
|G(t− s)||q1(s)− q2(s)|ds

≤ L2C(A)‖q1 − q2‖∞.

Évidemment, pour L2 suffisamment petit, plus précisément pour L2 < 1
C(A)

, on obtient

la contraction désirée L1 := L2C(A) < 1.

Finalement, les hypothèses (i) et (ii) du principe de contraction de Banach sont bien

vérifiées et donc, T admet un et un unique point fixe q∗ ∈ Q pour lequel

T (q∗) = q∗ = X∗(t).

L’assertion suivante est principalement basée sur l’application de théorème du point

fixe de Schauder-Tikhonov (voir [A]).

Proposition 2.3.1. (voir [ABL], p. 41) On considère le système

X ′ + AX = f(X) + p(t), X ∈ Q, (2.6)

où A, f, p sont comme ci-dessus, mais Q est supposé être un sous-ensemble fermé, borné et
convexe de l’espace de Fréchet C(R, Rn) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les sous-intervalles compacts de R.

Si le système associé (2.4), pour toute q ∈ Q admet une unique solution X(t) ∈ Q,
alors le problème (2.6) est solvable.

Il résulte des résultats vus ci-dessus que la proposition 2.3.1. s’applique de la manière

souhaitée lorsque,
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(i). Q avec les les propriétés ci-dessus est aussi un sous-ensemble de l’espace de Banach

de fonctions Stepanov (ou en particulier, uniformément) presque périodiques.

(ii). T (Q) ⊂ Q, pour T définie comme en (2.5).

On définit ainsi, pour une fonction uniformément presque périodique ξ ∈ C(R, Rn), les

ensembles (pour ∆ � 1)

Ωξ =
{

(ε, k, a, τ) ∈ R4|∀t ∈ R, τ ∈ [a, a + k] et |ξ(t + τ)− ξ(t)| < ε

∆

}
;

Mξ = {ϕ ∈ C(R, Rn)|(ε, k, a, τ) ∈ Ωξ ⇒ ∀t ∈ R, |ϕ(t + τ)− ϕ(t)| < ε} .

Réalisons que toute ϕ ∈ Mξ doit être une fonction uniformément presque périodique.

Comme Mξ a été déja prouvé d’être un sous-ensemble fermé et convexe ( dans une telle

topologie ) de C(R, Rn). Ceci reste vrai pour Mξ ∩QC , où

QC =

{
ϕ ∈ C(R, Rn)| sup

t∈R
|ϕ(t)| ≤ C

}
,

car pour tout α ∈ [−1, 1], et β ∈ R, αMξ + β ⊂ Mξ.

Par conséquent, en prenant cette fois-ci Q = Mξ ∩QC , il reste à vérifier uniquement

l’hypothèse (ii). Plus précisément, comme l’inclusion T (Q) ⊂ QC peut être immédiatement

obtenue avec un C approprié, à condition que le coefficient de ( au plus ) croissance linéaire

de f soit suffisamment petit ( voir [A1, AK] ), il suffit de montrer que T (Q) ⊂ Mξ.

Démonstration. (voir [ABL], p. 42)

Soit donc ξ(t) l’unique solution uniformément presque périodique de l’équation

X ′ + AX = p(t),

avec une τξ-presque période ( pour un ε
∆

donné, ∆ � 1 ).

En supposant en outre la lipschitzianité de f avec un rapport suffisamment petit L > 0,

on obtient pour une unique solution uniformément presque périodique X(t) de (2.4) que
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|X(t + τξ)−X(t)| =
∣∣∣∣∫ +∞

−∞
G(t− s)[f(q(s + τξ))− f(q(s))]ds + [ξ(t + τξ)− ξ(t)]

∣∣∣∣
≤
∫ +∞

−∞
|G(t− s)[f(q(s + τξ))− f(q(s))]| ds + |ξ(t + τξ)− ξ(t)|

≤
∫ +∞

−∞
|G(t− s)||f(q(s + τξ))− f(q(s))|ds +

ε

∆

≤ L

∫ +∞

−∞
|G(t− s)||q(s + τξ)− q(s)|ds +

ε

∆

≤ L sup
t∈R

|q(t + τξ)− q(t)|
∫ +∞

−∞
|G(t)|dt +

ε

∆

≤ εLC(A) +
ε

∆
= ε

(
1

∆
+ LC(A)

)
.

Si L est suffisamment petit, plus précisément L < 1
C(A)

, on aura

∀t ∈ R, |X(t + τξ)−X(t)| ≤ ε

(
1

∆
+ LC(A)

)
< ε.

Remarque 2.4. La même chose peut être reformulée en termes de la transformée de

Bochner à l’aide de la proposition 2.2.6. En effet, définissons pour une fonction Stepanov-

presque périodique ξ ∈ Lp
loc(R, Rn), les ensembles (∆ � 1)

Ω̃ξ =
{

(ε, k, a, τ) ∈ R4|∀t ∈ R, τ ∈ [a, a + k] et ‖ξb(t + τ)− ξb(t)‖ <
ε

∆

}
;

M̃ξ =
{

ϕ ∈ Lp
loc(R, Rn)|(ε, k, a, τ) ∈ Ω̃ξ ⇒ ∀t ∈ R, ‖ϕb(t + τ)− ϕb(t)‖ < ε

}
.

Réalisons que toute ϕ ∈ M̃ξ doit être une fonction Stepanov-presque périodique.

Comme M̃ξ a été déja prouvé qu’il doit être également un sous-ensemble fermé ( dans

une telle topologie ) de Lp
loc(R, Rn), ceci reste vrai pour M̃ξ ∩ Q̃C , où

Q̃C = {ϕ ∈ Lp
loc(R, Rn)| ‖ϕ‖Sp ≤ C} ,

car pour tout α ∈ [−1, 1], et β ∈ R, αM̃ξ + β ⊂ M̃ξ.
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Par conséquent, en choisissant cette fois-ci Q = M̃ξ ∩ Q̃C , il reste à vérifier uniquement

l’hypothèse (ii). Plus précisément, comme l’inclusion T (Q) ⊂ Q̃C peut être immédiatement

obtenue avec un C approprié, il suffit de montrer que T (Q) ⊂ M̃ξ, comme précedemment.

Important ! Comme on vient de le voir, sous une entrée Stepanov-presque périodique,

les solutions presque périodiques étudiées non traditionnelement comme un problème de

point fixe, sont non purement Stepanov-presque périodiques ; c’est en fait une propriété

plus forte !
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CHAPITRE 3

Notion de presque périodicité au sens de Weyl

Dans ce chapitre, nous présenterons les définitions classiques de deux notions de presque

périodicité ; l’équi-Weyl-presque périodicité et la Weyl-presque périodicité. Un critère de

Bochner pour les fonctions Weyl-presque périodiques est formulé pour la sous-classe de

fonctions uniformément continues dans la métrique associée. Ainsi, des résultats de presque

périodicité seront prouvés pour des non-homogénéités presque périodiques dans la métrique

de Weyl pour un système différentiel linéaire, sur la base de la représentation intégrale des

solutions entièrement bornées.

3.1 Définitions classiques

Bien que les définitions des espaces Cpp et Sp
pp sont en fait liées aux mêmes normes

(respectivement la norme infinie et la norme de Stepanov), les définitions classiques des

espaces de Weyl utilisent deux normes différentes ; la norme de Stepanov définie dans le

chapitre précédent et la norme de Weyl

‖f‖W p = lim
l→∞

sup
x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t)|pdt

] 1
p

= lim
l→∞

‖f‖Sp
l
,

induite par la distance

DW p(f, g) = lim
l→∞

sup
x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t)− g(t)|pdt

] 1
p

= lim
l→∞

DSp
l
(f, g).
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Introduisons les six définitions suivantes.

Définition 3.1.1. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite équi-presque périodique au sens

de Weyl si, pour tout ε > 0,∃k, lε > 0, tels que tout intervalle de longueur k, contient au
moins un réel τ pour lequel

sup
x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t + τ)− f(t)|pdt

] 1
p

< ε,∀l ≥ lε.

τ est dit, une équi-Weyl ε-presque période (ou équi-Weyl ε-translation) de f .
Notons e−Wp

pp(R, Rn), l’espace de toutes les fonctions équi-Weyl-presque périodiques.

Définition 3.1.2. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite équi-W p-normale si la famille de

fonctions translatées {f(. + h)| h ∈ R} est Sp
l -précompacte pour un l suffisamment grand.

Définition 3.1.3. Nous notons par e − Wp(R, Rn) l’espace obtenu comme la fermeture
dans BSp de l’espace de tous les polynômes trigonométriques P(R, Rn) par rapport à la
norme de Stepanov pour un l suffisamment grand. Autrement, f ∈ e−Wp si et seulement
si, ∀ε > 0,∃lε et un polynôme trigonométrique Pε tels que

DSp
l
(f, Pε) ≤ ε, ∀l ≥ lε.

Définition 3.1.4. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite presque périodique au sens de

Weyl si, pour tout ε > 0,∃k > 0, tel que tout intervalle de longueur k contient au moins
un réel τ pour lequel

lim
l→∞

sup
x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t + τ)− f(t)|pdt

] 1
p

< ε.

τ est dit, une Weyl ε-presque période (ou une Weyl ε-translation) de f .
Notons Wp

pp(R, Rn), l’espace de toutes les fonctions Weyl-presque périodiques.

Définition 3.1.5. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite W p-normale si la famille de

fonctions translatées {f(. + h)| h ∈ R} est W p-précompacte.
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D’une manière analogue aux espaces de Stepanov, on peut introduire l’espace

BWp = {f ∈ Lp
loc(R, Rn)| ‖f‖W p < ∞} .

Les ensembles BSp et BWp coïncident (voir [BF], p. 37). Mais, la différence des normes

implique une grande différence entre les deux espaces. En fait, bien que BSp est complet

par rapport à la norme de Stepanov (voir [BF], p. 51-53), l’espace BWp est incomplet par

rapport à la norme de Weyl (voir [BF], p. 58-61).

Définition 3.1.6. Nous notons par Wp(R, Rn) l’espace obtenu comme la fermeture dans
BWp de l’espace de tous les polynômes trigonométriques P(R, Rn) par rapport à la norme
de Weyl. Autrement, f ∈ Wp si et seulement si, ∀ε > 0,∃ Pε polynôme trigonométrique
tel que

DW p(f, Pε) ≤ ε.

Il peut être vu que l’espace e−Wp
pp est un espace intermédiaire entre les deux espaces

Sp
pp et Wp

pp et les inclusions sont strictes (voir [ABG]).

Exemple 3.1. (Exemple d’une fonction e−Wp
pp qui n’appartient pas à Sp

pp)

On considère la fonction définie sur R par

f(x) =

{
1 six ∈]0 : 1

2
[;

0 sinon.

Pour tout l, τ ∈ R, l ≥ 1, on a∫ x+l

x

|f(t + τ)− f(t)|dt ≤ 1.

Ainsi,

DSl
(f, f τ ) = sup

x∈R

[
1

l

∫ x+l

x

|f(t + τ)− f(t)|dt

]
≤ 1

l
.

Pour tout ε > 0, il existe l ≥ 1, tel que

DSl
(f, f τ ) ≤ ε, ∀τ ∈ R.

Par conséquent, f ∈ e−Wp
pp.
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D’autre part, il existe toujours x ∈ R tel que, pour tout τ > ε, où ε ∈]0, 1
2
[, on a (l = 1)

∫ x+l

x

|f(t + τ)− f(t)|dt > ε.

De plus, si ε < 1
2
, alors (l = 1)

DSl
(f, f τ ) > ε,∀τ > ε.

Pour τ ≥ l − 1
2
, on a aussi

DSl
(f, f τ ) ≥ 1

2l
,

ce qui montre que f /∈ Sp
pp.

Exemple 3.2. (voir [ABL]) (Exemple d’une fonction Wp
pp qui n’appartient pas à e−Wp

pp)

On considère la fonction f : R → R définie comme suit

f(t) =

{
0 si t 6 0,

1 si t > 0.

Pour que l’ensemble {τ |DSl
(f, f τ ) < ε} soit relativement dense, il est nécessaire que

les valeurs arbitraires de τ soient aussi importantes dans cet ensemble (on peut extraire

quelques suites de τn →∞ avec n →∞).

Si on exige que l soit (peut être grand mais) constant pour tous les τ (nous fixons ε),

alors pour la plupart d’entre eux, on obtient τ > l, et par la suite

DSl
(f, f τ ) =

1

l
× l = 1 = cst.

Ainsi, l’inégalité souhaitée DSl
(f, f τ ) < ε, est impossible à réaliser pour tous les τ ,

simultanément. Par lequel, f /∈ e−Wp
pp.

D’autre part, on a

DW (f, f τ ) = lim
l→∞

1

l
× τ = 0,

comme l →∞, on peut supposer que τ < l. Par lequel, f ∈ Wp
pp.
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Collectons ci-dessous certaines propriétés importantes.

Proporiétés.

1. Toute fonction f équi-Weyl-presque périodique est W p-bornée (voir [L], p. 222-223).

Or, comme l’ensemble de fonctions Sp-bornées coïncide avec l’ensemble de fonctions

W p-bornées, toute fonction équi-Weyl-presque périodique est également Sp-bornée et

équi-W p-bornée.

2. Toute fonction équi-Weyl-presque périodique est équi-W p-uniformément continue

(voir [Bes], p. 84). Autrement, pour tout ε > 0, il existe deux nombres lε et δ tels

que, si |h| < δ, alors

DSp
l
(f, fh) < ε,∀l ≥ lε.

3. Les espaces e−Wp coïncident avec les espaces Sp
pp. En effet, en raison de l’équivalence

de toutes les normes de Stepanov Sp
l , l’existence d’un nombre l1 pour lequel, au moyen

de la définition 3.1.3., une suite de polynômes converge dans la norme Sp
l1

implique

que la suite converge dans chaque norme Sp
l .

4. Les espaces e−Wp
pp coïncident avec les espaces Wp (voir [Bes]).

5. Les espaces e−W p-normale coïncident avec les espaces e−Wp
pp (voir [ABG]).

6. Toute fonction de Wp est équi-W p-normale et W p-normale. L’inverse est en général

pas vrai, comme le montrent ces deux exemples.

Exemple 3.3. Dans [Str], p. 20-21, ils ont montré que la fonction définie sur R par

f(x) =

{
1 si x ∈]0, 1

2
[,

0 ailleurs.

est équi-W 1-normale mais pas une W1-fonction.

Exemple 3.4. Dans [Str], p. 48, ils ont montré que la fonction de Heaviside

H(x) =

{
0 si x < 0,

1 si x ≥ 0.

est W 1-normale mais pas une W1-fonction.
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A.S. Kovanko dans [K], [K1] et [K2] a donné une caractérisation de l’équi-Weyl-presque

périodicité via la relative compacité de l’ensemble de translatées obtenue par rapport à la

convergence équi-W p uniforme introduite ci-dessous, au moyen d’un théorème de Lusternik.

Définition 3.1.7. Une suite de fonctions fn, W p-bornées est dite,

i). Équi-W p-uniformément de Cauchy, si ∀ε > 0, ∃lε tel que

lim sup
m,n→∞

DSp
l
(fm, fn) < ε,∀l ≥ lε.

ii). Équi-W p-uniformément convergente s’il existe f ∈ BWp telle que, ∀ε > 0, ∃lε tel que

lim sup
n→∞

DSp
l
(f, fn) < ε,∀l ≥ lε.

Théorème 3.1.1. (voir [K1]) Une suite de fonctions d’éléments de BWp est équi-W p-
uniformément de Cauchy si et seulement si elle est équi-W p-uniformément convergente.

Cela signifie que l’espace BWp, muni de la norme de la convergence équi-W p-uniforme

est complet.

Théorème 3.1.2. (voir [ABG], p. 142, [K2]) Un ensemble M de fonctions équi-Weyl-
presque périodiques est compact, par rapport à la convergence équi-W p-uniforme si, pour
tout ε > 0,

i). ∃σ > 0, T1 > 0 tels que

DE
Sp

T
(f, 0) < ε si δT

S (E) < σ, ∀T ≥ T1,∀f ∈M.

ii). (Équi-e−W p-continuité) ∃η > 0, T2 > 0 tels que

DSp
T
(f, fh) < ε si |h| < η, ∀T ≥ T2,∀f ∈M.

iii). (Équi-e − W p-presque périodicité) ∃T3 > 0 et un ensemble de nombres réels {τε}
relativement dense tels que

DSp
T
(f, f τ ) < ε si τ ∈ {τε},∀T ≥ T3,∀f ∈M.
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Avec δT
S (E), DSp

T
et DE

Sp
T

sont respectivement données par

δT
S (E) = ‖f‖Sp

T
= sup

x∈R

[
1

T

∫ x+T

x

|f(t)|pdt

] 1
p

,

DSp
T
(f, g) = ‖f − g‖Sp

T
= sup

x∈R

[
1

T

∫ x+T

x

|f(t)− g(t)|pdt

] 1
p

,

DE
Sp

T
= sup

x∈R

[
µ [E(x, x + T )]

T

]
,

où E représente un sous-ensemble mesurable de R et, pour tout intervalle fermé [x, x+T ],
E(x, x + T ) = E ∩ [x, x + T ], ainsi µ désigne la mesure usuelle de Lebesgue.

Aprés tout, on est enfin prêt à énoncer le théorème suivant.

Théorème 3.1.3. (voir [K2]) La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
f soit équi-Weyl-presque périodique est que, l’ensemble de toutes les translatées {f τ} soit
relativement compact par rapport à la convergence équi-W p-uniforme.

Pour voir le second théorème sur la normalité, on a besoin également de quelques

définitions introductives.

Définition 3.1.8. Soient E ⊆ R un ensemble Lebesgue-mesurable, E(a, b) = E ∩ [a, b],
pour tout intervalle [a, b] et |E(a, b)| sa mesure de Lebesgue.

Notons ainsi,

δW (E) = lim
T→∞

[
sup
a∈R

[
|E(a− T, a + T )|

2T

]]
.

Définition 3.1.9. Pour toute f, g ∈ Lp
loc(R, Rn), introduisons la distance

DE
W p(f, g) = lim

T→∞

[
sup
a∈R

[
1

2T

∫
E(a−T,a+T )

|f(t)− g(t)|pdt

] 1
p

]
.

Cette distance, quand E ≡ R, coïncide avec la distance de Weyl DW p(f, g).

On est alors prêt à énoncer le théorème de Lusternik suivant.
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Théorème 3.1.4. (voir [K]) La condition nécessaire et suffisante pour la compacité relative
dans la norme de Weyl d’une classe M de fonctions f ∈ Wp

pp est que, pour tout ε > 0,

i). ∃σ > 0 tel que
DE

W p(f, 0) < ε si δW (E) < σ, ∀f ∈M.

ii). (Équi-W p-continuité) ∃η > 0 tel que

DW p(f, fh) < ε si |h| < η, ∀f ∈M.

iii). (Équi-W p-presque périodicité) il existe un ensemble de presque périodes réelles {τε}
relativement dense tel que

DW p(f, f τ ) < ε,∀f ∈M.

Notons qu’en raison du fait que les espaces Cpp et Sp
pp sont complets, il était possible

d’énoncer le critère de Bochner en termes de compacité au lieu de la précompacité. Or

étonnamment, les espaces BWp et Wp ne sont pas complets par rapport à la norme de

Weyl (voir [BF], [K], [L]).

Dans [ABL], ils ont formulé le critère de Bochner en termes de précompacité. Pour ce,

on introduit la définition suivante (voir [ABL]).

Définition 3.1.10. À une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn), on associe la translatée fh ∈ Lp

loc(R, Rn)

définie comme suit
fh(t) = f(t + h),∀t ∈ R.

Ainsi, on obtient l’opérateur de translation, qu’on notera par Tf

R → Lp
loc(R, Rn)

h 7→ fh

Il peut être vu que si f ∈ Lp
loc(R, Rn) est Weyl-presque périodique, alors fh − f l’est

également pour tout h ∈ R. Si de plus DW p(f) = DW p(f, 0) < ∞, alors

DW p(fh − f) ≤ DW p(fh) + DW p(f) = 2DW p(f) < ∞.

Évidemment, toute fonction essentiellement bornée f satisfait DW p(f) < ∞.

42



Alors, on peut prouver la DW p-continuité de l’opérateur de translation Tf défini en haut

sous l’hypothèse suivante (voir [ABL]).

Hyp. f ∈ Lp
loc(R, Rn) une fonction DW p-bornée et uniformément continue en moyenne.

i.e

∀ 0 ≤ l ≤ +∞,∀ ε

3
> 0,∃δ > 0,∀|h| < δ :

(
1

l

∫ l

0

|fh(t)− f(t)|pdt

) 1
p

<
ε

3
.

Proposition 3.1.1. Soit f ∈ Lp
loc(R, Rn) une fonction Weyl-presque périodique satisfaisant

l’Hyp. Alors, l’opérateur de translation h
Tf−→ fh est DW p-continue.

Démonstration. On considère l’inégalité triangulaire

DW p(fh, f) ≤ DW p(fh, fh+τ ) + DW p(fh+τ , f τ ) + DW p(f τ , f)

= 2DW p(f, f τ ) + DW p(fh+τ , f τ )
(3.1)

On fixe ε > 0. Comme f est Weyl-presque périodique, on a

∀a ∈ R,∃τ ∈ [−a,−a + k]| DW p(f, f τ ) <
ε

3
, (3.2)

où k est la constante de la densité relative pour l’ensemble
{
τ : DW p(f, f τ ) < ε

3

}
.

Si τ ∈ [−a,−a + k], a ≤ t ≤ a + l, alors 0 ≤ a + τ ≤ t + τ ≤ a + τ + l ≤ k + l.

Par conséquent, ∀a ∈ R,

(
1

l

∫ a+l

a

|fh+τ (t)− f τ (t)|pdt

) 1
p

≤
(

1

l

∫ k+l

0

|fh(t)− f(t)|pdt

) 1
p

.

Ensuite

sup
a∈R

(
1

l

∫ a+l

a

|fh+τ (t)− f τ (t)|pdt

) 1
p

≤
(

1

l

∫ k+l

0

|fh(t)− f(t)|pdt

) 1
p

.

Ce qui donne

DW p(fh+τ , f τ ) = lim sup
l→∞

sup
a∈R

(
1

l

∫ a+l

a

|fh+τ (t)− f τ (t)|pdt

) 1
p

≤ lim sup
l→∞

(
1

l

∫ k+l

0

|fh(t)− f(t)|pdt

) 1
p

.

(3.3)
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En outre, par hypothèse,

∃δ > 0,∀|h| < δ : lim sup
l→∞

(
1

l

∫ k+l

0

|fh(t)− f(t)|pdt

) 1
p

≤ ε

3
. (3.4)

Autrement,

∃δ > 0,∀|h| < δ : DW p(fh, f) <
2ε

3
+

ε

3
= ε.

En omettant cette fois-ci le problème de complétude des espaces de fonctions Weyl-

presque périodiques, dans [ABL], ils ont tout de bon formulé le critère de Bochner en

termes de précompacité. Un résultat similaire au théorème que nous allons présenter, a été

développé par A. S. Kovanko dans [K]. La preuve est donc effectuée par un ε-réseau.

Théorème 3.1.5. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) satisfaisant l’Hyp est Weyl-presque

périodique si et seulement si la famille de fonctions translatées
{
fh| h ∈ R

}
est DW p-

précompacte.

Notons que la démonstration ci-dessous est basée en partie sur [L], p. 219-220 et [S].

Démonstration. On doit donc démontrer l’assertion ci-dessus dans les deux sens.

Suffisance : On suppose que la famille de translatées
{
fh| h ∈ R

}
est DW p-précompacte

et on montre que f est Weyl-presque périodique.

On fixe ε > 0. Comme
{
fh| h ∈ R

}
est DW p-précompacte, alors il existe une suite de

translatées (fhj)j∈N telle que

∀h ∈ R,∃j = 1, ..., n : DW p(fh−hj , f) = DW p(fhj , fh) < ε. (3.5)

Ainsi, les nombres τ = h− hj pour j = 1, ..., n sont des DW p , ε-presque périodes.

On montre ensuite la densité relative de l’ensemble

{
τ |τ = h− hj, h ∈ R, j = 1, ..., n; DW p(fhj , fh) < ε

}
. (3.6)

Pour ce faire, soient a ∈ R arbitraire et

k = max
j=1,...,n

|hj| (3.7)

44



Si h = a + k et hj satisfait (3.5), on obtient en vue de (3.7) que h− hj ∈ [a, a + 2k].

Ceci est équivalent à dire que tout intervalle de longueur 2k contient une DW p , ε-presque

période de f . Autrement, 2k est une constante de densité relative pour l’ensemble (3.6),

ce qui montre que f est Weyl-presque périodique.

Nécessité : Cette fois-ci, on suppose que f est Weyl-presque périodique et on montre

que la famille de translatées
{
fh| h ∈ R

}
est DW p-précompacte.

On fixe ε > 0. L’opérateur Tf étant DW p-continue (voir Proposition 3.1.2), on a

∃δ > 0,∀|ω| < δ : DW p(f, fω) <
ε

2
. (3.8)

Soit k une constante de densité relative pour l’ensemble
{
τ : DW p(f, fω) < ε

2

}
, i.e

∀I, |I| = k,∃τ ∈ I : DW p(f, f τ ) <
ε

2
. (3.9)

À ce k et δ, on associe un entier positif n tel que

nδ ≤ k ≤ (n + 1)δ (3.10)

et on pose hj = j.δ, pour j = 1, ..., n.

Soit h ∈ R. Dans l’intervalle [−h,−h + k] de longueur k, on trouve en vue de (3.9) une

DW p , ε
2
-presque période τ , i.e

DW p(f τ , f) <
ε

2
. (3.11)

Par ailleurs, on somme h et τ avec j = 1, ..., n, de sorte à avoir

|h + τ − hj| < δ. (3.12)

Ceci est possible en vue de (3.10) et du fait que τ ∈ [−h,−h + k].

Au moyen de (3.8),(3.11) et (3.12), il vient que
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DW p(fh, fhj) ≤ DW p(fh, fh+τ ) + DW p(fh+τ , fhj)

= DW p(f, f τ ) + DW p(fh+τ−hj , f)

≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

Ceci montre que
{
fhj : j = 1, ..., n

}
est un ε-réseau fini pour

{
fh| h ∈ R

}
, par rapport

à la métrique de Weyl.

Il découle de la démonstration que, bien que, une fonction W p-normale est Weyl-presque

périodique sans aucune hypothèse supplémentaire, une fonction Weyl-presque périodique

est W p-normale sous l’hypothèse de continuité de l’opérateur de translation par rapport à

la métrique de Weyl. L’exemple suivant montre un exemple d’une fonction Weyl-presque

périodique (de degré 1) qui n’est pas W 1-normale.

Exemple 3.5. Dans [Str], p. 42-47, ils ont montré que la fonction définie par

f(x) =


0 si x ∈]−∞, 0],√

n
2

si x ∈]n− 2, n− 1], n− 2, 4, 6, ...

−
√

n
2

si x ∈]n− 1, n], n = 2, 4, 6, ...

est Weyl-presque périodique (de degré 1) mais pas W 1-normale.

3.2 Solutions équi-Weyl et Weyl-presque périodiques

des équations différentielles

Dans cette section, les résultats de presque périodicité seront prouvés pour des non-

homogénéités presque périodiques dans la métrique de Weyl, sur la base de la représentation

intégrale des solutions entièrement bornées.

On considère à présent l’équation scalaire

x′ + ax = f(t), (3.13)

où a ∈ R et f : R → R est essentiellement bornée.
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Théorème 3.2.1. Si f est essentiellement bornée et équi-Weyl-presque périodique (ou
Weyl-presque périodique, respectivement) alors toute solution bornée x : R → R de (3.13)
est équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement).

La démonstration de ce théorème est basée sur le résultat suivant (voir [R]).

Proposition 3.2.1. Si l’intégrale F (t) =
∫ t

0
f(s)ds, où F : R → Rn, d’une fonction

f : R → Rn équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement)
est bornée sur R, alors elle est équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique,
respectivement).

Démonstration. Une solution générale de l’équation prend la forme (voir [C1])

x(t) = eat

(
x(0) +

∫ t

0

f(s)e−asds

)
.

On peut distinguer trois cas possibles selon le signe de la constante a.

i) Si a > 0, afin d’avoir une solution bornée pour t → +∞, on doit prendre

x(0) = −
∫ +∞

0

f(s)e−asds.

Autrement, une solution particulière de l’équation (3.13) est

x(t) = −eat

∫ +∞

t

f(s)e−asds. (3.14)

Soit donc f être équi-Weyl-presque périodique ou Weyl-presque périodique.

On suppose x(t) une solution de (3.13) bornée sur R (par la suite x(t) est W p-bornée).

À présent, on veut prouver la presque périodicité de la solution. On a évidemment

x(t + τ) = −ea(t+τ)

∫ +∞

t+τ

f(s)e−asds.
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Ainsi

|x(t + τ)− x(t)| =
∣∣∣∣ea(t+τ)

∫ +∞

t+τ

f(s)e−asds− eat

∫ +∞

t

f(s)e−asds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ea(t+τ)

∫ +∞

t

f(s + τ)e−a(s+τ)ds− eat

∫ +∞

t

f(s)e−asds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣eat

∫ +∞

t

(f(s + τ)− f(s))e−asds

∣∣∣∣ .
De plus, on a besoin de l’estimation suivante∫ β

α

|x(t + τ)− x(t)|dt =

∫ β

α

∣∣∣∣eat

∫ +∞

t

(f(s + τ)− f(s))e−asds

∣∣∣∣ dt

=

∫ β

α

∣∣∣∣eat

∫ +∞

0

(f(s + t + τ)− f(s + t))e−a(s+t)ds

∣∣∣∣ dt

=

∫ β

α

∣∣∣∣∫ +∞

0

(f(s + t + τ)− f(s + t))e−asds

∣∣∣∣ dt

≤
∫ β

α

∫ +∞

0

|(f(s + t + τ)− f(s + t))e−as|dsdt

=

∫ +∞

0

∫ β

α

|(f(s + t + τ)− f(s + t))e−as|dtds

=

∫ +∞

0

|e−as|
(∫ β

α

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

)
ds.

Pour le cas équi-Weyl, on peut obtenir pour α = u et β = u + l,

sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|x(t + τ)− x(t)|dt

≤ sup
u∈R

1

l

∫ +∞

0

|e−as|
(∫ u+l

u

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

)
ds

=

∫ +∞

0

|e−as|
(

sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

)
ds

< ε̃

∫ +∞

0

e−asds =
ε̃

a
= ε,

ce qui implique l’équi-Weyl-presque périodicité de la solution x.
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Pour le cas Weyl, en utilisant l’estimation introduite ci-dessus, on obtient

lim
l→∞

(
sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|x(t + τ)− x(t)|dt

)
≤
∫ +∞

0

|e−as|
(

lim
l→∞

(
sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

))
ds

< ε̃

∫ +∞

0

e−asds =
ε̃

a
= ε,

ce qui implique la Weyl-presque périodicité de la solution x.

ii) Si a < 0, on prend la condition initiale

x(0) =

∫ 0

−∞
f(s)e−asds.

Plutôt que (3.14), la solution particulière de l’équation (3.13) peut être écrite aussi

x(t) = eat

∫ t

−∞
f(s)e−asds.

Ainsi, d’une manière similaire on peut écrire

|x(t + τ)− x(t)| =
∣∣∣∣eat

∫ t

−∞
(f(s + τ)− f(s))e−asds

∣∣∣∣
∫ β

α

|x(t + τ)− x(t)|dt ≤
∫ 0

−∞
|e−as|

(∫ β

α

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt.

)
ds

Pour le cas équi-Weyl, on obtient pour α = u et β = u + l,

sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|x(t + τ)− x(t)|dt

≤ sup
u∈R

1

l

∫ 0

−∞
|e−as|

(∫ u+l

u

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

)
ds

=

∫ 0

−∞
|e−as|

(
sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

)
ds

< ε̃

∫ 0

−∞
e−asds =

ε̃

a
= ε,

ce qui implique l’équi-Weyl-presque périodicité de la solution x.
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Pour le cas Weyl, en utilisant la seconde estimation, on obtient

lim
l→∞

(
sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|x(t + τ)− x(t)|dt

)
≤
∫ 0

−∞
|e−as|

(
lim
l→∞

(
sup
u∈R

1

l

∫ u+l

u

|f(s + t + τ)− f(s + t)|dt

))
ds

< ε̃

∫ 0

−∞
e−asds =

ε̃

a
= ε,

ce qui implique la Weyl-presque périodicité de la solution x.

iii) Si a = 0, l’équation devient

x′(t) = f(t).

Pour t ∈ R arbitraire, on obtient la solution

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds.

De la proposition 3.2.1., l’équi-Weyl-presque périodicité (ou la Weyl-presque périodicité,

respectivement) de la solution x, proviennent donc de la bornitude de x et de l’équi-Weyl-

presque périodicité (ou la Weyl-presque périodicté, respectivement) de f .

On considère maintenant le système

X ′ = AX + F (t), (3.15)

où A ∈ Mn×n(R) et la fonction F : R → Rn est mesurable et essentiellement bornée.

Observons que si une fonction F : R → Rn est équi-Weyl-presque périodique (ou

Weyl-presque périodique, respectivement) alors chacune de ses composantes est équi-Weyl-

presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement). L’implication inverse n’a

pas besoin de tenir pour les fonctions Weyl-presque périodiques vectorielles, car les espaces

de fonctions Weyl-presque périodiques ne semblent pas être linéaires. En fait, une somme

de deux fonctions Weyl-presque périodiques peut ne pas être Weyl-presque périodique !
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Afin de garantir au moins qu’une fonction dans la somme soit Weyl-presque périodique,

il suffit de supposer sa W p-continuité uniforme, comme le mentre le résultat suivant.

Proposition 3.2.2. (voir [R]) La somme d’une fonction f1 Weyl-presque périodique et
uniformément W p-continue et d’une fonction f2 Weyl-presque périodique est Weyl-presque
périodique.

Comme les solutions de Carathéodory bornées d’équations différentielles sont comprises

d’être localement absolument continues et donc, en raison de l’essentielle bornitude des

non-homogénéités, elles deviennent uniformément continues. Par conséquent, elles seront

également uniformément W p-continues.

Dans ce qui suit, W̃p désignera l’espace de toutes les fonctions Weyl-presque périodiques

uniformément W p-continues.

On reécrit le système (3.15) sous la forme vectorielle
x′1(t)

...

x′n(t)

 =


a11 · · · a1n

... . . . ...

an1 · · · ann




x1(t)
...

xn(t)

+


f1(t)

...

fn(t)

 .

Théorème 3.2.2. Si F est essentiellement bornée et équi-Weyl-presque périodique (ou
Weyl-presque périodique, respectivement) alors toute solution bornée X : R → Rn de (3.15)
est équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement).

Démonstration. On suit les idées dans [C1], [De].

Pour la matrice A, il existe une matrice B telle qu’en posant Y = BX, on obtient

Y ′ = CY + G(t), (3.16)

où C = BAB−1 = [Iq1(λ1), Iq2(λ2), ..., Iqp(λp)] est la matrice constante, λj, j = 1, ..., p,

sont les valeurs propres de la matrice A et G(t) = BF (t) est le vecteur de fonctions équi-

Weyl-presque périodiques ou Weyl-presque périodiques. Les indices qi satisfaient l’égalité∑i=p
i=1 qi = n et Iqi

(λi) désigne la matrice de type qi × qi de la forme
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Iqi
(λi) =


λi 1 0 . . . 0

0 λi 1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...

0 0 0 . . . λi

 .

En partant de l’équation scalaire de la dernière ligne du système différentiel (3.16), qui

satisfait les hypothèses du théorème 3.2.1, on a sa solution équi-Weyl-presque périodique

(ou Weyl-presque périodique, respectivement). En substituant cette solution à l’équation

sur la ligne au dessus, on obtient à nouveau l’équation scalaire dont la non-homogénéité

se compose d’une W̃p-fonction (celle aprés la substitution) et une fonction Weyl-presque

périodique ou deux fonctions équi-Weyl-presque périodiques, respectivement. Ainsi, (voir

la proposition 3.2.2.), la même conclusion suit. En répétant cette procédure, on obtient une

solution Y de (3.16) qui est équi-Weyl-presque périodique (ou Weyl-presque périodique,

respectivement) en chacune de ses composantes. Bien que, pour le vecteur de composantes

équi-Weyl-presque périodiques, l’équi-Weyl-presque périodicité du vecteur se déduit tout

de bon vu que, l’espace de fonctions équi-Weyl-presque périodiques est linéaire, pour le

vecteur de composantes Weyl-presque périodiques, vu que les solutions sont uniformément

W p-continues, elles deviennent W p-normales. Il s’en suit que, comme l’espace de fonctions

W p-normales est linéaire, on déduit la W p-normalité du vecteur de solutions Y , qui implique

forcément la Weyl-presque périodicité du même vecteur. En appliquant la transformation

inverse et selon la proposition 3.2.2., il vient que X est la solution équi-Weyl-presque

périodique (ou Weyl-presque périodique, respectivement) du système (3.15).
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CHAPITRE 4

Notion de presque périodicité au sens de Besicovitch

Dans ce chapitre, nous présenterons les définitions originales et alternatives de la notion

de presque périodicité au sens de A. S. Besicovitch. Des résultats de presque périodicité au

sens généralisé de Besicovitch seront prouvés pour un système différentiel non-autonome.

4.1 Définitions originales

Afin d’introduire les définitions originales de la notion de presque périodicité au sens

de Besicovitch, on considère les espaces de Marcinkiewicz (voir [ABG], p. 153, [M])

Mp(R) =

{
f ∈ Lp

loc(R, Rn) : ‖f‖Bp = lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|f(t)|pdt

] 1
p

< +∞

}
,∀p ≥ 1.

Pour le cas p = +∞, on a

M∞(R) =
{
f ∈ L1

loc(R, Rn) : ‖f‖∞ = ‖f‖L∞ < +∞
}

.

Mp, muni de la semi-norme

‖f‖Bp =

 lim supT→∞

[
1

2T

∫ T

−T
|f(t)|pdt

] 1
p
, si 1 ≤ p < +∞

‖f‖L∞ , si p = +∞
(4.1)

est un espace semi-normé.
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Théorème 4.1.1. (voir [ABG], p. 153) Mp est un espace topologique semi-normé complet.

Afin d’obtenir un espace normé, on considère le noyau de la semi-norme (4.1)

Kp = {f ∈Mp : ‖f‖Bp = 0} .

On considère ainsi la relation d’équivalence

f ∼ g ⇔ ‖f − g‖Bp = 0; f, g ∈Mp, (4.2)

et l’espace quotient

Mp(R) = Mp/Kp,

et on note par f̃ , l’élément appartenant à Mp, correspondant à la fonction f .

Comme Mp est un espace semi-normé et Kp est un sous-espace, alors (4.1) représente

une norme dans Mp. Ainsi, comme Mp est complet, alors Mp est un espace de Banach.

On considère de plus, la classe (voir [ABG], p. 154)

Wp =

{
f ∈ Mp : lim

T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|f(t)|pdt

] 1
p

existe

}
⊂ Mp,

qui est un espace non linéaire, vu qu’il n’est pas fermé par rapport à l’addition, comme le

montre l’exemple 5.4 dans [ABG].

Définition 4.1.1. Nous notons par Bp(R, Rn), l’espace obtenu comme la fermeture dans
Mp de l’espace de tous les polynômes trigonométriques P(R, Rn). Autrement, un élément
de Bp peut être représenté par une fonction f ∈ Lp

loc(R, Rn) telle que pour tout ε > 0, il
existe Pε ∈ P tel que

lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|f(t)− Pε(t)|pdt

] 1
p

< ε.

Proposition 4.1.1. (voir [ABG], p. 156) Bp est un sous-espace fermé de Wp.

Il vient que, comme Bp est un sous-ensemble fermé de l’espace complet Mp, il est aussi

complet.

Dans [ABI], ils ont introduit un autre espace comme la fermeture de l’espace P .
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Définition 4.1.2. Nous notons par Bp, l’espace obtenu comme la fermeture abstraite de
l’espace P par rapport à la norme

‖P‖Bp = lim
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|P (t)|pdt

] 1
p

; P ∈ P . (4.3)

Par définition, Bp est un espace de Banach et ses éléments sont les classes de suites de

Cauchy de polynômes trigonométriques par rapport à la norme (4.3).

Théorème 4.1.2. (voir [ABG], p. 156-157) Bp ≡ Bp.

La définition 4.1.1. est obtenue comme une définition d’approximation. Il est possible

de voir que cette définition est équivalente à une de type Bohr, à condition d’introduire

une nouvelle propriété des ensembles numériques.

Définition 4.1.3. Un ensemble X ⊂ R est dit satisfaisemment uniforme, s’il existe un
nombre l > 0 sachant que le rapport r du nombre maximal d’éléments de X compris dans
un intervalle de longueur l au nombre minimal est inférieur à 2.

Proposition 4.1.2. (voir [ABG], p. 157) Tout ensemble satisfaisemment uniforme est
relativement dense. L’inverse est en général pas vrai, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 4.1. (voir [ABG], p. 157) Bien que, l’ensemble Z est relativement dense et

satisfaisemment uniforme, l’ensemble Z ∪
{

1
n

}
n∈N est relativement dense, mais il n’est pas

satisfaisemment uniforme.

Définition 4.1.4. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite Besicovitch-presque périodique

si, pour tout ε > 0, il correspond un ensemble {τk}k∈Z (τj < τi si j < i) satisfaisemment
uniforme tel que, pour chaque i,

lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|f(t + τi)− f(t)|pdt

] 1
p

< ε, (4.4)

et, pour tout c > 0,

lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

[
lim sup

n→∞

1

2n + 1

i=n∑
i=−n

1

c

∫ t+c

t

|f(x + τi)− f(x)|pdx

]
dt

] 1
p

< ε. (4.5)

Notons Bp
pp, l’espace de toutes les fonctions Besicovitch-presque périodiques.
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Théorème 4.1.3. (voir [ABG], p. 158) Bp
pp ≡ Bp.

Remarque 4.1. La définition 4.1.4. est assez lourde, même sa forme simplifiée, obtenue

en substituant les conditions (4.4) et (4.5) par la condition plus simple (voir [ABG], p. 158)

lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

[
lim sup

n→∞

1

2n + 1

i=n∑
i=−n

|f(t + τi)− f(t)|p
]

dt

] 1
p

< ε. (4.6)

4.2 Définitions alternatives

En raison de la difficulté des définitions originales, plusieurs auteurs ont étudié des

définitions alternatives (et même simples) des espaces de Besicovitch, chacune d’elles basée

sur le critère de Bohr ou celui de Bochner dans la norme de Besicovitch.

Pour ce, on a besoin d’introduire certaines définitions en termes de la norme (4.1).

Définition 4.2.1. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite Doss-presque périodique si, pour

tout ε > 0, il correspond un ensemble {τ}ε relativement dense tel que

lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|f(t + τ)− f(t)|pdt

] 1
p

< ε,∀τ ∈ {τ}ε .

Un tel nombre τ ∈ {τ}ε est appelé une ε-Bp presque période de f .
Notons Bp

pp, l’espace de toutes les fonctions Doss-presque périodiques.

Définition 4.2.2. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite Bp-normale si, de toute suite

{hi} de nombres réels, on peut extraire une sous-suite {hni
} telle que la suite de fonctions

{f(. + hni
)} soit Bp-convergente.

Définition 4.2.3. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite Bp-continue si,

lim
τ→0

lim sup
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|f(t + τ)− f(t)|pdt = 0.

Notons Bp
c , l’espace de toutes les fonctions Bp-continues.
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Définition 4.2.4. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) est dite Bp-régulière si, pour tout l ∈ R,

lim sup
T→±∞

1

2T

∫ T

T−l

|f(t)|pdt = 0. (4.7)

Notons Bp
r, l’espace de toutes les fonctions Bp-régulières.

Remarque 4.2. Bp
c et Bp

r sont des sous-espaces complets de Mp (voir [ABG], p. 159).

R. Doss a étudié les conditions nécessaires et suffisantes pour garantir qu’une fonction

f ∈ Lp
loc(R, Rn) soit dans Bp (voir [ABG], p. 160).

Théorème 4.2.1. Une fonction f ∈ Lp
loc(R, Rn) appartient à Bp si et seulement si,

1) f est Bp-bornée, i.e elle appartient à l’espace Mp.

2) f est Bp-continue.

3) f est Bp-normale.

4) Pour tout λ ∈ R,

lim
l→∞

lim sup
T→∞

∫ T

−T

∣∣∣∣1l
∫ t+l

t

f(x)eiλxdx− 1

l

∫ l

0

f(x)eiλxdx

∣∣∣∣ dt = 0.

Remarque 4.3. Il vient que, sous les conditions 1), 2) et 4), une fonction est Bp-normale

si et seulement si elle est Doss-presque périodique.

Dans [B], J. P. Bertrandias a limité son analyse aux fonctions appartenant à l’espace

Bp
c , en montrant l’équivalence des différentes définitions.

Définition 4.2.5. Une fonction f ∈ Bp
c est désormais dite Mp-presque périodique si,

∀ε > 0, il existe un ensemble {τε} relativement dense tel que

lim sup
T→∞

[
1

2T

∫ T

−T

|f(t + τ)− f(t)|pdt

] 1
p

< ε;∀τ ∈ {τε} .

Notons Mp
pp, l’espace de toutes les fonctions Mp-presque périodiques.

Définition 4.2.6. Une fonction f ∈ Bp
c est dite Mp-normale si l’ensemble {f τ} de ses

translatées est Bp-précompact.
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Théorème 4.2.2. (voir [ABG], p. 161) Les définitions 4.2.5. et 4.2.6. sont équivalentes.

Afin de voir l’équivalence avec le troisième type de définition, on introduit les deux

définitions suivantes.

Définition 4.2.7. Une fonction Bp-bornée est dite Bp-constante si, pour tout nombre réel
τ ,

‖f τ − f‖Bp = 0.

Définition 4.2.8. On considère la famille {kλ(x)} de fonctions Bp-constantes. On appelle
par un polynôme trigonométrique généralisé à coefficients Bp-constants, la fonction définie
par ∑

λ∈Rn

kλ(x)eiλx, λ ∈ Rn.

Notons Pp, la classe de tous les polynômes trigonométriques à coefficients Bp-constants.

Remarque 4.4. La classe Pp est un sous-espace linéaire de Bp
c . Évidemment, l’espace P

est un sous-espace de Pp.

Théorème 4.2.3. (voir [ABG], p. 161) Une fonction f ∈ Bp
c est Mp

pp si et seulement si
elle est la Bp-limite d’une suite de polynômes trigonométriques généralisés à coefficients
Bp-constants. Autrement, Mp

pp est la fermeture, par rapport à la norme de Besicovitch, de
l’espace Pp.

Collectons ci-dessous certaines propriétés importantes.

Propriétés.

1. Mp
pp est un sous-espace complet de Bp

c , comme de Bp
r.

2. Bp est un sous-espace complet de Mp
pp.

3. La condition 4) du théorème 4.2.1. est la condition nécessaire et suffisante afin qu’une

fonction Mp
pp soit dans Bp.

4. Toute fonction dans Bp est Bp-normale. L’inverse n’est pas vrai comme le montre

l’exemple suivant.
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Exemple 4.2. Dans [ABG], p. 163, la fonction définie par

f(x) =


0 si x ∈]−∞, 0],√

n
2

si x ∈]n− 2, n− 1], n = 2, 4, 6, ...

−
√

n
2

si x ∈]n− 1, n], n = 2, 4, 6, ...

est montrée être Bp-normale, mais pas dans Bp.

5. Toute fonction Bp-normale appartient à Bp
pp. L’inverse n’est pas vrai comme le montre

l’exemple suivant.

Exemple 4.3. Dans [ABG], p. 165, la fonction définie par

f(x) =


−1 si x < 0,

0 si x = 0

1 si x > 0,

est montrée être dans Bp
pp, mais pas Bp-normale.

6. ∀p ≥ 1, Wp
pp ⊆ Bp

pp et l’inclusion est stricte, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 4.4. Dans [ABG], p. 172-173, la fonction (p ∈ R, p > 1 et n ∈ N, n ≥ 1)

f(x) =

{
n

1
2p si n2 ≤ x < n2 +

√
n,

0 ailleurs.

est montrée être dans Bp
pp, mais pas dans Wp

pp.

G. Bruno et F. R. Grande ont prouvé un théorème de type Lusternik, très similaire au

théorème correspondant au cas des fonctions uniformément presque périodiques.

Théorème 4.2.4. (voir [ABG], p. 163) Soit F une famille d’éléments de l’espace Bp
pp

fermée et bornée. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

i). F est compacte dans la norme Bp.

ii). F est Bp-équi-continue, i.e pour tout ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 tel que, si |h| < δ

alors,
DBp(f, fh) < ε,∀f ∈ F
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et Bp-équi-presque périodique, i.e pour tout ε > 0, il existe l = l(ε) > 0 tel que tout
intervalle de longueur l contient une commune ε-presque période ξ pour toute f ∈ F ,
i.e

DBp(f, f ξ) < ε,∀f ∈ F .

4.3 Solutions presque périodiques au sens généralisé

de Besicovitch des équations différentielles

Les conditions suffisantes pour l’existence de solutions presque périodiques au sens de

Besicovitch pour les équations différentielles de type X ′ + AX = f(t), t ∈ R où A est une

matrice réelle et f est mesurable, essentiellement bornée et presque périodique au sens de

Besicovitch ont été établit dans [R] par L. Radová et qui sont similaires à ceux présentés

dans le chapitre précédent pour la classe Weyl. Toutefois, dans [ABL] se sont intéressé

donc, à établir les conditions suffisantes pour l’existence de solutions presque périodiques

au sens généralisé de Besicovitch pour les systèmes de Carathéodory

X ′ + AX = f(t,X), (4.8)

où f : Rn+1 → Rn et dont les solutions X(t) sont comprises au sens de C. Carathéodory,

à savoir ACloc(R) satisfaisant (4.8).

Dans le but de voir le résultat de presque périodicité pour les équations différentielles

dites de C. Carathéodory, introduisons la définition de presque périodicité au sens généralisé

de Besicovitch pour les fonctions de Carathéodory.

Définition 4.3.1. Une fonction de Carathéodory f(t,X) (i.e mesurable en t, pour toute
X ∈ Rn, et continue en X, pour presque tout t ∈ R) est dite presque périodique en t au
sens généralisé de Besicovitch, uniformément par rapport à X ∈ Rn, si pour tout ε > 0

et tout D > 0, il existe un nombre positif k = k(ε, D) tel que, dans chaque intervalle de
longueur k, il existe au moins un nombre τ vérifiant (pour |X| ≤ D)

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|f(t + τ,X)− f(t,X)|dt < ε. (4.9)
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Théorème 4.3.1. Si les hypothèses suivantes sont satisfaites.

i) A est une n× n-matrice constante hyperbolique.

ii) La fonction de Carathéodory f(t,X) : Rn+1 → Rn est essentiellement bornée en t et
Lipschitzienne-continue en X, pour presque tout t ∈ R, avec une constante L < λ

2k
,

où les constantes λ et k sont spécifiées ci-dessous.

iii) f(t,X) est presque périodique en t au sens généralisé de Besicovitch, uniformément
par rapport à X ∈ Rn.

Alors, (4.8) admet une solution presque périodique au sens généralisé de Besicovitch.

Démonstration. Il découle des investigations menées dans [A] que les conditions i) et ii)

représentent les hypothèses imliquant l’existence d’une solution entièrement bornée X(t)

de l’équation (4.8). Cette solution prend la forme

X(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s, X(s))ds, (4.10)

où la fonction de Green G(t, s) satisfait respectivement pour t ≥ s et pour t ≤ s,

|G(t, s)| ≤ ke−λ(t−s), t ≥ s ; |G(t, s)| ≤ ke−λ(s−t), t ≤ s.

Par hypothèses, pour tout ε > 0 et tout D > 0, il existe un nombre positif k = k(ε, D)

tel que, dans chaque intervalle de longueur k, il existe au moins un nombre τ satisfaisant

(4.9), pour |X| ≤ D. Comme pour X(t) qui prend la forme (4.10), on a aussi

X(t + τ) =

∫ +∞

−∞
G(t + τ, s)f(s, X(s))ds =

∫ +∞

−∞
G(t, s)f(s + τ,X(s + τ))ds.

On peut explorer ∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt,

pour prouver la presque périodicité de X(t) dans la métrique de Besicovitch utilisée dans

(4.9). Par conséquent, en appliquant (bien aprés plusieurs étapes) le fameux théorème de

Fubini et en utilisant la norme ‖.‖ = supt∈R |.| et des normes vectorielles et matricielles

compatibles, on obtient successivement
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∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt =

∫ T

−T

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
G(t, s) [f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))] ds

∣∣∣∣ dt

≤
∫ T

−T

[∫ +∞

−∞
|G(t, s)| |f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))| ds

]
dt

≤
∫ T

−T

[∫ t

−∞
ke−λ(t−s)|f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))|ds+

+

∫ +∞

t

keλ(t−s)|f(s + τ, X(s + τ))− f(s, X(s))|ds

]
dt

= k

∫ −T

−∞

(
|f(s + τ), X(s + τ))− f(s, X(s))|

∫ T

−T

e−λ(t−s)ds

)
dt+

+ k

∫ T

−T

(
|f(s + τ), X(s + τ))− f(s, X(s))|

∫ T

s

e−λ(t−s)ds

)
dt+

+ k

∫ T

−T

(
|f(s + τ), X(s + τ))− f(s, X(s))|

∫ s

−T

eλ(t−s)ds

)
dt+

+ k

∫ +∞

T

(
|f(s + τ), X(s + τ))− f(s, X(s))|

∫ T

−T

eλ(t−s)ds

)
dt

=
k

λ
(eλT − e−λT )

∫ T

−∞
eλs|f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))|ds+

+
k

λ

∫ T

−T

(1− e−λ(T−s))|f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))|ds+

+
k

λ

∫ T

−T

(1− e−λ(T+s))|f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))|ds+

+
k

λ
(eλT − e−λT )

∫ +∞

T

e−λs|f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))|ds

≤ 2k

λ

∫ T

−T

|f(s + τ,X(s + τ))− f(s, X(s))|ds+

+
2k

λ2
‖f(t + τ,X(t + τ))− f(t,X(t))‖.

Comme X(t) est bornée et par conséquent ‖f(t,X(t))‖ < ∞, le dernier terme disparaît

dans la métrique de Besicovitch utilisée dans (4.9). Donc, en outre, on obtient au moyen

de (4.9) et la propriété de Lipschitz que,
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lim
T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt

]
≤ 2k

λ
lim

T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|f(t + τ,X(t + τ))− f(t,X(t))|dt

]
≤ 2k

λ
lim

T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|f(t + τ,X(t + τ))− f(t,X(t)) + |f(t + τ,X(t))− f(t,X(t))|dt

]
<

2εk

λ
+ 2L

k

λ
lim

T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt

]
,

où L est suffisamment petit.

On est donc arrivé à

lim
T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt

]
≤ 2εk

λ
+ 2L

k

λ
lim

T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt

]
.

Autrement, (
1− 2Lk

λ

)
lim

T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt

]
≤ 2εk

λ
.

Après tout, on arrive à

lim
T→∞

1

2T

[∫ T

−T

|X(t + τ)−X(t)|dt

]
<

2εk

λ− 2Lk
,

pour autant que L < λ
2k

, qui déja vérifie la presque périodicité désirée de X(t).
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Conclusion générale

Dans le cadre de notre étude de l’article [ABL], nous nous sommes intéressés à certains

problèmes de presque périodicité dans diverses métriques.

Le tout premier problème qui se posa concernait l’hiérarchie des espaces de fonctions

presque périodiques. Cela nous a conduit immédiatement à examiner les trois types de

définitions de fonctions presque périodiques dans diverses métriques. Pour pouvoir répondre

à ce problème, nous étions basés sur l’oeuvre de J. Andres, A. M. Bersani et R. F. Grande

[ABL], où ils ont clarifié l’hiérarchie désirée. Entre outre, ils ont vu que, bien que pour les

espaces Cpp et Sp
pp, les trois types de définitions sont équivalentes, pour les espaces restants

e−Wp
pp, Wp

pp et Bp
pp, l’équivalence ne tient plus.

Le second problème portait sur l’approche du problème de presque périodicité comme

un problème du point fixe pour les équations différentielles. Cette approche inhabituelle

était basée sur le principe de contraction de Banach et, le théorème du point fixe de

Schauder-Tikhonov. Sous une entrée Stepanov-presque périodique, les solutions presque

périodiques (montrées tout de bon être non-purement Stepanov-presque périodiques mais,

améliorèment uniformément presque périodiques) devaient correspondre aux points fixes

des opérateurs associés dans des espaces fonctionnels appropriés.

Le troisième problème relevait de la non-complétude des espaces de fonctions Weyl-

presque périodiques par rapport à la norme de Weyl. En fait, en raison de la complétude

des espaces de fonctions presque périodiques au sens de Bohr et Stepanov, il était possible

d’exprimer le critère de Bochner en termes de compacité au lieu de la précompacité. De

ce fait, on voulait examiner le critère de Bochner en termes de précompacité pour les

fonctions Weyl-presque périodiques, en omettant le problème de complètude ; qui était
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certainement, une condition moins forte que la compacité stricte. Et d’ici, on avait pu

voir que, sous l’hypothèse d’uniforme continuité par rapport à la métrique de Weyl, les

espaces de fonctions W p-normales et de fonctions Weyl-presque périodiques étaient devenus

équivalents.

Le tout dernier problème était relatif à l’existence de solutions presque périodiques au

sens généralisé de Besicovitch des systèmes différentiels de Carathéodory

X ′ + AX = f(t,X), où f : Rn+1 → Rn,

dont les solutions étaient comprises au sens de Carathéodory ; où on avait montré que,

sous des hypothèses imposées sur la matrice A et la fonction de Carathéodory f(t,X)

respectivement ; à savoir, l’hyperbolicité de la matrice A, la bornitude essentielle en t, la

Lipschitziannité-continuité en X, pour presque tout t ∈ R avec une constante L < λ
2k

et, la presque périodicité au sens généralisé de Besicovitch uniformément par rapport à

X ∈ Rn de la fonction f(t,X), le système de Carathéodory admettait une solution presque

périodique au sens généralisé de Besicovitch.
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ANNEXE A

Éléments d’analyse fonctionnelle

A.1 Compacité, relative compacité et précompacité

Définition A.1.1. On dit qu’une partie C d’un espace métrique (E, d) est compacte si de
tout recouvrement ouvert par des boules (pas forcément de même rayon), on peut extraire
un sous-recouvrement fini. Autrement, si de toute suite d’éléments de C, on peut extraire
une sous-suite convergente dans C.

Définition A.1.2. On dit qu’une partie C d’un espace métrique (E, d) est relativement
compacte si C est compacte. Autrement, si et seulement si de toute suite d’éléments de C,
on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

Définition A.1.3. On dit qu’une partie C d’un espace métrique (E, d) est précompacte si
pour tout ε > 0, on peut recouvrir C par un nombre fini de boules de rayon ε. Autrement,
si de toute suite d’éléments de C, on peut extraire une sous-suite de Cauchy dans C.

La notion de précompacité est donc plus faible que celle de compacité. Toutefois, elles

coïncident dans un espace métrique complet.
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A.2 Espaces de Fréchet

Définition A.2.1. Un espace vectoriel topologique réel est dit de Fréchet si’il est à la fois ;
localement convexe, métrisable et complet au sens des espaces uniformes.

A.3 Théorèmes du point fixe

Dans les deux théorèmes du point fixe suivants, les conditions géométriques sur l’espace

et/ou les applications jouent un rôle crucial. Tout de bon, ils sont valables dans le cadre

au moin d’un espace métrique, habituellement d’un espace de Banach.

A.3.1 Principe de contraction de Banach

Théorème A.3.1. Soit (E, d) un espace métrique complet.
Si l’application T : E → E est contractante de rapport k < 1, alors T admet un unique

point fixe x ∈ E vérifiant T (x) = x.

A.3.2 Théorème du point fixe de Schauder-Tikhonov

Théorème A.3.2. Soit (E, d) un espace métrique.
Considérons C ⊂ E un convexe fermé non vide et T : C → C une application continue

telle que T (C) est compacte dans E. Alors T admet un point fixe x ∈ E vérifiant T (x) = x.
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ANNEXE B

Équations différentielles au sens de Carathéodory

On considère X(.) et f(., X) des fonctions vectorielles telles que la fonction

f : R× Rn → Rn

(t,X) 7→ f(t,X),

satisfait les conditions dites de Carathéodory

i) f(t,X) mesurable en t, pour tout X ∈ Rn.

ii) f(t,X) continue en X, pour presque tout t ∈ R.

Alors, l’équation différentielle

X ′ + AX = f(t,X),

est dite de Carathéodory où, X(.) est un vecteur et f(., X) satisfait les conditions i) et ii).

X(.) est solution de l’équation différentielle de Carathéodory si elle est localement

absolument continue et satisfait pour t0 ∈ R,

X(t0) = X0 +

∫ t0

0

f(s, X(s))ds.

Si de plus, f(., X) est lipschitzienne alors, la solution X(.) est unique.
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