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       Dans la conception des systèmes automatiques, on cherche toujours à améliorer les

performances dynamiques du système et à minimiser le temps de réponse.

Les algorithmes de commande classique par exemple à action proportionnelle intégrale

peuvent s’avérer suffisants si les exigences sur la précision et les performances des systèmes 

ne sont pas trop strictes. Dans le cas contraire et particulièrement lorsque la partie commandée 

est soumise à des fortes non-linéarités et à des variations temporelle, il faut concevoir des 

algorithmes de commande assurant la robustesse du processus vis à vis des incertitudes sur les 

paramètres et leur variations. Les lois de commande dite à structure variable constituent une 

bonne solution à ces problèmes.

       La commande par mode glissant est une commande à structure variable (CSV) qui est par 

nature une commande non linéaire. 

       La commande par mode glissant a connu un essor à la fin des années soixante-dix lorsque 

"Utkin" introduit la théorie des modes glissants. Le principe de cette technique est de 

contraindre le système à atteindre et ensuite rester sur une surface dite de glissement. Le 

comportement dynamique résultant est appelé régime glissant. Une telle technique permet 

d’un côté, la réduction de l’ordre du système et de l’autre, l'insensibilité aux variations 

paramétriques.

       La caractéristique principale de cette technique est sa structure variable avec la 

commutation autour de la surface choisie (surface de glissement), engendrant du coup des 

fréquences de commutation élevées des organes de commande qui peuvent provoquer une 

détérioration anticipée de l’organe de commande ou exciter des dynamiques hautes 

fréquences non considérées dans la modélisation du système. Ceci crée un phénomène de 

broutement (chattering en Anglais) autour de la surface de glissement qui peut endommager 

les actionneurs de commande dans la mesure où la commande va osciller entre deux valeurs. 

Afin de résoudre le problème du broutement et de réduire son influence ou de l’éliminer 

complètement, plusieurs méthodes ont été étudiées, on peut citer la couche limite, la 

commande par mode glissant d’ordre supérieur, les réseaux de neurones et la logique floue.

       La théorie de la logique floue a permis de traiter les imprécisions et les incertitudes. De 

nombreuses applications sont alors développées dans divers domaines, là où aucun modèle 

déterministe n’existe ou est difficile à obtenir. L’avantage d’un système d’inférence floue est 

que seules les connaissances du comportement du procédé à commander sont suffisantes pour
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la synthèse de la loi de commande et ils soulèvent un large intérêt, tant théorique que pratique,

dans l’identification et la commande des processus complexes et non linéaires.

Le pendule inversé est un système non linéaire, multi-variables et  un système absolument 

instable, donc on doit utiliser une certaine méthode de contrôle pour le rendre stable. 

L'utilisation de la méthode de contrôle a porté sur un large champ, l’industrie militaire, le vol 

spatial, la robotique et l’industrie en général. Le  système pendulaire inversé est généralement 

utilisé pour tester l'effet de la technique de contrôle, et il est aussi un instrument idéal pour les 

expériences dans l'étude de la théorie de commande.

       Motivés par l’intérêt du pendule inversé, la robustesse de la commande par mode glissant 

et le raisonnement humain de la logique floue, l’élaboration d’une commande robuste en 

utilisant ces deux approches pour la commande d’un système pendulaire inversé constitue 

l’objet principal de notre travail. 

       La loi de commande que nous proposons est une combinaison de la commande par mode 

glissant et la logique floue. Elle est conçue à partir de la seconde fonction de Lyapunov. Pour 

remédier au problème de chattering dû à la partie discontinue de la commande par mode 

glissant, nous avons utilisé les outils de la logique floue pour la remplacer par un gain flou.

       Ainsi, notre mémoire est organisé comme suit :  

       Dans le premier chapitre, nous allons donner brièvement quelque notion de base à propos

de notre pendule inversé qui est à deux degrés de liberté. Ensuit, nous nous serons basés sur la 

modélisation dynamique à l’aide de formalisme d’Euler-Lagrange.

       Dans le deuxième chapitre, nous  discuterons  de la théorie de la commande par mode 

glissant qui est une technique de commande non linéaire. Elle est caractérisée par la 

discontinuité de la commande aux passages par une surface de commutation appelée surface 

de glissement.

       Dans le troisième chapitre, nous allons décrire les notions de base de la théorie de la 

logique floue, nous allons commencer par énoncer les fondements de la logique floue. Cette 

dernière permet d’exprimer des informations très diverses (données incertaines ou imprécises, 

connaissances exprimées sous forme linguistique, . .). Ensuite, nous allons présenter en détails 

les méthodes de raisonnement flou (inférence floue) qui constituent la base de la commande 

floue, ainsi que les applications les plus utilisées de la logique floue.
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       Dans le quatrième chapitre, nous allons donner les résultats de simulations de la 

commande par mode glissant conçue à partir de la seconde fonction de Lyapunov, suivi par 

ceux de la commande par mode glissant flou, appliquées sur un pendule inversé. 

       Enfin, le mémoire se termine par une conclusion générale qui récapitule les travaux 

réalisés, ainsi que les perspectives envisageables.
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I.1.Introduction :

       Le pendule inversé est un exemple typique du système instable. C’est un système 

mécanique non linéaire et sous-actionné. Il est difficile de le commander par les techniques

de commande linéaires classiques. Cependant, le système de pendule inversé est toujours 

utilisé pour vérifier et évaluer des théories de contrôle de la stabilité, et de nombreuses 

recherches du système ont été menées.

       Ce chapitre est destiné à la présentation du pendule  inversé à savoir sa structure et le 

principe de son fonctionnement, ainsi que les différentes stratégies de commande 

proposées pour sa stabilité. Le modèle dynamique du système sera déduit à partir du 

formalise d’Euler-Lagrange.

I.2.Intérêt de l'étude d'un pendule inversé :

       Le pendule inversé est généralement utilisé pour tester les performances des nouvelles 

commandes. Il est aussi exploité pour la construction de prothèses parce que l’homme est 

considéré comme un pendule inversé double dont les deux axes de rotations sont les 

chevilles et les hanches.   

        Le principe du pendule inversé est utilisé aussi dans le domaine de la robotique et 

dans des moyens de locomotion dotés de deux roues montées sur un même axe.

I.3.Présentation du pendule inversé :

       Le but de  la commande du pendule   inversé est de   maintenir en équilibre  vertical

une tige en aluminium à l’extrémité de laquelle est montée une masse. Cette tige  est  fixée 

par  une articulation  pivotante sur  un  chariot qui  peut se  déplacer  en glissant le long 

d’un rail de guidage horizontale. Le mouvement de rotation d’un moteur électrique est  

transformé en mouvement  de translation du  chariot par l’intermédiaire  d’une poulie et  

d’une courroie  crantée. Le  déplacement du  chariot dans  un sens  ou dans l’autre assure 

par réaction l’équilibre vertical du bras du pendule. En fait,  ce genre de mécanisme est très 

fréquent. On en  trouve dans toutes les imprimantes à jet  d’encre ou dans toutes les 

machines à écrire électriques. Le pendule est dit inversé car la masse du balancier est au 

dessus du chariot.
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       Voici le schéma du dispositif :

Fig. I.1 : le pendule inversé

I.4.principe de fonctionnement :

     Le principe de fonctionnement est très simple en théorie : quand le pendule penche 

vers la droite, le chariot doit le rattraper en effectuant un mouvement vers la droite. Et 

inversement.

       La difficulté c’est de régler  l’intensité et la forme de la réaction du chariot en fonction 

de l’angle que le pendule fait avec la verticale. 

I.5.Modélisation de l’ensemble chariot-pendule [Lah11], [Bug03] :

       L’ensemble  du chariot  pendule a deux  degrés  de liberté  qui  sont représentés  par  

deux coordonnées  généralisées,  x  pour  le déplacement  horizontal du  chariot,   pour laߠ

rotation du pendule. La direction positive de x est le sens  à droite en mètre et celui de l’angle  

est le sens des aiguilles d’une montre en  radian (figure. I.2).
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Fig. I.2.Schémas de l’ensemble chariot et pendule inversé

       Les paramètres de l’ensemble chariot-pendule sont :

m: représente la masse du  pendule                   M : masse du chariot                                              

x(t): position  du chariot                                   (ܜ)ࣂ: l'angle  du pendule

l : demi longueur du pendule                          g   : intensité  de pesanteur                              

F(t) : force exercée sur  le chariot

  

       Les  équations  du  mouvement  du  pendule  sont  déterminées  par   le  formalisme

d’Euler-Lagrange qui  est  basé  sur  le  principe  de  la  conservation  de  l’énergie 

mécanique plutôt que sur le concept de force, comme dans le principe de Newton.

       Le Lagrangien est défini comme  étant la différence entre l’énergie cinétique ܧ஼   et 

l’énergie potentielle  ܧ௉ du système,  l’avantage de ce formalisme réside dans 

l’élimination des efforts d’interaction, Il s’exprime par :

௉                                                                                   (I.1)ܧ−஼ܧ=ܮ                                   
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I.5.1.Energie cinétique du système en mouvement :

       Le système en mouvement comporte  le chariot qui se déplace linéairement sur les  

rails et le pendule qui se balance sur son axe de rotation.

L’énergie cinétique du chariot en mouvement est donnée par l’équation :

                      

=஼ெܧ	             ଵ
ଶܯ ଶ                                                                                                       (I.2)ݔ̇

L’énergie cinétique du pendule est exprimée par l’équation :

=஼௠ܧ	           ଵ
ଶ݉ ௖ଶ                                                                                                         (I.3)ݒ

 ௖: La vitesse du centre de gravité du penduleݒ

La position du centre de gravité du pendule, notée ݎ௖   à partir de ces coordonnées est 

donnée par :

+ݔ)௖ୀݎ⃗        s݈inߠ)ଓ⃗+ c݈osߠଔ⃗                                                                         (I.4)

D’où la vitesse du centre de gravité du pendule est :

=௖ሬሬሬ⃗ݒ         ௗ௥೎ሬሬሬ⃗ௗ௧= ൫̇ݔ+ c݈osߠ̇ߠ൯ଓ⃗− s݈inߠ̇ߠଔ⃗                                                                  (I.5)

En remplaçant  l’équation (I.5) dans l’équation (I.3) on trouve :

=௖௠ܧ        ଵ
ଶ݉ ൫̇ݔଶ+ ݔ2̇ c݈os(ߠ)̇ߠ+ ଶ݈cosଶ(ߠ) +ଶߠ̇ ଶ݈sinଶ(ߠ) ଶ൯                            (I.6)ߠ̇

Avec :                   cosଶ(ߠ) + sinଶ(ߠ) = 1      

L’équation(I.6) de l’énergie cinétique du pendule prend alors la forme :

=௖௠ܧ        ଵ
ଶ݉ ൫̇ݔଶ+ ݔ2̇ c݈osߠ̇ߠ+ ଶ݈̇ߠଶ൯                                                                        (I.7)

Finalement L’énergie cinétique totale de l’ensemble chariot et pendule est exprimée par :

=஼ܧ       +஼ெܧ =஼௠ܧ ଵ
ଶܯ +ଶݔ̇ ଵ

ଶ݉ ൫̇ݔଶ+ ݔ2̇ c݈osߠ̇ߠ+ ଶ݈̇ߠଶ൯                                     (I.8)
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I.5.2. Energie potentielle du système :

L’énergie potentielle du centre de gravité du pendule est :

=௉ܧ              ݉݃c݈osߠ                                                                                                    (I.9)

I.5.3.L’équation de Lagrange :

                      
ௗ
ௗ௧ቀడ௅

డ௤̇೔ቁ−ቀడ௅
డ௤೔ቁ= ௜ܳ                                                                                (I.10)

Le lagrangien du système est la différence  entre son énergie cinétique et son énergie 

potentielle,        

=	ܮ                     −	஼ܧ	     ௉                                                                                             (I.11)ܧ	

En utilisant les expressions précédentes  le lagrangien peut s’écrire comme suit :

=ܮ           ଵ
ଶܯ +ଶݔ̇	 ଵ

ଶ݉ ൫̇ݔଶ+ 2 +ߠ̇(ߠ)	cosݔ݈̇ ଶ݈̇ߠଶ൯−݈݉݃ܿ      (I.12)                              (ߠ)ݏ݋

I.5.3.1.L’équation de Lagrange pour le degré  de liberté,			(࢚)ࢗ = (࢚)࢞ :  

               
ௗ
ௗ௧ቀడ௅

డ௫̇ቁ−ቀడ௅
డ௫ቁ= (I.13)                                                                                          ݑ

  La dérivée partielle du Lagrange suivant    ̇ݔ			  : s’écrit  ݐ			ݐ݁

            
ௗ
ௗ௧ቀ(M	+ 	m)̇ݔ+ ml	cos	(	θ)θ̇ቁ= (I.14)                                                                       ݑ

Alors la première équation de Lagrange  est  :

       					ቀ(M	 + 	m)̈ݔ+ ml	cos	(θ)θ̈ − ml	sin	(θ)θଶ̇ቁ= I.15)                                                   ݑ
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I.5.3.2. L’équation de Lagrange pour le degré  de liberté, (࢚)ࢗ = (࢚)ࣂ :           

                           ௗௗ௧ቀడ௅
డఏ̇ቁ−ቀడ௅

డఏቁ= 0                                                                                          (I.16)

La dérivée  partielle du lagrangien  suivant ̇ߠ		 s’écrit  ݐ		ݐ݁ :

         
ௗ
ௗ௧൫݉ 	ݔ݈̇ +ߠݏܿ݋ ݉ଶ݈̇ߠ൯− (−݉ ݏ݅ݔ݈̇ ̇ߠߠ݊ + ݉݃ ݏ݈݅ (I.17)                                                (ߠ݊

Donc  la deuxième équation de  Lagrange  est donnée comme suit : 

        ݉ ݔ݈̈ ݃݉−ߠݏܿ݋ ݏ݈݅ +ߠ݊ ݉ଶ݈	̈ߠ= 0                                                                                 (I.18)

Le modèle de connaissance de l’ensemble chariot-pendule et donnée par le système 

d’équation suivant :

                 ൝	ቀ(M	+ 	m)̈ݔ+ ml	cos	θθ̈ − ml	sinθθ̇ଶቁ= ݑ
		൫݉ ݔ݈̈ ݃݉−ߠݏܿ݋ ݏ݈݅ +ߠ݊ ݉ଶ݈	̈ߠ൯	= 0 											                                        (I.19)  

         Le système d’équation (I.19) monte la dépendance qui existe entre l’accélération du 

chariot  ̈ݔ, et l’accélération angulaire du pendule  ̈ߠ.Ainsi lorsque il n’y a Pas de force 

extérieure, si on déplace le pendule de sa position d’équilibre, il ne sera soumis qu’à sa 

propre inertie, il se mettrait  alors à  osciller et puisque le pendule et fixé sur le chariot ce 

dernier commencerai également à se mouvoir.

      Alors ce modèle peut être écrit sous la forme de  cauchy (modèle d’état  non linéaire) 

Pour cela nous avons définit les variables d’états  comme suit :                                                                      

=ଵݔ    .(Position rectiligne de chariot) ,ݔ

=ଶݔ    .(vitesse du chariot) ,ݔ̇

=ଷݔ    .(Position angulaire de la tige) ,ߠ

=ସݔ    .(vitesse angulaire de la tige) ,ߠ̇
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       Le modèle d’état non linéaire s’écrit sous la forme affine suivante :

(ݐ)̇ܺ                 = ݂൫ܺ(ݐ)൯+ ݃൫ܺ(ݐ)൯.(ݐ)ݑ                                                                   (I.20)

Où   (ܺݐ) =  ,est le vecteur d’état      ,்[(ݐ)ସݔ	(ݐ)ଷݔ	(ݐ)ଶݔ	(ݐ)ଵݔ]

        U(t)       est l’entrée appliquée au pendule 

       Donc l’expression du modèle sera sous la forme suivante :

ቌ
௫̇భ௫̇మ௫̇య௫̇రቍ=

⎝
⎜⎛

௫మ	ష೘ ೒೎೚ೞ( యೣ)౩౟౤( యೣ)శ೘ ೗ೣరమ౩౟౤	( యೣ)ಾ శ೘ ೞ೔೙మ( యೣ)௫ర(ಾ శ೘)೒ೞ೔೙( యೣ)ష೘ ೗ೣరమౙ౥౩	( యೣ)ೞ೔೙( యೣ)(ಾ శ೘ ೞ೔೙మ( యೣ))೗ ⎠
⎟⎞ +

⎝
⎛

଴భಾ శ೘ ೞ೔೙మ( యೣ)଴ି ౙ౥౩	( యೣ)(ಾ శ೘ ೞ೔೙మ( యೣ))೗⎠
(I.21)		ݑ⎞

I.6.Travaux antérieurs sur la commande du pendule inversé:

       Le  pendule inversé  est  un  système instable,  SIMO  (Single  Input Multiple Output)  

et possède  des non-linéarités  non  négligeables  dues  à sa  structure  dynamique  et aux

forces de friction. C’est un outil didactique et un problème classique utilisé en 

automatique. C’est pourquoi il est souvent utilisé pour tester les performances et la 

robustesse de nouvelles lois de commande. Par ailleurs, on  peut trouver dans  la littérature  

plusieurs  travaux  appropriés  à  la commande d’un simple  pendule inversé.Beaucoup de 

travaux existent dans la littérature sur la commande du pendule inversé.

       Dans [Hye08], la mise en œuvre  d’une  commande d’un pendule inversé a été 

présentée. Le système pendulaire a été construit dans le cadre pédagogique afin de former 

des ingénieurs de contrôle. La commande est une combinaison des réseaux de neurones et 

de la logique floue, dite commande neuro-floue dont la structure est un réseau neuronal et 

la fonction interne représente la logique floue. Une commande neuronale a été développée

dans  [Oma00] et [Jun07] pour la commande d’un pendule inversé dont l’objectif est de 

maintenir l’équilibre du pendule tout en suivant la position désirée du chariot. 
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       Une commande  basée sur les outils de la logique floue a été présentée dans [Elh06], 

[Mie06] et [YuX04]. 

      Dans [Lok98] “decoupled fuzzy sliding-mode control“, une commande par mode 

glissant  d’un pendule inversé a été développée.  

     Dans [Yon09], une loi de commande basée sur le mode glissant a été conçue pour 

forcer une surface de glissement qui se compose de surfaces de glissement de deux sous-

systèmes, à atteindre zéro dans un temps fini. 

I.7.Conclusion :

          Dans ce chapitre, nous avons présenté brièvement la structure d’un pendule inversé 

et le principe de son fonctionnement, ainsi que les différents travaux de recherche effectués 

sur la commande du pendule inversé.

       Pour la modélisation du système, nous avons employé le formalisme d’Euler-

Lagrange.
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II.1. Introduction :

        Les processus physiques sont généralement non linéaires, mal définis et ont des

paramètres variables. Un modèle mathématique n’est rien d’autre qu’une représentation

approximative de la réalité physique, et cependant nous nous disposons que de ce modèle 

pour construire une loi de commande. Ainsi en vertu de la physique du système qu’il nous 

faudra prendre en compte, la commande devra être robuste dans le sens où elle devra 

assurer une faible sensibilité aux incertitudes sur les paramètres, à leurs variations et aux 

perturbations. Les systèmes de commande à structure variable semblent être une bonne

solution à ce problème. Ils sont basés sur l’utilisation d’un terme discontinu dans la 

commande afin de contraindre le point représentatif de l’évolution du système à vérifier 

une équation différentielle, choisie à priori généralement linéaire, imposant au système une 

dynamique choisie par le concepteur.

       La commande par mode glissant est une commande à structure variable. Elle est 

robuste, performante et présente une simplicité de mise en œuvre. Cependant, cette 

robustesse se fera au détriment des performances. En effet, la discontinuité de la 

commande induit des vibrations haute-fréquences indésirables en pratique. 

       Ce chapitre est consacré à la présentation des concepts de base de la théorie par mode 

glissant.

II.2. Mode glissant d’ordre un :

       La commande par mode glissant d’ordre un est une commande à structure variable 

pouvant changer de structure et commutant entre deux valeurs suivant une logique de

commutation bien spécifique s (x). La technique de mode glissant consiste à amener la 

trajectoire d’état d’un système vers la surface de glissement et de la faire commuter à 

l’aide d’une logique de commutation appropriée autour de celle-ci jusqu’au point 

d’équilibre, d’où le phénomène de glissement. [Nec 02]

II.2.1.Principe et concept de base [AMM 11] :

       Le principe de la commande par modes glissants est de contraindre le système à 

atteindre en temps fini une surface (dans l'espace d'état) donnée pour ensuite y rester. Cette 

surface étant une relation entre les variables d'état du système, elle définit une équation 

différentielle, et donc détermine totalement la dynamique du système, pour  qu'il reste sur 
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cette surface. L'évolution d'un système soumis à une loi de commande qui le fait rester sur 

une surface donnée ne dépend donc plus du tout du système lui même ou des perturbations 

auxquelles il peut être soumis, mais uniquement des propriétés de cette surface. Le système 

bouclé n'est donc pas seulement robuste vis à vis des incertitudes (propres au système) et 

perturbations (extérieures au système), mais totalement insensible à ces incertitudes et 

perturbations, moyennant qu'elles puissent effectivement être rejetées par la commande.

La synthèse d’une loi de commande par mode glissant consiste  à déterminer:

- Une région d’espace d’état telle qu’une fois que le système se trouve dans 

cette région, il ait le comportement désiré.

- Une loi de commande qui conduit le système jusqu’à cette région d’espace 

d’état.

La commande par mode glissant se compose de deux paries, la commande équivalente et la 

commande discontinue :

=ݑ                                           +௘௤ݑ                                                  ݑ∆

௘௤: Elleݑ est déterminée par le modèle du système.

Elle est constituée de la fonction signe :ݑ∆ de la surface de glissement	ݏ, multipliée par 

un gain positif. La commande discontinue sert à compenser les incertitudes.

                  

                          Fig. II.1 : différents modes de convergence pour la trajectoire d’état.
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II.2.2.définition de régime glissant [Slot91] :

       On va considérer le système dynamique suivant :

                             X(n) = f(ݔ) + g(ݔ). u																																									                                    (II.1)                             

      Où                 X        est la sortie du système.

                           x          est le vecteur d'état :

=ݔ			                          …	ݔ̇						ݔ	] ்[(௡ିଵ)ݔ	
Est          ݑ                              le vecteur de commande, dont l'expression est définie par :  

(ݐ,ݔ)	௜ݑ     = ൜ݑ௜ା(ݐ,ݔ)						݅ݏ (ݔ)	௜ݏ						 > ݏ݅				(ݐ,ݔ)௜ିݑ0 (ݔ)	௜ݏ							 < 0 										 =݅ 1, … … … ,݉					          (II.2)  

  
                                                                                   
ା  Etݑ        ݑି	 sont des fonctions continues.

        f   est une fonction généralement non linéaire et non exactement connue.

         g  est une fonction de commande  non  exactement connue.

      Nous voulons faire suivre au vecteur d'état  x  une trajectoire désirée, définie par le

vecteur désiré  ݔௗ(ݐ). Pour cela, on pose le vecteur d'erreur :

     									 	݁= −	ݔ	 =	ௗݔ	 	 [		 	݁		ė … 		 (݁௡ିଵ)	] 	்																		
       Par ailleurs, nous allons définir une surface de glissement dans l'espace d'état des 

erreurs        s(x, t) = 0.     

      Le problème de suivre	ݔ= ௗݔ est  le même que celui de rester sur la surface s(x, t)

pour tout le temps t > 0. En effet s =0 représente une équation, dont la solution unique est    

=݁ 0. De cette façon  le problème de suivre le vecteur désiré ݔௗest réduit à retenir s à

zéro.   Apres la détermination de la surface de glissement, l'étape suivante est de garantir 

l'existence d'un régime glissant. Il existe un régime glissant, si dans le voisinage de la 

surface de glissement s = 0, les vecteurs de vitesse des trajectoires du système pointent 

toujours vers la surface. 

Ou d'une autre manière, la distance  à  la surface de glissement et sa vitesse de changement 

.ont un signe opposéݏ̇

                 lim 		௦→଴శ			̇ݏ	< 	0					et					 lim 		௦→଴ష		̇ݏ	< 	0								   							                                  (II.3)
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       L'expression précédente peut être écrite de façon simplifie :

                 ṡݏ< 0                                                                                 (II.4)

II.2.2.1. Méthode de Fillipov [UGS99] :

     Nous considérons le système non-linéaire suivant: 

=ݔ̇                                	 ,ݔ݂) u)				                                                         (II.5)

Où

                            x représente le vecteur d'état.

                            u le vecteur de commande :

(ݐ,ݔ)	௜ݑ = ൜ݑ௜ା(ݐ,ݔ)						݅ݏ <ݏ						 ݏ݅				(ݐ,ݔ)௜ିݑ0 >ݏ							 0 										
Estݏ     la surface de glissement.   

       Les trajectoires du système sur la surface s ne sont pas clairement définies puisque le 

vecteur de commande u n'est pas défini pour  s = 0. Fillipov a défini une solution à ce 

problème en termes d'inclusion différentielle.

       La surface de glissement sépare l'espace d'état en deux régions 

     																												 ା݂= 				(ାݑ,ݔ݂) =ି݂				ݐ݁ ,ݔ݂) ݑି )   

       La résolution de Fillipov assume ces deux régions constantes dans un petit intervalle         

(t, t+∆t), pour un point x sur la surface de glissement  s = 0. Nous savons qu’un 

intervalle de temps ∆t est formé part deux intervalles ∆t1 et ∆t2  de la façon Suivante :

∆t = ∆t1+∆t2, avec ݑ= =ݑ ଵetݐ∆ ାpour l’intervalleݑ ݑି pour l’intervalle	∆2ݐ. Alors 

l’incrément du vecteur d’état après l’intervalle de temps ∆ݐ  est calculé comme suit :

=ݔ∆                        ା݂.∆tଵ+ 	 ݂ି 	.		∆tଶ					
     La moyenne du vecteur d'états est :

                               
∆௫	
∆௧		= =ݔ̇ .	௙௜௟ߙ	 ା݂	+ (1 .(௙௜௟ߙ− ݂ି 		     

                        
(II.6)
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              Avec : 0 ≤ ߙ݂ ݈݅ 	≤ 1   

       L'équation (II.6) représente l'expression du mouvement pendant le régime glissant. 

Puisque, la trajectoire des états pendant le régime glissant est sur la surface s = 0, le 

paramètre ߙfil doit être sélectionné de sorte que le vecteur vitesse du système (II.6) soit 

sur le plan tangent ܽ̀la surface de glissement.

                                                                                                                                                                                                         

=ݏ̇	 ݎܽ݃ ݀[s(ݔ)]		. =ݔ̇ ݎܽ݃	 ݀[s(ݔ)]	. 			௙௜௟ߙ	] ା݂	+ 	(1 ି݂(௙௜௟ߙ− 	]				.                          (II.7)

     Avec         ݃ܽݎ [(ݔ)ݏ]݀ = ݏ߲] ⁄ଵݔ߲ … … ݏ߲… ⁄[	௡ݔ߲                       

        La solution de  (II.7) est donnée par :

=௙௜௟ߙ                ௚௥௔ௗ(௦)		.				௙ష						
௚௥௔ௗ(௦).(௙ష	ି 	௙శ)                                             (II.8)

     On fait le remplacement de (II.8) dans (II.6),  et on obtient l'équation suivante :

=ݔ̇                           ௦݂௠
                  							 ௦݂௠= ௚௥௔ௗ(௦)		.				௙ష						

௚௥௔ௗ.(௙ష	ି 	௙శ) 		 ା݂− 		 ௚௥௔ௗ(௦)		.				௙శ						
௚௥௔ௗ(௦).(௙ష	ି 	௙శ) 	݂ି 																																							(II.9)

     Par conséquent la solution x reste sur la surface s. Les valeurs que prend f(x, t) dans 

un voisinage de s génèrent des solutions contraintes à glisser sur la surface de glissement.

II.2.2.2. Méthode de la commande équivalente [salg04] :

       La méthode de la commande équivalente permet de déterminer la sortie de la 

commande continue	ݑ௘௤, une fois que le système se trouve sur la surface de glissement  

s(x, t) = 0. Nous allons supposer qu'à l'instant ݐ௔௧௧,  les vecteurs d'état x du système 

interceptent la surface de glissement et qu'il existe un régime glissant à   ݐ	ݐ≤௔௧௧,. 
L'existence du régime glissant implique que	̇ݏ	(x, t) 	= 	0		, et		ݏ(x	ݐ) = 0, pour tout  

≤ݐ 	௔௧௧ݐ	 , soit :  

                   డ௦
డ௫		[ (ݔ݂) 	+ 	 [௘௤ݑ(ݔ݃) 	= 	 =	ݏ̇ 	0			

    Où ௘௤ݑ	 est  la commande équivalente, ou  la solution de l'expression précédente.
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      Finalement ݑ௘௤est exprimée par :      

=௘௤ݑ                              −ቀడ௦
డ௫݃ ቁି(ݔ) ଵ	.		డ௦

డ௫݂  (II.10)                                              .  		(ݔ)

    
     Physiquement, la commande équivalente représente la valeur moyenne de la 

commande u qui maintient l’état du système de glissement s(x)=0. L’équation de régime 

glissant idéal est obtenue en portant l’expression de ݑ௘௤dans (II.1)    

=ݔ̇                       	f(ݔ) 		− 		g(ݔ)ቀడ௦
డ௫g(ݔ)ቁି ଵ		.		డ௦

డ௫f(ݔ)							                              (II.11)

II.2.3. Propriétés de la convergence [BEN13] :

       Cette condition est en faite la condition à laquelle le mode de glissement existe et sous 

la quelle la trajectoire d’état va effectivement  atteindre la surface de glissement en un 

temps fini.

       Soit, pour un système mono variable, la fonction de Lyapunov suivante :   

                      

(ݔ)ݒ                             = ଵ
ଶݏଶ(ݔ)                                                        (II.12)

     La dérivée  de cette fonction est :

                                

(ݔ)ݒ̇                                 = (ݔ)ݏ(ݔ)ݏ̇                                                                          (II.13)  

       La condition qui garantit la convergence de l’état  vers la surface de glissement et 

donnée par :       

(ݔ)ݒ̇                                 = (ݔ)ݏ(ݔ)ݏ̇ < 0  

     Pour résoudre un tel problème, la dynamique de la surface de glissement est spécifiée 

par la loi:                

=ݏ̇                                ݏ݅	ߣ	− .(ݏ)݊݃ ݏ݅ (II.14)                                             (ݏ)݊݃

     Où ߣest une constante strictement positive.
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       On aboutit à :

(ݔ)ݒ̇                                = (ݔ)ݏ(ݔ)ݏ̇ 	≤ (II.15)                                                 |ݏ|	ߣ	

     Cette condition est dite condition d'attractivité.

       L’intégration de (II.14) entre le temps initial t=0 et le temps de convergence t=ݐ௖, 
permet d'aboutir à:

                          s(ݐ௖) − s(0) 	≤ −௖ݐ)	ߣ	− 0)
   
  La surface s sera atteinte durant un temps fini donné par : 

≥௖ݐ                                    ௦(௧ୀ଴)
ఒ 			                                                 (II.16)     

   

II.2.4. Choix de la surface de glissement [Utk92] :

       Le choix de la surface de glissement concerne le nombre et la forme des fonctions 

nécessaires. Ces deux facteurs dépendent de  l’application et de l’objectif visé. La surface 

de glissement s’écrit généralement en fonction de l’écart de la sortie par rapport à sa valeur 

désirée. L'objectif de la commande est d'assurer la poursuite d'un signal de référence telle 

que l'écart e tend vers zéro.

      Soit  (ݔ)ݏ:			x			 × 	 ାܴ→ uܴne fonction suffisamment différentiable telle que:

                                       s	 = 	 	ݔ		} 	߳x	|				s(ݔ) 	= 	0	}    

       Une condition nécessaire pour l'établissement d'un régime glissant d’ordre un est que 

la surface de glissement s ait un degré relatif égal à 1 par rapport à la commande u.

       Le degré relatif d'un système est le nombre minimum de fois qu'il faut dériver la sortie, 

par rapport au temps, pour y voir l'entrée (la commande) de manière explicite.

La surface de glissement peut être décrite sous deux formes. La première forme est donnée 

par :                                                 

=ݏ																																												 		∑ 							௜௡௜ୀଵߟ ௜݁				telque				 ௜݁ାଵ= ݁̇௜                   (II.17)   
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       Il suffit que le vecteur [ߟଵ… … [௡ିଵߟ… engendre un polynôme de Huruitz pour que le 

mode glissant soit asymptotiquement stable (si S tend vers zéro alors l'erreur e et ses (n - 1) 

dérivées tendent vers zéro aussi).

La deuxième forme est celle de "Slotine", elle est donnée par:

            

=ݏ	                                  (	 ௗௗ௧	+ .	௡ିଵ(	ߣ		 <	ߣ						,					(ݔ݁) 	0	.                               

(II.18)   

     Le polynôme caractéristique de cette surface doit avoir des pôles réels négatifs 

multiples. Cette surface est la plus pratique parce qu’elle a moins de paramètres de 

synthèse à régler.

II.2.5. condition d’existence du mode de glissement [Utk92] [Slot91] :

     Le choix de la fonction de glissement étant fait, la deuxième étape consiste à concevoir 

une loi de commande qui puisse amener le vecteur d'état à converger vers la surface et y 

demeurer (s=0). Pour cela, il faut que la loi de commande soit conçue de telle manière à ce 

que s soit attractive. Pour déterminer la condition d’attractivité, considérons la fonction de

Lyapounov suivante :  

                                      

(ݔ)ݒ                                          = ଵ
ଶݏଶ(ݔ)

       Une condition nécessaire et suffisante, appelée condition d’attractivité, pour qu’une 

variable de glissement s(x, t) tende vers 0 est que la dérivée temporelle de  v  soit définie 

négative :

(ݔ)s(ݔ)ݏ̇																																																	   	< 	0                                                                  (II.19)

       Si la condition (II.19) est vérifiée, alors la variable de glissement et sa dérivée sont de 

signe contraire quel que soit le temps et que 0 est un centre attracteur pour S.

        Le temps de convergence, ou le temps d'atteinte « reaching time » tr dépend 

directement du choix de S. Pour une convergence en temps fini, la condition (II.19) qui ne 
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garantie qu’une convergence asymptotique vers la surface de glissement est remplacée par 

une condition plus restrictive dite de η-attractivité, elle est donnée par :

(ݔ)s(ݔ)ݏ̇                                        ≤ ,	|ݏ|	ߟ	− <ߟ 0		                                          (II.20)

Remarque :   

       Il n’est pas suffisant que la dynamique de glissement soit asymptotiquement stable, il 

faut aussi que le domaine de glissement passe par le point d’équilibre désiré.

II.2.6. Propriétés de la robustesse [Utk92] [Per99] [Flo00] :

       Considérons le système perturbé suivant :

=ݔ̇                                        f(ݔ) 	+ 	g(ݔ)	. u	 + (II.21)                                       	݌		

       Où   p représente l’effet des incertitudes paramétriques sur le terme f(x) ou des 

perturbations externes. La robustesse du régime glissant vis-à-vis des perturbations est

donnée par le théorème suivant qui n’est autre que la généralisation de la condition 

classique d’invariance vis-à-vis des perturbations externes, dans le cas des systèmes 

linéaires.

Théorème [Sira88] :

       Le régime glissant sur s, du système perturbé (II.21), est invariant vis à vis de  p, si et 

seulement si le vecteur de perturbation pest engendré par g(x). Cette condition est 

appelée condition de recouvrement connue sous le nom “matching condition”.

  

II.2.7. Phénomène de réticence:

       Un régime glissant idéal requiert une commande pouvant commuter à une fréquence

infinie. Ainsi, durant le régime glissant, les discontinuités appliquées à la commande 

peuvent entraîner un phénomène de broutement, appelé réticence ou "chattering" en 

anglais. Celui-ci se caractérise par de fortes oscillations des trajectoires du système autour 

de la surface de glissement figure II.2. Les principales raisons à l’origine de ce phénomène 



Chapitre II                                 Théorie de la commande par mode glissant                  

  Page 21

sont les limitations des actionneurs ou les retards de commutation au niveau de la

commande. Ces commutations détériorent la précision de la commande et peuvent s’avérer 

néfastes pour l’organe de commande en provoquant une détérioration prématurée des 

systèmes mécaniques et une élévation de température dans les systèmes électriques (perte 

d’énergie non négligeable).

    

                             Fig. II.2: Le phénomène de broutement

II.2.8. Solutions pour la suppression de chattering    :

     Dans le but de réduire ou d’éliminer ce phénomène, de nombreuses solutions ont été

proposées, comme la solution de couche limite, commande par mode glissant flou, mode 

glissant d’ordre supérieur, etc.…..    

II.2.8.1. Solution de couche limite [Deg13] :

       Cette solution, connue aussi sous le nom de“ boundary layer solution”, consiste à

remplacer la fonction signe par une approximation continue, de type grand gain, 

uniquement dans un voisinage de la surface.

Parmi les fonctions utilisées, nous citons la fonction de saturation.
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                                          Fig. II.3.: Fonction saturation

ݏܽ (ݏ)ݐ = ൝ߝݏ																			ݏ݅				ߝݏ≤ 1					
ݏ݅ <ݔ					ݏ݅							(ݏ)݊݃ 1

.Largeur du seuil de la fonction de saturation :ߝ

       D’autres fonctions existent telles que les fonctions, tan ℎ(ߝݏ⁄ ݎܿܽ	ߨ2 ,	( ݐܽ ⁄ߝݏ)݊ )……

                               Fig. II.4.: fonction tangente hyperbolique

       Le système ne converge plus vers la valeur désirée, mais vers un voisinage de cette 

dernière. Dans ce cas, le système est dit en régime pseudo-glissant. Bien que cela permette 

d’atténuer le phénomène de réticence, la précision par rapport à l’objectif fixé, la 

robustesse de la commande et le temps de réponse s’en trouvent dépréciés.

ܣܵܶ ⁄ߝݏ) )
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Cette méthode est paramétrée par une constante positive ߝréglée pour avoir un bon

compromis entre réduction du chattering et conservation de la robustesse. 

II.2.8.2. Solution basée sur un observateur :

       La solution de couche limite nécessite l’approximation continue du terme de

discontinuité. Cependant, dans plusieurs applications les discontinuités de commande sont

inhérentes au système. D’autre part, ce terme de discontinuité de commande permet de 

réaliser une convergence asymptotique de l’équation décrivant la surface de glissement 

vers zéro, ce qui n’est pas garanti en effectuant cette approximation continue.

En conséquence, lors de l’application d’une commande discontinue, le placement d’un

observateur asymptotique par mode de glissement peut éliminer la réticence due à la

discontinuité de la loi de commande. L’idée proposée par [Bond-85] consiste à générer les

modes glissants idéaux dans une boucle auxiliaire d’observation (figure II.5). , telle que 

cette boucle d’observateur n’intègre aucune dynamique non modélisée. La boucle 

principale est poursuivie de la boucle d’observateur. Sous les dynamiques de cet 

observateur, aucun problème de réticence n’apparaît et le système évolue comme si la 

commande équivalente continue est appliquée.

                         Fig. II.5. : Solution par placement d’un observateur.
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II.2.8.3. Solution basée sur les modes glissants d’ordre supérieur [Slo91][Buh91]

[Isi95] :

       Les modes glissants d’ordre supérieur ont été introduits pour pallier au problème du

chattering tout en gardant les propriétés de convergence en temps fini et de robustesse des

commandes par modes glissants classiques. Dans cette approche, le terme discontinu

n’apparaît plus directement dans l’expression de la commande synthétisée mais dans une 

de ses dérivées supérieures ce qui a le mérite de réduire le Chattering.

II.3.Conclusion : 

       Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe de la commande par modes glissants

d’ordre un. Une telle commande se compose de deux éléments :

- Une hyper surface sur laquelle le système doit évoluer.

- Une loi de commande forçant le système à atteindre cette surface de glissement et y

demeurer jusqu’à l’équilibre.

Après la phase de convergence, le système jouit des propriétés suivantes :

- Sa dynamique est entièrement déterminée par la surface de glissement.

- Il est insensible aux perturbations extérieures et aux variations des paramètres du modèle 

vérifiant la condition de recouvrement.

Cependant, la commande par mode glissant présente l’inconvénient majeur qui est le 

phénomène de chattering. Pour remédier à ce problème, nous avons donné dans ce chapitre

quelques solutions. 

       Dans notre travail, nous allons introduire les outils de la logique floue pour supprimer 

le phénomène de réticence. Le principe de base de cette théorie sera présenté dans le 

chapitre suivant.
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III.1. Introduction :

         La plupart des systèmes rencontrés sont modélisables mathématiquement. Cependant, 

il existe de nombreux processus dans le monde réel possédant des mécanismes physiques

complexes difficilement modélisables avec des paramètres incertains. L'obtention d'un

modèle pour de tels systèmes devient alors une opération difficile à réaliser. Une des

solutions consiste à utiliser la théorie de la logique floue proposée et développée par le

professeur Lotfi A. Zadeh [Zad65]. Cette approche permet d’exploiter les informations

linguistiques de l’expert humain en décrivant le comportement dynamique d’un processus

et la stratégie de sa commande. L’intérêt de la logique floue réside dans sa capacité à

traiter et manipuler l’imprécis, l’incertain et les informations vagues. Sa capacité est issue 

de l’aptitude de l’être humain à décider d’une façon pertinente malgré la nature floue des

connaissances disponibles. En effet, l’opérateur humain peut définir des stratégies de

commande de façon linguistique avec un minimum de connaissances sur le processus. La

logique floue traduit cette stratégie en un ensemble de règles de la forme « Si 

‘Observation’ Alors ’Décision’ » ou « Si ‘Prémisse’ Alors ‘Conclusion’ », qui peuvent être 

utilisées pour l’identification des systèmes comme pour leurs commandes.

     Les premiers développements de la commande floue ont été initiés par Mamdani et

Assilian [Mam74] sur l'exemple d'une machine à vapeur expérimentale où l’idée de base

consistait à exploiter l’expérience des opérateurs humains pour concevoir des lois de

commande. Depuis l’épreuve de Mamdani, la commande floue a été largement exploitée

dans plusieurs domaines (commande d'un échangeur de chaleur, régulation de vitesse d'un

moteur, four à ciment…etc.

       Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions théoriques de base de la logique

floue, ainsi que la structure d’un contrôleur flou.

III.2. Logique classique et logique floue [Dja09] :

       Dans le cadre de la logique classique, une proposition est soit vraie, soit fausse (1 ou 

0).Par exemple, la logique classique peut facilement partitionner l’âge d’un être-humain 

en deux sous-ensembles, «moins de 40 ans» et « 40 ans ou plus». Toutes les personnes de 

moins de 40 ans sont alors considérées comme appartenant à l’ensemble «moins de 40

ans». On leur affecte une valeur de 1.
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       Toutes les personnes atteignant 40 ans ou plus ne sont pas considérées comme 

appartenant à l’ensemble «moins de 40 ans». On leur attribue une valeur de 0. Cependant, 

le raisonnement humain s’appuie fréquemment sur des connaissances ou des données 

inexactes, incertaines ou imprécises. On ne peut pas faire une distinction entre une 

personne ayant 41 ans et celle ayant 39 ans. On sera pourtant capable de dire si la personne 

est vielle ou jeune, sans pour cela utiliser d’âge  limite. La logique floue permet de définir 

des sous-ensembles, comme «vieux» ou «jeune», en introduisant la possibilité pour une 

valeur d’appartenir plus ou moins à chacun de ces sous-ensembles.

III.3. Concepts de base de la logique floue [dou13] :

       La description imprécise d’une certaine situation, d’un phénomène ou d’une grandeur

physique ne peut se faire que par des expressions relatives ou floues. Ces différentes 

classes d’expressions floues dites ensembles flous forment ce qu’on appelle des variables

linguistiques. Afin de pouvoir traiter numériquement ces variables linguistiques qui sont

normalisées généralement sur un intervalle bien déterminé appelé univers de discours, il 

faut les soumettre à une définition mathématique à base de fonctions d’appartenance qui 

montrent le degré de vérification de ces variables linguistiques relativement aux différents 

sous ensembles flous de la même classe. 

  III.3.1. Variables linguistiques [Lee90] :

       La notion de variable linguistique permet de modéliser les connaissances imprécises 

ou vagues sur une variable dont la valeur précise est inconnue. Une variable linguistique, 

ou variable floue, est donc une variable dont les valeurs floues appartiennent à des 

ensembles flous pouvant représenter des mots du langage naturel. Ainsi une variable floue 

peut prendre  simultanément plusieurs valeurs linguistiques. Le domaine sur lequel ces 

termes et ces variables sont définis, constitue l’univers de discours. Le découpage de cet 

univers de discours par les termes flous est appelé une partition floue. Lorsque l’univers de 

discours est totalement recouvert par les termes flous, et que pour toutes valeurs, la somme 

des  degrés d’appartenance est égale à 1, on parle alors de partition floue forte.

       La variable linguistique peut être représentée par un triplet ,ݔ) ,(ݔܶ) )ܺ dans lequel ݔ
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est le nom de la variable linguistique, (ݔܶ) l’ensemble des valeurs linguistiques de ݔet ܺ
l’univers de discours. La figure III.1 illustre un exemple de variable linguistique ‘vitesse’ 

avec trois termes linguistiques : petite, moyenne et grande.

                                               Fig.III.1: variable linguistique

III.3.2. Notions de base d’un ensemble flou [Meu95] :

       La notion d’ensembles flous permet de traiter les situations intermédiaires entre le tout 

et le rien, et d’utiliser les valeurs approximatives ("environ 40 ans") et les catégories aux 

limites mal définies (comme "vieux" ou "jeunes"), qui sont très souvent rencontrées dans le 

monde physique, c'est à dire, qui ne possèdent pas de critères d’appartenance bien définis.

     Mathématiquement, un ensemble flou A sur un univers de discours X peut être 

représenté comme un ensemble de paires ordonnées 

=ܣ                                  (III.1)                                                                      {ܺ߳ݔ;(ݔ)஺ݑ,ݔ}

où ݑ஺(ݔ) est une fonction d’appartenance définie comme suit :

(ݔ)஺ݑ                      =ቄ0 ≤ b ≤ 1				si	x ∈ A0																						si	x ∉ A                                                                 (III.2)
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II.3.3.Sous ensembles flous :

       La notion de sous ensembles flous a pour but de permettre des gradations dans 

l'appartenance d'un élément à une classe, c'est-à-dire d'autoriser un élément à appartenir 

plus ou moins à une classe prédéfinie, «plus la surface d’un appartement se rapproche de 

200 2݉, plus son appartenance à la classe des grands apparentements est forte». Cette 

notion permet l'utilisation de catégories aux limites mal définies «Large», de situations 

intermédiaires entre le tout et le rien «presque ouvert», le passage progressif d'une 

propriété à une autre «passage de peu profond à profond», l'utilisation de valeurs 

approximatives «environ 12 mètres». Cette présentation évite l'utilisation arbitraire de 

limites rigides à des classes et répond au besoin de présenter des connaissances imprécises, 

soit parce qu'elles sont exprimées en langage naturel «on utilise aussi le terme variable 

linguistique», soit parce qu'elles sont obtenues avec des instruments d'observations qui 

produisent des erreurs de mesure.

Définition 1: Étant donné un ensemble de référence	X, on peut indiquer les éléments de X
qui appartiennent à une certaine classe de X et ceux qui n'y appartiennent pas. Cette classe 

est alors un sous-ensemble de X. Si l'appartenance de certains éléments de X à une classe 

n'est pas absolue, on peut indiquer avec quel degré chaque élément appartient à cette 

classe. Celle-ci est alors un sous-ensemble flou de	X [Bouc95].

Définition 2: Un sous-ensemble flou A dans un univers du discours 	X est caractérisé par 

sa fonction d’appartenance ݑ஺(ݔ) qui associe à chaque élément ݔde X une valeur dans 

l’intervalle des nombres réels [0, 1].

:஺ݑ                             X → [0, 1]                                                                                                  (III.3)

Ainsi un sous-ensemble flou A dans X peut être représenté par un ensemble de couples 

ordonnés : 

                     

=ܣ                      ൛൫ݑ,ݔ஺(ݔ)൯;ݔ	 	(ݔ)஺ݑܺ,߳	 [߳0,1]ൟ                                                              (III.4)

Exemple : Pour évaluer la hauteur (H) d'une personne en utilisant des termes linguistiques, 

nous devons leurs associer des fonctions de représentation. Nous présentons dans cet 

exemple, l'évaluation de la hauteur (H) d'une personne selon la logique floue. Pour cela,
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nous pouvons utiliser les mots, PETIT et GRAND. La représentation de PETIT et GRAND 

se fait au moyen de deux fonctions qui calculent l'appartenance de chaque personne à 

l'ensemble floue PETIT et/ou GRAND. Ainsi, une personne qui mesure 1m63 appartient 

en même temps au sous-ensemble flou PETIT et au sous-ensemble flou GRAND avec un 

degré de 0,7 (pour PETIT) et de 0,3(pour GRAND). Un sous-ensemble peut être représenté 

graphiquement par un trapèze ou une fonction plus complexe. La figure.III.2. Présente une 

forme de représentation

               

                    Fig.III.2 : Représentation de l'âge par des sous-ensembles flous

III.3.4. Fonctions d’appartenance [dou13] :

       La variable linguistique	ݔvarie dans un domaine appelé univers de discours qui est

partagé en sous-ensembles flous de façon que dans chaque zone, il a une situation 

dominante.

       Ces zones sont décrites par des fonctions appelées fonctions d’appartenance 

permettent un traitement numérique des variables linguistiques dans la prise de décisions 

floues sur calculateur. Dans ce contexte, on associe à chaque valeur de la variable 

linguistique une fonction d’appartenance désignée par  ݑ஺(ݔ) , qui représente le degré (ou 

le facteur) d’appartenance compris dans l’intervalle [0, 1].

       En général, la forme des fonctions d’appartenance peuvent avoir différentes formes :
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 Fonction triangulaire : elle est définie par trois paramètres {a, b, c}.

(ݔ)ݑ      = ൞
௫ି ௔
௕ି ௔									݅ݏ				ݔ	 [߳ ,ܽ ]ܾ		௖ି ௫
௫ି ௕									݅ݏ					ݔ	 [߳ ,ܾ 			ݏݎݑ݈݈ܽ݅ܽ																			0		ܿ[

                  

 Fonction gaussienne: elle est définie par deux paramètres { {ݏ݉, :

(ݔ)ݑ           = ൬−ቀ௫ି݌ݔ݁ ௠
ଶ௦ቁଶ൰      

           Où ݉: centre de la gaussienne

        et ݏ: sa largeur

 Fonction trapézoïdale : elle est définie par quatre paramètres { ,ܽ ,ܾ ,ܿ ,݀ }.

(ݔ)ݑ =
⎩⎪
⎨
⎪⎧
௫ି ௔
௕ି ௔										݅ݏ							ݔ	 [߳ ,ܽ 	ݔ							ݏ݅											1		ܾ[ [߳ ,ܾ ]ܿௗି ௫
ௗି ௖									݅ݏ							ݔ		 [߳ ,ܿ ]݀	
					ݏݎݑ݈݈݁݅ܽ																	0	

      

III.3.5. Opérateurs en logique floue [Min97]:

       Une fois les ensembles flous définis, des mathématiques concernant ce type 

d'ensemble ont été développées. Les mathématiques élaborées ressemblent beaucoup à 

celles reliées à la théorie des ensembles conventionnels. Les opérateurs d'union, 

d'intersection et de négation existent pour les deux types d'ensemble. Les opérateurs 

habituels, soit l'addition, la soustraction, la division et la multiplication de deux ou
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plusieurs ensembles flous existent aussi. Toutefois, ce sont les deux opérateurs d'union et 

d'intersection qu'on utilise le plus souvent dans la commande par la logique floue.  

III.3.5.1 .Opérateur NON :

                             =ܿ തܽ= ݊)݋݊ )ܽ                                                  (III.5)

(ݔ)௖ݑ                                                         = 1 (III.6)                                                         (ݔ)௔ݑ−

III.3.5.2.Opérateur ET :

       L'opérateur ET correspond à l'intersection de deux ensembles a et b et on écrit :

                                         =ܿ ∩ܽ  ܾ                                                                           (III.7)

       Dans le cas de la logique floue, l'opérateur ET est réalisé dans la plupart des cas par la 

formation du minimum, qui est appliquée aux fonctions d'appartenance                                                       (ݔ)௔ݑ

et des ensembles	(ݔ)௕ݑ a et b, à savoir :

(ݔ)௖ݑ                       = min	{ݑ௔(ݔ),ݑ௕(ݔ)}                                                     (III.8)              

Où	ݑ௔, ݑ௕et	ݑ௖, signifient respectivement le degré d'appartenance à l'ensemble a, b et c.

On parle alors d'opérateur minimum.

III.3.5.3.Opérateur OU :

       L'opérateur OU correspond à l'union de deux ensembles a et b et on écrit :

                                       =ܿ ∪ܽ  ܾ                                                                              (III.9)   

       Il faut maintenant calculer le degré d'appartenance à l'ensemble c selon les degrés des 

ensembles a et b. Cela se réalise par la formation du maximum. On a donc l'opérateur 

maximum.                   

(ݔ)௖ݑ                             =      (III.10)                             {(ݔ)௕ݑ,(ݔ)௔ݑ}ݔܽ݉



Chapitre III                                      Théorie de la commande par logique floue

Page 32

  

                             
                                    Fig. III.3: Opérateur ET et OU

III.4. Commande par logique floue :

       Bien que la logique floue possède un champ d’application extrêmement vaste 

(commande, Classification, aide à la décision, base de donné imprécis,…). Nous nous 

intéressons ici qu’à son utilisation dans le cadre de la commande, c’est à dire, traiter les 

problèmes de commande de processus avec une approche différente de l'automatique 

classique, le plus souvent à partir des connaissances des experts ou d’opérateurs qualifiés 

travaillant sur le processus.

III.4.1. Propriétés d’une commande par logique floue : 

       Les propriétés essentielles d’une commande par logique floue peuvent être résumées 

dans les points suivants: [Buh94]

- Aptitude à commander convenablement les systèmes avec un comportement dynamique

compliqué, difficile à modéliser ou inconnu.
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- La clarté des règles qui sont facilement compréhensibles par les personnes expérimentés.

- La commande est simple à réaliser.

- Dans la plupart du temps un petit nombre de règles suffit à décrire le système.

- Cet outil permet de concevoir des commandes non linéaires qui sont réputées robustes.

III.4.2. Structure de base d’un régulateur flou :

       Dans ce paragraphe, nous présentons la configuration de base du contrôleur flou qui

comprend quatre parties principales (voir la figure III.4). [Buh94]

                           Fig.III.4:Structure générale d’un contrôleur flou.

La configuration de base du contrôleur flou comprend quatre parties :

 Interface de fuzzification,

 Base de connaissances,

 Moteur d’inférence floue,

 Interface de défuzzification.

III.4.2.1. Fuzzification

       La fuzzification est l’étape de passage d’une grandeur physique en une variable floue 

ou variable linguistique. Elle consiste à définir le degré d’appartenance avec lequel la 

mesure de la variable physique appartient à un ensemble flou donné sur l’univers de 
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discours et on distingue deux types de fuzzification respectivement appelés fuzzification 

numérique et fuzzification symbolique.

  Exemple :

                                                                                   « Pierre est petit »à un degré de 75% 

Pierre mesure 1m625                                               « Pierre est moyen » à 25%

                                                                             « Pierre est grand » à 0%

a) Fuzzification numérique [dou13] :

       La fuzzification numérique consiste à caractériser numériquement l’imprécision qui 

peut exister sur la valeur d’entrée ݑdélivrée par un capteur. La partie de ܨ( )ܺ, transformée 

de ݑest obtenue de deux manières  différentes :

 Fuzzification par singleton :

       Cette démarche est utilisée lorsque la valeur fournie par le capteur est supposée 

précise. La fuzzification par singleton d’une valeur ݑ଴	 	ܷ߳ est alors la partie floue 

numérique ܨ௫dans ݑdont la fonction d’appartenance (voir figure III.6) est définie par :

(ݑ)ிೣݑ                                           = ൜1		݅ݏ	ݑ= ≠ݑ	ݏ݅	଴0ݑ                                                                     (III.11)	଴ݑ

Cette stratégie est largement utilisée dans les applications de la commande floue, car elle 

est facile à implémenter.

   Fig.III.5. Fuzzification par singleton                      Fig.III.6. Fuzzification non singleton

ிೣ(௨)ݑ								

            1

0
    

଴ݑ		 ݑ 0 ଴ݑ		 ߝݑ

  Interface de 

   Fuzzification
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 Fuzzification non singleton

       Dans cette démarche, on considère que le capteur peut engendrer une erreur de la 

mesure ou être exposé à un bruit. La fonction d’appartenance de ܨ௫dépend dans ce cas de 

l’erreur ou du bruit, par exemple, elle peut être définie comme suit :

(ݑ)ிೣݑ                                   = ;	0}ݔܽ݉ 1 − |௨ି௨బ|
ఌ ቅ                                           (III.12)

où ε est un paramètre caractérisant la forme de .ிೣݑ

La représentation graphique de cette fonction est montrée par la figure III.7. La base du

triangle (ߝ) est en fonction de l’importance relative des erreurs de mesures. En effet, plus

elles sont importantes, plus la mesure de la variable ݑ଴devient imprécise, et donc, plus le

triangle doit s’élargir.

b) Fuzzification  symbolique [Nak97] :

       La fuzzification symbolique transforme la valeur d’entrée ݔdélivrée par le capteur en 

une partie floue linguistique. La description de la mesure s’effectue dans l’ensemble ܮ( )ܺ
des valeurs linguistiques des prémisses. Par exemple, on peut utiliser l’ensemble      

(ݔ)ܮ = { ,ܰ ,ܼ }ܲ , où N est l’abréviation de négatif, Z  celle de zéro  et P celle de positif.

III.4.2.2. Base de connaissances

       C'est une base de connaissances qui contient les règles floues décrivant le

comportement du système. L'ensemble des règles se présente sous la forme d'une 

énumération de type:

Si condition 1 et/ou condition 2 (et/ou…)  alors action sur les sortie

Si condition 3 et/ou condition 4 (et/ou…) alors action sur les sortie

Si condition 5 et/ou condition 6 (et/ou…) alors action sur les sortie

III.4.2.3. Moteur d’inférence :

       Le moteur d’inférence floue transforme, à l’aide des techniques de raisonnement flou, 

la partie floue issue de la fuzzification en une nouvelle partie floue afin de définir 

l'ensemble flou caractérisant la commande. En fait, le mécanisme d’inférence combine les 

règles floues pour effectuer une transformation à partir des ensembles flous dans l’espace 
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d’entrée vers des ensembles flous dans l’espace de sortie. Il existe plusieurs méthodes 

d'inférence utilisées dans la littérature parmi elles [Buh94], on cite :

 Méthode d'inférence MAX-MIN.

 Méthode d'inférence MAX-PROD.

 Méthode d'inférence SOMME-PROD.

a) Méthode d’inférence MAX-MIN (Mamdani) :

       La méthode d’inférence max-min est réalisée au niveau de la condition, l’opérateur     

« ET » par la formation du minimum. La conclusion dans chaque règle, introduite par « 

ALORS » est réalisée par la formation du minimum. Enfin l’opérateur « OU » qui lie les 

différentes règles est réalisé par la formation du maximum.

b) Méthode d'inférence MAX-PROD (Larsen) :

       La méthode d’inférence max-produit est réalisée, au niveau de la condition, l’opérateur

« ET » par la formation du produit. La conclusion dans chaque règle, introduite par            

« ALORS » est réalisée par la formation du produit. L’opérateur « OU », qui lie les

différentes règles, est réalisé par la formation du maximum.

c) Méthode d'inférence SOMME-PROD (Sugeno) :

       Dans cette méthode, l'opérateur "ET" est réalisé par le produit, de même que la 

conclusion "ALORS". Cependant, l'opérateur "OU" est réalisé par la valeur moyenne des 

degrés d'appartenance intervenant dans l'inférence.

III.4.2.4. Défuzzification [Buh94], [Lac97] :

       L’étape de défuzzification consiste à transformer l’ensemble flou résultant de 

l’inférence de différentes règles en une valeur numérique unique représentative de cet 

ensemble, cette valeur numérique est appliquée pour commander un processus réel. Il est 

nécessaire de passer du « monde flou » au « monde réel », c’est la défuzzification.

       Il existe différentes méthodes de défuzzification, parmi lesquelles on peut citer :    
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 La méthode du centre de gravité.

 La méthode de la valeur maximum.

 La méthode de la moyenne des maximums.

 Méthode de hauteurs pondérées.

         

a) Défuzzification par le centre de gravité :

       C’est la méthode la plus utilisée dans les contrôleurs flous. Elle consiste à calculer

l’abscisse du centre de gravité ோܺ∗ de la fonction d’appartenance résultante ݑ௥௘௦( ோܺ) :

                         

                                    Fig.III.7.Défuzzification par le centre de gravité.

       Le centre de gravité permet d’exprimer analytiquement la sortie du système flou et de

simplifier sa mise en œuvre. Cependant, son calcul est complexe et nécessite des calculs

longs de l’intégrale.

b) Défuzzification par la valeur maximale :

       Cette méthode, s’applique uniquement dans le cas où la fonction d’appartenance 

associée à l’ensemble flou de sortie n’admet qu’un seul maximum. On choisit comme 

sortie l’abscisse ோܺ∗ correspondant à ce maximum.

        Trois cas peuvent se produire comme le montre la figure III.9.
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                                 Fig.III.8. Défuzzification par la valeur maximale.

Cette méthode est beaucoup plus simple, rapide et facile, mais elle introduit des ambiguïtés

et une discontinuité de la sortie.

c) Défuzzification par la moyenne des maximums :

       Dans le cas où plusieurs ensembles auraient la même hauteur maximale, on réalise leur

moyenne, cette méthode permet d’enlever les ambiguïtés de la méthode de la valeur

maximum.

d) Méthode des hauteurs pondérées (moyenne pondérée) :

Elle correspond à la méthode de centre de gravité quand les fonctions d'appartenance de la

variable de sortie sont des singletons. [Bag99]

                             

                      Fig.III.9.Défuzzification par la méthode des hauteurs pondérées.

III.4.3. Déférents types de contrôleurs flous :

III.4.3.1. Contrôleurs flous de Mamdani [Mer08] :

       Dans la méthode de Mamdani, les prémisses et les conclusions des règles sont floues.

L'inférence floue est réalisée à l'aide de l'opérateur min (minimum) ou prod (produit) et

l'agrégation des règles à l'aide de l'opérateur max (maximum). La défuzzification est

généralement effectuée par la méthode du centre de gravité.

௥௘௦ݑ

ோܺ∗ ோܺଵ	 ோܺ∗ ோܺଶ

௥௘௦ݑ ௥௘௦ݑ

ோܺଵ∗ ோܺଶ∗
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III.4.3.2. Contrôleurs flous de Takagi-Sugeno [Tak85] :

       La méthode de TAKAGI-SUGENO, est très efficace du point de vue de calcul car elle

privilégie l'analyse mathématique, elle fonctionne bien avec les techniques linéaires.

L'inférence floue est réalisée avec l'opérateur min ou prod. Les conclusions des règles sont

des valeurs numériques calculées à partir des entrées et la valeur finale est obtenue en 

effectuant une moyenne pondérée des conclusions.

III.5.Conclusion

       D’un point de vu mathématique, un système flou définit une relation non linéaire d’un

espace d’entrée vers un espace de sortie, et d’un point de vue logique, un système flou est 

une machine de prise de décision composée de quatre parties essentielles : la fuzzification, 

la base de connaissance, le moteur d’inférence floue et la défuzzification. L’architecture

d’un système flou est déterminée par une meilleure compréhension des ensembles flous et 

des opérateurs flous. Nous avons constaté qu’il n’existe pas un seul type de système flou, 

mais il y en a plusieurs. Un utilisateur des systèmes flous doit décider sur le type des 

fonctions d’appartenance, le type des règles floues, la méthode du raisonnement flou et la 

stratégie de défuzzification.

       Vu la capacité de raisonnement humain et le traitement linguistique que présente la 

logique floue, son utilisation pour compenser les incertitudes s’avère très intéressante. 

C’est pour cette raison que nous l’avions intégrée dans notre commande pour palier au 

phénomène de chattering de la commande par mode glissant. 



Chapitre VI                                   Commande floue basée sur le mode glissant 

Page 40

IV.1. Introduction :

       Le pendule inversé est un système non linéaire typique et un objet contrôlable  

instable. Par conséquent, comment le contrôler est effectivement un problème typique dans 

la théorie de la commande. Il est utilisé pour la vérification des techniques de commande 

conçues et des expériences de laboratoire de contrôle en matière de  l'éducation de la 

théorie de commande.    

       Le présent chapitre est consacré à la présentation de la mise en œuvre d’une loi de 

commande pour la commande d’un pendule inversé. La loi de commande que nous 

proposons est basée sur le mode glissant en utilisant  la logique floue. La stabilité du 

nouveau contrôleur est garantie par la fonction de lyapunov.  

       Le rôle du mode glissant est d’assurer la robustesse du système en boucle fermée, alors 

que le rôle de la logique floue est de  résoudre le problème de chattering dû à la partie 

discontinue de la commande par mode glissant. Une série de résultats de simulations sera 

présentée à la fin de ce chapitre.  

IV.2.Mise en œuvre de la loi de commande basée sur la fonction de 

Lyapunov :

      On s’intéresse à la mise en œuvre d’une loi de commande d’un système non linéaire, 

incertain et instable qui est un pendule inversé.

Écrivons l’équation, qui décrit le modèle dynamique du pendule inversé, de la manière 

suivante :

+ݍ̈(ݍ)ܯ                          ,ݍ)ܥ	 +ݍ̇(ݍ̇ (ݍ)ܩ + =ௗܨ (IV.1)                                                  ݑ

M : Matrice d’inertie.

C : Matrice de centrifuge et de Coriolis.

G : Matrice de gravité.

                                                                             .ௗ: Perturbationܨ

u : commande de système.
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=ݍ ்[ݔ,ߠ]
      Pour déterminer la surface de glissement, on prend l’équation générale proposée par 

J.J. Slotine :

(ݐ,ݔ)ݏ                     = ቀడడ௧+ ቁ௡ିଵ݁ߣ
                                                         (IV.2)

Avec =݁ ௗݔ−ݔ
:݊ le degré relatif représentant le nombre de fois qu’il faut dériver la surface de glissement 

pour faire apparaitre la commande,                                                                                            

:݁ erreur sur la grandeur à commander,                                                                                                

                                                                     ,coefficient positif représentant la pente de glissement :ߣ

                                                                                                ,valeur de la grandeur réelle :ݔ

.ௗ: valeur de la grandeur désiréeݔ

      L’objectif de la loi de commande est de contraindre les trajectoires du système à 

atteindre une surface donnée, surface de glissement, pour ensuite y rester.

      Pour tester la stabilité de notre loi de commande, nous avons choisi le second théorème 

de Lyapunov. 

       soit (ܸݔ) la fonction de Lyapunov, sa dérivée temporelle est ܸ̇(ݔ) = ௗ௏(௫)
ௗ௧. Le signe 

de ܸ̇(ݔ) donne une information sur la stabilité du système. 

       Si (ܸݔ) > ≠ݔ∀,0 0	 ܸ̇	ݐ݁ (ݔ) < 0 alors le système est asymptotiquement stable.  

Soit la surface de glissement :

=ݏ                     ݁̇+ ߣ =݁ ቂݏଵݏଶቃ= ൤݁ଵ̇+ +ଵ݁ଵ݁̇ଶߣ ଶ݁ߣ ଶ൨                                           (IV.3)

       Avec :

                      ଵ݁= ௗest l’erreurߠ−ߠ de position angulaire du pendule 

                       ଶ݁= .ௗ  est l’erreur de position du chariotݔ−ݔ
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                    ݁̇ଵ= −ߠ̇ ௗߠ̇ est l’erreur de vitesse angulaire du pendule.

                    ݁̇ଶ= −ݔ̇  .ௗ    est l’erreur de vitesse du chariotݔ̇

etߠ sont l’angle de rotation du pendule  et le déplacementݔ du chariot, respectivement.

,ௗsont l’angle désiré de rotation du pendule  et le déplacement désiré du chariotݔௗetߠ

respectivement.

λଵet λଶsont des constantes positives.

On considère la fonction de Lyapunov suivante :

                        ܸ= ଵ
ଶ்ܯݏ                                               (IV.4)                                                                     ݏ̇

Cette fonction est définie positive de manière évidente. 

D’après le théorème de stabilité de la fonction de Lyapunov, si nous pouvons déterminer 

une loi de commande ݑtelle que la dérivée ܸ̇soit définie négative, la trajectoire d’état du 

système sera forcée à rejoindre la surface de glissement, puis assurer le maintien et le 

glissement le long  de cette surface pour atteindre l’origine du plan de phase.

      Pour maintenir la surface de glissement ݏà zéro, la loi de commande ݑest définie en 

satisfaisant la condition de mode glissant suivante :

                          ܸ̇= ≥ݏ̇	ݏ 0                                                                            (IV.5)

       D’après l’équation (IV.4), nous avons :

          

                        ܸ̇= ଵ
ଶ்ܯݏ +ݏ̇ ଵ

ଶ்̇ݏܯݏ+ ଵ
ଶ்ݏܯ̇ݏ                                     (IV.6)                                      
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Ce qui donne:

=̇ࢂ                           ࡹࢀ࢙ +࢙̇ ૚
૛࢙̇ࡹࢀ࢙                                                        (IV.7)

Une propriété intéressante entre les matrices M et C du système (IV.1) est que  est   ࡯૛−̇ࡹ

une matrice antisymétrique, elle vérifie:

=࢞൯࡯૛−̇ࡹ൫ࢀ࢞                                ૙, ∀࢞≠૙
En utilisant cette propriété, l’équation (IV.7) devient: 

=̇ࢂ                       ࡹ)ࢀ࢙ +࢙̇                                                          (࢙࡯
                      = ൣࢀ࢙ ൫ࡹ−࢛൫̈܍̇ૃ−ࢊࣂ൯−࡯൫̇ࢋૃ−ࢊࣂ൯−ࢊࡲ−ࡳ൯൧          (IV.8)

                      = +࢛)ࢀ࢙ ̇ࢋૃࡹ) + ࡹ−ࢊࡲ−(ࢋૃ࡯         (ࡳ−ࢊࣂ̇࡯−ࢊࣂ̈

       On choisit la commande u telle que:

=ݑ                             −ߤ− ௖݇݅ݏ                                                                                          (IV.9)                                                      (ݏ)݊݃

Où =ߤ                     : λėܯ + Cλe                                                             (IV.10)                                                                                             

௖݇= ݀݅ܽ ݃[ ௖݇ଵଵ, ௖݇௜௜, … . ௖݇௡௡] Avec ௖݇௜௜(i=1, …n) est une constante.

       On pose :

=ܤ                              +ௗߠ̈ܯ +ௗߠ̇ܥ (IV.11)                                                   ܩ

       En remplaçant ݑet B par leurs valeurs, l’équation(IV.8) peut s’écrire comme suit:

                               ܸ̇= −ܤ−ௗܨ−)ݏ் ௖݇݅ݏ ((ݏ)݊݃                                         (IV.12)         

                                                                                                                                                                                                                                               

																																			= ∑ ܨ݀−)ݏ݅ −݅ −ܤ݅ ݏ݅݅݅ܿ݇ 1=݅݊((ݏ݅)݊݃                               

An admettant que :

+௜ܤ|          |ௗ௜ܨ < +௜ܤ| ,ௗ௜|௟௜௠௜௧௘, oùܨ
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+௜ܤ|	          ௗ௜|௟௜௠௜௧௘est la limite deܨ +௜ܤ| |ௗ௜ܨ
Afin de satisfaire la condition de glissement 	V̇ < 0	 , il suffit de choisir ௖݇tel que :

௖݇௜௜> +௜ܤ| ௗ௜|௟௜௠௜௧௘ܨ
Pour assurer une convergence en temps fini vers la surface de glissement, chaque kୡ୧୧doit 

être choisi suffisamment grand.

Quand	ݏ௜> −௜ܤ−ௗ௜ܨ−)௜ݏ,0 ௖݇௜௜݅ݏ                                 0>((௜ݏ)݊݃

Quand	݅ݏ< −௜ܤ−ௗ௜ܨ−)௜ݏ,0 ௖݇௜௜݅ݏ                                 0<((௜ݏ)݊݃

Ainsi l’équation (IV.12) permet de vérifier :

                              ܸ̇= ∑ −௜ܤ−ௗ௜ܨ	−)௜ݏ ௖݇௜௜	݅ݏ ((௜ݏ)݊݃ < 0௡௜ୀଵ                                                       

La loi de commande obtenue garantit que les trajectoires d’état du système peuvent 

atteindre la surface de glissement ݏ= 0 en un temps fini et que le système soit stable. 

La commande résultante est donnée par l’expression suivante :                       

=ݑ           ଵݑଶߙ−ଶݑଵߙ
Avec :

.ଵݏ		ଵest calculée à partir de la surfaceݑ

.ଶݏ		ଶest calculée à partir de la surfaceݑ
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IV.3 Schéma de la commande :

Fig.IV.1 : Schéma de la commande.

IV.4 Simulation et interprétation :

       La dynamique du pendule inversé est décrite par: 

                     (݉+ +ݔ̈(ܯ ݉ ̈ߠ݈ cos(ߠ)−݉ (ߠ)ଶsiṅߠ݈ = (IV.13)                          ݑ

                       ݉ ଶ݈̈ߠ−݉݃ ݏ݈݅ (ߠ)݊ + ݉ (IV.14)                                        0=(ߠ)cosݔ݈̈

      Le vecteur d'état du système pendule inversé-chariot est	ܺ= [ସݔ,ଷݔ,ଶݔ,ଵݔ] ,்                   

où =ଵݔ =ଷݔ ,est l'angle du penduleߠ représente la positionݔ du chariot, ݔଶet ݔସsont la 

vitesse angulaire du pendule et la vitesse du chariot, respectivement. L'angle ߠest supposé 

égal à zéro lorsque le bras du pendule se trouve dans l’équilibre vertical.

      Le pendule inversé est soumis à une seule entrée de commande qui contrôle 

simultanément la position du chariot et l’angle de la tige. Pour cela, nous avons considéré 

la commande résultante suivante :
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=ݑ                            ଵ                                                           (IV.15)ݑଶߙ−ଶݑଵߙ

Où ߙଵet ߙଶsont des constantes positives.     

    Simulation :   - l’angle initial du pendule est 	ݔଵ= 22.93°

                  - la position initiale du chariot est  ݔଷ= 0.1݉
    La figure (IV.2) illustre la réponse temporelle de la position du chariot, la figure 

(IV.3) donne la trajectoire  de l’angle du pendule en fonction de temps, les 

figures(IV.4) et (IV.5) montrent successivement le diagramme de la commande 

élaborée à partir du principe de la commande par mode glissant et le Zoom de cette 

commande.

       

Fig. IV.2: Position de chariot.
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Fig. IV.3 : L’angle du pendule.

Fig. IV.4 : Diagramme de la commande.
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Fig. IV.5 : Zoom de la commande.

       D’après les résultats de simulation, nous constatons que la commande arrive à 

stabiliser le pendule inversé. En effet, elle a pu le ramener à sa position d’équilibre au bout

d’un temps égale à 12 secondes et l’y maintenir. Par contre le chariot oscille autour de 

zéro. On peut aussi observer le phénomène de chattering sur le diagramme de la 

commande qui est dû à la partie discontinue, caractérisée par le signe de la surface de 

glissement. 

       Pour remédier au phénomène de chattering, nous introduisons les outils de la logique 

floue. Nous remplaçons la partie discontinue par une commande floue.   

IV.5 Stratégie  de la commande par mode glissant-flou :

Afin d’éliminer le phénomène de chattering, nous introduisons la logique floue pour 

l’ajustement du gain de la commande discontinue. Nous remplaçons la commande 

kୡ′ ݏ݅ (ݏ)݊݃ par un gain flou				kୡ୤୪୭୳.   
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Où :  

                           ௖݇௙௟௢௨= ൣ݇௖ଵ௙௟௢௨, … ௖݇௜௙௟௢௨, … ௖݇௡௙௟௢௨൧்                           (IV.16)                                                      

              Et

                      ܸ̇= −ܤ−ௗܨ−൫ݏ் ௖݇௙௟௢௨൯                                               (IV.17)

       Chaque ௖݇௜௙௟௢௨est déduit par son propre système flou. Cependant le signe de ௖݇௜௙௟௢௨
est choisi le même que celui de			ݏ௜. Ainsi:

ܸ̇= ෍ −௜ܤ−ௗ௜ܨ−௜൫ݏ ௖݇௜௙௟௢௨൯
௡

௜ୀଵ
                                     = ∑ +ௗ௜ܨ)௜ݏ−) ௜݇௖௜௙௟௢௨)௡௜ୀଵݏ−(௜ܤ                      (IV .18)

       Nous avons choisi la surface de glissement comme variable d’entrée  et le gain flou 

comme variable de sortie.                                                                      

       Pour la fuzzification, nous avons pris cinq ensembles flous. Nous avons choisi des 

fonctions d’appartenance triangulaires symétriques, et utilisé les variables linguistiques 

négatif grand (NG), négatif (N), zéro (Z), positive (P) and positif grand (PG).

Les règles d’inférence (R1, R2, …..R5) sont conçues comme suit:

R1: SI s୧est NG ALORS kciflou est NG

R2: SI s୧est N ALORS kciflou est N

R3: SI s୧est Z ALORS kciflou est Z

R4: SI s୧est P ALORS kciflou est P

R5: SI s୧est PG ALORS kciflou est PG

Pour la défuzzification, nous avons employé la méthode de centre de gravité.
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La commande résultante est exprimée par :                       

=ݑ           ଵݑଶߙ−ଶݑଵߙ
IV.6.Schéma de la commande : 

                            Fig.IV.6: Schéma de la commande par mode glissant-flou.

IV.7.Simulation et interprétation

      Pour mettre en évidence les performances de la commande proposée, nous avons 

introduit une variation de 40% sur la masse du pendule entre t=2 s et t=4 s.

     Simulation : - l’angle initial du pendule est 	ݔଵ= 22.93°

                     - la position initiale du chariot est  ݔଷ= 0.1݉
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Fig. IV.7: L’angle du pendule.

Fig. IV.8 :Position du chariot.
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Fig. IV.9 :Diagramme de la commande.

      D’après les résultats de simulation, nous constatons une très bonne poursuite avec un 

dépassement admissible. L’angle du pendule se stabilise à zéro au bout de 1.8 secondes et 

le chariot rejoint zéro au bout de 2 secondes avec un dépassement de 0.21 m. Nous notons 

aussi que le signal de commande n’est pas énergétique et le plus important c’est qu’il ne 

présente aucun phénomène de chattering.

       Lorsque nous avons appliqué une variation paramétrique sur la masse du pendule 

(entre 2 s et 4 s), nous remarquons que le pendule et le chariot réagissent avec des petites 

déviations, mais, ils reviennent vite à leurs positions d’équilibre.
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IV.8 Conclusion :

      Dans ce chapitre, nous avons proposé et développé une commande par mode glissant à 

partir de la fonction de Lyapunov. Cette loi de commande présente le problème de 

chattering. Afin de remédier à ce phénomène, nous avons intégré la commande par logique 

floue. 

      La commande par mode glissant-flou proposée est capable d’assurer de bonnes 

performances de poursuite et de garantir la stabilité du système en boucle fermée. Elle a pu 

éliminer le phénomène de chattering tout en gardant la robustesse de la commande par 

mode glissant.
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Le travail abordé au cours de ce projet porte essentiellement sur la commande d’un 

système non linéaire qui est le pendule inversé.

Dans  le premier chapitre,  nous avons donné la  description et la modélisation du 

système pendulaire. Une grande partie a été consacrée à sa modélisation dynamique qui a été 

calculée à partir du formalisme d’Euler-Lagrange. 

Dans le deuxième chapitre, nous avons exposé les principales caractéristiques de la 

commande par mode glissant d’ordre un. Nous nous sommes intéressés à la présentation de la 

condition d’existence du régime glissant, la notion de la commande équivalente, la robustesse 

de la commande par mode glissant devant les perturbations, ainsi que son inconvénient 

majeur qui est le phénomène de chattering et les différentes solutions pour y remédier.

            Dans le chapitre 3, nous avons présenté les notions de base de la logique floue qui a 

deux propriétés principales, le traitement linguistique et le raisonnement humain.

Dans le chapitre 4, nous avons proposé une nouvelle stratégie de commande,

combinant les concepts de base de la commande par mode glissant et ceux de la logique floue.    

       Cette loi de commande a été effectuée en deux étapes. Tout d’abords, nous avons élaboré 

une commande à partir de la fonction de Lyapunov. Ensuite, pour remédier au problème de 

chattering qui est dû à la partie discontinue de la commande par mode glissant, nous avons 

introduit les outils de la logique floue. 

       Les résultats de simulation effectués sur un pendule inversé ont montré une meilleure 

performance que ce soit en poursuite de trajectoires ou en robustesse, avec une réponse 

dynamique rapide et une réduction significative du chattering.  

       Comme travaux futurs, nous proposons de poursuivre ce projet en optimisant les 

paramètres du contrôleur flou par les algorithmes génétiques. 
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