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Introduction générale

I ntroduction générale

Le concept de la dérivation et intégration d ordre non entier, également appelés la
dérivation et I'intégration fractionnaire est la généralisation des fonctions de dérivation et
d'intégration usuelles a un ordre quelcongue. Longtemps considéré comme une curiosité
mathématique, il n’est devenu populaire que durant ces trois dernieres décennies. L’ intérét
pratique et théorique de ce nouveau concept est maintenant bien établi puisqu’il est utilise
dans de nombreux domaines de la science et de la technologie. Du point de vue théorique,
beaucoup de points restent encore ouverts en particulier les outils mathématiques permettant
la manipulation du calcul fractionnaire. Du point du vue application, I’ordre de dérivation
introduit par ce concept constitue un degré de liberté supplémentaire permettant une
modélisation plus exacte de beaucoup de phénomenes physiques tels que les phénomeénes de
diffusion, ou encore I’amélioration des méthodes classiques utilisant la dérivation entiere
notamment dans le domaine de la commande des systémes. Dans ce dernier, I’ objectif est de
déterminer le régulateur qui assure au procedé a réguler les performances fixées par le
concepteur, conformément a un compromis entre ses exigences et les limites physiques du
procédé [29]. Actuellement, des travaux concernant I’ implémentation pratique des contréleurs
fractionnaires pour la commande des systemes réels commencent a étre publiés [13-15], ¢'est
dans ce cadre que s'inscrit le premier objectif du travail développé dans ce mémoire. Celui-ci

consiste a stabiliser le pendule inverse.

Le pendule inversé a fait I'objet d'une grande discussion tout au long de ces
dernieres années. Cet intérét est du au fait que le probleme de la commande du pendule
inversé est fondamentalement e méme que ceux impliqués dans plusieurs autres systemes tels
gue le lancement des fusées, la propulsion des missiles et |a stabilisation des satellites [25].

Le pendule inverseé atoujours été utilisé pour tester les nouvelles méthodes de commande, car
il possede plusieurs caractéristiques attrayantes : c'est un systéme non linéaire, couplé,

intrinsequement instable et il possede plusieurs implications pratiques [27].

L’ objectif principal de cette éude est I’implémentation de dérivateurs fractionnaires

(P1*) pour la stabilisation d'un pendule inversé. Dans un premier temps il s agit de la
synthése d’une loi de commande par retour d’état proportionnel intégral. Dans une seconde
étape, il s agit de remplacer les fonctions de transfert irrationnelles de dimension infinie de ce
régulateur fractionnaire par des fonctions de transferts rationnelles de dimension finie. Aprés

avoir effectué des tests de simulation sous Matlab-Simulink, ces régulateurs seront ensuite
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implémentés sur un banc d'essai expérimental, celui-ci consiste en la stabilisation d un
pendule inversé. La commande du pendule inversé consiste en deux phases : redressement et
stabilisation.

Le redressement du pendule inversé permet de ramener le pendule de sa position basse *
vers sa position haute. Deux méthodes basées sur la quantité d énergie du systeme ont été
présentées. La premiere consiste a choisir une fonction de Lyapunov qui est définie comme
étant la somme des carrés de I’ énergie mécanique du pendule et la vitesse du chariot. Cette
fonction contient deux paramétres de conception, en gjustant ces derniers, on peut effectuer le
redressement du pendule. La deuxieme méthode consiste a choisir une fonction de Lyapunov
définie comme étant la différence entre I'énergie mécanique du pendule et I'énergie

mécanique désirée. L’évolution de la quantité d énergie est effectuée par un gain.

Afin de maintenir le pendule a sa position haute, une loi de commande par retour
d état proportionnel et intégral d’ ordre non entier a éé considérée. Cette commande nécessite
la linéarisation du systéme autour d’'un point d équilibre. Comme dans le cas entier, le
principe de la commande par retour d’ état linéaire est de déterminer une commande telle que
les pbles du systeme de la fonction de transfert du systéeme bouclé soient convenablement
placés dans le plan complexe et satisfassent des performances de précision, de rapidité, de
stabilité etc. La synthése des parametres des matrices de gains proportionnel et intégral
d ordre non entier est effectuée par deux méthodes en utilisant la technique de placement de
poles. Le choix des pbles de la premiére méthode dépend de I’ ordre non entier ., par contre
il est indépendant de I’ordre non entier a pour la deuxieme méthode. D’une maniére
générale les pdles doivent étre réels ou complexes conjugués deux a deux et doivent vérifier la
condition de stabilité de Matignon [25] particuliérement pour la premiere méthode. La
simulation du régulateur fractionnaire calculé a été effectuée a partir de la méthode
d Oustaloup [30] qui approxime I’ operateur de dérivation d’ ordre non entier par un transfert
d ordre entier dans une bande de fréquences donnée. Afin de montrer |’ efficacité des lois de
commandes par retour d éat d’ ordre entier et non entier dans le domaine pratique, une
implémentation sur un banc d’essai a été effectuée pour maintenir la stabilité du pendule

inversé danslaposition verticale.
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Le présent mémoire est organisé en quatre chapitres qui sont résumés comme suit :
Le premier chapitre est consacré ala description du banc d’ de penduleinversé
ainsi que le dispositif de commande, sa modélisation est aussi abordée. Les modéles ainsi
obtenus sont utilisés pour permettre la simulation du systéme.

Dans le deuxiéme chapitre, aprés un rappel sur des notions fondamentales de la
stabilité de Lyapunov, ainsi que le théoreme d’invariance de LaSdlle [7, 27], deux méthodes
de commande de redressement du pendule inversé ont été présentées.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons deux méthodes de synthése de loi de
commande par retour d’'éat d ordre entier: LQR (commande linéaire quadratique) [3] et
retour d'état proportionnel intégral. Un probleme maeur pour la synthése de la commande
LQR réside dans le choix des matrices de pondération permettant d atteindre les
spécifications désirées. Les étapes de calcul des matrices de contre-réaction d' état Pl entier

sont celles présentées [1-2].

Le dernier chapitre commence par définir un systeme fractionnaire, et développe
ensuite la méthode de calcul des racines d'un polynéme d’ordre non entier et définir la
condition de stabilité du systéme d ordre commensurable. L’ approximation de dérivateur
généralisé par la méthode d’ Oustal oup sera également présentée. Enfin, le chapitre  présente
deux méthodes pour le calcul des parametres des matrices de gain de régulateur proportionnel
et intégral d ordre fractionnaire et son application pour la stabilisation du pendule inversé.

Cette partie constitue |’ originalité de ce mémoire.

A lafin de la synthése de chaque type de commande, nous présenterons les résultats
de simulation suivis des résultats expérimentaux du systeme commandé afin de valider et de

mettre en évidence les performances des méthodes utilisées.



Chapitre

Modélisation du pendule

inverse.



Chapitre 1 modélisation du pendule inversé

Introduction

Queé que soit I'objectif fixé: concevoir, ssmuler ou commander un systéme
meécanique, il est nécessaire, entre autres, de disposer de modéles du mécanisme. On
s'intéresse dans ce 1% chapitre a la modélisation du pendule inversé que nous utiliserons pour
illustrer les commandes que nous développerons dans ce mémoire. Ce pendule est celui
disponible au laboratoire de conception et conduite des systemes de production (L2CSP). |l
est congtitué d’ un chariot mobile sur un rail et d'un pendule suspendu sur le chariot. Son
principe de fonctionnement est trés simple en théorie : Aprés avoir ramené le pendule de sa
position d’ équilibre basse a la position verticale haute, il faut le maintenir dans cette position.
Pour cela, quand le pendule penche vers la droite, le chariot doit le rattraper en effectuant un
mouvement vers la droite, et inversement. Ce systéme présente des caractéristiques
intéressantes permettant d’illustrer quelques problémes types, il s agit d'un systeme SIMO
(Single Input Multiple Output), instable décrit par un modele non linéaire.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord aborder la présentation du banc d’essais du
pendule inversé ains que le dispositif de contréle et de commande. Puis, a partir du
formalisme d’ Euler-Lagrange nous dével oppons son modéle dynamique non linéaire qui pose
un probléme d'instabilité au point d’ équilibre instable 8 =0. Nous développons auss le
modele du moteur a courant continu. Nous terminons par la linéarisation du modéle du
pendule inversé associé au moteur autour du point d équilibre instable. Des courbes de

simulation seront également présentées afin de valider tous les modél es obtenus.

1.1 Présentation du penduleinversé

1.1.1 Description du banc d’essais

Le but de la commande du pendule inversé est de maintenir en équilibre vertical
une tige en aluminium a I’ extrémité de laguelle est montée une masse de forme cylindrique.
Cette tige est fixée par une articulation pivotante sur un chariot qui peut se déplacer en
glissant le long d’un rail de guidage horizontale [17]. Le mouvement de rotation d’un moteur
électrique est transformé en mouvement de translation du chariot par I’intermédiaire d une
poulie et d'une courroie crantée. Le déplacement du chariot dans un sens ou dans I’autre
assure par réaction I’ équilibre vertical du bras du pendule. La figure 1.1 montre les é éments
mécaniques principaux du dispositif.

Initialement le pendule est en position basse, le but éant de le redresser en position

haute et surtout le maintenir dans cette position.
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Capteur de position

/ / _Centre

Poulie

Courroie

.....

\ Moteur

Artic ) .
rticulation Rail de guidage

{
Pied de la maguette /

Fig 1.1 : synoptique de banc d'essais du pendule inversé

1.1.2 Dispositif decommande

Un ensemble de capteurs et d actionneur est installé sur la maquette. Deux capteurs

sont disponibles :

e Un capteur de position délivre une image de la position du chariot sur son rail de
guidage par rapport au centre de ce dernier. Si le chariot est situé a droite du centre,
une valeur positive est mesurée. Le capteur utilisé est un potentiométre multi-tours
solidaire de |’ axe du moteur.



Chapitre 1 modélisation du pendule inversé

e Un capteur de position angulaire fournit I’angle entre le bras du pendule et la
verticale, I’angle est égal a zéro lorsque le pendule est en position haute. Si le pendule
penche vers la droite, un angle négatif est mesuré. Le capteur est constitué d'un
potentiomeétre fixé sur le pivot du pendule.

De plus, la course du chariot est limitée respectivement a gauche et a droite par deux
butées mécaniques. Deux interrupteurs de fin de course sont placés en avant des butées
meécaniques par securité pour le moteur d entrainement du chariot. Le passage du chariot
entraine la fermeture d un interrupteur provoquant la coupure de I’alimentation du moteur
électrique. L’actionneur est un moteur éectrique a courant continu et a aimant permanent
commandé par I'induit. La commande du moteur est effectuée par un signal variant entre O et
+5V [17-36].

1.2 Modédisation del’ensemble chariot-pendule

L’ ensemble du chariot-pendule possede deux degrés de liberté dont les coordonnées
genéralisées sont respectivement : x pour le déplacement horizontal du chariot et 6 pour la
rotation du pendule. La direction positive de x est le sens a droite en metre et celui de

I’angle est le sens des aiguilles d' une montre en radian (figure 1.2).

Fig 1.2 : Schémas de I’ ensemble chariot et pendule inverse
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Les parametres de |’ ensemble pendul e-chariot sont :

m=0.2Kg : représente la masse du pendule, b=0.00005Ns/m : Coefficient de frottement
des roues du chariot, M =2.3Kg : Masse du chariot, x(t): Position du chariot (m),
| =0.3m : Demi longueur du pendule, A(t): Angle de rotation du pendule(rad), F(t): Force

exercée sur le chariot (N), g=9.81m/s? : Intensité de la pesanteur, d = 0.005Nms/rad :

Coefficient de frottement de rotation du pendule [36].

Les équations du mouvement du pendule sont déterminées par le formalisme
d' Euler-Lagrange [17-11] qui est basé sur le principe de la conservation de |'énergie

meécanique plutdt que sur le concept de force, comme dans | e principe de Newton.

Le Lagrangien est défini comme étant |a différence entre |’ énergie cinétique E_ et I’ énergie
potentielle E, du systeme, I’avantage de ce formaisme réside dans I élimination des efforts

d’interaction, Il s exprime par

L=E, -E (1.1)

p

1.2.1 Energiecinétique du systéme en mouvement

Le systéme en mouvement comporte le chariot qui se déplace linéairement sur les rails et le
pendule qui se balance sur son axe de rotation.

L’ énergie cinétique du chariot en mouvement est donnée par I’ équation

Ey = —Mx? (1.2)

L’ énergie cinétique du pendule est exprimée par I’ éguation

E., :%wﬁ +%J92 (1.3)

v, : Lavitesse de centre de gravité du pendule

0 : Lavitesse angulaire du pendule
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La position du centre de gravité du pendule, notée r. apartir de ces coordonnees est donnée
par :

r, =(x+lsing)i +1 cosd] (1.4)
I, ] : éant les vecteurs unitaires du repére x, y

Lavitesse du centre de gravité du pendule est donc

c

d S A . -0
v, = drtc _ (x+1 cos® 6)i—1sin6 6] (1.5)

En substituant les équations (1.4) et (1.5) dans I’équation (1.3), I’expression de I’énergie
cinétique du pendule devient :

E.. ::—err(x2 +2xlcosh O+1%cos’ 6 0 2+12sin” 6 6 2)+%J9 2 (1.6)
qui S écrit aprés simplification, du terme I20'2(00526+sin29):lzé2 par:
Ecmzém(x2+2>'<l cosf O+l %6 2)+%J9’ 2 (1.7)

Finalement, I’ énergie cinétique totale del’ ensemble chariot et pendule est exprimée par

E =E,+E,, :% M X 2+:—2Ln(>'< 2+ 2%l cost) 0+1%6 2)+%J0' 2 (1.8)
1.2.2 Energiepotentielle du systeme

Le chariot étant en mouvement sur un rail horizontal, seul le pendule en mouvement possede

une énergie potentielle. L’ énergie potentielle du centre de gravité du pendule est donnée par
E, = mgl coso (1.9

Maintenant que les expressions de I'énergie cinétique E. de I’ensemble chariot-pendule
(Equation 1.8) et I'énergie potentiel du systeme E 5 (Equation 1.9) sont établies, on utilise

I’éguation générale d'Euler-Lagrange pour déterminer les équations de mouvement de

I’ ensemble chariot-pendule.
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En substituant les éguations (1.8) et (1.9) dans |’ équation (1.1) on trouve

L:%M X2+%n'(>'< 2+ 2%l cosd 9’+|29'2)+%J9' 2_mgl cosd (1.10)

L’ équation générale d' Euler-Lagrange est donnée par

oD
dra) & g (1.12)
dt\oé, | eg, of

ou:
& . désigne les degrés de liberté. Dans le cas du pendule, ces deux degrés de liberté sont la
position du chariot x(t) et I’angle de rotation du penduled(t), D, : désigne I'énergie

dissipée par frottement, F : laforce généralisée, L : représente le Lagrangien, il est donné
par I’ équation (1.1).
On définit donc I’ équation de Lagrange pour le pendule inversé comme suit

d| oL oL
Bl B L .

~ Pour ledegredeliberte £(t) = x(t), ona

d(oL) oL
A% F_px 1.13
dt(@)’() ox (113)

ou F :représentelaforce exercée sur le chariot

Ladériveée partielle du lagrangien suivant X et t s écrit

E(M X+mx+mlcosd 6)—0=F —bx (1.14)
dt
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donc, la premiére équation de Lagrange est

(M +m) %+mlcos® —mising 6 *=F —bx (1.15)

~ Pourledegrédeliberte £(t) =0(t) ,ona

dfeL) oL .
—| = |-==-d6 1.16
dt(@@] 06 (119

Ladérivée partielle du lagrangien suivant 6 ett s écrit

%(+m| xcosf +ml?0 + J0) — (-ml xsind 6 +mglsing) =—-do (1.17)

donc la deuxiéme équation de Lagrange est

(ml? +J)8 + ml %cosh —ml xsind 6 +mixsind 6 —mglsind =—-d o (1.18)

Le modele de connaissance de |’ ensemble chariot-pendule (Equation 1.17 et 1.18) est donné
par le systeme d' équations
{hx+b>‘<+ml cosh 6 —mising 62 =F

. _ (1.19)
miXcosf + N6 +d6—mglsind =0

O h=M+m, N=m?+J

Le systéme d équations (1.19) montre la dépendance qui existe entre |’ accélération
du chariot % et I’accélération angulaire du pendule 6 . Ainsi, lorsque F =0 (pas de force
extérieur), si on déplace le pendule de sa position d' équilibre, il ne sera soumis qu’ a sa propre
inertie, il se mettrait alors a osciller et, puisque le pendule est fixé sur le chariot, ce dernier

commencerai également a se mouvair.

1.3 Modédisation du moteur électrigue a courant continu a aimant permanent

commandé par I'induit

Comme le moteur utilisé pour entrainer le chariot est un moteur a courant continu a
amant permanent, le flux inducteur est constant. Le schéma électrique et mécanique

équivaent del’induit est donné par lafigure 1.3.

10
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L)

0 ——="

Fig 1.3 : Schéma électrique et mécanique de I’ induit

Ve ()

™

v' Les paramétresdela machine sont :

R, =25Q: Résistance deI’induit, L, = 0.0025 H : Inductance de I'induit, —2.5<V,_ <25 :
La tension o alimentation de I'induit du moteur (V), i (t): Intensité du courant (A) ,
K, =0.05N/A : Constante électrique du moteur, K _ =0.05 Nm : Constante mécanique, ,
/(t): feem, J =14x10°Kg.m®: moment d'inertie , C,(t): Couple résistant, C_(t) :
Couple moteur, f, =10°Kg.m?/s: Coefficient de frottement visqueux, Q, . vitesse

angulaire de I’ arbre de moteur [36].
Les eéquations régissant le fonctionnement du moteur a courant continu a aimant

permanent sont :

v' Leséquations électriques:

= Equation del’induit :

V_(t) = R () + L, % +0(t) (1.20)

= Equation delafcem:

() =K, Q) (1.21)

11
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v" Equation mécanique

C,t) = 3, Lo

+C, () + f Q.. (1) (1.22)

v’ Equation de couple

Cm (t) = Kmia(t) (1'23)

Modéled’éat du moteur

En I’absence du couple résistant (Cr t) = O), et en considérant la vitesse angulaire de I’ arbre

de moteur comme sortie, puis en remplacant I’éguation (1.23) dans I’équation (1.22) et
I’ éguation (1.21) dans |’ éguation (1.20) on obtient

Q. (t) - f,_ K. .
= Q (t t
dt J, m(t)* Jmla()
di,(t) ~ -K, R, . 1 (1.24)
= Q_(t)- i (t)+-—=—V. (t :
dt L, n() L, (0 L, (1)
ym :Qm

Ces éguations, écrites sous la forme matricielle, permettent d obtenir le modéle d’ état de la

machine, il est donné par :

z=Az+BV,
y=Cz (1.25)
avec z=[Q,,i,[
B fm Km 0
‘]m Jm
A= ,B=|1|,C=1 0] (1.26)
- K, -R L
La La :

12
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Si on considere le courant de I'induit comme étant la sortie, |’équation dynamique du

model e reste la méme, par contre la matrice de sortie devient :
c=[0 1] (1.27)

1.4 Moddisation du systeme global : moteur-chariot-pendule

Le modéle (1.19) décrit le régime transitoire de I’ensemble pendule-chariot lorsgque
I’entrée est une force extérieure F . Dans le banc d' essai que nous utilisons, laforce F est
développée par un moteur a courant continu. Le schéma de la figure 1.4 illustre la relation

existante entre le moteur commandé par la tension V_(t) et la force F permettant

I’ entrainement du chariot donc e balancement du pendule.

Ve ()

Fig 1.4 : Relation entre laforce mécanique F et latension V,

141 Expressiondelaforce F en fonction delatension d'alimentation du moteur V,

Pour déterminer cette expression et afin de ne pas rendre plus complexe le modele
globa de I'ensemble pendule-chariot-moteur, on néglige la dynamique du moteur, par
conséquent, I’ équation électrique (1.20) devient en tenant compte de |’'équation (1.21) [6-
18]:

V.= Ri, +K,Q, (1.28)

Et comme x=r® . @ : éant la position angulaire d’un point quelconque située sur le

perimétre de lapoulie, et r =0.0027 m : lerayon de la poulie, on obtient :

—x(t)=r=(t)=r Q,_(t) (1.29)

13
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Lavitesse angulaire du moteur Qs exprime donc par rapport alavitesse du chariot x par la

relation

Q, =Xr (1.30)

En substituant |’ éguation (1.30) dans I’ équation (1. 28), I’expression du courant de I'induit

|, S écrit

c Kb v
la:__ﬁx (1.31)

a

Le couple produit al'arbre du moteur (éguation (1.23)) crée une force qui est donnée par

K,
FoSn_Kola (1.32)
r r

En remplacant |’équation (1.31) dans|’éguation (1.32), on obtient finalement:

K K. K
F=—"V, - -
rR r’R

a a

m

X (1.33)

1.4.2 Modéded’ éat del’ensemble moteur-chariot -pendule

Afin d’ obtenir le modéle d’ état de I’ ensemble moteur-chariot-pendule, on utilise une
nouvelle foisle modde (1.19). Le vecteur d’ état est:

z=[z, z, z, 24]T:{x Y, 9} (1.34)

apres quelques manipulations mathématiques, on obtient le modele non linéaire (1.35) ou la

grandeur de commande est laforce F .

14
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2, =1z,
z, = ~bN z mi°g CoS z,Sin Z
? hN-m?%cos®z, ©° hN-m?l?cos’z, T
mid cos z, mIN sin z, 2 FN
2|2 2 st 2|2 2 Z; + 2|2 2
hN —m?°l “ cos” z, hN —m?l“ cos” z, hN —m?l “ cos” z,
2, =12
3= 2, _ (1.35)
. mgl d mib cos z, m°l®g cos® z,sin z,
z,=——8nz,-—z, BN »
N hN — m*“l “ cos“ z,

2)2 2
N(hN —m*l© cos 23)
m?|? cos z, Sin z,
hN — m?l? cos? z,

m?l?d cos? z,
N(hN —m?lZ cos? z,)
- m?l? cos? z,
Yi=12
Y2 =123

) miF
-
hN — m?? cos” z,

Cos z,

Lorsque la grandeur de commande du modéle est |a tension de commande V. du

moteur, il suffit de substituer dans le modéle (1.35) laforce F par son expression (Equation
(1.33)) on obtient

7, =12,
z ~bN z ml’g oS z, SN Z
2 hN-m?%cos®z, ©° hN-m?l?cos’z, T
mid cos z, mIN sin z, 2
z
212 2 212 2 4
hN — m*°l “ cos” z, hN — m?l “ cos” z,
N N Ky _ N KKy
2|2 2 c 2|2 2 2 T2
hN —m?l“cos” z, R,r hN —m?l“cos® z, R,r
2= 2 (1.36)
., mgl . d mib cos z, m°l*gcos? z,sin z,
2, = SN2 -2t 7, + 2
hN —m?l “ cos® z, N(hN—mI cos 23)
m?l%d cos? z, , m?’l?cos z,Sinz, _, ml cos z, K.,
N(hN - m?2cos?z,)™* hN -m?%cos?z, * hN-m?2cos?z, R °
ml cos z, K.K,
+ 2|2 2 2 %
hN —m?l“cos® z, R,r
Y1=12
Y, =23

143 ModéesousMatlab Simulink et résultats de ssmulation

A partir de I’équation (1.36) on a construit le schéma de simulation sous "Matlab-

Simulink" de I’ensemble moteur-chariot-pendule, il est présenté par la figure (1.5). les blocs

15
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(1,2,3) de Matlab function représentent les équations qui régissent le fonctionnement du

pendule inversé et les entrées constantes des différents intégrateurs Cl1, CI2, CI3, Cl4

représentent respectivement les conditionsinitiales 6,, 6, , X, & X,,

teta
) MATLAB
Function e
i ghs ; G
1 0 %oS P teta
0
Cl1
MATLAB Cl2
» Function
kb/r*Ra 3 el
X +
, G -
‘e Multiplicateur | Additioneur MATLAB :
I :
Function Xog ' p 1
Kb*km/r*r*Ra 9 o J—ymg > x
0
CI3
Cl4
Diviseur 4@
Xp

Fig 1.5: Schémade simulation du modele del’ensemble pendul e-chariot-moteur

Lesfigures (1.6) et (1.7) montrent les résultats de simulation obtenus en appliquant al’ entrée

une tension sous forme d'une impulsion d'amplitude 0.01v, de durée 0.1s, pour deux

conditions initiales différentes, la premiére correspond a la position instable du pendule, la

seconde a sa position stable.

16
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0.2 0
T 015 g1
= 2 2
S 01 g
g Q- '3 WMWY AW amsms sy asnynnns]
o >
< 0.05 'g
= g
) =
o 0 %)
a g o
-0.05 : -6 :
0 50 100 0 50 100
Temps (S) Temps (S)

Fig 1.6 : Résultat du simulation du modée non linéaire, Cl:[x,x,0,0]=[0,0,0,0]

0.2 3.1425

—~ €
S g
= 0.15 T 3142
o =
= >
@ 5
< c
[5) Q WA
5 0.1 2 3.1415
© >
c ©
S 5
‘@ 0.05 = 3141
0 3
o o

0 : 3.1405 :

0 50 100 0 50 100

Temps (S) Temps (S)

Fig 1.7 : Résultat du simulation du modéle non linéaire, Cl:[x,x,8,60]=[0,0,7,0]

Ces résultats illustre la complexité du modele. La figure 1.6 montre que lorsque le
pendule est initialement en position instable haute (6 =0), il se stabilise aprés un régime
transitoire dans sa position d équilibre stable (0 = n) Lafigure (1.7) montre que, lorsgue le
pendule est initialement dans sa position d équilibre stable (9 =), lorsqu'il en est écarté
gréce alatension V., il y revient apres le régime transitoire. Ces résultats sont conformes a

ce que I’on obtient en pratique. 1l faut noter également qu'une fois la barre en position
0 =, lechariot continue a évoluer dans les deux cas, quelque soit la position initiale du

pendule, acausedel’ effet de balancement du pendule.
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1.5 Linéarisation du modé&e autour du point d’équilibreinstable (6 = 0)

Le modéle du pendule inversé est trop complexe et non linéaire, et comme I’ objectif
de la commande dans le systéme pendule inversé est d’ asservir la position du chariot x et
I’'angle 6 a zéro (position d“equilibre instable), aors une linéarisation autour de cette
derniere a été établie [6].

Pour des petites variations de 6 autour du point d’ équilibre 6, ona:
0=0,+¢
. (1.37)
0=¢

On considére que tous les termes d’ ordre supérieurs sont nuls

£2~0
Le développement en série de Taylor du premier ordre d’une fonction de 6 est donné par :

df
(O)= 1) +e (1.38)

6o

Si on se limite aux petites variations de 6 autour du point de fonctionnement 6, =0

correspondant a la position haute du pendule et on utilisant le développement limité du
premier ordre (équations (1.37) et (1.38)) on obtient les approximations suivantes:

cosf ~ cos(0) + O[-sin(0)] =1
sind ~sin(0) + 6 [cosQ)] =60 (1.39)
0°=0

On substituant les linéarisations (1.39) dans le systeme d équation (1.36), on trouve le

systeme d’ équation linéarisé du systeme pendul e-chariot-moteur suivant :

18
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7,=12,
—bN N K, K, 1 m?l%g mid
2 = 212 2|2 : o %2 22 23t 22 %
hN — m?| hN — m?I r R, hN — m?| hN — m“I
LN K,
hN -m?12 Rr
Z,=2,.
o - (1.40)
. mib ml K.K, 1 mgl m’l*g d
4 = 22 212 5 |7t + 72148~ s
hN-m?22 hN-m?i%2 r? R, N N(N-m22))° N
. miid , ml &V
N(IN —m?12)™ AN -m?2 R ¢
Yyi=24
Yo = X3

Le modéle d’ éat (1.40) peut é&re mis sous laforme {\Z(:_?:Z; Bu
avec
" o 1 0 0
o BN N Kk g me
Al DN DNTERE N o
0 0 0 !
o _mb ~m KK mgl mPPg -d -nfl*d

| - 141
| N NRE N N[N N N (N | N

_ T 1000
B=|0 kmzNz 0 mlz 2& , C=
(hN -m?2) R, hN -2 Ryr 0010
Application numérique

En remplagant les paramétres du modéle linéaire (1.41) par leurs valeurs numériques
données dans les paragraphes (1.2) et (1.3), on obtient les valeurs numériques des matrices A,

B et C du systéme pendul e-chariot-moteur :
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0 1 0 0 |
A 0 -05786 —-0.5339 0.0045
0 0 0 1 ’ (1.42)
i 0 12443 222449 -0.1890 i

1000}

B=[0 03124 0 -06719]" , C=
[ | [o 010

Les valeurs propres delamatrice A del’ équation (1.42) sont données par
2, =0 , 2,=-05483, A, =-4.8291, A, =4.6093
Celles-ci montrent que le modéle linéaire autour du point d’équilibre 8 =0 est instable. Cela
justifie I’ utilisation d’ une commande permettant la stabilisation du pendule, ¢’ est le deuxieme

probléme que nous traitons dans ce mémoire.

En substituant les linéarisations (1.39) dans e systéme d’ équation (1.35), on trouve le systéme

d’ équation linéarisé du systeme pendule inverse sans moteur :

2, =z,
, —DbN , m?l%g - mid _ FN
2N -mA27? AN-mA27° hN-m2%2"" hN -m??
;=12
313 212
& :(WSI ’ N(hrIS I— r?qZIZ)JZ3 ‘(ﬂ* N(hrlll”—rcrjmzlz )jz“ TN Tl:ﬂz “ (143)
miF
" hN —m?|2
Y1 =12,
Y, = Z4
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Le modéle d’ é&at correspondant est donné par

0 1 0 0
0 —bN ek mid
Ao hN — el hN — el hN — Al
0 0 0 1
9 mib mgl+ m’l°g -d  nfi*d
I hN-n?Z2 N N{N-m1?) N N(hN-n??) | (1.44)
S _ .
N
B: ihN—m2|2i ’ C: 1 O O O
0 0010
-ml
L hN—-m?1?

Application numérique
En remplacant |es paramétres du modéle linéaire (1.44) par leurs valeurs numériques
données dans le paragraphe (1.2), on obtient les valeurs numériques des matrices A, B et C

du systéme pendule-chariot :

01 0 0
A 0 0 —-05339 0.0045

00 0 1 ’

| 0 0 222449 -0.1890 | (1.45)

: 1000
,B=[0 04218 0 -09070]" ,C=| = =

Le modéle linéaire (1.45) sera utilisé dans les chapitres 3 et 4 pour la synthese des
lois de commande par retour d éat d’ ordre entier et non entier afin de pouvoir stabiliser le
pendule a sa position d’'équilibre instable 6 =0 et d implémenté ensuite ces différentes

commandes.

Conclusion
Ce chapitre a été consacré au développement du modéle de |'ensemble pendule

chariot-moteur, on a utilisé pour ce faire le formalisme d’ Euler-Lagrange.
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Le modéele obtenu a permis de mettre en évidence les fortes non linéarités existantes dans le
pendule. Une linéarisation du systeme autour du point d’ équilibre instable ains que des
simulations ont également été établies. La ssimulation avec une impulsion d entrée a permis
de constater la non linéarité et I'instabilité du systéme autour de point d équilibre
(x, X, 0, é) =(0,0,0,0). Lacomplexité de controler des systémes sous-actionnés tel que le
pendule inverse, est en grande partie due au fait que I’ entrée de commande u apparait dans la
partie actionnée du systéme ainsi que dans la partie non actionnée d’ou I’intérét d’ utiliser une

commande par retour d’ état.
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Chapitre 2 Redressement du pendul e inversé par des commandes non linéaires

I ntroduction

Un des aspects qualitatifs les plus importants des systémes dynamiques est leur
comportement asymptotique, c'est-a-dire le comportement des solutions en régime
permanent, ce concept éant directement lié alastabilité [7]. Dans cette thése, on S'intéresse a
la commande du pendule inversé qui consiste en deux phases: redressement et stabilisation.
On présente dans ce chapitre deux méthodes de commande de redressement en utilisant des
outils de lacommande des systeémes non linéaires, la méthode de Lyapunov en particulier qui
permet de balancer le pendule a une position supérieure avant de le maintenir dans sa position
verticale instable avec des commandes linéaires qui seront présentées dans les chapitres

suivants.

Avant d'aborder la commande de redressement, la premiére partie de ce chapitre est
consacrée a quelques rappels théoriques sur les notions de stabilité de Lyapunov et le
théoréme d'invariance de LaSalle [7-27] suivie de deux exemples d applications. Des
résultats en simulation et en temps réel obtenus en appliquant les deux commandes de
redressement pour balancer le pendule inversé a une position supérieur sont également

présenteés.

2.1 Notionssur la stabilité de L yapunov

Puisgu’ on s'intéresse a la stabilité des systémes non linéaires autour d'un point
d’ équilibre, il est indispensable de définir cette notion. Pour cela, il faut étudier le

comportement des solutions dans un petit voisinage du point d équilibre.

Définition 2.1 : point d’équilibre
Considérons le systeme autonome stationnaire, décrit par |'équation différentielle non

linaire :

At)=T(t)) (2.1)

ou: I':R" —» R" est une fonction continue
L’état particulier z, € R" est un point d équilibre pour le systéme (2.1) Sl satisfait la
propriété suivante:

r'(z,)=0 (2.2)
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Dans ce cas la solution du systeme (2.1) est donnée par :
Atz )=z, Vt>t, (2.3)

Définition 2.2 : Voisinagedel’origine

Unvoisinage del’origine, 9 est tout domaine fermé borné incluant I’ origine.

Définition 2.3 : Fonctions définies positives

e Unefonction scalaire V(z): R" — R est localement définie positive dans ¢, si:

V(0)=0

Vz#0ed V(z)>0 24

e Unefonctionscalaire V : R" — R est globaement définie positive si elle vérifie:

V(0)=0

2.5
Vz#0eR" V(2)>0 (29

Définition 2.4 : Fonctions semi-définies positives

e Unefonction scalaire V : R" — R est localement semi-définie positive dans 9, si :

V(0)=0

Vz#0e9 V(220 (26)

e Une fonction scalaire V: R" — R est globaement semi-définie positive s dle
vérifie

V(0)=0

2.7
vz#0eR" V(z)>0 @7

2.1.1 Méthodedirecte de Lyapunov

Pour |’ étude de la stabilité des systémes non linéaires, la méthode la plus classique
est basée sur la linéarisation et I'utilisation des valeurs propres du systeme linéarisé.
Lyapunov a proposé une seconde méthode, en s’ inspirant de I’idée de I’ énergie mécanique de
Lagrange qui aformulé |e principe de stabilité des systemes mécaniques qui stipule que:
<<un systéeme qui est dans un état ou son énergie potentielle possede un minimum isolé est
dans un état d équilibre stable >>.
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Cette méthode, appelée aussi méthode directe de Lyapunov, est basée sur la recherche d’ une

fonction scalaire de signe défini a valeurs réelles. Quand sa dérivée par rapport au temps est
définie de signe oppose, la vitesse d'un  point p,; (pl € R“) est toujours dirigée vers
I"intérieur, aors ce point finira par arriver a I’origine, dans le cas contraire, le point p,
S écartera davantage. Dans quelques classes de systemes physiques, la fonction du Lyapunov
V peut étre choisie comme étant |’ énergie du systéme [7].

Définition 2.5 : (Candidat de L yapunov)

Une fonction définie positive continue notée V(z) est un candidat de Lyapunov [27].

Définition 2.6 : Fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov est un candidat de Lyapunov, a savoir une fonction continue V(z)

telle que:

V(z)>0 Vz=#0

2.
V(z)=0 z=0 (28)
Ayant en plus la propriété
V(z)<0 Vz=#0
: (2.9)
V(z)=0 z=0
e Dérivée delafonction deLyapunov
Ladérivée s écrit,
V(z)= {a_vT gz (2.10)
0z dt

ou

]
{ﬁ} est legradient de V = {&(z)ﬂ(z)}
0z dzi azn
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e Théorémedestabilité par la méthode directe

Si une fonction de Lyapunov existe pour un systéme donné alors ce systeme est
stable.

Si lafonction de Lyapunov est strictement décroissante, c'est-a-dire que V(z) <0,vz+0 ,
alorslastabilité est en plus asymptotique.

SV est locdement définie négative dans 3, aors la stabilité est dite localement
asymptotique.

2.1.2 Théoremed’invariancedeLaSalle

On considére le systéme dynamique de la forme z=T(z). Il est parfois difficile de

trouver une fonction de Lyapunov dont la dérivée est définie négative (V <0,z 0), par

contre, il est plus aisé de trouver des fonctions dont la dérivée est semi définie négative
(\/ < 0). Par conséquent, on ne peut pas aboutir a la stabilité asymptotique en utilisant le

théoréme de Lyapunov. LaSalle a remarqué que pour certains cas méme s V <0, aors on
peut conclure que le point déquilibre est asymptotiquement stable d'ou le théoreme
d’invariance de LaSalle [7].

Dé&finition 2.7 : Ensembleinvariant

Un ensemble invariant noté M, pour un systéme dynamique Z:F(z) est défini
comme étant I’ensemble de conditions initiales, tels que la solution Z(z,,t) reste dans

I’'ensemble M, Vt[7-27],c-a-d:
M, ={z/z,eM, = Z(zt)e M, Vt >0} (2.12)

Définition 2.8 : Ensemble d’annulation dela dérivée dela fonction de L yapunov

Cette ensemble est noté o et correspond mathématiquement a
o =1{z/V(2)=0 (2.12)

Le théoréme de LaSalle est un résultat de nature locale au sens ou il nécessite la connaissance

d’un ensemble compact pour toutes les conditions initiales[7].
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e Principed’invariancedeLaSalle

Considérons le systeme dynamique z= F(z) , I' fonction scalaire continue avec les
premiéres dérivées partielles continues, soit | > 0, I’ensemble Q, fermé et borné défini par :
Q, ={z/V(z)<I}.
La dérivée de lafonction de Lyapunov est semi définie négative (\/ (z) < 0) pour tout ze Q, .
Soit o € Q, I"ensemble de tous les points pour lesquelles V(z): 0, Soit M, le plus grand
ensemble invariant dans o , alors toute solution z(t) démarrant dans Q, tend vers M, quand
t—>owcad:

vz, €Q,, Z(z,,t) > M, lorsgque t — oo

2.1.3 Quelquespropriétésd’ énergie

Lafonction d' énergie possede deux propriétés essentielles. La premiére est laqualité
d’ extremum au point d équilibre, a savoir s'il s'agit d'un maximum ou d’un minimum. Le

point d’ équilibre atendance a étre stable lorsque cet extremum est un minimum.

Si I’énergie totale d'un systeme est dissipée de maniere continue, alors le systeme
(qu'il soit linéaire ou non linéaire), devra rejoindre finalement un point d équilibre.
On pourra donc conclure a la stabilité d'un systéme par |I’examen d'une seule fonction

scalaire qui est |’ énergie totale.

e Lepoint d énergie mécanique nulle est le point d’ équilibre.
e Ladtabilité asymptotique implique la convergence del’ énergie vers 0.

e L’instabilité est liee alacroissance de I’ énergie mécanique.

On considére dans ce qui suit deux exemples simples pour illustrer la notion de stabilité par le

théoréme d'invariance de LaSalle.
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Exemple 1

Considérons le systéme

Ou
h(0)=0, yn(y)>0, ¥y=0 et ye(-a,a)
On choisit comme fonction de Lyapunov |’ énergie du systeme, elle est donnée par
7 1
V(@)= [h(y)dy+5 2z

0

Soit I'ensemble D = {ze R? | —a< 7 < a},V(2) est définie positive dans D .

Ladérivée delafonction de Lyapunov V par rapport au temps s écrit

V(2)=h(z)z, + 2,[-h(z)-h(z,)]=-zh,(z,)<0

(j:l_\t/ <0 (semi définie négative).

Ensemble d’annulation dela dérivée de L yapunov
o = {z/V(2) =0

V(z)=0= 2z,h,(z,)=0=2z,=0 pour —a<z,<a

Par conséquent |’ ensemble o est donnée par :

o =1{z/z, =0}

Puisque z,(t)=0= 2,(t)=0=h(z(t))=0= z(t)=0

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Donc, la seule solution qui peut rester dans o c-ad le plus grand ensemble invariant est

z(t)=0. L’ origine est donc asymptotiquement stable
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Exemple 2: le pendulesimple

On considere un simple pendule [16] qui consiste en une masse m reliée par une tige de

longueur unitaire a son axe de rotation. |l est soumis a un frottement visqueux proportionnel a

lavitesse du pendule autour de son axe.

L’ équation de mouvement du pendule est donnée par

sind,, =-b,0 (2.19)

m0 .+ m o0 s

ps” ps bs g ps

C'est une équation différentielle du second ordre qui se met sous laforme d' état (avecz = 6,
etz,=0,):

4 =12,
(2.20)

ps

22 = _gpsSinzl_ m

z,

ps
Afin de déduire la stabilité asymptotique de ce pendule simple, on considere comme fonction

de Lyapunov son énergie compléte, elle est donnée par :

1 .
V = E,==m.62 +mg,(L-coso,,) (2.21)

m s~ ps
2PP

Cette fonction est positive tant que éps et le second terme ne s annulent pas simultanément.

Par conséquent, V est nul pour

(6,..6,5)= (2kz,0) . keZ (2.22)

Ladérivée delafonction de Lyapunov V par rapport au temps s écrit

av
ct

ps

) b. . ) )
= mpseps[_ gpsSians _m_psepsj—i_ mpsgpSSianSHPS = —bpsess <0 (223)

29



Chapitre 2 Redressement du pendul e inversé par des commandes non linéaires

Dans un voisinage de I’ origine, les conditions de stabilités définies par
V(x)=0,x=0
V(x)>0,x#0
V(x)<0

sont satisfaites. Le systéme est donc localement stable.

Toutefois, le théoreme de Lyapunov n'est pas conclusif quant a la stabilité locale
asymptotique, étant donné que V n’est pas strictement décroissante et que V ne s annule pas

uniquement au point (0,0). Toutefois, nous pouvons examiner I’ensemble o pour lequel

V =0.

Comme V = -b 0% =-b_ 2z, alors I'ensemble o = {z,2,/z, = 0} est une droite horizontale

passant par I’ origine.
Or s:z,=0= 7z =0= z =constantee

e 2,=-0g,8nz=0=0,=0,0,, =kr avecke Z

La condition g,sinz =0, conduisant a une multitudes de points d'équilibre éps =0,

0, =kr ,avec ke Z, maisenrédité V(z) nes annule qu'al’origine

Ensembleinvariant :

En considérant I'ensemble Q, = 60,..6,.1v0..6,)<m.g. -6, el

ps

est compact, invariant (parce que V <0 ), et I’ensemble o nm — & ne comporte qu’un

psg ps

seul point qui est I’origine 0. L’ origine est donc asymptotiquement stable.

2.2 Redressement du penduleinversé
2.2.1 Premiere méthode: Redressement du penduleinversé avec une limitation de la
longueur du rail du chariot :

Etant donnée larestriction de lalongueur du rail, la stratégie de redressement utilisée
est basée sur le théoreme de stabilité de Lyapunov qui va permettre de faire converger
I'énergie du systéme vers la valeur de I'énergie en position haute. La fonction de Lyapunov

utilisée est définie comme étant la somme des carrés de I’ énergie mécanique du pendule et la

vitesse du chariot V =%(Ef1 +ml 2 x2). La stratégie de redressement est basée sur deux
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parametres de conception, en les gustant, nous pouvons effectuer e redressement du pendule
avec la contrainte de restriction de la longueur du rail. Une transformation d'état est
également introduite pour obtenir la tension d’ alimentation du moteur qui permet de générer

I’ accél ération du chariot obtenue a partir de lacommande de redressement.

Pour développer la solution, le coefficient de frottement d du pendule est négligé. Reprenant
le modéle dynamique du pendule inversé (éguation (1.19)), en remplacant la force F par

son expression donneée par I’ équation (1.33) on obtient:

K

m

1
r’ R (2.24)

. i . K
hX+bx+ml cos® 6-ml sing 6° = R"‘VC—
r

a

ml Xcos@+N6&-mglsind=0 (2.25)

Le probleme de redressement correspondant est de trouver lafonction de Lyapunov
dont la dérivée est semi définie négative afin de conclure sur la stabilité asymptotique du
point d’ équilibre instable en utilisant e théoréme d'invariance de LaSalle.

Puisque on s'intéresse au redressement du pendule, alors on considére son énergie mécanique
qui est lasomme de I’ énergie cinétique et de I’ énergie potentielle, elle est donnée par

E. =% N 62 +mgl(cos@ —1) (2.26)

D’ aprés |’ équation (2.26), en position haute (9,9)= (0,0) I énergie mécanique du
systéme est nulle et dans la position basse (0,9):(i 7,0) I’énergie mécanique E, vaut

-2mgl .

On considére lafonction de Lyapunov suivante [14]

V=%(E,ﬁ+mll>‘<2) (2.27)

Ou A >0 est un parameétre de conception.

Ladérivée delafonction de Lyapunov V par rapport au temps s écrit :
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‘i‘j_\t/:EmEm+m|“szm[N9é_ng|gnee]mm x % (2.28)

De(2.25) on a:

NO =-ml cosf® X+mglsing (2.29)

En remplacant cette expression de N6 dans|’équation (2.28) on obtient:

Z—\::—Emmlcoseé"XerMXX:—Xml (Emcose 61 %) 2.30)

On considére I'accélération du chariot comme variable de commande, c ad U=X [14] et on
pose :

u=%="Y(E,cos0 62 x) (2.31)

ou ¥ > 0 est un parametre de conception.

L’ équation (2.30) peut alors s écrire sous laforme:

Z—\: =—ml ¥(E, cosd 62 x)° (2.32)

Leterme (Em cos00 — 4 x) prend lavaleur zéro dans certains cas donc Z—\: <0.

D’aprés le théoreme d'invariance de LaSalle, le plus grand ensemble invariant M, est
I’orbite représentée par E,, =0 avec x=0, donc on peut conclure que le point d’ équilibre

(9,9, x):(o, 0,0) est asymptotiquement stable (une démonstration sur la stabilité
asymptotique peut étre trouvée dang 14)] .
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2211 Transformation d'état reliant la tension d’alimentation du moteur a
I"accélération du chariot :

Pour augmenter I'énergie du pendule, on agit sur |'accélération du chariot.
Néanmoins, puisque la grandeur disponible pour agir sur le systeme pendul e-chariot-moteur

est latension d'aimentation V, du moteur, on doit déterminer la transformation qui donne la
relation qui existe entre latension d’alimentation du moteur V, et lacommande u = X. On

utilise pour celaune nouvelle fois |’ équation (2.25).

b mgl sin6 |_\|m| X coso (2.33)

On remplace ensuite I'éguation (2.33) dans I’ équation (2.24) pour déterminer |’ expression

de X donc de u, on obtient :

o KLV, (K, K,N+bN 2R, ) x~r?R n? 17g cosd sind+ mINrR, sing 62

(hN—m?12 cog’ 6)r 2R, (234)

Et comme u = X, I’expression de latension V, du moteur en fonction de I’ accél ération est :

u(hN -m?2cos?0)rR,  br’R +K K, . rRml’gcosdsing mirR sin06>
V, = + X+ -
NK K, r NK K. (2.35)

m m

2.2.1.2 Reésultatsdesimulation et expérimentaux:

Pour illustrer I’ efficacité théorique de la commande proposée, des simulations ont éé
effectuées sur Matlab simulink. On suppose gu’initialement le pendule est immobile dans sa
position d’ équilibre stable 6 = 7 et que le chariot est al’arrét au milieu des rails et toutes les
vitesses sont choisies égales a zé&ro. La figure (2.1) représente le schéma bloc de simulation
qui permet de réaliser la commande de redressement. Ce schéma contient trois entrées, la
premiére est utilisée pour limiter la longueur du rail du chariot & 0.4 m. La deuxiéme est
utilisée comme une référence de la valeur finale de I’angle 6 . En effet, lorsque le pendul e est
situé dans lazone +0.2rad autour de la position d équilibre instable 6 = 0, la commande de

redressement est alors arrétée et remplacée par la commande de stabilisation qui permet de le
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maintenir dans cette position. La troisieme entrée représente I'impulsion qui s additionne
avec latension V_ pour donner plus d énergie au systéme et pour accélérer |a convergence
vers la position d équilibre instable, I'impulsion choisie est d’amplitude 0.6V et de durée
0.1s. Le bloc saturation limite la commande c'est-&-dire latension du moteur entre + 2.5V

et cela pour protéger le moteur contre |’ effort de commande.

C—

Clodk
Lma teta 10
teta
Wizl 2
L
Saturation x i 2 )
#
———————Jimpulzion Wi
imp tetap
0.4 — Pl reference Fonction de lyapunow tetap
Fonection de lyapunow —b-a
wreference -
(2D
0.2 p————JPw{teta refarence -
teta reference Fendule_Inversé_MCC
Redreszseament_Transformation

— we

Fig 2.1 : schémade ssimulation de lacommande de redressement

Le bloc redressement, transformation est constitué de deux blocs :
Un bloc de redressement qui permet de redresser le pendule depuis sa position d’ équilibre

0 = alaposition verticale 8 = 0. Ce redressement se fait en deux étapes::

La premiére éape consiste a mettre le pendule dans la zone {% , %} puis la seconde étape
permet d’ammener le pendule dans la zone [-0.2,0.2] autour de 6 =0. Ce bloc de

redressement permet de calculer laloi de commande u donneée par |’ équation (2.31).

Le bloc transformation permet de déterminer la tension V, de I’alimentation du moteur en

fonction de lacommande u. Il réaisel’ équation (2.35).
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Lafigure (2.2) montre le contenu du bloc redressement-transformation.

1) P teta

teta

controle

imp Vc0
Fonction de Lyapunov
@—} xreference
X reference Fonction de Lyapunov
controle

@—} teta référence

teta reference

Transformation
Redressement

Fig 2.2 : Schémainterne du bloc redressement _transformation

Les figures (2.3) et (2.4) représentent les résultats de simulation obtenus pour deux valeurs
différentesde ¥ et 1

= =)

£ o2 £ %

o (]

= =

5 g 4

s O g

© =] 2

% ©

= c

B -0.2 ‘ \ S o ‘ ‘
0? 0 5 10 g 0 5 10

S Temps (s) o~ Temps (s)

< E 1

g2 5

o =

IS ©

S0 S 0

© >

c o

i) ]

o -

e 2 1 ‘ ‘
< 0 5 10 § 0 5 10
g Temps (s) > Temps (s)
= £
2 1 g o6
g kn
; 0 2 0.4
h= c
S g 02
E Q
g 1 : ‘ 5 o0 :

% 0 5 10 s 0 5 10
2 Temps (s) Temps (s)

Fig 2.3 : Résultats de simulation de redressement du penduleinversé pour W =0.1, et
A=129, Cl =|x,%,0,6|=[00,7,0]
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Fig 2.4 : Résultat de smulation de redressement du pendule inversé
pour ¥ =0.1, et 2 =14.9, CI =|x,%,6,6|=[0,0,7,0]

2.2.1.3 Interprétation desrésultats:

La commande assurant le balancement est composée de deux parametres ¥ et A,
un choix de cesdernierstel que ¥ =0.1 et 1=14.9,0ubien ¥ =0.1 et 1=129 assureun
niveau d'énergie désiré du systéme (E, =0), ainsi que larestriction de la longueur de rail
du chariot (le chariot se déplace entre + 0.2 m), donc la convergence de pendule verslazone
[-0.2,0.2] autour de # =0, qui correspond & sa position haute [ =6.08,6 =0] avec un
temps de [14.6 s11.86 s] respectivement. Une fois ce niveau d’ énergie atteint, simultanément

avec x=0, lafonction de Lyapunov atteint zéro et le contréleur assurant le balancement est

déconnecté. La commande oscille entre +2.5V du fait de sa limitation. Donc, le réglage du

niveau d énergie, les paramétres delacommande W , 1 et les parameétres de latrgectoire de
référence est crucial pour le succes du balancement.

Nous n'avons pas pu implémenter cette premiere méthode de redressement car elle
nécessite un modéle trés précis. On présente dans ce qui suit une deuxieme méthode de

redressement qui est également basée sur |e théoreme de stabilité de Lyapunov.
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2.2.2 Deuxiéme méthode

Cette méthode est également basée sur le théoréme de stabilité de Lyapunov et va
permettre de faire converger I'énergie du systéme vers lavaleur de I'énergie en position haute.
Dans cette méthode, le pendule inversé est commandé par la force F. Pour que cette

commande fonctionne en tension, on rajoute un gain g, qui permet de convertir laforce F en
tension V,. La fonction de Lyapunov utilisée dans ce cas represente la différence d énergie
mécanique du pendule et |'énergie mécanique désiréeE" =0 et V = (E— E*)- Le
redressement est effectué a I’aide de la commande u=K, fcosd . Celleci permet de

converger I'énergie du systeme vers lavaleur del'énergie en position haute [8-11].

Dans cette méthode on considere le pendule tout seul, et on néglige le coefficient de

frottement de rotation du pendule d . Son modéle dynamique s écrit danscecas:

ml xcos@+J6-mglsind=0 (2.36)

L'énergie mécanique simplifiée du pendule est donnée par

E= % J 6% + mgl(cosb —1) (2.37)

D'apres cette définition de I'énergie, dans la position basse qui correspond a la
position d équilibre stable (0,9):(i 7,0) , I'énergie mécanique E vaut E;, = —2mgl et
dans|a position haute (6,6)=(0,0), elle vaut 0.

Pour déterminer la loi de commande permettant de redresser le pendule, on considere la
fonction de Lyapunov

vz(E—E*)=%J92+mgl(cose—1) (2.38)

Ladérivée delafonction de Lyapunov V par rapport au temps s écrit

V =-mgl sin60 + J6 (2.39)
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De(2.36) on a

JO =—ml XcosO+mgl sind

En remplacant |’ équation (2.40) dans |’ équation (2.39) on obtient:
V = —xml @ cosf

En prenant comme commande :

u=%X=Kobcosd , K, >0

Finalement, la dérivée de lafonction de Lyapunov V est exprimée par

V = —K,mi(f coso

dv

Leterme (9 cos@) prend lavaleur zéro dans certains cas donc Y <0.

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

D’ aprés le théoréme d’invariance de LaSdlle, le point (0,9)= (0,0) est un point d équilibre

asymptotiquement stable. Donc cette commande permet de faire converger I’ énergie E versla

valeur E* =0, ce qui permet donc de redresser |e pendule ala position haute.

Afin de maintenir la stabilité du pendule inversé, la commande de redressement est associée

a d autre commande de stabilisation et on utilise une loi de commutation appropriée entre les

deux commandes (redressement, stabilisation), dans notre cas on applique la commutation

guand lavaleur absolue de I'angle est au voisinage de+ 20°.

Pour que cette commande fonctionne en tension, il faut rgjouter un gain g, car la

commande calculée fourni directement la forceF . Donc le gain g, permet de convertir la

force F en tension V.. D’gprés les données du constructeur Feedback Ltd, le maximum de
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tension du moteur est 2.5 Volt qui correspond au maximum de force a 20N. La dynamique

entre latension et laforce est négligée et suppose qu’elles ont une relation linéaire F = 9, V...

2.2.2.1 Reésultatsdesimulation et expérimentaux:

La figure 2.5 représente le schéma de simulation de la commande de redressement par la

deuxiéme méthode.

O

Clock
3 —w{gaint teta
teta
gain1 (KD
®
commande »{ 1 J{ i
0.2 |—Pm{teta reference gt tetap
tetapoint
teta referance

e xpoint 4@
wpaint

Fedresement Pendule_lnversa

L v

Fig 2.5 : schémade ssimulation de la commande de redressement

Lafigure (2.6) montre que la commande qui permet de converger I'énergie du systeme vers
0, et donc de redresser le pendule vers la position haute (6,6)= (0,0) ainsi qu'une limitation
de lalongueur de rail du chariot entre £ 0.5m, nécessite un gain K, =3 pendant un temps

de 15.83s. Ce gain engendre un dépassement dans les vaeurs limites de la tension du

moteur.
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5 Temps (s) 10 15

o
o

Position du chariot(m)
o

a1
I

Temps (s)

T

(0] 5 10 15
Temps(s)

Position du pendule(rad)

Tension du moteur(\Volt)
o

Fig 2.6: Résultat de simulation de redressement, Cl = |x, %,6,6|=[0,0,7,0]

pour K, =3

2.2.2.2 Implémentation delacommande deredressement

Nous avons procédé a la veérification des simulations et le test de la commande
développée en expérimentation au systeme pendule inversé. La loi de commande est
implémentée & I’aide d'un PC pentium IV & 1GHz et le logicidl Matlab 7.2. La période
d’ échantillonnage est fixée &0.001s, et on introduit un bloc de saturation entre £ 2.5volt pour

protéger e moteur contre I’ effort de commande.

Les figures (2.7) et (2.8) représentent I’ évolution des trois grandeurs (x, 0, V.) pour

lemémevaleur degain K, .
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2.2.2.3 Interprétation desrésultats

Les résultats obtenus lors de I’implémentation de cette commande (figures 2.7 et 2.8),
montrent que un gain K, =0.15 suffit pour ramener le pendule de sa position d’équilibre
stable 0 =7 vers la positon d'équilibre instable 6 =0 ou 6 =27 suivant la direction
positive ou négative de 0 respectivement, en respectant les limite de lalongueur du rail, ainsi

gue lesvaeurs limite de lacommande + 2.5V .

Conclusion

La premiere partie de ce chapitre a été consacrée a la présentation théorique de deux
commandes de redressement de pendule inverseé. Elles sont basées sur le théoréme de stabilité

de Lyapunov et lethéoreme d’invariance de LaSalle.
Les différentes simulations effectuées ont permis de vérifier la validité des deux méthodes

développées. Pour I'implémentation seule la deuxiéme méthode a été implémentée et C'est

celle qui sera utilisée dans la suite de mémoire.
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Chapitre 3 Sabilisation du pendule inversé par retour d’ état entier

I ntroduction

La stabilité est une exigence critique dans la conception d'un asservissement. Une
perte de stabilité entraine au mieux un comportement oscillatoire et donc une incapacité a
réguler ou poursuivre, au pire la génération de signaux de grande énergie qui vont
endommager ou détruire le systeme [5]. On présente dans ce chapitre deux méthodes de
commande de stabilisation par retour d état d’ ordre entier permettant de maintenir le pendule
dans sa position verticale instable. La premiére commande proposée est la commande linéaire
quadratique. Quant ala deuxiéme c’est lacommande par retour d’ état proportionnel intégral.

On présente dans ce qui suit le détail de calcul des paramétres des matrices gains de
laloi de commande LQR, et les matrices gains de la commande par retour d' état Pl d ordre

entier. Des résultats de simulations et expérimentaux sont également présentés.

3.1 Stabilisation du pendule par retour d’état

Puisque la commande de redressement n’est utilisée que pour redresser le pendule
a une position verticae, elle ne permet pas de maintenir sa stabilité dans sa position
d’equilibre instable. Le probléme de stabilisation est |e deuxieme probleme qu’il faut résoudre
lorsgu’on commande le pendule inversé. Dans ce travail on utilise les techniques de

commande par retour d’ état.

De nombreuses méthodes de commande des processus utilisent le principe du retour
d' éat (commande optimale, placement de péles,. . .). Le principe de cette commande est de
déterminer une commande telle que les pbles du systéme bouclé soient convenablement
placés dans le plan complexe et satisfasse des performances de précision, de rapidité, de
stabilité. Les pdles du systeme étant les valeurs propres de lamatrice d’ état, le but est donc de
réaliser un asservissement modifiant convenablement la matrice d’ état du systéeme.

3.1.1 Commandelinéaire quadratique (LQR)
On considere le systéme linéaire continu, invariant dans le temps, régi par les

équations suivantes

-ca)y )T (3.1)
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Ou Z(t)e R" désigne le vecteur d'état, u(t)e R™ le vecteur de commande, y(t)e R® le
vecteur de sortie, et z, désigne I'état initial a I'instant initial t=0, A est la matrice

d’ évolution ou d' état, B lamatrice de commande ou d' entrée, C lamatrice de sortie ou de

mesure.

La synthese linéaire quadratique dénommée LQ ou LQR (Linéaire Quadratique Regulator)
[19, 24, 30] consiste en larecherche d’une matrice gain K, telle que la commande par retour
d état u(t) = —Kz(t) stabilise le systéme et minimise le critére quadratique

3= (th Z+ uTRu)jt (3.2

Oy 8

Ou les matrices de pondérations Q et R satisfont

Q=Q" >20,R=R">0 (3.3)

Lamatricegain K optimale est donnée par

K=-R"Bp, (3.4)

Ou p, est lasolution del’ équation algébrique de Riccati

poA+ A'py— p,BR'B'p,+Q =0 (3.5)

L’obtention du gain K passe donc par la recherche de la solution p, Symétrique

définie positive de I’ équation de Ricati qui reportée dans I’ équation (3.4), fournit la matrice
gan K.

3.1.1.1 Choix des matrices de pondération
La synthése des matrices de gain du contréleur optimal, repose directement sur les

matrices de pondération Q et R. On peut trouver dans la littérature deux méthodes pour les

choisir. La premiere méthode est la regle de Bryson [33] qui suggere de choisir des matrices
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de pondération diagonales, dont |es coefficients diagonaux sont égaux au carré de I’inverse de
I” écart maximum souhaité sur la variable correspondante. Bryson [33] indique également que
cette regle ne fournit que des valeurs initiales, que I’ on peut ensuite améiorer par simulations

successives. Laréegle de Bryson donne:

Q = diag(q,, 9, d,) & R=diag(r,r,...,r,) (3.6)

Avec

" LT
r :|:Sup(Ui)j| ,i=1,2,---,m et q :|:Sup(yl):| ,J=1,2,---,n (37)

Dans la deuxieme méthode [20] les matrices de pondération Q et R peuvent étre
choisies symétriques, diagonales. Au départ, on choisit généralement des pondérations égales
aux matrices identité que I’on peut ensuite améliorer par simulations successives jusqu'a

obtenir un correcteur satisfaisant.
3.1.1.2 Application pour la stabilisation du penduleinversé

Pour la synthése de cette loi de commande, on utilise le modéle d’ état (1.45) de la page 21 du

pendule inversé linéarisé au voisinage de 6, =0. Cemodédeest :

01 0 0

a| 09 70539 0006 B=[0 04218 0 -0.9070]"
00 O 1 ! ' ' !
0 0 222449 -018%0 |

1000
C=
{0010}
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Le nombre d’ éat du modéle étant égal a n=4 et le nombre d entrées de commande étant

m=1, on choisit les matrices de pondération suivantes:

2 0 0 0
0 05 O 0
= R=0.05 3.8
Q 0 0 12 (38)
0 0 0 2.5

Puisque les vaeurs maximales delacommande V, , laposition x et |’angle 6 sont connues

alors pour le choix des matrices de pondération de ces variables la regle de Bryson est
utilisée (Equation (3.6), (3.7) ) et I’ absences des valeurs maximales de la vitesse du chariot et
la position du pendule nous a obligé d'utiliser la deuxieme méthode. Au départ, les

paramétres de la diagonale correspondants & x et 6 sont choisiségaux al, et sont ensuite
améliorés par simulations successives jusqu'a obtenir un correcteur satisfai sant.

Une fois les coefficients de pondération Q et R obtenus, lamatrice de gain K qui minimise la

fonction quadratique 3 est calculée en utilisant lafonction 'lgr' de Matlab, on trouve :

K=[-63246 -96771 -89.3960 -19.8176] (3.9)

Les pobles de laboucle fermée, sont dans ce cas:

P, =-88112,P, =-29646, P, =-1.15634+ j 0.907 , P, =—-1.1534— j 0.907 (3.10)
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3.1.1.3 Reésultatsde simulation:

0.25

(0] 5 10 o 5 10
Temps (s) Temps (s)

Fig 3.1: Résultat de simulation du modéle linéaire avec le régulateur d état LQR,
Cl = |x,%,0,6]=[0,0020]

Lafigure 3.1 montre que le systéme pendule inversé linéaire se stabilise au bout de
5 s tout en respectant les contraintes imposees. En effet e déplacement du chariot ne dépasse

pas les limites physiques du rail.

La figure (3.2) représente le schéma de simulation du modéle non linéaire avec une
combinaison de la commande de redressement et la commande de stabilisation LQR. Dans
cette figure, le bloc commande. LQR contient les paramétres de la matrice de gain K, ains
gu'un signale d'horloge qui donne I'information sur la zone atteinte par I'angle 6. Si le

pendule atteint la zone [-0.2,0.2], le contréleur assurant le balancement est déconnecté et on

le remplace par lacommande de stabilisation grace a un bloc de commutation.
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(>

Clock
3 gaint teta
gain 1 (kl) commande » - X
Saturation L’ v -
—P x tetap p( 3 )
tetap
xpoint p{ 4 )
Xp
P teta Pendule _Inversé
tetaau v (0)
0.2 teta reference
N v
teta reference
Redressement
>
P x Il |
L ‘ I
» 0
Outl > il
P teta
commutateur
tetap
Commande _LQR

Fig 3.2 : Schémade simulations de redressement et de stabilisation du pendule inversé par le
régulateur LQR

L’ application de la matrice gain du régulateur LQR (3.9) calculée a partir du
modele linéaire sur le modéle non linéaire engendre un petit dépassement dans les valeurs
limites de la longueur du rail du chariot. Les paramétres de cette matrice sont alors retouchés.

On obtient la matrice gain suivante:

K=[-6.3246 -96771 -78 -12 (3.11)

Les résultats de simulation obtenu avec ces valeur de K sont représentés sur lafigure 3.3.
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Fig 3.3: Résultats de simulation de redressement et stabilisation du pendule par e régul ateur
LQR, Cl =[x x,6,6]=[0,0,7,0]

Les courbes de lafigure (3.3) montre qu’ apres avoir ramené le pendule de sa position
d’equilibre stable vers la position d’équilibre instable par une commande non linéaire, la
commande linéaire quadratique LQR permet de le maintenir a cette position avec un
déplacement maximal de 0.46m. On constate |’ efficacité du contréleur LQR en termes de

précision et de stabilité.

3.1.1.4 Implémentation dela commande LQR

Apres plusieurs essais sur la maquette expérimentale, les paramétres de la matrice

gain sont données par

K=g,[-63246 -96771 -78 -12] (3.12)

ou g, = 0.4 : représente le gain qui permet de convertir laforce F entension V,

Il faut noter que sur le banc d essai, seule la position du chariot (représentée par la
variablex) et la position du pendule (représentée par la variable 6) sont mesurées. Pour

mettre en ceuvre la commande par retour d état, nous avons besoin aussi de mesurer les

grandeurs x et 6 représentant respectivement la vitesse linéaire du chariot et la vitesse
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angulaire du pendule. Cette mesure n’'étant pas possible. Nous avons mis en ceuvre un
dérivateur suivi d’un filtre passe bas.
Lefiltre passe bas utilisé est celui donné par le constructeur. |l est donné par :

10*

- (3.13)
s? +70.7s+10*

Gfx (S) = Gfteta

Les figures (3.4), (3.5) et (3.6) donnent respectivement les résultats expérimentaux de
redressement et stabilisation par la commande LQR en absence de perturbations, en présence
de perturbations externes sous forme de forces appliquées sur le pendule et en présence

d’ une perturbation parameétrique au niveau de la masse du chariot.

0.2 T T T T T

o
N

Position du chariot (m)
=)
o i
|

25 30 35 40

8
) =
>
e}
c
9] _
o
=}
©
S _
i)
G | | |
& 25 30 35 40
5 Temps (s)
3
3 oF
o
E oL i
©
s
@ 2r | | | | | | |
2 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps (s)

Fig 3.4 : Résultats expérimentaux pour redressement et stabilisation par le régulateur LOQR,
Cl =|x,%,0,6|=[0,0,7,0]
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Fig 3.5: Résultats expérimentaux avec trois perturbations externes a partir de I’ instant t=23s,
t=24s, t=30s
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Fig 3.6 : Résultats expérimentaux pour une variation paramétrique M de 40 % a partir de
I’instant t=18s

3.1.1.5 Interprétation desrésultats expérimentaux
Lafigure (3.4) montre que la commande basee sur e principe de la seconde méthode

de Lyapunov et donc sur le minimum d’ énergie permet de ramener le pendule depuis sa

position d équilibre stable (9 = ) verslaposition instable (9 = 0) et & partir de lacommande
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LQOR la stahilité est maintenue a cette position avec un léger pic en tension qui respecte le
cahier des charges. En outre elle permet de stabiliser |e déplacement du chariot en le ramenant
ala positon 0.02 au lieu de 0 a cause de présence des bruits de mesure au niveau des capteurs

qui corrompent |’ estimation de la valeur courante de laposition x.

Les figures (3.5) et (3.6) montrent |a robustesse de cette commande en termes de
rejet de perturbations. En effet, Lorsqu’on a soumis le systeme a des perturbations externes
avec introduction d’une variation paramétrique au niveau du chariot (M) de +40% (figures
(3.6)), ou en soumettant le pendule a plusieurs perturbations, sous forme de forces appliquées
sur le pendule (figure (3.5)), celui-ci reste toujours stable en position haute et le chariot

rejoint la position 0.02m comme dans le cas de simulation sans présence de perturbations.

3.1.2 Commande par retour d’état proportionne intégral par placement de poles

La commande LQ est de type proportionnel. Dans le but daméliorer les
performances en régulation en présence de perturbations constantes, il est souhaitable
d'gjouter un effet intégral [35]. En effet, au lieu que laloi de commande par contre réaction

d états soit du type u(t) = K z(t), elle devient :

t

u(t) =k, z(t)+k, [ z(x)de (3.14)
0
ou, k,,k eR™ sont les matrices de gain congues pour imposer le polyndme

caractéristique désiré en boucle fermée.
Le schéma général qui permet d’ obtenir un retour d’ état proportionnel intégral est

u(t) 3 y(t)

—>

T

Fig 3.7 : Schémade commande par retour d’ état proportionnel intégral

A
—
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Lorsque le modéle d’ état du systeme linéaire donné par

z=Az+Bu (t )_
y=cz = 0)T% (3.15)

le comportement dynamique du systéme est fixé par le polyndme caractéristique A(s) donné

par
A(s)=det(sl —A)=a,s"+a,,s"" +-+as+a, =0 (3.16)

Ou
a, = det(- A)= (-1)".det(A) et a,, = -trace(— A) (3.17)

et le modeled état du systéme en boucle fermée est dans ce cas donné par :

t
z=Az+Bk,z+BK, Iz(r)dr
0

(3.18)
y=Cz
dont I’ équation caractéristique est donnée par :
Bk
Age (s):det{sl - A-BKk, ——'}zo (3.19)
S

Le probleme est aors de trouver un moyen de determiner les vecteurs k, et k, de sorte a

imposer le polyndme caractéristique du systéme en boucle fermée [19].

Soit A, (s) le polyndme caractéristique imposé tel que::

Ag(8)= to + S+ 4 p1y 18"+ 148" + p1,,8™ (3.20)

La détermination des coefficients de la matrice de retour d état est grandement
simplifiée si le systeme considéré est représenté sous la forme canonique commandable. Cette

forme existe si et seulement si |e systeme est commandable.
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3.1.2.1 Transformation du modéle sous la forme canonique commandable

Puisque tous les états du systéme sont supposés commandables, il existe donc une

transformation linéaire T, qui permet d obtenir un autre modele du systeme ayant la forme

particuliére canonique commandable.

On effectue le changement de base :

E=Tz=2z=T" (3.21)

Ou éeR™ et T, e R™" est lamatrice de transformation

Le modéele d état dans |la nouvelle base s écrit :

= AE+BU
y=C.¢
avec
A =T, AT, B =TB, G=CT’ (323)
Lamatrice de transformation T, est donnée par :
G
A
T =% | e g,xn)=elw? (324)
OﬂAnil
w, est lamatrice de commandabilité du systeme qui peut étre obtenue par :
w,=[B AB A’B ... A"'B| 3.25)

Et e, (Ixn)=[0 0 --- 1] T estunvecteur unitaire.
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Apres le changement de base effectué on obtient |aforme canonigque commandable suivant :

0 1 0 0

0 0 1 0 0
A = : : , B, =|0

0 0 0 1

-a, —a, o —a, 11

Laloi de commande obtenue dans la nouvelle base s écrit :

u=kT, ¢ +k, Tc‘lj-i(r)dr

Le modele d' état du systéme en boucle fermée dans la nouvelle base est donné par:

{zg‘ - AE+B (kT + kT, | £(rpe)
y=Cc¢

Soit Ky, = KT = Koo ko |, et kg = KT = kg, oo kg |

p'c
L’ équation caractéristique dans ce cas est donné par :
B.k
ABF (S): det{sl — A& — Bckpc ¢ Ic} -0

S

Les matrices B k. €t B_ k. sont respectivement données par :

0 0O O 0 0 0O O
0 0O O 0 0 0O O
Bk, = b | Bke=
0 0O O 0 0 0 0
L "rg pe, " kp%_ _k'q sz
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: B.k .
Donc lamatrice sl — A, — B, k. ——— a laforme suivante :
S

S -1 0 0
0 S -1 0
; : . . : (3:31)
0 0 fee S -1
Ki Ki, Ki,
I 3 _kpq __S 81_ka __S ee e e S+aml_kpq] _?_

Le polynéme caractéristique correspondant est donné par :

ABF (S) = _klcl + (aO - kpol - klcz )S+ et (an—z - kpcn,1 - kicn )Sn_l + (an—l - kpcn ) s"+ Sn+1 (332)

Le polynéme caractéristique, gue |I’on souhaite imposer au systéme en boucle fermée, étant

A4(p) donné par I’ équation (3.20).

En égalisant I’ équation (3.32) au polynome caractéristique désiré (A, (s)= A (s)), on obtient
les relations suivantes [35] :

- kIc1 = Uy

Q& — kpc1 - kIc2 =

Q. — kpcn,1 - kIcn = Hna (333)

an; — kpcn = Hp
1:.un+l

Pour déterminer les coefficient, k_, k

pc? lce

les coefficients k. sont choisis pour
compenser les coefficients a du polyndme caractéristique du systéme et les coefficients k.,

sont déterminés pour imposer les coefficients du polyndme caractéristique de la boucle

fermée, on obtient ainsi:

(3.34)
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Le placement de pdles stable du systeme en boucle fermée dans la base originale peut étre

réalisé en utilisant les vecteurs gain proportionnel et intégral suivants:

(3.35)

3.1.2.2 Algorithme de calcul par retour d’éat proportionnel intégral par placement de
pole

Etape 1 : Calculer le polynbme caractéristique du systéme origina selon I’ équation (3.16).
Etape 2 : Calculer lamatrice T, permettant d’ obtenir la forme canonique comandable.
Etape 3 : Spécifier les n+1 pblesaimposer alaboucle fermeée.

- Pour que la commande soit physiquement réalisable, les valeurs propres choisies
doivent étre réelles ou complexes conjuguées deux a deux (ce qui garantit un polynéme
caractéristique a coefficients réels).

- La stabilité étant la premiéere qualité a assurer pour la boucle fermée, les valeurs propres
doivent étre a partie réell e strictement négative.

Etape 4 : Calculer les coefficients du polyndme caractéristique désiré.
Etape5: Calculer les matricesde gain (équation (3.34) et (3.35)) [35].

3.1.2.3 Application pour la stabilisation du penduleinversé

On rappelle dans ce qui suit le modéle d état du pendule inversé linéarisé au

voisinage de 6, =0

01 0 0
A_| 0 0 -05339 00045
00 O 1 ’
| 0 0 222449 -01890 | (3.36)
B=[0 04218 0 -0.9070]" C{l ° 0 0}
’ ' ' '~ |00 10
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La matrice de commandabilité est donnée par:

0 04218 -00041 0485
04218 -00041 0485 —-0.1832 (337)
° 0 -0907 01714 -202092
| —09070 01714 -202092 7.632

Puisgue la matrice de commandabilité w_ est de rang plein, cela signifie que tous les états du

systéme sont commandables, alors les matrices A, B peuvent ére mises sous la forme

commandable, lamatrice de transformation T, est donnée par:

-01124 -00010 —0.0523 —0.0004

L_| 0 -01124 -00004 00523

; 0 0 -11025 0 (3.38)
0 0 0 -11025

Lespbles aimposer au systeme en boucle fermée sont choisis tels que:

S = -2, S, = =12, S; = -10, S, = -2.5, S = -20 (339)

L e polynéme caractéristique du systeme en boucle fermée est dans ce cas donné par:

A4(s)=s® + 46.55* + 754s° +5130s” + 13600s + 12000 = 0 (3.40)

L’ étape 5 de I’agorithme permet de calculer les matrices de gain proportionnel et intégral
danslanouvellebase k, et k;  respectivement

=[0 -0.0004 -22.2449 -46.3110]

=[-12000 -13600 -5130 - 754] (341)

Ko
Ki
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Par conséquent, les matrices de gain proportionnel et intégral dans la base originale sont

données par

k,=[0 0 245250 51.0579]
(342

k, = [1348 .6 1539 .9 6411 .3 1547 .3]

3.1.2.4 Résultatsde simulation:

Lafigure (3.8) représente le résultat de simulation de la commande par retour d’ état

proportionnel intégral appliquée pour la stabilisation de pendule inversé linéarisé autour de
0 =0 avec les conditions initiales [x, X, 0, GJ: [0,0,0.2,0]. Cette figure montre que le systéme
pendule inverse linéaire se stabilise au bout de 4 sec. Elle montre également que dans le

régime transitoire, laposition du chariot ne dépasse pas les limites physiques du rail.

0.2} 1
0.2} = ]
£ -‘S 0.15
_"g' 0.15¢ % 0.1 J
g 2
&) @
5 0.1 Q0.05! 4
he} >
S
5 c
2 0.05 S o
) =
g 8
0 0.0.05 ]
-0.05 : -0.1 :
0 5 10 0] 5 10
Temps (S) Temps (S)

Fig 3.8 : Résultat de simulation de stabilisation du pendule inversé linéaise,
Cl =[x, %,0,6]=[0,00.20]

La figure (3.9) représente le schéma de simulation du modéle non linéaire avec une
combinaison de la commande de redressement et la commande de stabilisation par retour
d état proportionnel intégral appliqué pour stabiliser le pendule. Dans cette figure, les blocs
commande-proportionnelle, commande-intégrale contiennent les parametres des matrices

gains proportionnel et intégral respectivement, ainsi qu'un signal d’horloge qui donne
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I'information sur la zone atteinte par I’angle 6 . Si le pendule atteint la zone [-0.2,0.2], le

contréleur assurant le balancement est déconnecté et on le remplace par la commande de

stabilisation grace a un bloc de commutation. Le bloc saturation limite la tension du moteur
entre + 2.5V,

3 »
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teta

tetapoint
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Fig 3.9 : Schémade simulation de stabilisation et redressement du pendule inverse non

linéaire

L’ application des matrices gains obtenus au systéme non linéaire donne les résultats de

simulation de lafigure (3.10).
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0.5 T T T

'
o

Position du chariot (m)
o

5 1 1 1 1 1

= 0 5 10 15 20 25 30
8 Temps (s)
2 I I I
S5
c
[}
o
=)
©
50 | | | | |
% 0 5 10 15 20 25 30
N Temps (s)
% 5 \
=}
[J]
] Us
o
c
o
‘w -5 | I I I I
c
) 0 5 10 15 20 25 30
= Temps (s)

Fig 3.10 : Résultats de simulation de redressement et de stabilisation du systéme pendule
inversé non linaire, Cl =|x, x,0,0]=[0,0,7,0]
Les résultats de simulation de la figure (3.10) montrent I’ efficacité de contrdleur

proportionnel intégral. En effet il permet de maintenir la stabilité du pendule a la position
d’équilibre instable et d'asservir la position du chariot a 0 avec un déplacement maximal

inferieur a 0.5m

3.1.25 Implémentation dela commande par retour d’état Pl

Aprés plusieurs essais sur le banc d'essai, les paramétres des matrices gain Pl sont
gjustés aux valeurs suivantes

k,=0.[0 0 245250 51.0579]

(3.43)
k =g.[1348.6 1539.9 6411.3 1547.3

ou, g, =0.2 : représentele gain qui permet de convertir laforce F entension V,

Les filtres passe bas utilisés pour chacune des variables non mesurables 6 et x, sont

donnés par

~ 2%10* _ 0.9*10*
p>+705p+10* * "  p?+705p+10*

(3.44)

fx
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Les figures (3.11), (3.12) et (3.13) montrent respectivement les résultats expé&rimentaux de
redressement et stabilisation par retour d'état proportionnel intégral  en absence de
perturbations, en présence de perturbations externes sous forme de forces appliquées sur le

pendule et en présence d’ une perturbation parameétrique au niveau de la mase du chariot.
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Fig 3.11 : Résultats expérimentaux obtenus en utilisant la contre réaction d' état d’ ordre
entier, CI =|x,%,6,6|=[0,0,7,0]
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Fig 3.12: Résultats expérimentaux avec deux perturbations externes a partir de I’ instant
t=21.5s, t=25.5s
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Fig 3.13 : Résultats expérimentaux pour une variation paramétrique M de 40 % a partir de
I’instant t=21s

3.1.2.6 Interprétation desrésultats expérimentaux

A I'instant ou le pendule atteint |a position d' équilibre instable (9 = 0), grace ala
commande de redressement, la commande de stabilisation par un retour d’ état Pl permet dele
maintenir dans cette position comme le montre lafigure (3.11).

Dans lafigure (3.12) le cas d' application de deux perturbations externes sous forme
de forces appliquées sur le pendule, & partir de I'instant t= 21.5 sec et 25.5 sec, le systeme
répond avec des oscillations trés faibles et négligeables du pendule. Le régulateur réagit et
corrige cette perturbation avec une énergie tolérable et stabilise le systeme apres 5s a la
disparition de la perturbation. Le chariot se stabilise a 0.05m au lieu de 0 a cause de présence

des bruits de mesure au niveau des capteurs.

La figure (3.13) montre la robustesse de la commande par retour d état Pl vis-avis
des perturbations. Malgré la variation paramétrique de +40% au niveaux de la masse du
chariot (M) , nous n'avons observé aucun changement qui mérite d’ étre signalé cela montre la
robustesse de cet méthode vis avis de lavariation paramétrique de lamasse du pendule.
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Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons vu les notions de base concernant
la commande linéaire quadratique (LQR), ensuite, nous avons présenté les résultats de
simulations et expérimentaux qu’ a donnée cette commande.

Dans la deuxieme partie, nous avons présenté la commande par retour d état
proportionnel intégral, ensuite nous avons donné les résultats de simulations et expérimentaux
obtenus en utilisant cette méthode pour stabiliser le pendule inverse. L’intérét de ces

approches réside dans la simplicité de lamise en ceuvre de ces |ois de commande.

Les différentes ssimulations effectuées ont permis de véifier la validité des deux
méthodes dével oppées. Les bons résultats expérimentaux obtenus prouvent I’intérét des deux
méthodes, e¢ montrent la robustesse des deux commandes vis-avis des perturbations

externes.

La synthese du régulateur par retour d’ état proportionnel intégral d’ ordre non entier

feral'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4 Sabilisation du penduleinversé par retour d’ état Pl fractionnaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter une nouvelle méthode de synthése d’ une loi
de commande par retour d’ état proportionnel intégral (Pl) d’ ordre non entier. Cette méthode
congtitue I’ originalité principale de ce mémoire. La synthese des paramétres des matrices
gains de cette loi de commande est effectuée par deux méthodes qui utilisent le principe de
placement des poles. Le choix des pbles dépend de I’ordre non entier « pour la premiére
méthode et indépendant de ce dernier pour |a deuxieme méthode.

L'autre objectif de ce chapitre est I'implémentation de cette loi de commande fractionnaire
pour la stabilisation du pendule inverse.

Mais avant d aborder la loi de commande par retour d’état Pl fractionnaire et son
application pour stabiliser le pendule inverse, la premiére partie de ce chapitre est consacrée a

guelques notions de base de la dérivation non entiere.

4.1 Systémesfractionnaires

Un systéme est dit fractionnaire lorsqu’il est décrit par une équation différentielle

impliquant des dérivées fractionnaires.
Dans le cas généra, un systeme fractionnaire (ordre non entier) monovariable, linéaire a
tempsinvariant est décrit par une équation différentielle de laforme:

> 8,D" y{t)+a,(t)= b, ult)+ byult) @y

dans laquelle les coefficients a, et b; ainsi que les ordres de dérivation «; et B, sont des
variables rédls. u(t)e R , et y(t)e R représentent respectivement I’entrée et la sortie du

systéme. D* désigne |’ opérateur de dérivation d’ordre « . En appliquant la transformée de
Laplace de chague membre de I’équation (4.1), on obtient, sous | hypothése de conditions

initiales nulles, lafonction de transfert du systeme :

>
H(s)= == (4.2)
)3
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Lorsque les ordres de derivation «; €t ; sont quelconques le systeme est appelé

systeme fractionnaire généralise (non commensurable), lorsqu’ils sont multiples d’un méme
nombre non entiera, on parle d'un systeme d ordre commensurable [30]. Dans ce cas la
fonction de transfert de |’ équation (4.2) devient :

(4.3)

Le systeme non entier décrit par I’ équation différentielle (4.2) est strictement propre lorsgue

B, <a,.Lorsgue B, =a, lesystémeest juste propre.

4.2 Dérivateur généralise
Un dérivateur d’ordre a quelconque, appelé dérivateur généralise, est tel que sa

grandeur de sortie y(t) est égale aladérivée o™ de sagrandeur d entrée u(t) [30] soit :
y(t)=7*u)(t)=r*D*u(t) (4.4)

ou D=d/dt et « est un entier ou non entier, réel ou complexe.  désigne la constante de

temps de différentiation, réelle et positive. Lorsque o > 0, on parle d’un dérivateur et lorsque
a <0 on parle d un intégrateur. Souvent, on préfére I'appeler simplement le dérivateur

généralisé [30].

4.3 Calcul desracinesd’un polynébmed’ordre non entier

Comme dans le cas des systémes entiers, un systéme fractionnaire est stable lorsque
les racines de son polyndme caractéristique sont réelles ou complexes a partie réelle négative.
On présente dans ce qui suit une méthode permettant de calculer approximativement les
racines d’ un polynéme d’ ordre non entier.

Soit un polyndme d ordre non entier A, _(s)donné par :
A (s)=a,s* +a, s +---+a5“ +a, =0 (4.5)
avec: a €R, a, eR", (i=12,---,n).
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Actuellement, il n’existe pas de méthode permettant de calculer exactement les racines d’ un
tel polyndbme, la méhode utilisée est celle développée par Oustaloup [30] dont le principe

consiste a remplacer les puissances non entiére «; par des nombres rationnels de laforme::

q (4.6)

ou r,/q et e représentent respectivement la puissance rationnelle et I'erreur de

rationalisation de méme rang.

L’entier q est calculé de sorte que la somme des erreurs de rationalisation e soit minimale.
En effectuant la procédure d approximation (4.6), le polyndme non entier A (s) de

I’ équation (4.5) devient un polyndme fractionnaire, il est donné par :

Af (S) = ansl’n/q + an—lsrnil/q 4ot alsl'l/q + ao =0 (47)

En raison de |’ approximation (4.6), il est clair que les racines du polynéme fractionnaire (4.7)
ne sont que les approximations du polynéme non entier (4.5).
Soit alors e changement de variable :

_ Y
P=s (4.8)

Le changement de variable (4.8) permet de transformer le polyndme fractionnaire (4.7) en un

polynéme d’ ordre entier donné par

A(p)=a,p" +a,,p"* +--+a,p" +a, =0 (4.9)

Connaissant les r,, racines simples ou multiples de polyndéme (4.9), on peut, gréace au
changement de variable (4.8), déduire les racines du polyndme fractionnaire A, (s) de

I’ équation (4.7) qui sont les approximations des racines du polynéme non entier (4.5).
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Soit p, une racine du polyndme entier A( IO) , €lle peut étre écrite souslaforme:

p, =|p|e ™) on —x<ag(p)s<n,  (=L-r,) (4.10)

Avec |pi| et arg( pi) sont respectivement le module et I’argument de laracine p, .
Soit s un zéro de polyndme fractionnaire A, (s) Si lavariable complexe s est écrite sous la
forme s=|ge!” avec ® =@, + 2k , il est possible d’ exprimer une quelcongue puissance de

S, par:

st — (H ej((DOJern))D‘i _ |S|Dci plai® gi2uke (4.12)

Lorsque «a; est un nombre entier, e'*** =1 Vk, ce qui exprime que s“ a un seul sens,

traduisant ainsi I” uniformité du polynéme (4.5), dans ce cas entier.

Dans le cas ou «, est non entier, le terme e'***" dépend de k , exprimant que s“ a

plusieurs sens et traduit ainsi la multiformité du polynéme non entier (4.5).

Pour rendre cette éguation uniforme, il faut éviter que I’argument de s décrive un

tour complet, ce qui est possible en effectuant une coupure du plan complexe [30]. Cependant,
une telle coupure doit étre effectuée suivant I’axe R~ pour répondre au caractere indéfini de

s pour seR e a, e R-Z. Lacoupure ainsi définie impose la détermination ]—ﬂ'ﬂ'[

pour I’argument de < et est bien conforme alacondition sur s, soit se C— R~ (figure 4.1).

Yo (=)

K =0 Re(s)k

se -

Fig. 4.1: Coupure du plan complexe suivant I’axe R~
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Les racines du polynéme fractionnaire A  (s) sont données par [29] :

s =[p[*

arg(s)= qarg(p )+ 2gkz, k =0+1,%2,---

(4.12)
-1 ag(p)_, 1 agp)
2q 2r 2q 2r
Exemple
Soit arésoudre le polyndme non entier :
A (s)=8""-3s"*1+2=0 (4.13)

Il faut remarquer que ce polyndme est fractionnaire d’ordre 1/100 puisgue 1.51=151/100 et
0.55=55/100, dans ce cas il faut résoudre un polynéme entier d’ ordre 151 puis vérifier pour

chacune de ces racines celle qui annule le polyndéme (4.13). Mais dans ce qui suit, on le
considere comme étant non commensurable pour illustrer |la méthode précédente.

En approximant les ordres non entiers 1.55 et 0.55 par
3
151= > =e =001

0.55= % —e, =005

(4.14)
e=¢ +e,=0.06
Le polyndme fractionnaire correspondant est dans ce cas donné par :
A (s)=s¥?-3s"?+2=0 (4.15)

al’aide du changement de variable p = s*?, celui-ci devient entier et s écrit sous laforme:

A(p)=p*-3p+2=0 (4.16)
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dont les racines sont respectivement :

p,, =1=¢€'° : solution double, p, =-2=2e'* : solution simple

La condition d’ existence des racines du polynéme fractionnaire s’ exprime dans ce cas par :

Pour et —-0.25<k<025 =k=0
{ P& P, (4.17)

Pour p, —0.75<k < -0.25= k n'existepas
Avec Kk devant étre un entier.

Laracine p=-2, ne peut pas engendrer de racine du polyndéme A, (s) puisqu’ elle appartient
al’axe R™. C'est ce gqu’ on appelle un multimode apériodique.
Par conséguent, seul lesracines p,et p, du polyndme entier (4.16) engendrent des racines du

polynéme fractionnaire (4.15), et donc du polynéme non entier (4.13).

Finalement lesracinesdu A, (s) sont :

S,=1 (4.18)

4.4 Stabilité des systemesnon entiers

Comme dans le cas entier, la condition de stabilité d’un systeme non entier d’ ordre
commensurable, est que I’ équation caractéristique du systéme n’ admet aucune racine a partie
réelle positive ou nulle.

Néanmoins et comme on vient de le voir, la vé&ification de cette condition de
stabilité par le calcul des racines de I’ éguation caractéristique s avere trés difficile en raison
de la complexité de leur calcul. Au lieu de raisonner sur les racines du polynéme
caractéristique en s, Matignon [25] a éabli une condition de stabilité en raisonnant sur le
polynéme entier correspondent, de variable complexe p, obtenu a partir de I’ équation
caractéristique, de variable <, par le changement de variable p = s”. Cette condition ne peut

de cefait étre appliquée qu’ aux systémes non entiers d’ ordre commensurable.

Théoréme 1 Un systeme non entier d’ordre commensurable o est BIBO stable, si et

seulement g, les racines du polyndme entier, de la variable p, obtenu a partir de I’ équation

caractéristique du systéme, de variable s, par le changement de variable p=s” vérifient la

condition [29] :
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|arg(pi)|>a%, i=1--,n (4.19)

Ou n est le nombre de racines du polyndme entier, p,, (i =L---,n) sont les racines du
polynéme entier, arg( pi) est I'argument de laracine p,, le domaine de stabilité est représenté
par laFigure (4.2).

4 Im(p) ar  Im(p) 4 Im(p)
2

ar [ ar
instable — 1. 2
dh stable— | instable
N Re(p) — Re(p) instable| | Re(p)

L/ V — stable\%]\ V

| —an —ar
2 —ar 2 ™
2
1< a < 2 a=1 O<a<l

Fig 4.2: Domaine de stabilité des systémes commensurables dans le plan complexe p = s*

4.5 Approximation du dérivateur géenéralise

L’ absence d outils mathématiques et numériques adéquats permettant |I’anayse, la
simulation et la réalisation du dérivateur généralisé qui constitue I’éément principal pour la
synthese des systémes non entiers implique son approximation par une transmittance d’ ordre
entier. Plusieurs méthodes d’ approximation ont été proposées. Dans le cas continu, Oustaloup
[30, 31, 32] et Charef [12] déterminent les zéros et les pdles du transfert d ordre entier en se
basant sur le critere de récursivité des fréquences transitionnelles, qui sont obtenues au moyen

de simples calculs géométriques.

Dans ce qui suit, on présente la méthode d’ Oustaloup (approximation CRONE) qui consiste
a approximer, dans une premiére étape, le dérivateur généralisé par un dérivateur borné en
fréguences. Puis dans une seconde étape, approximer ce dernier par un modéle rationnel dont
les pbles et les zéros sont particulierement distribués dans la méme bande de fréquences. Le

dérivateur généralise est ainsi remplacé par un transfert entier [29].
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étant donnée la fonction de transfert du dérivateur généralise (équation (4.4)). La

transformation de Laplace de cette éguation donne:
Y(s)=7*s*U(s) (4.20)
de laquelle se déduit latransmitance ou lafonction de transfert du dérivateur généralise :
Dgen (S) = (T S)a (421)

La réponse en fréquences de dérivateur généralisé s écrit:

Oy (j0)= iz o) {12 42

Ou o, =1/t représente lafréguence au gain unité ou fréquence de transition.

Une troncature a la fois du coté des basses et des hautes fréguences consiste a limiter a un

intervalle fréquentiel [, ,w, ] le transfert de différentiation —. En fait, la troncature sera

w,

réellement effectuée, sur un intervalle de fréquence plus large [, , w, | tel que:

O, <<O,, 0, << 0y (4.23)

L’ agorithme suivant résume les opérations a effectuer afin de réaliser |’ approximation du
dérivateur généralisé selon laméthode d’ Oustaloup [4] :

e Pour o, et o donnés, chaisir lesfréquencesw, , w, , ®, € o, suivant lataille

() , . . . , Lo
—A | en décade, de |’intervalle d’ approximation exacte [co A a)B] centré géomeétriquement en
@y

o, sur |’ échellelogarithmique, soit :

0]
2 o g
Wy =0 0 =04
Q)N
(4.24)
2 2 | Wg
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doul’'ontire

a)u

(g /@, )" (4.25)

g =0, (a)B/a)A)l/z

Dy =

compte tenu des conditions sur o, et o, (relation (4.23)), ces fréquences se déterminent

généralement par :
o, =0, /10 et o, =100, (4.26)

e Fixer apriori lavaeur du produitén , Oustaloup propose de la fixer initialement a

5, et calculer le nombre total des fréquences transitionnelles N donné par

2N +1= arrondi[% + 0.5} (4.27)

e Calculer lesfréquences transitionnelles au moyen des relations

k+N+1/2-n/2 k+N+1/2+n/2
w, =) o, a o, =(6n)"" o, (4.28)
Ou
k+N+1/2-n/2 k+N+2/2+n/2
) 2N+1 D) 2N+1
®, = — o, & o, = - [oR (4.29)
2 Wy,

e Caculer D, al’aidedelarelation

Dy=—2=—" (4.30)

o Disposant des zéros w, , des pdles o, , de D, et deN : construire

I” approximation d’ Oustaloup donnée par larelation

S
a N a)z

‘ (4.31)
J k];!:\‘1+ i

a)Pk

m(ﬂ%

h
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Remarque
L’ approximation de |’ opérateur d'intégration d’ ordre non entier s™* (a > O), peut
simplement étre obtenue en inversant le transfert entier qui approxime |’ opérateur de

dérivation non entier s*.
Exemple

Soit a approximer I’intégrateur fractionnaire

D,(s)=¥(s) (4.32)

L’ approximation est effectuée pour un ordre d'intégration « = 0.5 et un intervalle fréquentiel

[0,.@,]=[10%,10° | et pour une fréguence de coupure w, =1rad/s.

Lafigure 3.4 représente le diagramme de Bode de I’ approximation obtenue.

Bode Diagram

Megnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency (rad/sec)

Fig 4.3: Diagramme de Bode de I’ approximation de I’ intégrateur fractionnaire d ordre 0.5

La figure (4.3) montre que la pente de la fonction d approximation de I’ intégrateur

d’ordre fractionnaire d’ ordre 0.5 a une pente de -10dB/dec~-20a , et une phase de

4518~ a % , ce qui implique lajustesse de |’ approximation. Par contre en dehors de la bande
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de fréquence (m,,0,) , I’approximation est fausse. C'est pourquoi, il faut bien choisir la

bande de fréquence ou doit étre effectuée cette approximation.

4.6 Commande par retour d’état proportionnel et intégral d’ordre fractionnaire par
placement de poles
4.6.1 Premiere méthode

Reprenons le modéle d’ état du systéme linéaire donné par I’ équation (3.1).

z=Az+Bu (t )_
y=Ccz = 20)TH (4.33)

On effectue le changement de base :

E=Tz=2=T (4.34)

Et a partir des équations (3.23), (3.24) et (3.25), lesmatrices A , B sont mises sous laforme

commandable
[0 1 0 | [0]
0 0 1 0 0
A - : ) B, - (4.35)
0 0O O 1
L~ a, -4 —-a, - - an—l_ _1_
Le polyndme caractéristique est donné par
A(s)=det(sl —A)=s"+a, _,s"" +---+as+a, =0 (4.36)
Soit maintenant a commander le systeme par laloi de commande :
u=k,z(t)+kI,(zt)) (4.37)

O, k, ,k, € R" sont les matrices de gain congues pour imposer |e polynéme caractéristique

désiré en bouclefermee. |, : représente I’ opérateur d’intégration fractionnaire.
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Le schéma géné&ra qui permet d obtenir un retour d état proportionnel intégral d ordre

fractionnaire est :

At

p

Approximation
d un intégrateur
fractionnaire

+
—>
~

Fig 4.4 : Schéma de commande par retour d’ état proportionnel intégral d’ ordre fractionnaire

Le modele d' état du systéme en boucle fermée dans|anouvelle base s écrit :

£=Ac+B (kT +k T, ()
y=C'¢&
Soit k. =k, T, ", et k, =k T,*

L’ équation caractéristique dans ce cas est donnée par [22]:

Ay (s)= det[sl A -B_ K, - BCE'°}=0
S

. k : ,
Les matrices Bk, et B, —= sont respectivement données par :

S
0 0 0 0 | 0 0 O
0 0 0 0 » 0 0 O
Bk, =| o E |, e
0 0 0 - 0 0 0 0
_K)q K)(‘z kp% K}(‘n_ ﬁ & &
| & ¢ &
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: Bk
Dans ce cas, lamatrice sl — A - B, k,,——* a laforme

Sa
S -1 0 0
0 S -1 0 :
: : - . 0 (4.41)
0 0 0 S -1
K K Ke.. K
&~k _?ﬁ &Ky _?? 2K, _? S+, Ky, _?fq

Le polyndme caractéristique correspondant est donné par [22] :

Age (s) = det (sl - A -Bk, - Bk'°j= 0

SCC
k k k
= [ao — Ky, —'—jj+(a1 — Ky, ——= ] s+---+(anl — Ky, —'—zj s"4g"
S S S (4.42)
— (aO - kpCl )Sa - k|C_l + (a1 - kpCz )Sa - k|C2 S eee (an_l B kpcnl) - klcn Sn*l + Sn
s” s” s”
— Sn+oc + (an_1 _ kpcn )Sn—1+a _ k|cn Sn—l + (an_z _ kpcm1 )Sn—2+a _ k|c } Sn—2
+"'+(ao _kpcl)sa _klcl
Le polyndéme contient ainsi 2n+2 termes
Soit alors e polynéme que I’ on souhaite imposer au systéme en boucle fermeée.
A (s)=s" +B;s"™* +B,s"" +B,s"* +B,s"? +---+ B, ,S" +B,, (4.43)
Par identification terme & terme des polynémes A, (s) et A g (s) on obtient :
Qg — kpcn = Bl - kIcn = BZ
a, , — kpcn,1 = B, TR, T B,
' (4.44)
aQ - pc, — BZn—S Ic, 2n-2
Q — pc, BZn—l qu BZn
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Par conséquent, les coefficients des vecteurs k. et k. sont calculés par les coefficients
suivants :

kpcl =8, — BZn—l klcl = _BZn
kpc2 =& - BZn—S kIc2 = _BZn—Z

Bt (4.45)
pChy &5~ BS klcn,1 _B4
kpcn =&~ Bl kIcn = _BZ
On obtient les vecteurs gains proportionnel et intégral respectivement :
{kpc = [(ao - BZn—l) (ai - an—s) e (an—z -B; ) (an—1 - Bl)] (4.46)
ke = [_ By By, - -B, - Bz]

Le placement de pdles stable du systeme en boucle fermée dans la base originale peut

étre réalisé en utilisant les vecteurs gains proportionnel et intégral suivant :

Ky = (@ —Byns ) (8 =Byys)- (8, —Bs) (8., —B)]. T, (4.47)
K, :[_ Bo =B 0 By _Bz]-T

C

Il faut noter que seuls les coefficients du vecteur K, deépendent des paramétres a du

polyndme caractéristique du systéme, les coefficients du vecteur k, ne dépendent que des

coefficients du polyndme imposé a la boucle fermée. Tout le probleme revient donc a choisir
les coefficients du polynbme a imposer au systéme en boucle fermée, donc a choisir ses
racines.

En effet, le choix des pdles pour cette méthode est difficile. Pour illustrer cette difficulté,
considérons I’ exemple simple d'un systeme du premiere ordre (n = 1) .
Dans ce cas le polynbme caractéristique que |I’on souhaite imposer au systeme en boucle

fermée A, (s) est donné par :

Ay(s)=s"* +Bs* +B, =0 (4.48)
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e Poura=12

Ay(s)=s¥*+Bs*+B, =0 (4.49)

En effectuant le changement de variable :
p=s"? (4.50)

Le polynéme entier correspondent est donné par

Ag(p)=p’+B,p+B,=0 (4.51)

Ce polyndme est d’ ordre 3, ol le coefficient de p® est nul. Dong, il faut choisir trois poles

de sorte que leur somme soit nul.
e Poura=34

Ay(s)=s""+Bs¥ +B,=0 (4.52)

En effectuant le changement de variable :

p=s/ (4.53)

Le polyndme entier correspondent est donné par

Ag(p)=p" +Bp*+B,=0 (4.54)

Dans ce cas, le polyndme est d ordre 7, ou les coefficients de p°®, p°, p*, p%, p sont nul.

Donc, il faut choisir les pdles de sorte aveérifier ces 5 contraintes.

Cet exemple simple montre que le choix des pdles pour cette méthode est trés
complexe. En effet, ce choix doit satisfaire un certain nombre des contraintes. Le nombre de
ces derniéres dépend de la valeur de I’ ordre non entier « . Afin de résoudre ce probleme, on
présente dans ce qui suit une autre méthode de synthése des parametres des matrices gain
proportionnel et intégral d’ ordre non entier ou le choix des pdles est indépendant de I’ ordre

non entier o .
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4.6.2 Deuxieme méthode

Le polyndbme caractéristique en boucle fermée (Equation (4.42)) peut étre réecrit sous la
forme

Ay (5)=5" (s” + (aml ~Kipe. )s”’l + (anf2 —Kpe, . )s”’2 Foeet (ao —Kpe, ))
Kic

K k 4.56
_klcn Sn—1+ Ic, Sn—2 + 2 Sn—3_._+£ =0 ( )
Kk K

(o Ic,

Ic,

Ce polyndbme peut ainsi étre mis sous laforme

Age (S) = SaAdl(S)_ klandZ(S) =0 (4.57)

Les matrices de gain proportionnel intégral sont calculées comme suit : D'abord, on impose

que (a, —k,,, =0),le polyndme A, (s) devient dans ce cas:

Adl(S) = Sn +( n-1 " kpcn )Snil + (an—z - kpcn,l )Sniz Tt (al - kpcz )S

a 1
4.58
= s(s”’l + (an_1 —Kpe )s” +a,, Ky | )s”*3 et (a1 Ko, )) (4:58)
Qui peut étre écrit sous laforme
Adl(s) = Sxdl(s) (4.59)
Le polynéme caractéristique de la boucle fermée (Equation (4.57)) s écrit ains :
Age (S) = SMIKdl(S)_ k|and2(S) =0 (4.60)

A (s) et Ag,(s) ontlemémeordre (n—1).
Les coefficients k, , (i =2,---,n)de k, et k, , (i =1,---,n—1) de k, sont calculés de sorte que:

Zdl(s) = Agy(8) = Ay(s) (4.61)

Ol A,(s) est un polynéme de degré (n—1) qui permet o imposer (n—1) péles du polynéme

caractéristique en boucle ferméeA . (s), qui S écrit donc:
Age (S): (SDHl + Py )Ad(s): 0 (4.62)
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Age (s) se compose ainsi de deux polyndmes. Un premier entier obtenu a partir de
(n—1) poles entier et le second est un polyndme non entier (s‘“l +p, )
Ains k, =-p; est choisi pour imposer la dynamique de la réponse indicielle de la boucle

fermée et |’ ordre non entier ¢ avec 0 < a <1 qui n'est pas nécessairement fractionnaire est
chois pour imposer |e dépassement.

Soit donc A, (s) le polynéme désiré qui contient les (n—1) pdles qui s écrit

n—

1
Ag(s)=T](s=s)=s"" + 8" " + 1, 8"+ p S+, (4.63)
i-1

L’ identification terme & terme des polyndmes A, (s) et A,,(S) d'une part et de polyndme

A4 (s) d’autre part donne::

klc
an—l_kpcn =H = knl
Ic,
klc
a, , — kpcn,1 =Hy, = k,z;z
4.64
. (4.64)
a, _kp3 =Hpo = K
Ic,
kIc1
a‘l - kpc2 = /unfj_ = k
Ic,

Par conseéquent, les coefficients des vecteurs k. et k. sont calculés par les coefficients

suivants [22] :

Ky, =ao
kp2 =& —Hn
: E (4.65)
kpcn,1 =8y, ~H, klZ = kln:un—Z

kpc2 =a,, M kI1 = k| Hna
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On obtient les vecteurs gains proportionnel et intégral respectivement :

{kpc = [ ay (a1 - :un—l) (anfz - .uz) (an—l - :ull)] (4.66)

klc:kln[:un—l Hoo =0 Hy Hy 1]

Le placement de pdles stable du systéme en boucle fermée dans la base originale

peut étre réalisé en utilisant e vecteur gain proportionnel et intégral suivants:

{kp =[a, (a,—ppy ) (@, — 1) (@ — 1) ]. T, (4.67)

k|=k|n[,un_1 Hoo 0 Hy Hy 1]'Tc

4.7 Application pour la stabilisation du penduleinversé

471 Premiereméthode: « :%

Le modéele d' éat du pendule inversé linéarisé au voisinage ded, =0 est donné par

[0 1 0 0
A 0 0 -05339 0.0045
00 0 1 ’
| 0 0 222449 -0.1890 | (4.68)

: 1000
,B=[0 04218 0 -09070]" ,C=| = =

Le modéle d' état (4.68) est mis sous laforme commandable (A, , B, , C.).

Comme (n = 4) et a= % , le polyndme caractéristique en boucle fermée est donné par

Bk.) 2 : 5
Age ()= det (sl - A -Bk, —;—a'cj =s? + (as — Ky, )5 — K, S? (4.69)

5 4 2 1

+ (a2 —Kpe, )sE — Ky, % + (a1 —Ke, )sg — Ky, % + (ao —Kee, )55 — Ky,
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En effectuant le changement de variable p = s¥?, le polyndme caractéristique devient:

ABF (p): p9 +(a3 - kpc4 )p7 - kIc4 p6 + (az - kpcs)p5 - klc‘g p4 +(a1 - kpc2 )p3 (470)
—Ki, p* + (ao —Kpe, )p— Kie,

Comme (n=4), la méhode consiste & choisir (2n+1)=9 pdles du systéme en boucle
fermée
- Pour que la commande soit physiquement réalisable, les 9 pbles choisis doivent étre

réels ou complexes conjugués deux a deux, et pour assurer la stabilité ces derniers doivent

vérifier lacondition de MatignonUarg(pi )| > % =1, 9) .
- En plus, comme o =1/2, les 9 pbles doivent vérifier également la contrainte

i p, =0 (4.71)

Soit:
p, =0.001-i, p, =0.001+i, p, =0.002+2i,p, =0.002-2i, p; =0.05+1,
ps =0.05-i, p, =0.04-35i, p, =0.04+3.5i, p, =—-0.186

Le polynéme caractéristique désirée du systéme en boucle fermée dans ce cas est donné par :

A,(p)= p° +18.23p” +1.1p°® +82.18p° + 7.884p* +113.1p* +15.92p” + 48.13p+9.138=0

L’identification terme & terme de polynémes A, (p) et A, (p) donneles matrices de gain

proportionnel et intégral danslanouvellebase k, et k; . respectivement

k, =10%[-0.4813 -1.1308 -1.0442 -0.1804]

(4.72)
k,=[-9.1380 -15.9236 —7.8845 -1.1]

Par conséquent, les matrices de gain proportionnd et intégral dans la base originale sont
données par :

k, =[5.4092 12.755 118.7018 25.8198]

(4.73)
k, =[1.0270 1.7983 9.32 2.0490]
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4.7.1.1 Résultatsde simulation

La figure 4.5 représente la position du chariot et du pendule respectivement du

systéme pendule-chariot  linéarise autour de 6 =0 avec les conditions initiades
[x, X,Q,é]z[0,0,0.Z,O], commandé par un retour d'état proportionnel et intégral d’ordre

fractionnaire.

0.35 0.2
=~ 03}
£ T 0.15 1
g 025 s
c >
5 ool € 01 1
=] Q
© o
c -]
§ 015 3 0.05 |
= 5
g 0.1 =
g Of
0.05
0 ‘ -0.05 ‘
0 5 10 0 5 10

Temps (s) Temps (s)

Fig 4.5 Stabilisation du systéme pendule-chariot linéaise autour de 8 =0 par un retour
d état Pl d’ ordre fractionnaire (1%° méthode)

On remplace dans le schéma de simulation du systeme pendule inversé non linéaire
(figure (3.9)) I'intégrateur entier par une fonction de transfert qui approxime I’ intégrateur
fractionnaire et on remplace les parametres des matrices gains Pl d’ ordre entier par les
parameétres des matrices gains Pl d’ordre non entier obtenus a partir du systeme linéaire. La
figure (4.6) montre les résultats de ssimulation de la combinaison de la commande de

redressement et la commande de stabilisation par retour d état Pl d’ ordre fractionnaire, pour

des conditionsinitiales Cl =[x, ,6,6|=[0,0,7,0].
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13
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3 0
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Fig 4.6 : Redressement et stabilisation du pendule inverse non linéaire par retour d’ état Pl
d’ ordre fractionnaire (1° méthode)

Les résultats de simulation montrent |’ efficacité et les performances de cette commande

puisgu’ elle permet de stabiliser le pendule dans les positions désirées.

4.7.1.2 Implémentation de la premiére méthode de commande par retour d’état Pl
d’ordrenon entier

Apres plusieurs essais sur la maquette experimentale, les parameétres des matrices gain Pl sont
donnés par :

k, =0,[5.4092 12.755 118.7018 25.8198]

(4.74)
k, =g,[1.0270 1.7983 9.32 2.0490]

Ou, g, =0.13 : représente le gain qui permet de convertir laforce F entension V,
Les filtres passe bas introduits pour cette méthode pour chacune des variables non

mesurables 6 et x, sont donnés par

. g*10* . 2*10°
p2+90p+10* Y  p?+90p+10°

(4.75)

x

Les figures (4.7), (4.8) et (4.9) représentent respectivement les résultats expérimentaux de

redressement et stabilisation par retour d’ éat proportionnel intégral fractionnaire en utilisant
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la premiere méthode en absence de perturbations, en présence de perturbations externes sous
forme de forces appliquées sur le pendule et en présence d’ une perturbation paramétrique au
niveau de la mase du chariot.

E o2
ke
s
s 0 1
©
s
2 02 \ \ \ \ | ! !
c s 0 5 10 15 20 25 30 35 40
©
= Temps (s)
k)
g T
3
&
2 9 \ \ \ \ \ \ \
g 0 5 10 15 20 25 30 35 40
= Temps (s)
S
IS
1S
E |
-5 \ | ! \'
2 | |\ | A ‘ I
= 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps (s)

Fig 4.7 : Résultats expérimentaux pour redressement et stabilisation par retour d' état Pl
d ordre non entier, Cl =[x, x,0,6]=[0,0,7,0] (1%° méthode)
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[0
g |
s H\H\
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o
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H ‘ ‘ \ | H'
2 I\ nnm
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Fig 4.8: Resultats expéerimentaux avec deux perturbations externes a partir de |’ instant t=21s
et t=25s (1¥° méthode).
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Fig 4.9 : Résultats expérimentaux avec une variation paramétrique M de 40 % a I'instant
t=19s (1°° méthode)

Apres avoir ramené le pendule inversé de sa position d' équilibre stable (en bas) vers sa
position d équilibre instable (en haut) par la commande basée sur le minimum d’ énergie, la
commande par retour d état Pl d’ ordre fractionnaire permet de le maintenir a cette position. Il
faut noter que la commande appliquée oscille avec une fréguence trés élevée qui peut étre
inacceptable.

Les résultats de testes effectués qui sont représentés par les figures (4.8),(4.9) montrent la
robustesse de la commande par retour d’ état proportionnel intégral d ordre fractionnaire, car
malgré une variation paramétrique de 40% et les fortes perturbations externes, le pendule
reste stable.

4.7.2 Deuxiéme méthode
Soit le modele d’ état du pendule inversé linéarisé au voisinage de 6, =0 (Equation

(4.68)), il est mis sous laforme commandable (A, B,,C,).

Les3 pbles imposés au polyndme caractéristique en boucle fermée sont donnés par :

p=-15,p,=-7,p; =-5
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Dans ce cas, le polyndme A, (s) dedegré 3 s écrit

A4(s)=s®+13.55" +53s+525 (4.76)

Pour voir I’effet de p, sur ladynamique de systeme, différente valeurs de ce dernier ont été

considérée (p, =2, p; =—0.35, p, = - 0.15, p, = — 0.05).

4.7.2.1 Résultatsde simulation

La figure (4.10) représente les résultats de simulation du systeme pendule-chariot
linéarisé autour de 6 =0 avec les conditions initiales [x, x,6,0]=[0,0,0.2,0], commandé par
un retour d'état Pl d’ ordre non entier o = 0.5 et pour différentes valeursde p, . On remarque

gue la position angulaire 6 converge rapidement (temps de réponse de 2s), tandis que le
déplacement du chariot x prend plus de temps pour arriver a suivre la trajectoire. Le chariot

se déplace dans les limites physique du rail [-0.5 m, +0.5 m] pour lesvaleurs p, =-0.35 et
p, =—2, et un léger dépassement de limites désirées pour p;, =—0.05 et p, =—0.15. La
commande est oscillatoire et plus importante pour p, =-2, et moins importante pour

p; =-0.35 p; =-0.15 et p, =—-0.05.
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Fig 4.10: Résultats de simulation pour lacommande par retour d' état Pl d’ordre
fractionnaire (2°™ méthode)

Pour p, =-0.15 la commande par retour d état Pl d’ ordre non entier répond a toutes les

restrictions du systeme, en effet nous notons un bon résultat pour la position du pendule, un
léger dépassement de limites désirées du rail et la commande est tolérable et réaisable

pratiqguement (amplitude maximale 20N). La valeur de p, choisie pour réaliser la

commande PI d’ordre non entier est p; =-0.15.

Dans ce cas, les matrices de gain proportionnel et intégral danslanouvelle base k, et k;,

sont données par
k, =[0 —525004 -752449 -13.3110]

(4.77)
k,=[-2.0250 -7.9500 -7.8750 0.15]

Par conséquent, les matrices de gain proportionnel et intégral dans la base originale sont

donnés par :
k, =[0 5.9003 83.4492 17.4190] 78
k, =[0.2276 0.8954 8.8626 0.2510] '
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Lafigure (4.11) représente la position du chariot, la position du pendule et la tension

du moteur respectivement du systéme non linéaire pour les conditions initiaes

Cl =[x, %,0,6|=[0,,,0], différentes valeurs de I’ ordre non entier o et p, = — 0.15.
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Fig 4.11 : Redressement et stabilisation par retour d’ etat Pl d’ ordre fractionnaire du pendule
inversé non linaire (2°™ méthode)

La figure (4.11) montre que le pendule s approche suffisamment de O par la
commande basée sur le principe de minimum d’énergie, ensuite la commande par retour
d' éat Pl permet de maintenir sa stabilité a sa position d équilibre instable. Les résultats de
simulation montre également que la valeur finale dela position du chariot dépend de I’ ordre

non entier « .

4.7.2.2 Implémentation dela deuxieme méthode de commande par retour d’état Pl
d’ordrenon entier

Apreés plusieurs essais sur la maquette expérimentale, les parametres des matrices gain
Pl sont données par

k,=0,[0 59003 834492 17.4190]

(3.79)
k, =g,[0.2276 0.8954 8.8626 0.2510]
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Ou, g, =0.3 : représente le gain qui permet de convertir laforce F entension V,
Les filtres passe bas introduisent pour cette méthode pour chacune des variables non

mesurables 6 et x, sont donnés par

_ 8.10° _2.10°
¥ p?+90p+10* " p?+90p+10*

(3.80)

Les figures (4.12) et (4.13) donnent les résultats expérimentaux de redressement et

stabilisation par retour d’ état Pl fractionnaire en utilisant la deuxiéme méthode pour un gain

g, de 0.3 et 0.15 respectivement en absence de perturbations et les figures (4.14), (4.15)

montrent les résultats expérimentaux pour un gain de 0.15 et en présence d une perturbation
externe sous forme de forces appliquées sur le pendule, et la présence d’ une perturbation

paramétrique (une variation de 40% au niveau de la mase du chariot) respectivement.
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Fig 4.12 : Résultats expérimentaux de redressement et stabilisation par le régulateur Pl
d ordre non entier, g, =0.3, CI =[x, %,6,6|=[0,0,7,0] (25™ méthode)
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Fig 4.13 : Résultats expérimentaux de redressement et stabilisation par le régulateur Pl
d ordre non entier, g, =0.13, Cl =|x, x6,6]=[0,0,,0](2*™ méhode)
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Fig 4.14: Résultats expérimentaux avec une perturbation externe a partir de I’ instant t=18s

(2°™ méthode)
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Fig 4.15 : Résultats experimentaLix pour une variation parameétrique M de 40 % a partir de
I’instant t=15.55(2°" méthode)

4.7.2.3 Interprétation desrésultats expérimentaux

Les figures (4.12), (4.13) montrent gue la commande par retour d’ éat Pl d' ordre non
entier permet de maintenir la stabilité du pendule a sa position d’équilibre instable (0 = O)
ainsi que larégulation et la poursuite de la position x du chariot ala positon 0.01 au lieu de O
a cause de présence des bruits de mesure au niveau des capteurs qui corrompent |’ estimation
de la valeur courante de la position x. Pour un gain g, = 0.3 ( figure (4.12)) la commande
oscille avec une fréequence elevée. Par contre pour un gain g, =0.13 (figures (4.13)), la

commande est tolérable.

Lesfigures (4.14), (4.15) montrent la robustesse de la commande par retour d’ état Pl
d’ ordre non entier, car malgré une variation paramétrique de 40% et les fortes perturbations

externes, le pendule a manifesté un comportement stable.
Conclusion

La premiére partie de ce chapitre a éé consacrée dabord a la présentation de
guelques définitions de base des systemes non entiers, puis al’ a gorithme d’ Oustaloup pour

I’ approximation du dérivateur d ordre non entier par un modéle entier de dimension finie qui
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est actuellement utilisée pour la ssimulation, la réalisation et I’analyse des caractéristiques
dynamiques des systémes non entier.

La deuxieme partie de ce chapitre a é&é consacrée a la synthése de la loi de
commande par retour d’ état proportionnel intégral d’ ordre non entier pour la stabilisation du
pendule inverse. La synthése des coefficients des matrices de gain proportionnel intégral est
effectuée par deux méthodes basées sur e principe de placement des pbles. Le choix des pdles
dépend de I’ ordre non entier o pour la premiere méthode et indépendant de ce dernier pour
la deuxiéme méthode. Les différentes simulations effectuées ont permis de vérifier lavalidité
des deux méthodes dével oppées.

L’ application de cette commande sur le pendule inversé a permis de donner de bon

résultats, notamment en terme de stabilité, rapidité et robustesse.
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Nous nous sommes intéressées dans ce mémoire de magister a la synthése de lois de
commande par retour d’ état par placement des pbles d’ ordre entier et non entier permettant au
systeme bouclé d’avoir un certain nombre de propriétés, et |’ application de celles-ci pour la
stabilisation d’'un systéme instable, non linéaire, SIMO, sous actionné, qui est le pendule
inverse.

Le chapitrel a été consacré a |’ @aboration de modéle dynamique de pendule inversé.
Le modele obtenu est d’une complexité importante. En effet, c¢’est un systeme instable, non
linéaire, SIMO, sous actionné. Cette caractéristique le qualifie d’un tres bon exemple pour

valider les commandes synthétisées.

Le chapitre 2 a é&é consacré au dével oppement de deux méthodes de la commande de
redressement de pendule inversé, cette commande n’est utilisée que pour balancer le pendule
a une position supérieure avec le minimum d énergie. Elles sont basées sur le théoréme de
stabilité de Lyapunov ainsi que le théoréme d’invariance de LaSdlle. La différence entre les
deux méthodes apparait dans la structure de la fonction de Lyapunov choisie et la maniéere
d gjouter de I’ énergie au systeme. En effet, lafonction de Lyapunov utiliste dansla premiére
méthode est définie comme étant la somme des carrés de |’ énergie mécanique du pendule et la
vitesse du chariot. La convergence de I'énergie du systéme vers la valeur de |'énergie en
position haute est effectuée a partir de deux parametres de conception, en gustant ces
dernieres, nous pouvons effectuer le redressement du pendule. Quand a la deuxieme méthode,
la fonction de Lyapunov utilisée est la différence entre I’ énergie mécanique du pendule et
I’ énergie mécanique désiréeE™ = 0. La convergence de |'énergie du systeme verslavaeur de
I'énergie en position haute est effectuée par un gain.

Dans le chapitre 3, deux méthodes de synthése de loi de commande par retour d’ état
d ordre entier ont été présentées afin de maintenir la stabilité du pendule en position haute.
La premiére est la commande linéaire quadratique LQR. Les paramétres de synthése de cette
loi de commande sont les matrices de pondération Q et R. Ces dernieres peuvent étre choisies
symeétriques, diagonales. Au départ, on choisit généralement des pondérations égales aux
matrices identité que I’on peut ensuite améliorer par simulations successives jusqu'a obtenir
un correcteur satisfaisant le cahier des charges. Une autre méthode d'initialisation de ces
matrices est basée sur la regle de Bryson. La deuxieme est la commande par retour d’ état
proportionnel intégral. Les matrices de contre réaction d’ état ont été calculées par placement
de pbles. En effet, aprés avoir calculé la forme canoniqgue commandable, la méthode consiste

d abord a choisir un nombre de n+1 pbles qui sont imposés a la boucle fermée, ou n
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hY

représente I'ordre du systeme, puis a partir d'une identification entre le polynéme
caractéristique de la boucle fermée avec un retour d’ état proportionnel intégral et le polynéme
caractéristique de la boucle fermeée, on détermine les parametres des matrices gains.

Le chapitre 4 a été consacré a la synthése de lois de commande par retour d’état
proportionnel intégral d’ordre non entier. Comme dans le cas entier les paramétres de la
commande sont obtenus par placement de pbles et avec deux méthodes différentes. Le choix
des pdles pour la premiéere méthode est trés complexe. En effet, ce choix dépend d’un certain
nombre de contraintes a satisfaire et de I’ordre non entier « . Par contre, il est smple et
indépendant del’ordre non entiera pour la deuxiéme méthode. Le choix des parametres des
matrices gain proportionnel et intégral a été réalisé a partir des tests de simulation.

Les différentes techniques de synthese du régulateur qui ont été exposees dans cette
étude se révelent particulierement simples et efficaces. Les contrdleurs obtenus ont été testés
par simulation et en temps réel sur le modéle non linéaire. La partie simulation permet de
comparer les régulateurs sur la base des modeles fournis et de vérifier que les spécifications
sont atteintes. La vérification de ces derniers en simulation seule ne garantit pas toujours un

comportement satisfaisant en temps réel.

Les différents essais de simulations effectués pour les deux méthodes de redressement
ont permis de vérifier lavalidité et I’ efficacité des deux méthodes développées. Les tests de
simulation de stabilisation montrent un trés bon comportement des contrdleurs (stabilité et

précision).

Les paramétres des matrices gains obtenus pour les différentes lois de commande en

temps réel sont cohérents avec ceux obtenus en simulation.

L’ application des lois de commande obtenus au systeme non linéaire du pendule
inversé a permis la bonne pourstite des consignes (6 =0, x ~ 0), et de bonne robustesse vis

a vis des variations paramétriques et des perturbations externes. Les bons résultats
expé&imentaux obtenus ains que la rapidité de convergence vers la solution prouvent
I"intérét des méthodes utilisées.

Cetravail apermisdouvrir les perspectives suivantes :

- probleme de poursuite d’ une référence dans la commande par retour d’ état PI.

- Probleme deregjet de perturbation.
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- Analyse de la robustesse des lois de commande par retour d état vis-avis des
variations des paramétres et |’ influence de I’ ordre non entier.

- Implémentation d’ observateurs d’ état pour ne pas utiliser des dérivateurs.
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Annexe

Figure A.1:Vue générale de I’ equipement utilisé
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Figure A.2: Complete closed loop control system of an inverted pendulum
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