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INTRODUCTION GENERALE

Les plaques sont par définition des structures tridimensionnelles a parois minces et
sont employées dans tous les secteurs de construction : réservoirs, tuyauteries, couvertures,
carrosseries, fuselages d’avion, coques de navire, ponts simples ou courbes, chateaux d’eau,
voltes, barrages, silos, bouteilles, enceintes de réacteurs, tours de refroidissement, murs,
platelages...Les matériaux utilisés sont le béton (armé et précontraint), ’acier, les matiéres
plastiques armées de fibres (carbone, Kevlar...) et plus rarement I’aluminium, le bois et la
brique [01].

Ces structures ont la particularité connue d’étre parmi les plus difficiles a étudier ou
I’ingénieur est confronté aux 3 exigences classiques suivantes :

» savoir analyser la structure pour la dimensionner avec sécurité,

» savoir concevoir, planifier et construire la structure de maniére rationnelle et
¢conomique,

» savoir choisir des formes esthétiques, donner a la construction un aspect attrayant
(souvent abandonné a I’architecte).

Dans les structures tridimensionnelles de 1’ingénieur, beaucoup ont été érigées avec
peu de théorie mathématique mais avec une connaissance saine du jeu de forces du
comportement structural et de ’art de construire. Aujourd’hui, grace au calcul numérique par
ordinateur, I’ingénieur dispose de moyens d’études assez complets pour comprendre dans le
détail la manicre dont ces structures transmettent les efforts. Les méthodes analytiques lourdes

et souvent imprécises sont abandonnées. Les méthodes simples et slires sont conservées tant
pour comprendre quel est le mode de fonctionnement structural que pour prédimensionner.
L’analyse rigoureuse est alors effectuée par un bon programme de calcul par ordinateur
(méthode des ¢léments finis). Rappelons néanmoins que I’informatique ne reste jamais qu’un
auxiliaire pour le constructeur. Une bonne conception découle d’abord d’un mariage
harmonieux des connaissances théoriques et pratiques.

L’objectif fixé dans ce travail consiste essentiellement d’établir un code de calcul
capable d’analyser la réponse dynamique, par éléments finis, des plaques minces élastiques
linéaires en utilisant respectivement la méthode de superposition modale et la méthode
d’intégration directe de Wilson-0. Il s’agit ensuite d’exploiter ce code de calcul pour une
simulation de divers parameétres dans le but de mettre en évidence certains parametres clés les
plus influengant le comportement de la structure tels que par exemple le nombre de modes
considérés, les pulsations de vibration du chargement imposé et le nombre d’éléments sur la
convergence des résultats.

Ce présent travail a été principalement organisé en 5 chapitres, aprés une introduction
générale vient le premier chapitre présenté comme étant un rappel de quelques notions utiles
de dynamique des structures. Le chapitre deux est consacré essentiellement a la présentation
succincte de la formulation du comportement statique et dynamique des plaques dans laquelle
la théorie classique des plaques est abordée d’une maniére inductive enticrement parallele a la
théorie des poutres établies en Résistance Des Matériaux. Le chapitre trois est consacré
enticrement a la discrétisation par éléments finis, organisé en trois parties essentielles. La
premiére rappelle d’une fagon succincte et sous forme matricielle les équations fondamentales
de la théorie d’¢lasticité applicables a un probléme plan en tenant compte des effets
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dynamiques. La deuxiéme montre comment obtenir par le biais particulierement du principe
des travaux virtuels, la forme faible de la mécanique du solide. Nous montrons enfin dans la
derniére partie, comment passer a la discrétisation spatiale ou géométrique par la méthode des
¢léments finis en vue de formuler I’expression discrétisée des équations d’équilibre de
mouvement d’une plaque mince rectangulaire en utilisant principalement un élément fini de
type Kirchhoff a 4 degrés de liberté par nceud. Les différentes techniques de programmation
utilisées dans le code STRUDLS.FOR sont indiquées en vue d’implémenter les matrices
¢lémentaires de masse, d’amortissement et de rigidité ainsi que l’opération liée a leur
assemblage. Le chapitre quatre se rapporte a la résolution des équations obtenues de la forme
non stationnaires de second ordre en utilisant respectivement la méthode de Wilson-0 et la
méthode de superposition modale. Nous exposons ensuite les différents algorithmes
d’intégration ainsi que les techniques d’implémentation numériques utilisées. Le chapitre cinq
est consacré a I’expérimentation numérique ou le programme établi sera illustré par des
applications numériques portant sur I’évaluation de la réponse dynamique de plaques par les
deux méthodes respectives mentionnées ci-dessus. Sera suivi d’une analyse paramétrique en
vue de mettre en relief ’effet de certains parameétres clés sur le comportement de la plaque
envisagée tels le nombre de modes de vibration retenus, les pulsations, I’amortissement et les
différents cas de chargement susceptibles de rencontrer dans le domaine pratique. Nous
terminerons par une conclusion générale qui débouchera sur des recommandations futures de
ce théme de travail.




CHAPITRE I : Rappel de notions fondamentales de la dynamique des structures

1-1 Généralités

L’analyse dynamique d’une structure dont la géométrie est complexe, est une tache
ardue, nécessitant beaucoup d’expérience de la part de I’ingénieur lui permettant d’identifier
les paramétres et les propriétés qui auront une influence marquante sur le comportement
dynamique de la structure. Il y a en général trois étapes lors d’une analyse dynamique d’une
construction civile ou mécanique [02]. Partant des plans d’une structure, on procede a (1) la
création d’un mode¢le analytique consistant en 1’identification des parameétres qui influencent
le comportement dynamique de la structure, et a la simplification du syst¢eme dynamique
(systeme tridimensionnel ou bidimensionnel, contraintes planes, déformations planes,
plaques, treillis, cadres, masses concentrées ou cohérentes, etc.), (2) la création d’un modele
mathématique continu ou discret et (3) le calcul des réponses temporelles proprement dites.

En ce qui concerne le premier point, la modélisation réaliste du comportement des
structures est la premiére et la plus difficile étape dans une analyse dynamique ou sismique.
C’est le modele physique qui permet la description en langage d’ingénieur du systéme étudié
et du probléeme posé¢ a son sujet. Celui-ci nécessite au préalable la compréhension du
probléme physique et la connaissance intuitive de la solution recherchée. Parmi les
parametres les plus importants a définir, on retrouve la répartition de la masse, les
caractéristiques d’amortissement, la rigidité du systéme de résistance aux forces d’inertie, les
conditions d’appui, l’influence des ¢éléments secondaires et les divers phénomenes
d’interaction. Il s’agit lors de cette étape de créer un modele analytique ou physique de la
structure qui est en fait une représentation simplifiée de la structure se prétant mieux a
I’analyse.

En ce qui est du deuxiéme point, une fois le choix du modele analytique effectu¢, on
fait appel aux lois de la physique afin d’obtenir des équations aux dérivées partielles dans le
cas des modeles continus, et des équations différentielles ordinaires dans le cas des modéles
discrets qui constituent le modele mathématique du systéme. On ne peut trouver les solutions
que de quelques modéles continus et pour des charges dynamiques relativement simples. Pour
des problémes complexes, le modele mathématique consiste a discrétiser le probléme par la
méthode des éléments finis. Lors de cette étape, on aura a choisir entre une représentation
consistante de la structure simulant un nombre infini de degrés de liberté, ou une
représentation par masses concentrées ou la masse du systéme est concentrée en un nombre
réduit de degrés de liberté nécessaire pour représenter les effets de toutes les forces d’inertie
importantes. La création d’un modele avec masses concentrées est un art qui ne devrait étre
pratiqué que par un ingénieur possédant beaucoup d’expérience en dynamique des structures.

En ce qui concerne enfin le dernier point, le calcul de la réponse dynamique est
effectué par un programme d’ordinateur avec la méthode des ¢éléments finis. C’est le modéle
numérique ou algébrique qui fait nécessairement appel au modele informatique dans le but de
résoudre le systéme des équations algébriques ainsi obtenues. Le role de 1’analyste n’est pas
trivial lors de cette étape car il doit choisir les méthodes appropriées pour la résolution des
équations différentielles ordinaires. Le choix est le plus souvent entre une superposition des
réponses modales et une intégration numérique directe des équations différentielles. Mais
méme a l’intérieur de ces deux options, ’analyste aura a choisir entre plusieurs méthodes
parmi lesquelles les plus connues en pratique comme par exemple la méthode de
superposition modale et la méthode d’intégration directe de Wilson-6.
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1-2 Méthodes numériques couramment employées dans la vie de I’ingénieur

La mise en ceuvre effective des méthodes numériques comme dans celle de la méthode
des ¢léments finis nécessite 'utilisation des méthodes numériques diverses ainsi récapitulées
sur la figure 1-1 :

- Me¢éthodes d’intégration numériques qui sont employées afin de construire, a I’échelle
locale ou ¢lémentaire, les matrices de rigidité et de masse consistante ainsi que les
vecteurs de sollicitations élémentaires. La méthode la plus connue est celle basée sur
la quadrature de Gauss.

- M¢éthodes d’¢limination de Gauss permettant la résolution de systémes d’équations
linéaires qui en résultent a I’échelle globale. Des techniques de décomposition
adaptées sont utilisées pour le stockage des matrices obtenues, par exemple la
technique en ligne de ciel pour le calcul des valeurs propres ou la technique en
structure de bande pour la résolution efficace des systémes d’équations qui régissent
I’équilibre de la structure.

- Méthodes de substitution ou de Newton Raphson permettant la linéarisation des
systémes d’équations non linéaires.

- Me¢éthodes de résolution des problémes non stationnaires qui grace a une discrétisation
temporelle (par rapport au temps), la résolution se ramene a celui d’un systéme
stationnaire (indépendant du temps) qu’il soit linéaire ou non. Les méthodes de
discrétisation temporelle les plus utilisées sont celle d’Euler (explicite, implicite ou
semi-implicite).

- M¢éthodes de calcul des valeurs propres et des vecteurs propres qui sont des méthodes

itératives telles que les procédures de I’itération inverse et du sous-espace.

La figure suivante regroupe les diverses méthodes couramment employées sans pour autant
faire une présentation compléte de toutes les méthodes disponibles dans la littérature [03,04].
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Systéme physique a résoudre

\ 4
Probléme non stationnaire Probléme stationnaire Probléme de valeurs propres
(linéaire)
A 4 v
Discrétisation par rapport au (B) | Probleme linéaire
temps
\ 4

\ o Résolution d’un probleme linéaire
Probléme non linéaire

=  Formulation locale
(ou élémentaire)

v Intégration réduite

Résolution de systémes

d’équations non linéaires | (A)
Calcul des valeurs

*  Formulation globale propres

(Al (ou assemblage)

(A): itérations
(B): pour un pas de temps Résolution de systémes
d’équations non linéaires

Fig. 1-1 méthodes numériques couramment employées
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1-3 Différence primordiale entre un probleme dynamique et statique

La dynamique des structures a pour objectif 1’étude des constructions ou ¢léments de
construction sollicités par des charges dynamiques qui, contrairement a des charges statiques,
varient dans le temps.

Les charges dynamiques engendrent naturellement dans les structures des
déplacements, des forces internes, des réactions et des contraintes qui dépendent du temps. 11
n’existe donc pas une seule solution comme pour un probléme statique. Dans un probléme
dynamique, il faut établir les solutions successives dans le temps des déplacements appelées
communément réponse dynamique, avant de trouver les valeurs maximums des forces, des
réactions ou des contraintes qui seront utilisées pour des fins de dimensionnement ou de
vérification de la structure. Cependant, le temps n’est pas réellement le seul parametre qui fait
distinguer une analyse dynamique d’une analyse statique. C’est en raison d’un coté, qu’une
charge n’est jamais appliquée totalement d’une manicre statique, et d’un autre coté, les effets
d’une charge statique peuvent varier dans le temps a cause des propriétés viscoélastiques
¢ventuelles des matériaux (fluage, retrait, relaxation...). En fait, la différence primordiale
entre un probléme statique et dynamique ne réside pas principalement dans la variation
temporelle de la charge ou de la réponse, mais surtout dans I’'importance des forces d’inertie
qui résisteraient au mouvement engendré par le chargement dynamique appliqué p(t).

Le caractére dynamique du probléme domine si les forces d’inertie sont importantes
par rapport aux forces totales appliquées. Par contre, le probleme peut étre traité de fagcon
statique si les mouvements mis en jeu par I’application des forces p(t) sont tellement faibles
qu’ils ne donnent naissance qu’a des forces d’inertie négligeables.

1-4 Analyse déterministe et non déterministe

Une charge dynamique est une charge dont la grandeur, la direction ou le point
d’application varient avec le temps. Si le chargement est une fonction connue du temps, on
dit que le chargement dynamique est prescrit. L’analyse d’une structure donnée sous 1’effet
d’un chargement prescrit est dite déterministe. Si d’un autre coté, la variation du chargement
en fonction du temps n’est pas connue et ne peut étre définie qu’en termes statistiques (cas
des tremblements de terre), on dit que le chargement est dynamique aléatoire. Dans ce cas,
une analyse probabiliste est I’analyse de la réponse a un chargement dynamique aléatoire.
Dans ce présent travail, on ne traitera que de I’analyse déterministe.

1-5 Réponse dynamique

Le calcul par une analyse déterministe de la réponse dynamique d’une structure a un
chargement dynamique donné, conduit a la détermination des déplacements de la structure
dans le temps appelé aussi I’historique du déplacement. Les déformations, contraintes, forces
internes et réactions sont déterminées a partir de I’historique du déplacement (fig.1-2).
L’analyse déterministe n’admet pas d’incertitudes dans I’expression de la charge dynamique.

u(t)

;Ei)) L valeur maximum
SEA B
AV

Fig. 1-2 Historique de réponse (déplacements, contraintes ou forces)
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La réponse dynamique varie dans le temps. En général, pour un dimensionnement ou
une vérification d’un systéme linéaire, on calcule la réponse dynamique maximum, et on
I’additionne a la réponse statique maximum, afin d’obtenir la réponse totale maximum.

1-6 Charges dynamiques

On subdivise les charges dynamiques en charges périodiques et en charges
apériodiques. Le tableau 1-1 résume les différents types de charges dynamiques que 1’on peut
rencontrer. Les charges permanentes et les charges d’exploitation appliquées lentement par
rapport a la période de vibration naturelle de la structure sont généralement considérées
comme des charges statiques au méme titre que le poids propre [01].

Causes des différents types de charges dynamiques
Périodiques Apériodiques
Harmonique simple | Périodique quelconque Transitoire Impulsionnelle
Machine rotative Machine alternative Construction | Construction
Marche, Course Vent Impact
Vent Vagues Explosion
Séismes Perte d’un appui
Trafic Rupture d’une picce

Tableau 1-1 Types de charges dynamiques en génie civil

A- Charges périodiques

Une charge périodique est une charge dont les variations dans le temps se répétent aprés
un intervalle de temps régulier T, appelé période. Les charges périodiques se divisent en
charges harmoniques simples (fig.1-3) et en charges périodiques quelconques (fig.1-4).

S L5
<
2 1,0
3]
° 05
< ,

0,0 Lo

0,0 0,2 0,6 1,0 1,4 1,8 tls)

Fig.1-4 Charge périodique causée par la marche d’un piéton
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B- Charges apériodiques

Les charges apériodiques sont des charges variant de fagon arbitraire dans le temps
sans périodicité. Ces charges se divisent en charges de courte durée de type impulsionnel
(fig.1-5) et en charges transitoires ou charges de longue durée (fig.1-6).

p(t)

)

0,025 0,050 0,075 0,100 e ]
Temps (s)

0,000

Fig.1-5 Charge impulsionnelle causée par une explosion

Accélération, i, (g)
o=
o

|
=
K
=

: ‘ : ‘ , g (t)
0 10 20 30 40 50 60
Temps (s)

Fig.1-6 Charge arbitraire de longue durée causée par un tremblement de terre
1-7 Régime libre et régime forcé d’un oscillateur élémentaire

L’équation du mouvement d’un systéme a un seul degré de liberté appelé oscillateur
¢lémentaire s’écrit :

mu(t)+cu(t)+ ku(t) = p(t) (1-1)
ou m, ¢ et k sont respectivement la masse, ’amortissement et la rigidité du systéeme soumis a
la force dynamique extérieure p(t). C’est une équation différentielle non homogéne du second
ordre et a coefficients constants.

La solution d’une telle équation dépend de la charge dynamique appliquée p(t) et des
conditions initiales. La réponse forcée est la solution de I’équation différentielle avec second
membre et dépend essentiellement de la nature de la charge p(t). La réponse libre est la
solution de I’équation différentielle homogene, elle décrit le comportement de 1’oscillateur

¢lémentaire sous I’action des conditions initiales (déplacement et vitesse) non nulles alors que
le second membre est nul [05,06].

1-7-1 Régime libre

Le régime libre est décrit par la solution de 1’équation homogene suivante :

mu(t) + cu(t) + ku(t) = 0 (1-2)
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Posons pour des raisons qui deviendront apparentes plus loin :

w0 =X (1-3)
m
et
C
= 1-4
= oma (1-4)

L’équation (1-2) peut s’écrire:

u(t) + 2cou(t) + 0 u(t) = 0 (1-5)

La solution de cette équation dépend de la valeur du taux d’amortissement ¢ ou trois cas sont
possibles :

- ¢ <1 : systéme sous amorti ou amortissement sous critique (mouvement oscillatoire)
- ¢ =1 : amortissement critique (mouvement non oscillatoire)
- ¢ > 1 : systéme sur amorti ou amortissement sur critique (mouvement non oscillatoire)

La bifurcation entre un mouvement oscillatoire et un mouvement non oscillatoire
correspond a ¢ =1. Par suite, ’amortissement critique s’exprime :

c. =2mw=—=2\km (1-6)
@

A- Amortissement sous critique

La solution de 1’équation différentielle (1-5) quand le taux d’amortissement ¢ <1 s’écrit

en fonction des conditions initiales u(0) et #(0) :

uO+eou® g, (1-7)
a)D

u(t)=e*"| u(0) cos wpt +

Avec @, =mr1—c? <@ étant la pulsation propre de I’oscillateur sous amorti. La fréquence
D - p prop q
propre correspondante a pour expression :

1 o,
= =—<< 1'8
o=z =am S (1-8)
Ou
T, =21 (1-9)
a)D

NB: (1) L’amortissement a pour effet de diminuer la pulsation et donc, d’augmenter la
période des oscillations d’un systéme par rapport au systéme correspondant non amorti. (2)
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Pour le cas d’un syst¢tme non amorti appelé régime libre conservatif (i.e ¢c=0 donc ¢ =0),
I’équation (1-7) devient :

u(t) =u(0) cosa)t+&sin wt (1-10)
1)

B- Amortissement critique

La solution de I’équation (1-5) quand le taux d’amortissementg =1, donc ¢ = ¢, est de la
forme :

u(t) = e“”[u(O)(l+a)t)+L.¢(O)t} (1-11)

On constate que u(t) est une fonction apériodique donc le systéme n’est pas oscillatoire en
raison du terme en exponentiel (e “").

C- Amortissement sur critique

La solution de I’équation (1-5) quand le taux d’amortissement¢ > 1, s’écrit:
u(t) = e (A 4 Bl (1-12)

Ou A et B sont des constantes qui peuvent étre déterminées en fonction des conditions

initiales u(0) et u(0).
Notons que dans ce travail, nous nous limiterons au cas d’un systéme sous amortig < 1.

1-7-2 Régime forcé
Nous allons nous limiter au cas d’un régime forcé harmonique i.e quand ’oscillateur

est soumis a ’action d’une force extérieure pure. Si nous considérons une force de forme
sinus, I’équation de mouvement prend la forme :

mu(t)+cu(t)+ku(t)=posin5t (1-13)

La solution de cette équation est la somme de la solution complémentaire u(t) de
I’équation homogéne avec p(t) = 0 et de la solution particuliére uy(t) de I’équation non
homogéne donc liée a la charge p(t), soit :

u(t)= uc(t)+ up(t) (1-14)

A- Régime forcé conservatif

Le systéme forcé est conservatif si ¢ = 0. L’équation de mouvement (1-13) devient :

mu(t) + ku(t) = p, sin ot (1-15)

La solution générale de 1’équation (1-15) s’écrit en posant f =

I

10
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u(t)=Acosa)t+Bsina)t+%

—sin ot (1-16)

ou A et B sont des constantes qui peuvent étre déterminées en fonction des conditions

initiales. Au repos i.e u(0)=0 et I:l(O) =0, I’équation de mouvement (1-16) peut se mettre sous
la forme :

_ Dy 1 L= ) )
u(t)= P (sinwt—fsinwt) ; f#1 (1-17)

ou

--est le coefficient d’amplification dynamique.

B- Régime forcé dissipatif

L’équation de mouvement d’un systéme en régime dissipatif est la suivante :

() + 2cou(t) + o*u(t) = L sin ot (1-18)
m

La solution compléte est de la forme :

u(t)y=e*""(Acos w,t+ Bsin w,t)

I (1= *)sin @t~ 2gBcos ot (1-19)
k (1-5°) +@qp)

ou le premier terme correspond au régime transitoire qui disparait rapidement a cause du

terme e *” et le deuxiéme terme correspond au régime permanent. Les constantes A et B de la
partie transitoire de la réponse totale peuvent étre évaluées pour des conditions initiales
données.

Remarques :

(1) Si g =1et donc w=0 correspond a la résonance d’un systéme amorti ; 1’équation
(1-19) peut s’écrire :

pO —cwt g :
u(t)y=——[e sin @, + cosw,t) — coswt 1-20
Pour des cas pratiques [20], ¢ <<1 et le terme en sinus est négligeable. Alors, 1’équation de

mouvement devient avec o, r = :

u(t) =L (e _1)coswr (1-21)
2¢k

(2) Si la force extérieure harmonique est de type cosinus i.e p(f) = p, coswt, la solution
de I’équation différentielle sera de la forme :

u(t) = e*”"(Acoswyt + Bsin w,t)
Py !
+ 252 2
k (1-57) +(2sP)

[2¢fsin ot +(1— B2)coswt] (1-22)

11



CHAPITRE 11 : Formulation analytique de la dynamique des plaques, revue et synthése

2-1 Généralités

Ce chapitre consacré essentiellement a la revue analytique de la formulation du
comportement vibratoire des plaques comprendra principalement deux parties dont la
premiére considere uniquement I’effet statique i.e les charges sont supposées appliquées assez
lentement et progressivement de maniére que les contraintes et les déformations qui en
résultent soient indépendantes du temps. La deuxiéme partie se rapportera a la présentation
succincte et détailée de I’aspect dynamique de la plaque en considérant la nature vibratoire
des charges appliquées et en prenant en compte les forces d’inertie et éventuellement les
forces d’amortissement dans le bilan de jeu de forces qui caractérise 1’équilibre de la structure
¢tudice. La théorie classique des plaques (i.e épaisseur mince, comportement linéaire et
¢lastique) sera présentée d’une manicre inductive entierement parallele a la théorie des
poutres établies en Résistance Des Matériaux. Par simplicité, nous admettons que la plaque
est d’épaisseur constante et formée d’un seul matériau isotrope et homogene. Contrairement a
ce qui a lieu pour les poutres, cette théorie n’est valable que si les déplacements transversaux
sont particulierement faibles vis-a-vis de I’épaisseur de la plaque.

2-2 Définition et hypothéses de bases

Soit une plaque rectangulaire, d’épaisseur h, fléchie par des moments uniformément
réparties comme le montre la figure 2-2. Prenons référence, le plan moyen de la plaque (plan
x-y) situ¢ a égale distance des faces de celle-ci, et dirigeons les axes ox et oy selon les cotés
de la plaque comme il est indiqué sur la figure 2-1. L’axe des z est perpendiculaire au plan de
référence et dirigé vers le bas.

Surface moyenne

Fig. 2-1 Plan de référence de la plaque

L’épaisseur de la plaque est supposée petite par rapport aux deux autres dimensions ; ce
qui correspond pratiquement a un facteur d’élancement L =max(a,b) > 20k[07]. Désignons
par M,  le moment de flexion par unité de longueur sur les cotés paralléles a oy et par My, le
moment de flexion par unité de longueur sur les cotés paralleles & ox comme représentés sur
la figure 2-2.

Fig. 2-2 Convention des signes
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Ces moments s’expriment, par exemple, en kN.m par métre courant et ont donc la
dimension d’une force (kN.m/m). En accord avec la convention générale des signes utilisés
dans le cours de résistance des matériaux [08], nous compterons ces moments positivement
s’ils tendent a comprimer la face supérieure de la plaque et a tendre la face inférieure.

Dans la théorie usuelle des plaques minces, nous admettons en outre les hypothéses
complémentaires de base suivantes:

- L’hypothese de linéarité matérielle (loi de Hooke)

- L’hypothese de linéarité géométrique (petites déformations et petites rotations)

- Enfin, par simplicité, nous supposons de plus que la plaque est formée d’un seul
matériau isotrope homogéne.

2-3 Flexion pure des plaques

Soit un élément découpé hors de la plaque par deux paires de plans paralleles aux
plans coordonnés Oxz et Oyz respectivement (fig. 2-3).

Al

dy 7 A 3
- t h.
I 4

| n +
A=A F

} -7 ! n i
_f,l_ — i e —— —

F4 ~d ¢ 2
-0 Y b i

1. ///////f//ﬁ'/.{’ _/ -/: P h 4

- |
-~ dz

Fig. 2-3 Elément parallélépipédique rectangle
2-3-1 Déformée de la plaque

Dans I’¢tude de la flexion pure des poutres prismatiques, si la poutre est infiniment
longue, ses sections droites restent planes pendant la flexion et tournent autour d’un axe
neutre passant par le centre de gravité (hypothése connue dite de Navier-Bernoulli ou de
planéité des sections de poutre). Dans le cas d’une plaque, qui s’étend indéfiniment en tous
sens, on peut faire une démonstration tout a fait semblable. On peut donc affirmer que les
cotés latéraux dx dy dz restent plans au cours de la déformation et tournent autour des axes
neutres correspondants « n-n » de manicre a rester normaux au plan ou au feuillet moyen
déformé de la plaque.

Dans ce cas, ce feuillet ne subit aucune déformation et constitue par hypothése une surface
neutre qui ne peut subir par conséquent ni allongement, ni raccourcissement. Ce qui revient a
décrire la déformée de la plaque par le déplacement transversal de la surface de référence que
nous notons par la fonction :

w=w(X,y) (2-1)
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2-3-2 Relation entre les moments et les courbures
Appelons par y, et y, les courbures des sections faites dans la surface neutre par les
plans paralleles a oxz et oyz respectivement ; les déformations dans les directions x et y d’une

lame ¢élémentaire abed (fig. 2-3) située a la distance z de la surface neutre s’obtiennent comme
dans le cas d’une poutre et valent :

E.=ZX s gy =:Z;Ky (2-2)

D’apres la loi de Hooke, on a :

X

1 1
£ ZE(U" —-vo,); &, =E(0y -vo ) (2-3)

Et les contraintes qui s’exercent dans la lame abed valent :

Ez Ez
o =1 WtV oy =5 (2 TV (2-4)

Elles sont proportionnelles a la distance z de la lame abed a la surface neutre et dépendent de
la grandeur des deux courbures principales de la plaque fléchie. Ecrivons maintenant
I’équilibre du parallélépipede h.dx.dy, i.e les couples des forces intérieurs sont égaux aux
moments extérieurs appliqués Mx.dy et My.dx agissant sur les faces latérales de 1’élément ; il
vient alors :

+e/2 +e/2
'[ o, .zdy.dz =Mdy; '[ o, .z.dx.dz = Mydx (2-5)
—e/2 —e/2

En y remplagant o et o par leurs valeurs données par les expressions (2-4), on trouve :

M, =Dy, +vy,); M,=D(y, +vy,) (2-6)
ou:
+e/2 3
D=t a2 2-7)
1-v? " 12.(1-v?)

La quantité D joue un rdéle analogue au produit E.I de I’équation de la ligne ¢élastique ; c’est
pourquoi on I’appelle la rigidité flexionnelle de la plaque.

Si nous supposons que les déplacements transversaux w=w(x,y) de tout point M de la surface
moyenne de la plaque sont faibles, nous pouvons adopter pour les courbures comme dans le
cas des poutres fléchies, les expressions suivantes (fig. 2-4) :

Xe=~ (2-8)

ox*
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0! X o*w _ 0w
Zx:R—:—ax 3 ;Zy:R—:—y 3
x ow., |2 y 2
[l + ()2} {1 + (aw)z}
Oox ay
Lk Ry : rayon de courbure dans le plan oxz
R, : rayon de courbure dans le plan oyz
ow _ ow . )
avec —= — = 0 : hypothése des pentes faibles
ox Oy

Fig. 2-4 Rayons de courbure de la plaque

Remplagons les expressions des courbures dans 1I’équation (2-6), nous obtenons finalement:
2 2 2 2
0 0
oW O =Y 0 (2-9)
X oy oy ox
Ces équations définissent la forme que prend aprés déformation le feuillet moyen de la plaque
quand on donne les moments de flexion My et M.

M, =-D(

2-3-3 Cas de quelques déformées particuliéres

1. Dans le cas particulier ou My=0, la plaque fléchie comme une poutre ; a partir de
I’équation (2-9), nous avons:

(2-10)

C’est-a-dire que la plaque a en chaque point deux courbures principales opposées (surface
dite anticlastique ou forme de la selle de cheval, fig. 2-5).

| axe des z

| axe des x

Fig. 2-5 Forme de la surface anticlastique ou selle de cheval
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2. Si I’on fléchit la plaque de maniere a lui donner une forme cylindrique, sa courbure
dans le sens des y est nulle et les formules (2-9) se réduisent a :

E¢’
M, =Dy, =———x.;
ST aon

X

M, =Dy, (2-10)

Fig.2-6 Déformée en forme cylindrique

Si I’on avait considéré une bande isolée de largeur unitaire et appliqué a cette bande la
3

formule classique de la flexion des poutres, on aurait: M =——y  puisque le moment
o1 7

o l.e’ ,
d’inertie de la bande est [ = BT En comparant ces deux résultats, on constate que la plaque

est plus rigide que nous I’indique la théorie des poutres; cette augmentation de rigidité est de

- qui vaut, dans le cas de I’acier (v=0,3) 1.10. Elle est due au fait que, dans une poutre, la
—-v

déformation transversale €, est libre de se produire a I’opposé de la plaque ou la déformation
est empéchée par suite de la continuité dans le sens des y. Il nait de ce fait des contraintes o,
qu’on peut déduire des formules (2-3).

3. Si Mx = My = M, les courbures du feuillet moyen dans les deux directions
perpendiculaires sont égales et la plaque prend une forme sphérique (fig. 2-7); la
courbure de la sphére est régit par I’équation:

(2-11)

o =1
=1 =1 =
=1 =1 =
5 @ =

| axe des z

‘\‘..0 -
\ ‘ // .
SXSEA AL

) Seelecterss SO

05

1 axe des x

Fig. 2-7 Déformée en forme sphérique
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Remarque:

Dans la théorie pure des plaques minces ci-dessus, on a supposé que le feuillet moyen
de la plaque coincidait avec sa surface neutre. Cette derniére ne subit donc aucune
déformation pendant la flexion de la plaque. Cette condition n’est rigoureusement satisfaite
que si ce feuillet moyen déformé devient une surface développable telle qu’un cylindre. En
général, la plaque fléchit de telle sorte que la déformée de son feuillet moyen ne soit pas
développable. Elle subit donc obligatoirement pendant la déformation des extensions ou des
contractions. Par conséquent, les formules obtenues dans la théorie de la flexion des plaques
ne sont valables que si les contraintes dues aux variations de longueur des courbes tracées sur
le feuillet moyen sont petites devant les contraintes dues aux moments de flexion i.e si les
déformations du feuillet moyen sont faibles devant les déformations maximales dues a la
flexion. Il faut, pour que cette condition soit remplie, que la fléche soit petite devant
I’épaisseur h de la plaque.

2-4 Statique des plaques chargées transversalement

Afin de sauvegarder les résultats essentiels obtenus précédemment i.e les formules
(2-5) de distribution bitriangulaire des contraintes normales, nous allons en plus des
hypotheses 1 et 2 introduire deux autres hypothéses complémentaires.

2-4-1 Hypothéses complémentaires

- Les contraintes 6, normales au feuillet moyen de la plaque, provenant de la charge
appliquée, sont négligeables en comparaison des contraintes oy Oy Ty dans le plan de la
plaque.

- Les distorsions des sections droites de la plaque sous I’effet des efforts tranchants sont
négligeables.

Dans ces conditions, les sections normales faites dans la plaque restent planes apres
déformation qui permet de remplacer la derniére hypotheése par celle de Kirchhoff selon
laquelle les points qui se trouvent avant déformation sur une normale au plan moyen de la
plaque demeurent aprés déformation sur une normale au feuillet moyen déformé.

2-4-2 Eléments de réduction des forces extérieures sur des sections paralleles a x et y

Soit une plaque rapportée au méme axes de coordonnées cartésiennes x et y comme
dans la section précédente et p=p(x,y) ’intensité par unité de surface de la charge appliquée a
la surface supérieure de la plaque. Découpons dans la plaque un parallélépipede élémentaire
par deux plans paralléles aux plans coordonnés 0xz et oyz respectivement (fig. 2-8).
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Fig. 2-8 Eléments de réduction

D’une maniére analogue a I’étude des poutres, la charge p va produire ici non seulement des
moments de flexion et de torsion, mais également des efforts tranchants verticaux dont
’intensité par unité de longueur sera définie par :

+e/2 +e/2

T, = [r..d T, = [r,.d (2-12)

x y
—e/2 —e/2

Les efforts tranchants ¢lémentaires sont appliqués au centre de gravité des faces latérales de
dimensions [F.L™']. En ce qui concerne les moments de flexion et de torsion, ils sont définis
comme dans la flexion pure des plaques i.e par les formules 2-6:

+e/2 +e/2 +e/2 +e/2
M. = .[GX.Z.dZ M, = Iay.z.dz M, = I—Txy.z.dz M, = .[Txy.z.dz (2-13)
—e/2 —e/2 —e/2 —e/2

Toutes ces grandeurs sont des fonctions de x et y. Par suite, elles subissent d’une face a I’autre
du parallélépipéde les variations élémentaires comme indiquées sur la figure 2-8.

2-4-3 Equilibre du parallélépipede ¢lémentaire

Exprimons maintenant I’équilibre du parallélépipede élémentaire de la figure 2-8 sous
I’effet des forces et moments qui le sollicitent et remarquons que toutes les forces sont
paralleles a ’axe z, et tous les couples représentés par des vecteurs perpendiculaires a cet axe.
Par conséquent, les six équations de la statique se réduisent a 3, a savoir I’équation de
projection parallélement a oz et les équations de moment autour des axes ox et oy.

D’apres la figure, ’équation de projection parallelement a oz s’écrit :

oT o,
—~.dxdy + —=.dydx +p.dx.dy=0 (2-14)
ox oy

Soit apres simplification :

oT
or, oL, =0 (2-15)
ox Oy
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Le poids propre de la plaque étant supposé inclus dans la valeur de p = p(x,y)..

De méme, en prenant les moments par rapport aux axes des x et des y de toutes les forces
agissant sur 1I’élément, en négligeant les termes de second ordre, on aboutit respectivement a :

oM., - oM, +Ty=0 (2-16a)
y
ox oy
oM
w M 1 g (2-16b)
oy ox

On peut obtenir une équation d’équilibre unique en fonction uniquement des composantes
Mx, My et Mxy en éliminant les efforts tranchants Tx, Ty entre les équations (2.16a), (2.16b)
et (2.15), on trouve :

2 oO*M .. O*M
aa]‘fx ) - axy + - 2 =p (2-17)
X X y y

2-4-4 Expressions des efforts tranchants

D’apres I’hypotheése de Kirchhoff, nous admettons que les efforts tranchants Tx et Ty ont un
méme effet négligeable sur les courbures de la plaque. Dés lors, nous pouvons utiliser les
équations (2-6) établies dans le cas de la flexion pure et écrire :

2 2 2 2
M. =D Vz”+v8—z”); M, __p@ V;+v8 - (2-18a)
ox oy oy ox
o*w
M, =-M, =D(1-v) (2-18b)

Ox0Oy

Tirons Tx et Ty des équations d’équilibre (2-16), puis remplacons les moments Mx, My et
Mxy par leurs expressions (2-18); il vient :

aM 2 2
L R 219
oy ox ox Ox oy ox
oM & oM 2 2
T, = y Ty _D_i(8 v2v+ 0 VZV) = _D_ﬁ(vzw) (2-19b)
oy ox oy ox~ Oy oy
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2-4-5 Equation différentielle d’équilibre de Lagrange

Remplacons maintenant Tx et Ty par ces valeurs dans 1’équation d’équilibre de translation
(2-15), nous obtenons :
o'w 0w o'w p

Viw = +2 + =L 220
o ooy’ oyt D ( )

Cette équation, due a Lagrange, régit la flexion des plaques planes d’épaisseur constante ; elle
4

\ . . 5z . 1% .. , .
est analogue a une dimension de I’équation P =Equ1 régit la déformation des poutres

X
droites.

2-4-6 Contraintes normales et tangentielles maximales dans la plaque

Pour exprimer les contraintes oy et 6, en fonction des moments Mx et My, il suffit d’éliminer
Yx €t Xy entre les expressions (2-4) et (2-6) ; il vient ainsi:

Ez M, 12zM, 12z M,
0, = 2 - 3 o, = 3
1-v® D e e
Les contraintes maximales se produisent dans les deux surfaces supérieure et inférieure de la
plaque (z = e/2) et valent :
oM oM
Gmax -+ x O_max =+ y (2-22)

x 2 y 2
e e

(2-21)

Si ces contraintes sont de signes opposés, la contrainte tangentielle maximum vaut:

GH’]EIX _GITIEIX + 3(MX _My)

max 2 e 2

(2-23)

max
X

Si au contraire, les contraintes o, et o"sont de méme signe, la contrainte

m

o, selon celle de ces deux quantités qui est

. . 4 \ 1 max 1
tangentielle maximum est égale a E(TX ou E(f

la plus grande.

2-4-7 Conditions aux limites

Les différents types usuels de conditions d’appuis (ou aux limites) intervenant pour
une plaque de forme rectangulaire, seront présentées ci-dessous, pour le coté d’abscisse x=a :

> Bord encastré :
Le long du bord, le déplacement w et la pente normale au bord sont nuls, de sorte que :

(W),., =0 et (a—w)m =0 (2-24)
ox

20



CHAPITRE 11 : Formulation analytique de la dynamique des plaques, revue et synthése

» Bord simplement appuyé :

Le long du bord, le déplacement w et le moment fléchissant Mx, sont nuls, de sorte que :

(w),o, =0 (2-25a)
V’w),, =0 (2-25b)

> Bord libre :

Pour une plaque réelle, nous devrions exiger I’annulation soit le long du bord x=a, des efforts
Mx, Mxy et Tx c'est-a-dire nous avons une condition de plus que ce qui peut étre admis
mathématiquement. Afin de contourner cette apparente difficulté, Kirchhoff, introduit en 1850
en analysant le probléme de flexion des plaques du point de vue des variations, introduit une
combinaison linéaire de I’effort tranchant Tx et du taux de variation du moment de torsion
Mxy. Par suite, les conditions aux limites pour un bord libre sont a présent :

(M,),, =0 (2-26a)

oM
(Rx)x=a = (Tx - a - )x:a =0 (2-26b)
Y

Exprimons en fonction du déplacement w, la condition (2-26a) s’écrit :

0w 0w

1%
o’ oy’

( )e=a =0 (2-26¢)

Tandis que la relation (2-26b) devient en tenant compte des équations (2-18b) et (2-19a) :

3 3
oW a2
ox ox0y

( )ia =0 (2-26d)
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2-5 Dynamique des plaques

Dans la section précédente, I’équation différentielle de Lagrange (2-20) a été obtenue
en considérant invariantes dans le temps les charges extérieures appliquées sur 1’élément de la
plaque c’est-a-dire supposées appliquées lentement et progressivement pour négliger toute
accélération sensible dans la plaque. Lorsque les charges appliquées varient dans le temps, il
faut dans I’équation (2-20), introduire les effets d’amortissement et d’inertie.

2-5-1 Formulation de I’équation de mouvement

On n’examinera ici qu’une méthode permettant d’établir I’équation du mouvement de
la plaque. Cette méthode, la plus simple, permet de comprendre le sens physique de
I’équation de mouvement et des termes qui y apparaissent. Elles est basée sur le principe
d’Alembert [05,06,09] selon lequel la dérivée par rapport au temps, de la quantité de
mouvement, est égale a la somme des charges appliquées au systéme considéré.

Si nous introduisons les forces d’inertie par — phw et d’amortissement par —cw, la fonction
de charge apparaissant dans le terme de droite de 1’équation différentielle (2-20) devient :

p—ph w—cw (2-27)

Ou: p: masse volumique du matériau; h: épaisseur de la plaque; c: coefficient
d’amortissement ; w = w(X,y,t) et p = p(X,y,t). En régime forc¢, la force p(x,y,t) est a ’origine
de la réponse dynamique de la plaque.

Par suite, nous obtenons I’équation différentielle générale suivante qui régit le mouvement
dynamique de la plaque en régime vibratoire forcé :

0w 0w 0w o
D + 2 + = p—phw—cw 2-28a
( ox’ 8x28y2 8y4 )T pop ( )

En utilisant la notation :

0* o *w O*w. o'w ) o*w o*w

VViw = + + = + +
v (axz ayz)(axz ayz) ox* ox’oy’ oyt

L’équation (2-28a) peut se mettre sous la forme :

D V2Viw=p— phw—cw (2-28b)

Ayant établi I’équation différentielle générale du mouvement, il reste a voir comment la
résoudre analytiquement. Remarquons tout d’abord que I’équation (2-28) ne suffit pas pour
déterminer la réponse de la plaque w(x,y,t) ; il faut encore spécifier les conditions initiales du

mouvement : Wy = wW(X,y,t=0) et wo = w(x, y,¢ = 0) pour que le probléme soit bien posé.
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En I’absence des forces d’origines visqueuses, I’équation (2-28b) se réduit a :

D V2V2w=p— phw (2-28¢)

Nous donnons ci-aprés la solution analytique de cette €quation pour une plaque
rectangulaire simplement appuyée a ses extrémités (fig. 2-9) selon I'une des situations
suivantes a savoir en régime de vibration libre ou forcé.

2-5-2 Vibration libre d’une plaque rectangulaire simplement appuyée

Soit la plaque rectangulaire simplement appuyée a ses extrémités ayant comme
dimensions a et b (fig. 2-9). En régime libre, soit en I’absence des charges appliquées sur la

. ) D
plaque, I’équation de mouvement (2-28¢) peut s’écrire en posant 3> = P :
P

LV NV w=—w (2-29)

y

a
Fig. 2-9 Plaque rectangulaire simplement appuyée a ses extrémités
Utilisons la méthode de séparation de variables en écrivant:
w(x, y,t)=W(x,y).f(t) (2-30)

En substituant I’équation (2-30) dans (2-29), nous aurons :

d’f (1)
dt*

IBZVZVZW()C’ J’)f(t) = —W()C, J’)

En la divisant par W(x,y)f(t), nous obtenons :

VW () 1 df@)
W(x,y) f@) dr

Le terme de gauche ne dépend que de x et y seulement et le terme de droite ne dépend que de
t seulement. Alors, chaque membre doit étre égal a une constante :
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» VIVIW (x,y) —_ 1 d’f() — o’
W(x,y) f@) dr

B

Par conséquent, nous pouvons écrire :

LaJO__, (2-31)
f(@) dt
VIV (6 p) _ s (2-32)
W(x,y)

D E

Ou @’: constante et > =—=————.
ph 12(1-v7)ph

Les équations (2-31) et (2-32) peuvent se mettre sous la forme :

d’f@) . _ -
SO w100 (2-33)
VW (x,y) = AW (x,y) (2-34)
Ou:
1= 12 2-35
; (2-35)

La solution générale de 1’équation (2-33) est de la forme :
f(t)=Acos(wt)+ Bsin(wt) (2-36)

Afin d’intégrer la relation (2-34), posons :

W (x, ) = sin( ’"Z’Ssm( ”’; 1) (2-37)

Ou m et n sont des nombres entiers. Cette fonction vérifie bien les conditions aux frontiéres
d’une plaque rectangulaire simplement appuyée a ses extrémités. En effet :

0*w 0*w
+Vv

w(x,y,t)=0; M = D( )=0Pourx=aetx=0; 0<y<bh

o’ oy’
o*w o*w
et w(x,y,0)=0; M, =D(6 ~+v—5)=0poury=bety=0; 0<x<a
y X

La substitution de 1’équation (2-37) dans (2-34) conduit a :

mr 4 2 2 4
o)A ) -+
a a b b
wmn 2 mZ nZ

. 2 .
Il vient avec A, = =1 (—+—);

p a> b
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, | D m* n’ ) m*
@,, =7 E'(7+b_2)=ﬂ'g(7+?) (2-38)

La relation (2-38) représente la fréquence de vibration transversale d’une plaque simplement
appuyée. A chaque fréquence caractéristique correspond une fonction caractéristique de la
forme :

mn

W =sin( ’”Zx)sin(”’; ) (2-39)

Et une vibration caractéristique :

Wmn = Wmn (x, y)|_Amn COS(a)ﬂﬂ’l t) + Blﬂl’l Sin(a)lﬂn t)J
) ) ) (2-40)
= sm( mﬁxj Sm(mbry j [A cos(mw, t)+B, sin(w, t)]
a

La quantit¢ @,= 7’ %.(Lz+bi2) qui correspond a m = 1 et n = 1 s’appelle la fréquence
\ ph "a

naturelle fondamentale dont le mode fondamental lui est correspondant est illustré sur la
figure 2-10a. C’est une onde sinusoidale dans les deux directions x et y et la fleche maximale
se produit au centre de la plaque. Les modes de vibration qui correspondent respectivement

aux fréquences w,, et m,, sont représentés sur les figures 2-10b,c.

En additionnant ensemble les solutions (2-40), nous aboutissons a la solution générale :

W(x, y,1) = i ism[’"”j sm[”’; Y j.[Am,, cos(@,, 1) + B, sin(@,, 1)] (2-41)
a

m=l n=l

Les coefficients Amn et Bmn sont déterminés a partir des conditions initiales du probléme.
Supposons :

w(x,1,0) = o(x,y) 0<x<a (2-42a)
aa—v:(x,y,O) =y (x,y) 0<y<bh (2-42b)

Il découle alors de 1’équation (2-41) :

z zAmn Sm[mﬁxjsm[nzyj = (D(X, y) et z Zwmann Sm[mﬂ-xjsm[nzyj = W(xa y)

m=1l n=l a m=1 n=l a

Les expressions Ap, et Bn sont données par les relations suivantes en exploitant les
propriétés d’orthogonalité de fonctions trigonométriques :

25



CHAPITRE 11 : Formulation analytique de la dynamique des plaques, revue et synthése

a b
4,, :ij .f @(x, y)sin( m”x)sin(nﬂy )dxdy (2-43a)
aby a b
a b
By =—— [ [y sin(2Z5)sin( "2 vy (2-43b)
aba)mn 0 o a b

Le mouvement décrit par I’équation (2-41) n’est pas, en général, périodique. C’est un
mouvement périodique uniquement quand le rapport a/b est un nombre rationnel [10]. Si a/b
=p/q (p et q étant des nombres entiers), le mouvement présente une période :

2a2q2 2b2p2

. Les vibrations d’une plaque carrée sont toujours périodiques.

B +q") 7B’ +q°)

(c)

Fig. 2-10 Allure des modes de vibration [09] ; (a) mode fondamentale ; (b) et (c) modes supérieurs
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2-5-3 Vibration forcée d’une plaque rectangulaire simplement appuyée

L’équation de mouvement est donnée par :

2

DV = plx,pit) - ph

(2-45)

Dans le cas d’une plaque rectangulaire simplement appuyée a ses extrémités (fig. 2-9), le
déplacement transversal de la plaque est donné par :

w(x, y,1) = i i £ (t) sm[’";”jsm[”’b” Y j (2-46)

En portant 1’équation (2-46) dans (2-45), nous aurons :

D e

m=l n=l @

_J v v ) . (mrx) . (nxy i
_{php(x,y,t) z Z 0 sm[ jsm[ 5 j} (2-47)

m=l  n=1 a

Multiplions les deux membres de I’équation (2-47) par sin( mﬂx) sin( nzy ) et intégrons entre
a

0<x<a et 0<y<bh, I’équation (2-47) devient en utilisant les propriétés d’orthogonalité
des fonctions trigonométriques :

LIea® | ot (" 2y g )= i O® (2-48)
a
Ou:
0, ()= [ [ pCry.)sin(==)sin(= Z)dxdy (2-49)

La solution générale de 1’équation (2-48) prend alors la forme [10] :
m n’
S =4, COS[”Z,B(7 + ?)l‘]

2 2
. 4
+ B, sin[ 7> B+ )]+
a

(2-50)

2 2

V4 abph,b’(er 2)
a b
j 0 (Osinl B +-). (= 2)ld7]
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Par conséquent, a partir de I’équation (2-46), la solution générale de I’équation (2-45) devient
finalement ;

w(x, y,t) = i iAmn sm(mﬂxj [ jCOS[ﬂZ,B(m—ZZ +Z—z)t]
a

m=1l n=l a

+i iansm[mmj [ j in[z* 5 e z)t] (2-51)

m=1l n=l

4 R 1 . (mrx) . (nxy
+— sin sin
zzabph,b’z z mf2 n’ [ a J [ b J

j 0, (0)sin[z* A5 +25) (¢ - 7)ld
0 a- b

2-5-4 Exemple d’application

Soit une plaque rectangulaire simplement appuyée a ses extrémités ayant les dimensions a et b
(fig. 2-9) supposée initialement au repos a I’instant t = 0. Déterminer la réponse dynamique de
la plaque dans chacun des cas de chargement suivants :

Charge uniformément répartie d’intensité constante po
- Charge uniformément répartie sinusoidale p = p,sin(@t)

- Charge uniformément répartie cosinusoidale p = p, cos(at)

a) Cas avec p(x,y,t) =po

A cause des conditions initiales imposées (plaque au repos : w(x, y,t =0) =0; w(x, y,0)=0),
les Amn €t Bmn de 1’équation (2-50) qui représentent I’effet de la vibration libre sont nulles.

Par suite, la fonction an donnée par I’équation (2-49) s’écrit :
b

O, —'[ '[po sin( ™ )sm( )dxdy = pgab (1-cosmz 1-cosnrx)
7*mn

0

4p,ab
imn

En substituant I’équation (a) dans (2-50), nous obtenons :

soit :  Qmn =0 simoun pair. D’ou Quy = si m et n impairs (a)

16 ’
Sr®) = Bo—[sin[z’ ﬁ(—+—) (t-1)ldz
V4 mnph,b’(—+ Ty
a b
16p, s omb n’ _ _
= R [1 —CoST ,B(a—2+b—2)t] pour m=1,3,... et n=1,3,... (b)

7°mnphf3? (a—+ bz
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Nous aurons finalement en remplagant (b) dans (2-46) :

lop, &< 1 . (mrx) . (nxwy
b ’t =
w(x, y,t) = Z Z ER— 2sm[ Jsm[ 5 J

phﬂ m=1 n=l a
n(—+—
(a b?

2 2

x[1—cosx ,B(—+ bz)t] pour m=1,3,... et n=1,3,... (c)
a

Dans le cas ou la charge p (x, y,t) = p, est une charge concentrée et appliquée au centre de la
plaque, on aura :
N .mﬁx.nﬁy‘mﬁ.nﬁ
w(x, y,t —— Sin Sin sin| —
T el G M S L T 6
a> b

2

2
x[l—cos;zzﬂ(m—2+Z—2)t] pour m=1,3,... et n=1,3,... (d)
a

b) cas avec p = p,sin(@?) :

Les Amnet Bmn étant nuls, les fonctions an(t) données par I’équation (2-49) sont :

0, @)= posm(a)t)j .[sm( )sm( )dd —bsm(a)t)(l COSH’UZ)(I COSI’Z/Z')
7imn

4 PR . .
}Zoab sin (@t) si m et n impairs (e)

$0it : Qmn = 0 si m ou n pair. d’ou Quy =
mn

En introduisant 1’équation (e) dans (2-50), nous obtenons :

fu) =P Jsin @0 sl "+ 1) 1)
7z4mnph,b’(m—2+ 2)0
a
_ l6p,
2o+ T mnlrt B Y - )
a b

2 2 2 2
><[7r2,8(m—2+Z—2)sin(c?)t)—c?) sin{;rzﬂ(m—2+Z—2)t}] pourm=1,3,... etn=13,... ()
a a

Nous aurons finalement en remplagant (f) dans (2-46) :

16p, S S 1 . [(mrx) . nﬁyj A
s Vot) =—— Sin sm|—— |;SIn(wt
M= 2 2 [aj(b @0

=1,3,5...n=1,3,5... mn[ﬂ-4ﬂ (’;17 + ) (0’\))2]
1
oooom? o m’ n’ A
h mn(a—z+b—2)[ﬂ4ﬁ2(a—2+b—z)2—(a})2]

x sm[’"”jsm[”zy jsin[fzzﬁ(’"—f S, (2)
a
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¢) Cas avec p = p, cos(d?) :

Les Amn et By étant nuls, les fonctions Qmn(t) données par 1’équation (2-49) sont :
b a

0, = p, cos(® t)'[ J.sin( mﬁx) sin( n”y)dxdy = pg_ab cos(@ t).(l —Cos mﬁ)(l —Cos nﬂ)
b T mn

0 0 a

4p,ab

2
Tmn

= Qumn =0 si mou n pair. D’0t Quy = cos(@t) si m et n impairs (h)

En introduisant 1’équation (h) dans (2-50), nous obtenons en fonction de la pulsation w,  (éq.
2-38):

fon () = L} cos (@) sin [w,,,.(t —7)]dr

2
' phmno, "

nn

En utilisant les transformations trigonométriques suivantes [11] :

1 . 1. .
COSMX COS X = E[cos(m + n)x + cos(m —n)x] ;sin mxcosnx = E[sm(m +n)x +sin(m—n)x] ;

. . 1 ) . .
sin mx sin nx = E[—cos(m + n)x + cos(m — n)x], nous aboutissons a la relation:

16p, coswt—cosw,, t

S ()=

- - (@)
7’phmn (@), — @)
Apres une série d’intégration successive, nous obtenons finalement en remplagant (i) dans (2-
46) :

16 SRR ot — t . . :
W yf) = 2p0 T3 oS @t —Cos @, Sm[m;zxjsm[nﬂyj 0

7T ph wA3s, n35,. MN. (a)jm _032) . a b
Ce qui est bien le résultat donné par Ventsel dans la référence [09].

Dans le cas ou la charge p = p, cos(@?) est une charge concentrée et appliquée au centre de
la plaque, on aura :

0 0

4 ot — r . . . .
=gl 3 3, S eaton( 2 Jin 2o 22 {222 0

abph m=1,3,5,.n=1,3,5,... n a
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3-1 Généralités

Nous rappelons dans ce chapitre, en premier lieu, d’une fagon succincte et sous forme
matricielle les équations fondamentales de la théorie d’élasticité applicables & un probléme
plan en tenant compte des effets dynamiques. Il s’agit en second lieu de montrer comment
obtenir par le biais essentiellement du principe des travaux virtuels, la forme faible de la
mécanique du solide qui constitue I'ingrédient essentiel de la méthode des éléments finis.
Nous montrons en troisiéme lieu, comment passer a la discrétisation spatiale ou géométrique
par la méthode des éléments finis en vue de formuler I’expression discrétisée des équations
d’équilibre de mouvement d’un probléme plan non stationnaire du type de second ordre. Nous
indiquons en dernier lieu les techniques de programmation utilisées dans le programme
STRUDLS.FOR en vue d’implémenter les matrices ¢lémentaires de masse, d’amortissement
et de rigidité ainsi que I’opération liée a leur assemblage.

3-2 Equations fondamentales et forme différentielle forte de la mécanique du solide

On rappelle dans le tableau 3.1 les équations fondamentales de la théorie d’élasticité et
présenter sous forme matricielle (puisque mieux adaptée a la programmation) d’un solide bi-
dimensionnel soumis, a un instant t donné, a I’action a la fois des sollicitations de surface ou
volumique, statique et dynamique. Les déplacements, déformations, contrainte et équations
d’équilibre sont donnés en coordonnées cartésiennes.

Tableau 3-1 équations fondamentales de la théorie d’¢lasticité

Relation Ecriture matricielle
1- Loi de Hooke o =De

2- Equations géométriques e=Lu
3-Equations d’équilibre L's+b=0

4- Conditions imposées sur les bords | Ac=f

A condition d’adapter les définitions appropriées de divers vecteurs (matrices
unicolonnes) et matrices (tableau 3-2), les équations s’appliquent a I’état plan de contrainte ou
de déformation mais peuvent étre facilement généralisable a I’état de contraintes a trois
dimensions. Dans le méme esprit, les notations ) (domaine) et I' (sa frontiere) peuvent porter
sur un domaine tri ou bidimensionnel.
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Tableau 3-2 Définition des quantités matricielles dans la mécanique des solides plans

X O-\’
x| b, u
= = = E=1¢ o=<0
X y by u v Y Y
yxy TY_}
P I v 0
D= ~|v 1 0 | (état plan de contrainte)
l-v I-v
0 0
2
P I-v v 0
= -V 0 (état plan de déformation)
(1+v)(1-2v) 1-2v
2
e=1Lu ; o=De¢ ; LTO'+Z_7—CI:l—p;/l.=O
9 K
LT _ 8)6 ay A _ nx 0 n}
0 & 2 0 n n,
oy Ox
Ao=f

De la méme maniere, on partage la frontiere du solide (I') en deux parties I'y et I'r de
telle facon que I' =TI', U I'¢ (fig. 3-1) ou I’on distingue :

- Iy = la partie appuyée (déplacements imposés, tractions de bord = réactions
d’appuis)
- I'r=1a partie libre (déplacement inconnus, tractions de bord imposés)
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Fig. 3-1 Solide et sa frontiere

Dans la suite, les quantités imposées seront surlignées pour mettre en évidence qu’il

s’agit de valeurs connues (par exemple, u : déplacements imposés sur I',, f : tractions

imposées sur I', pouvant ou non dépendre du temps, b : forces imposées par unité de volume
dans le domaine Q).

2 (1)

: .. ou . ,
En fonction des forces d’inertie ( pF=pu ; p: masse volumique supposée
t

constante) qui s’opposent a I’accélération de la masse et des forces éventuelles

d’amortissement d’origine visqueuses c’est-a-dire s’opposant linéairement a la vitesse (

ca— =cu ; ¢ : constante d’amortissement du milieu considéré), le vecteur des sollicitations
t

exprimé par unité¢ de volume de Q peut s’écrire :

b=b—pu-cu (3-1)

De maniére générale, la solution générale des problemes de la mécanique des solides
revient a résoudre le probléme suivant :

o =Ds (3-2a)
&=Lu (3-2b)
L'c+b=0 (3-2¢)

Avec les conditions aux limites :
u zasurFM,Aa =]_“sur1“f (3-3)

Et les conditions initiales liées au déplacement et a la vitesse:

u, =u, et uo =1u, (3-4)

Ou u, et u, étant respectivement le déplacement et la vitesse imposés a I'instant initial t = 0.
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Pour en simplifier la solution, on cherche a ¢liminer certaines inconnues pour aboutir a
un systeme d’équations restreint ne comprenant plus que les inconnues de la méme nature. La
solution en fonction des déplacements est la plus simple a établir en tenant compte de la
variable temps additionnelle. Les deux premiéres équations de (3-2a et 3-2b) permettent
d’exprimer les contraintes en fonction des déplacements :

o=DLu (3-5)

Dés lors, il suffit de substituer cette expression dans I’équation d’équilibre (3-2c) et dans la
deuxiéme condition aux limites type force ou naturelle (3-3) pour se ramener, pour les
déplacements inconnus, aux équations suivantes :

[ (DLu)+b—cu = pu  surQ (3-6)
Avec :

u=usurl, (3-7a)

ADLu=f sur T, (3-7b)

u, =u, et uo =1u, (3-7¢c)

Ces équations représentent la forme différentielle (ou forte) de la mécanique du solide
d’un probléme non stationnaire i.e dépendant du temps ou en particulier d’un probléme quasi-
statique si les effets des forces d’accélération et de vitesse sont négligeables. On remarque
que le systéme d’équations différentielles non stationnaires (3-6) c’est-a-dire dépendant du
temps est du second ordre puisque la matrice opérateur L contenant les dérivées du premier
ordre s’applique ici deux fois.

En conclusion, la solution basée sur la forme différentielle de la mécanique du solide
revient a résoudre le systeme d’équations différentielles du second ordre (3-6) en tenant
compte des conditions aux limites (3-7a,b,c). Une fois les déplacements connus, on en dérive
les contraintes correspondantes par I’application des relations (3-2). En pratique, hélas, cela
s’avere extrémement difficile hormis quelques cas particuliers ¢élémentaires. Les problemes
difficiles ne peuvent étre résolus qu’en partant de la forme faible [12,13,14] en utilisant le
principe variationnel d’Hamilton ou des déplacements virtuels qui seront exposés ci-apres.

Remarque :

L’équation différentielle (3-6) conduisant a [’équation différentielle d’équilibre
dynamique suivante :

LTG+Z_)=pu+cu (3-8)

Représente ’expression locale connue de la loi de conservation de la quantité de mouvement
(ou de la troisieme loi de Newton), selon laquelle le taux d’accroissement de la quantité de
mouvement de I’ensemble des particules constituantes d’un corps est égal a la somme des
forces extérieures appliquées sur les particules. Si la grandeur de la masse est indépendante du
temps, il est possible d’écrire :
[bdQ+ [ far - [cudQ=[ pudQ (3-9)
Q Q Q

Ly
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3-3 Principe des déplacements virtuels et forme faible de la mécanique des solides

Ce principe joue un role capital dans la formulation des équations de mouvement d’un
solide moyennant quelques transformations intégrales et constitue ’'ingrédient essentiel dans
la discrétisation par la méthode des éléments finis.

3-3-1 Théoréme intégrale (ou théoreme de la divergence)

Si (Q) est un domaine tri ou bidimensionnel, I" sa fronti¢re et @ = ®(X') une fonction

scalaire sur €, le théoréme intégral connu des mathématiques définit la relation suivante entre
les intégrales sur Q et sur I :

j Q= jcpndr

ou pour i =1,2 (,3), Xi = X,Y(,Z) et n; = nx,ny(,nz) (les cosinus directeurs de la normale
extérieure a la frontiere I'). Si l’on pose @ = f(X).g(X), on en tire en dérivant par parties :

jf — Q= jfgndr jg—dg (3-10)

Ce théoreme est la clé¢ des transformations intégrales, connu aussi en mathématique
par la formule de Gauss ou de green.

3-3-2 Formule générale du principe des déplacements ou des travaux virtuels

Soit, a un instant donné t, un corps solide déformable en équilibre soumis a 1’action
des charges réelles de surface ( f : tractions de bord) et de volume (5 ), toutes connues (fig.

3-2a) et a I’action des forces d’inertie ( pu)et d’amortissement visqueux (cu ). Il se produit
en tout point M (€ Q) des états réels de containtes (o), de déformation (g) et de déplacement

(u).

Imposons un déplacement virtuel oSusupposé petit mais quelconque (fig. 3-2b) et
exprimons le travail virtuel effectué par I’ensemble des charges appliquées (5 WE) et par les

forces intérieures (5W,)
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dr -
T

Fig. 3-2 Déplacements virtuels

En notant que le travail élémentaire d’une force est le produit de I’intensité de la force
et du déplacement de son point d’application dans la direction de son support, alors, il est
possible d’écrire, au cours du déplacement virtuel du de leur point d’application, pour les

forces de traction de bord (?), de volume (5 ), d’inertie ( p;/l.) et d’amortissement (CI:l) la
formule suivante :

W, = [64"bdQ+ [ & fdT + [ " fdT ~ [ " pudQ~ [ Su” pudC (3-11)
o) T, r, O o)

t

Evaluons le travail virtuel dans un élément de volume élémentaire parallélépipédique
droit (dQ2 = dxdydz) que nous supposons d’abord sollicité seul par une contrainte normale oy
(fig. 3-3). Alors:

Fig. 3-3 Définition du travail
Sevdx ¢lémentaire d’une force intérieure
X

oxdydz

odW, (o) = o dydz.0os dx = o _os dQ
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On peut obtenir de la méme maniére des expressions analogues pour les autres
contraintes en faisant remarquer que chacune des composantes de contrainte provoque un
déplacement sur lequel aucune des autres contraintes n’effectue de travail. Par suite, le travail
virtuel effectué par les efforts internes peut étre considéré comme la somme de chacune des
composantes des travaux virtuels des efforts dus aux contraintes :

odW, =&dW,(o,)+dW, (o,)+cdW (T, )
Le travail virtuel total sur I’ensemble du domaine Q s’écrira alors:

W, = [66" o dQ.. (3-12)
Q

L égalité : oW, = oW exprime le principe des déplacements virtuels (ou des travaux

virtuels) que nous pouvons énoncer de la maniére suivante: a un instant t, un solide
déformable est en équilibre, si le travail virtuel des forces appliquées y compris les forces
d’inertie et d’amortissement est égal au travail virtuel des forces intérieures, pour tout
ensemble de déplacements virtuels et de déformations virtuelles qui deérivent de ces
déplacementsy.

NB: Il est possible de retrouver (ou vice-versa) les équations d’équilibre (3-2) en
transformant I’intégrale oW, = I de" o dQ . Soit pour un état plan de contrainte :
Q

W, = [ (06,0, + 52,0, +5y,,7,,)dQ. (3-13)
Q

En posant : d¢ = Ldu, et en faisant usage du théoréme intégral (3-10), il est possible d’écrire :

S A
n n.
W, =<§u§v>(j{ : }} o, tar - [| & ] %y o, 1dQ)
r 0 n, n, r ol 0 — — r
w oy ox T
— jauTAadr—jauTLTadQ (3-14)
Q T

Et, en observant qu’en retranchant cette expression de celle de (3-11) de dWg, I’intégrale sur
la partie I'y de I' s’annule, nous aboutissons a 1’expression suivante :

W, — W, =j5uT(LTa+b)dQ—j(suT(Aa—7)dr=0 (3-15)

r,

Puisque les déplacements virtuels sont, par définition, quelconques, cette équation n’est vraie
que si les deux expressions entre parenthéses sont identiquement nulles, ¢’est-a-dire :

I'oc+b=0 surQ et Ao—f=0 surl}y (3-16)
Par conséquent, ces conditions se confondent avec les conditions d’équilibre internes
(3-2) et les conditions aux limites (3-3) qui traduisent les conditions d’équilibre du solide

soumis a des charges données b sur Q et f surl%y.
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3-3-3 Cas du champ virtuel compatible avec les appuis

L’expression du travail virtuel externe se simplifie (la troisieme intégrale du second
membre dans (3-11) disparait) si le champ virtuel du est tel qu’il s’annule aux appuis (ce qui
signifie aussi que les réactions d’appuis ne travaillent pas) :

ou=0 sur I, (3-17)

Un tel champ est dit cinématiquement admissible et le principe des déplacements
virtuels, oW, = 6W ., s’écrit alors simplement :

[6c"cdO+ [6u" pudQ+ [ i cudr=[8u" b+ [6u” fdr (3-18)
Q Q Q Q

Y

C’est sous cette forme intégrale dite faible qui sera utilisée dans la formulation des
équations algébriques par la méthode des ¢léments finis.

NB: I’égalité des travaux garantit I’équilibre du solide en fournissant les équations
d’équilibre différentielles internes. La démonstration établie n’a fait aucunement appel a la
nature du matériau. De ce fait, le principe des déplacements virtuels s’applique méme s’il y a
dissipation d’énergie en plasticité par exemple.

3-3-4 Principe variationnel de Hamilton

Une autre méthode permettant d’éviter les équations différentielles d’équilibre (3-2)
consiste a utiliser les grandeurs énergétiques scalaires sous forme variationnelle. Le principe
variationnel le plus généralement applicable est le principe de Hamilton qui stipule que la
somme de la variation d’énergie cinétique (6E.) et potentielle (6E,) et de la variation du
travail effectué par les forces non conservatives (6 Wyc), prises pendant un intervalle de temps
quelconque [t;,t2], est identiquement nulle. On peut I’écrire par la fagon suivante :

j S(E, —E, +W,)dt =0 (3-19)
0 étant la variation subie pendant I’intervalle [t,t,].
L’énergie cinétique solide est par définition donnée par:
1 -,
E =] JPW)*dO (3-19a)
Q

Et I’énergie potentielle, qui représente simplement 1’énergie de déformation interne (U) du
corps solide, est donnée par:

1
E, =U=J5D(5)2 dQ (3-19b)
Q
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Les forces non conservatives du systéme sont constituées des forces agissant sur le systéme
i.e I’amortissement et toutes les autres charges extérieures arbitrairement appliquées. La
variation du travail effectué par ces forces peut s’exprimer comme dans le cas de la formule
(3-18) ; soit:

oW, =—[ 8 cud+ [ & bdQ+ [ " fdr (3-19¢)
Q Q

1y

En reportant les équations (3-19a,b,c) dans 1’équation (3-19) et en prenant la variation du
premier terme, nous aboutissons a :

([0 puda- (670 d—[5u cudQ+ [ bdQ+ [ F...dDydi =0 (3-20)
J‘ J‘ Q Q Q

nQ T,

Le premier terme de cette équation peut a présent étre intégré par parties comme suit :

Ij(j&[f pudQ)ds =J&4T‘:pL.tdQ—if(J.§qu;;dQ)dt (3-21)
L Q Q n 0

Ou o u = % . Avec dunulle aux bornes d’intégration t; et t; (par hypothéese), le premier

terme de (3-21) s’annule. Par suite, si on reporte la relation (3-21) dans (3-20), le résultat
peut s’écrire :

T(—jéquZdQ—jagTon—j(suTcitdQ+j5z/z3d9+ [ fdryde =0 (3-22)
Q Q Q

4 0 r,

Cette équation est bien entendu ne peut étre satisfaite que si le terme entre parentheses est
nulle , ¢’est-a-dire nous retrouvons la méme équation (3-18). Notons que contrairement au
principe des travaux virtuels, les quantités o et ¢ utilisés dans 1’expression de I’énergie de
déformation interne (U) sont liées par une équation constitutive (D) et qu’il faut dériver en
tenant compte lors de la dérivation si le matériau n’est pas isotrope et linéaire. C’est pourquoi
la suprématie du principe des travaux virtuels par rapport a tout autre principe a base
énergétique.

3-4 Application aux cas particuliers des structures : poutre et plaque

L’application aux structures formées de poutre ou de plaque est immédiate. Il suffit de
connaitre les expressions des travaux virtuels oW, et oW ..

3-4-1 Cas des poutres prismatiques
La théorie classique des poutres admet que :

- les sections restent planes apres la déformation et demeurent perpendiculaires a 1’aire
de la poutre déformée (hypothése de Navier-Bernoulli, fig. 3-4).
- Les contraintes oy , 6, et Ty, perpendiculaires aux fibres restent négligeables.
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En tenant compte de ces hypothéses et en notant pour les déformations associées a I’effort
normal Ny et au moment flechissant M, les quantités suivantes :

e, =uy et y,=-v, (3-23)

L’indice 0 exprime la référence par rapport a I’axe moyen de la poutre. Le travail virtuel aura
pour expression :

1
W, = [(Je,N, + M. )dx (3-24)
0

Uo

x(u) N B S gdi
Y A
M= [6ydA
‘A
Vo A X
V —
o (a) (b)
lZ‘ G . ' - anel : ~1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, H’ \0 Sln aO ~ ao = VO ao . ang e petlt Cosao =
U, —v@y7 N ux) = u, —a,y; vor y=y+ v+ y(1-cosay)
y(v) ‘\9
Q,

Fig. 3-4 Structure de poutre

Ce résultat qui fait intervenir 1’effort normal Ny et le moment fléchissant M, fait appel aux
contraintes d’équivalence statique de la figure 3-4b. Manifestement, les efforts Ny et M,
jouent ici le méme role que les contraintes ¢ dans le cas général de 1’élasticité
tridimensionnel, et de méme les quantités virtuelles ou'(dilatation virtuelle de I’axe de la
poutre) et — &" (sa courbure virtuelle) s’apparentent aux déformations virtuelles de.

En ce qui concerne o/, on peut se ramener au travail virtuel des forces appliquées a I’axe.

Les charges respectives g, et g, par unité de longueur (Fig.3-5) remplacent alors les forces

de volume b de I’élasticité tridimensionnelle et les forces 7,,, 7, et le couple 7,,les

tractions de bord 7 ou :

le)

rBX

rBY

~I
Il

Tpo
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Fig.3-5 : Equivalence des forces appliquées sur la poutre

Le travail virtuel des réactions d’appuis (rax, ray, rae) €tant nul (dua, Ova, 004=0:
encastrement) et I’expression de oW se réduit a :

/
W, = j (UG, +vG,)dx + iy Py + Oy Py + 00y T (3-25)
0

NB: Si a la place des charges réparties g, et g, la poutre étant chargée par des forces
I}

le terme I (ougq, +06vq,)dx dans la relation (3-25) doit €tre remplacée
0

concentrées P, et Pyl,

r: > (u; P, +6v, P,)dx.

3-4-2 Cas des plaques

On adopte la méme démarche que dans le cas d’une poutre. Sachant que les déformations &y et
Yxy ONt pour expressions (paragraphe 3-2) ; w=w(x,y) étant le déplacement transversal de la
plaque :
P =_262w 0w p :_2282w

¥ o’ v P xy ox Oy (3-26)

Il est possible d’effectuer dans 1’expression générale de travail virtuel I’intégration selon z sur
I’épaisseur e de la plaque :

W, = [ (5,0, + 5,0, + 5y ,,7,,) dQ
Q

P ) S0 2
=—” 65;4}.[ za’z+a '[a a’z+2a jr zdz |dxdy
Jooxt e, oy’ ox oy *,
2 75 75
2 2
=]I|- o oy M, aévay_zaoway dx dy (3-27)
- o’ oy Ox Oy

Si I’on désigne encore les courbures associées aux moments My, My et My, par xx, Xy €t Yxy
ie:
o’ w o’ w o’ w

= — L= — _2
A ox* %, 2 & Ox Ox
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On obtient :

oW, = [[(5y. M. +¢,M, + Sz, ) dxdy (3-28)
A

Ou nous avons d’aprés la théorie de la flexion pure des plaques :

D
M. =D +vx,) M,=D(x,+vx) My=>0=vx,  (-29)
Avec D étant la rigidité flexionnelle de la plaque définie par la relation :

Eé’

T 12— (-390

Si dw est cinématiquement admissible i.e ow = 0 sur I’appui simple, 5\41:83.514/:02‘1
n

I’encastrement et 6w = 0 a chaque angle appuyé, le travail virtuel des réactions est nul et il ne
reste que celui des charges données. S’il n’a pas d’autres charges que la charge transversale
soit g , on aura par exemple pour le travail virtuel externe :

W, = [[ dwg dxdy (3-31)
A

3-4-3 Concept des variables généralisées

En développant les équations des travaux virtuels, nous avons observé que les efforts internes
d’une structure par exemple Ny et M, d’une poutre et les déformations correspondants & et yx
qui leu sont associés jouent le méme role que les composantes des vecteurs contraintes et
déformations dans le cas général de I’état de contrainte a 3D. Dés lors, il est naturel de les
qualifier des contraintes et des déformations généralisées. Par suite, en admettant que les
déplacements virtuels dv sont cinématiquement admissible (dv=0 sur I'y), le principe des
déplacements virtuels peut s’écrire de la maniere analogue a la relation (3-18) :

[oe"od=[ou"b d+ [ou’ f dT (3-32)
Q Q

I,

S’il s’agit du cas général de la mécanique du solide, v=uet I'y, =T, , et tous les vecteurs
intervenant dans (3-18) conservant leur définition initiale comme dans la section 3-3. Dans les
autres cas, leur définition dépend du type de structure considéré, par exemple :

- Poutre (A=)
= {uo} b= zx _CL‘IO _p'Lfo (3-33)
Vo g, —CV =PV

=t ol o )
&= = —> 0= =D¢ D= (3-34)
4 Vo M, 0 EI
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- Plaque (Q=A)

u={w) b={g —cvw-piv} (3-35)
_82w
2
X, azx Mx . 1 o 0
oy I-v
ny aZW Mxy 0 0 2
- Ox Oy
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3-5 Forme discrétisée par éléments finis

La solution analytique de la forme intégrale (3-18) est en général inaccessible. On est
donc conduit a chercher une solution approchée par une méthode numérique soit par la
méthode des ¢léments finis. Notons que cette derniére est un cas particulier de la méthode de
Galerkin vu que le champ de déplacement et la fonction de pondération sont considérés
appartenir au méme espace de dimension finie représentant ici les déplacements.

3-5-1 Discrétisation géométrique du domaine
Le domaine () est décomposé en sous domaine (QF) forme géométrique simple (les
¢léments) reliés entre eux en des points appelés nceuds. Cette opération s’appelle le maillage

comme pour le domaine plan rectangulaire illustré sur la figure 3-6 discrétisé en 12 éléments
reliés entre eux par 20 nceuds. Ecrivons alors la forme intégrale (3-18) sous la forme :

w=3w, (3-37)

Ou W, est la forme intégrale élémentaire (i.e pour I’élément e) et m représente le nombre
d’¢éléments du maillage.

Figure 3-6 : Domaine plan discrétisé
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3-5-2 Représentation élémentaire (ou locale) du champ de déplacements

3-5-2-1 Cas d’un élément fini de plaque non-conforme

Soit un élément rectangulaire de plaque mince, représenté sur la figure 3-7a. En

chaque nceud, on associe 3 inconnues a savoir la fleche (w) et les deux rotations (ou pentes)
ow ow ) . ,

0. =8_ et 0, =6_ dont les sens de rotation positifs sont montrés sur la figure 3-7b.
x y

L’¢élément a alors au total 12 degrés de liberté [15,16,17,18].

1 (c) Triangle
> 3,8 ¥ de Pascal
2 ¥ x? ¥ ¥

e
8, !
/% (b) Convention
P Y de signe
X Ty (2)

Fig. 3-7 Elément fini de plaque non-conforme a 12 degrés de liberté par élément

Choisissons un développement polynomial incomplet mais conservant son isotropie
(fig. 3-7¢) de 4°™ degré :

w(x,y)=b, + b,x +b,y +b,x* +bxy+b,y> +bx’
+bx’y + byxy® +by,y* + b, X7y + by xy’ (3-38)

a- Convergence : L’ordre des dérivées, m = 2, dans la forme faible réclame :

N o . . ow "
e une continuité C', relative & la fléche w et & la pente normale n aux fronticres, pour
n

aboutir a un élément conforme ;
¢ un polynéme au moins complet au degré 2.

La continuité de la fleche est ordinairement aisée a réaliser, et assure simultanément celle de

) ow o ow .
la pente tangentielle 2 Par contre, la continuité de la pente normale a—pose de tres
s n

difficiles problémes. Le polynome (3-38) satisfait a I’interprétation physique du critére (C) :
étre complet puisqu’il peut représenter pour une plaque mince :

1) les modes rigides (w = b;: translation paralléle & w, w = byx : rotation autour de Yy,
w = b3y : rotation autour de x notée 0y),

2) les déformations généralisées constantes (yx = -2bs, Yy = -2bg, Yxy = -2bs).

45



CHAPITRE 111 : Discrétisation par la méthode des éléements finis

b) Difficulté de conformité

Les termes quartiques dans le polyndme (3-38) sont tels que le long des fronticres de
I’élément (x = cte, y = cte), la fleche varie cubiquement et la pente paraboliquement. Cette
fleche est définie par 4 valeurs et continue (par exemple pour le coté 4-3 ; x = a, la fleche et la
pente aux deux nceuds : 4 et 3). Les coefficients indéterminés qui sont en nombre de 4
peuvent étre alors calculés de fagon unique en exprimant les composantes de déplacement des
nceuds 4 et 3 en fonction des coordonnées nodales. 1l ne restera alors que 2 valeurs (la pente

ow . . . C .,
normale — aux 2 nceuds : 4 et 3), insuffisante a garantir la continuité de la pente normale ;

ox
celle-ci étant parabolique, elle exige trois degrés de liberté signifiant aux 2 pentes normales
: ow| ow| . . : S .\
existantes en 4 et 3 (6_ ,—| ), il faut ajouter une pente normale soit a mi-frontiere par
x|, Ox|;

exemple.

L’¢lément est donc non-conforme mais il conduit malgré tout a des résultats satisfaisants. I1
est alors convergent au sens du critere de convergence C. En effet, lorsqu’on subdivise
toujours plus finement, on tend dans chaque élément vers un état de déformation constante.

c- Matrice de rigidité et le vecteur des forces nodales

Exprimons 1’équilibre de I’¢lément en écrivant le principe des travaux virtuels :
[82; 0y dQ, = [SwpdQ, (3-39)
Q0 Q0

Ou d’apres les relations des déformations et des contraintes généralisées (3-34) :

_azw
Zx 88;(:2 Mx 1 \% 0 Zx
w
Ey=Xo = Zy = —ayz ;GOZM(): My =DJlv 1 10 . Zy (3-40)
-V
ny _2 aZW Mxy O 0 2 Xy
Ox0y

N 3
SyiM,dxdy = |Swpdxdy Avec D=E—e
JO o JO 12(1-v)

On obtient via (3-38), la matrice de rigidité k et le vecteur force f de I’élément en choisissant
une approximation appropriée du champ:

w=N.d (3-41)

avec ow= Nod et ¢, =Bdod =0y, ; o,=M, =Dy, = DBd ; ce qui nous permet d’avoir :

&d" ([ B"DBdQ,).d — [ N" pdQ,) =0 (3-42)

Q, Q,
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Soit :

od (kd-f)=0 < kd=f ; od" étant arbitraire.
ou :
k = j B'DBAQ, et f = j N7 pdQ, (3-43)
Q, Q,

Evaluons maintenant explicitement les fonctions d’interpolation n; en exprimant les 12 degrés
de liberté de I’élément en fonction des coordonnées nodales (figure 3-7a). La relation (3-38)
conduit a :

w, 100 0 0 0 O O O 0 0 0 |[b
0, 010 0 0 0 O 0O O 0 O 0 ||b,
. o001 0 0 0 O 0 O 0 O 0 ||b,
W, 10ob 0 0 b 0 O 0 b 0 0 ||b,
6, [0 1.0 0 » 0 0 O b 0 0 b ||b
2 ]00 1 0 0 2 0 0 0 3 0 0 || b (3-44a)
= -44a
Wy 1l a b a® ab b* a a’b ab> b a’b ab’ ||b,
0., 01 0 2a b 0 3a®> 2ab b° 0 3a’h b ||b,
0, 00 1 0 a 2 0 a* 2ab 3> a 3ab’||b,
w, 1l a 028 0 0 &« 0 0 0 0 0 ||b,
6,/ [0 1. 0 0 b 0 0O O B 0 0 b ||b,
0, (001 0 «a 0 0 a 0 0 a 0 |b,
Ou symboliquement
d=Ab (3-44b)
Soit inversement:
b=A"4d (3-45)

Il est possible de résoudre 1I’équation (3-45) et obtenir ’expression explicite de la
fonction de déplacement (3-38) conduisant en utilisant un systéme de coordonnées
normalisées (£, 7 :figure 3-8) a I’expression suivante :

w(&,m) =D ~(1+LC)A+nn )R+, +nm, - —n’)w,

I

4 a 5 ~ 6_W
# DG IHE) ME ~ D)

4
=1

0 | —

' ;%m A+ &)+ mm,)" (o, —1)(%) |

i

=2 n(¢.md, (3-46)

47



CHAPITRE 111 : Discrétisation par la méthode des éléements finis

Ou ¢ =z(x—x0) ' n =%(y—y0) ; (x,,7,) : coordonnées centroidal de 1’élément de la
a

plaque; —1<{ <let-1<p<l.

n
N
2(-1,1) 3(1,1)
<
I—lJ
1(-1,-1) 4(1,-1)

Fig. 3-8 Systéme de coordonnées normalisées

En substituant I’expression (3-46) dans (3-43), nous pouvons obtenir explicitement pour la
matrice de rigidité élémentaire :

J-.[[G n, 0’ n; 82ni 52”, o’n, 0’ n; 52”, o’n,
. —+V L4 —.
ox® ox’ 8y2 oy’ o oyt ot oy’

2 2

(3-47)
+20-n2

dxd
8x8y 8x8y] i

Exemple : calculons le terme de la matrice de rigidité qui correspond a l’effort dans la
direction verticale du nceud 3 est di a ’action du déplacement vertical du nceud 2.

D’apres la numérotation des degrés de liberté adoptés dans la figure 3-9, le terme de la
matrice de rigidité correspond a I’¢1ément k74 . La numérotation des noeuds correspond a celle
adoptée dans le programme STRUDLS soit dans le sens des aiguilles d’une montre.

n
2(4,5,6) 3(7,8,9)
u é:
1(1,2,3) 4(10,11,12)

Fig. 3-9 Steering vector - cas de I’¢lément a trois degrés de liberté par noeud
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En sachant que: §=E—let 77=27y—1;dxdy=|J|dgd77; |J|=a7rb01‘1 |J|étant le
a

déterminant de la matrice Jacobienne (voir le cours d’éléments finis) ; si f(x,y) = f(<,7n)

oLt e O
ox s " oy b) on*  ox*d*y \a)\b)dcon’

s’écrira :

11 2 2 2 2 2 2 )
k74:D.”[128n27'428nz4+128n27'428n;+126v28n278n;+8n48n7)
Shatogt at og? bt om’ bt om’  a’h’ og* on® 04

32(1-v),0’n, 0°n,
Yo azon acon )] @)

A partir des fonctions de déplacements (3-46), nous avons pour k =4 (nceud 2 : wp ) ouk =7

(nceud 3 : w3): 77k(§,77)=%(1+7777k)(1+§§k)(2+§§k +nn, —¢* —n?). Alors, nous aurons

respectivement pour les dérivées secondes :

O'n _1 O 1 3

PV —2(14‘77771{)(41( =360 -1 ; on’ —4(14‘;;1{)( 3nmn, =1

snk :l(4§k77k_2(§k77+§77k)+2§k77k(_§§k+7777k)_3§k277k(§2+772) (b)
gon 8

Oou (¢,,n,)=(=Ll) et (1,1). En substituant (b) dans (a), on peut écrire :

k,=DU,+1,+1,+1,+1) =£[10(£)2 —20(2)2 +4v—14] ou:
S5ab b a

:4%}1 jl(lm)( 9 )dédn— b s 1, = 423{ jl(l oo )d;dn——

|4 - |4 4
j j (+m=Odgdn=—=; I =7 [ [+ 1+ )-9¢mdddn=—-

-1 -1

1 1

wal |- 4[4—3(;2+n2>]2d§dn=$

Soit k., = %(IO(E)Z — 20(%)2 +4v—-14) = —4.56a—D2 . Sia=Db (élément carré) ; v = 0.3 nous

D
aurons : k,, =-4.56—.
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3-5-2-1 Cas d’un élément fini de plaque conforme

La difficulté majeure pour assurer la conformité aux frontiéres (continuité C') dans
les ¢léments finis de forme simple (triangle, rectangle) provient de ce que la pente n’est pas
indépendante de la fleche (mais lui est liée par dérivation) de sorte que le nombre de
parametres (b;) nécessaires a assurer la continuité de cette pente est imposé, une fois choisi
celui de la fleche. Pour contourner 1’obstacle, on peut :

- admettre une certaine non-conformité ne détruisant pas la convergence comme dans le
paragraphe précédent

- admettre une certaine sur compatibilité comme dans le cas de I’élément rectangulaire a
16 degrés de liberté ci-aprés que nous utilisons dans le cadre de ce présent travail
[15,16,18].

Considérons toujours comme dans le cas précédent un élément a 4 nceuds mais ayant 16
degrés de liberté (fig. 3-10a). Par rapport a I’é1ément précédent, un degré supplémentaire de
torsion (fig. 3-10c) est ajouté au niveau de chaque nceud.

by
bx bsy
. byx? bsxy bey?
______________________ > b;.-x3 bex?y boxy* by’
xt e bpxly  bpxly? bysxy? &
/2 y X x'y o buxly? by xyt ¥
Xﬁ Xiy X4y._ b16X3y3 X? Xy) yﬁ
p (b) Convention (c) Triangle
/By Oxy de signe de Pascal
X Ywiz)
Fig. 3-10 Elément fini de plaque conforme a 16 degrés de liberté par élément
On choisit une fonction polynomiale de déplacement de la forme :
w(x,y)=(a, +a,x +a,x* +a,x’ )b, +b,y+b,y’ +b,y’) (3-48)

Les 16 constantes considérées sont montrées sur le triangle de Pascal (fig. 3-10c). Elles
peuvent étre déterminées en évaluant les 16 valeurs nodales en fonction des coordonnées
nodales de I’élément conduisant, dans le systéme de coordonnées normalisées (fig. 3-8), a
I’expression suivante :

W& = YIGIG, o, + 5 H G, +
b ow, ab o*w
S OOH D+ HOH a2, (3-492)
0 GO = (- +ED s H(O =660 (3-49)
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x—(al2)

Avec: (= 5
a

=2()-1; n=2)-1

Sous forme physique en fonction de la cubique de déplacement d’un élément de poutre
(section 3-4-1), ’expression (3-49a) peut se réécrire de la maniére suivante :

16
w(x,y) =Y n,(x,»)d,
i=1

) 1b3 [(a’ +2x° =3ax*)(b” + 2y’ =3by”)w, +ax(x—a)*(b* +2)’ —3by2)(g_w)1
X

3
a

0w

oxoy

+b(a + 20 —3ax2>y(y—b>2(aa—w>l +aboy(x—a) (- ) (2,
y

+(a’ +2x° =3ax*)(3by* —2y°)w, +ax(x—a)’(3by’ —2)/3)((2—W)2
X

o*w
Ox0Oy

Fb(a® 126 —3at)(y —byzxg—wn Faby(x—a)’ (v — b2y,
Y

+(ax® —2x7)(3by* =2y )w, +a(x’ —ax?)(3by’ —2)/3)((2—W)3 (3-50)
X

0w

ox0y

bGax — 200 —by%(aa—;”); +aby(x — a0y — by 2,

+Bax? =2x°)(b* +2y° =3byH)w, +a(x’ —ax? )b’ +2y° —?,byz)(g_w)4
x

2
w

0
6x8y)4]

+b(3ax* — 2x3)y(y - b)? (g_w)4 + abxy(x2 —ax)(y —b)z(
Y

Notons que les polynomes des relations (3-49) dits d’Hermite sont identiques aux
fonctions de déplacements de poutre (3-50) ou :

Gl(¢>=%(§3 30 +2)=G, ()= fi(x) =P,
G,(0) =%<—;3 $30+2)=G,(0) = fo(x)= P,
H1(¢>=%(43—42—§+1>=H2(¢> - (=P,

()= +8 = 6-D=H, (&) = i) =P,

G/ = 1" =3+ 2= G,(n) = /1) =0, (3-51)
G () = (1" 437+ 2) = G, ) = () =©:

H o) =07 =0 =n 4 D)= ) = £,(0) = 0,

1L12(77)=%(773 +n*=n-)=Hn) = f,(00)=0,
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ou Py, Py, P3, Py et Qi, Q2, Q3, Q4 sont des noms de variables utilisées par le programme
STRUDLS dans la subroutine FMPLAT qui calcule les fonctions d’interpolation n; (x,y). Il
est possible d’interpréter physiquement ces 16 fonctions d’interpolation.

Par suite, la représentation élémentaire ou locale du champ de déplacement transversal
wo(x,y,t) de I’élément e peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

we(x,p,0) = [N fa< (1)} (3-52)

Ou explicitement :

w
9):1
noeud 1 > 0
yl
xyl
w,
noeud 2 > 0
x2
o
noeud 1 noeud 2 noeud 3 nocud 4 »2
_ Oy
w==<n, n, ny n, ns Hg Ny HAg i Ny My Ny Npilly Ny M B - T
: : : )
H):S
noeud 3 > | 4,
xy3
noeud 4 > 0.,
0,
6):}*4

Ou:

- N{ =nj(x,y) ;j=1,n" sont les fonctions d’interpolation élémentaires.
- n° (=4) est le nombre total de nceuds de 1’élément
- [N e]est la matrice des fonctions d’interpolation

- {d ¢ }: {d e(t)} est le vecteur regroupant les déplacements des nceuds de I’élément (e)
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: 0 0’
Remarque : Considérons par exemple le nceud 1 : les valeurs w, a—w, Mg 20

ox Oy  Ox0y
aux 4 degrés de liberté du nceud associés en ce nceud. On peut vérifier que dans ce noeud (i.e
om(xy) om(xy) - OPm(xy)
o oy Ox0Oy

égales a 1 dont l’allure est illustrée sur la figure 3-11. Les 12 autres fonctions restantes
doivent étre nulles.

sont égales

x =y = 0), les fonctions n;(x,y), prennent des valeurs

&3 ZZ
y "'/”/":"”/:’;f’f/"ll;;;;”' ,;f;';’,’,’;’;’;ll 7/ ’l'.! .
T
Illl” , y v
Ill’l""""

AP

(D7
A7
S

n9(XaY) n13(Xay)

Fig. 3-11 Illustration des fonctions d’interpolation au nceud 1
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Exemple 2 : Reprendre ’exemple précédent mais en considérant un élément fini de plaque
mince conforme a 16 degrés de liberté par élément. Comparer les résultats a ceux donnés par
les tables de Yang présentés en annexe A. AN : Prendre une plaque en acier (E = 210000
MPa ; v=0.3),e =20 mm ;a=b =250 mm.

La numérotation des degrés de liberté¢ adoptés est représentée sur la figure 3-12 ou
I’effort dans la direction verticale du nceud 3 (Fs,) et dii a ’action du déplacement vertical du
nceud 2 (w;) correspond a I’¢élément kos de la matrice de rigidité de I’é1ément. La numérotation
des noeuds correspondante étant celle adoptée dans le programme STRUDLS soit dans le sens
des aiguilles d’une montre.

n
2(5,6,7,8) 3(9,10,11,12)
1(1,2,3,4) 4(13,14,15,16)

Fig. 3-12 Steering vector - cas de I’élément a quatre degrés de liberté par noeud

0’ o’ny 0°n;  16v ,0°n, 82115 o’n, 82

n, 0°n, 4., ”5
fos = D”[(a_) 0s* " ag? : ) ot o @b oc o | oL )
32(1-v) , 0°n, 0°n,
+ azbz (646 aé,a )] g (a)

Evaluons d’abord les dérivées secondes des fonctions d’interpolation (3-49). Nous avons:

ns = G,(¢)G, (1) 5 ng = G5(E)G(7) Gz(§)=%(§3_3§+2) ; G3(§)=%(—§3+3§+2)

n 3 n
GUO=2E-D=-Gi©): GIE) =74 =~Gl¢)
Gz(n)=i(—f73—377+2)=@(77) LG =S Cn* D =G Gl =~ = Glln)

La relation (a) conduira a : ks = D(I, +1,+1;+1,+1;) ou:

—156b
I —H‘”’(——; s o 3+ gy = =2

—ll
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Hb3<3”>2 L LU -3 g = 2
H% (2 3+ D& =36+ 2.y dgdn = =0 = 1,
I = “8(;” .(%)4.(—772 )=+ D)2 (=1)dcdn = %;V)
d’ou k=D 16156b + 35:;3 —~ 22 b) ; pour a=b k,, = _s;)go.a—Dz—S.ma—Dz soit 26% supérieur

au terme koy.

Utilisons maintenant les tables de Yang données a I’annexe A, soit F34 = Fws,
ws = kw3 wy, voir figure 3-13. D’abord selon la table 1, on en déduit : kos = ky; (i.e row =2
and column = 1) et ensuite d’aprés la table 2, on peut déduire également les valeurs des

—-156 54 -72

coefficients suivants : o, =—— ; o, =— ; @, =—— ; a, =0=a, = a,.
36 35 25
-156 b, 54 a,,
— — —) - 5.67
s [( (a) 35(b) 25] az( )

Fig. 3-13 Utilisation des tables de yang

Notons que la numérotation des nceuds utilisée par Yang est de sens contraire aux aiguilles
d’une montre soit contraire a celle adoptée dans le programme STRUDLS.
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3-5-3 Représentation globale du champ de déplacements

Le champ de déplacements w(x, y,f) a pour expression sur I’ensemble du domaine () :

w=[N}da} (3-53)

< noeud 1

noeud 1 noeud 1 nocud n i

w== Ny Mo n&yl ‘nQ\'yl - Ny gy n&yi n&ryi . "‘Enwn Ny n&yn n&'yn >~ 0 " <noeud i

<noeud n

ou:

- n est le nombre de nceuds total du maillage

-n; =n,(x,y) ;j=1,nsontles n(x,y) sont les fonctions d’interpolation

- [N ] est la matrice des fonctions d’interpolation
- {d}=1{d(t)} est le vecteur des n déplacements nodaux.

NB : Les fonctions d’interpolation vérifient les relations (Fig.3-11):
n (x;,¥;) = 0 ;oom(xpy) =6, Vi

Ou (x,,y;) étant les coordonnés du nceud j consideré.

3-5-4 Partition des degrés de liberté- conditions aux limites

Effectuons une partition des degrés de liberté en déplacements inconnus {d,} et

connus {dp} ;ou:

-
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Ou le vecteur {d p} regroupe les déplacements connus des nceuds situés sur la surface I,
Cette partition conduit également a la partition de la matrice des fonctions d’interpolation :

V=N, [N, ] (3-55)
D’ou la relation du champ de déplacements d et de sa variation od :

(N]=[N,] [N, ]] (3-56a)

5 =[N, ] [m]ﬁb}:[m s, (3-56)

NB: Compte-tenu des propriétés des fonctions d’interpolation: d =d, et od =0 aux
neeuds situés sur la frontiere I', (1.e od, =0).

3-5-5 Discrétisation de la forme intégrale faible

De I’expression (3-53) du champ de déplacements w sur le domaine ; soit :
w=[N]d} (3-57)

On dédutt :

gradw=[B]{d}; w= (M{Zi} L w= <N>{2§} (3-58)

Avec [B]=[{B}...{B.}...{B,}] (3-59)

Ou le vecteur {Bi} dépend de la nature du probléme traité (spatial, plan, axisymétrique...).
Pour un probléme plan tel que celui décrivant le comportement du déplacement axial
d’une plaque par exemple, {Bi} s’écrit dans le repere orthonormé plan {x, y} :

a]viu
ox
)= Lo (3-60)
y
oN, @oN,
+
ox oy
De méme :
sw=[Nlad}=1{aa}" [N] (3-61a)
gradsw=[B)od } (3-61b)
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En portant ces relations dans la relation (3-18), il vient finalement:

W= (s’ ([M]{zi} + [c]{;i} LK) {FY =0 (3-62)

| M=prWM> (3-63)
C=£MT4NMQ (3-64)
[x]=[[&] [P]z)ae (3-65)

(F}= E[[N]T {bjda+ rjj»[zv]f {f}ar (3-66)

ou [M], [C], [K] sont des matrices respectivement de masse [kg.s*/m], d’amortissement
[N.s/mlet de rigidit¢ [N/m] et {F},{u} sont des vecteurs des sollicitations directement

appliquées [N] et des déplacements nodaux [m]. Notons que les matrices [M],[C] et [K]
sont en outre symétriques.

La partition des degrés de liberté induit une partition de [M ] , [C ] , [K ] et {F } :

- e €l el W e -y e

[K PL [K PP ]

La forme discrétisée des équations de mouvement s’écrira finalement :
Trouver [d, (¢)], V(&d L> itel que :

o, }T[HMM] v, %‘?Q}q[cu] c. 1{"}}4[@ I8 AR }}—o

P P

Soit:

d, d d

[v.] D, ]{ ] } ] [C ]{ : } R ARTN [ SUARY (368
dp dp

Avec les conditions initiales : {d . (to)} = {d L,O}

Par conséquent, les déplacements nodaux sont les solutions du systéme d’équations :

[MLL ]{dL } + [CLL ]{dL } + [KLL ]{dL } = {FL }_ [MLP ]{dp } - [CLP ]{dp} - [KLP ]{dp }

d, ()} =1, (3-69)
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3-5-6 Mise en ceuvre pratique : calculs élémentaires et assemblage

En pratique [M], [C], [K] et {F} sont construits élément par élément. La procédure
consiste d’abord d’écrire la forme intégrale élémentaire W “en composant 1’équation (3-18)
pour un ¢élément (e)et ensuite de réaliser I'opération d’assemblage en utilisant la relation
(3-37).

3-5-6-1 Matrices et vecteur de sollicitations élémentaires

Ecrivons pour I’expression du champ de déplacements dans 1’élément (e) :

we =[N fla<} (3-70)

On déduit alors :
gradw =[B°Ja}, w = [NE]{J}, W= [NE]{ZQQ} (3-71)

De méme :
ow =|N“foac},  grad swe = [B* fisa*)

En reportant ces expressions dans I’équation (3-18), il vient :

{(sde}f([Me]{c}‘e}+[ce]{cie}+[Ke]{de}_{w}]:o 67

Ou:
[e]= J V] p[ve]ac (3-73a)
ce]= J [Ne] e[wve]ae (3-73b)
k= [l To)eJae (3-730)

{Fel= J [ve] (Bl + j [ve] {7 }ar (3-73d)

NB : Dans ces formules, Q°représente le volume de I’élément (e) et I'; la partie de I', qui

appartient a la frontiere de 1’élément (e). Notons par ailleurs que ces quantités sont souvent

évaluées numériquement vu qu’il est difficile ou impossible de trouver les expressions
analytiques de ces intégrales. On peut alors les évaluer de manicre approchée par une
intégration numérique.
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3-5-6-2 Intégration numérique

Les relations (3-73) font intervenir des intégrales qu’on peut écrire sous la forme :

[Freods [ fendsay

Afin de simplifier la définition analytique des éléments de forme complexe, on fait
associer un ¢élément de référence de forme trés simple comme déja spécifié dans le
paragraphe 3-5-2. L’¢lément de référence est repéré dans un espace de référence qui peut
étre transformé en chaque ¢élément réel (e) par une transformation géométrique bijective.
Pour un domaine quadrilatéral (fig. 3-14), il est possible de se ramener a I’intégrale
définie sur un domaine unitaire par la transformation :

{

) 3
¢ ]
y 4 3
A 1
_)
A 2
| 4
2 o U 2
1
X Té %%T
1z . 1 1
» ) ¢lément réel
a) ¢lément de référence
Fig. 3-14 Transformation d’un quadrilatére a 4 nceuds en un carré
normé pour I’intégration numérique
16 16
x=2 m(Emx,  y=2m (& ny, (3-74)
L=l L=1

Ou n,(4,n) sont des fonctions cubiques qui prennent une valeur unité en L et nulle en
tous les autres sommets (voir le paragraphe 3-5-2-1).

On peut alors calculer la matrice Jacobienne [J ]

%) 0
_ _ L _ . .
/1= x Oy | |<—on on, | on, ong | =~ (3-75)
A AL Z XL z Ve A Xie  Vie
on on T on on on on
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CHAPITRE 111 :

Soit en relation avec les dérivées premicres, on peut écrire :

Kl 0
P x
=l 3 (3-76)
on Oy
Inversement :
0
ox P
=% (3-77)
y on

En fonction des variables nodales, nous obtenons aussi :

ow
ox
(Bl (3-782)
y
ow ow
R + R
oy Ox
- one ons ont ont |
ol o< ol o<
on [Bl=pr| 2 on, on; on (3-78b)
on on on on
on/ N on/ 0On; On, On; N On;  Ony N on,
| 0n 05 on o on 0§ onm 04 |
Sinous posons par :
[J] — |:Jll J12 :|
J21 J22
Nous aurons alors :
J -J
Dr=i{zz ”} (3-78¢)
|J| - le J11
(3-78d)

Ou |J|:J11J22_J12J21
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a —_—

) : b
Pour un élément de forme rectangulaire tel que celui de la figure 3-10, on trouve |J | = 3

ab/4. Par ailleurs, en faisant intervenir le déterminant de [J], il est possible d’exprimer
I’¢élément de surface :

dxdy =|J|d¢ dn (3-79)
Dés lors, ’intégrale sur le quadrilatére se rameéne a :

+1+1 +1+1

| j S yydedy = [ [rG,m|ds dn= [ [2(&.m) d dn (3-80)

—1-1 —1-1

Calculons maintenant I’intégrale (3-80). La méthode la plus répandue est celle de Gauss [12],
qui consiste tout d’abord d’évaluer la premicre intégrale en admettant que 7 est constant
c'est-a-dire :

[2(&.md¢ = weg(¢m) =g(n)

Dés lors :
+1 m
[gtndn = w,g(n,)
-1 J=1

Ou encore :

+1+1

[[2(¢.mdédn = > S wweCon) (3-81)

—1-1 i=l j=1

ou / et m sont les nombres de points d’intégration suivant les deux directions
(&;,1m,) : Abscisses des points d’intégration (point de Gauss)

(w;,w,) : Coefficients de Gauss correspondants (poids d’intégration de Gauss).

3-5-6-3 Matrices et vecteurs de sollicitations globales

L’équation (3-18) s’écrit a I’aide de la relation (3-53) :

W:;({w}r([wg el ol {Fe}jj:o o)

ou les matrices [M e], [ e] , [K e]et {F e} sont obtenues par les relations (3-73). Dans ces

matrices, les seuls termes non nuls sont les termes associés aux degrés de liberté de
I’¢1ément (e) . On en déduit :

M=y ], [cl=X[c*]: [K]=Y[k<]s {F}=3{F ) (3-83)

e e e e

Notons que dans la pratique, la partition est effectuée avant la phase d’assemblage.
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3-5-7 Implémentation dans le programme STRUDLS.FOR des opérations liées au calcul
¢lémentaire et a ’assemblage

Evaluons les matrices de rigidité et de masse données par les relations (3-73a) et (3-73c¢) :
T
[k<]= [l5< [p]5*]ac (3-84)
.

[e]= J [Ne] p[ne]ac (3-85)

La formation de ces matrices et leur assemblage comme implémentés dans le programme
STRUDLS.FOR sont décrits dans 1’algorithme de la figure 3-15 donné ci-apres.

® Dimensionnement et déclaration des variables

@1 ccture des données :

- NN : nombre total de nceuds du maillage

- NXE : nombre d’¢léments suivant la direction x

- NYE : nombre d’¢léments suivant la direction y

- NGP : nombre de points de Gauss

- AABB : dimensions de I’élément suivant x et y

- NR : Nombre de degrés de liberté ou au moins un degré de liberté est empéché

- NODOF : nombre de degré de liberté par nceud (=4 )

- WIDTH : épaisseur du solide

- E : module d’¢lasticité

-V coefficient de Poisson

- RHO : masse volumique ou densité du matériau

- ITYPE : indice de calcul de la matrice masse (ITYPE =1 : matrice masse concentrée ;
ITYPE =2 : matrice masse consistante)

— call STRUDLS.INP

® Formulation de la matrice des degrés de liberté NF de I’ensemble du maillage
— call FORMNF(NF,...,NN..., NODOF,...NR)

® Pour tous les éléments (IP=1, NXE ; IQ=1,NYE)
- Initialiser a zéro la matrice de rigidit¢é KM et la matrice masse EMM de I’¢lément
® Pour chaque point de Gauss (I=1,NGP ; J=1,NGP)

- Trouver les coordonnées du point de Gauss XSI=SAMP(IL,1) et ETA=
SAMP(I,1) et les coefficients de pondération wi= SAMP(I,2), wi=
SAMP(1,2) — call GAUSS(SAMP,..., NGP)

- Former les fonctions d’interpolation [nf 1= 1,16 et leurs dérivées par
rapport au systeme de coordonnées locales ((=XSI, n=ETA). Les fonctions
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d’interpolation sont stockées dans le vecteur colonne FUN et les dérivées
premilres et secondes respectivement (par rapport a { et 1) sont stockées
dans les vecteurs D1X, D1Y, D2X, D2Y et D2XY en moyennant les
dimensions de I’élément AA et BB.

— call FMPLAT( FUN, D1X, D1Y, D2X, D2Y,D2XY, XSILETA,AA,BB)
Calcul du déterminant de la matrice jacobienne stocké dans la variable
DET=AA*BB/4

Calculer la variable QUOT=DET*w;*w;

Calculer la contribution des masses [ne}r [ne] pour obtenir la matrice
ECMssiITYPE=2:  — call ECMAT(ECM,...FUN,....)
Calculer la variable : PROD=QUOT*RHO
Multiplier ECM par PROD et stocker le résultat dans ECM :
— call MSMULT(ECM,...,PROD,....)
Ajouter cette contribution a la matrice masse de 1’élément, EMM
— call MATADD(EMM,,.....ECM,....)

Calcul de la matrice de rigidité de I’¢lément, KM (équ. 3-47)
— call MATADD(KM,.....DTD,....). La matrice DTD étant la matrice

de rigidité en un point de Gauss donnée.

Calcul de la demi-largeur de bande IW :
— call HBNDW(NXE,NYE, NF,...IW)
Assembler la matrice de rigidité courante de I’¢1ément KM dans la matrice
de rigidité globale dans le vecteur KV :
— call FORMKV(KV,.....KM,....)
Assembler la matrice masse courante de 1I’¢lément EMM dans la matrice
masse globale stockée dans le vecteur MM :
— call FORMKV(MM,....,EMM)

Fig. 3-15 Implémentation numérique des matrices de rigidité et de masse

Remarques :

dans le programme STRUDLS.FOR

1- Si la matrice masse est calculée comme étant concentrée (ITYPE = 1), elle devient
diagonale qui s’écrira de la fagon suivante :
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Ou RHO est la masse volumique [kg/m’) et (AA*BB) est la surface de I’élément.

2- le vecteur G (steering vector) correspondant est donné sur la figure 3-16 (sens de comptage
¢tant horaire).

G(5) : wa G(9) : ws
G(6) : 8, G(10) : 6,5
G(7):6,, @ 3 9G(11): 8y
G(8) : 82| 2 G(12): B,
G(1)3W1‘ 1 4‘ G(13) : wy
G(2): 84 G(14): 04
G(3) : By G(15): 8,4
G(4) : exyl G(16) . exy4

Fig. 3-16 Steering vector G de 1’élément a 4 noeuds
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4-1 Généralités

Comme vu au chapitre précédent, la discrétisation en espace (x,y) d’un probléme de
propagation par la méthode des éléments finis a conduit & un systéme d’équations
différentielles linéaires, en temps, i.e non stationnaires de la forme (éq. 3-62 ou 3-72) que
nous écrivons sous la forme suivante afin de simplifier I’écriture matricielle:

Md+Cd+Kd=F pour t>t,

d(t,)=d, ; d(t,) =do (4-1)

L] (1] 2 )
d:ﬁ’ d:ad=%
ot ot* ot

matrice d’amortissement ; K(=Z[K e]) est la matrice de rigidit¢ ; d étant le vecteur

ou ;M (=Z[Me]) est la matrice masse ; C (=Z[ e]) est la

déplacement solution recherché du probléme.

Puisque nous nous limitons dans ce travail a I’étude des problémes élastiques linéaires,
le systéme d’équations (4-1) traduisant les équations d’équilibre dynamique ou de mouvement
d’un solide plan ou particulierement d’une plaque est admis linéaire. Par suite, M, C, K et F
sont supposés indépendants des déplacements d et de ses dérivés. Nous admettons de plus,
comme dans le cas de nombreux systémes physiques, que les matrices M, C, K sont
indépendantes du temps ; ce qui suppose en outre que les parameétres physiques du systéme ne
dépendent pas du temps.

La résolution du probléme consiste a trouver un ensemble de fonctions d=d(t) qui
satisfont au systéme d’équations (4-1) a tout instant ¢ ainsi aux conditions initiales imposées a
t = 0. Nous allons présenter ci-aprés deux types de méthodes fréquemment employées a savoir
la méthode directe d’intégration de type Wilson-0 et la méthode de superposition modale
[02,04,09,19].

L’évaluation de la réponse dynamique par la méthode de Wilson-0 consiste a
construire numériquement, a partir de do, une suite de valeurs de la solution aux instants
successifs totAt, tot2At,... totnAt,... :

do=d(to) — d1=d1(to+At) — d2=d2(to+2At) — ... —>dn=dn(to+nAt) (4-2)

La méthode d’intégration directe de Wilson-0 utilise des approximations des dérivées d et d
de différences finies. Par contre, dans la méthode de superposition, il faut d’abord
commencer par transformer le systéme d’équations couplées (4-1) en un systéme d’équations
découplées. Chacune des équations ainsi obtenues est alors intégrée explicitement ou
numériquement. La solution recherchée est une combinaison linéaire des solutions des
équations découplées.

Cependant, un exemple simple a deux degrés de liberté a été résolu manuellement et présenté
en ANNEXE C en vue de comprendre aisément I’implémentation sur ordinateur de la
formulation sous forme matricielle relative a la résolution des problémes non stationnaire du
second ordre.
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4-2 Calcul de la réponse par la méthode de Wilson-0

La littérature révele I’existence de plusieurs méthodes [02,04] dont principalement la
méthode des différences finies centrales, la méthode de Houblot, les méthodes de Newmark
avec accélération moyenne ou avec accélération linéaire plus connue sous le nom de la
méthode de Wilson-0. Cependant, en raison des algorithmes inconditionnellement stables
qu’elles présentent, nous allons nous limiter principalement a la méthode d’intégration directe
de Wilson-0 qui peut étre considérée, dans un sens, comme €tant une extension directe de la
méthode de Newmark lorsque 1’accélération devient linéaire.

4-2-1 Criteére de stabilité

L’une des exigences fondamentales d’une méthode d’intégration numérique
temporelle est qu’elle doit étre cohérente c’est-a-dire doit étre convergente vers la solution
exacte quand on réduit le pas de temps At. D’une autre manicre, elle doit étre stable en
présence d’erreurs d’arrondis et doit étre suffisamment précise.

Naturellement, le critére de stabilité ne se pose pas pour un systéme a un seul degré de
liberté vu que le pas de temps peut étre choisi beaucoup plus petit que la limite garantissant la
stabilité¢ de la réponse. Ce n’est pas le cas des systémes a plusieurs degrés de liberté dont la
stabilité des méthodes d’intégration directes est une considération importante.

Ajoutons toutefois que la stabilité du schéma d’intégration n’est pas le seul critere de
sélection d’une méthode. Donnons I’exemple du taux d’amortissement numérique induit par
le schéma numérique qui peut jouer parfois un role important. En effet, les modéles éléments
finis donnent lieu a des hautes fréquences parasites qui ne sont pas représentatives des
systémes et qu’il est nécessaire de filtrer par I'injection d’amortissement numérique [04].

4-2-2 Méthodes de Newmark

Les méthodes de Newmark en général permettent de construire la solution a 1’instant

totnAt (= totnAt = t,+At) a partir des vecteurs connus d, ,d.,d.. Elles utilisent les

expressions de la vitesse et du déplacement a la fin du pas de temps d’intégration définies par
la maniére suivante :

Aot = d ot (1= Y)Atd ot YA d (4-3)
dn+l =dn +Atc.i”+(%_/8)(At)2 Zin_i_ﬂ(At)z ZénJrl (4-4)

Ou les constantes y et [ sont les paramétres de la formule de la quadrature numérique. Le
parametre y est un facteur de pondération variant linéairement entre 1’influence de
I’accélération a t, et de ’accélération a t,:; sur I'incrément de vitesse. Apparemment, y peut
prendre toutes les valeurs dans I’intervalle [0,1] et B dans I’intervalle [0,1/2] et définissent la
variation de 1’accélération durant le pas de temps At [04]. Ce sont ces 2 parametres (v,) qui
déterminent les caractéristiques de dissipation d’énergie (précision) et de stabilité de la
méthode. On démontre qu’il n’y a pas d’amortissement numérique pour y = %. En pratique,
on choisit ces paramétres dans les limites : 0.5<y <0.75 et 0< <025 .
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Suivant les valeurs que prennent y et 3, on obtient les schémas classique de Newmark dont les
plus connus avec accélération moyenne (¥ = 0.5; f =0.25 : fig.4-1a) et accélération linéaire

(y =0.5;8=1/6:fig.4-1b) comme illustrés sur la figure 4-1. Notons que les équations (4-3)

et (4-4) sont implicites car elles dépendent de ’accélération au temps ty1.

i (a)
-::-__ -
;
Fi d(t,+1)
= |7 dt, +1)
dn
s ; it
vﬂrn—l
3
dn |
H ot
ﬂrn—l
3
dn
4+ N -

Fig. 4-1 Mouvement d’un systéme (a) accélération constante (b) accélération linéaire
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Exprimons maintenant le systéme d’équations d’équilibre dynamique au temps t,;.

Md  +Cdyi+Kd, =F, (4-5)

+1
Les équations (4-3), (4-4) et (4-5) servent a déterminer 1’état du systéme au temps t,y; par
itération. Cette itération peut étre évitée de la maniere suivante. Explicitons ’accélération au
temps t,+1 de la relation (4-4) :

. 1 1 - 1 .
dnH_W(dnﬂ_d")_ﬁdn_(ﬁ_l)dn (4-6)

Remplagons d,.1 dans (3-3), nous obtenons :

. v v . ¥ .

dwm =——(d, —d)-(=-1)d,—(“—=-DAtd, 4-7

1 ﬂAt(,,l )(ﬂ ) (2ﬂ ) (4-7)

Substituons les relations (4-6) et (4-7) dans I’équation (4-5), il vient :

Kd, ., =Fo (4-8)
Ou

K=K+ M +——C (4-9)

P(At) LAt
- 1 1

F=F  +M( 2dn+
B(AD) PA

° 1 oo
tdn+(ﬁ—l)dn)

P ad v X nd,+ (L —DArd ;
+C[(ﬂAtdn+(ﬂ 1)dn+(2ﬂ DAtd,] (4-10)

o 1 1 .
Particuli¢rement, lorsque y = 5 et f= 2 nous obtenons les formules de récurrence :

C.inJrl =dn +%(;§n+;§n+l)

o 2 e .
down=d, +Atd,+ (A;) (dn+dnn)
K=K+ m+2 (4-11)
(A7) At
F=F, +M(i2dn cAavanyreta,sa,)
(A) At At

Notons que la méthode de Newmark avec accélération moyenne est inconditionnellement
stable alors que la méthode avec accélération linéaire est conditionnellement stable pour un
pas de temps n’excédant pas le pas critique dont la valeur est [02]:

At < S — 0.5517 Ou T est la période du plus haut rang i.e la plus petite période du

v
2, = -
5 B

systéme d’équations. Pour un pas de temps qui respecte cette limite de stabilité, la méthode de
Newmark avec accélération linéaire est plus précise que la méthode avec accélération
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moyenne. Pour des modeles d’éléments finis possédant un trés grand nombre de degrés de
liberté, la période du mode le plus élevé peut Etre tres petite, ce qui oblige a utiliser un pas de
temps tres court si I’on veut utiliser la méthode avec accélération linéaire. Les temps de calcul
devront donc étre extrémement longs.

En conséquence, on adopte généralement la méthode de Newmark avec accélération
moyenne, inconditionnellement stable, au lieu de la méthode de Newmark avec accélération
linéaire, pourtant cette derni¢re est plus précise. La méthode de Wilson-0 que nous allons
exposer dans la section subséquente a été justement développée afin de rendre
inconditionnellement stable la méthode de Newmark avec accélération linéaire.

Il est possible par ailleurs de transformer les relations (4-11) ;

1) En tenant compte de I’équation d’équilibre (4-1) a ’instant t, soit :
Md +Cd.+Kd, =F, (4-12)
i) En considérant la matrice d’amortissement comme étant une combinaison linéaire

de la matrice masse et de la matrice de rigidité soit :
C=aM+pBK (4-13)
Ou a, B sont des coefficients d’amortissement dits de Rayleigh, leur calcul sera présenté au
paragraphe 4-3-3.

Nous aboutissons alors aux formules de récurrence [06,13] suivantes en fonction du
parametre 6 qu’on prend égal 0.5:

. 1 1-6 -
dn+ = dn+_dn __dn
VA

. 1 - . 1—6
dn+ = dn+_dn _—dn
VA

P , 1 ,
K =[(@ +_ M +(f + 0K (4-14)

Fn+1 = QAIF

n+l

(- O)AF, +(a + i)Mdn + %M d,+[f —(1-O)AKd,

Remarquons que la matrice de rigidité effective K , qui est 'opération la plus colteuse
en temps de calcul, n’est réalisée qu’une seule fois dans I’algorithme de Newmark avec
accélération moyenne pour les problémes linéaires. Mentionnons en outre, que la méthode de
Newmark avec accélération moyenne, lorsque particulierement 6=1/2, est plus connue sous
I’appellation de la méthode de Newmark avec f=1/4 qui est exactement équivalente a la
méthode de Cranck-Nicholson utilisée pour la résolution des problémes non stationnaires du
premier ordre [06].
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4-2-3 Méthode de Wilson-0

Comme indiqué dans la section précédente, la méthode de Wilson-0 est une extension
de la méthode de Newmark avec accélération linéaire dans le but de la rendre
inconditionnellement stable. On suppose que 1’accélération varie linéairement dans
I’intervalle étendu allant du temps t, = nAt au temps tn,o = t,+0At, ou 6 > 1.0 (fig. 4-2).

Soit t la variable d’intégration qui varie de 0 a BAt, c’est-a-dire 0 < T < OAt.
L’hypothese d’une accélération linéaire de ’accélération s’exprime :

L 1] (1] z— (1] (1]
dt +T :dn+_ dn+ _dn 4'15
t,+7) oA (dno—dn) (4-15)
d
. a) accélération linéaire
: dn+6’
di | d(t,+7)
v v .
é’“g b) vitesse quadratique
t
J c) déplacement cubique
n+l
t
.
At Ar(O-1
Ln totl a0

Fig. 4-2 Mouvement d’un systéme pour une accélération
variant linéairement durant un incrément de temns 0At
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Apres intégration de (4-15), nous obtenons 1’expression de la vitesse :

2

da +7)= ch+d r+2 Ohw n) (4-16)

Et, aprés une seconde intégration, nous obtenons le déplacement :

2 o0
T3

dt, + ) =dutdnt+—d,+
PR Y]

(dno—dn) (4-17)
Pour 1= 0At les expressions (4-16) et (4-17) s’écrivent :

dno =dn+ GAt(dHede ) (4-18)

Ao =d o+ ONEd o+ (dneo+2dy) (4-19)

(6At)°
6

ou I’on voit que la méthode est implicite car la vitesse et le déplacement évalués a tyio
dépendent de I’accélération a t,.o . La transformation de la méthode de Wilson-0 a une forme
directe est similaire a la méme transformation pour les méthodes de Newmark. Des équations

(4-18) et (4-19), on peut déduire d n+o €t d w+0 €n fonction de d .0, soit :

Ao =—0 (o )—id 24, (4-20)
(HA)
dio =—(dn+9—d) 2d., —@Zi 4-21)

Pour calculer le déplacement, la vitesse et I’accélération au temps t,;, écrivons
I’équation d’équilibre dynamique au temps tyig:

Md +Cdn+9+Kd

n+0 n+9

(4-22)

Ou F  ,n’est pas connu. Puisqu’on suppose que les accélérations varient linéairement, on
utilisera une projection linéaire du vecteur de chargement temps tn:g, qu’on exprime .

]:;+9 = }:; + 69(}:;+1 __}:; ) (41-223)

Apres avoir remplacé (4-20) et (4-21) dans (4-22), nous obtenons :

Kd ., =Fuo (4-24)
Ou
- 6 3
K=K+ M + C (4-25)
(6Ar) OAt
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fn+g:Fn+9(FnH—Fn)+M 6 ~d, + 6 c.i,,+23n
oo an
+C[id F2d,+ HAtZin} (4-26)
on 2

Apres avoir déterminé d, , de (4-24), on calcule d n+o €t d o de (4-20) et (4-21).

On calcule ensuite d w1 ,d a1 €t du en évaluant les équations (4-15), (4-16) et (4-17) a
7= At ; on obtient donc :

oo oo 1 6 6 . oo

dn+ =dn+_ n+ d __d 3d 4'27
1 0[(¢9At) (dnio—dn) ] (4-27)
. . At oo
dn+l =dn+_(dn+l+dn) (4'28)
A e
d w1 =dn+Atdn+ (dn+1+2d ) (4-29)

On montre [07] que la méthode de Wilson-0 est inconditionnellement stable pour 6 > 1.37. On
utilise en général 6 = 1,40. En tenant compte des coefficients d’amortissement de Rayleigh

(a',) comme dans la relation (4-13), on peut aboutir aux formules de récurrence

suivantes [06,13] en fonction du paramétre 6 qu’on prend toujours égal 1.4 ; I’algorithme
étant présenté au tableau 4-1.

s 6 6 . o oo 1 o o
dn+ = n+ ——d 2dn;dn+ =dn+_ dn+ _dn
0 (HAt) 0— ) 1 6’( 0 )

. oo oo 2

dn+1=c.in+£(dn+1+dn); dn+1=dn+Atdn+At (ot 24

K = (L ) (3_ﬂl+ DK (4-30)
(BAt)*  OAt OAt
Foo = F. +0(F,., —F.)+ M{(——+%q 4+ (2 +2a')d',,+(2+“6 d 1

(6A)>  OAt” " oAt

+K{3'B d+2p4d, +'B€Atc}.}
7 2

n
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+¢+ Initialisation des variables :
1- Conditions initiales : d(t=0) ; d(¢ = 0) ; calcul de d(¢ = 0) a partir de:

Md,=F,-Cdi—Kd,
2- Calcul des coefficients d’amortissement de Raleigh : (o', B)
3- Choix du paramétre d’intégration. Prendre : 6 = 1.4
4- Choix du pas de temps d’intégration : At et du nombre de pas temps : istep

5- Calculs préliminaires :
a- Calcul des constantes :

6 6 At*
1= P > = 5 = N C, = 2
(6 AL 6 At 6
3a 34 a ON ,
ST on “Ton AR « =055

b- Calcul de la matrice de rigidité effective :
K=(c,+c)M+(1+c)K

¢ Intégration pas a pas : pour n = 0,1,2...istep ; ou tyr1= tyTAt = (nt1) At ;
I-Initialisation du temps : ty = 0.

2- Calcul du vecteur des forces effectives F.o:
Fuo=F +0(F,. —F)+M[c, +c)d, +(c, +2a)d +2+c,)d. ]

+K(ced, +28 d +cyd,)
3-Calcul du vecteur des déplacements au temps tpp :
Ed,ﬁg = fnJrH
4-Calcul des vecteurs des accélérations au temps tyi¢:

dnJrH = Cl(dnJrH_dn) —C, dn_c4 dn
5-Calcul des vecteurs des accélérations, des vitesses et des déplacements au temps tp+1 -

dn+l =;’n+%(2§n+6’_;’n)

(/.inJrl =C}n+%(2§n+l+3n)

dnn = dn+Atc.in+c3(3n+1+23n)

6-Calcul au centre de gravit¢ de chaque ¢élément les déformations et les contraintes
généralisées i.e les courbures et les moments :

Zx,nJrl ’ Zy,nJrl’ zxy,nJrl
M M M

x,n+1 9 y,n+l>2 xy,n+1

Tableau 4-1 Algorithme d’intégration de la méthode de Wilson-6
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4-2-4 Implémentation de I’algorithme de Wilson-0

Comme indiqué sur la figure 3-15, les matrices globales de rigidité et de masse sont
stockées dans les vecteurs KV et MM en moyennant la valeur calculée de la demi-largeur de
bande IW. Les différentes opérations d’implémentation de la méthode de Wilson-0 dans le
programme STRUDLS.FOR sont résumées comme suit:

e Lecture des données (suite de la figure 4-3) :

-IMETH : Type de méthode envisagée (=1 ; Wilson-0 ; =2 : superposition modale)
-DR : Taux d’amortissement (q)

-ISTEP : Nombre de pas de temps d’intégration (=500)

-THETA : parameétre d’intégration numérique (6 =1,4)

-OMEGA : valeur de la fréquence forcée liée au chargement cosinusoidal imposé
-DTIM : pas de temps (qui peut étre choisi comme étant une fraction de la période du
chargement, PERIOD=2*n/ OMEGA ==> DTIM=PERIOD/20 )

-AM(Nx) : Amplitude du chargement imposé selon le degré de liberté Nx
-XVALUE : valeur du déplacement initial imposé selon le degré de liberté Nx
-X1VALUE : valeur de la vitesse initiale imposée selon le degré de liberté Nx

— call STRUDLS5.INP
e Au temps t=0 (TIM=0), stockage des déplacements et des vitesses initiaux de
I’ensemble des degrés de liberté actifs du probléme (N) dans les vecteurs X0 et D1X0
respectivement.
e Calcul du vecteur des forces ¢élastiques X1:
— call LINMUL(KV,X0,X1,N,IW)
e Calcul du vecteur des forces visqueuses X2 (F2 étant la matrice d’amortissement):
— call LINMUL(F2,D1X0,X2,N,IW)
e Calcul du vecteur des forces d’inerties R1: R1=-X1 -X2
e Calcul de I’accélération initiale D2XO :
— call BANRED (MMM,N,IW)
— call BACSUB (MMM,R1,N,IW)
e Initialisation du temps TIM = 0
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Pour chaque intervalle de temps: J=1,ISTEP

- TIM=TIM+DTIM

- Calcul et réduction de la matrice E, stockée dans le vecteur F1
— call BANRED (F1,N,IW)

- Calcul du vecteur des forces effectives F,.o, stocké dans le vecteur X1 en appelant
successivement les sous programmes de multiplication et d’addition des matrices :
LINMUL et VECCAD

- Résolution du systéme d’équations Kd,,, = F..o et stockage des résultats dans X1

— call BACSUB (F1,X1,N,IW)
- Calcul de I’accélération au temps fictif tyig, stockée dans le vecteur D2X1
- Calcul des nouveaux vecteurs accélérations, vitesses et déplacements stockés dans les
vecteurs : D2X1, D1X1, X1
- Impression des déplacements du degré de liberté X1(Nx)
—write(IMP,1050)TIM, AMPX*cos(OMEGAX*TIM), X1(NX)
- Réactualisation de D2X1, D1X1, X1 pour I'intervalle de temps suivant, stockés dans
les vecteurs D2X0, D1X0, X0
— call VECCOP (D2X1,D2X0,...)
— call VECCOP (D1X1,D1X0,...)
— call VECCOP (X1,XO0,...)

- Calcul au centre de gravité de chaque ¢lément spécifi¢ (IELX, IELY) les
déformations et les contraintes généralisées i.e les courbures et les moments :
— call RECOVER(IELX, IELY,....,.XMOMX, XMOMY, XMOMXY)
—write(imp1, 1085) TIM, XMOMX, XMOMY ,XMOMXY
1085 format (4E12.4)
1050 format (3E12.4)

Fig.4-3: Implémentation de 1’algorithme de Wilson-0 dans le programme STRUDLS.FOR
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4-3 Calcul de la réponse par superposition modale

Les propriétés d’orthogonalité des modes propres de vibration permettent une
importante simplification des équations générales du mouvement lorsque celles-ci sont
linéaires comme dans le cas des équations (4-1) que nous cherchons a résoudre par la méthode
de superposition modale. Cette simplification consiste a transformer les équations du
mouvement exprimées dans le systéeme des coordonnées géométriques en des équations de
mouvement exprimées dans un ensemble de coordonnées dites normales. Cette transformation
permet de découpler les NEQ équations simultanées en NEQ équations indépendantes
analogues aux NEQ équations élémentaires du systeme (4-1). La réponse dynamique exacte
peut étre ainsi obtenue en calculant la réponse de chaque coordonnée normale et on les
superpose afin d’obtenir la réponse dans le systéme de coordonnées géométriques originel.
La réponse totale peut étre, cependant, représentée avec une précision suffisante en
considérant un nombre réduit des modes propres nettement inférieure au nombre total de
modes NEQ

4-3-1 Coordonnées normales

Les modes normaux de vibration sont par définition un ensemble de coordonnées qui
ne sont pas liées dynamiquement i.e pour un systeme a NEQ degrés de liberté (ou inconnues),
ces modes constituent NEQ formes de déplacements indépendants. Les amplitudes de ces
formes nodales (liées aux fréquences naturelles pour lesquelles les forces d’inerties sont
importantes) permettent donc de servir de coordonnées généralisées servant a exprimer toute
allure de la déformée. Ces coordonnées sont appelées coordonnées modales ou normales.

Tout ensemble de NEQ vecteurs orthogonaux, peut servir de base pour représenter
tout vecteur d’ordre NEQ. Tout vecteur de déplacement d peut donc étre trouvé par
superposition des modes propres multipliés chacun par un certain scalaire qui représente une
amplitude modale. La procédure est illustrée sur la figure (4-4), pour le cas simple d’une
poutre encastrée a 3 degrés de liberté.

77777777 77777777 77777777 77777777

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Fig. 4-4 Déformée représentée pour la somme des composantes modales
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Les déplacements de la composante modale d; sont donnés par le produit de I’amplitude
modale z; par la valeur du mode propre ¢,. Alors :

d =¢z, (4-31)

1 1

Le déplacement total est donné par somme des composantes modales :
d=¢z, +¢,z, +...+ ¢NEQZNEQ (4-32)

que nous écrivons de la forme :

NEQ

d=> ¢z =0z (4-33)

Ou z est le vecteur des coordonnées normales ou coordonnées généralisées et @ est la
matrice des modes propres. La matrice @ sert donc a transformer les coordonnées
généralisées z en coordonnées géométriques d. A I’inverse, toute coordonnée modale peut étre
calculée facilement en tenant compte des propriétés d’orthogonalité des modes propres qui
s’écrivent en notant par :

¢=[4] i=LNEO (4-34)

it CT R o K
Ainsi, si nous prémultiplions les équations (4-33) par ¢/ M , nous obtenons :

¢/ Md = ¢! MDz (4-36)
Mais :

¢ Md = ¢ Mpz, + §! Mp,z, + ..+ ¢/ M.z, + ..+ ¢/ MPyp2 o (4-37)

Or, tous les termes de la série précédente sont nuls a I’exception du terme correspondant a ¢,
a cause des propriétés d’orthogonalité des modes propres a la matrice masse. On a donc :

¢[TMd = ¢[TM¢[ZI' (4-38)
D’ou :
T
. = ;’} AA:Z (4-39)
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4-3-2 Equations découplées du mouvement non amorti

Considérons les équations du mouvement d’un systéme non amorti 8 NEQ degrés de
liberté :

M d(t)+ Kd(t) = F(0) (4-40)

On peut calculer d (¢) apartir de I’équation (4-33) en notant que la matrice modale @ ne varie
pas avec le temps. On obtient donc :

d(t) =D z(r) (4-41)
Introduisons les équations (4-33) et (4-41) dans I’équation (4-40), nous obtenons ;
M 2(1) + KOz(t) = F(7)

r s 1 T
Prémultiplions tous les termes par @ , nous aurons :

M z(t)+ K =(t) = F (1) (4-42)
Ou

M =" MD (4-43)

K=0"KO (4-44)

F=0"F() (4-45)

D’apres les propriétés d’orthogonalité des modes propres par rapport aux matrices de masse et
de rigidité, I’équation (4-42) peut s’écrire d’une maniere plus explicite :

mizi(O)+k 2, = Fi(t)  i=12, ... NEQ (4-46)

Dans laquelle :

m. = ¢ M (4-47)
k=4 Ks, (4-48)
FiA(l‘) =@, F(t) (4-49)

Ou m;, k; et F.i(t)sont appelées masse généralisée, rigidité généralisée et charge généralisée
des coordonnées normales pour le mode i, respectivement. L’équation (4-46) est I’équation de
mouvement d’un oscillateur élémentaire a un degré de liberté pour le mode i. Nous savons
par ailleurs (voir paragraphe 4-3-7 sur la détermination des modes et pulsations propres) :
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K¢, = a)izM¢i (4-50)

En prémultipliant les 2 membres de cette équation par @', nous obtenons la rigidité
généralisée pour le mode i en fonction de la masse généralisée pour ce mode :

¢ Kp =’ Mg, (4-51)
D’ou :

ki =l m (4-52)

Remplagons (4-52) dans (4-46) et divisons les 2 membres par nAa,- , hous obtenons :

.Z.i(t)+0)i22i(f)=F+(t)=17,~(t) ;i=1,2, ... NEQ (4-53)
m.

Ou fl-(t) est la force généralisée par unité¢ de masse généralisée du mode 1. L’équation (4-
53) est ’équation de mouvement d’un systéme a un degré de liberté qu’on résout pour z;, 1=

1,2, ... NEQ . Connaissant z, on peut calculer la réponse dans le systéme de coordonnées
géométriques a partir de I’équation (4-33).

4-3-3 Equations découplées du mouvement amorti

Les modes propres ne sont pas en général orthogonaux par rapport a la matrice
d’amortissement. On ne peut donc pas découpler les équations du mouvement d’un systéme
amorti. Cependant, comme effectué¢ dans la section précédente en introduisant les coefficients

d’amortissement de Rayleigh (« ', 8'), on démontre [06,13] que les propriétés d’orthogonalité

des modes propres sont applicables a la matrice d’amortissement. Cette facon de faire se
justifie quand on considére qu’il est difficile sinon impossible de calculer la matrice
d’amortissement et que ces effets sont négligeables sur la valeur des fréquences propres.

Par suite, en remplagant la relation du changement de coordonnées donnée par 1’équation
(4-33) dans I’équation matricielle de mouvement (3-1), nous obtenons :

M® 2(t) + CD 2(1) + KDz(1) = F(7) (4-54)

Prémultiplions maintenant les termes par @’ . Nous aurons :

M 2(t)+ C 2(6)+ K z(t) = F(2) (4-55)
Ou:

M = " M (3-56)

C=d'Ch (4-57)
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K =D KD (4-58)
F(t)=DTF() (4-59)

D’apres les propriétés d’orthogonalité des modes propres par rapport aux matrices masse et de
rigidité, I’équation (3-40) peut s’écrire :

A oo A

mizi()+ezi() 4k 2, ()= Fi(t)  :i=1.2,... NEQ (4-60)

Dans laquelle:

mi = ¢ Mg, (4-61)
k =¢"Kg, (4-62)
¢, =41 C, =2450,m; (4-63)
F(t)=¢7F(0) (4-64)

Divisons les 2 membres de 1’équation (4-60) par m; , nous obtenons :

ﬁ'[(t)

2O+ 2w, 20+ @z ()= —Fur) i=12,...NEQ (4-65)

N

m.

Ou Fi(t)est la force généralisée par unité de masse généralisée du mode i. L’équation (4-65)
est ’équation d’équilibre dynamique bien connue d’un systéme a un seul degré de liberté en
z;. Connaissant le vecteur z, on peut calculer la réponse dans le systeme de coordonnées
géométriques a partir de I’équation (4-33). Cependant, il est plus facile et plus logique de
définir le rapport d’amortissement ; pour chaque mode que de calculer les coefficients c;. En
pratique, pour calculer les coefficients de Rayleigh (a', '), on suppose en général, le méme

taux d’amortissement pour les deux fréquences de controles @, et @;. On recommande de
choisir la fréquence fondamentale comme premicre fréquence de contrdlew, =w,, et de

choisir comme deuxiéme fréquence de controle @, une des plus hautes fréquences parmi les

modes qui contribuent le plus a la réponse dynamique, on aura alors :

' v 2
_a+po (4-66a)
20,
"+ B’
A (4-66b)
20,

J
Ceci assure que tous les modes intermédiaires auront un amortissement quelque peu inferieur

a ¢. Et que les modes ayant une fréquence supérieure a @;auront un amortissement qui
augmente de fagon monotone avec la fréquence au dessus de @, . De ce fait, les réponses des

modes avec des fréquences tres élevées seront ¢liminées par leur amortissement tres éleve.
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4-3-4 Méthode de superposition modale

La méthode de superposition modale est basée sur le fait que, pour certains types
d’amortissement qui sont des modes raisonnables pour les constructions, I’ensemble des NEQ
équations du mouvement couplées d’un systeme discret a NEQ degrés de liberté peut étre
changé en un ensemble de NEQ équations découplées par une transformation aux
coordonnées modales ou normales. Chaque mode répond avec son propre mode de vibration
¢., sa fréquence propre ®,et son amortissement modal ¢,. Ayant fait la transformation a la

base des coordonnées modales, la réponse totale des systémes a plusieurs degrés de liberté
peut étre obtenue par sommation de la réponse de NEQ des systémes ¢lémentaires, d’ou le
nom de superposition modale donné a la méthode, calculée habituellement dans le domaine
du temps. Cette méthode, contrairement aux méthodes basées sur 1’intégration numérique
directe, n’est applicable qu’a des problémes ¢€lastiques linéaires puisqu’on se sert du principe
de superposition.

4-3-5 Calcul de la réponse- cas particulier des fonctions de chargement type
harmonique

Les méthodes d’intégration numériques directes présentées auparavant peuvent étre
bien entendu utilisées pour résoudre le systéme d’équations différentielles (4-65). Le méme
pas de temps est généralement utilisé pour ’'intégration de toutes les équations du mouvement
et la stabilité de la méthode d’intégration devient une condition importante. Si tous les modes
sont utilisés dans la superposition modale, on peut étre amené a utiliser un pas de temps trés
petit avec une méthode toutefois conditionnellement stable. En général, on utilise une base
dite tronquée dans laquelle les premiers modes les plus importants sont uniquement utilisés
pour calculer une réponse approchée.

Considérons le cas particulier d’un chargement harmonique de la forme en cosinus,
soit F(¢t)=F, coswr et sollicitant, en guise d’exemple, les 2 degrés de liberté 10 et 15. Alors,
nous aurons d’apres la relation (4-45 ou 4-64), pour la composante de la sollicitation selon le

mode i:
Fi(t)= (D, + 5., coswt = P coswt (4-67a)

Par suite, I’équation (3-65) présente une solution particuliére de la forme :

—2
P(w] - — .=
z, = L(zw’ w) — coswi + = — sin wt (4-67b)
(@ —w ) +4¢' 0’ w (@ —w ) +4¢' 0’ w

P2g,m,w

4-3-6 Utilisation d’une base vectorielle tronquée

Comme mentionné auparavant, dans un systéme avec un tres grand nombre de degrés
de liberté, ce sont en général les premiers modes de vibration qui contribuent le plus a la
réponse dynamique. Il devient donc économique de ne considérer que les premiers modes qui
participent de fagon notable a la réponse. La résolution du probléme aux valeurs propres des
systémes avec un trés grand nombre de degrés de libert¢ demande beaucoup de temps de
calcul et éviter le calcul de tous les modes propres et des fréquences associées est tres
avantageux. On dit qu’on utilise une base vectorielle tronquée quand on ne considére que les
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NMODES premiers modes propres. Evidemment, la réponse d’un systéme avec plusieurs de
degrés de liberté calculée avec une base vectorielle tronquée ne sera pas égale a la réponse
exacte obtenue en considérant la base vectorielle propre compléte.

Par suite, la superposition de la réponse des NMODES modes propres permet d’écrire
par analogie a la relation (4-33) :

NMODES

d yopes (1) = z¢izi (1) = @ ypopes Z nmones (4-68)

i=1
Ou @, st une matrice rectangulaire des NMODES modes propres et z,,,,pzs ()

est un vecteur des NMODES coordonnées modales. L’indice NMODES dans dxmopgs indique
que le vecteur déplacement obtenu a partir de I’équation (4-68) dans laquelle on ne considére
que les NMODES premiers modes, n’est pas égal au vecteur d que 1’on obtient en considérant
les NEQ modes de vibration. Substituons dnmodes pour d dans 1’équation d’équilibre dynamique

(4-1) et tenons compte du fait que le chargement peut s’écrire F'(¢) = F,g(t) ; g(¢) =coswr.
Allégeons toutefois I’écriture en posant: m= NMODES ; on obtient :

Mdn(t)+Cdn(t)+Kd, (6)=F, (f) (4-69)

Le vecteur F est la représentation de la force d’excitation obtenue en utilisant une base

tronquée de modes. Puisque dn, n’est pas égal a d, F, (f)n’est pas égal a F(¢) de la relation
(4-54). L’équation (4-69) donne :

MO, 20(1)+CO zu(t)+ KD z (1)=F, (1) (4-70)

m-—m

En tenant compte des propriétés d’orthogonalité des modes propres, et une matrice
d’amortissement proportionnelle, on peut écrire :

Kq)m = McDmAm (4-71)
CcDm = MO mAm (4-72)

ou A, est la matrice diagonale des fréquences au carré @’ et A est la matrice diagonale des
termes 2¢,,. Substituons les équations (4-71) et (4-72) dans I’équation (4-70), nous
obtenons :

MO, z2u(6)+ MO A zu(t)+ MD A z (1)=F. (1) (4-73)

m m m-—m

Mais d’apres (4-65), et en supposant que les modes propres sont orthonormés par rapport a la
matrice masse, nous obtenons :

2i(0) +26, 0, z:(1) + @ z.(1) = P(0) i=1,2,...,m (4-74)
dont la solution est donnée par (4-67b) si le chargement est de type F(¢) = F, coswt .
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4-3-7 Détermination des modes et des pulsations propres- Méthode de Jacobi
On appelle mode propre, les solutions de 1’équation générale de I’équilibre dynamique

(4-1) dans laquelle on admet conjointement nuls I’amortissement et le chargement extérieur
appliqué conduisant alors a une équation de la forme :

Md()+Kd(t)=0 (4-75)
Le mouvement régit par une telle équation différentielle est dit non amorti en oscillation libre.
Pour la résoudre, par analogie a un systéme a un seul degré de liberté, on suppose que la
réponse est de type harmonique ayant la forme:

d(t) = gsin(wt - 0) (4-7632)

Ou ¢ représente les modes de déformation possibles, qui ne changent pas avec le temps et &
est un angle de déphasage. Le vecteur d’accélération en vibration libre est alors :

d(1) = -’ psin( @t — 0) = —w*d (t) (4-76b)

Substituons d et d dans I’équation (4-75), nous obtenons :
(K —’M)psin(wt—6) =0 (4-77)

Cette expression doit étre vérifiée quelque soit t, donc pour toutes les valeurs du terme en
sinus ; ce que nous écrivons :

Ké=a’Mp (4-78)

Cette équation est un probléme dit aux valeurs propres généralisé¢ (en anglais generalized
eigenvalue problem). Elle peut étre aussi écrite :

K -w*M|p=[K -am]p=0 (4-79)

Ou A=w®’ est un scalaire réel positif. La solution triviale ¢ =0de 1’équation (4-79)
correspond a aucun mouvement et ne nous intéresse pas. Une solution non triviale n’est
possible que si le déterminant de la matrice des coefficients [K ~w’M ] s’annule. En d’autres
termes, des vibrations d’amplitudes finies sont possibles si et seulement si :

det(K — o’ M) =det(K —AM) =0 (4-80)

L’équation (4-80) est appelée équation aux fréquences ou équation caractéristique du systéme.
En développant ce déterminant, on obtient une équation polynomiale d’ordre N en 4, = a)/2

pour un systétme avec NEQ degrés de liberté. Les NEQ racines de cette équation
(Ai>4y5ed 5o hye,) sont les pulsations propres, appelées plus fréquemment fréquences

naturelles du systéme qui sont associé¢es chacune a un vecteur modal ou mode propre de
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vibration du systéme. En termes d’algébre linéaire, les paires (/1_/.,;/5].) sont les valeurs propres

et les vecteurs propres du probléme aux valeurs propres généralisé.

Cependant, la résolution de ce polyndme en tant que tel s’avere fastidieux et laborieux
et pour contourner la difficulté, on fait appel a des méthodes itératives dont les méthodes de
Rayleigh, de Stodolla-Vianello, de Holzer et de Jacobi. La plus utilisée en pratique pour des
problémes d’éléments finis est la méthode de Jacobi amplement revue et documentée dans
I’ouvrage de Datt et Touzout [02]. Son principe consiste de calculer les NEQ valeurs propres
et les NEQ pulsations propres d’un systéme d’équations en transformant les matrices M et K,
celles-ci étant définies positives et symétriques, en des matrices diagonales a I’aide d’un
processus de transformations successives.

Les valeurs propres et les pulsations propres sont déterminées en appelant le sous
programme Jacobi par la maniére suivante :

subroutine JACOBI(VK,VM,N,NCYM,EPS,VALP,VECT)

Ou les arguments représentent respectivement :

- VK, VM : matrices de rigidit¢ K et de masse M rangées en triangle supérieure par
colonnes descendantes i.e en lignes de ciel comme indiqué sur la figure 4-5 donnée ci-
apres.

Dimension des matrices K et M

- NCYM : Nombre de cycles maximum (15)
- EPS : Précision requise (1.D-12)

- VALP : valeurs propres calculées

- VECT : vecteurs propres calculés.

VK() VK(Q2) VK@) VKT ] [MQ) vM@) vM@d) vM(T) ]
JK@3) VKG) VK@®) .. IM@3) VM(5) VM@)
_VK(6) VK©O) .. VM (6) VM (9)
w VM0

Fig.4-5 Stockage de la matrice de rigidité et de la matrice masse en ligne de ciel

4-3-8 Résumé de la méthode de superposition modale

Le calcul de la réponse d’une construction ¢élastique a un chargement donné par la
méthode de superposition modale est résumé dans les étapes suivantes :

1- Assembler les matrices de masse M, de rigidité K, déduire la matrice d’amortissement C

par combinaison de M et K et écrire les équations couplées du mouvement en fonction des
réponses relatives :
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Md@e)+Cdt)+Kd@e)=F(ry; M =Y ] c=S|ce]: k =Y [x¢]

2- Calculer les fréquences propres et modes propres de vibration pour le probleme de
vibration libre non amortie qui se réduit au probléme aux valeurs propres
suivant : KO = MOA ou @ est la matrice des modes propres ¢, et Aest une matrice

diagonale contenant les termes @’. Il faut normer les vecteurs propres par rapport a la
g ; propres p pp

N
matrice masse M i.e : m; =@/ Mg,=1.

3- Déterminer le taux d’amortissement ¢, en fonction des coefficients de Raleigh « et S .

4- Calculer les chargements généralisés relatifs a chaque mode : FiA(t) =g¢! F(t)

5- Ecrire NEQ (ou NMODES) équations de mouvement indépendants :

2i(t) + 26,0, 21 (1) + @z, () = F(1)

6- Calculer la réponse modale au chargement imposé. Chaque équation obtenue a 1’étape
précédente correspond a un mode de vibration et représente un systéme a un seul degré de
liberté qui se résout par une méthode convenant au type de chargement. En particulier, une
méthode peut étre utilisée, lorsque le chargement est du type F(¢) = F, coswt, les relations

(4-67b).

7- Calculer la réponse dans le systéeme de coordonnées géométriques originelles connaissant
les réponses modales zi(t) :

NEQ(ouNMODES))

d(t)=Dz(t) = Zm(r)

i=1

8- Déterminer les déformations (&) et les contraintes (o) dans chaque é1ément (e).

4-3-9 Implémentation de la méthode de superposition modale dans le programme
STRUDLS.FOR

Lecture des données (suite de la figure 4-3) :
- IMETH : =2, méthode de superposition modale
- NMODES = 6 (nombre de modes)

— call STRUDLA4.INP
I- * Assembler les matrices de masse M, de rigidité K, ranger les triangles supérieurs en
forme de ligne de ciel et les stocker dans les vecteurs VK et VMS (=VM) .
— call FORMVK(KM,IKM,G,VK) et call FORMVM(EMM,IKM,G,VM)
* Déduire la matrice d’amortissement C par combinaison de VK et VM en fonction

des coefficients de Raleigh o et £ :
C=ALPHA*VK+BETA*VM
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2- *Calculer les modes propres et les valeurs propres, stockés dans la matrice VECT et
dans le vecteur VALP.
— call JACOBI(VK,VMS,N,NCYM,EPS,VALP,VECT,IMP,IMOD)
*Ordonner les valeurs propres par ordre croissant
— call ORDON(VALP,VECT,VECTP,N,IMP,IMOD)
3- Programmation de la méthode de superposition modale
TIM=0;

Pour chaque intervalle de temps: J=1,ISTEP

do 600 J=1,ISTEP
TIM=TIM~+DTIM

* Pour chaque mode : M=1,NMODES
do 610 M=1,NMODES
F=0
do NN=1,N
F=VECTP(NN,M)*AM(NN)+F
End do
XX1=VALP(M)-OMEGA*OMEGA
XX2=XX1*XX1+4.0*OMEGA*OMEGA*DR*DR*VALP(M)
XX3=F*XX1/XX2
XX4=F*2.0*OMEGA*DR*SQRT(VALP(M))/XX2
XMODE(M)=XX3*cos(OMEGA*TIM)+XX4*sin(OMEGA*TIM)

610continue

* Superposition des modes
do 620 I=1,N
SUM=0.0
do 630 M=1,NMODES
630 SUM=SUM+VECTP(I,M)*XMODE(M)
620 X1(I)=SUM

*Impression des déplacements suivant le degré de liberté NX
write(IMP, 1050)TIM, AMPX*cos(OMEGAX*TIM),X 1(NX)

* Calcul au centre de gravité de chaque ¢lément spécifié¢ (IELX, IELY) les

déformations et les contraintes généralisées i.e les courbures et les

moments :

—  call RECOVER(IELX,IELY ,NYE,NF,INF,X1,IDOF,D,V,AA,BB,
XMOMX,XMOMY,XMOMXY)

write(IMP,1050)TIM, AMPX*cos(OMEGAX*TIM),X 1(NX)
write(IMP1,1085)TIM,XMOMX, XMOMY ,XMOMXY

1085 format(4E12.4)

1050 format(3E12.4)

600 continue

Fig.4-6 : Implémentation de I’algorithme de la méthode de Superposition modale dans le
programme STRUDLS.FOR
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5-1 Généralités

Nous allons dans ce chapitre illustrer le programme établi par des applications
numériques portant sur ’évaluation de la réponse dynamique de plaque par les méthodes
respectives de Wilson-0 et de superposition modale.

Le programme s’intitule STRUDLS5.FOR facilement exploitable sur micro-ordinateur
dont le langage d’ordinateur employ¢ est le fortran ou le compilateur est celui du Compaq
Visual Fortran, version 6.5.

Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord présenter la description du fichier type de
données qui s’intitule STRUDLS.INP et ensuite donner I’organigramme général du
programme résumant 1’algorithme de calcul. Sera suivi d’une illustration d’un certain nombre

d’exemples numériques avec lesquels nous effectuerons une analyse de quelques parameétres
clés sur le comportement du solide plan envisagé.

5-2 Description du fichier de données STRUDLS.INP

e COMT : bloc des commentaires.

Les cartes de commentaires sont suivies obligatoirement d’une carte blanche.
e Variables lues- carte 1 :

NXE,NYE,NN,NR,NGP,IMETH,ITYPE

Description des variables

NXE : nombre d’¢léments suivant la direction x
NYE : nombre d’éléments suivant la direction y
NN: nombre total de nceuds du maillage
NR: Nombre de degrés de liberté ou au moins un degré de liberté est empéché
NGP: nombre de points de Gauss
IMETH: Type de méthode envisagée (=1 : Wilson-0 ; =2 : Superposition modale)
ITYPE : Type de méthode de calcul de la matrice masse
(=1 : masse concentrée ; =2 : masse consistante)

e Variables lues- carte 2 :

AA,BB,WIDTH,RHO,E,V,DR NTYPE

Description des variables
AA : dimension de I’élément suivant x
BB : dimension de I’é1ément suivant y
WIDTH: épaisseur de la plaque
RHO: masse volumique ou densité du matériau (en kg/m’)
E : module d’¢lasticité
V : coefficient de Poisson
DR: Taux d’amortissement (g)
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NTYPE: Type de chargement appliqué (=1: charge concentrée du type cosinus ; =2 :
charge répartie du type cosinus; =3 : charge concentrée du type échelon; =5: charge
constante appliquée lentement)

e Variables lues- carte 3 :

ISTEP,THETA,NPRI,IPRN1

Description des variables

ISTEP : Nombre de pas de temps d’intégration
THETA : paramétre d’intégration numérique (=1.4: méthode de Wilson-0)
NPRI : Indice de controle d’impression : imprimer tous les NPRI intervalles de temps
IPRNT1 : Indice de controle d’impression des valeurs intermédiaires
(IPRN1=1 : oui ; IPRN1=0 : non)

e Variables lues- carte 4 (lecture des conditions aux limites):

K, NF(K,1), NF(K,2) , NF(K,3) , NF(K,4) a lire autant de fois NR

Description des variables

K : numéro du nceud ot au moins un degré de liberté est retenu

NF(K,1) =0 ou 1 sile nceud K est retenu ou non suivant le déplacement transversal
NF(K,2) =0 ou 1 sile nceud K est retenu ou non suivant la rotation 6x

NF(K,3) =0 ou 1 sile nceud K est retenu ou non suivant la rotation Oy

NF(K,4) =0 ou 1 sile nceud K est retenu ou non suivant la rotation xy

e Variables lues- carte 5:

NL,ND

Description des variables

NL : nombre de nouds chargés (chargement de type cosinusoidal uniquement)
ND : nombre de nouds ou les déplacements initiaux sont éventuellement imposés

e Variables lues- carte 6:
NLX,NODX,IDIRX,IELX,IELY

Description des variables

NLX : numéro du chargement a imprimer uniquement

NODX : impression du numéro du nceud spécifié

IDIRX : direction (=1 : suivant w ; =2 : suivant 6, ; =3 : suivant 8,; =4 : suivant Byy)
choisie du déplacement du nceud a imprimer

IELX : numéro de I’élément suivant x ou seront imprimées les contraintes et les
déformations au CG

IELY : numéro de I’élément suivant y ou seront imprimées les contraintes et les
déformations au CG
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e Variables lues- carte 7 : si NL est différent de zéro et ND est nul

K,JIDK,AMPVAL,PULVAL a lire autant de NL appliqué

Description des variables

K : numéro du nceud ou le chargement est appliqué

IDK: direction (=1 : suivant w ; =2 : suivant 8,; =3 : suivant 8,; =4 : suivant 6,,) suivant
laquelle le chargement est appliqué

AMPVAL : valeur de ’amplitude du chargement appliqué

PULVAL : valeur de la pulsation du chargement appliqué

e Variables lues- carte 7 : si NL est égal a zéro et ND est différent de zéro

K,JIDK,XVALUE,X1VALUE a lire autant de ND appliqués

Description des variables
K : numéro du nceud ou les conditions initiales sont appliquées
IDK: direction (=1 : suivant w ; =2 : suivant 8,; =3 : suivant 8,; =4 : suivant 6,,) suivant
laquelle les conditions initiales sont appliquées
XVALUE : valeur du déplacement initial appliqué
X1VALUE : valeur de la vitesse initiale appliquée

5-3 Application numérique

Analysons par les méthodes de Wilson-0 et de superposition modale, la plaque
rectangulaire sur appuis simples représentée et chargée comme indiqué sur la figure 5-1, et
dont le maillage est donné sur la figure 5-2. Comparons ensuite les résultats obtenus en terme
de I’évolution en fonction du temps du déplacement vertical du point d’application de la
charge dynamique F(t) = Fy cosQt i.e au milieu de la plaque, et de contraintes au voisinage de
la charge. Considérer les recommandations suivantes :

Q = Omin = 110 rad/s (pulsation propre minimale)
ISTEP = 500 : nombre total d’intervalle de temps considéré
DR = 0.005 : coefficient d’amortissement G
DTIM = PERIOD/20 : intervalle de temps d’intégration ou la variable PERIOD (T)
représente la période de la plus petite pulsation propre qui contribue a la solution égale
a 211/ o,

- Symétrie avec un maillage de 2x2 ¢léments (NXE =2, NYE =2).

- Utiliser d’abord la notion de concentration de masse puis la masse consistante.

E = 70000 MPa
P =2500 kg/m’
e= 7 mm
v=0.25
Fo=10kN

Fig. 5-1 Plaque rectangulaire sur appuis simples
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Fig. 5-2 Maillage de la plaque en 2x2 éléments

Les résultats obtenus par chacune des 2 méthodes respectives sont récapitulés de la maniere
suivante. Notons que nous avons considéré en premier lieu la notion de masse concentrée.

5-3-1 Méthode de superposition modale

A- Fichier d’entrée des données (STRUDLS.INP stocké dans ‘exemple 1.inp”)
IMETH=1; TETA=0.5

Dynamic analysis of a rectangular plate with all edges simply supported under mid
transverse concentrate cosinusoidal load (acote.inp; exemplel.inp), STRUDLS5.FOR program,
modified on may 2013, [N,m,kg], concentration de masse, methode de superposition modale

2,2,9.8,4,2,1
0.3,0.45,0.007,2500.0,7E10,0.25,0.005,1
500,1.4,1,0
1,0,0,0,1
2,0,1,0,1
3,0,1,0,0
4,0,0,1,1
6,1,1,0,0
7,0,0,1,0
8,1,0,1,0
9,1,0,0,0

1,0

1,9,1,2,2
9,1,2500,109.0
end
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B- Fichier de sortie des résultats (STRUDLS.0OUT), stocké dans « examplel.out » :

BEGINNING:COMMENTS/DESCRIPTION
Dynamic analysis of a rectangular plate with all edges simply supported under mi

transverse concentrate cosinusoidal load (acote.inp; exemplel.inp), STRUDLS5.FOR program,
modified on may 2013, [N,m,kg], concentration de masse, methode de superposition modale

END:COMMENTS/DESCRIPTION

Number of element columns in x direction, NXE= 2
Number of element in y direction NYE= 2
Number of nodes in the mesh NN= 9
Number of restrained nodes in the mesh NR= §
Type of the method: IMETH= 2
[ IMETH=1: Wilson-theta method IMETH=2: Modal superposition method]

Mass matrix computation ITYPE= 1
Lumped mass: ITYPE=1 Consistent mass: ITYPE=2

Number of integrating points NGP= 4

Dimension of elements in x direction AA=  0.3000
Dimension of elements in y direction BB=  0.4500
Youngs modulus E= 70000000000.0000

Poissons ratio V=" 0.2500

Width of the structure WIDTH=  0.0070

Damping ratio DR=0.00500
Material density RHO=2500.00000
Type de chargement NTYPE= 1

NTYPE =1 charge concentrée du type cosinus
NTYPE =2 charge répartie du type cosinus
NTYPE =3 charge concentrée du type échelon
NTYPE =4 charge répartie du type échelon
NTYPE =5 charge constante appliquée lentement

Number of time integration ISTEP= 500

Time intégration parameter THETA=  1.40

Print control-print every NPRI(I) steps NPRI= 1

Flag to print intermediate values (IPRN1 = 1: PRINT, IPRN1 = 0:NO NO PRINT) =0

Matrix of nodal degrees of freedom NF:

1 0001
2 0203
3 0400
4 0056
5 78910
6 111200
7 00130
&8 140150
9 16000

Flexural rigidity of the plate: D= 0.2134E+04
Number of restrained degrees of freedom NCLT= 20
Number of degrees of freedom in the mesh N= 16

There are 16 equations and the half-bandwidth is 10

Number of loaded nodes (cosinusoidal function only) NL= 1
Number of nodes where initial displacements be imposed ND= 0
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Print loading number NLX= 1

Print displacement of the node NODX= 9 in the direction IDIRX= 1
Number of element (ielx,iely): where moments are to be printed:

(at center of the element) ielx= 2 iely= 2

Dynamic loadings are applied
Node number  NF(1,2) ** amplitude value ** pulsation value
9 1 2500.00000 109.00000
Ordre des pulsations propres:
7 11 16 14 1 10 6 3 13 5 9 15 8 12 4 2
Valeurs des pulsations propres (Eigenvalues):

0.1191E+05 0.1205E+06 0.4290E+06 0.5480E+06 0.2277E+07 0.2695E+07
0.3980E+07 0.5243E+07 0.2347E+09 0.3292E+09 0.3613E+09 0.3861E+09
0.4667E+09 0.5379E+09 0.5647E+09 0.8199E+09

Impression des 6 premiers modes propres:
Mode propre: 1

0.2979E+01 0.1197E+01 0.2107E+01 0.1693E+01 0.7837E+00 0.2107E+01
0.3252E+00 0.8464E+00 0.5542E+00 0.1490E+01 0.4599E+00 0.1197E+01
0.1108E+01 0.4599E+00 0.7837E+00 0.6504E+00

Mode propre: 2

-0.5906E+01 -0.1104E+01 0.4176E+01 0.1562E+01 -0.1470E+01 -0.4176E+01
-0.3250E+00 -0.7810E+00 0.1039E+01 0.2953E+01 0.4597E+00 0.1104E+01
-0.2079E+01 -0.4597E+00 0.1470E+01 0.6501E+00

Mode propre: 3

-0.7238E+01 -0.2360E+01 -0.5118E+01 -0.3338E+01 -0.1447E+00 0.5118E+01
-0.3249E+00 0.1669E+01 -0.1023E+00 0.3619E+01 -0.4595E+00 0.2360E+01
0.2046E+00 0.4595E+00 0.1447E+00 0.6498E+00

Mode propre: 4

-0.6377E+01 -0.1723E+01 0.4510E+01 0.2437E+01 -0.1626E+00 0.4510E+01
-0.3250E+00 0.1218E+01 0.1150E+00 -0.3189E+01 0.4596E+00 -0.1723E+01
0.2300E+00 0.4596E+00 -0.1626E+00 -0.6500E+00

Mode propre: 5

0.1581E+03 -0.2172E+01 0.1118E+03 -0.3072E+01 -0.1444E+00 0.1118E+03
-0.6058E-02 -0.1536E+01 -0.1021E+00 0.7903E+02 -0.8567E-02 -0.2172E+01
-0.2041E+00 -0.8567E-02 -0.1444E+00 -0.1212E-01

Mode propre: 6
-0.1579E+03 0.1507E+01 -0.1117E+03 0.2131E+01 0.3499E-01 0.1117E+03

0.1480E-01 -0.1065E+01 0.2474E-01 0.7897E+02 0.2093E-01 -0.1507E+01
-0.4948E-01 -0.2093E-01 -0.3499E-01 -0.2960E-01
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CHAPITRE V : Expérimentation numérique

print of the 6th first eignevalues (pulsations):

109.143213157388
347.087879673321
654.992277410728
740.301036741135
1508.96777632924
1641.76170621683

ALPHA: 0.9355404 BETA: 1.3086684E-05

timet pO*coswt Displacement

0.2882E-02 0.2378E+04 0.4661E+01
0.5764E-02 0.2023E+04 0.6667E+01
0.8647E-02 0.1469E+04 0.8021E+01
0.1153E-01 0.7725E+03 0.8589E+01
0.1441E-01 -0.4841E-03 0.8317E+01
0.1729E-01 -0.7725E+03 0.7231E+01
0.2018E-01 -0.1469E+04 0.5436E+01
0.2306E-01 -0.2023E+04 0.3110E+01
0.2594E-01 -0.2378E+04 0.4794E+00
0.2882E-01 -0.2500E+04 -0.2198E+01
0.3170E-01 -0.2378E+04 -0.4661E+01
0.3459E-01 -0.2023E+04 -0.6667E+01
0.3747E-01 -0.1469E+04 -0.8021E+01
0.4035E-01 -0.7725E+03 -0.8589E+01
0.4323E-01 -0.3241E-03 -0.8317E+01

M¢éthode de Superposition modale

0.1383E+00 -0.2023E+04 0.3110E+01
0.1412E+00 -0.2378E+04 0.4793E+00
0.1441E+00 -0.2500E+04 -0.2198E+01
0.1470E+00 -0.2378E+04 -0.4661E+01
0.1499E+00 -0.2023E+04 -0.6667E+01
0.1528E+00 -0.1469E+04 -0.8021E+01
0.1556E+00 -0.7725E+03 -0.8589E+01

0.4612E-01
0.4900E-01
0.5188E-01
0.5476E-01
0.5764E-01
0.6053E-01
0.6341E-01
0.6629E-01
0.6917E-01

0.7725E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4794E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4661E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7725E+03 0.8589E+01

0.7205E-01 -0.1366E-03 0.8317E+01
0.7494E-01 -0.7725E+03 0.7231E+01
0.7782E-01 -0.1469E+04 0.5436E+01
0.8070E-01 -0.2023E+04 0.3110E+01
0.8358E-01 -0.2378E+04 0.4794E+00
0.8647E-01 -0.2500E+04 -0.2198E+01
0.8935E-01 -0.2378E+04 -0.4661E+01
0.9223E-01 -0.2023E+04 -0.6667E+01
0.9511E-01 -0.1469E+04 -0.8021E+01
0.9799E-01 -0.7725E+03 -0.8589E+01

0.1009E+00
0.1038E+00
0.1066E+00
0.1095E+00
0.1124E+00
0.1153E+00
0.1182E+00
0.1211E+00
0.1239E+00
0.1268E+00

0.6688E-02 -0.8317E+01

0.7725E+03 -0.7230E+01
0.1469E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4793E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4661E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7725E+03 0.8589E+01

0.1585E+00
0.1614E+00
0.1643E+00
0.1672E+00
0.1700E+00
0.1729E+00
0.1758E+00
0.1787E+00
0.1816E+00
0.1845E+00
0.1873E+00
0.1902E+00
0.1931E+00
0.1960E+00
0.1989E+00
0.2018E+00
0.2046E+00
0.2075E+00
0.2104E+00
0.2133E+00
0.2162E+00
0.2190E+00
0.2219E+00
0.2248E+00
0.2277E+00
0.2306E+00
0.2335E+00
0.2363E+00
0.2392E+00
0.2421E+00

0.1979E-01 -0.8317E+01
0.7726E+03 -0.7230E+01
0.1469E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4793E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4661E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7725E+03 0.8589E+01
-0.2634E-01 0.8317E+01
-0.7726E+03 0.7230E+01
-0.1469E+04 0.5436E+01
-0.2023E+04 0.3110E+01
-0.2378E+04 0.4793E+00
-0.2500E+04 -0.2198E+01
-0.2378E+04 -0.4661E+01
-0.2023E+04 -0.6667E+01
-0.1469E+04 -0.8021E+01
-0.7725E+03 -0.8589E+01
0.3289E-01 -0.8317E+01
0.7726E+03 -0.7230E+01
0.1469E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4793E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4661E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7725E+03 0.8589E+01

0.1297E+00 -0.1324E-01 0.8317E+01
0.1326E+00 -0.7726E+03 0.7230E+01
0.1355E+00 -0.1469E+04 0.5436E+01

0.2450E+00 -0.3945E-01 0.8317E+01
0.2479E+00 -0.7726E+03 0.7230E+01
0.2508E+00 -0.1469E+04 0.5436E+01
0.2536E+00 -0.2023E+04 0.3110E+01
0.2565E+00 -0.2378E+04 0.4793E+00
0.2594E+00 -0.2500E+04 -0.2198E+01
0.2623E+00 -0.2378E+04 -0.4661E+01
0.2652E+00 -0.2023E+04 -0.6667E+01
0.2680E+00 -0.1469E+04 -0.8021E+01
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CHAPITRE V :

Expérimentation numérique

0.2709E+00
0.2738E+00
0.2767E+00
0.2796E+00
0.2825E+00
0.2853E+00
0.2882E+00
0.2911E+00
0.2940E+00
0.2969E+00
0.2997E+00
0.3026E+00
0.3055E+00
0.3084E+00
0.3113E+00
0.3142E+00
0.3170E+00
0.3199E+00
0.3228E+00
0.3257E+00
0.3286E+00
0.3315E+00
0.3343E+00
0.3372E+00
0.3401E+00
0.3430E+00
0.3459E+00
0.3487E+00
0.3516E+00
0.3545E+00
0.3574E+00
0.3603E+00
0.3632E+00
0.3660E+00
0.3689E+00
0.3718E+00
0.3747E+00
0.3776E+00
0.3804E+00
0.3833E+00
0.3862E+00
0.3891E+00
0.3920E+00
0.3949E+00
0.3977E+00
0.4006E+00
0.4035E+00
0.4064E+00
0.4093E+00
0.4122E+00
0.4150E+00
0.4179E+00

-0.7725E+03 -0.8589E+01
0.9452E-02 -0.8317E+01
0.7725E+03 -0.7230E+01
0.1469E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4794E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4661E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7726E+03 0.8589E+01
0.2460E-01 0.8317E+01

-0.7725E+03 0.7231E+01

-0.1469E+04 0.5436E+01

-0.2023E+04 0.3110E+01

-0.2378E+04 0.4795E+00

-0.2500E+04 -0.2198E+01

-0.2378E+04 -0.4661E+01

-0.2023E+04 -0.6667E+01

-0.1470E+04 -0.8021E+01

-0.7726E+03 -0.8589E+01

-0.5866E-01 -0.8317E+01
0.7725E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4796E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4660E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7726E+03 0.8589E+01
0.9271E-01 0.8317E+01

-0.7725E+03 0.7231E+01

-0.1469E+04 0.5437E+01

-0.2022E+04 0.3110E+01

-0.2378E+04 0.4797E+00

-0.2500E+04 -0.2198E+01

-0.2378E+04 -0.4660E+01

-0.2023E+04 -0.6667E+01

-0.1470E+04 -0.8020E+01

-0.7727E+03 -0.8589E+01

-0.1268E+00 -0.8317E+01
0.7724E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01
0.2022E+04 -0.3111E+01
0.2378E+04 -0.4799E+00

0.2500E+04
0.2378E+04
0.2023E+04
0.1470E+04
0.7727E+03
0.1608E+00

0.4208E+00 -0.7724E+03
0.4237E+00 -0.1469E+04
0.4266E+00 -0.2022E+04
0.4294E+00 -0.2378E+04

0.2198E+01
0.4660E+01
0.6667E+01
0.8020E+01
0.8589E+01
0.8317E+01
0.7231E+01
0.5437E+01
0.3111E+01
0.4800E+00

0.4323E+00 -0.2500E+04 -0.2198E+01
0.4352E+00 -0.2378E+04 -0.4660E+01
0.4381E+00 -0.2023E+04 -0.6667E+01
0.4410E+00 -0.1470E+04 -0.8020E+01
0.4439E+00 -0.7727E+03 -0.8589E+01
0.4467E+00 -0.1949E+00 -0.8317E+01
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0.4496E+00
0.4525E+00
0.4554E+00
0.4583E+00
0.4612E+00
0.4640E+00
0.4669E+00
0.4698E+00
0.4727E+00
0.4756E+00
0.4784E+00
0.4813E+00
0.4842E+00
0.4871E+00
0.4900E+00
0.4929E+00
0.4957E+00
0.4986E+00
0.5015E+00
0.5044E+00
0.5073E+00
0.5101E+00
0.5130E+00
0.5159E+00
0.5188E+00
0.5217E+00
0.5246E+00
0.5274E+00
0.5303E+00
0.5332E+00
0.5361E+00
0.5390E+00
0.5419E+00
0.5447E+00
0.5476E+00
0.5505E+00
0.5534E+00
0.5563E+00
0.5591E+00
0.5620E+00
0.5649E+00
0.5678E+00
0.5707E+00
0.5736E+00
0.5764E+00
0.5793E+00
0.5822E+00
0.5851E+00
0.5880E+00
0.5908E+00
0.5937E+00
0.5966E+00
0.5995E+00
0.6024E+00
0.6053E+00
0.6081E+00
0.6110E+00
0.6139E+00
0.6168E+00
0.6197E+00
0.6226E+00
0.6254E+00

0.7724E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01
0.2022E+04 -0.3111E+01
0.2378E+04 -0.4801E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4660E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7728E+03 0.8589E+01
0.2289E+00 0.8317E+01
-0.7723E+03 0.7231E+01
-0.1469E+04 0.5437E+01
-0.2022E+04 0.3111E+01
-0.2378E+04 0.4802E+00
-0.2500E+04 -0.2197E+01
-0.2378E+04 -0.4660E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7728E+03 -0.8589E+01
-0.2549E+00 -0.8317E+01
0.7723E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01
0.2022E+04 -0.3111E+01
0.2378E+04 -0.4803E+00
0.2500E+04 0.2197E+01
0.2378E+04 0.4660E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7728E+03 0.8589E+01
0.2889E+00 0.8317E+01
-0.7723E+03 0.7231E+01
-0.1469E+04 0.5437E+01
-0.2022E+04 0.3111E+01
-0.2378E+04 0.4804E+00
-0.2500E+04 -0.2197E+01
-0.2378E+04 -0.4660E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7728E+03 -0.8589E+01
-0.3230E+00 -0.8317E+01
0.7722E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01
0.2022E+04 -0.3111E+01
0.2378E+04 -0.4805E+00
0.2500E+04 0.2197E+01
0.2378E+04 0.4660E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7729E+03 0.8589E+01
0.3570E+00 0.8317E+01
-0.7722E+03 0.7231E+01
-0.1469E+04 0.5437E+01
-0.2022E+04 0.3111E+01
-0.2378E+04 0.4807E+00
-0.2500E+04 -0.2197E+01
-0.2378E+04 -0.4660E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7729E+03 -0.8589E+01
-0.3911E+00 -0.8317E+01
0.7722E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01




CHAPITRE V :

Expérimentation numérique

0.6283E+00
0.6312E+00
0.6341E+00
0.6370E+00
0.6398E+00
0.6427E+00
0.6456E+00
0.6485E+00
0.6514E+00
0.6543E+00
0.6571E+00
0.6600E+00
0.6629E+00
0.6658E+00
0.6687E+00
0.6715E+00
0.6744E+00
0.6773E+00
0.6802E+00
0.6831E+00
0.6860E+00
0.6888E+00
0.6917E+00
0.6946E+00
0.6975E+00
0.7004E+00
0.7033E+00
0.7061E+00
0.7090E+00
0.7119E+00
0.7148E+00
0.7177E+00
0.7205E+00
0.7234E+00
0.7263E+00
0.7292E+00
0.7321E+00
0.7350E+00
0.7378E+00
0.7407E+00
0.7436E+00
0.7465E+00
0.7494E+00
0.7523E+00
0.7551E+00
0.7580E+00
0.7609E+00
0.7638E+00
0.7667E+00
0.7695E+00
0.7724E+00
0.7753E+00
0.7782E+00
0.7811E+00
0.7840E+00
0.7868E+00
0.7897E+00
0.7926E+00
0.7955E+00
0.7984E+00
0.8012E+00
0.8041E+00

0.2022E+04 -0.3111E+01
0.2378E+04 -0.4808E+00

0.2500E+04
0.2378E+04
0.2023E+04
0.1470E+04
0.7729E+03
0.4251E+00
-0.7721E+03

0.2197E+01
0.4660E+01
0.6666E+01
0.8020E+01
0.8589E+01
0.8317E+01
0.7231E+01

-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3111E+01
-0.2378E+04 0.4809E+00
-0.2500E+04 -0.2197E+01
-0.2378E+04 -0.4659E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7730E+03 -0.8589E+01
-0.4592E+00 -0.8317E+01
0.7721E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2377E+04 -0.4810E+00
0.2500E+04 0.2197E+01
0.2378E+04 0.4659E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7730E+03 0.8589E+01
0.4932E+00 0.8317E+01
-0.7721E+03 0.7231E+01
-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3112E+01
-0.2377E+04 0.4811E+00
-0.2500E+04 -0.2197E+01
-0.2378E+04 -0.4659E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7730E+03 -0.8589E+01
-0.5273E+00 -0.8317E+01
0.7720E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2377E+04 -0.4812E+00
0.2500E+04 0.2196E+01
0.2378E+04 0.4659E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7731E+03 0.8589E+01
0.5613E+00 0.8317E+01
-0.7720E+03 0.7232E+01
-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3112E+01
-0.2377E+04 0.4814E+00
-0.2500E+04 -0.2196E+01
-0.2378E+04 -0.4659E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7731E+03 -0.8589E+01
-0.5954E+00 -0.8317E+01
0.7720E+03 -0.7232E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2377E+04 -0.4815E+00
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0.8185E+00
0.8214E+00
0.8243E+00
0.8272E+00
0.8301E+00
0.8330E+00
0.8358E+00
0.8387E+00
0.8416E+00
0.8445E+00
0.8474E+00
0.8502E+00
0.8531E+00
0.8560E+00
0.8589E+00
0.8618E+00
0.8647E+00
0.8675E+00
0.8704E+00
0.8733E+00
0.8762E+00
0.8791E+00
0.8819E+00
0.8848E+00
0.8877E+00
0.8906E+00
0.8935E+00
0.8964E+00
0.8992E+00
0.9021E+00
0.9050E+00
0.9079E+00
0.9108E+00
0.9137E+00
0.9165E+00
0.9194E+00
0.9223E+00
0.9252E+00
0.9281E+00
0.9309E+00
0.9338E+00
0.9367E+00
0.9396E+00
0.9425E+00
0.9454E+00
0.9482E+00
0.9511E+00
0.9540E+00
0.9569E+00
0.9598E+00
0.9627E+00
0.9655E+00
0.9684E+00
0.9713E+00
0.9742E+00
0.9771E+00
0.9799E+00
0.9828E+00
0.9857E+00
0.9886E+00
0.9915E+00
0.9944E+00

0.7731E+03 0.8589E+01
0.6295E+00 0.8317E+01
-0.7719E+03 0.7232E+01
-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3112E+01
-0.2377E+04 0.4816E+00
-0.2500E+04 -0.2196E+01
-0.2378E+04 -0.4659E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7732E+03 -0.8589E+01
-0.6635E+00 -0.8317E+01
0.7719E+03 -0.7232E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2377E+04 -0.4817E+00
0.2500E+04 0.2196E+01
0.2378E+04 0.4659E+01
0.2023E+04 0.6665E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7732E+03 0.8589E+01
0.6976E+00 0.8317E+01
-0.7719E+03 0.7232E+01
-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3112E+01
-0.2377E+04 0.4818E+00
-0.2500E+04 -0.2196E+01
-0.2378E+04 -0.4659E+01
-0.2023E+04 -0.6665E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7732E+03 -0.8589E+01
-0.7316E+00 -0.8318E+01
0.7718E+03 -0.7232E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2377E+04 -0.4819E+00
0.2500E+04 0.2196E+01
0.2378E+04 0.4659E+01
0.2023E+04 0.6665E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7733E+03 0.8589E+01
0.7657E+00 0.8318E+01
-0.7718E+03 0.7232E+01
-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3113E+01
-0.2377E+04 0.4821E+00
-0.2500E+04 -0.2196E+01
-0.2378E+04 -0.4658E+01
-0.2023E+04 -0.6665E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7733E+03 -0.8589E+01
-0.7997E+00 -0.8318E+01
0.7718E+03 -0.7232E+01
0.1469E+04 -0.5439E+01
0.2022E+04 -0.3113E+01
0.2377E+04 -0.4822E+00
0.2500E+04 0.2196E+01
0.2378E+04 0.4658E+01
0.2023E+04 0.6665E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7733E+03 0.8589E+01
0.8338E+00 0.8318E+01
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0.1017E+01 -0.1470E+04 -0.8020E+01
0.1020E+01 -0.7733E+03 -0.8589E+01
0.1023E+01 -0.7379E+00 -0.8318E+01

0.1026E+01
0.1029E+01
0.1032E+01
0.1035E+01
0.1038E+01
0.1040E+01
0.1043E+01
0.1046E+01
0.1049E+01
0.1052E+01
0.1055E+01
0.1058E+01
0.1061E+01
0.1064E+01
0.1066E+01
0.1069E+01
0.1072E+01
0.1075E+01
0.1078E+01
0.1081E+01
0.1084E+01
0.1087E+01
0.1089E+01
0.1092E+01
0.1095E+01
0.1098E+01
0.1101E+01
0.1104E+01
0.1107E+01
0.1110E+01
0.1113E+01
0.1115E+01
0.1118E+01
0.1121E+01
0.1124E+01
0.1127E+01
0.1130E+01
0.1133E+01
0.1136E+01
0.1138E+01
0.1141E+01
0.1144E+01
0.1147E+01
0.1150E+01
0.1153E+01
0.1156E+01
0.1159E+01
0.1162E+01
0.1164E+01
0.1167E+01

0.7719E+03 -0.7232E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2377E+04 -0.4817E+00
0.2500E+04 0.2196E+01
0.2378E+04 0.4659E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7731E+03 0.8589E+01
0.6095E+00 0.8317E+01
-0.7720E+03 0.7232E+01
-0.1469E+04 0.5438E+01
-0.2022E+04 0.3112E+01
-0.2377E+04 0.4813E+00
-0.2500E+04 -0.2196E+01
-0.2378E+04 -0.4659E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7730E+03 -0.8589E+01
-0.4812E+00 -0.8317E+01
0.7721E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5438E+01
0.2022E+04 -0.3112E+01
0.2378E+04 -0.4809E+00
0.2500E+04 0.2197E+01
0.2378E+04 0.4660E+01
0.2023E+04 0.6666E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7729E+03 0.8589E+01
0.3528E+00 0.8317E+01
-0.7722E+03 0.7231E+01
-0.1469E+04 0.5437E+01
-0.2022E+04 0.3111E+01
-0.2378E+04 0.4804E+00
-0.2500E+04 -0.2197E+01
-0.2378E+04 -0.4660E+01
-0.2023E+04 -0.6666E+01
-0.1470E+04 -0.8020E+01
-0.7728E+03 -0.8589E+01
-0.2244E+00 -0.8317E+01
0.7723E+03 -0.7231E+01
0.1469E+04 -0.5437E+01
0.2022E+04 -0.3111E+01
0.2378E+04 -0.4800E+00
0.2500E+04 0.2198E+01
0.2378E+04 0.4660E+01
0.2023E+04 0.6667E+01
0.1470E+04 0.8020E+01
0.7726E+03 0.8589E+01
0.9605E-01 0.8317E+01

0.1170E+01 -0.7725E+03 0.7231E+01
0.1173E+01 -0.1469E+04 0.5437E+01
0.1176E+01 -0.2023E+04 0.3110E+01
0.1179E+01 -0.2378E+04 0.4795E+00
0.1182E+01 -0.2500E+04 -0.2198E+01
0.1185E+01 -0.2378E+04 -0.4661E+01
0.1187E+01 -0.2023E+04 -0.6667E+01
0.1190E+01 -0.1469E+04 -0.8021E+01
0.1193E+01 -0.7725E+03 -0.8589E+01
0.1196E+01 0.3232E-01 -0.8317E+01
0.1199E+01 0.7726E+03 -0.7230E+01
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0.1202E+01
0.1205E+01
0.1208E+01
0.1211E+01
0.1213E+01
0.1216E+01
0.1219E+01
0.1222E+01
0.1225E+01
0.1228E+01
0.1231E+01
0.1234E+01
0.1236E+01
0.1239E+01
0.1242E+01
0.1245E+01
0.1248E+01
0.1251E+01
0.1254E+01
0.1257E+01
0.1260E+01
0.1262E+01
0.1265E+01
0.1268E+01
0.1271E+01
0.1274E+01
0.1277E+01
0.1280E+01
0.1283E+01
0.1285E+01
0.1288E+01
0.1291E+01
0.1294E+01
0.1297E+01
0.1300E+01
0.1303E+01
0.1306E+01
0.1309E+01
0.1311E+01
0.1314E+01
0.1317E+01
0.1320E+01
0.1323E+01
0.1326E+01
0.1329E+01
0.1332E+01
0.1334E+01
0.1337E+01
0.1340E+01
0.1343E+01
0.1346E+01
0.1349E+01
0.1352E+01
0.1355E+01
0.1358E+01
0.1360E+01
0.1363E+01
0.1366E+01
0.1369E+01
0.1372E+01
0.1375E+01
0.1378E+01
0.1381E+01
0.1383E+01

0.1470E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3110E+01
0.2378E+04 -0.4791E+00

0.2500E+04
0.2378E+04
0.2022E+04
0.1469E+04
0.7724E+03
-0.1607E+00
-0.7727E+03
-0.1470E+04
-0.2023E+04
-0.2378E+04

0.2199E+01
0.4661E+01
0.6667E+01
0.8021E+01
0.8589E+01
0.8317E+01
0.7230E+01
0.5436E+01
0.3109E+01
0.4787E+00

-0.2500E+04 -0.2199E+01
-0.2378E+04 -0.4661E+01
-0.2022E+04 -0.6668E+01
-0.1469E+04 -0.8021E+01
-0.7723E+03 -0.8589E+01
0.2891E+00 -0.8317E+01
0.7728E+03 -0.7230E+01
0.1470E+04 -0.5436E+01
0.2023E+04 -0.3109E+01
0.2378E+04 -0.4782E+00
0.2500E+04 0.2199E+01
0.2378E+04 0.4662E+01
0.2022E+04 0.6668E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7722E+03 0.8589E+01
-0.4174E+00 0.8316E+01
-0.7730E+03 0.7230E+01
-0.1470E+04 0.5435E+01
-0.2023E+04 0.3109E+01
-0.2378E+04 0.4778E+00
-0.2500E+04 -0.2200E+01
-0.2377E+04 -0.4662E+01
-0.2022E+04 -0.6668E+01
-0.1469E+04 -0.8021E+01
-0.7720E+03 -0.8589E+01
0.5458E+00 -0.8316E+01
0.7731E+03 -0.7229E+01
0.1470E+04 -0.5435E+01
0.2023E+04 -0.3108E+01
0.2378E+04 -0.4773E+00
0.2500E+04 0.2200E+01
0.2377E+04 0.4663E+01
0.2022E+04 0.6668E+01
0.1469E+04 0.8021E+01
0.7719E+03 0.8589E+01
-0.6742E+00 0.8316E+01
-0.7732E+03 0.7229E+01
-0.1470E+04 0.5435E+01
-0.2023E+04 0.3108E+01
-0.2378E+04 0.4769E+00
-0.2500E+04 -0.2201E+01
-0.2377E+04 -0.4663E+01
-0.2022E+04 -0.6669E+01
-0.1469E+04 -0.8022E+01
-0.7718E+03 -0.8589E+01
0.8025E+00 -0.8316E+01
0.7733E+03 -0.7229E+01
0.1470E+04 -0.5434E+01
0.2023E+04 -0.3107E+01
0.2378E+04 -0.4764E+00
0.2500E+04 0.2201E+01
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0.1386E+01 0.2377E+04 0.4663E+01
0.1389E+01 0.2022E+04 0.6669E+01
0.1392E+01 0.1469E+04 0.8022E+01
0.1395E+01 0.7717E+03 0.8589E+01
0.1398E+01 -0.9309E+00 0.8316E+01
0.1401E+01 -0.7734E+03 0.7229E+01
0.1404E+01 -0.1470E+04 0.5434E+01
0.1407E+01 -0.2023E+04 0.3107E+01
0.1409E+01 -0.2378E+04 0.4760E+00
0.1412E+01 -0.2500E+04 -0.2202E+01
0.1415E+01 -0.2377E+04 -0.4664E+01
0.1418E+01 -0.2022E+04 -0.6669E+01
0.1421E+01 -0.1469E+04 -0.8022E+01
0.1424E+01 -0.7715E+03 -0.8589E+01
0.1427E+01 0.1059E+01 -0.8316E+01
0.1430E+01 0.7736E+03 -0.7229E+01
0.1432E+01 0.1470E+04 -0.5433E+01
0.1435E+01 0.2023E+04 -0.3107E+01
0.1438E+01 0.2378E+04 -0.4756E+00
0.1441E+01 0.2500E+04 0.2202E+01

Time-step (1/20 of forcing period) DTIM=
0.00288

Total elapsed time TIM= 1.44110

Half band width IW= 10

01

008 L\ N N N [

0,06/\ /\ \ /\ /

0,04 /

- 0,02
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o

l
l
0)2 l 0,25
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!
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V/ R V A VAR

Temps (s)

-0,1

Fig. 5-3 : Variation de la fleche en fonction du temps par la
méthode de superposition modale

5-3-2 Méthode de Wilson-0

A- Fichier d’entrée des données (STRUDLS.INP stocké dans ‘example 2.inp’)
IMETH=1; TETA=0.5
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Dynamic analysis of a rectangular plate with all edges simply supported under mid
transverse concentrate cosinusoidal load (acote.inp; exemplel.inp),
STRUDLS5.FOR program, modified on may 2013, [N,m,kg],

concentration de masse, methode de superposition modale

2,2,9.8,4,1,1
0.3,0.45,0.007,2500.0,7E10,0.25,0.005,1
500,1.4,1,0
1,0,0,0,1
2,0,1,0,1
3,0,1,0,0
4,0,0,1,1
6,1,1,0,0
7,0,0,1,0
8,1,0,1,0
9,1,0,0,0

1,0

1,9,1,2,2
9,1,2500,109.0
end

Le fichier résultat ‘example 2.out’ est donné a I’annexe B. La variation de la fleche en
fonction du temps est représentée sur la figure 5-4.

Fleche (m)

0.,09204
0,08 /\ /

Temps (3)

Fig. 5-4 : Variation de la fleche en fonction du temps par la
méthode de Wilson-6

5-4 Comparaison et discussion des résultats

5-4-1 Méthodes de superposition modale et de Wilson-0

L’évolution en fonction du temps du déplacement vertical du milieu de la plaque
(nceud 9) et des moments (Mx, My, Mxy) au centre de gravité de 1’¢lément (2x2) obtenus
respectivement par les 2 méthodes sont illustrés sur les figures 5-5 a 5-8. Nous remarquons
une quasi concordance de la méthode de superposition modale avec la méthode d’intégration
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directe de Wilson-0 qui affiche un déplacement (fléche) maximal de 1’ordre de 92.04 mm a't
= 0.1271 secondes ayant une erreur relative a la méthode de superposition de 0.12%. Notons
cependant une différence des résultats entre les deux méthodes durant les premiers instants de
mis en charge. Cette différence s’explique par le fait qu’il a été tenu compte que de la réponse
permanente dans la méthode de superposition modale mais par contre la réponse est compléte
dans le cas de la méthode de Wilson-0. D’une autre maniére, la différence est due aux effets
de la réponse homogene (transitoire). Il faut noter, que dans certains cas le déplacement
maximum peut se produire avant I’établissement du régime permanent.

0.1 .
’ /\ ——Wilson teta
0,08 / \ “ ; —Superpositionmodale
0.06 i §

|1 i i
i i

0,04 -

Fleche (m)

s

o o
WM""“ ¢

0.15

=
)
D

-0,04

-0.06

{
{
i
{
{

-0.08

{

f
b fo,

i

f
T
vV

-0.1 Temps (3)

Fig. 5-5 : Variation de la fleche en fonction du temps par les
méthodes de Wilson-0 et de superposition modale

1400 —o—Nx Wilson teta
1200 A
1000 1 - —DMx Superposition
800 ; modale
600 '
400 ’ 4
200 ;
0
-200 0, LJ 01+ )15 2 0,25

-400 -

-600
Temps (s)

Moment Mx (N.m/m)

-800
-1000
-1200 \-/

-1400

T,
.,

Fig. 5-6 : Variation du moment M en fonction du temps par les
méthodes de Wilson-0 et de superposition modale
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600 A _: \S’vﬂson tet:
400 ; i 3 n;gdallferposl ion
"é 200 i ; 2 ; i i
o] el b
% SEENIRE IR

PAVERLVARVARY I

d VoA

-800
Temps (s)

Fig. 5-7 : Variation du moment My en fonction du temps par les
méthodes de Wilson-0 et de superposition modale

300 ——NMxy Wilson teta
200 - A 4‘—1\4};_\_* Superposition
1 ! & ; modale
2 100 i i
503
= 4
= ) 4 §)5 % 0 iOJS} 302 i 0,25
Qo
§ -100
=
=200 —
-300

Temps (s)

Fig. 5-8 : Variation du moment My, en fonction du temps par les méthodes de
Wilson-0 et de superposition modale

5-4-2 Notions de masse concentrée et de masse consistante

En utilisant la notion de masse consistante, les résultats sont représentés sur les figures
5-9 et 5-10 en les comparants a ceux obtenues par concentration de masse. Nous remarquons
qu’il n’y a pratiquement pas de différence ou I’erreur maximale relative n’excéde guerre
0.6%. C’est pourquoi dans I’analyse paramétrique subséquente, nous nous limiterons a
I’utilisation de la notion de la masse concentrée et a la méthode de Wilson-9.
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-0,04

" ﬁ !1 A ; ‘hiasse consistante
i R S I 1
e I T IR W I U I
et A
RN B R Y N 1 B T A
i 1 i
R

pestnsst s

I

-0,06

-0,08

v

V

-0,1

Temps (s)

Fig. 5-9 : Variation en fonction du temps de la fleche avec concentration de masse et
masse consistante- méthode de superposition modale
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Fig. 5-10 : Variation en fonction du temps de la fleche avec concentration de masse et
masse consistante- méthode de Wilson-60

5-4-3 Analyse de la convergence

V¢érifions la convergence des résultats en faisant augmenter le nombre d’éléments. Soit :

- 5x5: i.e NXE=5=NYE. Le maillage est montr¢ sur la figure 5-11 dont la charge

harmonique est appliquée au nceud 36 (centre de la plaque).
- 10x10 : NXE=10=NYE. Le maillage est montr¢ sur la figure 5-12 dont la charge

harmonique est maintenant appliquée au nceud 121.
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I 5%0.18m =
| |
T 2 3 il 5 6
- B 9 10 1 12
5x0.12m
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 4
5 6 27 8 20 30
31 32 %3 34 55 |36_ — - e
Xy !
Symeétrie
Fig. 5-11 : Maillage avec (5x5) éléments
10x 0.09m
(. 4 5 7 8 10 11 Y
S ——————— —
e 13l 14l 1g 16l 17l 18] 19l 20f 2 22
23 33
|
34 44
45 53
|
10x 0.06m 564 66
674l 77
|
734 88
89 99
|
100 110
111 — = = symetrie
112 113 114 115 116 117 118 119 120 121
v L.
X symetrie

Fig. 5-12 : Maillage avec (10x10) éléments

Les résultats en terme de la variation en fonction du temps de la fleche obtenue au
centre de la plaque sont représentés graphiquement sur les figures 5-13, 5-14 et 5-15. A titre
de comparaison, nous illustrons au tableau 5-1, la valeur de la fleche au temps t = 0.05095 s.
Nous remarquons que les résultats convergent bien au fur et & mesure que le nombre
d’¢élément augmente. C’est la convergence dite de type h.
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0,1

N N N /

- I\ A

- [\ \\ / \\

= VL
bk |4

0§2

/
|
I
!
I

Fleche (m)
[

0j1 0,15 0,25

l

[
/
/

\l
W N

R
\/ \ /

- \J \\
\

0,1

Temps (s)

Fig. 5-13 : Variation en fonction du temps de la fléche avec le maillage (5x5) éléments

0,1

N
[\
A [
VAN
\
= i
\ |
\/ \ / \ / \ /
= \/ \/

Temps (s)

Fleche (m)
I

0,25

N
[\
\ | ]
| ]
L
| [ |
|
\

-0,1

Fig. 5-14: Variation en fonction du temps de la fleche avec le maillage (10x10) éléments

Tableau 5-1 : Fleche de la plaque au temps t=0.0599s en fonction des différents maillages

maillage (2x2) éléments (5x5) éléments (10x10) éléments
Valeur de la fléche a 41,86 42,98 43,38
t=0,05995 s
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0.1
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Fig. 5-15 : Comparaison de la fleche au centre de la plaque obtenue avec les
maillages (2x2) et (10x10)

5-4-4 Pulsations propres

Comparons a la solution exacte donnée par I’équation (2-38), les valeurs des
pulsations propres en fonction du nombre d’éléments et du type de la répartition de la masse.
Le tableau 5-2 récapitule les résultats pour les cinq premicres valeurs pour un maillage de
(5x5) ¢léments selon que la masse est considérée concentrée ou consistante. Graphiquement,
en fonction du type de maillage, les résultats sont représentés sur les figures 5-16 et 5-17 en se

limitant aux six premiers modes de vibration.

Fréquences Exacte ®mn Consistante % Concentrée %

(5x5) Erreur (5x5) Erreur

] ®11=109,3298 109,332 0,002 109,1435 -0,17

02 013=378,4496 378,58 0,034 371,76 -1,76

3 31 =714,8492 715,19 0,047 534,76 -25,19

4 ®15=916,6890 919,76 0,33 546,93 -40,33

s 033 =983,9689 984,27 0,031 586,41 -40,40
Tableau 5-2 : Valeurs des pulsations propres pour un maillage de (5x5) éléments
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Fig. 5-16: Valeurs des six premieres pulsations propres en utilisant la notion
de la masse consistante pour différents maillages
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Fig. 5-17: Valeurs des six premicres pulsations propres en utilisant la notion
de la masse concentrée pour différents maillages

Nous remarquons que les valeurs des pulsations propres obtenues en considérant la
notion de masse consistante s’approchent nettement mieux des valeurs analytiques et que
I’erreur relative diminue avec le raffinement du maillage. Cependant, il faut noter que
I’utilisation de la notion de masse concentrée ne signifie pas que celle-ci est
systématiquement moins efficace par rapport a la notion de masse consistante, et peut
dépendre du probléme a traiter. Pour des problémes de propagation d’ondes par exemple [02],
c’est la notion de masse concentrée qui donnerait de meilleurs résultats parce qu’il y a moins
d’oscillations parasites.
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5-5 Analyse paramétrique

Nous analysons dans cette section I’influence de quelques parameétres sur le
comportement du solide. Les paramétres étudiés sont respectivement le nombre de modes de
vibration, la pulsation de vibration () du chargement impos¢ et le taux d’amortissement (¢).

5-5-1 Influence du nombre de modes de vibration

Cette analyse est effectuée en utilisant la méthode de superposition modale dont les
données sont décrites au paragraphe 5-3. La figure 5-18 représente les réponses totales en
considérant un seul mode (NMODES=1), la superposition de deux modes (NMODES=2) et la
superposition de six modes (NMODES=6), obtenues en substituant la valeur de la variable
NMODES dans le programme STRUDLS5.FOR. Le tableau 5-3 présente les erreurs relatives
entre les réponses obtenues en utilisant une base vectorielle tronquée a 6 modes et en utilisant
un nombre de modes réduit.

Tableau 5-3 : Evaluation des erreurs dues a I’utilisation d’une base vectorielle tronquée

Premier Deux Trois Quatre Six premiers
mode premiers premiers premiers modes
modes modes modes
Fléche (mm) a 78,19 84,37 85,85 86.99 86,99
t=0,01007
% d’erreur 10,11 3,01 1,31 0 -

|
1 \\Y it/
o s // NMODES=6 // \
—0,02 //// \\\\ //// \\
E-(),()Z 0, \\\\ 0.04 ////OJG 0,08 \\ 0J1
-0,04
" \/ \
-0,08 \\\\&//
| Temps (s)

Fig. 5-18 Variation en fonction du temps de la fleche pour les modes 1, 2 et 6
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Afin de mettre en évidence la contribution des premiers modes de vibrations, Nous
représentons a la figure 5-19 la réponse de chacun des trois premiers modes, ainsi que la
réponse totale en considérant la superposition des 6 premiers modes. Nous déduisons que la
plus grande contribution a la solution totale vient du premier mode suivie ensuite du
deuxi¢me. La contribution des modes supérieurs devient de plus en plus négligeable. C’est
pourquoi, en pratique, il est suffisant de se limiter a 3 modes dont les contributions sont les
plus importantes.

0.1 ——Premier mode

o —deuxiémemode
0,08 - — Lo
troisieme mode

0.06 /)f —Reéponse totale
0.04

" '/;R \‘§\§ A‘-g k\g
0 7 - ¥ i 4 _~\"‘-._ S

20.02 ) 0.02 i& 0.04 [{0 D6 0.08 i% 0,1
-0,04 \X /’{ \%

-0.,06 ‘x \‘x
-0,08 \\\ \

-0.1

Fleche (m)

Temps (s)

Fig. 5-19: Variation en fonction du temps de la fléche obtenue par les trois
premiers modes en comparaison a la réponse totale de la plaque

5-5-2 Influence des fréquences de chargement

Nous utilisons toujours la méthode de superposition modale dont les données sont
décrits au paragraphe 5-3 en considérant un taux d’amortissement de ¢=0.005. La résolution
du probléme aux valeurs propres nous a permis d’obtenir les pulsations propres de la plaque
suivantes : ©;=109, 0,=347, ®3=655 rad/s... L’effet des fréquences de chargement sur le
déplacement transversal du milieu de la plaque (nceud 9 ; figure 5-2) est illustré sur la figure
5-20, ou le nceud 9 est excité en appliquant respectivement les forces suivantes : F(t) =Fy
cosmit, F(t) =Fy cosmyt et F(t) =Fy coswst. Nous remarquons que la réponse de la plaque en
considérant la pulsation fondamentale w; est trés amplifiée, ce qui peut bien correspondre au
phénoméne de résonance. Nous constatons de méme que la réponse en considérant la
deuxi¢me pulsation fondamentale m, est relativement amplifiée en comparaison a la réponse
enregistrée par la troisiéme pulsation ;.
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Fig. 5-20 : Effet des pulsations de chargement sur la réponse dynamique de la plaque

5-5-3 Influence de I’amortissement

Sur les figures 5-21 et 5-22, nous montrons la variation en fonction du temps de la
fleche en considérant des taux d’amortissement différents et sous I’action de la charge
harmonique qui correspond a la fréquence de résonance, soit Q@ =109 rad/s; les conditions
initiales étant nulles. Il est possible de remarquer que la partie transitoire de la réponse de la
plaque disparait en fonction de 1’élévation du taux d’amortissement (G). Aprés un certain
temps, il ne reste que la réponse permanente. Notons toutefois que le temps de réponse pour
un amortissement tres faible (G=0) est trés important. En effet, dans la figure 5-22, la réponse
permanente a été obtenue apres 2300 itérations soit avec ISTEP = 2300. C’est pourquoi dans
la méthode de superposition modale, on ne s’intéresse qu’a la partie permanente de la réponse
de la plaque c’est-a-dire apres disparition des termes transitoires. Nous remarquons aussi que
I’amplitude des déplacements augmente au fur et a mesure que le taux d’amortissement
diminue.

0,1
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0,06 / \
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F ; — Superpositionmodale
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-0.1

Temps (s)

Fig. 5-21 : Variation en fonction du temps de la fléche avec un taux
d’amortissement ¢=0.5
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Fig. 5-22 Variation en fonction du temps de la fléche avec un taux
d’amortissement ¢=0.05
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Fig. 5-23 Variation en fonction du temps de la fléche avec un taux
d’amortissement ¢=0

Notons par ailleurs comme déja expliqué au chapitre précédant, que l’utilisation d’un
amortissement proportionnel du type Rayleigh (o, B’), nécessite le choix de deux fréquences
de contrdle. Dans le programme STRUDLS.FOR, nous avons considéré la premiére et la
troisiéme fréquence propre de la plaque. C’est dans le but d’assurer un méme taux
d’amortissement pour les premiers modes. Sur la figure 5-24, nous observons que les modes
les plus ¢élevés sont treés amortis.
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Fig. 5-24 : Variation du taux d’amortissement selon les modes (g;= ¢3=0.05)

5-6 Influence des conditions d’appuis

Dans ce qui suit, nous proposons de calculer les fréquences naturelles d’une plaque
carrée en considérant trois combinaisons d’appuis [SSSS-CCCC-SCSC] ou le symbole (S) se
référe a un bord simplement appuyé et (C) a un bord encastré comme indiqué sur la figure 5-
25.

[t
/
-

ANNANRNNNNN\ -

<.

SANANNRNNY
ANNNNNNN

| |
ANNANNNNNNNN

Xy
Cas n°1 : SSSS Cas n°2 :CCCC Cas n®°3 : SCSC

e
bt
-

Fig.5-25 : Plaque carrée avec trois combinaisons d’appuis différentes [21]

Pour des fins d’application numérique a I’aide du code STRUDLS.for, nous considérons a
titre d’exemple une plaque de longueur a=0,25 m, de largeur b=0,25m et d’épaisseur h =
0,005m. Les propriétés mécaniques et physique du matériau sont : E=525 000 N/mm®, v=0.3
et p=800 Kg/m’. La discrétisation de la plaque est réalisée avec un maillage de (4x4) éléments
comme montrée sur figure 5-26 ; la symétrie n’étant pas considérée. Les résultats obtenus en
ce qui concerne les pulsations propres de la plaque sont récapitulés dans le tableau 5-4 en
comparaison a ceux issus de la référence [21].
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1 7 3 /1 5
6 i 8 9 10
1 12 13 14 15
M6 17 3 19 20
21 22 3 24 25
Xy
Fig. 5-26 : Type de maillage de la plaque (4x4)
PLAQUE SSSS
Modes (m, n) LEISSA (rad/s) | STRUDLS (rad/s) %
1-1 12 241,7322 12 243,3621 0,01
1-2 30 604,3304 30 683,8744 0,26
2-1 30 604,3304 30 683,8808 0,26
2-2 48 966,9287 49 072,4977 0,22
3-1 61 208,6608 62 132,9733 1,51
PLAQUE CCCC
Modes (m, n) LEISSA (rad/s) | STRUDLS (rad/s) %
1-1 22 312,2908 22 361,7804 0,18
1-2 45 528,8099 45 913,2246 0,84
2-1 45 528,8099 45 913,2246 0,84
2-2 67 146,2036 67 900,9817 1,12
3-1 81 639,6623 83 442,2688 2,21
PLAQUE SCSC
Modes (m, n) LEISSA (rad/s) | STRUDLS (rad/s) %
1-1 17 954,586 17 976,846 0,12
1-2 33 950,2294 34 077,2575 0,37
2-1 42994,7802 43 345,4608 0,82
2-2 58659,3129 59 110,1767 0,77
3-1 80 061,6304 64 394,6293 1,58

Tableau 5-4 : Pulsations propres de la plaque sous différentes combinaison d’appuis
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Nous observons une bonne concordance des résultats et ce pour les trois types d’appuis avec
une erreur relative trés faible (SSSS : modell : 0,01%, mode 22 : 0,26%), (CCCC : model1 :
0,18%, mode 22 : 0,84%). A la figure 5-27, nous montrons pour chaque type d’appuis,
I’évolution des pulsations en fonction de 1’ordre des pulsations qui sont rangées par ordre
croissant. A la figure 5-28, nous représentons en fonction du temps la variation des fléches de
la plaque (centre ; nceud 13) en appliquant au nceud 13 une charge cosinusoidale d’amplitude
2500 N avec une pulsation de 655 rad/s ; le taux d’amortissement ¢ étant de 0,05. 11 est
possible de noter que la courbe dans le cas (CCCC) est en relation avec [’augmentation de la
rigidité de la plaque par le fait que les fleches sont plus réduites. Le cas SSSS traduit par
contre 1’accroissement de la souplesse de la plaque en raison de son comportement plus
déformable. Autrement dit, la diminution des pulsations propres signifie I’augmentation de la
souplesse, et inversement.
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Fig. 5-27 : Variation des pulsations en fonction des conditions d’appuis
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Fig. 5-28 : Variation en fonction du temps de la fléche pour les deux
cas d’appuis SSSS et CCCC
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5-7 Influence des dimensions géométriques

Considérons une plaque carrée sur appuis simple dans laquelle nous faisons varier ses
dimensions géométriques a savoir sa longueur A ou B et son épaisseur h. Le maillage est
donné par la figure 5-26 et les caractéristiques des trois cas étudiés sont résumées dans le
tableau 5-5.

Tableau 5-5 : Caractéristiques physique des plaques considérées

A (m) B (m) h(m) |EN/mm’) v p (Kg/m®)
Cas n°1 0,25 0,25 0,005 525 000 0,3 800
Cas n°2 0,5 0,5 0,005 525 000 0,3 800
Cas n°3 0,5 0,5 0,020 525 000 0,3 800

Les résultats obtenus, en terme de pulsations, sont présentés sur la figure 5-29. Nous
remarquons particuliement que les pulsations des cas n°l et n°3 demeurent inchanées en
raison du rapport constant de (A*B/h). Autrement dit, la plaque conserve sa rigidité (fleche
constante) lorsque les dimensions de la plaque sont agrandies de telle fagon que le rapport
(A*B/h) est gardé invariable, et inversement. Notons de plus, puisque les pulsations propres
de la plaque du cas n°2 sont petites, cela signifie qu’elle est plus souple que les plaques des
cas 1 et 3 (ses déplacements seront plus important).

70000 ‘
- ——Cas n®
60000 _m (as n°

W) = —
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50000 ¥

40000

30000 A

20000

Valeur des pulsations (rad/s)

- & /./-I——I
10000
F/.\./ I'ordre des pulsations

0 | 2 3 4 5 6 7

Fig. 5-29 : Variation des pulsations en fonction des dimensions de la plaque

5-8 Analyse de la réponse de la plaque sous différents types de chargement

Proposons d’analyser maintenant la plaque présentée au paragraphe 5-3 par la méthode de
Wilson-0 en considérant de deux types de chargement a savoir : une charge échelon et une
charge constante appliquée trés lentement. Les charges sont appliquées verticalement au
milieu de la plaque et la réponse de la plaque est présentée en terme de la variation en
fonction du temps de la fleche qui correspond au déplacement transversal du nceud 9.
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A- Réponse sous I’action d’une charge type échelon

Une charge est dite échelon si sa valeur est constante et varie soudainement de zéro a une
constante Py comme montré a la figure 5-30.

P(t)

A

0
P, pour t>0

P(t) = o P
0 pour t=<0

Fig. 5-30 : Force échelon

Dans le programme STRUDLS.FOR, il s’agit de prendre NTYPE = 3. La variation en
fonction du temps de la fleche de la plaque, pour diverses valeurs de I’amortissement ¢, est
représentée sur la figure 5-31 ; la valeur de I’intensité de la charge P, étant de 2500N. Nous
remarquons bien que la réponse de la plaque dépend du taux d’amortissement ¢, et qu’elle
devient statique pour des valeurs d’amortissement plus importants.
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Fig. 5-31 : Réponse a une charge soudainement appliquée (type échelon)

B- Réponse sous I’action d’une charge constante appliquée lentement
Soit comme montré sur la figure 5-32, le cas d’une force supposée augmenter linéairement

de zéro jusqu’a une valeur Py durant un intervalle de temps t; et reste constante a Py apres t;.
Cette fonction de force s’exprime :
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P(t)

A

BlL————

B (t/t) pour t<t¢

P(t) = {

F pour t>1

Fig. 5-32: Force constante appliquée lentement

Dans le programme STRUDLS.FOR, il faut prendre NTYPE = 5. La réponse de la plaque en
terme de 1’évolution en fonction du temps de la fleche est illustrée sur la figure 5-33 dont t;
est pris égale a /2 de la période fondamentale ; la valeur de I’intensité de la charge P, étant de
2500N. Nous remarquons que la réponse dépend non seulement de 1’amortissement ¢ (comme
dans le cas précédent) mais aussi de la vitesse de chargement i.e du temps t;; la réponse
dynamique maximale a lieu pour un amortissement nul (¢=0). Dans la figure 5-34, nous
présentons les résultats obtenus en considérant un amortissement nul (¢=0) en faisant varier le
temps de I’application de la charge t;. Nous déduisons que lorsque t; est prise égale a la
période fondamental, la plaque peut étre traitée d’une maniere statique.

0,18 —=0.005,t1=0.5*Tmax propre ~ |

| AN WA A
| \ SN
CRVI I N A W R W
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AL A\

0:06 // \-/ V V
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——|
\

0.00 0,05 0.10 0,15 0,20 0.25
Temps (s)

Fig. 5-33 : Variation de la fleche en fonction du temps, avec t; égale a 4 de la période
fondamentale
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Fig. 5-34 : Variation de la fléche en fonction du temps, avec ¢ nul et diverses valeurs de t;

5-9 Comparaison entre la solution analytique et la solution par éléments finis

Dans le but de valider encore le modele proposé et jauger plus la fiabilit¢ a la
démarche suivie, nous présontons dans les figures subséquentes quelques autres résultats
obtenus sous différents chargements que nous confrontons avec la solution analytique
exposée au chapitre 2. L’analyse est effectuée par la méthode de Wilson-6 en considérant les
données de I’exemple du paragraphe 5-3, avec un taux d’amortissement (G) nul et DTIM =715
/20. En ce qui concerne le modele analytique, nous avons considéré la superposition des sept
premiers modes (1-1 ; 1-3 ;1-5;3-1 ;3-3 ;3-5 et 5-1). Nous remarquons une quasi concordance
des résultats qui démontre la fiabilité du programme ainsi élaboré STRUDLS5.FOR.
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Fig. 5-35 Cas d’une charge cosinus concentrée au centre de la plaque
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Fig. 5-36 : Cas d’une charge cosinus répartie sur toute la plaque
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Fig. 5-37 : Cas d’une charge échelon concentrée au centre de la plaque
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Fig. 5-38 : Cas d’une charge échelon uniformément répartie sur toute la plaque
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CONCLUSION GENERALE

Un exemple pratique permettant de calculer la réponse dynamique d’une plaque
rectangulaire sur appuis simples, en régimes libre et forcé, a été illustré en considérant les
méthodes de Wilson-0 et de superposition modale. Les résultats sont comparés et montre une
concordance assez parfaite avec les deux méthodes. Notons toutefois une différence des
résultats entre les deux méthodes durant les premiers instants de mise en charge. Cette
différence s’explique par le fait qu’il a été tenu compte que de la réponse permanente dans la
méthode de superposition modale mais par contre la réponse est compléte dans le cas de la
méthode de Wilson-0. D’une autre manicre, la différence est due aux effets de la réponse
homogene soit transitoire. Par ailleurs, I'utilisation de la notion de masse concentrée ou de
masse consistante donne pratiquement aucune différence ou I’erreur maximale relative
n’excéde guerre 0.6%. C’est pourquoi dans ’analyse paramétrique, nous nous limitons
généralement a I’utilisation de la notion de la masse concentrée et a la méthode de Wilson-0.

Quant aux résultats de I’expérimentation numérique effectuée, nous pouvons en
dégager les conclusions générales suivantes :

La plus grande contribution a la réponse totale de la plaque vient principalement du
premier mode suivie par une importance moindre du deuxiéme mode. La contribution
des modes supérieurs devient de plus en plus négligeable. C’est pourquoi, en pratique,
il est suffisant de se limiter a 3 modes dont les contributions sont considérées les plus
importantes.

L’amplitude maximale, ce qui peut bien correspondre dans une certaine mesure au
phénomeéne de résonance de la plaque, se produit en considérant la premiére pulsation
propre.

La partie transitoire de la réponse de la plaque s’amortie en fonction du degré de
I’¢élévation du taux d’amortissement et les déplacements dus a la partie permanente
s’amplifient au fur et & mesure que le taux d’amortissement diminue.

Quasi concordance des résultats avec la solution analytique, ce qui démontre la
fiabilit¢ du programme ainsi élaboré STRUDLS5.FOR et convergence des résultats
avec le raffinement du maillage i.e au fur et 4 mesure que le maillage éléments finis
augmente (C’est la convergence dite de type h).

Recommandations futures

Tenir compte de la réponse transitoire dans le cas de la méthode de superposition

modale et ¢lucider le probléme de balayage des fréquences de chargement sur la
réponse complete de la plaque.

Considérer les mouvements imposés aux appuis.
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ANNEXE A

Tables de Yang pour le calcul des matrices de masse et de rigidité élémentaires

En référence a la numérotation des nceuds (dans le sens inverse des aiguilles d’une
montre), les éléments de la matrice de rigidité élémentaire k; et de la matrice masse
¢lémentaire consistante m;; d’un élément fini de Kirchoff, rectangulaire conforme a 16 degrés
de liberté (fig. 1) sont déduits directement des tables 1 et 2 ci-dessous en utilisant les relations
suivantes :

2 2
k, D {al[gj +a2[%j +a3+a4v:|a“5b“" 5 my _ phab a,a®“b”

P ab 1225
ou:

- aetb : dimensions de I’élément respectivement suivant ’axe des x et 'y
- 0, 0, 03, 04, O, O, 017: coefficients donnés dans la table 1

Eh’ e .
- D = ————— :rigidité flexionnelle de la plaque et h son €épaisseur
12(1-v7)
- E, v: module d’¢lasticité et coefficient de Poisson du matériau.
Ay
variables nodales associées au noeud i:
| L
4 3 w,
ow
exi = (_)1
b ox
ow
eyi =(—),
oy
1 2 X 5
¢ Qe > B ( o™ w )
M S oxoy”
a

Fig. 2 Interprétation physique des éléments de la matrice de
rigidité et de la matrice masse (systéme de retenue)
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ligne | colonne o 0 03 Oy s O o
1 J
1 1 156/35 156/35 72/25 0 0 0 169
2 1 -156/35 54/35 -72/25 0 0 0 11772
3 1 -54/35 -54/35 72/25 0 0 0 81/4
4 1 54/35 -156/35 -72/25 0 0 0 117/2
5 1 78/35 22/35 6/25 6/5 1 0 143/6
6 1 78/35 -13/35 6/25 0 1 0 -169/12
7 1 27/35 13/35 -6/25 0 1 0 -39/8
8 1 27/35 -22/35 -6/25 -6/5 1 0 33/4
9 1 22/35 78/35 6/25 6/5 0 1 143/6
10 1 -22/35 27/35 -6/25 -6/5 0 1 33/4
11 1 13/35 27/35 -6/25 0 0 1 -39/8
12 1 -13/35 78/35 6/25 0 0 1 -169/12
13 1 11/35 11/35 1/50 1/5 1 1 121/36
14 1 11/35 -13/70 1/50 1/10 1 1 -143/72
15 1 -13/70 -13/70 1/50 0 1 1 169/144
16 1 -13/70 11/35 1/50 1/10 1 1 -143/72
5 5 52/35 4/35 8/25 0 2 0 13/3
6 5 26/35 -3/35 -2/25 0 2 0 -13/4
7 5 9/35 3/35 2/25 0 2 0 -9/8
8 5 18/35 -4/35 -8/25 0 2 0 3/2
9 5 11/35 11/35 1/50 6/5 1 1 121/36
10 5 -11/35 13/70 -1/50 -1/10 1 1 143/72
11 5 13/70 13/70 -1/50 0 1 1 -169/144
12 5 -13/70 11/35 1/50 1/10 1 1 -143/72
13 5 22/105 2/35 2/75 2/15 2 1 11/18
14 5 11/105 -3/70 -1/150 -1/30 2 1 -11/24
15 5 -13/210 -3/70 -1/150 0 2 1 13/48
16 5 -13/105 2/35 2/75 0 2 1 -13/36
9 9 4/35 52/35 8/25 0 0 2 13/3
10 9 -4/35 18/35 -8/25 0 0 2 3/2
11 9 3/35 9/35 2/25 0 0 2 -9/8
12 9 -3/35 26/35 -2/25 0 0 2 -13/4
13 9 2/35 22/105 2/75 2/15 1 2 11/18
14 9 2/35 -13/105 2/75 0 1 2 -13/36
15 9 -3/70 -13/210 -1/150 0 1 2 13/48
16 9 -3/70 11/105 -1/150 -1/30 1 2 -11/24
13 13 4/105 4/105 8/225 0 2 2 1/9
14 13 2/105 -1/35 -2/225 0 2 2 -1/12
15 13 -1/70 -1/70 1/450 0 2 2 1/16
16 13 -1/35 2/105 -2/225 0 2 2 -1/12

Table 1 : détermination des coefficients o, oy, 03, 04, 05 0l 07
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Cause

Wi ki1

W2 ka1 ki,

W3 ks, Ka ki symétrique

Wa ky, ks, ko ki

0x, ks K1 -k7i | kg ks s

6x, ke1 - ks, - kg1 ko1 ke s ks s

6x; ‘ k71 -ksi | -ksi | ke k75 ks.s Ks.s

0x4 ks 1 -koi | kea ks kg s kss Kes kss

Oy ko 1 Kio,1 kg | kg | kos -kios | kins ~Kizs | koo

By» kiog | ko, kiny | ki | kios -Kos | Kins “Kiis | Kioo Ko

0ys ki1 k2 - ko -k | kiis -kis | kos ~kios | Kiro K12 Koo

Oy ki1 ki -kion | -kot | kias -kiis | ks “Kos | Kuzo Kio Kros Koo

Oxy; | kisy -k | kasy -kig1 | kiss Kigs -Kiss | -kies | Kiso “Kiao | -Kiso | Koo ki3 13

Oxy> | kiag -kisg | ke -kisy | kias ki35 -kies | -kiss | Ko -kizo | -Kiso | kiso Kia13

Oxy; | kis: -k | kusg -k | kiss K165 -kiss | -kias | kisp -kiso | -kizo | kiag kis.13

Oxys | kig -kisg | kg -kisg | kies ks s -kias | -kis | Kigo ~Kiso | -Kiso | Kiso Ki6.13
% W) W3 W 0x, 0x, 0x3 0x4 Oy, 0y, Oy; 0y, exyl

Table 2 détermination des éléments k;; ou myj
(concenant my; il suffit de remplacer k par m)

Effect
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ANNEXE B

Fichier Example2.out

BEGINNING:COMMENTS/DESCRIPTION===—====—=====
Dynamic analysis of a rectangular plate with all edges simply supported under mi
transverse concentrate cosinusoidal load (acote.inp; exemplel.inp),

STRUDLS.FOR program, modified on may 2013, [N,m,kg],

concentration de masse, methode de superposition modale

END:COMMENTS/DESCRIPTION

Number of element columns in X direction, NXE= 2
Number of element in y direction NYE= 2
Number of nodes in the mesh NN= 9
Number of restrained nodes in the mesh NR= §
Type of the method: IMETH= 1
[ IMETH=1: Wilson-theta method IMETH=2: Modal superposition method]

Mass matrix computation ITYPE= 1

Lumped mass: ITYPE=1 Consistent mass

Number of integrating points NGP= 4
Dimension of elements in x direction AA=
Dimension of elements in y direction BB=

: ITYPE=2

0.3000
0.4500

Youngs modulus E=70000000000.0000
Poissons ratio V= 0.2500
Width of the structure WIDTH=  0.0070
The damping ratio DR=0.00500
Material density RHO=2500.00000

Type de chargement TYP= 1

NTYPE=I charge concentrée du type cosinus
NTYPE =2 charge répartie du type cosinus
NTYPE =3 charge concentrée du type échelon
NTYPE =4 charge répartie du type échelon
NTYPE =5 charge constante appliquée lentement

Number of time integration ISTEP= 500

Time intégration parameter THETA=  1.40

Print control-print every NPRI(I) steps NPRI= 1

Flag to print intermediate values (IPRN1 = 1: PRINT, IPRN1 = 0:NO NO PRINT) =0

Matrix of nodal degrees of freedom NF:

1 0001
2 0203
3 0400
4 0056
5 78910
6 111200
7 00130
&8 140150
9 16000
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There are 16 equations and the half-bandwidth is 10

Number of loaded nodes (cosinusoidal function only) NL= 1
Number of nodes where initial displacements be imposed ND= 0

Print loading number NLX= 1

Print displacement of the node NODX= 9 in the direction IDIRX= 1

Numberof element (ielx,iely): where moments are to be printed:

(at center of the element) ielx= 2 iely= 2

Dynamic loadings are applied

Node number NF(1,2)** amplitude value ** pulsation value
9 12500.00000 109.00000

Ordre des pulsations propres:
7 11 16 14 1 10 6 3 13 5
9 15 8 12 4 2

Valeurs des pulsations propres (Eigenvalues):

0.1191E+05 0.1205E+06 0.4290E+06 0.5480E+06 0.2277E+07 0.2695E+07
0.3980E+07 0.5243E+07 0.2347E+09 0.3292E+09 0.3613E+09 0.3861E+09
0.4667E+09 0.5379E+09 0.5647E+09 0.8199E+09

Impression des 6 premiers modes propres:

Mode propre: 1

0.2979E+01 0.1197E+01 0.2107E+01 0.1693E+01 0.7837E+00 0.2107E+01
0.3252E+00 0.8464E+00 0.5542E+00 0.1490E+01 0.4599E+00 0.1197E+01
0.1108E+01 0.4599E+00 0.7837E+00 0.6504E+00

Mode propre: 2

-0.5906E+01 -0.1104E+01 0.4176E+01 0.1562E+01 -0.1470E+01 -0.4176E+01
-0.3250E+00 -0.7810E+00 0.1039E+01 0.2953E+01 0.4597E+00 0.1104E+01
-0.2079E+01 -0.4597E+00 0.1470E+01 0.6501E+00

Mode propre: 3

-0.7238E+01 -0.2360E+01 -0.5118E+01 -0.3338E+01 -0.1447E+00 0.5118E+01

-0.3249E+00 0.1669E+01 -0.1023E+00 0.3619E+01 -0.4595E+00 0.2360E+01
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Modes propres: 4
-0.6377E+01 -0.1723E+01 0.4510E+01 0.2437E+01 -0.1626E+00 0.4510E+01
-0.3250E+00 0.1218E+01 0.1150E+00 -0.3189E+01 0.4596E+00 -0.1723E+01

0.2300E+00 0.4596E+00 -0.1626E+00 -0.6500E+00

Modes propres: 5

0.1581E+03 -0.2172E+01 0.1118E+03 -0.3072E+01 -0.1444E+00 0.1118E+03

-0.6058E-02 -0.1536E+01 -0.1021E+00 0.7903E+02 -0.8567E-02 -0.2172E+01

-0.2041E+00 -0.8567E-02 -0.1444E+00 -0.1212E-01
Modes propres: 6

-0.1579E+03 0.1507E+01 -0.1117E+03 0.2131E+01 0.3499E-01 0.1117E+03

0.1480E-01 -0.1065E+01 0.2474E-01 0.7897E+02 0.2093E-01 -0.1507E+01

-0.4948E-01 -0.2093E-01 -0.3499E-01 -0.2960E-01

print of the 6th first eignevalues (pulsations):

109.143213157388
347.087879673321
654.992277410728
740.301036741135
1508.96777632924
1641.76170621683

ALPHA: 0.9355404 BETA: 1.3086684E-05

timet pO*coswt Displacement

0.2882E-02 0.2378E+04 0.2508E-02
0.5764E-02 0.2023E+04 0.1552E-01
0.8647E-02 0.1469E+04 0.3182E-01
0.1153E-01 0.7725E+03 0.4313E-01
0.1441E-01 -0.4841E-03 0.4854E-01
0.1729E-01 -0.7725E+03 0.4865E-01
0.2018E-01 -0.1469E+04 0.4194E-01
0.2306E-01 -0.2023E+04 0.2781E-01
0.2594E-01 -0.2378E+04 0.7802E-02
0.2882E-01 -0.2500E+04 -0.1765E-01
0.3170E-01 -0.2378E+04 -0.5032E-01
0.3459E-01 -0.2023E+04 -0.9017E-01
0.3747E-01 -0.1469E+04 -0.1316E+0(
0.4035E-01 -0.7725E+03 -0.1652E+0(
0.4323E-01 -0.3241E-03 -0.1826E+00
0.4612E-01 0.7725E+03 -0.1794E+0(C
0.4900E-01 0.1469E+04 -0.1552E+0(C

Méthode de Wilson teta=—===
Matrice de masse concentrée ========
Charge concentrée du type consinus ====

0.5188E-01 0.2023E+04 -0.1126E+00
0.5476E-01 0.2378E+04 -0.5522E-01
0.5764E-01 0.2500E+04 0.1261E-01
0.6053E-01 0.2378E+04 0.8651E-01
0.6341E-01 0.2023E+04 0.1612E+00
0.6629E-01 0.1469E+04 0.2296E+00
0.6917E-01 0.7725E+03 0.2823E+00
0.7205E-01 -0.1366E-03 0.3102E+00
0.7494E-01 -0.7725E+03 0.3065E+00
0.7782E-01 -0.1469E+04 0.2691E+00
0.8070E-01 -0.2023E+04 0.2009E+00
0.8358E-01 -0.2378E+04 0.1084E+00
0.8647E-01 -0.2500E+04 0.1539E-03
0.8935E-01 -0.2378E+04 -0.1145E+00
0.9223E-01 -0.2023E+04 -0.2258E+00
0.9511E-01 -0.1469E+04 -0.3233E+00
0.9799E-01 -0.7725E+03 -0.3961E+00

127




0.1009E+00
0.1038E+00
0.1066E+00
0.1095E+00
0.1124E+00
0.1153E+00
0.1182E+00
0.1211E+00
0.1239E+00
0.1268E+00
0.1297E+00
0.1326E+00
0.1355E+00
0.1383E+00
0.1412E+00
0.1441E+00
0.1470E+00
0.1499E+00
0.1528E+00
0.1556E+00
0.1585E+00
0.1614E+00
0.1643E+00
0.1672E+00
0.1700E+00
0.1729E+00
0.1758E+00
0.1787E+00
0.1816E+00
0.1845E+00
0.1873E+00
0.1902E+00
0.1931E+00
0.1960E+00
0.1989E+00
0.2018E+00
0.2046E+00
0.2075E+00
0.2104E+00
0.2133E+00
0.2162E+00
0.2190E+00
0.2219E+00
0.2248E+00
0.2277E+00
0.2306E+00
0.2335E+00
0.2363E+00
0.2392E+00
0.2421E+00
0.2450E+00
0.2479E+00
0.2508E+00
0.2536E+00
0.2565E+00
0.2594E+00
0.2623E+00
0.2652E+00
0.2680E+00
0.2709E+00
0.2738E+00
0.2767E+00

0.6688E-02 -0.4344E+00
0.7725E+03 -0.4306E+00
0.1469E+04 -0.3820E+00
0.2023E+04 -0.2913E+00
0.2378E+04 -0.1667E+00
0.2500E+04 -0.2006E-01
0.2378E+04 0.1348E+00
0.2023E+04 0.2833E+00
0.1469E+04 0.4114E+00
0.7725E+03 0.5059E+00
-0.1324E-01 0.5556E+00
-0.7726E+03 0.5526E+00
-0.1469E+04 0.4941E+00
-0.2023E+04 0.3830E+00
-0.2378E+04 0.2289E+00
-0.2500E+04 0.4612E-01
-0.2378E+04 -0.1476E+00
-0.2023E+04 -0.3335E+00
-0.1469E+04 -0.4934E+00
-0.7725E+03 -0.6112E+00
0.1979E-01 -0.6738E+00
0.7726E+03 -0.6730E+00
0.1469E+04 -0.6057E+00
0.2023E+04 -0.4759E+00
0.2378E+04 -0.2942E+00
0.2500E+04 -0.7741E-01
0.2378E+04 0.1537E+00
0.2023E+04 0.3765E+00
0.1469E+04 0.5688E+00
0.7725E+03 0.7112E+00
-0.2634E-01 0.7886E+00
-0.7726E+03 0.7914E+00
-0.1469E+04 0.7170E+00
-0.2023E+04 0.5700E+00
-0.2378E+04 0.3625E+00
-0.2500E+04 0.1133E+00
-0.2378E+04 -0.1538E+00
-0.2023E+04 -0.4127E+00
-0.1469E+04 -0.6376E+00
-0.7725E+03 -0.8057E+00
0.3289E-01 -0.8994E+00
0.7726E+03 -0.9078E+00
0.1469E+04 -0.8280E+00
0.2023E+04 -0.6653E+00
0.2378E+04 -0.4335E+00
0.2500E+04 -0.1535E+00
0.2378E+04 0.1483E+00
0.2023E+04 0.4425E+00
0.1469E+04 0.6999E+00
0.7725E+03 0.8945E+00
-0.3945E-01 0.1006E+01
-0.7726E+03 0.1022E+01
-0.1469E+04 0.9382E+00
-0.2023E+04 0.7617E+00
-0.2378E+04 0.5072E+00
-0.2500E+04 0.1977E+00
-0.2378E+04 -0.1376E+00
-0.2023E+04 -0.4663E+00
-0.1469E+04 -0.7560E+00
-0.7725E+03 -0.9775E+00
0.9452E-02 -0.1108E+01
0.7725E+03 -0.1133E+01

0.2796E+00
0.2825E+00
0.2853E+00
0.2882E+00
0.2911E+00
0.2940E+00
0.2969E+00
0.2997E+00
0.3026E+00
0.3055E+00
0.3084E+00
0.3113E+00
0.3142E+00
0.3170E+00
0.3199E+00
0.3228E+00
0.3257E+00
0.3286E+00
0.3315E+00
0.3343E+00
0.3372E+00
0.3401E+00
0.3430E+00
0.3459E+00
0.3487E+00
0.3516E+00
0.3545E+00
0.3574E+00
0.3603E+00
0.3632E+00
0.3660E+00
0.3689E+00
0.3718E+00
0.3747E+00
0.3776E+00
0.3804E+00
0.3833E+00
0.3862E+00
0.3891E+00
0.3920E+00
0.3949E+00
0.3977E+00
0.4006E+00
0.4035E+00
0.4064E+00
0.4093E+00
0.4122E+00
0.4150E+00
0.4179E+00
0.4208E+00
0.4237E+00
0.4266E+00
0.4294E+00
0.4323E+00
0.4352E+00
0.4381E+00
0.4410E+00
0.4439E+00
0.4467E+00
0.4496E+00
0.4525E+00
0.4554E+00

0.1469E+04
0.2023E+04
0.2378E+04
0.2500E+04
0.2378E+04
0.2023E+04
0.1469E+04
0.7726E+03

-0.1047E+01
-0.8589E+00
-0.5833E+00
-0.2458E+00

0.1219E+00
0.4844E+00
0.8062E+00
0.1055E+01

0.2460E-01 0.1205E+01

-0.7725E+03
-0.1469E+04
-0.2023E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2378E+04
-0.2023E+04
-0.1470E+04
-0.7726E+03

0.1240E+01
0.1155E+01
0.9566E+00
0.6617E+00
0.2976E+00

-0.1014E+00
-0.4970E+00
-0.8505E+00
-0.1127E+01

-0.5866E-01 -0.1297E+01

0.7725E+03
0.1469E+04
0.2023E+04
0.2378E+04
0.2500E+04
0.2378E+04
0.2023E+04
0.1470E+04
0.7726E+03

-0.1345E+01
-0.1261E+01
-0.1054E+01
-0.7419E+00
-0.3527E+00

0.7636E-01

0.5042E+00
0.8892E+00
0.1193E+01

0.9271E-01 0.1385E+01

-0.7725E+03
-0.1469E+04
-0.2022E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2378E+04
-0.2023E+04
-0.1470E+04
-0.7727E+03
-0.1268E+00
0.7724E+03
0.1469E+04
0.2022E+04
0.2378E+04
0.2500E+04
0.2378E+04
0.2023E+04
0.1470E+04
0.7727E+03
0.1608E+00
-0.7724E+03
-0.1469E+04
-0.2022E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2378E+04
-0.2023E+04
-0.1470E+04
-0.7727E+03
-0.1949E+00
0.7724E+03
0.1469E+04
0.2022E+04

0.1445E+01
0.1366E+01
0.1152E+01
0.8237E+00
0.4110E+00

-0.4692E-01

-0.5063E+00
-0.9223E+00
-0.1254E+01
-0.1468E+01
-0.1542E+01
-0.1467E+01
-0.1249E+01
-0.9067E+00
-0.4722E+00

0.1337E-01

0.5033E+00
0.9501E+00
0.1310E+01
0.1546E+01
0.1636E+01
0.1567E+01
0.1345E+01
0.9906E+00
0.5358E+00
0.2402E-01

-0.4956E+00
-0.9726E+00
-0.1360E+01
-0.1620E+01
-0.1725E+01
-0.1664E+01
-0.1441E+01
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0.4583E+00
0.4612E+00
0.4640E+00
0.4669E+00
0.4698E+00
0.4727E+00
0.4756E+00
0.4784E+00
0.4813E+00
0.4842E+00
0.4871E+00
0.4900E+00
0.4929E+00
0.4957E+00
0.4986E+00
0.5015E+00
0.5044E+00
0.5073E+00
0.5101E+00
0.5130E+00
0.5159E+00
0.5188E+00
0.5217E+00
0.5246E+00
0.5274E+00
0.5303E+00
0.5332E+00
0.5361E+00
0.5390E+00
0.5419E+00
0.5447E+00
0.5476E+00
0.5505E+00
0.5534E+00
0.5563E+00
0.5591E+00
0.5620E+00
0.5649E+00
0.5678E+00
0.5707E+00
0.5736E+00
0.5764E+00
0.5793E+00
0.5822E+00
0.5851E+00
0.5880E+00
0.5908E+00
0.5937E+00
0.5966E+00
0.5995E+00
0.6024E+00
0.6053E+00
0.6081E+00
0.6110E+00
0.6139E+00
0.6168E+00
0.6197E+00
0.6226E+00
0.6254E+00
0.6283E+00
0.6312E+00
0.6341E+00
0.6370E+00

0.2378E+04 -0.1075E+01
0.2500E+04 -0.6016E+00
0.2378E+04 -0.6498E-01
0.2023E+04 0.4832E+00
0.1470E+04 0.9899E+00
0.7728E+03 0.1406E+01
0.2289E+00 0.1689E+01
-0.7723E+03 0.1811E+01
-0.1469E+04 0.1758E+01
-0.2022E+04 0.1535E+01
-0.2378E+04 0.1160E+01
-0.2500E+04 0.6693E+00
-0.2378E+04 0.1092E+00
-0.2023E+04 -0.4666E+00
-0.1470E+04 -0.1002E+01
-0.7728E+03 -0.1446E+01
-0.2549E+00 -0.1753E+01
0.7723E+03 -0.1892E+01
0.1469E+04 -0.1850E+01
0.2022E+04 -0.1627E+01
0.2378E+04 -0.1245E+01
0.2500E+04 -0.7387E+00
0.2378E+04 -0.1565E+00
0.2023E+04 0.4459E+00
0.1470E+04 0.1010E+01
0.7728E+03 0.1481E+01
0.2889E+00 0.1812E+01
-0.7723E+03 0.1970E+01
-0.1469E+04 0.1938E+01
-0.2022E+04 0.1718E+01
-0.2378E+04 0.1330E+01
-0.2500E+04 0.8094E+00
-0.2378E+04 0.2064E+00
-0.2023E+04 -0.4213E+00
-0.1470E+04 -0.1013E+01
-0.7728E+03 -0.1511E+01
-0.3230E+00 -0.1866E+01
0.7722E+03 -0.2043E+01
0.1469E+04 -0.2024E+01
0.2022E+04 -0.1807E+01
0.2378E+04 -0.1414E+01
0.2500E+04 -0.8813E+00
0.2378E+04 -0.2589E+00
0.2023E+04 0.3931E+00
0.1470E+04 0.1012E+01
0.7729E+03 0.1537E+01
0.3570E+00 0.1916E+01
-0.7722E+03 0.2113E+01
-0.1469E+04 0.2106E+01
-0.2022E+04 0.1895E+01
-0.2378E+04 0.1498E+01
-0.2500E+04 0.9540E+00
-0.2378E+04 0.3136E+00
-0.2023E+04 -0.3615E+00
-0.1470E+04 -0.1006E+01
-0.7729E+03 -0.1557E+01
-0.3911E+00 -0.1961E+01
0.7722E+03 -0.2178E+01
0.1469E+04 -0.2184E+01
0.2022E+04 -0.1980E+01
0.2378E+04 -0.1581E+01
0.2500E+04 -0.1027E+01
0.2378E+04 -0.3703E+00

0.6398E+00
0.6427E+00
0.6456E+00
0.6485E+00
0.6514E+00
0.6543E+00
0.6571E+00
0.6600E+00
0.6629E+00
0.6658E+00
0.6687E+00
0.6715E+00
0.6744E+00
0.6773E+00
0.6802E+00
0.6831E+00
0.6860E+00
0.6888E+00
0.6917E+00
0.6946E+00
0.6975E+00
0.7004E+00
0.7033E+00
0.7061E+00
0.7090E+00
0.7119E+00
0.7148E+00
0.7177E+00
0.7205E+00
0.7234E+00
0.7263E+00
0.7292E+00
0.7321E+00
0.7350E+00
0.7378E+00
0.7407E+00
0.7436E+00
0.7465E+00
0.7494E+00
0.7523E+00
0.7551E+00
0.7580E+00
0.7609E+00
0.7638E+00
0.7667E+00
0.7695E+00
0.7724E+00
0.7753E+00
0.7782E+00
0.7811E+00
0.7840E+00
0.7868E+00
0.7897E+00
0.7926E+00
0.7955E+00
0.7984E+00
0.8012E+00
0.8041E+00
0.8070E+00
0.8099E+00
0.8128E+00
0.8157E+00
0.8185E+00

0.2023E+04 0.3268E+00
0.1470E+04 0.9965E+00
0.7729E+03 0.1574E+01
0.4251E+00 0.2002E+01
-0.7721E+03 0.2239E+01
-0.1469E+04 0.2260E+01
-0.2022E+04 0.2062E+01
-0.2378E+04 0.1663E+01
-0.2500E+04 0.1101E+01
-0.2378E+04 0.4287E+00
-0.2023E+04 -0.2891E+00
-0.1470E+04 -0.9831E+00
-0.7730E+03 -0.1586E+01
-0.4592E+00 -0.2038E+01
0.7721E+03 -0.2296E+01
0.1469E+04 -0.2332E+01
0.2022E+04 -0.2142E+01
0.2377E+04 -0.1744E+01
0.2500E+04 -0.1175E+01
0.2378E+04 -0.4886E+00
0.2023E+04 0.2488E+00
0.1470E+04 0.9661E+00
0.7730E+03 0.1594E+01
0.4932E+00 0.2070E+01
-0.7721E+03 0.2348E+01
-0.1469E+04 0.2400E+01
-0.2022E+04 0.2220E+01
-0.2377E+04 0.1824E+01
-0.2500E+04 0.1249E+01
-0.2378E+04 0.5498E+00
-0.2023E+04 -0.2060E+00
-0.1470E+04 -0.9456E+00
-0.7730E+03 -0.1597E+01
-0.5273E+00 -0.2097E+01
0.7720E+03 -0.2397E+01
0.1469E+04 -0.2465E+01
0.2022E+04 -0.2295E+01
0.2377E+04 -0.1902E+01
0.2500E+04 -0.1322E+01
0.2378E+04 -0.6120E+00
0.2023E+04 0.1610E+00
0.1470E+04 0.9220E+00
0.7731E+03 0.1597E+01
0.5613E+00 0.2121E+01
-0.7720E+03 0.2441E+01
-0.1469E+04 0.2527E+01
-0.2022E+04 0.2367E+01
-0.2377E+04 0.1978E+01
-0.2500E+04 0.1395E+01
-0.2378E+04 0.6750E+00
-0.2023E+04 -0.1140E+00
-0.1470E+04 -0.8954E+00
-0.7731E+03 -0.1593E+01
-0.5954E+00 -0.2140E+01
0.7720E+03 -0.2482E+01
0.1469E+04 -0.2584E+01
0.2022E+04 -0.2437E+01
0.2377E+04 -0.2053E+01
0.2500E+04 -0.1468E+01
0.2378E+04 -0.7387E+00
0.2023E+04 0.6519E-01

0.1470E+04 0.8660E+00
0.7731E+03 0.1586E+01
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0.8214E+00 0.6295E+00 0.2155E+01
0.8243E+00 -0.7719E+03 0.2518E+01
0.8272E+00 -0.1469E+04 0.2638E+01
0.8301E+00 -0.2022E+04 0.2503E+01
0.8330E+00 -0.2377E+04 0.2125E+01
0.8358E+00 -0.2500E+04 0.1540E+01
0.8387E+00 -0.2378E+04 0.8027E+00
0.8416E+00 -0.2023E+04 -0.1482E-01
0.8445E+00 -0.1470E+04 -0.8340E+00
0.8474E+00 -0.7732E+03 -0.1575E+01
0.8502E+00 -0.6635E+00 -0.2167E+01

0.8531E+00
0.8560E+00
0.8589E+00
0.8618E+00
0.8647E+00
0.8675E+00
0.8704E+00
0.8733E+00
0.8762E+00
0.8791E+00
0.8819E+00
0.8848E+00
0.8877E+00
0.8906E+00
0.8935E+00
0.8964E+00
0.8992E+00
0.9021E+00
0.9050E+00
0.9079E+00
0.9108E+00
0.9137E+00
0.9165E+00
0.9194E+00
0.9223E+00
0.9252E+00
0.9281E+00
0.9309E+00
0.9338E+00
0.9367E+00
0.9396E+00
0.9425E+00
0.9454E+00
0.9482E+00
0.9511E+00
0.9540E+00
0.9569E+00
0.9598E+00
0.9627E+00
0.9655E+00
0.9684E+00
0.9713E+00
0.9742E+00
0.9771E+00
0.9799E+00
0.9828E+00
0.9857E+00
0.9886E+00
0.9915E+00
0.9944E+00

0.7719E+03 -0.2551E+01
0.1469E+04 -0.2689E+01
0.2022E+04 -0.2567E+01
0.2377E+04 -0.2196E+01
0.2500E+04 -0.1610E+01
0.2378E+04 -0.8669E+00
0.2023E+04 -0.3691E-01
0.1470E+04 0.7996E+00
0.7732E+03 0.1562E+01
0.6976E+00 0.2175E+01
-0.7719E+03 0.2579E+01
-0.1469E+04 0.2736E+01
-0.2022E+04 0.2627E+01
-0.2377E+04 0.2264E+01
-0.2500E+04 0.1680E+01
-0.2378E+04 0.9311E+00
-0.2023E+04 0.8980E-01
-0.1470E+04 -0.7630E+00
-0.7732E+03 -0.1545E+01
-0.7316E+00 -0.2179E+01
0.7718E+03 -0.2604E+01
0.1469E+04 -0.2779E+01
0.2022E+04 -0.2684E+01
0.2377E+04 -0.2330E+01
0.2500E+04 -0.1748E+01
0.2378E+04 -0.9952E+00
0.2023E+04 -0.1436E+00
0.1470E+04 0.7244E+00
0.7733E+03 0.1525E+01
0.7657E+00 0.2180E+01
-0.7718E+03 0.2626E+01
-0.1469E+04 0.2818E+01
-0.2022E+04 0.2739E+01
-0.2377E+04 0.2393E+01
-0.2500E+04 0.1815E+01
-0.2378E+04 0.1059E+01
-0.2023E+04 0.1983E+00
-0.1470E+04 -0.6840E+00
-0.7733E+03 -0.1502E+01
-0.7997E+00 -0.2178E+01
0.7718E+03 -0.2644E+01
0.1469E+04 -0.2855E+01
0.2022E+04 -0.2790E+01
0.2377E+04 -0.2454E+01
0.2500E+04 -0.1880E+01
0.2378E+04 -0.1122E+01
0.2023E+04 -0.2535E+00
0.1470E+04 0.6420E+00
0.7733E+03 0.1478E+01
0.8338E+00 0.2172E+01

0.9972E+00 -0.7717E+03 0.2658E+01
0.1000E+01 -0.1469E+04 0.2887E+01
0.1003E+01 -0.2022E+04 0.2838E+01

0.1006E+01 -0.2377E+04 0.2513E+01
0.1009E+01 -0.2500E+04 0.1944E+01
0.1012E+01 -0.2378E+04 0.1185E+01
0.1015E+01 -0.2023E+04 0.3090E+00
0.1017E+01 -0.1470E+04 -0.5986E+00
0.1020E+01 -0.7733E+03 -0.1450E+01
0.1023E+01 -0.7379E+00 -0.2164E+01

0.1026E+01
0.1029E+01
0.1032E+01
0.1035E+01
0.1038E+01
0.1040E+01
0.1043E+01
0.1046E+01
0.1049E+01
0.1052E+01
0.1055E+01
0.1058E+01
0.1061E+01
0.1064E+01
0.1066E+01
0.1069E+01
0.1072E+01
0.1075E+01
0.1078E+01
0.1081E+01
0.1084E+01
0.1087E+01
0.1089E+01
0.1092E+01
0.1095E+01
0.1098E+01
0.1101E+01
0.1104E+01
0.1107E+01
0.1110E+01
0.1113E+01
0.1115E+01
0.1118E+01
0.1121E+01
0.1124E+01
0.1127E+01
0.1130E+01
0.1133E+01
0.1136E+01
0.1138E+01
0.1141E+01
0.1144E+01
0.1147E+01
0.1150E+01
0.1153E+01
0.1156E+01
0.1159E+01
0.1162E+01
0.1164E+01
0.1167E+01

0.7719E+03 -0.2669E+01
0.1469E+04 -0.2917E+01
0.2022E+04 -0.2882E+01
0.2377E+04 -0.2569E+01
0.2500E+04 -0.2005E+01
0.2378E+04 -0.1246E+01
0.2023E+04 -0.3648E+00
0.1470E+04 0.5539E+00
0.7731E+03 0.1421E+01
0.6095E+00 0.2152E+01

-0.7720E+03 0.2677E+01
-0.1469E+04 0.2943E+01
-0.2022E+04 0.2924E+01
-0.2377E+04 0.2622E+01
-0.2500E+04 0.2065E+01
-0.2378E+04 0.1307E+01
-0.2023E+04 0.4207E+00
-0.1470E+04 -0.5082E+00
-0.7730E+03 -0.1390E+01
-0.4812E+00 -0.2138E+01

0.7721E+03 -0.2681E+01
0.1469E+04 -0.2965E+01
0.2022E+04 -0.2963E+01
0.2378E+04 -0.2673E+01
0.2500E+04 -0.2123E+01
0.2378E+04 -0.1367E+01
0.2023E+04 -0.4764E+00
0.1470E+04 0.4617E+00
0.7729E+03 0.1357E+01
0.3528E+00 0.2122E+01

-0.7722E+03 0.2683E+01
-0.1469E+04 0.2985E+01
-0.2022E+04 0.2998E+01
-0.2378E+04 0.2720E+01
-0.2500E+04 0.2179E+01
-0.2378E+04 0.1425E+01
-0.2023E+04 0.5319E+00
-0.1470E+04 -0.4144E+00
-0.7728E+03 -0.1322E+01
-0.2244E+00 -0.2103E+01

0.7723E+03 -0.2682E+01
0.1469E+04 -0.3001E+01
0.2022E+04 -0.3030E+01
0.2378E+04 -0.2766E+01
0.2500E+04 -0.2233E+01
0.2378E+04 -0.1482E+01
0.2023E+04 -0.5869E+00
0.1470E+04 0.3666E+00
0.7726E+03 0.1286E+01
0.9605E-01 0.2082E+01

0.1170E+01 -0.7725E+03
0.1173E+01 -0.1469E+04
0.1176E+01 -0.2023E+04
0.1179E+01 -0.2378E+04
0.1182E+01 -0.2500E+04
0.1185E+01 -0.2378E+04
0.1187E+01 -0.2023E+04

0.2678E+01
0.3014E+01
0.3060E+01
0.2808E+01
0.2284E+01
0.1538E+01
0.6414E+00
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0.1190E+01 -0.1469E+04 -0.3183E+00
0.1193E+01 -0.7725E+03 -0.1249E+01
0.3232E-01 -0.2059E+01

0.1196E+01
0.1199E+01
0.1202E+01
0.1205E+01
0.1208E+01
0.1211E+01
0.1213E+01
0.1216E+01
0.1219E+01
0.1222E+01
0.1225E+01
0.1228E+01
0.1231E+01
0.1234E+01
0.1236E+01
0.1239E+01
0.1242E+01
0.1245E+01
0.1248E+01
0.1251E+01
0.1254E+01
0.1257E+01
0.1260E+01
0.1262E+01
0.1265E+01
0.1268E+01
0.1271E+01

0.7726E+03
0.1470E+04
0.2023E+04
0.2378E+04
0.2500E+04
0.2378E+04
0.2022E+04
0.1469E+04
0.7724E+03
-0.1607E+00
-0.7727E+03
-0.1470E+04
-0.2023E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2378E+04
-0.2022E+04
-0.1469E+04
-0.7723E+03
0.2891E+00
0.7728E+03
0.1470E+04
0.2023E+04
0.2378E+04
0.2500E+04
0.2378E+04

-0.2671E+01
-0.3025E+01
-0.3086E+01
-0.2848E+01
-0.2333E+01
-0.1592E+01
-0.6953E+00

0.2699E+00
0.1210E+01
0.2034E+01
0.2662E+01
0.3032E+01
0.3109E+01
0.2885E+01
0.2380E+01
0.1644E+01
0.7483E+00

-0.2214E+00
-0.1171E+01
-0.2007E+01
-0.2650E+01
-0.3037E+01
-0.3130E+01
-0.2919E+01
-0.2425E+01
-0.1695E+01

0.1274E+01 0.2022E+04 -0.8004E+00

0.1277E+01
0.1280E+01
0.1283E+01
0.1285E+01
0.1288E+01
0.1291E+01
0.1294E+01
0.1297E+01
0.1300E+01
0.1303E+01
0.1306E+01
0.1309E+01
0.1311E+01
0.1314E+01
0.1317E+01

0.1469E+04
0.7722E+03
-0.4174E+00
-0.7730E+03
-0.1470E+04
-0.2023E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2377E+04
-0.2022E+04
-0.1469E+04
-0.7720E+03
0.5458E+00
0.7731E+03
0.1470E+04

0.1729E+00
0.1130E+01
0.1979E+01
0.2637E+01
0.3039E+01
0.3147E+01
0.2950E+01
0.2467E+01
0.1744E+01
0.8514E+00

-0.1246E+00
-0.1089E+01
-0.1949E+01
-0.2621E+01
-0.3039E+01

0.1320E+01 0.2023E+04 -0.3162E+01

0.1323E+01
0.1326E+01
0.1329E+01
0.1332E+01
0.1334E+01
0.1337E+01
0.1340E+01
0.1343E+01
0.1346E+01
0.1349E+01
0.1352E+01
0.1355E+01
0.1358E+01
0.1360E+01

0.2378E+04
0.2500E+04
0.2377E+04
0.2022E+04
0.1469E+04
0.7719E+03
-0.6742E+00
-0.7732E+03
-0.1470E+04
-0.2023E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2377E+04
-0.2022E+04

-0.2979E+01
-0.2507E+01
-0.1791E+01
-0.9014E+00

0.7669E-01

0.1048E+01
0.1918E+01
0.2603E+01
0.3036E+01
0.3175E+01
0.3005E+01
0.2545E+01
0.1837E+01
0.9501E+00

0.1363E+01 -0.1469E+04 -0.2918E-01

131

0.1366E+01 -0.7718E+03 -0.1006E+01

0.1369E+01

0.8025E+00

-0.1886E+01

0.1372E+01 0.7733E+03 -0.2584E+01

0.1375E+01
0.1378E+01
0.1381E+01
0.1383E+01
0.1386E+01
0.1389E+01
0.1392E+01
0.1395E+01
0.1398E+01
0.1401E+01
0.1404E+01
0.1407E+01
0.1409E+01
0.1412E+01
0.1415E+01
0.1418E+01
0.1421E+01
0.1424E+01
0.1427E+01
0.1430E+01
0.1432E+01
0.1435E+01
0.1438E+01
0.1441E+01

0.1470E+04
0.2023E+04
0.2378E+04
0.2500E+04
0.2377E+04
0.2022E+04
0.1469E+04
0.7717E+03
-0.9309E+00
-0.7734E+03
-0.1470E+04
-0.2023E+04
-0.2378E+04
-0.2500E+04
-0.2377E+04
-0.2022E+04
-0.1469E+04
-0.7715E+03

-0.3031E+01
-0.3184E+01
-0.3029E+01
-0.2580E+01
-0.1880E+01
-0.9975E+00
-0.1776E-01

0.9641E+00
0.1853E+01
0.2562E+01
0.3024E+01
0.3192E+01
0.3050E+01
0.2613E+01
0.1921E+01
0.1043E+01
0.6404E-01

-0.9220E+00
0.1059E+01 -
0.7736E+03 -
0.1470E+04 -
0.2023E+04 -
0.2378E+04 -
0.2500E+04 -

0.1819E+01
0.2540E+01
0.3014E+01
0.3196E+01
0.3069E+01
0.2643E+01

Time-step (1/20 of forcing period) DTIM=

0.00288

Total elapsed time TIM= 1.44110

Half band width IW=

10




ANNEXE C
C-1 Exemple numérique simple d’illustration

Afin de mieux comprendre aisément I’implémentation sur ordinateur de la formulation
sous forme matricielle présentée au chapitre 4 relative a la résolution des problémes non
stationnaires de second ordre, nous proposons dans cette section un exemple simple [01] que
nous allons résoudre manuellement par les deux méthodes respectives :

- méthode de superposition modale
- méthode de Wilson-6.

Il s’agit de calculer la réponse permanente des deux degrés de liberté de la poutre en
console comme indiqué sur la figure 1-6, soumise a ’action des conditions initiales :
d;=0.02m et d, = 0.02 m. Nous supposons que le systéme n’a pas d’amortissement.

m@ () Données :
(k)

2 -1 2 -1

K=k =18x10° N/mm

m@ (d) -1 1 -1 1

1 0 1 0
(k) M=m =20x10° kg

0 1 0 1

Fig. C-1 Exemple simple d’illustration

C-2 Résolution par la méthode de superposition modale
Concernant les étapes a suivre, nous renvoyons le lecteur directement au chapitre 4.

A- Calcul des valeurs propres

On détermine les valeurs propres o> du probléme aux valeurs propres K¢ = @’ M¢ (éq. 4-78)
en calculant les racines de 1’équation caractéristiques :

20x10° %) .
2 6 18x10° _
det(K — "M ) =det (18x10 3 )=0
20x10 P
-1 a- -o")
18x10

Nous tirons les valeurs des deux pulsations naturelles : @ =18.54rad /s, w, =48.54rad /s .
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B- Calcul des modes propres

Remplagons les valeurs calculées @, (j=1,2) dans I’équation ci-dessus (4-78). Nous
obtenons : [K - a)_fM ] ¢, =0 ou ¢, est le mode de déformation correspondant aw; . Puisque
det[K — a)_fM ]=0, il s’ensuit que les composantes de ¢, sont indéterminées. Utilisons alors

un déplacement de référence en supposant par exemple que le dernier €lément ¢, du vecteur

¢, est une amplitude de 1. On peut ainsi calculer les autres €léments ¢, (i=1,2).

Par suite, pour @; = 343.76941 et en fixant ¢,, =1, nous aurons :

29125 1.8 0
10 Ml _ . Nous tirons ¢, = 0.61803.
1.8 1.1125|| 1 0

Répétons les calculs pour @; =2356.23059¢t ¢,, =1, nous trouverons : ¢, =—1.61803.
D’ou la solution compléte sous forme matricielle des modes propres :

o=ls 4] 0.61803 —1.61803
CF 721100000 1.00000

Soit graphiquement :

¢, =1.000 ¢,, =1.000

@ 4,=-1618

Mode 1 Mode 2

Fig. C-2 Représentation graphique des modes propres

C- Calcul des masses et rigidités généralisées

Les masses généralisées correspondantes aux modes propres calculées s’obtiennent de la
relation M = ®" MD (éq. 4-43) :
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—-1.61803 1.00000

A 0.61803 1.00000 ;11 0]/0.61803 —1.61803
M 20.10

B 27639.2 -0.2 "
0 1]{1.00000 1.00000 s

-0.2  72360.4

Les rigidités généralisées correspondantes aux modes propres calculées s’obtiennent de la
9.50152 - 0.00032}

relation K = &7 K® (éq. 4-44). Nous obtenons : K =10°
—0.00032 170.49784

NB : Les termes non nuls hors diagonales de M et K sont dus aux erreurs d’arrondi dans
les calculs.

D- Normalisation des modes propres

Pour normer les modes propres de vibration par rapport a la matrice de masse, on divise
N

les éléments de chaque vecteur ¢ par ym; , ou la masse généralisée a été déterminée dans

M . On divise ainsi les éléments de ¢, et @, par 166.25 et 269.00 respectivement, pour obtenir
les vecteurs propres ¢., orthonormés par rapport a la matrice masse M :

© 102 0.37175 —0.60150
a 0.60150 0.37175

Notons qu’il est possible de vérifier 1’orthonormalité des modes propres en calculant

A 1 0 A
M =®"M® qui conduirait & une matrice identité 7 =L) J et K=0® KO qui doit

2
s . . o 0
conduire a la matrice des pulsations , |-
@,

E- Calcul de la réponse permanente

Calculons la réponse de la structure sous les conditions initiales suivantes causant la
vibration de la structure :

0.02 . 0
d(0) = {0 Oz}m ; d(0)= {O}m/s

Les déplacements associés aux conditions initiales, exprimés dans le systéme des coordonnées
modales sont donnés par les équations (4-39). Nous avons pour les déplacements, la vitesse

. " M.
2(0) étant nulle, zi(O)zw :
m;
20000 0 [0.02
[0.618 1.000] o 200001002
z(0)= —— =0.023416m
27629.2
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20000 0 ](0.02
[-1.618 1.000]{ H

0 20000 || 0.02
72360.4

} =-0.003416m .

z,(0) =

La réponse en vibration libre de chaque coordonnée nodale pour une structure non amortie est
donnée par 1’équation suivante par analogie a la relation (1-10):

z,(0)

z,(2) 23.416cosm,t

z,(t) | -3.416cosm,t i
Les déplacements dans le systéme des coordonnées géométriques peuvent tre obtenues par
superposition des déplacements des coordonnées modales : d(t) =D z(¢) ;d’ou :

z,(t)=z,(0)cosw,t + sin @,¢ ; Nous obtenons sous forme matricielle :

A = 0.61803 —1.61803|) 23.416cosewr | |14.471cosw,t +5.527 cos w,t
~11.00000  1.00000 ||-3.416cosmy |  |23.416c0s it —3.416c0s |

On constate que le mouvement de chaque masse inclut les contributions de chaque fréquence
propre de la structure. Graphiquement, ces déplacements sont représentés sur la figure 1-8
pour une durée de Is.

dy(mm BOE\ /\
I \//\L/

“agl
30,
dy(mm) | Vil A
RERY —~
st
0 02 04 06 08

Fig.C-3 Evolution des déplacements en fonction du temps

C-3 Résolution par la méthode de Wilson-0
Les étapes de résolution sont récapitulées dans les équations 4-14 ou dans le tableau 4-1.
A- Initialisation des variables

) .. _ . 0.02 . 0 o -18 5
i- Conditions initialesat=0: d, = m; do= m/s ; do= m/s
0.02 0 0

ii- Choix de la méthode : méthode de Wilson-0 ;0 =1.4, o =0et S =0 car C est nulle.

- Choix du pas d’intégration : AT =0.01s
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B- Calculs préliminaires :

iii- Calcul des constantes d’intégration :
2
¢ = 6 >=30612.2 ; c, =i=428.6 ; cy = (At) =1.66x10" ; c,=2;
(6AY) OAt

e =c=¢ =¢=0.

iv- calcul de la matrice de rigidité X

K 510 2 -17 . [64824 -0.18
K =(c+e)M +(1+¢)K =(306122)(20x107) - ' |+18x10°x ~  *|=10"

-0.18 6.3024
C- Intégration pas-a-pas : n = 0,1,2,...t4/At

i- incrémentation du temps : ty: 1=ty At = (n+1) At ;o =0
- calcul du vecteur des forces effectives F .1 au temps ty:; -

Fuo=F +0F.  ~F)+M[(c,+c)d +(c, +2a)d +(2+¢.)d,]
v K(cd, 428 d +e,d)
0 J1 0 . . J2 -1 . .
=1, [+ 20510°] (3061224, +42864,+2d,) +18410° © 0, +0.du+0.d,)

1ii- calcul des déplacements au temps ty:¢ - Edm )= Foio

A chaque pas de temps, le déplacement d,g est la solution du systéme :

[6.4824 —0.18 -
10 d . y=Fuo
~0.18 63024

iv- Calcul de ’accélération et de la vitesse au temps ty -

Ao =\ (drso—dn)—c2.dn=2dn =30612.2x(dnso—dn) —428.6d—2d

o0 1 o0 o0 o0 1 oo oo
dn+l = dn+g(dn+0_dn) = dn'i‘a(dlﬁ@_dn)
doo = c}n+%(;§n+1+;§n) = d+0.005(d wa+d )
Aot = dot At d ot 3(dun+2dn) = dut 0.01d,+1.7x10(d i +2d)

Les déplacements des degrés de liberté¢ d; et d, calculés pour les 10 pas de temps sont
présentés dans le tableau suivant.

t At 2 At 3 At 4 At 5 At 6 At 7 At 8 At 9 At 10 At

d 19.135 | 16.718 | 13.162 | 9.021 4.895 1.130 -1.383 | -3.061 | -3.844 | -4.049

d; 19.983 | 19.844 | 19.388 | 18.361 | 16.515 | 13.675 | 9.793 4.983 -0.483 | -6.209

Tableau C-1 : Valeurs des déplacements des degrés de liberté d; et d;
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Les figures C-1 et C-2 comparent les déplacements des deux degrés de liberté calculés par la
méthode de Wilson-6 avec les déplacements exacts calculés par superposition modale.

25 Superposition modale

20 —Wilson teta

A "
10 \\ "\A /\\\ /
A \ [\

\ \\
_5 & 0.2 0 4\\ 6 \8 ” ]

-10

s /A \

A\

Deplacement (mm)

Temps (s)

Fig.C-4 Comparaison des déplacements du degré de liberté d, calculés par la méthode
de Wilson-0 avec les déplacements exacts calculés par superposition modale

30 —Superposition modale
/.\ —Wilson teta

A \

Deplacement (mm)
= o S
——_—_—_:_____.___.ﬁ
=
o)
\

&

N
—
o~

SR
— |

=_s]

‘H

/
220 \\ // \ / \ //
V

Temps (s)

Fig.C-5 Comparaison des déplacements du degré de liberté d, calculés par la méthode de
Wilson-0 avec les déplacements exacts calculés par superposition modale
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RESUME

Nous nous sommes intéressés dans ce travail a I’élaboration d’un code de calcul
capable d’analyser, par éléments finis, la réponse dynamique des plaques minces élastiques
linéaires en utilisant respectivement la méthode de superposition modale et la méthode
d’intégration directe de Wilson-6. Le chargement extérieur appliqué peut étre de type
harmonique de la forme cosinusoidale (charge concentrée ou répartie), de type échelon
(soudainement ou lentement appliqué). Le temps est divisé¢ généralement en intervalles
¢lémentaires successifs At pris égal a une fraction de la période d’application du chargement.

Les équations générales d’équilibre sont dérivées en se basant sur le principe des
travaux virtuels et sont discrétisées en utilisant un élément fini du type Kirchhoff a 4 degrés
de liberté par nceud. Les matrices de masse et de rigidité ainsi que le vecteur de sollicitations
nodales sont évalués par intégration numérique de Gauss. La matrice d’amortissement est
évaluée comme étant une combinaison linéaire de la matrice masse et de la matrice de rigidité
en fonction des coefficients de Rayleigh afin de respecter les propriétés d’orthogonalité des
modes propres. L’utilisation d’un amortissement proportionnel du type Rayleigh (a,p),
nécessite le choix de deux fréquences de contrdle ou sont considérés dans le programme
STRUDLS.FOR, la premiére et la troisieme fréquence propre de la plaque. C’est dans le but
d’assurer un méme taux d’amortissement pour les premiers modes.

Le programme principal s’intitule STRUDLS.FOR et enchaine essentiellement
I’exécution d’un ensemble de sous programmes dont chacun d’eux comprend une subroutine
qui calcule une fonction bien particuli¢re. Il est écrit en langage d’ordinateur Fortran 90 et
exécuté sous le compilateur ‘Compaq Visual Fortran, version 6.5’. Le fichier de données
(STRUDLS.INP ) se compose de blocs fonctionnels qui sont sous le controle de 1'utilisateur
en appelant les cartes d’en-téte correspondantes a chaque bloc. La largeur de bande est
calculée automatiquement en spécifiant le nombre de nceuds restreint et la matrice des degrés
de libert¢ NF. Ajoutons que les valeurs et les modes propres sont calculés directement en
appelant la subroutine JACOBI ou les matrices de masse et de rigidité doivent étre stockées
en ligne de ciel.
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