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Résumé  

 

Développement de méthodes de réduction de systèmes et application au 

calcul électromagnétique stochastique 

 

 La méthode des éléments finis stochastiques SFEM est une extension de l'approche 

déterministe classique pour la solution de problèmes stochastiques. Elle a fait l’objet d’une 

attention considérable en raison du développement rapide de la simulation informatique, de la 

modélisation mathématique et du calcul scientifique pour prédire et comprendre le 

comportement des dispositifs électromagnétiques d'une manière générale.  

 Ce travail comporte deux axes principaux, le premier porte sur la recherche de 

certaines  caractéristiques de la structure d’études, en considérant une propriété physique 

aléatoire qui suit l'évolution d’une  loi normale telles que les grandeurs physiques et 

géométriques représentées par des variables aléatoires, par un traitement statistique en se fiant 

aux grandeurs statistiques. 

 Le deuxième concerne la mise en œuvre de modèles exploitant la réduction de matrice 

et son application dans l'evaluation de grandeurs électromagnétiques dans les structures à 

couches  minces, par l'introduction du calcul stochastique dans le modèle de réduction. 

 

Mots-clés: Eléments fins stochastiques, réduction de matrices, systèmes électromagnétiques, 

          couches minces, variables aléatoires, contrôle non destructif, grandeurs  

         statistiques, calcul stochastique, dégradation de propriétés physiques, loi normale. 

 

 

 

 

 

 



Abstract  

 

Development of systems reduction methods and application to stochastic 

electromagnetic computation 

  

 The stochastic finite element method SFEM is an extension of the classical 

deterministic approach to the solution of stochastic problems. It has received considerable 

attention because of the rapid development of computer simulation, mathematical modeling 

and scientific computing to predict and understand the behavior of electromagnetic devices in 

general. 

 This work has two main axes. The first one deals with the search for certain 

characteristics of the structure of studies by considering a random physical property that 

follows the evolution of normal law such as the physical and geometrical quantities 

represented by random variables, by a statistical treatment by relying on statistical 

magnitudes. 

 The second concerns the implementation of matrix reduction modeling and its 

application in the evaluation of electromagnetic magnitude in thin-film structures, through the 

introduction of stochastic calculus in the reduction model. 

 

Key-words: Stochastic fine element, matrix reduction, electromagnetic systems, thin films, 

  random variables, non-destructive testing, statistical magnitudes, stochastic 

  calculus, degradation of physical properties, normal distribution. 
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Motivation 

 La modélisation numérique constitue une étape incontournable dans la conception et la 

simulation des systèmes électromagnétiques qui ne cessent de s’accroitre et qui occupent une 

place de plus en plus importante dans la société d’aujourd’hui, ces derniers requièrent une 

modélisation et une simulation d'avantage plus fine  afin d'appréhender aux mieux les 

phénomènes qu'ils mettent en œuvre. L’intérêt majeur de la modélisation numérique est de 

disposer d'un modèle virtuel qui reflète un modèle réel et c’est grâce à l'avènement de l'outil 

informatique à partir des années cinquante et son accessibilité à la communauté scientifique 

que cela est rendu possible, actuellement on parle de conception et du dessin assisté par 

ordinateur. De ce fait il est primordial de disposer des outils de simulation et de modélisation 

nécessaires afin de répondre aux besoins de ces modèles à concevoir. Le recours à la 

simulation est devenu primordiale dans le milieu industriel, bureaux d'études et notamment 

dans les laboratoire de recherche vu qu'elle permet de réduire les coûts de conception et de 

fabrication en terme de temps et d'investissement. De plus, elle permet d'explorer des 

solutions innovantes. 

 Plusieurs logiciels commerciaux ou de laboratoire sont utilisés, on citera d'une part le 

logiciel Comsol et Ansys Maxwell pour le traitement des problèmes électromagnétiques de 

nature différente, ce dernier est utilisé beaucoup plus dans l’industrie pour la conception et 

l’analyse des dispositifs électromécaniques, d'autre part on citera le logiciel Matlab qui est 

utilisé dans le cadre de notre travail ainsi que LabVIEW pour générer l'application en temps 

réel et surveiller le signal de sortie. Ces moyens de calculs modernes, permettent avec une 

large flexibilité, l'utilisation de modèles numériques en particulier les modèles éléments finis 

de plus en plus performants qui sont largement utilisés dans le domaine de l'électrotechnique 

sous différentes approches. 

 La matière première initiale utilisée lors du processus de fabrication des matériaux des 

dispositifs électromagnétiques subie des transformations, donc sont soumis à divers effets de 

natures différentes telles que la pression, la température, les imperfections de fabrications ou 

simplement leur utilisation au fil du temps ainsi que les contraintes environnementales qui se 

traduisent par la corrosion, la fatigue, le manque de matière, d'une manière générale c'est la 

dégradation des propriétés physiques de ces matériaux. Ceci peut affecter leur durée de vie en 

diminuant progressivement l’aptitude du système à assurer ses fonctions par conséquent un 

enjeu industriel important.  
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 Mettre en évidence l’influence de cette dégradation sur les dispositifs 

électromagnétiques dans un modèle numérique s'avère d'une importance capitale et d'une 

complexité non négligeable. Pour parvenir à modéliser cette aléa, il existe un ensemble de 

techniques regroupés autour du thème Méthodes des Element Finis Stochastique (MEFS), 

notant que cette méthode est utilisée beaucoup plus dans le domaine du génie civil pour la 

fiabilité des structure et en mécanique pour le traitement des modèles non linéaire et 

récemment dans le magnétisme, cette méthode enlace deux approches intrusive et non 

intrusive qui présentent plusieurs avantages.  

 En effet, la simulation numérique d’applications scientifiques et industrielles  de 

résolution des problèmes de plus en plus vastes tout en requérant une plus grande précision en 

un délai plus court. Ces applications sont souvent stochastiques est d'autant plus coûteuse en 

temps de calcul et en espace de stockage mémoire que le modèle à étudier sollicite beaucoup 

le code de calcul utilisé, crée une demande insatiable en ressource de calculs. C'est pourquoi 

depuis quelques années l'utilisation du calcul parallèle, le calcul à haute performance et les 

techniques de réduction de systèmes attisent le développement car elles permettent de garantir 

un bon compromis entre le temps de calcul et la taille du dispositif  à simuler.  

L’apport de cette thèse s'articule autour de quatre objectifs: 

1. Modéliser et prendre en compte l'effet de la dégradation dans un modèle 

numérique sous Matlab constitue une approche sophistiquée dans la simulation 

numérique en magnétisme, en réalisant un couplage entre la méthode des 

éléments finis et la méthode Monté-Carlo basée sur la loi des grands nombres 

pour générer de façon aléatoire la distribution (de type Gaussienne) de la 

conductivité électrique. Le choix du mariage des deux méthodes repose sur le fait 

que la simulation Monté-Carlo est compatible et ne nécessite aucune modification 

spécifique dans le code éléments finis, de plus elle est simple à comprendre et à 

mettre en œuvre. 

 

2. Application du modèle élaboré à des cas de fonctionnement en contrôle non 

destructif par courants de Foucault et capteur à effet Hall pour la détection et la 

caractérisation de l'état d'intégrité des structures à étudier. 
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3. Recherches de certaines  caractéristiques de la structure d’études telles que les 

grandeurs géométriques (estimation de la taille des anomalies) par traitement 

statistique en se fiant aux grandeurs statistiques.  

 

4. Mise en œuvre de modèles rapides en exploitant les méthodes de réduction de  

grands systèmes (Adaptive Cross Approximation) et application au premier et au 

deuxième objectif développé précédemment, vu qu'ils engendrent un coût de 

calcul prohibitif dû à la taille de la structure et le nombre de tirages de 

conductivités.    

 

Structuration de la thèse en quatre chapitres  

 Le premier chapitre présente un état de l’art des relations et des équations 

fondamentales de la physique ainsi que les modèles numériques de résolution des 

phénomènes électromagnétiques. La méthode des éléments finis est développée pour la 

résolution de l'équation électromagnétique en 2D, puis nous citons quelques avantages et 

limites de la méthode. 

 Le deuxième chapitre est consacré à la présentation et au développement des 

méthodes stochastiques les plus rencontrés et leur applications. Nous focalisons sur la 

méthode de Monté-Carlo ainsi que la génération des nombres aléatoires qui sont présentés en 

détails en vue de leurs usages au dernier chapitre, à la fin du chapitre une comparaison entre 

ces méthodes stochastiques à été faite selon certains critères de classification. 

Le troisième chapitre décrit les moyens et les méthodes utilisées pour accélérer les 

temps de calcul à savoir le calcul parallèle, le calcul à haute performance et les méthodes de 

réduction de grands systèmes. 

Le dernier chapitre est dédié à la description des dispositifs expérimentaux ainsi que 

de l'ensemble du matériel utilisé. L’application du modèle éléments finis stochastique 

décrivant l’effet du vieillissement sur un matériau conducteur à la fois pour le problème direct 

et l'évaluation du problème inverse avec la même méthode. Une confrontation des résultats de 

simulation avec ceux issus de l’expérimentale  afin de valider le modèle stochastique proposé. 

Un autre aspect abordé est celui de développer un modèle de réduction de matrices et son 

application au calcul électromagnétique stochastique (Adaptive Cross Approximation) propre 

à notre besoin. 
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1.1. Introduction 

 Dans ce chapitre nous allons présenter un résumé relatif aux équations générales de 

l’électromagnétisme, les lois de comportement du milieu et les conditions d’interfaces 

associés intervenant dans le cadre de notre application dédiée au contrôle non destructif. 

Les formulations traitant les problèmes magnétostatiques et magnétodynamiques sont 

présentés en introduisant le potentiel vecteur magnétique A dans le cas d’un problème 

cartésien et le type de conditions aux limites considéré. 

  Nous présentons également les modèles et les méthodes numériques de résolutions des 

équations aux dérivées partielles les plus rencontrés dans ce domaine objet d’investigaions.  

1.2. Equations et lois de la physique 

1.2.1. Equations de Maxwell  

Les lois fondamentales de l’électromagnétisme sont énoncées à l’aide d’équations de 

Maxwell, ces équations sont des postulats de base de cette théorie. Elles sont locales et 

valables dans n’importe quel système d’axes. Nous les retrouverons sous formes équivalentes 

qui sont : différentielle et intégrale [1, 2, 3, 4, 5].    

1.2.1.1. Forme différentielle : 

     Ddiv
 

                 (1.1) 

     
t

B
Erot




                   (1.2) 

     0Bdiv                   (1.3) 

     
t

D
JHrot




                  (1.4)

  

 2/ mAJ


 et  3/ mC  : Densités de courant de conduction et de charge électrique. 

 mVE /


 et  mAH /


 :   Champ électrique et magnétique. 

 msAD /.


 et  TB


 :    Induction électrique et magnétique. 
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Les relations (1.2) et (1.4) expriment le couplage entre les grandeurs électriques et 

magnétiques et les relations (1.1) et (1.3) représentent respectivement la conservation de la 

charge électrique et du flux magnétique. 

t

D


 ou bien DJ

 

exprime la vitesse de variation de l’induction électrique appelée densité de 

courant de déplacement introduite par Maxwell et J exprime la densité de courant de 

conduction

 

CJ  

L’expression détaillée de densités de courants :   

indS JJJ                    (1.5)

  

Avec SJ

 

et indJ   2/ mA  sont respectivement les densités de courant source et courant induit. 

Dans le cas d'un milieu conducteur en mouvement le champ électrique s’écrit : 
 

'EEE t   

'E  étant le champ électromoteur donné par :  

BvE 


'  

 smv /  est la vitesse de déplacement du milieu 

En appliquant la loi d'Ohm on obtient : 

  '' EEEEEJ t                  (1.6) 

Avec :    

indS EEE       (1.7)

  

SE   mV /
 

et indE  mV /
 

représentent respectivement le champ électrique source et le champ 

électrique induit  

'EEEJ indS                   (1.8)

 )( BvEEJ indS       (1.9) 

Ce qui fait que  

SS EJ                  (1.10)
 

)( BvEJ indind                             (1.11) 

Le terme indE est la densité de courant résultant du champ indE
 
électrique par contre le 

terme )( Bv 
  représente la densité de courant résultant du mouvement. L’expression de la 

quatrième équation de Maxwell telle qu’elle est écrite correspond à la forme la plus 
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rencontrée dans la littérature mais si toute fois nous sommes en présence d’un milieu 

magnétique en plus, ce qui voudrait dire (en présence d’un milieu conducteur, diélectrique et 

magnétique) à la fois, l’expression détaillée de l’équation sera exprimée de la manière 

suivante : 

     JHrot t                  (1.12) 

  J exprime la densité de courant totale  

     MDC JJJJ                 (1.13) 

Avec :              

 tH  représente le vecteur champ magnétique total. 

 MJ  représente la densité de courant en présence d’un milieu magnétique qui est donnée par : 

MrotJ M 
                    

(1.14)
 

Avec M   vecteur aimantation du milieu magnétique. 

Donc l’équation (4) devient  

     Mrot
t

D
JHrot t 




                (1.15) 

Et en posant  HMH t      

Nous retrouvons l’équation (1.4) dans ce cas le terme H  représente le champ magnétique 

d’excitation. 

1.2.1.2. Forme intégrale  

 La première équation de Maxwell traduit le théorème de Gauss : 

  

      
VV

dVdVDdiv                 (1.16) 

Ou encore en appliquant le théorème d'Ostrogradsky-Gauss nous obtenons la forme suivante : 

     qdsD
S

                  (1.17) 
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 3/ mC  : est la charge totale contenue dans le volume V délimité par la surface S  

dV

 

Volume élémentaire 

q : Somme algébrique des charges à l'intérieures à cette surface 

 La deuxième équation de Maxwell est donnée sous forme intégrale par application du 

théorème de stokes  

     )( dsB
t

dlE
SS

 


                 (1.18) 

Avec :  

      dsB
S

                 (1.19) 

 

dl : Elément de longue 

   : Flux magnétique à travers toute la surface s'appuyant sur le contour 

 

 La troisième équation de Maxwell est celle de la conservation du flux magnétique 

donnée par : 

     0 dsB
S

                 (1.20) 

Le flux d'induction magnétique à travers une surface fermée quelconque est toujours nul 

 La quatrième équation de Maxwell est donnée sous forme intégrale par application du 

théorème de stokes  

     IdlH
l

                  (1.21) 

 

Avec 



n

i

iII
1

  

iI  : Le courant totale enlacé par le contour fermé l 

Elle montre que la circulation de l'intensité du champ magnétique le long le long d’un contour 

quelconque l est égale à la somme des courants enlassés par la courbe. 

1.2.2. Lois de comportement du milieu 

 Les champs vectoriels précédemment  DEBH ,, sont reliés entre eux par les lois de 

comportement qui expriment les propriétés du milieu dont ils baignent, ainsi pour les milieux 

isotropes et homogènes on aura [1,4] :   
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1.2.2.1. Loi d’Ohm 

 La loi d'Ohm est donnée en chacun des points du domaine par l’expression : 

EJ                  (1.22) 

 mS /  : La conductivité électrique du milieu  

La relation entre le vecteur d'induction B  et le vecteur champ magnétique H est donnée 

par : 

HB                  (1.23) 

r 0  

 mH / : est la perméabilité magnétique absolue 

mH /104 7

0

   : est la perméabilité magnétique du vide.  

r  : est la perméabilité magnétique relative  

1.2.2.3. Relation diélectrique 

 La relation entre le vecteur d’induction électrique D  et le vecteur champ électrique E  

est donnée par la relation : 

ED                  (1.24) 

r 0  

  mF /  : est la permittivité électrique absolue.  

 F/m
C 


36

101 9

2

0

0



  : est la permittivité électrique du vide. 

r  : est la permittivité électrique relative du milieu considéré. 

 C=3.10
8
 m/s : est la célérité (vitesse de la lumière). 

1.2.3. Condition de transmission entre deux milieux 

 Dans la plupart des problèmes d’électromagnétisme, plusieurs milieux avec des 

propriétés physiques différentes sont présents. L’application des équations de Maxwell sous 
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forme intégrale a permis d’établir toute une série de relations qui régissent les composantes 

normales et tangentielles des vecteurs du champ sur la surface de séparation de deux milieux. 

Pour étudier ces champs au voisinage immédiat de ces surfaces les égalités ci-dessus doivent 

être satisfaites [6] : 

 a.1. Composante normale   

  SnDD  21                (1.25)

  

     021  nBB                 (1.26)

  

   0. 21  JnJn                (1.27)

  

a.2. Composante tangentielle 

    021  nEnE                (1.28) 

 
s

knHH  21                (1.29) 

n : est le vecteur normal à la surface de séparation entre le milieu (1) et le milieu (2). 

 s
k  et S sont respectivement la densité de courant surfaciques et la densité de charge 

superficielle. 

 

Les relations (1.26), (1.27) et (1.28) montrent respectivement la continuité : 

 de la composante normale nB  de l'induction magnétique B ,  

 de la composante normale nJ  de la densité de courant J , 

 et la composante tangentielle TE du champ électrique E  

Les relations (1.25) et (1.29) montrent respectivement la discontinuité : 

 de la composante normale TD de la densité de courant de déplacement .D  

 de la composante tangentielle TH du champ magnétique H  relative à la présence d'un 

courant sur la surface de séparation des deux milieux.  
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1.2.4. Condition aux limites 

 Il est important de noter que, grâce aux conditions aux limites nous disposons d’une 

certaine information sur la nature du champ qui est nécessaire pour trouver les solutions des 

équations différentielles de Maxwell. 

1.2.4.1. Condition aux limites de Dirichlet 

 La condition nous renseigne sur la valeur exacte de l'inconnue sur la frontière 

extérieure du domaine de résolution (limite) 

      
0
 s                  (1.30)  

 s  : est l'inconnue du problème  

0 : représente la valeur de l'inconnue sur la frontière (constante). 

1.2.4.2. Condition aux limites de Neumann  

 Cette condition nous renseigne sur la valeur de la composante normale de l'inconnue 

sur la limite du domaine étudié. Elle nous renseigne sur l'existence d'un plan de symétrie dans 

le domaine d'étude lorsque la valeur de cette dernière est nulle. 

     1

)( 





n

s
                             (1.31) 

 

 

1   : Constante  

n   : La normale 

1.2.5. Formulations utilisant le potentiel vecteur magnétique 

 Les équations de Maxwell telles qu'elles sont posées se prêtent mal à une résolution 

numérique. Pour les problèmes de symétrie de révolution on utilise généralement une 

formulation en potentiel vecteur magnétique [7,8]. 
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1.2.5.1. Modèle magnétostatique 

En magnétostatique 





 



0
t

, le champ est produit par des sources de courant indépendantes 

du temps. L'équation (1.3) nous permet d’écrire : 

0Bdiv  Il existe un potentiel vecteur magnétique A  tel que ArotB   

Nous avons la relation HB   ce qui nous permet d’écrire

B

H  , en combinant l'équation   

(1.4) on trouve, SJ
B

rot 











 . En rajoutant l'équation ArotB  , on déduit l'équation 

magnétostatique en termes de potentiel vecteur magnétique A .  

     SJ
Arot

rot 











               (1.32) 

 

1.2.5.2. Modèle magnétodynamique 

En magnétodynamique le terme 














0
t

B
, il y’a couplage des deux champs magnétique et 

électrique. Remplaçant B par l'expression Arot  on aura 0














t

A
Erot    

Cette relation nous permet de déduire l'existence d'un potentiel électrique scalaire V tel que 

 

     gradV
t

A
E 




                (1.33)

 D'où 
t

A
gradVE




  

Avec :  
t

A
E ind




  

  gradVE S    

Pour un milieu en mouvement on introduit le terme de vitesse à travers la notion du champ 

électromoteur  

)( Bv
t

A
JJ S 




                (1.34) 
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 )( Bv
t

A
JJ S                (1.35) 

Avec :
 

gradVJ S     
















 )( Bv
t

A
J ind                (1.36) 

L’expression de l'équation (36) devient  

Dt

AD
JJ S                 (1.37) 

Avec :   

)( Bv
t

A

Dt

AD





               (1.38)

  

En remplaçant l'expression de J  dans l'équation (24) on aura l'équation magnétodynamique 

en potentiel vecteur magnétique A donnée par : 

       J
Dt

AD
Arotrot 










1

              (1.39) 

 

1.3. Méthodes numériques 

 Les phénomènes physiques sont généralement complexes à étudier, ils sont souvent 

régis par un grand nombre de paramètres interagissant entre eux. La représentation d’un tell 

phénomène physique sous forme d’un modèle mathématique utilise souvent des équations aux 

dérivées partielles non linéaires. Cela conduit à des formulations n’ayant pas de solution 

analytique. Ils faut alors faire appel à l’une des grandes familles de méthodes de 

discrétisations des EDP [9] pour résoudre le problème numériquement en transformant les 

équations continues de la physique en un problème discret sur un domaine de résolution 

choisi ( la discrétisation du problème dépond du choix du modèle numérique à utiliser). 

La figure 1.1 illustre le processus d'analyse d'un modèle numérique [10] 
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Fig. 1. 1 Processus d'analyse d'un modèle numérique. 

1.3.1. Les différences finies ''DF''  

 La méthode des différences finis est l'une des premières méthodes utilisée dans le 

magnétisme, elle a été rendue populaire grâce à l'avènement de l'ordinateur. Elle consiste à 

approximer les dérivées des équations de la physique au moyen des développements de 

Taylor. Basée sur la transformation de l'opérateur différentiel en un opérateur aux différences 

où chaque dérivée est approchée par une différence de valeurs de l'inconnue aux nœuds du 

domaine de résolution [11]. 

 

 

 

 

 

Modèle mathématique 

Problème physique 

Hypothèse de modélisation 

Evolution du 

Modèle 

mathématique 

Modèle numérique 

Evolution du 

Modèle 

numérique 

Estimation de la précision du modèle  

Discrétisation 

Réponse 

Vérification et interprétation des résultats 

Nouveau modèle physique  
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Fig. 1. 2  Maillage différences finies. 
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,
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               (I.43) 

Ce qui permet de déduire l'expression suivante (Laplacien)  

 

 
2

1,,1,

2

,1,,1

,

2

2

,

2

2

,

22

hhyx

jijijijijiji

jiji

ji

 



























              (1.44) 

      
 

2

,1,1,,11,

,

4

h

jijijijiji

ji





 

             (1.45) 

ji,  : varient de 1 à n   

    

    

    

    

    

i, j+1 

i, j i+1, j i-1, j 

i, j+1 

x 

h 

h 

y 
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n  : Nombre de points inconnus du domaine. 

La méthode des différences finis est réputée par sa simplicité néanmoins elle est limité à des 

géométries simples [12] ; une faible qualité d’approximation des variables et la difficulté de 

prendre en compte des conditions aux limites de type Neumann.  

1.3.2. Méthodes des volumes finis  

 La méthode des volumes finis (MVF) est basée sur le calcul de la forme intégrale de 

l’équation aux dérivées partielles (EDP), sur des volumes élémentaires. Elle à été initialement 

développée et mise au point pour des lois de conservation hyperboliques, elle est introduite 

dans le traitement 2D de problèmes de la mécanique des fluides [13] ;   ainsi que les 

problèmes d’écoulements [14].   C’est une méthode utilisée dans le traitement des géométries 

complexes puisque elle permet l’utilisation des volumes de différentes formes (rectangles en 

2D ou des parallélépipèdes en 3D). 

La discrétisation par la méthode des volumes finis conduit à des systèmes linéaires. La 

matrice du système global est construite par arrête.   

1.3.3. Méthodes des éléments finis ‘‘MEF’’  

 La méthode des éléments finis est une méthode numérique de résolution des équations 

différentielles aux drivées partielles et de leurs conditions aux limites. Elle permet aussi de 

traiter les problèmes représentés par des fonctionnelles d'énergie. Cette méthode à été utilisée 

initialement pour l'analyse des structures (mécanique, génie civil). Elle fut introduite pour la 

première fois en électromagnétisme par P.SILVESTER et M.V CHARI en 1970, son champ 

d'application couvre les domaines suivants : 

 Contrainte et déformation. 

 Mécanique des fluides. 

 Problèmes thermiques. 

 Electromagnétisme 

Plus récemment les problèmes couplés : 

Magnéto-thermique  TA,  et Magnéto-mécanique  FA,     
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La méthode des éléments finis consiste donc à remplacer un problème continu par un 

problème discret équivalent, la discrétisation se fait en subdivisant le domaine en sous 

domaines de géométries simples interconnectés appelés éléments [2,15] ; on retrouve des 

triangles ou des quadrilatères pour les problèmes 2D et tétraèdres ou des hexaèdres pour les 

problèmes 3D.  Ensuite, le potentiel vecteur magnétique sur chaque nœud d'un élément est 

calculé, en supposant, que ce même potentiel varie dans l'élément d'une façon prédéfini 

(linéaire ou quadratique par exemple)  

La solution finale s'obtient en résolvant les équations algébriques obtenues sur tous les 

éléments constituant le domaine de résolution, dont la précision dépend du nombre d'éléments 

du maillage de celui-ci [16]. 

1.3.3.1. Formulation éléments finis  

 La méthode des éléments finis est définie comme une méthode de discrétisation des 

formes intégrales de type Galerkine : elle remplace la forme intégrale globale par la somme de 

formes intégrales élémentaires puis discrétiser celles-ci en utilisant une approximation par 

éléments finis. Parmi les formulations intégrales utilisées, on retrouve l'approche projective et 

l’approche variationnelle illustré par la figure 1.3. [17]. 

 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. 3  Vue synthétique des méthodes d'approximation.  
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1.3.3.1.1 Formulation variationnelle 

 La formulation variationnelle exige la connaissance au préalable de la fonctionnelle 

d'énergie du système à étudier. Cette fonctionnelle d'énergie est déterminé à partir du principe 

de l'action Hamiltonnienne qui stipule l'existence d'une fonctionnelle de type intégrale définie 

par : 

 
  



 LdAF                 (1.46) 

L : fonction de Lagrange qui résulte de la coénergie du système de type cinétique et de son             

énergie potentielle. 

 : domaine de résolution 

La résolution du problème variationnelle défini par la fonctionnel d'énergie F(A) revient à 

minimiser cette fonctionnelle. 

1.3.3.1.2 Méthode des résidus pondérés  

 Les méthodes des résidus pondérés (dite projectives) sont des méthodes numériques 

permettant de résoudre un système d'équation aux dérivées partielles en approximant la 

solution exacte par une solution approchée. Le principe fondamental des méthodes projectives 

est basé sur un théorème applicable dans un espace de ''Hilbert'', qui stipule que seul le 

vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de l’espace. Si on prend comme fonctions de 

pondération les fonctions de forme, on tombe sur la méthode de Petrov-Galerkine, ce choix 

est préféré, puisqu'il nous permet d'avoir une matrice symétrique donc de meilleurs résultats 

[16]. 

La détermination du résidu est donné par : 

      
  vfALR                  (1.47) 

R  : Représente le résidu de l'approximation 

 AL  : Opérateur différentiel 

vf : Fonction définie sur le domaine d'étude  

A : L'inconnue du problème 

A l'aide de fonctions de pondération bien choisies, on impose à l'intégrale du résidu de 

s'annuler en n  points du domaine  : 
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0


dR ii                (1.48) 

Pour
 

ni .......1  

Les fonctions de pondération sont indépendantes et leurs nombres doit être égale au nombre 

de paramètres de l'approximation. Leur choix conduit à plusieurs méthodes [7, 10, 17] : 

1.3.3.1.2.1 La méthode de collation par point 

 Cette méthode consiste à utiliser comme fonctions pondération des fonctions de Dirac. 

Ce qui revient à annuler l’erreur d’approximation en un nombre fini de points du domaine. 

L’intérêt est évident : c’est la simplicité de mise en œuvre, à savoir le calcul de l’intégrale sur 

le domaine est évité. Par contre, les résultats sont très sensibles au choix des points de 

collocation, et les matrices obtenues sont quelconques 

1.3.3.1.2.2 La méthode de Galerkine 

 Cette méthode consiste à utiliser comme fonctions de pondération les fonctions de 

forme. L’inconvénient réside dans le calcul de l’intégrale sur le domaine. Par contre, si les 

opérateurs sont symétriques, les matrices le sont également, de plus, si le problème est bien 

posé, nous sommes assurés de la régularité du système. Cette régularité du modèle 

mathématique assure des propriétés de convergence de la solution cherchée. 

1.3.3.1. Discrétisation géométrique 

  Cela consiste à procéder à un découpage du domaine continu en sous domaines : Il 

faut donc pouvoir représenter au mieux la géométrie souvent complexe du domaine étudié par 

des éléments de forme géométrique simple. 

 

 Elément à une dimension 

            

Linéaire (02 nœuds)            Quadratique (03 nœuds)                    Cubique (04 nœuds) 
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 Elément à deux dimensions 

 

o Elément triangulaire  

 

 

   

     Linéaire (03 nœuds)             Quadratique (06 nœuds)               Cubique (09 nœuds) 

 

o Elément carré  

 

 

 

 

 

     Linéaire (04 nœuds)          Quadratique (08 nœuds)                    Cubique (12 nœuds) 

 

 Elément à trois dimensions 

 

 

 

 

 

       Linéaire (04 nœuds)                                             Quadratique (10 nœuds)                     

1.3.4. Formulation éléments finis des équations électromagnétiques 

L’équation magnétodynamique en coordonnés cartésiennes est donnée sous la forme suivante 

[17, 18, 19, 20] :  

SZZ
ZZ JAj

y

A

yx

A

x





































 
              

(1.48)
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En appliquant la méthode de Galerkine à l'équation (1.48), la formulation aura la forme : 











































dxdyJdxxy
t

A

y

A

yx

A

x
iSZi

ZZZ 
                         

(1.49)

 

C'est la forme forte de la formulation éléments finis de l'équation magnétodynamique. 

L'intégration par partie des dérivées d'ordre deux génère la forme faible de cette formulation, 

par application du théorème de Green, on obtient : 
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A
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y

A
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i
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(1.50)

 

Remplaçant dans l'équation (1.49) on aura : 

 
 









 dxdyJdxdy
t

A
d

n

A
dxdyA iSZi

Z
i

Z
iZ 

               

(1.51)

 

Le terme sur la frontière 
n

A




est nul vu que dans notre cas on applique les conditions aux 

limites de types Dirichlet ou Neumann Homogènes. 

n: vecteur unitaire normal au point considéré de la frontière. 

Donc l'équation devient (1.51) : 

   

dxdyJdxdyAjdxdyA jSZZjZj   
                  

(1.52) 

L'interpolation nodale d'un élément est effectuée  

Dans l'approximation nodale  

 

    j

nn

j

i AyxyxA 



1

,, 
                                    

(1.53)

 

 yxA ,  Inconnue, 

 yxi , : Fonction de forme au nœud i  

nn : Nombre de nœuds du domaine subdivisé 

jA  : Valeur de l'inconnue au nœud j  
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Le système d’equation algébrique à résoudre après discrétisation et assemblage est donné sous 

la forme suivante :

     

 

       FAKjM  
                                     

(1.54) 

Avec : 

xdydM jiij 


 
                      

(1.55) 




 dxdyK jiij 
                      

(1.56)

 

         




 dxdyJF Sii 
                       

(1.57)

 

Avec :  

[M] – matrice de raideur. 

[K] – matrice dynamique. 

[A] – vecteur des inconnues.  

[F] – vecteur source. 

1.3.5. Avantages et limites de la MEF  
 

1.3.5.1 Avantages 

La méthode des éléments finis est considérée comme la plus adaptée pour la modélisation des 

phénomènes électromagnétiques en raison de [22,23] : 

 Le principale avantage de la MEF est la diversité dans le choix de l’élément de 

maillage donne une flexibilité importante à la méthode, le chercheur peut choisir de 

façon arbitraire, la position et le nombre de nœuds et donc le nombre, la forme et la 

répartition des domaines élémentaires.  

 Sa souplesse d'adaptation à des configurations géométries complexes. 

 Amélioration de la précision de calcul par la prise en compte de différents types de 

fonctions d’interpolations des variables et nombreux résultats théoriques sur la 

convergence. 
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1.3.5.2 Limites 

Malgré la réputation de la méthode néanmoins elle présente quelques limites 

 L'inconvénient principale de la méthode des éléments finis est lié à la difficulté de 

programmation (longue car elle est complexe). 

 

La MEF est imprécise au moins dans les trois cas suivant : 

 Lorsque le domaine d'étude présente des singularités 

 Lorsque le domaine d'étude est infini.  

 Prise en compte des pièces en mouvement. 

 

1.4. Conclusion  

 Dans ce chapitre, nous avons présenté, à partir des équations de Maxwell la résolution 

d'un problème électromagnétique à deux dimensions en tenant compte des conditions aux 

limites. Les grandeurs électromagnétiques peuvent être réduites à une variable d'état, qui peut 

être soit le potentiel vecteur magnétique, le flux magnétique, l'induction magnétique ou bien 

le courant électrique. A chaque variable correspond une formulation de calcul de grandeur 

physique, dans le quatrième chapitre nous avons exploité l'impédance et la tension de Hall 

d'un capteur en fonction de ces variables d'état citées précédemment. 

 Parmi les méthodes numériques existantes nous avons passé en revu quelques’une, la 

méthode des éléments finis à été présentée ainsi que les différentes étapes de sa résolution. 

Elle à été choisie dans la suite de notre travail vu qu'elle est largement utilisée dans la 

modélisation numérique et implémentée dans de nombreux logiciels de simulation grâce à ses 

nombreux avantages. Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les méthodes 

stochastiques. 
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2.1.  Introduction  

 Ce chapitre est réparti en trois sections, dans la première section nous rappelons des 

généralités sur les probabilités, ensuite nous introduisons les lois de probabilités usuelles. 

 

 Dans la deuxième section nous présentons un aperçu sur les méthodes stochastiques de 

résolutions des problèmes stochastiques, prenant en compte l’incertitude (l’alea) sous forme 

de variable aléatoire. La simulation Monte-Carlo est présentée en détails, l’objectif est de ne 

se réfèrer qu’aux résultats qui seront utilisés dans la suite du travail. On s’efforcera d’établir 

et de faire saisir les idées importantes. 

Enfin nous finissons par une comparaison entre ces méthodes, nous tirons des conclusions et 

choisissons la méthode la plus adéquate pour la suite de notre travail.  

 

2.2.  Généralités sur la théorie de probabilités  

Nous rappelons ici des notions de bases sur la théorie des probabilités utiles pour la 

suite, définition d’un événement aléatoire, des probabilités discrètes ou continues, et des 

probabilités conditionnelles. Celles-ci sont présentées dans tout ouvrage de probabilités. 

Il existe divers notations dans la littérature, L’ensemble des notations présentées sont des plus 

rencontrées en théories [1, 2, 3, 4, 5 ,6]. 

2.2.1.   Rappels et définition 

Une épreuve est une expérience dont l’issue est aléatoire. L’ensemble de toutes les 

réalisations possibles d’une épreuve constitue l’univers de cette expérience aléatoire qui peut 

être (finie ou infinie) dénombrable qui sera notée . Un événement E est défini comme étant 

une partie de l’ensemble des résultats possibles de l’expérience ou bien un sous ensemble 

de , l'ensemble de   lui-même est toujours un événement (l’événement certain) ainsi que ∅ 

(l’événement impossible). La théorie des probabilités consiste en l’association de nombres 

aux événements (probabilité d’occurrence). Cette mesure de probabilité est notée P , associée 

à   l’ensemble de tous les événements possibles ayant une probabilité est appelé σ additivité 

associé   à, et est noté  F .Finalement le triplet  P,,F  est alors appelé espace probabilisé.  
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2.2.2.   Variable aléatoire 

Une variable aléatoire réelle X est variable aléatoire à valeurs dans R ou une partie de 

R, définie depuis l’ensemble des résultats possibles de l’expérience aléatoire, dont il faut 

pouvoir arriver à déterminer la probabilité qu’elle prenne tel que X :  P,,F . On distingue 

deux types de variables aléatoires : continues et discrètes, ce deuxième type de variable sera 

présenté et exploité dans la partie résultats de ce travail. Chaque variable aléatoire X  est 

associée à la probabilité d’obtenir un tirage inférieur ou égale à x  défini par sa fonction de 

répartition notée  xFx  et donnée par : 

          xXPxFx 
   

   (2.1) 

 

Si la variable aléatoire réelle X  est discrète, la fonction  xFx  
est continue par morceau. Si la 

variable aléatoire réelle X  est continue, dérivable. La densité de probabilité d’une variable 

aléatoire continue notée  xf x   
est définie par : 

 

         
dx

xdF
xf X

x 
   

   (2.2) 

 

Cette loi décrit en détail la répartition des valeurs de cette variable qui contient toutes les 

informations nécessaires pour calculer son espérance et plus généralement ses moments. Dans 

le cas d’une variable aléatoire à densité d’ordre n  de X . On utilise la notation  X pour 

souligner le caractère aléatoire de X . Les variables aléatoires Gaussiennes sont 

incontournables dans la théorie des probabilités, nous allons décrire par la suite en détaille 

cette loi. 

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire noté  XE correspond à la moyenne 

pondérée des valeurs que l’on s’attend à trouver en moyenne si l’on répète un grand nombre 

de fois la même expérience.  

        

       dxxxfXE X





   

   (2.3) 

La variance d’une variable aléatoire à valeurs réelles notée  XVar , est définie par : 
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     2
XEXEXVar      (2.4) 

 

Si cette espérance est bien définie ; sinon   XVar   

La variance d’une variable aléatoire à valeurs réelles, de variance finie. Alors les espérances 

de X et de 2X sont bien définies: 

     22 XEXEXVar            (2.5) 

La deuxième définition de la variance est l’expression de la formule de (Koening-Huygens) 

En introduisant la densité de probabilité, l’équation (2.5) peut se réécrire 

 

          dxxfxXE X




 222 
 

   (2.6) 

       dxxfxXE X

nn 





   

   (2.7) 

 

2.2.3. Vecteur aléatoire 

Un vecteur aléatoire X  de dimension n  un n -uplet ),....,( 1 nXXX  où chaque iX est 

une variable aléatoire réelle. Une fonction intégrale   ,0: nRf est une densité si elle 

satisfait : 

      1...,..., 11  nn

R

dxdxxxf
n

   

   (2.8) 

On dit qu’un vecteur aléatoire définit précédemment admet la densité de probabilité conjointe 

f si  

     nn
aXXa

nn dxdxxxfaXaXP
n

...,...,,..., 11
,]...],]

11
1

 


    

  

Pour tout choix de Raa n ,...,1  

La covariance entre deux variables aléatoires X  et Y est un nombre permettant de quantifier 

leur écart conjoints par rapport à leur espérance est définie par :  

     YX YXEYXCov  ,          (2.9) 

En introduisant la densité de probabilité conjointe YXf ,  yx, de ces variables, l’équation peut 

se réécrire : 
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      dxdyyxfyxYXCov YXYX ,, , 








                    (2.10) 

Le coefficient de corrélation entre deux variables aléatoires réelles X et Y  ayant chacune une 

variance finies X et Y sont respectivement les écarts-types de ces deux variables 

    
YX

YXCov
YXCor


,

,                     (2.11) 

 2.2.4.   Champs aléatoire 

Les champs stochastiques représentent de manière bien plus réaliste des paramètres 

incertains, pour les quels la prise en compte de la variabilité spatiale est nécessaire.  

Un champ aléatoire peut se voir comme un ensemble infini de variables aléatoires associées à 

chaque point de l’espace. Soit un domaine 
dRD  un champ aléatoire indexé par un 

paramètre aléatoire continu Dx  à valeurs dans 
nR  où D  décrit la géométrie du domaine 

considéré. Un champ aléatoire
nR  est un ensemble de variables aléatoires dépendant d’un 

paramètre d’indexation Dx . Pour un point 0x  fixé,  ,0xH est une variable aléatoire. Pour 

un aléa fixé 0 ,  0,xH est une réalisation du champ aléatoire. Si 1d  alors le champ est 

unidimensionnel ou (processus stochastique) sinon il est multidimensionnel. 

Un champ aléatoire Gaussien est défini par sa moyenne, sa variance et sa fonction d’auto 

covariance définie par   

      '' ,, xHxHCovxxC 
                  (2.12) 

   
   '

'

' ,
,

xx

xxC
xx


                     (2.13) 

2.2.5.  Processus stochastique 

 Un processus stochastique   TxX t   est une famille de variables aléatoires tX  

indexée par un ensembleT .  

En général RT   ou R  et on considère que le processus est indexé par le temps t . SiT est un 

ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire. Si NT   alors le processus est une suite 

de variables aléatoires.  
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Plus généralement quand ZT  , le processus est dit discret. Pour
dRT  , on parle de champ 

aléatoire (drap quand d = 2).  

Un processus dépend de deux paramètres :  tX  dépend de t  (en général le temps) et de 

l’aléatoire  .  

Pour Tt fixé,   tX  est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité  P,,F . 

Pour   fixe,  tXTt  est une fonction à valeurs réelles, appelée trajectoire du 

processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables, 

continues, dérivables ou encore plus régulières.  

Deux processus X  et Y  sont dits équivalents s’ils ont la même loi (égalité de toutes les lois 

fini dimensionnelles). On écrira YX  . 

On dira que Y est une version du processus X  si pour tout Tt ,  tt YXP   On parle encore 

d’équivalence au sens fort.  

Deux processus X  et Y sont dit in distinguables si  ,1,  TtYXP tt . Il est facile de voir 

que pour deux processus stochastiques X et Y : 

L’équivalence forte définit une relation d’´equivalence pour les processus stochastiques : deux 

processus fortement équivalents sont équivalents pour cette relation. 

2.3. Quelques lois de probabilité usuelles 

 
Il y a de nombreuses lois de probabilité certaines sont plus courantes, plus utiles dans 

les applications pratiques ou plus importantes dans la théorie. En fiabilité, de nombreuses lois 

statistiques sont utilisées pour analyser les données de vie [7, 8, 9], quantifier ces lois 

statistiques d’usuelles donc les plus fréquemment utilisées et les plus connues de tous et non 

qu’elles seraient les seules qu’on puisse rencontrer. 

Les paramètres incertains d’entrée sont représentés par des variables ou champs aléatoires et 

ils suivent des lois statistiques pouvant refléter des données observées.  
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 2.3.1  Loi Log-normale 

La loi Log-normale [10] (parfois appelé loi de Galton) est souvent utilisée pour 

représenter la distribution des durées de vie d’un phénomène de fatigue mécanique. Une 

variable aléatoire continue et positive x  suit une loi Log-normale si son logarithme népérien 

est distribué selon une loi normale tel que )ln(xY  . La fonction de densité d’une loi Log-

normale de moyenne   et d’écart-type   admet pour densité : 
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xf  x  > 0                          (2.14) 

La fonction de répartition de la loi Log-normale s’écrit : 
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(2.15) 

Avec   la fonction de répartition de la loi normale standard. 

2.3.2.   Loi de Weibull 

La loi de Weibull est un cas spécial de loi d'extremum généralisée des lois les plus 

populaires dans de nombreux domaines : grâce à sa flexibilité, elle permet de représenter une 

infinité de lois de probabilité. La variable aléatoire x  suivant une loi de Weibull de 

paramètres  ,   et  a pour densité de probabilité : 
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e
x

xf

1

)(                               (2.16) 

Où :   est le paramètre de forme (β > 0)  

  est le paramètre d’échelle (η > 0)  

  est le paramètre de position  

La fonction de répartition s’écrit :  












 



x

exF 1)(                  (2.17) 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_d%27extremum_g%C3%A9n%C3%A9ralis%C3%A9e
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2.3.3.   Loi normale  

Loi normale (ou Gaussienne) [11, 12] est le modèle probabiliste le plus utilisé, le plus 

important et le plus adapté pour décrire et modéliser des phénomènes naturels. La particularité 

de cette loi en comparant par rapport aux autres lois de probabilité réside dans la propriété du 

théorème central limite, en effet elle correspond au comportement d’une suite d’expériences 

aléatoires lorsque le nombre d’expériences est très élevé. Cette particularité lui permet 

d’approcher d’autres lois. Nous avons fait appel à cette loi dans la partie résultats de ce 

travail. 

Une variable aléatoire x suivant une loi normale de moyenne   et d’écart-type   strictement 

positif admet pour densité de probabilité : 

)(
2

1

2

1
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x

e
x

xf                (2.18) 

Avec   la fonction de densité de la loi normale centrée réduite (loi normale standard,  = 0 

et  = 1). 

La fonction de répartition de la loi normale s’écrit : 
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Propriétés 

 L’espérance mathématique est   et correspond au moment d’ordre 1. La variance est 

l’écart-type au carré [   xE  ;   2xVar ]. Ces deux caractéristiques sont notamment 

intéressantes du fait de leur facilité d’estimation (respectivement la moyenne empirique et la 

moyenne des carrés des écarts à la moyenne) et de leur représentativité physique. 

 

Fig.2.1      Courbe de la loi normale 
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2.4. Les méthodes stochastiques 

 Les méthodes stochastiques ont été développées depuis plusieurs décennies afin de 

prendre en compte l’aléa dans les problèmes mécaniques et récemment des problèmes en 

magnétismes. Ces méthodes regroupent différentes méthodes qui n’ont pas forcement les 

mêmes origines. Après avoir modélisé les paramètres incertains par des variables ou champs 

aléatoires, l’analyse probabiliste nécessite le choix d’une méthode stochastique pour propager 

les incertitudes et donc évaluer la réponse du modèle probabiliste. Pour l’analyse probabiliste 

d’une structure modélisée par éléments finis, des méthodes éléments finis stochastiques 

(SFEM) sont développées. Un état de l’art du développement de ces méthodes peut être 

trouvé dans de nombreuses références [13,14]. Les principales méthodes stochastiques sont 

maintenant présentées. 

2.4.1.   La méthode des éléments finis stochastique spectraux 

 La méthode spectrale des éléments finis stochastiques (SSFEM) a été proposée par 

Ghanem et Spanos [15, 16, 17]. C'est une extension de la méthode déterministe d'éléments 

finis 

Pour les problèmes de valeur limite impliquant des propriétés matérielles aléatoires. Elle 

présente l’avantage d’une indépendance entre la discrétisation par éléments finis et la 

représentation de l’aléa mais elle nécessite une modification du code de calcul élément finis. 

Cette approche s’applique à des problèmes linéaires, elle conduit à la résolution d’un système 

linéaire d’une taille plus importante que lors d’un calcul déterministe par élément finis.  

 Considérant un problème décrit par un modèle éléments finis, qui dépend d’un 

paramètre aléatoire y . Soit  yfz  , le vecteur des déplacements nodaux, i.e. la réponse de ce 

modèle. Le paramètre y modélisé par un champ aléatoire Gaussien stationnaireY . Ce champ 

fait l’objet d’une discrétisation par la méthode de karhunen-Loève. La v.a modélisant la 

réponse du modèle, est ensuite projetée sur une famille de polynômes d’Hermite. Les 

développements du champ d’entrée et de la v.a de sortie sont alors tronqués pour des raisons 

pratiques. La minimisation de l’erreur de troncature, par la méthode de Galerkine, conduit à 

un systéme linéaire, dont les coefficients du développement de la v.a de sortie. 
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Divers améliorations et applications de la MEFSS existent, mais elle reste limitée à des 

problèmes linéaires. Dans [18] des moyens d’utiliser le calcul parallèle pour mettre en œuvre 

la MEFSS, calcul systématique des moments de la réponse sans recours au calcul formel.  

Ils existent divers applications de la MEFSS mais elle reste limitée à des problèmes linéaires. 

Elle a été largement utilisée pour quantifier l’effet des incertitudes sur les données d’entrée 

sur les sorties de modèles à éléments finis, Cependant, les performances de la méthode 

stochastique spectrale dépendent de la dimensionnalité, soit une croissance exponentielle du 

coût de calcul avec l’augmentation du nombre de paramètres incertains, un solveur itératif de 

bloc permet de réduire le coût de calcul [19], applications sur des structures. Récemment, la 

méthode stochastique spectrale est appliquée pour l’analyse probabiliste de structures 

composites. Le coefficient de corrélation des contraintes d’un panneau composite en flexion 

est étudié par Chung [20]. Dans [21] Ngah et Young évaluent la variabilité des contraintes et 

des déformations pour un panneau composite en traction avec des propriétés matériaux 

incertaines. La méthode stochastique spectrale est également développée pour l’analyse 

probabiliste du comportement dynamique d’une plaque orthotrope avec le module d’élasticité 

incertain par [22] et d’une plaque composite avec l’orientation des fibres incertaine par [23]. 

2.4.2.   Méthode non paramétrique  

 Une méthode non paramétrique est proposée dans [24] pour l’analyse probabiliste en 

dynamique. Cette approche permet de prendre en compte les incertitudes provenant des 

paramètres structurels, mais aussi des incertitudes de modélisation numérique et mécanique. 

Le choix de modélisation peut avoir en effet une forte influence sur la variabilité de sortie 

pour des systèmes complexes. L’incertitude est introduite dans les matrices caractéristiques 

du système mécanique, qui est résolu à l’aide de la théorie des matrices aléatoires [25, 26]. La 

méthode non paramétrique est comparée à des approches paramétriques et elle est appliquée à 

divers exemples en dynamique : assemblages de plaques [27], panneaux composites de type 

sandwich [28] et structures aérospatiales [29]. 

2.4.3.   Méthode fondée sur une discrétisation aléatoire par Intégrales Pondérées  

 La technique des intégrales pondérées, basée sur une discrétisation aléatoire par 

intégrales pondérées, peut également être utilisée pour représenter le champ aléatoire. Cette 

technique est développée dans [30, 31, 32, 33], dans le cadre des éléments finis stochastiques. 

Associée à une méthode de perturbation, elle est appliquée pour différents types de structures 
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[34, 35]. Pour des structures élastiques linéaires, cette technique considère que les matrices de 

rigidité élémentaires sont les quantités aléatoires de base. 

 Cette technique, appelée dans la littérature ''méthode des intégrales pondérées (MIP)'' 

(weighted integrals method) est à l’origine d’une technique de discrétisation de champs 

aléatoires. Par extension, les auteurs précités et les états de l’art ont appelés : Méthode des 

Intégrales Ponderees la MEFS incluant cette technique de discrétisation originale, associée à 

une technique d’estimation de moments statistiques. La MIP a fait l’objet de diverses 

applications dans le cadre des techniques de discrétisation des champs (fondation au module 

d’élasticité longitudinal variable et soumise à une sollicitation aléatoire [36] ; plaque en 

flexion [37] ; coque dont les coefficients de lame et éventuellement l’´epaisseur sont variables 

[38]. 

2.4.4.   Simulation de Monte-Carlo 

 La méthode de Monté-Carlo et les manières de générer des nombres aléatoires. C’est 

une approche statistique, car l’évaluation des caractéristiques stochastiques de la réponse du 

système considéré passe par le calcul d’un grand nombre de problèmes déterministes, 

l’utilisation de cette technique nécessite de générer des réalisations des paramètres aléatoires 

du modèle utilisé. Une simulation de Monte-Carlo évalue une expression mathématique à 

partir d’expériences avec des nombres aléatoires. Très souvent elle permet d’approcher la 

valeur d’une intégrale de dimension supérieure à 1ou à estimer une intégrale.  

Elles sont généralement utilisées afin de résoudre un problème difficile comme par exemple 

un système d’équation, l’analyse probabiliste de structures homogènes [39, 40]. Elle est 

également développée par [41, 42, 43, 44], pour prédire la fiabilité de structures composites 

avec propriétés ou chargements incertains. La variabilité des contraintes pour une plaque 

composite perforée en membrane est évaluée dans [45]. En dynamique, la méthode MCS 

directe est appliquée pour étudier la variabilité de la réponse de treillis composite [46] et de 

poutres composites par [47]. Cette méthode est également utilisée pour prédire les propriétés 

matériaux de structures composites par [48, 49]. 

2.4.4.1.   Principe  

 L’idée de base de la méthode de Monte-Carlo est de calculer une grandeur, définie 

comme l’espérance d’une variable aléatoire elle-même issue d’un processus aléatoire [50, 51, 



Chapitre 2       Développement des méthodes stochastiques et leurs applications au calcul électromagnétique 

50 

 

52] ; ou l’expression d’une intégrale en simulant n fois ce processus, à l’aide d’un générateur 

de nombres aléatoires. Un ordinateur opère, numériquement, n fois le processus et les n 

réalisations du processus doivent être indépendantes, on calcule à chaque fois une valeur pour 

la variable aléatoire, et à la fin on ressort avec la moyenne de toutes les valeurs calculés : cette 

moyenne est une estimation de la grandeur recherchée.  

 On cherche à connaître l’espérance q  d’une grandeur  Xw issue d’un processus 

aléatoire, dont toute instance (c’est-à-dire toute réalisation) est caractérisée par un vecteur 

d’état X . On écrit par convention «   XwEq   » pour signifier « q  est l’espérance de  Xw  

», ce qui signifie par définition de l’espérance que : 

        xwxdxpq
X

u X                (2.20) 

Où on note que 
X

u  l’ensemble des valeurs possibles de X  (appelé univers de X ) et 
X

p  

La densité de probabilité de X  , X
p  est définie par : 

      xdxpXu
XX 


 )Pr(,               (2.21) 

 

Où Pr dénote la probabilité. 

 

Dans les écritures précédentes X et  Xw  sont des variables aléatoires (VA).  

 Xw  est une fonction. On a implicitement posé que  Xw  est la variable aléatoire dont la 

valeur est l’image par w  de la valeur de X .  

 

2.4.4.2.   Technique de simulation 

Les différentes phases de simulation de la méthode Monte-Carlo sont : 

 Définition du problème en termes de variables aléatoires. 

 Génération des valeurs aléatoires des variables recherchées. 

 Evaluation du problème déterministe pour chaque ensemble de réalisation ou tirages 

de toutes les variables aléatoires. 

 Récupération de l’information probabiliste de l’ensemble des réalisations et 

déterminer les grandeurs statistiques de sortie du problème 

 Déterminer l’efficacité et la stabilité de la simulation. 



Chapitre 2       Développement des méthodes stochastiques et leurs applications au calcul électromagnétique 

51 

 

2.4.4.3.   L’avantage des simulations de Monte-Carlo permet de mener successivement 

plusieurs calculs déterministes, une fois que les tirages ont été tirés. Néanmoins cet avantage 

constitue l’inconvénient majeur de la méthode car le nombre de tirage effectués est grand ( n  

tirages) dépendant de la structure à étudier, pour que l’étude statistiques de la réponse 

converge 

2.4.4.4.   Les générateurs de nombres pseudo-aléatoires (PRNG) 

Les générateurs de nombres pseudo-aléatoires produisent des nombres qui semblent 

aléatoires mais qui en réalité ne le sont pas. En effet, ce sont des algorithmes déterministes 

qui, à partir d’une graine (un terme initial), génèrent des suites de nombres dont les propriétés 

statistiques respectent ce qui est attendu de vrais nombres aléatoires. Pour chaque graine, on 

aura une nouvelle suite, une même graine produit les mêmes nombres. Cependant, il est 

possible que certaines graines permettent d'obtenir une suite plus aléatoire que d'autres. 

De plus, ils sont important pour des applications en simulation vu leurs rapidités [53], le NIST 

(National Institute of Standards and Technology) présente ses recommandations pour 

l’utilisation d’un PRNG. 

 On distingue les générateurs linéaires congruentiels qui ont été introduits par Lehmer 

[54] et qui sont toujours très populaires. En effet, il s’agit d’une suite dont chaque terme 

dépend du précédent, ce type de générateurs nécessitant peu d’opérations et la production 

rapide des nombres selon la formule :  

 caXX nn 1 mmod               (2.22) 

Où a est le multiplicateur, c l’incrément et m le module. 

La séquence est périodique, il est préférable que la période soit la plus longue possible 

Le terme initial est appelé la graine (seed en anglais). C'est elle qui va permettre de générer 

une suite aléatoire. Pour chaque graine, on aura une nouvelle suite. Cependant, il est possible 

que certaines graines permettent d'obtenir une suite plus aléatoire que d'autres. Un choix 

judicieux de a , c  et m  permet de maximiser cette période. Il existe des tables recensant les 

valeurs de ces paramètres qui maximisent la période [55]. 
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2.4.5   Comparaison des méthodes stochastiques  

 Les méthodes stochastiques précédentes présentent des avantages et des inconvénients. 

La méthode MCS directe est robuste mais nécessite un grand nombre de tirages, ce qui la rend 

difficilement utilisable pour des problèmes de grande taille, par exemple des applications 

industrielles [56]. La méthode MCS associée aux méthodes de surface de réponse et aux plans 

d’expériences nécessite un certain nombre de calculs pour atteindre une bonne précision, mais 

le nombre de variables aléatoires doit être petit. La méthode de perturbation est plus 

performante en temps de calcul, mais elle est limitée à des problèmes à faible niveau de 

variabilité d’entrée, sinon elle n’est plus robuste [57]. De plus, une analyse de sensibilité sur 

des systèmes impliquant un grand nombre de variables aléatoires peut devenir rapidement 

coûteuse en temps de calcul. La méthode stochastique spectrale est intéressante quand les 

variables sont de type Gaussiennes mais le coût de calcul augmente exponentiellement avec le 

nombre de variables aléatoires [58]. La méthode non paramétrique permet de prendre en 

compte des incertitudes de modélisation numérique et mécanique, mais elle est intrusive et 

une reformulation de la théorie des éléments finis est donc nécessaire. 

Tableau. 2. 1 : Caractéristiques des méthodes stochastiques. 

Méthodes 

stochastiques 

Grand nombre de 

variables 

aléatoires 

Grand niveau de 

variabilité 

d’entrée 

Bonne 

compatibilité 

avec logiciels 

éléments finis 

Modèle de 

grande taille 

MEFSS                  

Non paramétrique                  

MIP                  

MCS                  

 

Le tableau 2.1 résume les caractéristiques des méthodes présentées. Les symboles , et 

respectivement un avantage, un inconvénient et l’un ou l’autre suivant le cas. Il peut être 

observé que les méthodes décrites ne satisfont pas en même temps tous les critères proposés.  

Dans la suite de notre travail, nous portons notre attention à la méthode Monte-Carlo, d’après 

la comparaison faite elle présente un inconvénient lorsque la taille du problème à traiter est 

importante. 
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2.5. Conclusion 

  Dans ce chapitre nous avons rappelé des généralités sur la théorie des probabilités ainsi 

que les lois de probabilité usuelles utilisant des variables aléatoires.  La deuxième partie a 

consistée en la présentation des méthodes stochastiques qui regroupe un ensemble de 

techniques faisant encore l’objet de recherche. La popularité et le succès des méthodes 

viennent du fait qu’elles reposent sur la théorie, dont l’utilisation s’impose naturellement 

lorsqu’il s’agit de modéliser l’effet du hasard. Les différents domaines d’applications de ces 

méthodes peuvent conduire à des critères de classifications différents, on distingue les 

méthodes intrusives qui nécessitent une modification ou une reformulation de la théorie des 

éléments finis utilisée, par contre les méthodes non intrusives ne nécessitent aucune 

modification du code éléments finis utilisé. Un autre critère de classification est relatif à la 

précision et au temps de calcul qui varie d’une méthode à l’autre, ce dernier est lié 

directement au nombre d’appel au modèle EF. 

 

Nous focalisons dans la suite de ce travail sur la méthode de Monté Carlo qui fait appel 

aux nombres aléatoire, elle a été développée durant la deuxième guerre mondiale. De 

nombreuses applications dans des domaines très différents. Une utilisation populaire de ces 

nombres intervient dans les jeux de hasard : tirages de dés, de cartes, roulette, loterie, etc. 

Ceci a amené à appeler les méthodes utilisant des nombres aléatoires les méthodes de Monte-

Carlo, en référence à ses casinos. Avec l’avènement des ordinateurs nous avons vu arriver de 

nouvelles techniques pour simuler et prédire le comportement de phénomènes naturels ou de 

reproduire le fonctionnement de systèmes industriels par exemple dans le nucléaire, 

l’automobile ou l’aérospatial. 

 

Dans le troisième chapitre nous présentons les moyens et les méthodes de réduction du 

temps de calcul. 
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3.1  Introduction  

 Dans ce chapitre nous passons en revu les méthodes de réductions de systèmes d'une 

manière générale. Nous débutons par une présentation du calcul haute performance ainsi que 

le calcul parallèle qui utilise différentes architectures informatiques. Puis une présentation des 

méthodes de compression de matrices. 

 

3.2 Calcul haute performance et calcul parallèle  

 Le calcul haute performance (HPC) est un domaine qui rassemble les outils matériels 

et logiciels nécessaires à l’exécution d’applications et de techniques complexes utilisées dans 

divers domaines académiques et industriels et les simulations physiques. Le terme HPC est 

aussi utilisé pour se référer aux différentes architectures parallèles existantes actuellement [1] 

: les supercalculateurs, les clusters, les grilles de calcul et les processeurs graphiques (GPUs). 

Le développement des techniques de simulation et de calcul utilisées dans ces domaines a 

évolué en parallèle avec l’évolution de la puissance de calcul et des architectures parallèles. 

Ces évolutions ont permis d’atteindre des puissances de calcul jamais espérées auparavant et 

de résoudre ainsi des problèmes numériques de grande taille en des temps de plus en plus 

réduits. 

 Le calcul parallèle est l’ensemble des techniques logicielles et matérielles permettant 

l’exécution simultanée de séquences d’instructions indépendantes sur des processeurs et/ou 

cœurs différents (multi-cœur, multi-CPU, réseau), contrairement à un programme séquentiel 

qui ne fait qu’une opération à la fois. Ces techniques ont pour but : 

 Exécution plus rapide (obtenir des résultats dans des délais de temps raisonnables) 

 résoudre des problèmes plus importants grâce au cumul des ressources comme la 

mémoire vive qui est souvent un facteur limitant. 

 

3.2.1.  Terminologie (HPC) et du parallélisme  

Sont présentées ici quelques définitions de termes qui sont couramment rencontrés en calcul 

hautes performances [1, 2].  

 



Chapitre.3  Les méthodes de réduction de systèmes et leurs applications 

61 

 

3.2.1.1  Tâche et tâche parallèle  

 En informatique, une tâche est une portion d’un travail à effectuer par un ordinateur. Il 

s’agit typiquement d’un ensemble d’instructions exécutées sur un processeur. Une tâche 

parallèle est une tâche qui peut s’exécuter sur plusieurs processeurs. Le point d’arrêt dans une 

tâche qui se débloque lorsque les autres tâches sont arrivées au même niveau s’appel la 

synchronisation  

 

3.2.1.2. Processus et thread 

 Un processus est un concept ancien. C'est un programme en cours d’exécution, il est 

créé par le système d’exploitation, il possède son espace mémoire propre, où il stocke ses 

données et sa pile. Un processus peut créer plusieurs threads, et par défaut tous les threads de 

ce processus partagent son espace mémoire et ses données. Le thread est apparu plus 

récemment que le processus. Chaque thread a bien une pile propre, mais il s’exécute dans 

l’espace mémoire de son processus hôte. En fait, pour le système d’exploitation, passer d’un 

thread à un autre est plus rapide que de changer de processus (l’espace d’adressage restant 

notamment le même) et l’on désigne un thread comme étant un processus léger vu qu'il est 

constitué d’une ou plusieurs tâches.  

 

3.2.1.3. Mémoire partagée et distribuée 

 La mémoire partagée est une mémoire accessible par toutes les tâches. C’est 

l’architecture mémoire utilisée dans la programmation multithread, chaque thread partageant 

la mémoire globale du thread parent. Ce modèle est simple à mettre en œuvre sur une machine 

multi-cœur qui a pour particularité que toutes les unités de calcul ont accès à la même 

mémoire RAM, alors que la mémoire distribuée est non commune aux différentes tâches, car 

elle est physiquement répartie sur plusieurs machines. Elle est accessible via des 

communications entre les différentes tâches (par fichiers, réseau, etc.). 

 

3.2.1.4. Accélération et Scalabilité  

 L’accélération d’un programme parallèle représente le gain en rapidité d’exécution 

obtenu par son exécution sur plusieurs processeurs. Une accélération idéale est le nombre de 

processeurs utilisés. La scalabilité d’un système parallélisé et sa capacité à fournir une 

accélération proportionnelle au nombre de processeurs. Elle dépend du matériel (vitesse des 

bus, etc.), de la capacité de l’algorithme à être parallélisé et également de la programmation. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Informatique
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L’augmentation des performances obtenues lorsque l’on ajoute des processus. Le rapport 

entre les temps de calcul et les temps de communication est appelé : La granularité. 

 

3.2.2.  Quelques architectures parallèles  

 La programmation parallèle est fortement liée à l’architecture parallèle utilisée. Sont 

présentés ici les architectures parallèles les plus courantes [3].  

 

3.2.2.1.  Multi-cœurs  

 Les processeurs dits multi-cœurs sont des processeurs qui contiennent plusieurs unités 

de calcul fonctionnant simultanément, ce terme est employé pour décrire un processeur 

composé d’au moins deux cœurs. Il existe deux types de processeurs multi-cœurs : 

 processeurs multi-cœurs à accès mémoire non uniforme  

 Processeurs multi-cœurs à accès mémoire uniforme 

 Actuellement, il s’agit de l’architecture la plus courante, elle représente le nouveau 

standard des PCs. Le nombre de cœurs de calcul se situe couramment entre 2 et 8. C’est une 

architecture à mémoire partagée car tous les cœurs ont accès à la mémoire vive. Pour 

exploiter cette architecture, il est courant de diviser le problème en n threads, avec n le 

nombre de cœurs de la machine. Ce partitionnement est assez facile à mettre en œuvre car le 

nombre de partitions est faible, et de plus, la mémoire est partagée entre les threads. 

 

3.2.2.2. Cluster de calcul  

 Un cluster de calcul, désigne un ensemble d’ordinateurs reliés en réseau permettant de 

dépasser les limitations d'une machines en termes de puissance de calcul. Il s’agit d’une 

architecture à mémoire distribuée, chaque machine n’a pas accès à la mémoire des autres. Les 

communications se font via un réseau. Pour le développeur de code de calcul parallèle, il lui 

faudra également gérer les temps de communication réseau qui peuvent devenir un goulot 

d’étranglement. Il est généralement géré par un serveur qui fait office de gestionnaire de 

tâches. C’est lui qui va distribuer les tâches sur les machines, gérer les ressources disponibles, 

ainsi que les pannes des machines. Voici quelques objectifs de l'utilisation des clusters :  

 diminution des temps de calculs. 

 réduire les coûts (prix / performance) par apport à celui des supercalculateurs 

traditionnels.  

 réaliser des opérations non réalisables sur un serveur. 
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3.2.2.3. Processeurs Graphiques (GPU) 

     Les GPUs (Graphics Processing Units) sont des processeurs massivement parallèles, 

ils sont traditionnellement utilisés dans les jeux 3D sur ordinateurs. La technologie GPU a 

évolué de simples processeurs dédiés aux graphismes à de vrais processeurs programmables 

équipés d’APIs, de langages et d’environnements de programmation (l’environnement CUDA 

de NVIDIA) pour un usage plus général. Cette nouvelle technologie, communément connue 

sous le nom GPGPU (General Purpose GPU computing), permet d’atteindre des puissances de 

calcul jamais atteintes auparavant par un seul processeur. Par exemple, un GPU de la gamme 

Tesla de NVIDIA peut atteindre des centaines de Gflops pour les opérations en double 

précision et un Tflops pour les opérations en simple précision. Les machines les plus 

puissantes sur Top 500 intègrent souvent des GPUs [4]. 

        

 Le grand avantage des GPGPU, en plus de leur grande puissance de calcul, réside dans 

leur faible coût d’acquisition et de maintenance comparé aux supercalculateurs. De plus, la 

généralisation de l’usage des GPGPU dans des stations de travail ordinaires et non 

encombrantes rend leur adaptation très répandue dans divers domaines notamment pour les 

applications d’imagerie médicale, les simulations physiques pour l’industrie pétrolière et les 

biotechnologies. Cependant, le GPGPU convient moins aux applications impliquant le 

traitement sur GPU de gros volumes de données. Un autre point fort de cette architecture est 

sa très grande puissance de calcul brute qui est de l’ordre de celle d’un petit cluster de calcul, 

l'avantage par rapport à un cluster est l’absence de gestion d’un réseau de PCs. 

 

3.2.3. Limites et coût du parallélisme  

 En architecture informatique, l’accélération d’un programme parallélisé devrait être le 

nombre de cœurs de calcul utilisé (scalabilité optimale). La réalité n’est malheureusement pas 

aussi simple car il existe toujours des parties séquentielles qui peuvent représenter un coût 

non négligeable. La loi d'Amdahl [5] est souvent utilisée pour prédire l'accélération maximale 

théorique obtenue en utilisant n processeurs (1.1) : 

 

        

n

r
r

nAcc
P

S 


1
    (3.1) 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Architecture_informatique
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Où 1 PS rr , et 
Sr  et Pr  sont respectivement les proportions séquentielles et parallélisable 

du programme. Ce modèle limite l’accélération que peut apporter la parallélisation. En effet, 

la limite quand n tend vers l’infini est finie (Figure 1).  
 

 Une réévaluation de la loi Amdhal par Gustafson en 1988 [6] car il jugeait cette 

dernière trop pessimiste (Figure 3.1). La parallélisation ne sert pas uniquement à réduire le 

temps de calcul d’un problème donné, comme Amdhal le considère, mais surtout à traiter des 

problèmes plus importants. Dans ce cas, la proportion séquentielle reste plus ou moins 

constante. Le problème physique à résoudre peut être quant à lui de complexité N log N s’il 

s’agit d’éléments finis, ou N² s’il s’agit d’une méthode intégrale par exemple. L’augmentation 

du coût des opérations séquentielles est minime par rapport à celles parallélisables. Elle 

traduit le fait que l'on peut traiter plus de données dans le même temps en augmentant le 

nombre de processeurs suivant une loi d’accélération linéaire (3.2) : 

         PS nrrnAcc      (3.2) 

 

 

Fig. 3.1.  Loi de Amdhal, accélération en fonction du nombre de processeurs pour 

différentes proportion de programme séquentiel. 

 

 

Fig. 3.2.  Loi de Gustafson, accélération en fonction du nombre de processeurs pour 

   différentes proportion de programme séquentiel 
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3.2.4. Evolution des ordinateurs de bureau 

 Les premiers ordinateurs exécutaient les instructions d’un programme unique en 

séquence. Ces ordinateurs ne faisaient pas de traitement parallèle. 

 Au début des années 1990, l’exécution des instructions d’un programme se fait en 

parallèle. Les pipelines d’instructions deviennent un élément de base des ordinateurs 

personnels. 

 Peu après, vers 1993, les microprocesseurs de bureau deviennent superscalaires : des 

pipelines d’instructions sont exécutés en parallèle. 

 Entre 1993 et 2000, l’exploitation du parallélisme entre les instructions d’un 

programme est maximisée. 

 Quand la complexité matérielle requise pour exploiter le parallélisme à l’intérieur d’un 

seul programme explose, les designs de microprocesseurs changent : un 

microprocesseur exécute des instructions venant de plusieurs processus (2000-2002, 

multithreading) 

 L’exécution parallèle d’instructions provenant de plusieurs programmes conduit à 

l’apparition de microprocesseur ayant plusieurs cœurs (2002-aujourd’hui). 

 

3.3.  Compression matricielle 

3.3.1. Matrices de rang faible et rk-matrices 

3.3.1.1.  Rang d'une matrice 

 Rappelons dans un premier temps les définitions des notions élémentaires que sont : 

L’image directe et le rang d'une matrice. 

Définition (Image directe et rang d'une matrice). Soit 
nmCM   , Nnm , . On 

appelle image directe de A et on note Im(A) l'ensemble défini par 

     
  .,Im nm

déf

CxCAxM     (3.3) 

Le rang de M, noté  Mrg  est alors défini par  

     
    .Imdim MMrg

déf

     (3.4) 

On rappelle aussi les relations suivantes  
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Propriété. Soient 
nmCM  , 

nmCA  et, 
pnCB  et ., Nnm   Alors : 

    ,,min nmMrg   

      ,ArgMrgAMrg   

       ,,min BrgMrgMBrg   

Le rang d'une matrice 
nmCM  indique le nombre de lignes ou de colonnes linéairement 

indépendantes de M.  

 

3.3.1.2. Rk-Matrices 

 On suppose dans cette section l’existence d’un critère dont l’entrée est un ensemble 

d’indices « ligne »   et un ensemble d’indices « colonne »   , et renvoyant une décision 

binaire, basée sur les supports des fonctions de base associées aux éléments de   et  . On 

note de plus m  et n . 

 

Dans le cas où un ensemble   est admissible (dans un sens que nous préciserons 

ultérieurement, pour l’instant ceci signifie que l’on s’autorise à compresser ce bloc), le sous-

bloc matriciel associé M  est représenté sous la forme de deux matrices, A et B (voir 

figure 3.2, telles que : 

  
TBAM .

     (3.5) 

avec donc
nmCM 


 , et nécessairement 

kmCA   et 
nkT CB   pour assurer 

la compatibilité du produit. 

 

     

     

            

    

   

 

Fig. 3.3.  Compression d'un bloc matriciel 

 

 La compression du bloc est le problème de la recherche des matrices A et B telles que 

l’écart en norme entre TBA. et M  soit le plus faible possible, tout en 

 

M 

 

A 

B
T 
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assurant  nmk ,min  . Cette représentation approchée d’une matrice est appelée Rk-Matrice 

et son avantage réside dans sa compatibilité avec l’addition et la multiplication matricielle. 

 

 La question de l’existence d’une bonne approximation sous cette forme se pose. La 

décomposition en valeurs singulières apporte une première réponse [7]. Il existe d’autres 

formes d’approximations souvent plus efficaces en pratique. 

Comme nous le verrons dans la suite, les blocs sont compressés suivant divers algorithmes, 

mais tous mènent au remplacement d’un bloc de matrice par un autre de rang plus faible. 

 

3.3.1.3. Décomposition en valeurs singulières 

 La décomposition en valeurs singulières (SVD) est une factorisation valable pour toute 

matrice 
nmCM   donnée selon le théorème 2.1  

Théorème 2.1 (Décomposition en valeurs singulières). Soit 
nmCM  . Il existe une 

factorisation de M  de la forme 

     
 VUM   

avec 
mmCU  une matrice unitaire, 

nmC   une matrice dont les coefficients 

diagonaux sont réels positifs ou nuls et les autres sont nuls (matrice diagonale dans le cas 

carré) et dont les éléments diagonaux sont appelés valeurs singulières, 
mmCV   la 

matrice adjointe à V , unitaire. 

 

Remarque (Non unicité). Une convention courante est que les valeurs singulières sont 

ordonnées par ordre décroissant, la matrice   est unique, (mais U et V ne le sont pas). 

Plusieurs liens existent entre la SVD et la décomposition en valeurs propres d’un 

endomorphisme diagonalisable ; par exemple, les valeurs propres de MM T  sont les carrés 

des valeurs singulières de M. Cette factorisation est particulièrement intéressante du fait de 

l’approximation obtenue par la troncature de celle-ci, c’est-à-dire en ne conservant que les k 

plus grandes valeurs singulières et les vecteurs singuliers à gauche et à droite associés. 

Précisons le sens de « meilleure approximation » de la SVD [7]. 

 La décomposition en valeurs singulières permet de factoriser tout bloc 

nmCM 

 par trois matricesU ,  etV , et d’approcher celui-ci par la troncature de 

cette décomposition. L’inconvénient de cette méthode, outre son coût de calcul élevé, est la 

nécessité de calculer toute la matrice afin de construire son approximation. 
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3.3.2.  Méthodes usuelles de compression matricielle 

 Il existe ensuite diverses méthodes pour résoudre le système, présentant des avantages 

et des inconvénients, mais du fait de la taille des problèmes considérés, seule une méthode 

plus rapide est adaptée aux cas les plus grands. 

 

3.3.2.1.  Nécessité des méthodes de compression 

 La compression matricielle est appelée à prendre un rôle encore plus important 

aujourd'hui afin de l'associer au calcul numérique. Pour limiter les complexités algorithmiques 

trop importantes, il est possible d'approcher les matrices denses issues du modéle numérique 

par des matrices parcimonieuses (ou data sparse). Il existe pour cela plusieurs méthodes de 

compression, dont certaines sont connues par acommunauté scientifiques. On peut notamment 

citer les techniques d'interpolation [8], le Panel Clustering [9, 10] ou encore la compression 

QR [11].  

 

 Ces dernières années, deux méthodes semblent tirer leur épingle du jeu, toutes deux 

associées à une forme de hiérarchisation des matrices à compresser. Il s'agit de la FMM [12] 

qui est une méthode de compression apparue il y a une trentaine d'années, et d'autre part 

l'ACA [13], développée et en cours d'améliorations depuis les années 2000. Ces deux 

méthodes permettent notamment une accélération de la résolution itérative de grands systèmes 

linéaires. Nous allons entrer un peu plus dans les détails pour ces deux méthodes de 

compression a priori toujours très populaires. 

 

3.3.2.2.  Méthode Multipôle Rapide Multiniveau (MLFMM)  

 La FMM utilise une expansion multipolaire du noyau de Green G, solution de 

l'équation de Helmholtz. Ceci a pour conséquence de regrouper les interactions proches et de 

les considérer comme une seule et même source contenue dans une boite de calcul [12]. Dans 

le cas de la FMM simple, toutes les boites élémentaires de calcul sont de la même taille. En 

revanche, la MLFMM permet d'avoir des boites élémentaires de diverses tailles selon 

l'importance des interactions considérées.  

 

 En électromagnétisme on utilise la MLFMM pour accélérer la multiplication matrice 

vecteur, et donc les solveurs itératifs dans la BEM [14]. En traitant les interactions entre des 
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fonctions très différentes par la MLFMM, il n'est pas nécessaire de stocker les éléments de 

matrice correspondants, ce qui réduit considérablement le coût mémoire. Si la MLFMM est 

appliquée de manière hiérarchique [15], elle améliore la complexité algorithmique des 

produits matrice-vecteur dans un solveur itératif avec une tolérance sur la précision MLFMM . 

La MLFMM a été l'une des premières méthodes permettant de traiter des problèmes 

électriquement grands avec des temps de calculs et des coûts mémoire raisonnables en 

utilisant la BEM. En cela elle constitue un tournant dans le domaine des méthodes 

numériques.  

 

3.3.2.3. Adaptative Cross Approximation 

 Il existe d’autre méthodes de compression matricielle, telles que le Panel Clustering 

[9, 10] ou encore la compression QR [11, 16]. Il s'agit cependant de méthodes de compression 

a posteriori. La technique ACA pallie à ce problème en permettant la construction d'une 

approximation a priori d'un bloc matriciel. Elle a été introduite par Bebendorf en 2000 [10, 

16]. La matrice obtenue par le calcul est séparée en blocs de différentes tailles.  

 Tout comme dans le cas de la MLFMM, la matrice n'est pas stockée dans sa totalité, 

mais l'algorithme d'assemblage permet d'en obtenir une approximation par blocs, ce qui réduit 

également l'espace de stockage. Cette méthode améliore aussi la complexité algorithmique 

des produits matrice-vecteur, la faisant passer de  2n  à   nn log lorsque l'ACA est 

associée à une structure de H-matrice.   

L'ACA peut notamment être utilisée pour des problèmes de compatibilité électromagnétique 

[17, 18]. Elle peut également être associée à la Méthode de Décomposition de Domaine pour 

des calculs de rayonnement d'antennes ou de diffraction par des objets électriquement grands 

[19]. Dans la suite nous décrivons deux heuristiques donnant une représentation sous forme 

d’approximation croisée. La première, qualifiée de pivotage total, à une complexité 

quadratique, et la seconde sera linéaire, pour un rang k de l’approximation fixé. 

 

3.3.2.3. 1. Pivotage total 

 Dans cette section, on suppose M  connue, c’est-à-dire assemblée (en  nm  

opérations) et on posera  MM :  pour alléger la notation. Le principe de 

l’approximation est la construction d’une approximation squelette de rang 1. Cette 

approximation est réalisée de la façon suivante : 
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1. Recherche du pivot   et détermination des lignes 
i et colonne 

j pivots : 

 

  


ji
M

  
Avec  jiji

MM max  

 
On pose 

jii Ma1

 
et 

jij Mb 1
 

et la matrice   nmT
CbaR  11

1 : est une matrice de rang1 sous forme 

d’approximation squelette, ceci constitue la première étape de l’algorithme.  

Pour obtenir l’approximation de rang 2, on soustrait M à la matrice  Tba 11
et on 

reproduit les mêmes étapes. L’algorithme s’arrête si le pivot est nul (ce qui signifie que la 

matrice mise à jour est nulle) ou si un autre critère d’arrêt est satisfait, au bout de k itérations. 

La définition suivante précise la construction de l’approximation : 

L’approximation ACA avec pivotage total de la matrice 
nmCM 


  est le couple de 

matrices   knkm CCBA  ,  avec ),min( nmk  . 

On définit deux suites d’indices de lignes et colonnes pivots  
kvi ,....,1


et 

 
kv

j
,....,1


avec  miv

,1
 et  nj

v
,1


 et deux suite de vecteurs  

v

va  et 

 
v

vb , avec
mv Ca   et .n

v Cb   

Les suites d’indices des pivots sont définies par : 
   

 
     

 
ij

Tv

l

ll

nmji
vv

baMji 















 






1

1,1,1,

maxarg:,               (3.6)  

 

 la suite des pivots  
vv est défini par : 

 
ji

baM

vv

v

l

Tll

v










 





1

1

:
 

les suites  va et  vb sont données par : 

 
ji

baMa

v

v

l

Tllv

i










 



 .

.

1

1

:
 

et   
ji

baMb

v

v

l

Tllv

i
.

.

1

1
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Les matrices vecteurs colonnes pivots  
kv

vaA ,....,1:  vecteurs  
kv

vbB ,....,1:   sont 

l'approximation ACA avec pivotage totale. 

  

3.3.2.3. 2. Pivotage partiel 

 Cependant, la construction des suites de pivots est itérative. De par la structure de 

celle-ci, sa connaissance a priori n’est donc pas possible avec cette construction. Néanmoins, 

en restreignant la recherche du pivot non plus à toute la matrice mais à une partie de celle-ci 

déjà calculée, nous pouvons conserver toutes ces propriétés et obtenir ainsi un algorithme 

en   nmk 2 , ce qui est le but recherché. C’est cette recherche de pivot restreinte qui donne 

le nom ''pivotage partiel'' à cette méthode. 

 L’initialisation de l’algorithme se fait par une ligne, par exemple la première ligne 

de M  qui n’a pas été pré-calculée. Cette ligne est désignée arbitrairement comme ligne 

pivot  1i , et on recherche le pivot sur celle-ci, de la même façon que précédemment. 

Une fois la colonne pivot déterminée, on effectue une itération de l’algorithme 3.1. On fixe 

ensuite le pivot colonne
j  à la colonne trouvée précédemment, et on cherche la ligne pivot 

sur cette colonne, et ainsi de suite. L’algorithme fait donc un « tour » dans la matrice en 

alternant son exploration sur les lignes et les colonnes pour la recherche du prochain pivot. 

L’avantage de cette approche est clair : dans le cas de la recherche d’un pivot ligne, la 

colonne parcourue vient d’être évaluée pour l’itération précédente. Ainsi, sous réserve que le 

pivot ne soit pas nul, sa recherche ne nécessite jamais de calculer une nouvelle ligne ou 

colonne de la matrice, et l’algorithme ne nécessite l’évaluation que  nmk   des éléments de 

la matrice pour k itérations. 

 

3.4. Conclusion 

 Ce chapitre présente une introduction au calcul parallèle et haute performance ainsi 

que leur terminologie. Dans la deuxième partie nous avons présenté la théorie et la pratique 

des méthodes de compression matricielle notamment L'ACA. Nous avons illustré les idées 

directrices de cette méthode, ainsi que son écriture, quant à son implémentation, le chapitre 

suivant fera l'objet.  

La suite de ce document sera largement consacrée à l'ensemble des résultats obtenus 
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4.1.   Introduction   

Ce chapitre est consacré aux investigations expérimentales ainsi que l'ensemble des 

résultats obtenus. Une campagne d’expérimentation à été menée tout au long de ce travail de 

thèse dédiée au contrôle non destructif.  L’objectif de cette campagne était principalement la 

caractérisation des dispositifs proposés en exploitant la méthode des éléments finis 

stochastiques décrite dans le premier et le troisième chapitre et de faire appel encore une fois 

à cette même méthode pour l'évaluation du problème inverse par la suite. 

 
Ce chapitre comporte quatre parties : 
 

 La première partie est dédiée à la description de l'ensemble du materiel utilisé dans 

notre travail expérimentale. Quatre expériences ont été réalisées dont deux dispositifs de 

détection de défauts reliés à un pc portable contenant labVIEW. Ce dernier étant un 

programme utilisé afin d'automatiser ces expériences, de les rendre plus rapide et plus 

sophistiquées en termes de mesure, de contrôle et de temps. Le premier dispositif est un 

appareil de recherche de défauts par courant de Foucault de la série NORTEK 500 et le 

deuxième est un système de détection (carte qui alimente un capteur à effet hall et une bobine) 

illustré par les figures (4.1) et (4.15). 

 
 La deuxième partie est consacrée à l'ensemble des expériences et les mesures qui ont 

étés effectuées sur des étalons de matériaux conducteurs de nature différentes contenant des 

défauts de type fissure et dégradation en utilisant deux types de capteurs. Pour une bonne 

cohérence nous avons préféré associer aux expériences réalisées leurs résultats expérimentaux 

dans la même partie. 

 
 La troisième partie traite de l'evaluation du problème inverse par un modèle 

probabiliste en exploitant des grandeurs statistiques. 

 
 La quatrième partie concerne la mise en œuvre de modèle exploitant la réduction de 

matrice (Adaptive Cross Approximation) et son application au cas de matrice différences 

finies. 
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4.2.    Partie 1 : Description de l'ensemble du materiel utilisé 

 Ce paragraphe sera dédié à la description des dispositifs de contrôle, les matériaux 

utilisés ainsi que l’appareillage considéré et exploité dans la deuxième partie de ce travail. 

 

4.2.1.   Matériaux utilisés  

Ce travail porte sur deux type de matériaux qu'on retrouve dans divers applications 

industrielles l'inconel 600 et le cuivre, leurs caractéristique sont donés dans le tableau 4.1. 

 

Tableau 4.1. Caractéristiques des matériaux utilisés 

Groupe de 

matière 

N
o
 de la 

matière 

Conductivité 

électrique  

Pérmiabilté 

magnétique relative 

Cuivre  
 

2.4816 
 

59,6 MS/m 1 

Alliage base 
Nickel  

Inconel 600 

 
2.4816 

106  MS/m 1 

 

4.2.2.   Le cuivre 

  Le cuivre est parmi, les premiers matériaux utilisé et travaillé par l'homme depuis l'âge 

de Bronze à nos jours. Il est considéré parmi les meilleurs conducteurs de l'électricité et de la 

chaleur, on le retrouve dans divers applications :  

 Les échangeurs de chaleur et les radiateurs. 

 Dans le domaine de l’électrotechnique (transformateur, moteur,...). 

 Dans le secteur de l'énergie (transport,..) 

 Dans les tubes à vide et guide d'onde. 

 Les circuits intégrés et les circuits imprimés. 

 

4.2.3. Alliage base Nickel 

 L'alliage base Nickel connu de son nom comercial Inconel 600, ayant une haute 

resistance à la corrosion et à l'oxydation en milieu haute température, ajoutant à cela une 

bonne conductibilité, on le retrouve pricipalement dans: 

 Les circuits des réacteurs nucleaires au niveau des tubes des générateurs de vapeur 
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 L'aéronautique et l'aérospatiale  

 Recommandé également pour les outillages de travail à chaud jusqu'a 900 0C tels que les 

outillages verrerie et de filage, pièces de four... 

 Equipements de forage de pétrole.  

 Distillation de certains composants de l'air à des températures  inférieures à -200 0C 

 

4.2.4. Appareillages utilisés 

 Dans notre travail expérimental relatif à  la recherche de défauts par courants de 

Foucault, deux appareils sont utilisés :  le Nortek 500 et un  LCR mètre. 

 
4.2.5.   Nortek 500 

 

  Nortek 500 existe sous differentes versions avec des améliorations et des commodétés 

plus sophistiqué d'une génération à une autre. Ces dérnieres générations permettent la 

mesure de la conductivité électrique d'un matériau donné ainsi que de travailler en double 

fréquence. Cet appareil nous offre une large bande passante allant de 50 Hz à 12 MHz ce qui 

permet de scanner des défauts à différentes profondeurs. Dans notre travail nous avons 

utilisés une sonde avec une bande passante de 100 kHz à 500 kHz. 

 

 

Fig. 4.1.  Nortek 500 

4.2.6    LCR mètre 

  Le LCR mètre est un appareil de mesure de la résistance, de l'inductance et de la 

capacité d'un composé donné. Nous avons utilisé LCR-8101G de la firme GN INSTEK avec 
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une plage de la fréquence allant jusqu'à                             

1MHz. Le mode graphique de l'instrument permet d'afficher le tracé de l'impédance sur une 

plage de fréquence ou de la tension de test. Ce qui donne un résultat d'analyse d'impédance 

par rapport à la fréquence ou l'impédance par rapport à la tension de commande.  

 

Fig. 4.2.  LCR mètre 

4.2.7 Dispositifs utilisés  

    Nous présentons ci-après l’ensemble des dispositifs que nous avons exploités durant 

notre travail de thèse.  

 

  Le premier dispositif est réalisé au laboratoire de modélisation et conception des 

systèmes électromagnétiques à l'université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou, requière le 

matériel suivant décrit précédemment : 

 Une plaque en cuivre contenant les défauts (la fissure et la dégradation) dont les 

dimensions sont donnés dans le tableau I 

 Une sonde à noyau d’air  

 Un LCR mètre 8101-G du fabricant (GN INSTEK) 

 

  Le deuxième dispositif est réalisé au centre de recherche de l’université de Chosun, 

requière le matériel suivant : 

 Une plaque en cuivre 

 Une plaque en Inconel 600 comprenant des entailles dont les dimensions et les 

caractéristiques sont donnés dans les tableaux I et II 
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 Appareil portable de détection de défauts Nortek 500 

 Un robot permettant le déplacement soit de la sonde soit du capteur à effet Hall 

dans les directions voulues. 

 Un PC portable équipé du logiciel labVIEW afin d’automatiser l’ensemble du 

système.  

 
 

4.3.   Partie 2 : Etude du problème posé 

4.3.1. Description de la structure étudiée 

 La deuxième phase de cette campagne consiste à réaliser l’expérimentation, dans cette 
partie du chapitre, nous présenterons ces expérimentations avec les résultats obtenus et les 
premiers résultats de la simulation par MEFS du système considéré. 
  
 Considérons la structure étudiée schématisée par la figure (4.3) [2]. Nous proposons 

d’inspecter une plaque conductrice présentant un défaut, par le contrôle non destructif par 

courants de Foucault. Un capteur fonctionnant en mode absolu, alimenté par un courant 

alternatif d’amplitude 0,008 A, se déplace parallèlement à la face de la plaque contenant le 

défaut. L'aléa de la zone de défaut est assimilé à un changement de la distribution de la 

conductivité électrique dans cette région. La simulation de Monté Carlo a été exploitée pour 

générer la conductivité électrique en tant que variable aléatoire, elle est considérée comme 

étant le principal paramètre de cette étude. 

 
 

 

Fig. 4.3. Géométrie du problème  étudié 
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4.3.1.1. Caractéristiques physiques 

 

 Air  

   Perméabilité magnétique :   ]/[104 7
0 mH      

 Inducteur 

   Perméabilité magnétique :   ]/[104 7
0 mHr

      

   Densité de courante source :  ]/[10 26 mAJ S       

 Charge 

 Perméabilité magnétique :   ]/[104 7
0 mHr

      

   Conductivité électrique :  1       

4.3.1.2   Domaine de résolution et conditions aux limites 

 

 Le domaine de résolution concerne toute la structure étudiée, avec des conditions aux 

limites imposées sur les frontières du domaine d'étude. Le schéma est illustré dans la figure 

(4.4).   

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05
Y axis (m)

X axis (m)

A=0

A=0

Capteur

Dégradation Plaque conductrice

Air

A=0 A=0

 
Fig. 4.4. Domaine de résolution et conditions aux limites 

 

4.3.1.3.  Mise en équation  

 Les équations de Maxwell peuvent être finalement dérivées en une équation 

électromagnétique 2D donnée en coordonnées (x, y) comme suit [3,5,6]: 

SZZ
ZZ JAj

y

A

yx

A

x





































     (4.1) 
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Où: 
SZJ  et 

ZA - sont respectivement les composantes de la densité de courant et du potentiel 

vecteur magnétique suivant la direction z,  /1 ,  - la perméabilité magnétique ].[ 1mH , 

 et 1 - sont respectivement les conductivités électriques 1].[ m  dans la zone seine et dans la 

zone de défaut, f 2  - la fréquence angulaire, f  - représente la fréquence d'alimentation 

qui est de 100 kHz. 

 

4.3.1.4  Formes différentielles dans les différentes régions du domaine 

Dans l’air : 
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ZZ                (4.2)

  
Dans la plaque conductrice : 
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Dans l’inducteur : 

   SZ
ZZ J
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A

yx

A

x





































                (4.4) 

 

4.3.2. Paramètres globaux 

 Dans la première partie, nous avions traité le problème direct du développement d’un 

modèle mathématique liant les caractéristiques physiques et géométriques du dispositif étudié. 

Le modèle adopté nous a permis de calculer l'impédance du capteur ECT, et la tension de 

sortie du capteur à effet Hall. 

 

4.3.2.1 Calcul d'impédance 

 Plusieurs méthodes existent pour le calcul de l'impédance, la différence réside dans le 

choix de la variable d'état qui à une relation directe avec la solution issue du modèle 

numérique et la configuration du dispositif à étudier. Dans notre application le calcul de 

l'impédance Z est dérivé en utilisant une méthode basée sur l'évaluation du flux magnétique 

[3, 5, 7]. Les résultats présentés à la figure (4.8) sont obtenus en exploitant les équations 

indiquées ci-dessous :  
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S

dsAr
JS

N
z )Im(2)Re(

2

2

               (4.5)

  

   dsAr
JS

N
z

S

)Re(2)Im(
2

2

                 (4.6) 

Où: )Re(z et )Im(z  - sont les parties réelles et imaginaires de l'impédance de la bobine 

respectivement, N  - le nombre de spires de la bobine, S  - la surface de la bobine,  r - le rayon 

de l'inducteur. 

Le courant dans la piéce conductrice est donné par  

           
    



 AdxdyjI                            (4.7) 

4.3.2.  Tension de Hall 

 Le champ magnétique produit par les courants de Foucault aux alentours du défaut est 

déformé et peut être mesuré par un capteur à effet Hall. 

           
       zHH BKIV     

             (4.8) 
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T

V
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               (4.9) 

où : 
HV  - tension de sortie du capteur de Hall, 

HI  - courant d'entrée du capteur, K  - constante 

du coefficient du capteur, 
ZB  - industion magnétique suivant la direction z, 

RMSV  - tension 

quadratique moyenne. 

 

4.3.3 Résultats de simulation 

 Le maillage du domaine correspondant à la structure étudiée est donné à la figure (4.5) 

et la figure (4.6) montre un zoom de la partie capteur. La figure (4.7) montre la distribution 

aléatoire de la conductivité électrique à l'intérieur de la zone de défaut. 
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Fig. 4.5. Maillage du domaine d'étude 
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Fig. 4.6.  Maillage de la zone du défaut et du capteur 
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Fig. 4.7. Distribution aléatoire de la conductivité électrique dans la zone du défaut 
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4.3.3.1  Loi normale  

  La loi de probabilité que nous avons utilisé dans ce travail, telle qu'exprimée par la 

relation (4.10), nous permet de décrire de manière théorique le caractère aléatoire de 

l'expérience que nous avons modélisé. L'étude de la nature stochastique de la propriété 

physique nous a permis de considérer plusieurs distributions de cette propriété. Cela induit un 

intérêt trivial pour le comportement physique de la conductivité électrique dans la zone du 

défaut. La densité de probabilité des valeurs de la conductivité électrique est considérée 

comme aléatoire et de distribution normale donnée par [5,9]: 

    

)(
2

1

2

1
)( S

Ex

e
S

xf







             (4.10) 

Avec: x  - la variable aléatoire,  E - l'esperance ou la moyenne, S  - l'écart type. 
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Fig. 4.8. Densité de probabilité de la conductivité électrique obtenue avec un seul tirage 
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Fig. 4.9. Densité de probabilité de la moyenne des conductivités électriques   

 obtenu par l'ensemble des tirages   
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Fig. 4.10. Allure du potentiel vecteur magnétique dans la zone du défaut 
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Fig. 4.11. Isovaleurs du potentiel vecteur magnétique 
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Fig. 4.12. Variation du courant en fonction de la position du scan 
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Fig. 4.13. Variation de l'impédance en fonction de la position du capteur 

  Les fluctuations d'amplitude obtenues dans les cas déterministes sont insignifiantes ou 

négligeables. En revanche, elles changent dans la zone du défaut en raison de la présence du 

défaut. 

4.3.4. Montage expérimentale 

 Dans notre configuration expérimentale, deux types de défauts sont étudiés: la fissure 

et la dégradation. La seconde est considérée comme une impureté. Afin de montrer l’effet de 

l’incertitude, nous avons utilisé un défaut de dimensions adapté à l’expérience réalisée donnée 

dans le tableau 1. Quatre expériences différentes sont réalisées. 

 

4.3.4.1  Expérience (1) 

 La première expérience consiste en un LCR GW-INSTEK 8101G qui produit la 

tension d'excitation, une bobine type pancake et une plaque conductrice (avec et sans défaut). 

Cette expérience est caractérisée par les paramètres indiqués dans le tableau 4.2 Le signal 

d'impédance obtenu à partir de la sonde CF est récupéré et représenté en fonction de la 

position du capteur. Une comparaison avec le travail de simulation est effectuée. 

Tableau. 4. 2 : Paramètres de l'expérience. 

Inducteur Plaque Défaut 

 
Diamètre intérieur 10 mm 

 
Largeur   2 mm 

A/- Crack 
 

Longueur     10 mm 

Largeur        2 mm 

Profondeur   1 mm 

 
Diamètre extérieur 12 mm 

 
Conductivité éléctrique 

58 MS/m 
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Hauteur 6 mm 

 
Relative permeability 1 

B/- Degradation 
 

Longueur      10 mm 

Largeur         2 mm 

Profondeur    0.5 mm 

 
Nombre de spires 200 

 
Lift-off 1 mm 

 

4.3.4.2  Expérience (2) 

 

 La deuxième configuration expérimentale est réalisée en utilisant le logiciel LabVIEW 

pour générer l’application en temps réel et surveiller le signal de sortie. La variation de la 

tension de sortie est calculée, analysée et stockée en fonction de la position du capteur de 

Hall. Bobine excitatrice: 310 spires - diamètre intérieur 7,45 mm - diamètre extérieur 9,7 mm 

hauteur 4 mm et vitesse de scan 10 mm / s. 

 L'analyse a été effectuée sur le plan x-y de la zone de défaut avec une fréquence de 1 

kHz et 10 kHz respectivement. Le signal de sortie du capteur à effet Hall (VH) est traité par 

des filtres passe-haut / filtres passe-bas (HPF / LPF), des amplificateurs, des circuits à 

moyenne quadratique (RMS, VRMS), un convertisseur A / N et affiché sur un ordinateur. 

 

 
Fig. 4.14. Schema explicatif de la deuxième experience 

 
Fig. 4.15. Photographie de la deuxième installation expérimentale 
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4.3.4.3  Expérience (3) 

 La troisième expérience est réalisée par un détecteur de défauts à courants de Foucault 

Nortek 500, une sonde avec une plage de fréquence de 100 kHz à 500 kHz en mode absolu est 

utilisée. 

 

4.3.4.4  Expérience (4) 

 Cette expérience porte sur la caractérisation de l'alliage base Nickel, l'expérience 

permet de récupérer simultanément l'amplitude ainsi que l'angle du Lissajous avec Nortek 

500, avec une sonde de fréquence de 100kHz-500kHz par l'intermédiaire de LabVIEW. Ces 

deux grandeurs ont été exploitées afin d'estimer les dimensions des fissures (la taille est la 

profondeur). 

La plaque de l'Inconel 600 contient des défauts artificiels de formes et de tailles différentes. 

La profondeur varie de 100% d'air (correspond à 1,15 mm) à 20%. 

 

 

Fig. 4.16. plaque d'Inconel 600 inspectée. 

4.3.5  Resultants expérimentaux et discussions 

 
 Vu que la mesure des courants de Foucault issue du travail expérimentale n’est 

exploitée que par la mesure de grandeur connexe, qui se traduit par la mesure de l'impédance, 

et la mesure de la variation du champ magnétique par effet Hall. Nous avons exploité ces 

deux grandeurs et les résultats obtenus sont présentés par les figures 4.15, 4.16, 4.17, 4.18, 

4.19 et 4. 20. 

 Les figures 4.17, 4.18 et 4.19 montrent une comparaison de la forme du défaut pour 

distinguer la nature des anomalies obtenues par expérience en utilisant une sonde CF et un 

capteur à effet Hall, respectivement.  
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 La figure 4.20 donne la signature du matériau en présence ou en l'absence des 

anomalies sur le plan d'impédance. 

 
 La figure 4.21 donne la signature du matériau en utilisant l’outil labVIEW. Le signal 

d'impédance obtenu à partir de la sonde CF est récupéré et représenté dans le plan 

d'impédance en terme d'angle et d'amplitude afin de comparer les dimensions réelles des 

défauts et les dimensions estimées.  

 
 Les résultats présentés ci-dessous à la figure 4.22 concernent la validation des résultats 

expérimentaux liés à la structure de CND étudiée et obtenus avec la sonde CF.  
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Fig. 4.17. La variation d'impédance en fonction de la position du scan en valeur  

 relative obtenue expérimentalement à 100 kHz   
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Fig. 4.18. Tension de sortie du capteur de Hall en fonction de la position du scan sur la 

  largeur du défaut obtenue expérimentalement à 10 kHz.  
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Fig. 4.19. Tension de sortie du capteur de Hall en fonction de la position du scan sur la 

  longueur du défaut obtenue expérimentalement à 1 kHz   

 

 
Fig. 4.20. Le plan d'impedance  

                   
(a) depth 20%      (b) depth 40 % 

                   
(c) depth 60%      (d) depth 80 



Chapitre 4  Expérimentation et Simulation 

 

91 
 

 
Fig. 4.21. Plan d'impedance obtenu avec labVIEW  

 

 

4.3.6 Validation 2D par MEFS 

 

La simulation par le couplage entre la méthode des éléments finis et la méthode Monté-Carlo 

développée a été  réalisée à l’aide du logiciel Matlab en considérant la géométrie réelle de la 

plaque donnée au tableau 4.1.  
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Fig. 4.22. Impédance numérique vs expérimentale en fonction de la position du  

  scan en valeur relative à 100 kHz.  

 

Les résultats de simulation reproduisent la tendance et la forme des signaux expérimentaux. 

Cependant, on peut observer un écart qui est dû probablement à plusieurs paramètres.  

 l'univers de l’expérience étant en 3D alors que la simulation est en 2D 

 l'usinage de la plaque 

 Un autre facteur d’incertitude provient de la mesure ponctuelle de l'impédance 

effectuée à la main. 

L'objectif était de faire une étude comparable et approchée. 
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4.4.  Partie 3: Evaluation 

 

 L’idée de cette section est d’exploiter un traitement statistique ; les données issues de 

la simulation sont utilisées pour estimer la taille des défauts. C'est ce que nous recherchons 

dans l’application actuelle en se basant sur l’analyse de données probabilistes telles que la 

variance, la moyenne et l'écart type du calcul d'impédance donné ci-dessous.  

Les dimensions des échantillons simulés sont données dans le tableau 4.3. 
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Avec: 
ix - la variable aléatoire, 

ip - la probabilité de 
ix i, E - l’écart type, V  - la 

variance, S - l’écart type. 

Tableau 4.3.  Taille des échantillons simulés. 

 
 

 

 

 

 
Fig. 4.23. Corrélation entre la moyenne des valeurs d'impédance et la taille des  

  défauts 

 Dimensions des 

Défauts       

Largeur [mm] Longueur [mm] 

défaut 1                1.25 140 

défaut  2               1 88.5 

défaut  3               0.75 10 
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Fig. 4.24. Corrélation entre la variance de la moyenne des valeurs d'impédance et la 

  taille des défaut. 

 

 
 

Fig. 4.25. Corrélation entre l'écart type de la moyenne des valeurs d'impédance et  
 la taille des défauts. 

 

 La dispersion de l'écart type et la variance obtenue (extraite) de la distribution par 

rapport à la moyenne sont faibles. Les valeurs ne sont pas très éloignées les unes des autres, 

ce qui signifie qu'il y a beaucoup de valeurs d'impédance car elles sont très proches. Cela 

implique que le défaut est important et qu'il correspond au défaut1. Mais pour le défaut3, les 

valeurs des quantités statistiques sont plus importantes que les deux autres cas. Cela implique 

qu'il y a peu de valeurs d'impédances, par conséquent, nous récupérons l'information suivante 

selon laquelle le défaut est petit et correspond au cas présenté dans la figure 4.1. Dans le cas 

d'un défaut ponctuel, les valeurs sont nulles, il n'y a donc pas de variation des variables 

statistiques. 
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4.5.   Résumé de la procédure de calcul 

 
 
 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.26. Organigramme de synthèse sous Matlab 

 

4.6.  Partie 4 : Modèle de réduction 

 

 L’objectif de cette partie est d'appliquer la méthode ACA d'une manière efficace sans 
avoir recours à l'utilisation des méthodes d'obtention de matrice de faible rang. La méthode 
développée est propre à la syntaxe que nous utilisons et ne souffre pas de problèmes de 
robustesse de la résolution. Sachant que cette méthode est purement algébrique, agissant 
directement au niveau de la matrice.  
 
 L'algorithme est itératif et ne s'arrête que si un critère d'arrêt dépendant de la précision 
ACA souhaitée est vérifié. Il est en effet possible de calculer une estimation de la norme de 
Frobenius de l'approximation au fur et à mesure de sa construction. 
 

Équations de Maxwell et hypothèses 
 

Problème physique à étudier 
 

Équation différentielle 2D 
 

Methodes des residués pondérés 
 

Distribution aléatoire de la conductivité 

 

Conditions aux limites 
 

Résolution 

Calcul d'impédance et de résistance 
 

Traitement statistique 
 

Résultats et exploitation 

Repeat until t 

https://en.wikiversity.org/wiki/Introduction_to_finite_elements/Weighted_residual_methods
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 La première version de l'ACA existante dans la théorie repose sur la recherche de 

pivots totaux à chaque itération, ce qui la rend difficilement applicable aux problèmes de 

diffraction. En effet elle nécessite l'évaluation d'une matrice dite de résidu, de même taille que 

la matrice originaire afin de déterminer le pivot total maximal, ce qui augmente 

considérablement le coût de la méthode et nécessite une connaissance totale de la matrice. 

C'est pourquoi nous avons préféré d'implémenter l'ACA avec recherche de pivot partiel, 

proposée par Rjasanow [10]. L'objectif est d'avoir une bonne approximation de la matrice sans 

avoir à manipuler toute la matrice mais uniquement les lignes et colonnes du pivot ce qui 

réduit énormément l'espace de stockage ainsi que le temps de résolution.  

 
L'application de la méthode ACA dans notre travail est dédiée dans un premier temps 

à une matrice issue d'un calcul par la méthode des différences finies. 

L'objectif qui est derrière cette application est la résolution d'un système linéaire sous 

la forme suivante 
  

     
bAx                         (4.14)  
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Pour K = 11 on retrouve le résultat suivant:  
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Pour la deniére itération on retrouve la matrice suivante.  
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Les méthodes du futur seront sans doute s’adapter à la nature des données à compresser et 

utiliseront l’intelligence artificielle. 

4.7.  Conclusion 

 
 Nous avons présenté l’ensemble des résultats obtenus durant notre travail de thèse, un 

certain nombre de ces résultats avait été présenté lors des participations à des manifestations 

scientifiques nationales et internationales. 

 
Le modèle développé est validé par une confrontation et qui montre une concordance 

satisfaisante et en bon accord avec les résultats expérimentaux, obtenus à partir d’une 

compagne expérimentale réalisée aux laboratoires de modélisation et conception des systèmes 

électromagnétiques à l'université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou et le centre de recherche 

de l'université de Chosun ''Research Center for Real Time NDT'' en corée du sud. 
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 La méthode des éléments finis stochastiques que nous avons développée et exploitée, 

tout au long de  notre travail de thèse, nous a permis de répondre à la problématique de 

modélisation du vieillissement et de la dégradation des propriétés physiques d'une plaque 

conductrice, traiter le problème direct  ainsi que l'évaluation des dimensions des défauts 

considérés avec la méthode stochastique en exploitant un traitement statistique.  

 
 La confrontation des résultats obtenus sur la plaque d'inconel 600 contenant des 

défauts artificiels et une comparaison entre la taille réelle et la taille estimée de ces défauts a 

été satisfaisante et encourageante pour les travaux futurs. 

  
 La méthode ACA développée pour les besoins de l’étude a été appliquée en partie à 

une matrice issue de l’appllication d’une méthode de discrétistion numérique d’un problème à 

équation aux dérivées partielles. 
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Conclusion générale et perspectives  

 

Conclusion générale   

 L'ensemble des résultats obtenus durant notre travail de thèse ont été présenté, un 

certain nombre de ces résultats avait été présenté lors des participations à des manifestations 

scientifiques nationales et internationales. L'ensemble des données sont obtenues à partir 

d’une compagne expérimentale réalisée aux deux laboratoires ''laboratoire de modélisation 

numérique des phénomènes électromagnétiques et composants'' à l'université Mouloud 

Mammeri de Tizi Ouzou et au centre de recherche de l'université de Chosun ''Research Center 

for Real Time NDT'' en Corée du Sud. Ces travaux de recherche présentent d'une part, le 

développement et l'application de la méthode des éléments finis stochastiques (MEFS), qui a 

été exploitée pour la détection et l'évaluation de l'incertitude de la zone de défaut et d'autre 

part l'introduction du modèle de réduction dans le calcul stochastique. Ces travaux de thèse 

ont pour objectifs de mettre en œuvre un modèle éléments finis stochastiques capable de 

traiter à la fois le problème direct et inverse appliqué au domaine du CND. De plus, mettre en 

œuvre un modèle exploitant la réduction de matrice issue de grands systèmes. 

 Le couplage entre la méthode des éléments finis et la méthode Monté-Carlo 

développée, au cours de ce travail de thèse, nous a permis de répondre à la problématique de 

modélisation de la dégradation des propriétés physiques du matériau et la recherche de 

grandeurs géométriques via la même méthode stochastique. La simulation de Monté Carlo a 

été exploitée pour générer la conductivité électrique en tant que variable aléatoire, elle est 

considérée comme étant le principal paramètre de cette étude, appliquée au problème des 

essais non destructifs. Dans ce cas, la moyenne de toutes ces distributions est représentée par 

une fonction de densité de probabilité qui a le même comportement que celui rencontré en 

théorie.  

 Quatre configurations expérimentales différentes ont été réalisées dans le cadre de 

notre travail et qui sont dédiées au contrôle non destructif. L’outil LabVIEW programme est 

utilisé afin d’automatiser les expériences en les rendant plus rapides et plus sophistiquées en 

terme de mesure, de contrôle et de temps. Deux types de défauts sont étudiés : la fissure et la 

dégradation des propriétés physiques du matériau en utilisant un capteur à courant de Foucault 

et un capteur à effet Hall. 
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 Le premier objectif de ce travail a été de concrétiser la détection du défaut, il en résulte 

que l’impédance et la tension du capteur à effet Hall permettent de visualiser la nature de 

l’anomalie (fissure ou bien dégradation). On retrouve la même allure du signal avec les deux 

capteurs. Afin de valider le modèle éléments finis stochastiques, les résultats de modélisation 

numérique sont comparés à ceux de l'application, l'évolution de l'impédance dans la zone du 

défaut obtenu par le modèle EFS est en bonne concordance avec celle issue de la procédure 

expérimentale. Le deuxième objectif, après la validation du modèle, concerne l’évaluation du 

problème inverse toujours avec la même approche en exploitant des grandeurs statistiques 

telles que la variance, la moyenne et l’écart type.   

Concernant le coût numérique de calcule haute performance et le calcule parallèle, les 

méthodes de réduction de systèmes rendent les méthodes stochastiques très avantageuses ; vu 

que le couplage entre la méthode des éléments finis et la méthode Monté-Carlo est 

performante en termes de résultats mais le temps de calcul est peu coûteux. Le troisième 

objectif concerne la mise en œuvre de modèle exploitant la réduction de matrice et son 

application au calcul stochastique, par l'introduction du calcul stochastique dans le modèle de 

réduction. Pour cela nous avons développé un algorithme de nature algébrique ‘’Adaptive 

Cross Approximation’’ propre à la syntaxe du logiciel Matlab utilisé tout au long de ce travail 

de recherche et au type de matrice stochastique obtenue. L’application a été faite dans un 

premier temps sur une matrice différences finies.   

Comme perspectives à ces travaux, nous estimons   

• Améliorer d’avantage le modèle de réduction de matrice sur la diminution des coûts de 

calcule de la MEFS, en vue de leurs applications à des problèmes de taille encore plus 

importante.  

• Amélioration du modèle probabiliste dans la caractérisation des problèmes inverses 

par les grandeurs statistiques.   

• Le modèle développé des défauts considérant la conductivité aléatoire. Il serait 

intéressant d’inclure la perméabilité et la géométrie aléatoire afin de disposer d’une 

charge contenant des porosités (avoir un modèle virtuel reflétant un modèle réel). 

• Introduire la non-linéarité dans le modèle stochastique.  

• Extension de l’étude en 3D  
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Résumé 

 La méthode des éléments finis stochastiques SFEM est une extension de l'approche 
déterministe classique pour la solution de problèmes stochastiques. Elle a fait l’objet d’une 
attention considérable en raison du développement rapide de la simulation informatique, de la 
modélisation mathématique et du calcul scientifique pour prédire et comprendre le 
comportement des dispositifs électromagnétiques d'une manière générale.  

 Ce travail comporte deux axes principaux, la première porte sur la recherche de 
certaines caractéristiques de la structure d’études, en considérant une propriété physique 
aléatoire qui suit l’évolution d’une loi normale telles que les grandeurs physiques et 
géométriques représentées par des variables aléatoires, par un traitement statistique en se fiant 
aux grandeurs statistiques. 

 Le deuxième concerne la mise en œuvre de modèles exploitant la réduction de matrice 
et son application dans l'évaluation de grandeurs électromagnétiques dans les structures à 
couches minces, par l'introduction du calcul stochastique dans le modèle de réduction. 

Mots-clés : Eléments fins stochastiques, réduction de matrices, systèmes électromagnétiques, 
          couches minces, variables aléatoires, contrôle non destructif, grandeurs  
         statistiques, calcul stochastique, dégradation de propriétés physiques, loi normale. 

 

Abstract  

 The stochastic finite element method SFEM is an extension of the classical 
deterministic approach to the solution of stochastic problems. It has received considerable 
attention because of the rapid development of computer simulation, mathematical modeling 
and scientific computing to predict and understand the behavior of electromagnetic devices in 
general. 

 This work has two main axes. The first one deals with the search for certain 
characteristics of the structure of studies by considering a random physical property that 
follows the evolution of normal law such as the physical and geometrical quantities 
represented by random variables, by a statistical treatment by relying on statistical 
magnitudes. 

 The second concerns the implementation of matrix reduction modeling and its 
application in the evaluation of electromagnetic magnitude in thin-film structures, through the 
introduction of stochastic calculus in the reduction model. 

Key-words: Stochastic fine element, matrix reduction, electromagnetic systems, thin films, 
  random variables, non-destructive testing, statistical magnitudes, stochastic 
  calculus, degradation of physical properties, normal distribution. 

 


