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INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

Le but de ce travail est d’utiliser les techniques numériques de simulation pour
I’étude en vue de [Iinteraction fluide-structure de 1’écoulement d’un fluide
incompressible dans une conduite déformable. 11 est demandé en plus d’introduire les
techniques des éléments finis isogéométriques.

Une cuillere remuant du café dans une tasse, un drapeau flottant au vent, un
ventilateur soufflant un air frais ou encore un avion volant dans le ciel et aussi I’
écoulement de fluide dans une conduite, des exemples quotidiens sur des phénomeénes
d’interactions fluide-structure (IFS).Plus généralement, on parle d’interaction fluide-
structure lorsqu’un solide est en présence d’un fluide ou du moins lorsque les
mouvements de 1’'un influencent les déplacements de 1’autre. Les domaines
d’application concernés sont donc extrémement variés, du monde des transports  a
celui du génie nucléaire, de I’aéronautique au génie civil et de la biomécaniquea la
microélectronique et I’hydraulique. C’est pourquoi les problémes d’interactions
fluides-structures suscitent depuis des années un intérét croissant en ingénierie,
deviennent de plus en plus incontournables. On pense notamment au domaine
grandissant de la biomécanique avec la modélisation des écoulements internes
au corps humain tel que le systeme sanguin. On pense aussi aux ouvrages d’art
du génie civil de plus en plus imposants comme le viaduc de Millau en France, pont
a haubans de 2460 m surplombant la vallée a prés de 270 m de hauteur, dans le
dimensionnement a du fortement tenir compte des vents environnants. On pense en
fin & la construction d’un géant du ciel, I’Airbus A380, pour lequel les phénomenes
aéroélastiques sur des ailes de plus de 40 metres de long provoquent un
débattement vertical de 5.5 métres en bout d’aile.

Ainsi, les phénoménes d’interactions fluides-structures sont de plus en plus des
facteurs  dimensionnant en ingénierie et notamment dans la mécanique.
L’optimisation des géométries, comme un écoulement de fluide dans un cylindre,
doit désormais tenir compte des effets couplés de 1’écoulement fluide sur la
structure et inversement. En effet les performances d’un cylindre déformé seront
bien différentes de celles du profil initial.

Les comportements non-lineaires des fluide et des solides complexes soumis a des
déplacements ainsi que la déformation des interfaces induisent en effet de
nombreuses difficultés a surmonter. De méme, une approche classique et efficace
d’optimisation nécessite le calcul de la fonction a optimiser et de son gradient par
rapport aux parameétres de design. Dans ce contexte, il es clair que la résolution
analytique de tels probléemes est quasiment impossible , et [1’utilisation des
simulations numériques par ordinateur devient indispensable, avec la puissance
actuelle des ordinateurs modernes.
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On considere plus précisément dans ce mémoire la modélisation de profils d’une
conduite cylindrique élastique, subissant des déplacements par écoulement d’un
fluide incompressible.

L’analyse des phénoménes d’interactions fluides-structures qu’on retrouve dans ce
probléme s’appuie donc sur la mécanique des fluides assistée par ordinateur au
CFD(Computational Fluid Dynamics) qui a un niveau de maturité considérable.
L’analyse par éléments finis des structures a connu ces derniéres années une
¢volution tres importante par 1’¢émergence d’une nouvelle génération d’éléments
finis.

En effet, les éléments finis iso-géométriques utilisent les mémes concepts que la CAO
(Conception Assistée par Ordinateur), c'est-a-dire que le maillage élément finis
habituel est remplacé par la modélisation CAO par des NURBS (Non Uniform
Rational B-Splin) elle consiste a donner une description des objets sous une forme
mathématique autorisant les opérations (au sens ensembliste).

Les moyens informatiques actuels qui permettent la mise au point d’outils d’aide a la
décision aux ingénieurs changent completement les procédures de conception de
produit. A D’origine, la Conception Assistée par Ordinateur (CAO) ne constituait
qu’une forme informatique de la planche a dessin. Depuis, des techniques propres a
ces systémes ont permis I’amélioration et I’augmentation des fonctions de la phase de
dessin. Parmi celles-ci, la possibilité de travailler directement sur un objet
tridimensionnel est certainement I’avancée la plus marquante. A partir de la définition
d’un modéle exact de I’objet a concevoir, elle a permis de développer plusieurs
nouvelles fonctions de conception qui auparavant étaient réalisées manuellement et
approximativement.

Ce travail est organisé en quatre chapitres:

Le premier chapitre: contient 1’étude des phénomenes d’interaction fluide structure.
Le deuxiéeme chapitre: décrit brievement 1’évolution de la  modélisation
géométrique des courbes et surface, voir les courbes de Bézier et les polynémes de
Bernstein en 1962 avec les travaux de PIERRE Bézier et les courbes B-spline puis les

NURBS.

Le troisiéme chapitre: présente la méthode d’analyse isogéométrique et la méthode
éléments finis classiques

Le quatrieme chapitre: contient les différentes méthodes utilisées. Et suivies par une
application, le résultat et discussion, et on termine par une conclusion genérale.
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I. Etude des phénomeénes d’interaction fluide-structure :

I.1Introduction :

L'interaction fluide-structure vise a étudier un ou plusieurs fluides en contact
avec un solide. La réponse du solide peut étre fortement affectée par I'action du
fluide.

L'étude de ce type d'interaction est motivée par le fait que les phénomenes
résultants sont parfois catastrophiques pour les structures mécaniques ou constituent
dans la majorité des cas un facteur dimensionnant important.

Le fluide est caracterise par son champ de vitesse et de pression. Il exerce des
forces (aérodynamiques ou hydrodynamiques) sur l'interface du solide qui se déplace
et/ou se deforme sous leurs actions.

Le déplacement et/ou la déformation du solide affecte, au moins localement, le
champ de I'écoulement et donc les charges aérodynamiques. Ce cycle des
interactions entre le fluide et le solide est caractéristique du couplage entre les
deux milieux.

Les phénomeénes liés au couplage mécanique fluide-structure apparaissent, a
des degrés divers d’importance, pour toute structure en contact avec un fluide.

Ce type de couplage multi-physique se rencontre dans de nombreuses
situations industrielles et [D’influence qu’il peut avoir sur le comportement
dynamique de systemes mécaniques est souvent significative.

Sa prise en compte devient un enjeu de premiére importance dans le
dimensionnement de structures, en particulier en raison d’exigences de securité
associées a leur conception.

Le couplage mécanique entre les deux milieux s’opére dans les deux sens au
niveau de leur surface de contact : les déformations de la structure, sous 1’effet des
efforts imposes par 1’écoulement du fluide, modifient la configuration de I’interface
fluide/structure, les conditions d’écoulement du fluide en sont affectées, ce qui
induit une modification de 1’effort exercé sur la structure au niveau de 1’interface,
bouclant le cycle de I’interaction (voir Fig. I.1).
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r [ Effort impose a l'interface fluide/structure ]ﬁ

[ Déformation de la structure ] [ Ecoulement du fluide ]

h[ Mouvement de l'interface fluide/structure ] J

Fig. 1.1 : Mécanisme de couplage fluide-structure

1.2 Phénomeénes d’interaction fluide-structure

L'interaction fluide-structure est un sujet de recherche en plein essor. Les problemes
abordés dans ce domaine sont tres présents dans les applications industrielles
impliquant en méme temps deux sous domaines, fluide et structure. On s’intéresse aux
vibrations des structures solides en présence de fluides. En pratique, on est confronté a
ce genre de probléme a titre d’exemple dans les situations suivantes [12]:

e Réservoirs partiellement remplis de liquide subissant 1’effet de ballottement de
la surface libre du liquide, Réponse vibratoire des structures sous sollicitations
hydrodynamiques ;

e Ponts suspendus, gratte-ciel et cables vibrants sous I’effet du vent ;
o Le flottement des ailes d’avion, la dynamique des gonflements des airbags ;

e Dans le domaine du nucléaire, la rupture des générateurs de vapeur par
vibrations induites par I’écoulement d’eau ;

e En biomécanique, la déformation des vaisseaux sanguins sous 1’effet du rythme
cardiaque.

e Hydrodynamique navale : est un autre champ d’application essentiel. Il s’agit
de concevoir et d’optimiser des formes de coques et d’autres éléments sur
différents véhicules.

Avant ’avenement du calcul scientifique, les interactions fluides structures étaient
étudiées exclusivement de maniére expérimentale. Ces méthodes sont tres couteuses a
mettre en ceuvre en plus dans les cas de tests destructifs, plusieurs maquettes doivent
étre utilisées.

En matiere de modélisation, initialement les modéles utilisés se limitaient a de
simples modeles analytiques.
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1.3 Difféerents stratégies de couplage fluide structure

En interaction fluides structures, plusieurs stratégies de couplage sont possibles,
on peut citer [12] :

1.3.1Procédure partitionnée totalement explicite : Dans ce cas, les domaines fluides
et solides sont formulés d'une maniere indépendante et 1’échange entre les deux
solveurs des deux sous domaines est réalisé alternativement a chaque instant au niveau
des conditions aux limites. L’avantage de cette méthode réside surtout dans sa
flexibilité et la possibilité de coupler des codes de calcul déja existants. Toutefois, le
point faible de la présente méthode et ses propriétés de stabilité qui ne sont pas bonnes
cette procédure fait I’objet de notre présente étude.

1.3.2 Procédure de couplage implicite : pour cette méthode les deux sous domaines
fluides et structures sont formulés d’une maniére plus compatible et les termes de
couplage sont introduits directement dans le systeme global des équations a résoudre.
Cela permet d’améliorer la stabilité de 1’approche numérique.

1.3.3 Procédure de calcul monolithique : Cette procédure de couplage permet la
résolution de toutes les inconnues du probléme traité simultanément aux mémes
instants. La procédure numérique a de trés bonnes propriétés de stabilité et I’assurance
de la convergence est optimale.
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1.1 Introduction :

La géométrie de la Conception Assistée par Ordinateur est une branche des
Mathématiques Appliquées, des logiciels dédiés a la conception de produits
industriels, a I’innovation et a I’infographie reposent sur cette nouvelle géométrie.

L’industrie automobile, 1’industrie  aérospatiale et  récemment [D’industrie
cinématographique ont contribué a exploiter et améliorer ce type de logiciels.

La majeure partie d’entre eux repose sur les représentations des courbes et surfaces
de Bézier et leur généralisation aux B-Splines.

Le développement de ces travaux est di aux interactions entre le progres des
ordinateurs [1].

11.1.1 Modele de Bézier polynomial :

Le modéle de Bézier (proposé par ’ingénieur frangais Pierre Bézier en 1962) a eté
développé dans les bureaux d'études de Renault, il a étudié le probleme de conception
de surfaces 3D (carrosseries d’automobile,...), pour les premiers programmes de la
Conception Assistée par Ordinateur CAO, le but était de trouver un moyen pour
définir une courbe de maniere précise et simple.

Il s'agit d'un modeéle permettant de créer des formes du plan et de I'espace a partir de

points de controle [2].

11.1.2 Polyndme de BERNSTEIN:

Pierre Bézier a utilisé des polynémes d’approximation de fonctions pour la description
des courbes et des surfaces appelés polynomes de Bernstein B ,, (t).

soit n un entier positif, on défini pour i € {1, ..., n}

Bin(@®) = ()t"X (1= )" s (2.1)

n!

i'x(n—i)!

tel que: (’;) = (Bindme de NewWton) ........cccoeeeeeeereeenenennn, (2.2)

Exemplel:

Soit t € [0, 1] et n=4, pour calculer les fonctions de Bernstein N; 4:
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( 4
B0,4 - <O)t0 X (1 - t)4 - (1 - t)4
4
Bl_4=(1>t1><(1—t)3 =4xtx(1-t)3
4
3 Bz_4=(2>t2x(1—t)2=6><t2><(1—t)2
4
By, = (3>t3 X(1-t)'=4xt?x(1-1t)!
4 4 0 4
L B4‘4=<4>t X(l_t) =t
Ce qui donne graphiquement avec logiciel MATLAB
1
0.9- /
/
0.8F /A
/
0.7 // .
//
0.6 // 4
/
0.5F / i
0.4 *\\\\ P - | §
03" h i
0.2 / i }
// ’ )
0.1 —// - - - ]
[ - - T N
0 L 1 | | | | —

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure(l1.1) : courbes des fonctions de base Bernstein de degré 4
11.1.2.1 Propriétés des polyndmes de Bernstein

e Non négativité : (positivite)
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Vi € {0,...,n}etvt € [0,1]; B;,,(t) = 0.

Aux extrémités on obtient :
ent=0 Byn0) =1, Bj,(0) =0 pour tout I €{1....n}
ent=1 B,,(1)=1, Biy(1) =0 pour tout 1€{l...,n}

e Partition unité :(condition de CAUCHY)

n
Z B;,(t) = 1 pourtout t€[0,1]
i=0
e Symétrie : les polyndmes de Bernstein sont symétriques par apport a t =
1/2,

vt € [0,1]; Bin(t) =B, (1-1)

e Relation de récurrence :
Une fonction de BERNSTEIN peut s’exprimer a 1’aide des fonctions du
méme type mais de degre inférieur tel que :
B, (t) = (1 = t)By_1(t) + tBi_1 1 (2)
Pourt € [0,1].
Bon(t)=t.Bgn1(t) ; Vi €{1,2,.......... ,n-1}
Bn,n(t)zt-Bn-l,n-l(t) ’
1

e Integration: il est montré que: Vi € [0, n]; fol B;,(t)dt = —

e Extrémum: B;,(t) atteint exactement un seul maximum a t=i/n c'est-
a-dire :Max B; ,(t)=B; ,(i/n=t).

11 .2 Courbe de Bézier polynomiale (Non rationnelle) :

Une courbe de Bézier de degré 4 est caractérisée géneralement par 5 points, appelés
points de contr6le qui définissent le polygone caractéristique associé a cette courbe. Le
premier point et le dernier sont des nceuds. Les trois autres points de contrble
permettent de définir la forme de 1’arc (courbe), la courbe ne passant pas en général
par ces trois points [2].

Pour définir de maniere mathématique une courbe de Bézier de degré n associée au
polygone caractéristique (PG) défini par les points de contrdles (PO, P1......... , Pn)
dans le repere R (O, X, Y), on utilise les polyndmes de Bernstein a I’aide de 1’équation
suivante :

(O o) TN =TT (1§ T (2.3)

10
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Bi n(t) : polynéme de BERNSTEIN
Avec :

i= {123 ........ n},

t=[0 1],

t: coordonnée géométrique

X
Pi= {y} : cordonnees des points de contrle qui définissent le polygone

caracteéristique.
Pour n=3 par exemple, a 1’aide de MATLAB on retrouve la courbe représentée
sur la Figure (11-02) :

y(t)
N

Figure (11-02) : courbe de Bézier non rationnelle et son polygone caractéristique

I1.2 .1 Propriétés des courbes de Bézier polynomiales :

1. La courbe ne dépend pas de I’origine, mais uniquement des points de
controle.

11
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2. La courbe passe par le premier et le dernier pole (voir la figure 11-2) :
C(t=0)=Py; C(t=1)=P;.

3. La courbe est tangente au polygone au premier et dernier pole (voir la
figure 11-2) :
C’(0)=n. (P1-Py) et C’(1)=n. (Pp-Py.1).

4. Propriété du barycentre :

Vvt € [0,1]; C(t) est le baryventre des points P;.

5. Continuité : la courbe est C" fois continue.

6. La courbe est toujours au-dedans du polygone convexe formé par les
poles.

11.3. Surface de Bézier non rationnelle :
Définition : La surface de Bézier est une extension directe de la courbe de
Bézier non rationnelle.

La surface de BEZIER est le produit cartésien de deux familles de courbes d
BEZIER suivant deux directions avec deux parameétres descripteurs u et v.

On définie la surface de Bézier par :

e

S(UV)= Xy 2 Bin(W)Bjm(V)-Pijucciscss (2.4)

Bin(u), Bj,n(v) . Les polyndmes de Bernstein avec (u,v)€ [0 1].[0 1];

Pi; -Les poles du reéseau caractéristique (les points de controles) avec :
e 0<i<n

e 0<5j<m

L’expression précédente (2.4) peut s’écrire sous forme matricielle comme suit :

P00 -+ PO,m

BO,m(v)]

Pn,0 - Pn,ml |Bm,m(v)
Avecu€[0 1] etv € [0 1];

La figure suivante montre une surface de Bézier non rationnelle:

12
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50
40
30
N
20 A/
470
s \
10 (A \
DAY ‘&‘\SQ\\
sy X
0 S

Figure (11-3) : Surface de Bézier non rationnelle

11.3.1Propriétés des surfaces de Bézier
e non négativité :B;j,(u) et Bjm(v) =0 Vij u v,
e partition unité YLy X% Bin(U).Bjm(v)=1Vuetv;

e enveloppe convexe : la surface S(u, v) est contenue dans 1’enveloppe convexe
des points de contréle,

e lasurface passe par les quatre points extrémes (interpolation),

13
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I11.4 Modele de Bézier rationnel :

Bien que pratiques et intuitives, les courbes de Beézier soufrent de nombreux
problémes. Le plus important est qu'elles ne permettent pas de tracer des courbes aussi
simples que des arcs de cercles, car il n'‘existe pas de courbe paramétrée polynomiale
qui décrit un arc de cercle.

Pour décrire trés exactement des courbes comme les arcs des cercles, il faut des
degrés de liberté supplémentaires.

L’idée est d’ajouter des poids aux points de controle(Wi), Les modeles géométriques
rationnels font appel aux concepts des cordonnées homogenes.

11.4.1 Cordonnées homogenes :
Le concept est d’exprimer des points de I’espace R" (dimension n) dans un espace R™*
(dimension n-1).

Soit P un point de coordonnées (x, y, w) de R", sa projection est obtenue comme suit:

Soit H:R® — R?

X X/W
w Y/ W
La division des deux premiéres composantes par la troisieme, représente

géométriquement une projection conique de sommet de I’origine R®, sur le plan w=1.

L’emploi des coordonnées homogenes en CAO offre la possibilité de combiner
toutes les transformations géométriques courantes (translation, symétrie, rotation,...).

14
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WA )
AN !
/
1
1
1 A//WI {
I, :
4 1
[ R — [}
X/w P2 |
< '
[}
|
: y Y
) t ——>
| s
1 /
1 ’
v
[ e
Ny
X Y

Figure (11-4) : Hlustration de la transformation homogéne entre R3 et R2
11.4.2 Courbes de Bezier rationnelles:
Pour les pbéles (po,ps,. ..pn ) Chargés respectivement par les poids (wWo,wy,..,W,), la

courbe de Bézier rationnelle est définie par 1’équation:

Z?ZOWL"Bi,n (t).P; .
nowiB (t) Sin (t).PL,tEO0 1] ., (2.7)

C(t) =

Si,n(t): Z?:O Wi'Bi,n (t)

P; : Péles du polygone caractéristique.
S; n (£): Polynomes de Bernstein rationnels

B; ,(t) : Polyndmes de Bernstein
Wi;: Les poids associés aux poles de polygone caracteéristique avec w;>0.

Exemple : courbe de Bézier rationnelle n=3 obtenue avec les points de

contréle : by(0,2), b1(1,3), b,(7,4), b3(8,1) et vecteur des poids w=[11 1 1].

15
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3.5 =

15

0 1 2 3 4 5 6 7 8
x(t)

Figure (11-5):Courbe de Bézier rationnelle avec w;=[111 1] .

11.4.2.1 : Propriétés des courbes de Bézier rationnelles :

La courbe de Bézier rationnelle présente deux autres propriétes par rapport au modele
de Bézier non rationnel.

1-La premiére propriété c’est I’invariance projective : si on veut transformer
une courbe de Bézier rationnelle par une transformation projective, on a qu’a
agir sur le polygone de controle en écrivant les poids (wi) en coordonné
homogeéne.

2-La deuxiéme est la précision linéaire.

11.4.2.2 Influence des poids (wi) sur la courbe de Bézier rationnelle :
Les poids Wi sont des parametres de controle supplémentaires, aussi offrent une
souplesse et une efficacité dans le contr6le de forme de la courbe

e Sion augmente les poids W2 et W3, la courbe se rapproche des points (P2 et Ps)
associés comme le montre la figure (11-6).

e Si W2<0, la courbe s’éloigne du point (Pi) associé
comme le montre la figure (11-7).

16
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10

9
W2=50 /
8 >/

IEE=TVAN

A
4 / )/ w3a=1
/ — [

-

Y(t)

0 5 10 15
X(®)

Figure (11-6) : Influence d’une augmentation d’un poids sur la forme de la courbe

= sl —
= 3
=
2
W2=0
1
0
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
X(t)

Figure (11-7) : Influence du changement de signe d’un poids sur la forme de la courbe
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11.5. Surfaces de Bézier rationnelles
les surfaces rationnelles sont le produit cartésien de deux familles de courbes
rationnelles suivant deux directions u et v.

La surface de Bézier rationnelle se construit d’une maniére analogue a celle de Bézier
non rationnelle (polynémiale) en utilisant la formulation suivante :

S(u V)_ ?=0 Z;n=0 Wi 'Bi,n (W) Bj,m (v)-Pi,j
) :l=0 Z;n=0 Wi,j Bln (u) B]‘m (v)

S (U, V) =Xy X0 Gin(U) G jm(V) P, Jo (2.10)

P i j:les points de controles avec :0 <i <net 0<j <m.

Bin(u)etB;j m(v) Les polyndmes de Bernstein avec : u*ve [0,1]%

5
4
3
S
2
1 0]
i
i
0 il
3

10

Y(t) X(t)

Figure (11-8) : surface de Bézier rationnelle

18
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11.6. Modeéle B-Spline non rationnel :

11.6.1 Introduction :
Les fonctions B-spline permettent de décrire des courbes et des surfaces polynomiales

par morceaux qui Vérifient une continuité paramétrique a un certain ordre. A la
différence des représentations étudiées précédemment, une representation B-spline
concerne donc I'ensemble d'une courbe ou d'une surface et non plus un seul segment
de courbe ou carreau de surface.

La définition de courbes polynomiales par morceau (B-spline) permet de répondre aux
insuffisances du modele de Bézier, car elle offre une grande flexibilité et une grande
précision. Les B-splines (basis spline) ont été proposées par De Boor (1972) et
utilisées pour la premiere fois par Riesenfeld dans des applications CAO en 1973.

Les courbes B-spline sont définies a partir d’'une combinaison linéaire des fonctions
polynomiales (fonctions de base) [3].

11.6.2 Neeud et vecteur nodal :

Le vecteur nodal est une suite de valeurs m+1, telle que cette suite soit croissante
(€ i1 <) Ces valeurs sont appelées neeuds et 1’élément {&, &4, ..., &, } est appelé un
vecteur nceud.

Il existe deux types de vecteurs nodaux :

e Vecteur non uniforme: si I’espacement entre ses nceuds n’est pas régulier€
=Z=[00012333].
e Vecteur uniforme : si I’espacement entre ses nceuds est régulier 2= [01 2 3 4
567].
11.6.3.Vecteur nodal-multiplicité :

L’ordre de multiplicité d’un nceud caractérise le nombre de fois qu’un nceud de valeur
numérique U apparait dans une méme séquence nodale Z==[001 2 3 3].

La multiplicité de 0 est égale a 2, la multiplicité de 1 est égale a 1 et la multiplicité de
2 est égale a 3.

11.6.4.Les fonctions de base B-Spline :

Les fonctions de base son definies par récurrence suivant la formule :

§ =i Si+m+1 —§
Nim (§) = 5 Nim-1(§) + 7————F Ny1m-1(5) (2.11)
€i+m fi €i+m+1 fi
Pour I’ordre m=0 :
, _[1 SUS <& < &)
Npp@={" 5> (2.12)
Pour m=1, 2, 3, .. ., n elles sont définies par la formule récursive de Cox-De Boor.

On convient, dans cette définition, que si le numérateur et le dénominateur sont nuls

19
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: i A r o rex .0
Ou le dénominateur est nul en présence des nceuds répétés, alors par convention 5:0
etaussi quand &, 11 = &40 = %: 0.

1O ] | N1

. . . . .
Nz 0 N2,
nst i o5t
0 . . . 0 . .
[ N3O 1 i M3,
0&F B 0sr
0 . . . 0 . .

N1 .2

Figure (11-9) : fonctions de base d’ordre 0,1¢t 2 pour le vecteur uniforme Z=[012 3
45 6].
11.6.4.1 Différents types de fonctions de base B-Splines
11.6.4.1.1 B-spline uniforme :
On appelle B-spline uniforme que leur courbe construite a 1’aide d’un vecteur nodal ou
I’intervalle entre deux nceuds est constant et m=2 suivant exemple ci dessous :

U.T 1 T T T T T T T T

0.6 .

051 -

04} .

0.3 .

02 .

L 1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
Figure (11-10) : courbes des fonctions de base B-spline d’ordre 2 uniformes

20
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11.6

.4.1.2 B-spline non uniforme :

On appelle B-spline non uniforme les fonctions de base et leurs courbes construites a
I’aide d’un vecteur nodal ou Il’intervalle entre deux nceuds successifs n’est pas
constant.

Exe

mple : le vecteur nccud 2=[00012344555]

NE, 2

N7 2 B2
N32 N, 2

08+ —

N2 2 N5 2

N7 2

0.2+ —

u]
[u] 1 2 3 4.4 =1

Figure (11-11) : courbes des fonctions de base B-spline d’ordre 2 non uniformes

11.6.4.1.3 Propriétés des fonctions de base

La base constitue une partition unité : V&, 37 N; ,, (§) = 1.

La non négativite : N;,,(§) = 0 quand i=1,2 ,3....n Cela implique que tous les
éléments de la matrice de masse seront positifs.

Chaque intervalle [¢;, &;,1] définit un arc de courbe délimité par les points P(&;)

et P(&i41)-

La fonction N; ,,, (§) s’annule en dehors de I’intervalle [§;, ;1] Ce qu’on appelle
support local.
Dérivabilité et continuité :

Si dans D’intervalle [&;,¢&;,4] tous les noeuds sont de multiplicite 1, la fonction
N; m (&) est continliment dérivable jusqu’a ’ordre m-1 .par contre s’il existe un
nceud §; de multiplicité p dans cet intervalle, N;,, (§) est m-p fois continiment
dérivable en ce nceud ¢; .

e Le vecteur des nceuds influe principalement sur les propriétés de continuité et

de dérivabilité.
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11.6.4.2.1 Courbes B-spline non rationnelles uniformes :

Une courbe B-spline non rationnelle de degré m et de séquence nodale ¢ est définie

par I’

expression :

C(8) =X Ny (EPy oo (2-13)

Avec :

Pi: les pbles du polygone de controle

N; (&) ou N, (t) : Fonctions de base de degré m
Exemple : pour m=2 la courbe B-spline est de degré 2

5

4.5

4

0 1 2 3 4 5 6
X(©)

Figure (11.12): courbe B-spline non rationnelle uniforme

11.6.4.2.2 Propriétés des courbes B-spline non rationnelles :

Enveloppe convexe : la courbe est contenue dans une enveloppe convexe des
poles.

Controle local : le déplacement d’un pole engendre une déformation locale de
la courbe.

Invariance affine : une transformation affine est appliquée a la courbe si elle est
appliquée au polygone caractéristique.

La courbe B-spline non rationnelle coincide avec son polygone caractéristique
au premier et au dernier point de controle.

La courbe B-spline et p fois continument dérivable (p=m-k).

La multiplicité (m+1) des nceuds extrémes engendre des conditions aux
extrémites de la courbe : C(0)=Py, C(1)=P ,
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P1-P PO(Pn—Pn—1)

(l_fp—m—l) .

2, C(1)=

C’(0)="
fm+1
En plus de ces propriétés on trouve une propriété de diminution de variation, cette
propriété est particuliere en comparaison avec le comportement d’une courbe
représenté par les polynémes standards de Lagrange.
On prend I’exemple suivant illustré sur la figure (11-13).

On voit que I’ordre augmente et I’amplitude des oscillations augmente aussi, par
rapport a I’interpolation de lagrange les B-Spline se comportent tres différemment.
Cette propriété mene les B-spline a avoir une trés grande utilité dans I’analyse sur
I’intervalle [0 1] [4],

]
Lad
b= F
=
o
]
o

(a) (b)
Figure (11.13) : a)-interpolation de Lagrange b)- interpolation B-spline

11.6.5.Surfaces B-Spline non rationnelles :

Une surface B-spline non rationnelle est une extension directe de la courbe B-spline
non rationnelle.

Une surface B-spline non rationnelle de degré (p, q) est définie par :

S(Em) = z z Ny EON, g (DPyy oo oo (2.14)

i=0 j=0
Nous définissons N; ,(&) et N 4(r7) comme fonctions de base B-Spline, et des

vecteurs nodaux == {&o, &1, . . ..& neps1} €t H={Mo, M2, . . .1 meqe1}-
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AVEC : UX VE [&0;E nepral X[ Mo N megea]

40
30
il
. ) ///I' 0::“\\\
° y / GO\
. ARSI
0
10

10

YO X()

Figure (11 -14) : surface B-Spline non rationnelle
11.6.5.1.Propriétés de la surface B-Spline non rationnelle :

e non négativité : N; ,(ON; ,(m)=0V} j &, 1

e partition unité : i, Y7Ly N, (N, ;(m=1V et n

e enveloppe convexe : la surface S(é,7n) est contenue dans I’enveloppe convexe
des points de contréle.

e Invariance affine : une transformation affine est appliquee a la surface si elle est
appliquée aux poles.

e Modification locale : si on change les cordonnées d’un point Pi,j Seulement le
Rectangle /& i; & ivpra]l X[ 1 51 jiq+1/ QUi Sera modifiee.

11.8.Modeéle B-Spline rationnel NURBS :
Les NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) correspondent & une géneralisation des
B-Splines car ces fonctions sont définies avec des points en cordonnées homogénes

Il existe un certain nombre de types de courbes et de surfaces importantes qui ne
peuvent pas étre représentées précisément a 1’aide de polynémes, par exemple:
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e Les coniques (cercles, ellipses, hyperboles, cones),

e Les spheéres et les surfaces de révolution,
On sait cependant que les coniques peuvent étre représentées a 1’aide de fonctions
rationnelles.
11.7.1 Fonctions de base NURBS
Les fonctions de base B-Spline rationnelle (NURBS) sont définies par la formule
mathématique suivante:

Nim (Ow;
R, (§) = == e een eee eee ee v eeneen een e e o (2.15)
o i=1 Nim (§)w;
Avec :
Nim(€) :fonctions de base B-spline et Wi :les poids.

11.7.1.1 Propriétés des fonctions de bases NURBS

Les propriétés suivantes peuvent étre déduites de la définition des fonctions
1. Non négativité: R; ,,(£)=0V i, meté€[0 1]

2. Partition de I"unité : X7 R; ,, (§) = 1 V E€[Gmin, Cmaxl

3. SIWi=W,=...... =W,, les NURBS deviennent les B-spline

4. Les courbes NURBS sont invariantes sous une transformation affine, incluant la
projection (projeter les points de contr6le ou la courbe est équivalent).

5. Dérivabilité : toutes les dérivées des fonctions R; ,, (&) existent, pour un nceud de
multiplicité k elles sont (m-k) fois continument dérivables.

11.7.2 Courbe B-Spline Rationnelle (NURBS)

Le modele B-spline rationnelle non uniforme ou Non Uniforme B-spline (NURBS) est
actuellement une des formes mathématique les plus générales employée au sein des
modeleurs géométrique.

Soit Z un vecteur nceud, soit P un polygone de contréle dans R" et W des poids
attachés a chaque point de contrdle Pi. On suppose que les poids ne sont pas tous nuls.
La courbe B-Spline rationnelle (NURBS) de degré m associee est :

C(&) = Xy Rim (E)Pr oo (2.16)

- _ Ni,m w;
Avec : Ri,m (6) - m

m : est le degré des fonctions.

les fonctions NURBS
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Pi: Les points de controle.
W; : sont des poids associés aux poles.

[i]

NoowWw ok

-

: S T S 5

Figure (11.15) : Courbe Non Uniform rational -Spline (NURBS)

11.7.2.1 Propriétés géometriques des courbes NURBS

1. Les courbes NURBS peuvent représenter exactement toutes les formes coniques
usuelles de conception.

2. L’influence de la variation des poids Wisur les pbles Piest analogue a celle de
Bézier rationnelle sauf que la variation dans le cas des NURBS est locale.

3. Invariance projective : contrairement aux courbes B-Spline I’image d’une courbe
NURBS par une projection est la courbe NURBS passant par la projection des points
(Les poids doivent étre recalculés en fonction de la matrice de projection).

4. Invariance affine : la transformée affine d’une courbe NURBS est la courbe passant
par la transformée des points de contréle.

5. Dérivation et continuiteé : pour tout ¢ qui n’est pas une valeur nodale, C({) est
infiniment dérivable, si { est égale a une valeur nodale de multiplicité k alors

C(¢) est (m-k) fois dérivable (C({) n’est pas nécessairement continue).

11.7.2.2 Dérivées des fonctions de bases NURBS

Premiere dérivée des fonctions de base NURBS :

W(t) = 11'1=1 Ni,p (t)Wi, ..................................................... (217)
d _ WON'im@O-W @ON;m(§)
ERi,m ) =w; WOONE s (2.18)
Avec .
W (t) = ?le i,p (t)Wl et t:f
d —_7P __r N
d—le-,m &= F—— N pm—1(&) ot Nig1m-108) o, (2.19)
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La relation (2.19) peut étre généralisée pour les dérivées d’ordre k-éme des fonctions
de base B-spline

k p k-1 p k-1
—5Nim (&) = (Gr=z Nim-1(§)) — Gz Nis1m-1(6)).
dkg _l'm im —fi_ dk-1g om or e ,€i+m%e—,fi_+1 ,dk tgmm
a)- fonctions de base B-Spline avec la 1" dériveé et 2°dériveé
1 T T T T T T T
0el -
06l i
04l 4
na2f i
U 21 02 o 04 05 a5 o7 0.6 15 1
10 T T T T T T T T T
- 57 -
premiéres
dérivées 0
,5_ —
40 \ 1 1 \ L 1 \ 1 1
0 01 02 0.3 0.4 05 06 o7 08 09 ]
100 T T T T T T T T T
s =
secondes
dérivées 0
a0k -
40 1 1 \ 1 L 1 \ 1 1
] 0.1 0.2 03 0.4 05 06 o7 0.8 09 ]

b)- fonctions de base NURBS avec la 1%dériveé et 2°™dériveé

1 T T T T T T T T T

0.5 —
. . . :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
20 T T T T T T T T T
10| .
0
Nl \)OC?
-20 ' ' ' ' ' ' ' ' '
01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
400 T T T T T T T T T
200
Uﬁﬁé /\T&J
200} -
-400 ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure (11.16) : 1* et 2°™ dérivées des fonctions de bases B-Spline et NURBS
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11.8. Surfaces rationnelles NURBS
Comme pour les surfaces polynomiales, la surface NURBS est donnée par le produit
tensoriel, une surface NURBS de degré (p, q) est définie par

Yic0Xj=oNip(©Njqmw;;P;;
Yie 02 osz(f)N]q(n)WU

S(&,n) = B0 < (E,17) < Loovorooooeererereeeeeeeeeeee (2.20)

On pose: S(§, 1) =Xi=o Xj=o Tij (§,m) Py

T;;(§,m) : Fonctions de base NURBS
wij: les poids associés aux points de controle

Pi; : points de controle a deux direction

Exemple :

./’)’

11
M i :‘::t%“
"-' m * m

Figure (11.17) : surface NURBS de degré 2
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11.8.1 Propriété des surfaces NURBS

La continuité des fonctions et le support local qui découlent directement du vecteur
nodal, exactement comme avant. La base constitue toujours une partition de I'unité et
elle est positive en tout point.

Les poids jouent un rdle important dans la définition de la base, mais ils ne sont
associés a aucune interprétation géometrique explicite dans ce cadre, et nous sommes
libres de choisir les points de contrble indéependamment de leur poids associés, ainsi,
les B-Splines ne sont qu’un cas particulier de NURBS.

11.9 Modélisation et construction des surfaces particuliéres par les NURBS
11.9.1 Construction d’une surface réglée

Une surface est réglée si et seulement si est engendrée a partir d’une droite appelée
« regle » glissant le long de deux courbes, elle est donnée par la relation suivant :

p 2
SEM =D ) Rip(©)-Ra(n)-Py 221y

i=1j=1

Tel que : R;,, (£) et R; ; sont des fonctions de base NURBS

Y()

15

Z(t) 0 X(t)

Figure(11.18) : surface réglée NURBS
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11.9.2 Construction d’une surface d’extrusion

Une surface d’extrusion est générée par une courbe généralement plane glissant le long
d’une trajectoire rectiligne ou non, la courbe initiale reste parallele a elle-méme
(translation pure), I’extrusion d’une surface cylindrique se fait par la translation d’une
esquisse génératrice qui est un cercle

Etant donné un vecteur d de longueur unité et C($) = X' R; ,, (§)P; estune
courbe NURBS de degré m, La surface d’extrusion S ({,n) est obtenue par translation

de la courbe C(&) le long du vecteur d.
La surface d’extrusion est obtenue par la formule suivante

n 2
S¢&n) = zzRi,p (5)-Rj,1(n)-Pij (2.22)
i=1j=1
a)Construction d’un cercle :

soit P {(4,2) ;(4,0) ;(2,0) ;(0,0) ;(0,2) ;(0,4) ;(2,4) ;(4,4) ;(4,2)} le réseau caractéristique
et w{l 1V2 1 12 1 1N2 1 1W2 1}

Figure (11.19): Construction d’un cercle avec les NURBS
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11.9.3 Construction d’une surface de révolution

Une surface de révolution est une surface possédant un axe de symétrie, pour
modéliser ce genre d’objets la figure suivante montre le principe

Figure (11.22) : définition d’une surface de révolution

L’une des méthodes pour la construction d’une surface de révolution de type NURBS.
La surface est donnée par 1’équation :

SEN) =X T Ri2(©) Ry (1) Pyj o (2.23)

Ri. et R;, sont des fonctions de base NURBS d’ordres respectifs 2 et n. Afin d’assurer
la révolution circulaire, on peut choisir les poids de la base quadratique R;,, comme

suit: w; = {1?1? 1,‘2—?1,?, 1}. et son vecteur nodal :
E=1{0,0,07,7,5,5,2,2,1,1,1)

4°4°47474 4
L’exemple suivant illustre une surface de révolution autour de I’axe passant par le

point B(3, 2, 0) et paralléle a I’axe0z.
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10

Figure (11.23) Surface de révolution autour de I'axe passant par B et paralléle a 0z et
son réseaux caractéristique.
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11.10 Raffinement

L’un des plus intéressant aspects des B-Spline est la multitude de voies a travers
lesquelles la base peut étre enrichie tout en gardant intact la géométrie en question et
ses parameétres h, p et k raffinement [4].Ces technique sont présentés ici afin de les
utiliser dans le chapitre suivant qui traite des eéléments finis isogéomitrique qui utilise
ces techniques.

11.10.1 h-raffinement [4]

L'analyse iso géométrique est basé sur l'insertion de nceud. Des nceuds peuvent étre
insérés sans changer la géométrie de la courbe, étant donné un vecteur nodal E =
{€1,€2 s Snapr1 b on introduit le nouveau vecteur nodal
E={& =88 . &ntmapt1 = Ensps1), tel que Ec E. La nouvelle base est
construite a partir de (2.10) et (2,11), maintenant, en appliquant le nouveau vecteur
nodal Z, Les points de contrdle,P = {p;,p;, ..., P}, sont construits par une
combinaison linéaire des points de contréle originaux, P = {p;,p,, ..., 0,}", sont
obtenue par:

E:ﬂi PlA(L- Bi) Pttt (2.24)
1 1<i<k-p
Ou{(t—t)/(tiss —t)  Si{ k=DH+1SI<K oo, (2.25)
0 k+1<i<n+p+2

Les valeurs nodales déja présentes dans le vecteur peuvent étre répétées a travers cette
voie, leur multiplicité est ainsi élevée, mais dans ce cas 1a, leur continuité serait
réduite. Cependant, la continuité des courbes est préservee en choisissant des points de
contréle.

Un exemple d’insertion de nceuds pour un simple élément quadratique (d’ordre 2) est
présenté dans la figure (11.24) le vecteur nodal de la courbe d’origine est = =
{0,0,0,1,1,1}. les points de contr6le, maillage et fonctions de base de la courbe
d’origine sont présentés a gauche. Un nouveau nceud inséré & = 0.5
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==10,0,0,1,1,1} 2=10,0,0,.5,1,1,1}

0.8r

0.6r

0.4r

0.2r

0
0 1 0 1

Courbe d’origine et points de contréle.  Courbe raffinée et points de controle.

1F 1+
0.8- 08
0.6; 0.6¢
04r 0.4r
02 02t
0 0
0 1 0 1
Maillage d’origine : un élément. Maillage raffiné : deux éléments.
1 1
08 058
0.6r 0.6k
04r 0.4r
02r 0.2
0
% 1 0 1
Fonctions de base d’origine. Nouvelles fonctions de base.

Figure (11.24) le concept de raffinement par insertion de nceud (h-raffinement)
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==1{0.0,0,0,1,1.2,2,
3,3.4,4,4.5.5,5.5}

N,

Courbe et points de contrdle d’origine. Courbe et points de controle raffinés.
Figure (11-25) Un exemple illustrant le concept de h-raffinement

11.10.2 k-raffinement [4]

k-raffinement : ordre élevée et une continuité élevée.
Si on insert une valeur de nceud € entre deux nceuds dans la courbe d’ordre m, les

fonctions de base auront un nombre de m-1 dérivées continues au nceudé, et si nous
¢levons I’ordre des fonctions de base a ¢ la multiplicité de chaque nceud augmente

y compris celui inséré et le nombre de deérivées continues ne changent pas
(discontinuité a la n"®™ dérivée).

Mais si on commence par une ¢lévation d’ordre des fonctions de base a g, ensuite on
insert la valeur du nceud § cette fois-ci les fonctions de base auront g-1 derivées

continues au neeud & , ce procédé est appelé k-raffinement.

Le concept du k-raffinement est tres important parce que I'analyse 1so géométrique est
fondamentalement une approche évoluée. Dans le p-raffinement traditionnel il y a une
non homogénéité dans la structure di a la différence des fonctions de base liées a la
surface, au sommet, et aux nceuds intérieurs. En outre, la continuité C° maintenue
pendant le processus de raffinement implique une multiplication dans le nombre de
neeuds. Dans le k-raffinement, il y a une homogénéité de la structure et la croissance
du nombre de variables de contrdles est limitée.

Un exemple de k-raffinement et une comparaison avec le traditionnel p-raffinement est
donné dans la figure (11-26), cet exemple montre que le k-raffinement produit peu de
fonctions et d’une continuité plus ¢élevée, ainsi peu de variables de contrdle ou degrés
de liberté. En commencant avec p+1 fonctions de base, insérant n-(p+1) nceuds (cela
afin d’obtenir n fonctions de base), suivi d’une élévation d’ordre jusqu’a r, nous
obtenons (r+1) n-rp fonctions de base de continuité C**.

En utilisant le k-raffinement et commencant avec p+1fonctions, appliquant un ordre
d’élévation r, suivi d’insertion de n-(p+1) nceuds, nous obtenons n-+r fonctions de base
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de continuité C™"*. 1l est clair que le k-raffinement produit moins d’inconnues que le
p-raffinement, et cela pour un méme maillage et un méme ordre d’approximation.

Dans la méthode du k-raffinement pour un maillage fixe, des nceuds sont ajoutés
aux valeurs limites, croissant leur multiplicité, sans des nceuds intérieurs ajoutés.

1
0.8
0.6
04}
02
[1]
(a) 0 1
Deux fonctions de bases de C°avec =2={0,0,1,1}etp=1
1
o= | y d
o.a | ___.-"'-
o.=2 | r
o2 | .
i
LI | I =% 1
(b) )
Insertion de nceud § =1/3,2/3 avec =={0, 0,1/3,2/3 |1, 1}et p=1
| | "
|'. l'l.
o = B 'Il l"

e - __-"l. "..'.-

=2

o= B

L. ]
LI | R [ |

Elévation d’ordre p=1 a p=2 et EZ{O,O,O,1/3,1/é,2/3,2/3,1, 1,1}

Pour p-raffinement : sept fonctions de base quadratique deC°
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Elévation d’ordre p=1 a p=2 et = {0,0,0,1, 1,1}

(©)

o_=
=
L

o_=

L]
L] 1.57= 2= |

Insertion de nceud E =1/3,2/13 avec E={0,0,0,1/3,2/3,1,1,1}et p=2
Pour k-raffinement cing fonctions de base quadratique de C*

Figure (11-26) Le concept d’¢élévation k-raffinement
11.10.3 P-raffinement [4]

Le p-raffinement est 1’élévation d'ordre, I'ordre du polyndme des fonctions de base
peut étre augmenté sans changer la courbe paramétrique. Noter que chaque valeur
unique de nceud dans E doit étre répétée afin de préserver des discontinuités dans la
n-éme dérivée de la courbe. Le nombre de nouveaux points de controle depend des
multiplicités des nceuds existants. Comme l'insertion de nceud, I'espace parcouru par
la base élevée contient I'espace parcouru par la base originale, ainsi on peut
augmenter 1’ordre sans changer la géométrie de la courbe B-spline. La figure
suivante montre un exemple de p-raffinement.
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Iy .
081 08}
0.6 06l
04} o4l
0.2 02¢
% 1 % 1

a)courbe originale avec £={0,0,0,1,1,1}  b)courbe raffinée avec2={0,0,0,0,1,1,1,1}

1 1 i
.-":f
ngt 0BT
.-"
0.6} 0.67
0.4f 0.4r Vs
0.2 0.2 4
0 ___
D.D. 1 0 |
c)Fonction de base originale a)nouvelle fonction de base

Figure (11-27) Le concept d’élévation p-raffinement
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I11.1 Rappel sur la méthode des éléments finis:

111 .1.1 Introduction :

La méthode des éléments finis (MEF) ou analyse aux éléments finis (AEF), permet de
fragmenter un probléme continu complexe en une multitude de cellules simples dont le
comportement physique est connu par des lois élémentaires. Elle permet de résoudre
numériquement des équations aux dérivées partielles et donc représenter la physique
de plusieurs phénomenes [5].

La méthode des éléments finis a connu plusieurs développements depuis son
apparition en 1956, plus exactement apres les publications de Turner, Clough, Martin
et Topp qui ont introduit le concept d’¢lément fini et le travail de Argyris, et Kesly qui
systématisa 1’utilisation de la notion d’énergie dans I’analyse des structures.

Dés 1960 cette méthode subit un développement rapide dans plusieurs directions :

la méthode des éléments finis est reconnue comme un outil général de
résolution d’équations aux dérivées particlles. Elle est donc utilisée pour
résoudre des problémes non stationnaires, non linéaires dans le domaine des
structures ainsi que dans d’autres domaines.

Une base mathématique de la méthode des éléments finis est construite a partir
de I’analyse fonctionnelle.

La méthode est reformulée, a partir des considérations énergétiques et
variationnelles, sous la forme générale de résidus pondeérés.

L'utilisation de la méthode se démocratise de par la simplicité croissante de mise
en ceuvre, la fiabilité des algorithmes et la robustesse de la méthode, il reste
néanmoins des questions essentielles auxquelles I'ingénieur devra répondre s'il
veut effectuer une analyse par éléments finis dans de bonnes conditions [6].

111.1.2 Concepts de base de la méthode des éléments finis

La procédure de résolution d’un probléme de milieu continu par eléments finis se
résume comme suit :

Le milieu continu est divisé par des lignes ou des surfaces imaginaires a un
nombre fini d’éléments.

Les éléments sont considérés comme interconnectés a un nombre discret de
points que 1’on nomme les nceuds situés sur leurs frontieres et
occasionnellement a I’intérieur des éléments.

Un ensemble de fonctions est choisi afin de définir de fagcon unique I’évolution
du phénomene étudié a I'intérieur de chaque élément et sur ses frontieres en
fonction de ses parametres nodaux.
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e La résolution du systeme complet considéré comme un assemblage de ses
éléments suit précisément les mémes étapes que celles suivies pour la
résolution des systémes discrets.

-a- -b- -C-

Figure(ll11.1.1): -a- Domaine matériel en deux dimensions. -b- Un élément
quadrilatére dans un domaine matériel. -c- Maillage partiel du domaine matériel.

Soit la figure (I11.1.1.a) représentant un domaine matériel avec des propriétés
physiques connues. On considére que le domaine est en deux dimensions et qu’un
seul champ de variable @(x,y) est a déterminer sachant que des équations
différentielles connues doivent étre verifiées a chaque point P(X,y).

Sur la figure (111.1.1.b) est représenté un élément quadrilatére entourant un sous-
domaine de taille finie de I’ensemble du domaine d’intérét. Les sommets de
I’élément de forme quadrilatére sont numérotés pour indiquer que ces points sont
des nceuds. Le nceud est un point spécifique ou la valeur du champ de variable doit
étre calculée explicitement. Les noeuds extérieurs sont situés sur les fronticres de
I’¢lément et peuvent étre utilisés pour connecter un élément a un élément voisin.
Les valeurs du champ de variable aux nceuds sont utilisées afin d’approximer les
valeurs du champ a d’autres points non nodaux par interpolation. Pour 1’élément
quadrilatere, le champ de variable a tout point de I’élément est approximé par la
relation suivante :

D (X,Y)=N1(X,y) @P+Ny(X,y) @o+N3(X,y) Ps+Na(X,Y) Do .o (3.1.1)

N1, N2, N3, N4: Sont les fonctions d’interpolation ou bien dite aussi fonctions de
forme. Dans la méthode des éléments finis, les valeurs nodales du champ de variable
sont traitées comme étant des constantes inconnues qui sont a déterminer. Les
fonctions d’interpolation sont souvent de forme polynomiale des variables
indépendantes, devant satisfaire certaines conditions. Il est important de noter que les
fonctions d’interpolation sont prédéterminées. Ces dernieres décrivent la variation du
champ de variable a I’intérieur de I’élément.
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Comme le représente la figure (111.1.1.c), chaque élément est connecté au niveau de ses
nceuds extérieurs a d’autres éléments. La méthode des éléments finis est formulée telle
qu’a chaque connexion nodale, les valeurs du champ de variable sont les mémes pour
chaque ¢€lément connecté au nceud. Donc la continuit¢ du champ de variable est
assurée aux nceuds. De ce fait, la méthode des éléments finis assure la continuité entre
les éléments, ce qui évite 1’obtention de résultats physiquement inacceptables. Par
contre, la continuité du gradient du champ de variable n’est généralement pas vérifiée
entre les éléments. Cependant, la magnitude de cette discontinuité des dérivées peut
étre utilisée afin d’augmenter la précision et d’assurer la stabilit¢ de la méthode quand
on augmente le nombre des éléments du maillage [7].

11 .1.3Procédure générale d’une analyse par éléments finis

Certaines étapes sont les mémes pour tous les problémes physiques abordés par la
méthode des éléments finis. Ces étapes sont résumées comme suit :

1) Post préprocesseur

Dans cette phase on définit :
- La géométrie du domaine d’étude.

- Le type d’¢élément a utiliser.

- Les propriétés physiques du domaine.
- Le maillage du domaine de calcul.

- Les conditions aux limites.

- Les chargements extérieurs.

2) Résolution du probleme

Durant cette phase, les codes de calcul basés sur la methode des éléments finis
assemblent les équations algébriques gouvernant le probleme en question en une forme
matricielle et calcule les valeurs inconnues du champ des variables dans le domaine
d’étude.

3) Post processeur

Dans cette phase, on procede a ’analyse et a 1’évaluation des résultats trouvés. Une
large gamme de logiciels spécialisés est disponible afin de sortir, d’imprimer et de
dessiner des résultats selectionnés. Ce qui permet de donner un jugement sur la qualité
des résultats trouvés.
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I111.1.4 Discrétisation du milieu :

111.1.4.1 Discrétisation géométrique :
La discrétisation geométrique consiste a décomposer le domaine continu en un
nombre fini de sous domaines.

Il faut donc pouvoir représenter au mieux la géométrie souvent complexe du domaine
étudié par des éléments de forme géométrique simple. Lorsque la frontiére du domaine
est complexe, une erreur de discrétisation geométrique est inévitable. Cette erreur doit
étre estimée, il faut la minimiser en modifiant la forme ou en diminuant la taille des
éléments concernés comme proposé sur la figure (111.1.2) Sur chaque élement nous
allons chercher a définir une approximation de la fonction solution [6].

a) piéce a étudier et présentant b) modifier la taille des éléments
des congés de raccordement et raffiner au niveau des courbures

-
\

c) utiliser des éléments a frontiere courbe
Figure (111.1.2) Erreur de discrétisation géometrique

111.1.5.1 Approximation nodale :

La methode des éléments finis est basée sur la construction systématique d'une
approximation u* du champ des variables u par sous-domaines. Cette approximation
est construite sur les valeurs approchées du champ aux nceuds de 1’élément considéré.
On parle plus simplement d’approximation nodale.

111.1.5.2 Définition de I’approximation nodale :

Les éléments finis utilisent une approximation nodale par sous-domaine ne faisant
intervenir que des variables nodales du domaine élémentaire De.
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VMED:  U*(M)=[N(M)JUn oo (3.1.2)

u* valeur de la fonction approchée en tout point M de I'élément et [N], la matrice
ligne des fonctions de forme de I'élément U, variables nodales relatives aux nceuds
d'interpolation de I'élément.
111.1.5.3 Construction de I'approximation nodale
L’interpolation nodale est construite a partir d’une approximation générale

VM, U*(M) =<I)(M).a ....................................................... (3.1.3)
@ est une base de fonctions connues indépendantes (en genéral une base
polynomiale) et a, est le vecteur des paramétres de 1’approximation aussi dit
parametres généralisés, I’approximation u* est identifiée a la valeur du champ de
variables u.

{Un}: U*(M) :(I)(M).{a} ....................................................... (314)
Inversons ces relations pour exprimer les parameétres généralisés {a}en fonction des
variables nodales U,

-1
{a} =[T{U,} avec [T]:[‘l’(Mi)] ..................................... (3.1.5)

En reportant ce résultat dans I'approximation, nous obtenons la matrice des fonctions
d'interpolation.
<N(M) >=< (I)(M) >[T] ........................................................ (316)

Qui satisfont la propriété suivante VIM; N;(Mj)=

Remarque :

e Un eélément de référence est un élément de forme géométrique simple
(frontiéres rectilignes, bords de longueur unité). Le passage de I'élément de
référence a I'élément réel sera réalisé par une transformation géometrique [8].

Les éléments de référence sont construits sur une base polynomiale de degrés 1 ou 2.
Le nombre de variables nodales a identifier étant égal a la dimension de la base.

Bases polynomiales completes:

1D: linéaire [1, X] — 2 variables
Quadratique [1, x, x2] — 3 variables
2D: linéaire [1, X, y] — 3 variables
Quadratique [1, X, y, X2, Xy, y2] — 6 variables
3D: lineaire [1, X, v, Z] — 4 variables

Quadratique [1, X, Y, Z, X2, Xy, Y2, Xz, 22, yZ] —10 variables
Bases polynomiales incomplétes:
2D: "bi - linéaire" [1, X, Y, xy] — 4 variables
3D: "tri - linaire" [1, X, v, Z, Xy, Xz, yz, Xyz] — 8 variables
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Deux grandes familles d'éléments sont présentées
1) Les éléments de type Lagrange

On augmente le nombre de nceuds en conservant une seule variable nodale de champ.
2) Les éléments de type Hermite

Les variables nodales concernent le champ et ses dérivées

111.1.5.4 Les éléments de type Lagrange et de type Hermite

1) Eléments a une dimension
La base des fonctions linéaires illustrée sur la figure (111.1.3.a) s’écrit avec s € [0, 1] :

NLI(S) = L1 =1-5N2(S) T L2 =S rirririrenir e (3.1.7)

Cette base est utilisée pour les éléments barres et génere une discontinuité au niveau
des champs de déformations et de contraintes au passage d’un ¢élément a son voisin.
Une base un peu plus riche, constituée de polyndmes d’ordre 2 peu aussi étre utilisée :

N1(s) = L1(2L1 — 1), N2(s) = 4L1L2, N3(s) = L2(2L2 = 1) oo........ (3.1.8)

Ces fonctions de forme sont schématisées sur la figure(111.1.3.b). Le passage a I’ordre
supérieur donne la base de la figure (111.1.3.c) ou seules N1 et N2 sont illustrées, les
deux autres fonctions N3 et N4 sont respectivement les symétriques de N1 et N2 par
rapportas =%

Nl(S) = L1/2(3L1'1)(3L1'2)

Na(s) = 9/2(L4L,(3L;-1))

N3(S) = 9/2(L1Lo(BLo-1)) oo e (3.1.9)
N4(S) = L2/2(3L2-1)(3L2-2)

L’élément associé est construit avec deux nceuds et une variable par nceud. Il est
possible, avec la méme base polynomiale, de construire un élément a deux nceuds
ayant deux variables par nceud, ¢’est un élément de type Hermite illustré sur la figure
(111.2.3.d) pour N1 et N2 : de la méme maniére que précédemment, les fonctions N3 et
N4 se trouvent par symétrie. Si nous utilisons comme variables nodales le champ et sa
dérivée premiere, nous obtenons les fonctions d’interpolation de 1’élément poutre [6].

N1(s) =1-—3s2 +2s3 N2(s) =s—2s2 +s3
N3(s) = 3s2 — 2s3 N4(s) = —s2 + s3

XU

(a) élément 3 deux nceuds : (b) élément 3 trois noeuds : (c) élément 3 quatre neeuds : (d) élément d'Hermite :
base linéaire (1, s) base quadratique (1, s, s%) base cubique (1,s,5%,5%)  deux nceuds et deux in-
connues par nceud

Figure (111.1.3) Fonctions de forme a une dimension
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111.1.5.5 Construction des fonctions d’interpolation d’un élément a deux
dimensions

111.1.5.5.1Elément triangulaires & deux dimensions

e Elément triangulaire : C'est un triangle rectangle de coté unité. Les variables
de référence sont

s€[0,1] et t €[0,1-s]

A [

0.1)93
1 2 s
©%0) 1)

Figure(l11.1.4) Elément de référence « T3 »

e Approximation linéaire

Approximation (1, s,t) — élément a 3 nceuds, triangle de type "T3".
Les fonctions d'interpolation sont :
N =1-s-t

2

Figure(l11.1.5) Fonctions d’interpolation linéaires du triangle
e Approximation quadratique : elle utilise la base (1, s, t, s, st, t*). L’¢lément
de référence est un triangle rectangle a six nceuds de type « T6 »
Posons Li=1—-s—t, Ly=s etlL;=t. Pour:
1) les trois nceuds sommet i = 1, 2, 3: les fonctions de forme s’écrivent :

Ni = L,(ZL, - 1)
2) les trois nceuds d’interfacei=1, 2, 3 :
Ni+3= 4LJ Ly —>pOU|’j * 1 k ii,j
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111.1.5.5.2 Elément rectangulaire a deux dimensions

e Eléments rectangulaires plans
L'élément de référence est un carré a quatre nceuds(Q4)
Les variables de référence sont (s, t) € [-1,1] [8].

e L’approximation bi-linéaire: Est déduite de la base polynomiale (1, s, t, st)
Les fonctions d’interpolation sont :
N1 =1/4*(1 - s)*(1 —t)
N2 =1/4*(1 + s)*(1 — t)
NN R e ) S (0 USSP (3.1.10)
N4 =1/4%(1 — s)*(1 + t)

t
-1.1) * (1,1) 4

i
|
———————— )

(-1.-1) (1,-1) l
Figure(111.1.6): Fonction d’interpolation N; du quadrangle. Les autres sont obtenues
par rotation

. - . dNi_ dNi / ; .
Et les premieres dérivées d—;; d—tl sont représentés dans le tableau ci-dessous:

an an

ds dt
o =1/4%(1- b); T =1/4%(1-s);
TE=1/4%(1- ) T2 =-1/4*(1+s);
T2 =1/4%(1+ 0); T2 =1/4%(1+s);
= —1/4+(1+1); T2 =1/4*(1-s);

Tableau (111.1) : Dérivées des fonctions de forme « Q4 »
e Approximation quadratique « Q8 » : (1,5 t, st, s? t?, s, t%)
Pour éviter d’avoir des nceuds internes, on utilise des bases polynomiales incomplétes
mais symétriques contenant tous les mondmes d’un méme degré.

I
Figure (111.1.7): EIément de Lagrange biquadratique de type « Q8 »
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Nous avons donné les fonctions d’interpolation des €léments les plus simples pour
lesquels il est possible de faire un certain nombre de calculs analytiquement
111.1.5.6 Quantités élémentaires :

Afin de présenter la démarche générale utilisée pour construire les formes matricielles
et vectorielles sur chaque élément, nous utiliserons comme point de départ la forme
intégrale du Principe des Travaux Virtuels associée a un probléme de mécanique des
structures. Cette forme intégrale est de méme type que celles pouvant étre déduites des
méthodes variationnelles et la généralisation a des probléemes de physique est donc
simple [6].

111.1.5.6.1 Matrices masse et raideur
La forme intégrale du PTV est [6] :

Vou, [ pu.6u dV=—[ G:8edV+ [ f .SudV+[ T &uds ... (3.1.11)

Sur chaque ¢élément nous utilisons 1’approximation nodale pour exprimer le champ des
déplacements u et le champ des déplacements virtuels 4. Ainsi le produit scalaire
s’écrit maintenant :

Pour chaque élément ¥'M € De

L'approximation nodale des déplacements :

{U(M)} = [N(M)J{U@} .....oooeveoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e (3.1.12)
Le champ des déformations
{e(M)} = [B(M)]{Ue} avec [B(M)]=[L]IN(M)] .ccecvvveerrrrenne. (3.1.13)

[B] : matrice d’opérateurs différentiels appliqués aux fonctions d'interpolation
Le champ des contraintes

{o(M)} = [D(M)]{e(Me)[{Ue} ....ccecvneiriiiiieicesee e (3.1.14)
D’ou le premier terme :
Jpo pUi.-8U dV ={8Ue}" [Me]{Ue} ...........cccccccccccvmmmmmrrrrrrrrrrrs (3.1.15)

Avec [Me]= fDe[N(M)]Tp [N(M)] dV matrice de masse élémentaire.
Le second terme :
J, 8 dV={[8Ue]"[Kel{Ue} ... (3.1.16)

[Ke] = fDe[B (M)]T [D][B(M)]dV matrice de raideur élémentaire

Le travail virtuel des champs de force donnés sur 1’élément :

8Tde = [ f .6UdV+[ TdSUAS ..o (3.1.17)
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STAe={SUEY {Fge} wvvoororreeiereeeeriereseeeeeree e, (3.1.18)
Avec {Fa}=[, < N(M) >T{f}dV + [, < N(M) >T{Td}dS ...... (3.1.19)

En pratique les efforts inconnus représentent les actions mécaniques extérieures a
I’élément considéré. On y trouve les efforts de liaison entre les éléments, et
éventuellement pour les €eléments de frontiere les efforts associés aux liaisons
cinématiques de la structure.

Comme nous le verrons lors de I’assemblage des €quations, les nceuds internes non
chargés sont des systéemes mécaniques en équilibre, ce qui entraine que le torseur des
actions mécaniques de tous les efforts élémentaires des éléments connectés a un méme
nceud est nul. Reportons dans la forme intégrale les résultats obtenus pour chaque
élément, nous obtenons une équation matricielle de la forme [9] :

Le PTV :V De [Mel{i,}+ [Kel{u,}={F ge}t{Fic} -eeeurnn. (3.1.20)

111.1.5.6.2Techniques de calcul au niveau élémentaire

Ce paragraphe plus technique présente quelques aspects du calcul numérique des
formes intégrales présentées précédemment. Ces calculs sont basés sur I’intégration
numérique sur des éléments de référence et I’utilisation de la transformation
géométrique pour definir les éléments réels a partir d’éléments de référence.

Transformation géométrique

Tout ¢lément réel peut étre défini comme I’image par une transformation géométrique
d’un élément parent dit de référence pour lequel les fonctions d’interpolation sont
connues. A I’image de la figure (111.1.7) la transformation géométrique définit les
coordonnées (x, y) de tout point de 1’élément réel a partir des coordonnées (S, t) du
point correspondant de 1’élément de référence soit :

D reférence -Te— D reel

(s ) (X, y)

Un méme élément de référence permettra de générer une classe d’éléments reels, a
chaque élément réel correspond une transformation géometrique différente, cette
transformation devant étre une bijection. Chaque transformation géométrique dépend
des coordonnées des nceuds géométriques de 1’élément réel. Pour les éléments les plus
simples, la transformation est identique pour chaque coordonnée, et utilise une base de
fonctions polynomiales [8].
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(x4, )
y * 3:.¥3
it
(-1,1) . (1,1}
4 I 3 Te
I
Y — —
s
1 2
(-1, -1) (1,-1)

eglé. de référence

Figure(111.1.8) : Transformation géométrique linéaire d’un carré
Exemples d’éléments de référence classiques

A ad

(a) élément linéaire (b) élément quadratique () élément cubique

Figure (111.1.9) - Transformations géométriques d’éléments a une dimension avec en
haut, I’élément réel et en bas, 1’élément référence

Eléments a deux dimensions

Pour des éléments a deux dimensions les transformations géométriques conduisent
respectivement a des frontieres linéaires, quadratiques ou cubiques. La figure (111.1.8)
donne la position des nceuds pour les classes d’¢léments triangulaires et
guadrangulaires

t

t

t t
(a) linéaires (b) quadratiques (c) cubiques

Figure (111.1.10): Transformations géométriques d'éléments a deux dimensions
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111.1.5.6.3 Matrice jacobienne - transformation des opérateurs de
dérivation

Les expressions des matrices élémentaires font apparaitre des opérateurs
différentiels appliqués aux fonctions d’interpolation. Or, en pratique, nous connaissons
les dérivées des fonctions d’interpolation par rapport aux coordonnées de 1’¢lément de
référence (s, t, u). Il faut donc exprimer les dérivées des fonctions d’interpolation par
rapport aux coordonnées réelles (x, y, z). Posons :

) ox by oz s 5
% [6s ds 85] tfsx %x
=018 9 5 =05 | i, (3.1.21)
F> ot ot ot 5 5
Su Sx Sy 9z | \3z 8z
fu fu Su

[J] est la matrice jacobienne

Pour chaque élément, cette matrice s'exprime en fonction des dérivées des
fonctions de la transformation géométrique et des coordonnées des nceuds
géométriques de I'élément réel.

La relation inverse permet alors de calculer les dérivées premieres par rapport
aux coordonnées reelles des fonctions d'interpolation.

5 5
5 5
el I ] [l (2 O (3.1.22)
5 K
oz su

111.1.5.6.4 Calcul numérique d'une intégrale
Le jacobien de la transformation géométrique permet de passer de I'intégration
d'une fonction f définie sur I'élément réel a I'intégration sur I'élément de référence [8] :

Jpo f(x,y,2) dxdydz = fDreff(s, t,u)|det]J]|dsdtdu................... (3.1.23)

111.1.5.6.5 Calcul des matrices élémentaire
Nous avons trois calculs a effectuer au niveau élémentaire (calcul des structures)

Matrice masse elémentaire: [Me]= fDrefN(e)Tp N(e) |detl]]| dv,ef ......... (3.1.24)
Matrice raideur élémentaire: [Ke]= fDrefB(s)TD B(e) |[detf]]| dv,ef ........... (3.1.25)
Force généralisée : {Fa}=1,,.. fN(s)TE{ G0 I 2 (3.1.26)
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111.1.5.6.6 Assemblage et conditions aux limites :
Les régles d'assemblage sont définies par la relation : D=Y"¢, De

Ve {6U} [Me] {U} ={6U} IMI{UF oo, (3.1.27)
Ne  {8U} [Kel {Ud={SU} [KI{UF oo (3.1.28)
Ne LU} {Fae}={OUY {Fa} immmmmrieieieriseseseerinsensennns (3.1.29)

Apres assemblage, nous obtenons la forme matricielle du principe des travaux virtuels:

M {UIHIKIU 3 ={Fa Y HFi Yoo seesseeeseeeneenen (3.1.30)

A cette étape on peut appliquer les conditions aux limites, en supprimant ligne colonne
sur la matrice globale de rigidité et de masse, la ou les degrés de liberté son supprimés
et méme sur le vecteur force, on supprime les lignes concerné et on ajoute des forces
extérieures si il y a lieu.
Cas statique :

[KI{U F={F b oo e (3.1.31)

{F}:forces généralisées
[K]:matrice de rigidité global
{U}:vecteur déplacement inconnu
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I11.2 Modélisation éléments finis iso-géomeétriques

L'analyse et l'optimisation de sensibilité de conception de forme complexe est
développée en utilisant la méthode d'analyse iso-géométrique avec des fonctions de
base de NURBS. Dans la méthode d'analyse iso-géométrique, une fonction de base
NURBS est adoptée directement dans la géométrie a réaliser, qui permet la
description exacte d'un modeéle géométrique.

La conception de forme, en utilisant les éléments finis classiques a éprouvé certains
problémes, c'est-a-dire, la frontiére des éléments finis devrait étre paramétrées pour la
variation sans heurt en utilisant un modele géométrique séparé, tel qu'un systéme
réalisé par le DAO.

En outre, le modele de conception devrait étre transformé, pour exprimer la grande
perturbation d'un domaine par éléments finis. Dans I'approche iso-géométrique, la
fonction de base NURBS qui est employée dans la représentation du modele
géomeétrique du systéme, est directement employée dans I'analyse de réponse du
systéme, et la frontiére de conception est exprimée par la méme fonction de NURBS

L'analyse iso géométrique, introduite recemment par T.J.R.Hughes, permet de faire le
lien entre le DAO (Dessin Assistée par Ordinateur) et AEF. Le nom de I'analyse iso
géométrique signifie que les mémes fonctions de base peuvent étre employées dans le
DAO et ’AEF. La figure (111.2.1) montre la relation entre DAO et AEF dans I’analyse
iso géométrique [10].

Fonctions de bases et Fonctions de forme et
points de controle des nceuds

Figure(111.2.1) Relation entre DAO et AEF dans I’analyse aux éléments finis
classique
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111.2.1 Analyse iso-géomeétrique

111.2.2 Définition
L’analyse iso geometrique est une méthode utilisant les fonctions de base NURBS, qui

servaient habituellement comme modele de représentation géometrique en dessin
assisté par ordinateur (DAO). Le principal avantage des NURBS par rapport aux
fonctions de forme polynomiales utilisées en MEF est que ces derniéres ne font
qu’approcher la géométrie d’origine, alors que les NURBS décrivent la géométrie
exacte du modele ce qui donne des résultats beaucoup plus précis, Pour une meilleure
qualité de solution, des techniques d'amélioration des résultats qui sont h-raffinement,
et P-raffinement et k-raffinement, des exemples analytiques et leurs formulations
détaillées sont donnés pour le cas bidimensionnel [4].

111.2.3 Présentation de la méthode
Dans analyse isogéométrique, la géométrie du modeéle C(&) est exprimée par une

combinaison linéaire de fonctions de base NURBS R; et de points de contrdles P, tel
que la fonction suivante:

NG DY . T3] R (3.2.1)

N:; W; N: W;
Avec R;, =—2—= P
W@ I Np@w

R;,,:Les fonctions de base NURBS

N, : fonctions de base B-Spline
W; : Les poids associés aux pbles
p : est le degré de la fonction.

Pour une géométrie bidimensionnelle on a besoin deux fonctions de bases NURBS, tel
que :

i=1 j=1
Nip, M; q : Les fonctions de base NURBS.

111.2.4 Principe des éléments finis iso géométrique :

Les éléments finis iso géométrique sont bases principalement sur les fonctions
NURBS (non uniforme rational b-spline) pour représenter la géométrie et comme
fonctions de forme. Un des avantages principaux des ces fonctions est leur continuité
qui est supérieure a celle utilisées dans les éléments finis classiques.
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La procédure du calcul des éléments finis isogéométriques est la méme que
dans les éléments finis classiques la différence est dans la fagon de représenter la
géométrie.

e Représentation de la géométrie par des fonctions NURBS.

e [L’espace inter-nodal subdivise le domaine en éléments.

e calcul des matrices élémentaires correspondant a la forme intégrale du
probléme.

e assemblage des matrices élémentaires.

e prise en compte des conditions aux limites.

e ré¢solution du systeme d’équations.

111.2.5. subdivision de domaine en éléments :

Le maillage par les NURBS est défini par le produit des vecteurs nceuds. Pour une
structure unidimensionnelle par le vecteur nodal Z, et par le produit vectoriel ZxH.
pour une structure bidimensionnelle, et 1’espace inter-nodal définit le domaine
élémentaire.

111.2.5.1. Cas unidimensionnel :

Une poutre de longueur L représentée par une simple droite, la fonction NURBS
utilisé pour générer le maillage est d’ordre 1 et de vecteur nceud :
E=[00002040608111]

L’espace entre les nceuds de vecteur = représente un ¢lément de la poutre

La figure (111.2.2) représente la poutre subdivisée en en cing eléments et la fonction
de base NURBS associée :

a N T -
J ‘/“ \‘\ /:1

o.o / / \ )

e S \ AN 4

\ / / \
o8- / N, / \ \ .
\ " / N |
orl N/ ,

/
L / / \ _

o.6 \\ // \ / ./ \

o.5 — X X b4 X —

/ N

AN . \ A

o.a / N, J AN J \ —

/ N\ / AN / N\

o.= |- ; N / " J \ |
/ \ / \ / \
/ \ / / \

o.z2 — / kS / \ / \ —

/ \\ / \ / \ /
o.a N/ W N / -
N,/ N \ /
o . W . by . ‘n . .

Figure(l11.2.2) : barre unidimensionnelle subdivisé en sous domaines et la
fonction de base associée
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111.2.5.2 Cas bidimensionnel :

Le maillage seras definis par deux fonctions de base NURBS la figure (111.2.3)
représente un maillage 2D par des fonction NURBS d’ordre 1 et de vecteurs neeuds ;

==[0001/32/3111]etH=[0001/32/3111].

- .‘"H,H !_.-"" . “ -
o "'\.. # . ~
-k -HH o .
LR S N, \"\. o
el o, 4 s
o e S, e .
- rd ™ e
- - - P

-m ", =,
L e "'\\k ."-\.\‘. o

-, i oy o e 3 W At oW o

T F Fr T T Y rr

Figure(l11.2.3) . Maillages en deux dimensions et ces fonctions de base associée

111.2.5.3. Calcul des matrices élémentaires :
111.2.5.3.1. Matrice de raideur élémentaire:

Dans 1’étape précédente on a déduit & partir du principe des travaux virtuels

que la matrice de raideur élémentaire est de la forme :

Ke= fDref B(e.n)"D B(e.n) |det{j]| dv,.,
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D : la matrice caractéristique au comportement élastique du matériau.
Pour le cas d’¢lasticité plane que nous utilisons dans notre travail

1-v) v v 0
— E v (1 - v) v 0
st e ST S P (3.2.5)
0 0 0 (1-2v)/2

B: définissant 1’opérateur des déformations linéaires dont la notation matricielle est
donnée par :

dRiz 0 dRa1 0 dRom 0
dx dR11  dx dRy1 ™ dx dRnm
B=| o dy 0 dy 0 Ay e (326)
gELl dR11 iE&l dR21 ... 9Rnm  dRynm
dy dx dy dx dy dx

La transformation entre le systeme de coordonnées physiques et les coordonnees
paramétriques des NURBS est donnée par la matrice Jacobienne qui est définie comme
suit :

5 ox %y 921/ 5
e Se S¢  be %x 5§c
6 —
w1=1% % s |=01l5 |, (3.2.7)
5 on on on 5 5
Su Sx. Sy oz | \ 3z 57
ou Su ou

[ J] est la matrice jacobienne de la transformation.
Pour le cas de deux dimensions :

8 ox %y /s s
o _ O¢ os ox _ ox
<%> =lax oy (;y)—[..]] (;y) ............................................. (3.2.8)

g on

La relation inverse permet alors de calculer les derivées premiéres par rapport
aux coordonnées réelles des fonctions d'interpolation.

(Z) —[J]* @) ............................................................................ (3.2.9)

111.2.5.3.2 Analyse isogéométrique en utilisant les NURBS (AIG)

La méthode d’analyse iso géométrique comme la méthode des éléments finis, utilise le
concept iso paramétrique. Dans [’analyse iso géométrique, c’est tous le domaine
physique qui est transformé en un domaine paramétrique, illustré par la

figure(l11.2.4) [11].
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(a) Physical domain {b) Parametric domain

Figure(l11.2.4) Transformation d’un maillage dans le domaine physique au domaine
paramétrique AIG
Remarque :

Vu la complexité analytiqgue des fonctions de base NURBS, une intégration
numérique s’impose, pour cela plusieurs méthodes peuvent étre employées, telles que
la quadrature de Simpson, la méthode du point milieu, la méthode des trapezes, et la
quadrature de gauss, cette derniére sera employée dans 1’application accompagnant ce
présent mémoire.

111.2.5.3.3. assemblage et conditions aux limites :

Cette étape consiste a assembler dans une matrice globale les termes des
matrices élémentaires, comme nous I’avons expliqué précédemment, nous obtenons la
méme forme matricielle.

Cas statique :

O (T S (3.2.10)

Et avant résolution du systéme d’équations, on doit appliquer les conditions aux
limites s’il y a lieu (encastrement, forces extérieurs,...).
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111.3 Description du domaine fluide

111.3.1 Introduction

Aprés une breve présentation de la méthode des éléments finis, nous allons souligner
les difficultés les plus importantes spécifiques de la simulation des écoulements de
fluides incompressibles par la méthode des éléments finis. La premiere difficulté est
liéce au couplage des deux champs de pression et des vitesses. En utilisant une
formulation mixte, le systeme algébrique du probleme discrétisé par la méthode de
Galerkin [7].

111.3.1.1 Méthode de Galerkin :
Dans la méthode des résidus pondérés de Galerkin, les fonctions de pondération sont

choisies identiques aux fonctions d’approximations. Cela implique que :
W,=N, i=1, n
Donc, les paramétres inconnus sont déterminés par :

[W;RdV =[N; R dV =0 =1, N e (3.3.1)

De cette facon résulte un systéme d’équations algébriques permettant d’évaluer les
parameétres inconnus.

111.3.2 Probléme de Stokes généralise et la formulation mixte en éléments finis
111.3.2.1 Formulation forte

Pour les écoulements de fluide ou les vitesses sont nettement faibles, le terme du
transport convectif de quantité de mouvement dans les équations de Navier-Stokes
peut étre négligé comparé a I’effet du transport visqueux. Ce type d’écoulement est
appelé écoulement de Stokes et on le rencontre fréquemment quand on a des fluides de
viscosité élevée. En négligeant le terme d’inertie, la formulation forte du probléme de
Stokes stationnaire en termes de vitesse et de pression s’écrit comme suit [7]:

SUVZU + VP=Fp  danS Qf oo, (3.3.2.3)
vVU=0 AaNS Qf oo (3.3.2.b)

Ou U, u, P et Fy : sont respectivement le vecteur du champ des vitesses, la viscosité
dynamique du fluide, le champ de pression et le champ de force par unité de volume.

111.3.2.1 Discrétisation en deux dimensions
Dans un systeme de coordonnées cartésiennes de deux dimensions, le systeme

d’équations (3.3.2.a) et (3.3.2.b) s’¢écrit :

60



Chapitre(III) | Eléments Finis Isogéométriques

92 0%u , 0P
THYZ T ,UW o = Fbx ................................................ (3.3.3 a)
i 9%v | 9P
TH ST W E Fby ................................................. (3.3.3.b)
ou dv
E E—O ............................................................................. (3.3.3.C)

Le systeme d’équations (3.3.3) est composé de trois equations a trois inconnues, qui
sont: u(x, y) et v(x, y) les deux composantes de vitesses ainsi que le champ de pression
P(x, y). Dans ce cas, une formulation par éléments finis inclut trois variables nodales
de la fagon suivante:

u(x, y)=Xi= N;(x, y)ui= [N]{u}
VX, Y)=XT ) N YIVIE [NV} s (3.3.4)

P(x, y)=X1—1 NP (x,y)P= [N]{P}

Ou N;(x,y)et N’ (x,y) sont respectivement les fonctions d’interpolation des deux
champs des vitesses et de la pression.

En appliquant la méthode de Galerkin au systeme (3.3.3), on trouve la forme intégrale
suivante:

Pour i=1,n

f N (=2 P Vaa=o
A ‘ ‘uaxz Mayz ax bx N

f o 62v+6P dA=0 i=1 3.3.5
@ “axz ay d0x Foy —CtELn (3:3.5)

f N (2 YV aa = o
i <6x 6y>
Ac©)

En premier lieu, on s’intéresse au terme contenant la dérivée spatiale seconde des
composantes des vitesses qu’on peut traiter par intégration par parties comme suit:

~H Jye0r N (ZZTZ"'ZZTZ)CIA ~H Jy [ax( lax)+ _( lay)] da

Ny ou | oN;ou _
il [Geee+ Siar]da i=1n (336)
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En appliquant le théoréme de Green-Gauss, on trouve que :

f [ a( au)]dA— f N(au o )dS 33.7
Ae) LOx 6y i(’)y B 5(6)“ ox 6yny (3:3.7)

OU S est la frontiére de 1’élément et (n,, n,) sont les composantes du vecteur normal
aux frontiéres. On trouve donc :

f Y GO Py f N (au Lo )ds
H no, i axz ay NO) . axnx ayny
+ j [6Ni6u+6Ni6u]dA =1 3.3.8
H 1 LOx Ox 0y 0y b= (338)

Le premier terme de la partie droite de 1’équation (3.3.8) représente un effort aux
frontieres de I’¢élément di a Deffet de cisaillement. Ce terme s’annule au niveau de
I’interface entre les éléments et ne doit étre considéré que sur les frontieres globales du
probléme étudié. Sous forme matricielle 1’équation (3.3.8) devient :

3|
Ale)

Ku’u : Une portion de matrice globale reliant la composante de vitesse suivant I’axe des

d[NITa[N] a[N]T O[N]
dx O0x * dy Ody

] dA{u} = [Kuu]{u} (3.3.9)

abscisses et ’effet de la viscosité.

De la méme fagon, on trouve pour la composante des vitesses suivant 1’axe des
ordonnées la relation suivante:

o[N1"a[N] = o[N]" a[N] _
qu(e)! % Ox + 5y 9y dA{v}—[KW]{v} (3.3.10)

KW: Une portion de matrice globale reliant la composante de vitesse v et I’effet de la
Viscosité.

Concernant le terme de gradient de pression suivant 1’axe des abscisses, on trouve la
forme matricielle suivante :

70 [NP]
L(e) V] O0x

= [Kp. ]{P} (3.3.11)

62



Chapitre(III) | Eléments Finis Isogéométriques

Et de fagon similaire on trouve suivant 1’axe des ordonnées :

d[NP]
f [v]" dA{P} = [K,, ] {P} (3.3.12)
A® dy
La contribution nodale des efforts de volume est donnée par :
o} = f [N]"Fy, dA (3.3.13.qa)
Ale)
{foy} = f( ) [N]"F,, dA (3.3.13.b)
A e

En combinant les équations (3.3.9), (3.3.10), (3.3.11), (3.3.12) et (3.3.13) résulte le
systeme d’€équations suivant:

(Ko} + [Kpo P} = {fin } (3.3.14.a)

[Kv,u]{v} + [pr]{P} = {fby} (3314 b)

Finalement, 1’équation de continuité discrétisée est exprimée sous forme matricielle
comme suit :

d[N] d[N]

fA(e) [Np]TWdA{U} + L(e) [Np]deA{U} = [Ku]{u} + [Kv]{v} (3315)

On remarque que, si les fonctions d’interpolation du champ des vitesses et de pression
sont identiques donc: [N”] = [N]
Cela implique que :

0
K= (Kl = | v Gae
o O[N]
[K,] = [K,,] = fA Iy (3347)

La forme discrétisée de 1I’équation de Stokes en formulation mixte (vitesse et pression)
peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

[Kuu ] [O] [pr] {u} {fbx }
[0]  [Ky] [Kyl||{v}| =<}y = [Ke1{6°} = {f¢} (3.3.18)
[k.] [K,] [0] JL{P} {0}

[K¢] :Représente la matrice de rigidité élémentaire. 1l est important de noter que cette
derniére n’est pas symétrique.
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Remarque : le succes de la formulation mixte dépend du choix judicieux de
I’interpolation de la pression et de la vitesse. Par ce que le gradient de pression
n’apparait pas dans la formulation faible, la condition de continuité du champ de
pression n’est pas nécessaire a ’interface entre les éléments. Par contre, elle est
impérative pour le champ des vitesses.

Pour résoudre ce type de probléme, on pensait qu’utiliser la méme interpolation
pour les vitesses et la pression avec le méme nombre de nceuds est faisable.
Cependant, des études [13] ont montré que de meilleurs résultats sont obtenus quand
les composantes de vitesses sont approximees avec un plus grand nombre de nceuds
que la pression.
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IV Application a I’interaction fluide-structure
IV.1 INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents, on a expliqué le principe et la procédure de calcul de
chacune de ces méthodes analytiques.

Ce chapitre est consacré aux applications test numériques. Les cas test de simulation
sont exécutés avec le logiciel MATLAB sur un modéle cylindrique en deux
dimensions avec une épaisseur « e» sous pression interne, en statique.

IV.2 Présentation du model structure
La structure est une conduite cylindrique déformable avec une épaisseur, et ces
caractéristiques méecaniques représentées dans le tableau ci-dessous [14].

Caractéristiques mécaniques
Module d’Young 88*10"3pa
Hauteur H=80mm
Diametres d=200mm
D=260mm

Tableau V.1 Caractéristiques mécaniques de la structure

8 T T T T T T

R=130mm

r=100mm X

1 1 1

9 10 1 12 13 14 15 16

L

-

o

Figure 1V.1 Modele a étudier « L’épaisseur du cylindre »
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IV .3 Calcul du modéle par les deux méthodes
IV .3.1 Méthode des éléments finis classiques
IV .3.1.1 Discrétisation de la géométrie

Les fonctions de formes utilisées pour la discrétisation sont celles de 1’élément
rectangulaire, celle vue dans le chapitre (I11), pour notre cas on utilise 1’élément de
Lagrange Q4 qui représente 1’ordre 1 pour le polyndme de Lagrange, et pour la raison
de symétrie on prend I’épaisseur de cylindre.

y

A
Finite Element Mesh

9 18 27 36

8 16 24

[e <]
iy
N

N

»

35

7 15 23

»
LY
[0)]

34

[Fey

6 14 22

[«)]
[4)]
N

33

[Esy
»

5 13 21

[¢3]
S
¥
w

32

[Fsy

4 12 20

D
w
NN
N

31

=)

3 11 19

@
N
N

30

[’
1Y

2 10 18

N
o
(=)

29

1 9 17

N
=
[<»]
=
D

29 »
»

o =+ =

X

Figure (1V.2) : Epaisseur de cylindre discrétisée en 24 éléments par Q4
IV.3.1.2 Calcul au niveau élémentaire

La structure élastique a symétrie cylindrique, nous utilisons le systeme de coordonnées
cylindriques(r, 6, z).

La matrice de raideur élémentaire est obtenue a partir de la forme intégrale suivante :

Ke=2m f_11 f_11 B(e.n)"D B(e.n) |detJ]| rdedn................cuuece..... (4.1)
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Pour I’¢lément Q4:

1-v) v v 0
— E . v (1 — v) v 0
(1+v)*(1-2v) v v 1-v 0
0 0 0 (1-2v)/2
B== «
4
[(n-1) o @-n) o @Q+n o (-1-n 0
N1 0 Nz 0 N3 0 N4 0

1
6 (e—1) 6 (—1-¢) 6 1+ ¢) 6 (1-29)
(e—1) (n—1) (—1—8) (1—n) 1+ &) (1+n) (1-¢) (=1—-n)

1 - * - & 0 * - € 0
N:Z*l(l n)O(l )(1— n)*(l—s)(l ¥ n)O (1 )(1 + n)*(l— 5)
(1+n)*1 + ¢ 0 (1-n)*x(1 + ¢ 0 ]
0 A+n=*=1+ ¢ 0 1-n)*1 +¢

La matrice Jacobienne pour un élément est obtenue comme suit :

X1 M

J= ((n—l) (1-n) 1+n) (—1—n)>* X2 Y2
(e=1) (1-¢) A+e) -0 ) | x3¥3

X4 Ya

Et =276 jusqu’a 46 avec un pas de 0.1"6
F=2nr*f (Pa)

Remarque :
Vue la complexité des fonctions, on a utilisé une méthode analytique qui est la
quadrature de gauss pour calculer I’intégrale.
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1V.3.1.3 Assemblage et résolution :

Apres avoir obtenu la matrice de raideur de chaque élément, on les range dans la
matrice de raideur globale, aussi on applique les conditions au limites (la structure est
encastrée dans la partie inferieur et supérieur).Apres assemblage, on procede a la
résolution.

Les valeurs des déplacements (u, v) du modele sont obtenues par la résolution de
I’équation :

[KIH{A} = {F} oo (4.2)
nceuds u (mm) v (mm) nceuds u (mm) v (mm)
1 0 0 19 0 0
2 1.848 0.851 20 1.163 -0.068
3 3.103 0.928 21 2.458 -0.127
4 3.981 0.571 22 3.371 -0.084
5 4.291 0.000 23 3.6961 0.000
6 3.981 -0.571 24 3.371 0.084
7 3.103 -0.928 25 2.458 0.127
8 1.848 -0.851 26 1.163 0.068
9 0 0 27 0 0
10 0 0 28 0 0
11 1.345 0.098 29 1.199 -0.680
12 2.723 0.225 30 2.314 -0.768
13 3.651 0.160 31 3.129 -0.477
14 3.981 0.000 32 3.423 0.000
15 3.651 -0.160 33 3.129 0.477
16 2.723 -0.225 34 2.314 0.768
17 1.345 -0.098 35 1.199 0.680
18 0 0 36 0 0

Tableau 1V.2 les valeurs finales des déplacements {d }

Dans le cas de revolution, la solution est completement axisymétrique. D’ou les
relations déformations-déplacements:

Le matériau est isotrope, les équations de Hooke peuvent se métrent sous la forme
suivante:

O =D % €, (4.4)
La déformation de notre modele pour le cas < Q4 > est représentée sur les figures ci-
dessous:

69




Chapitre(I1V) | Application a I'interaction fluide-structure

Finite Element kesh

B ul A0 b . b
T T T =4 T T

i

Figure (1V.3): Forme déformée des nceuds de modele en (2D)
Les vecteurs déplacements de notre modele dans les deux directions (XX, YY)
avec couleurs différents des déplacements Minimums jusqu'aux Maximums sont
representés sur les figures ci-dessous :

color Profile of L direction WAL

g T r . +1. 29E-001
+4.10E-001
+3.592E-001

7r . +3.73E-001

+3.54E-001
1+3.36E-001
B 7 1+3.17E-001
1+2.99E-

o e B P e )
o e T e T e P
e i g

(I T T T T
+
—
=
]
m
=
o
jury

4+1.31E-001
A | +1.12E-001
+9.33E-002
+7 4GE-002

1F . +5.60E-002
+3.73E-002
+1.87E-002
u : : : -2.39E-011
0 12

g 1 14 1B

Figure (1V.4): Déplacements suivant xx sur le modele représenté par des couleurs
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color Profile of LY direction WL
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Figure (1V.5): Déplacements suivant yy sur le modele représenté par des couleurs

IV .3.2 Méthode des éléments finis iso géométrique
IV .3.2.1.Représentation de la géométrie et discretisation

La géométrie du modele est exprimée par une combinaison linéaire de fonctions de
base NURBS R; et de points de controlesp; :

CEn) = z Nyp EM; q()Pyj o v oo o (4.5)

i=1 :1

Nip Mjq - Les fonctions de base NURBS.

Le produit de ces fonction de base nous donne I’espace paramétrique, subdivisé en
sous domaines appelés éléments de référence.

On utilise des fonctions de base d’ordre 1 et de vecteurs nceuds: Z2=[0001/32/311
1]etH=[0001/82/8 3/84/85/86/87/8111].
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Chapitre(I1V) | Application a I'interaction fluide-structure

Le premier vecteur nceud utilisé comporte trois espaces inter-nodaux et le
deuxiéme vecteur, huit espace inter-nodaux et le modele est subdivisé en 24 éléments,
comme dans le cas précédent (éléments finis classiques). La figure ci-dessous illustre
la géométrie du modele obtenue par les fonctions NURBS et 1’espace paramétrique
associé.

=}
o.a
o7 |
SN
o.a |

Figure (1V.6): Géométrie du modele obtenue par les fonctions NURBS d’ordrelet
L’espace paramétrique associé

IV .3.2.2 Calcul au niveau élémentaire :
La matrice de raideur est obtenue a partir de la forme intégrale suivante :

Ke=2m fol f01 B(e.n)"D B(e.n) |detJ]| rdedn ... ... (4.6)

Pour ’ordre 1:

1-v v v 0

- E . v (1-v) v 0

(1+v)*(1-2v) v v 1-v) 0
0 0 0 (1-2v)/2
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[(n—1) 0 (1—Tl) 0 n 0 —n 0 1
o] o) - S B 0 |
4 — - B 0
[(581) (n-n 5 (-n) © (193) (—ne)|
- % _ 0 B . .
N:l*[(l n) 0(1 3) (1_n)*(1_€) 1 On) < SRR
n#*e¢ 0 nx(l— ¢ 0 ]
0 n*e 0 nx(1— ¢

La matrice jacobienne pour un élément est obtenue comme suit :
X1 Y1
J= (n-1) (1-n) n —n \xf X2¥
(e-1) - ¢ (1-¢) X3 V3
X4 Y4
La matrice élémentaire Ke sera de dimension (8,8), huit lignes et huit colonnes, et on
utilise la quadrature de gauss comme dans le cas des éléments finis classiques pour le
calcul de I’intégrale.

IV.3.2.3 Assemblage et résolution
Apres assemblage, on procéde a la résolution. Les valeurs des déplacements (u, v) du
modéle pour I’ordre p=1 sont les mémes que celles obtenues par la méthode éléments
finis classiques.
L’équation est:

[KIH{A} = {F} oo (4.7)

D’ou les relations déformations-déplacements:

Le matériau est isotrope, les équations de Hooke peuvent se mettre sous la forme
suivante.

La déformation de notre modele pour le cas p=1 est représentée sur les figures ci-
dessous :
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Finite Element isogeometric Mesh

B L =] T b =)
T T T = o T = T T T

Figure (1V.7): Forme déformée des nceuds de modele en (2D)

IV .4 Calcul du fluide par I’une des deux méthodes

IV .4.1 Méthode des éléments finis classiques
IV .4.1.1 Discrétisation de la géométrie

Les fonctions de formes utilisées pour la discrétisation sont celles de 1’élément
rectangulaire, celles vues dans le chapitre (111), pour notre cas on utilise 1’¢1ément de
Lagrange Q4 qui représente 1’ordre 1 pour le polynome de Lagrange, et pour la raison
de symétrie de domaine fluide newtonien incompressible en formulation forte et la
viscosité dynamique pu=0.2 avec un diamétre d=200mm et h=80mm, la géométrie est
discrétisée ci dessous.
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Finite Element Mesh
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Figure (1V.8): Maillage de domaine fluide pour 80 éléments en (2D)

IV .4.1.2Calcul au niveau élémentaire
La matrice de raideur élémentaire est obtenue a partir des formes intégrales suivant :

Ky ] = ,uj(e) a[N]T o[N]  a[N]T a[N]

dx 0x dy 0y
K. ]= s 21Tj a[N]" a[N]  B[N]" B[N]
ui K 20 | Ox  Ox dy dy

rdxdy ... (4.10)

o[N]T o[N]  9[N]T a[N]
dx 0x * dy Ody

dA

[Kyu] = ML@

o[N]T a[N]  a[N]T 9[N]
[Kpu ] = u*ZnJA@ PN

Np
Ky ] = f W a[ax L aa

rdxdy ...(4.11)
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0l Np]
[K,] = 27Tf rdxdy ...(4.12)
A€
: f i,
A
0l Np]
[K,] = = 27Tf rdxdy ...(4.13)
©

Pour I’élément Q4:

1 - x(1 - 0 x(1- 0
sz*[@ n)0(1 S)(l—n)*(l—e)(1+n)0 (1 g)(1+n)*(1_8)
(1+n)=*=1+ ¢ 0 (1-n)x*(1+ ¢ ]
0 A+n)*A + ¢ 0 1-n+*1 +e¢)

La matrice Jacobienne pour un élément est obtenue comme suit :

X1 )1
1= ((n—l) (1-n) A+n) (—1—n)>* X2 Y2
(e=1) (-1-¢) A+&) (1-e) X3 V3
X4 Y4
(fx = le Fbx dxdy
! etFbx = —20,Fby = 20(Mpa) ... ... ..... ... (4. 14)

Do
kfy = f_lN Fby dxdy

Remarque :
On note qu’on a trois degrés de liberté ,2ddl pour les vitesses et 1ddl pour la pression

IV.4.1.3 Assemblage et résolution :

Apres avoir obtenu la matrice de raideur Ke(12,12) de chaque élément, on les range
dans la matrice de raideur globale. Aussi, on applique les conditions aux limites sur
les frontieres. Aprés assemblage, on procede a la résolution.

Les valeurs des déplacements (u, V) et les pressions (p) du fluide sont obtenues par la
résolution de I’équation :
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[KI{6} = {F} o (4.15)
L’écoulement de fluide subit des déformations de maillage pour le cas de Q4 est
représenté sur la figure ci-dessous :

Finite Element Mesh

v(mm)

Figure (1V.9): La déformeé de domaine fluide en (2D)

Remarque :

On remarque bien que la structure se déforme par I’écoulement de fluide dans une
conduite déformable, la variation des forces de volume de fluide subit a I’interface un
changement de forme de modele (épaisseur de cylindre).

La déformation est suivant les deux directions, car on avait exercé un chargement
variable réparti sur les deux directions x=u et y=v. En plus la hauteur reste inchangée.

IV.5 Interprétation des résultats :

Les résultats obtenus montrent bien que 1’analyse par élément finis isogéométriques
et la MEF classique sont les mémes pour 1’ordre 1.

Au milieu de modele conduite, les nceuds (5, 14, 23, 32) qui ont des grands
déplacements ou bien les plus sollicités par 1’écoulement du fluide, aussi il ya une
symeétrie sur la répartition des couleurs sur le modele dans les deux directions.

77



Chapitre(I1V) | Application a I'interaction fluide-structure

La méthode d’analyse iso-géomeétrique est une méthode qui permet d’avoir des
résultats de haute précision car les fonctions NURBS et les fonctions B-spline, et leurs
dérivées partielles recouvrent toutes la surface délimitée des points de controle.

On peut voir aussi qu’avec ces deux méthodes on détermine les déformations avec 24
¢léments sur 1’épaisseur de la conduite et sur le fluide avec 80 éléments.

La deformée du fluide et de I’épaisseur de la conduite sont approximativement
épousées a I’interface.

Nous proposons pour la resolution du probléme d’interaction fluide-structure de
corriger les efforts sur la conduite et les pressions dans le fluide jusqu’a ce que
I’interface des deux déformés soient confondues, c’est a dire le vecteur nceud fluide
[91 92 93 94 95 96 97 98 99] soit confondu avec le vecteur nceud conduite [1 23456
7 8 9] respectivement.
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Figure(IV.10) : Organigramme d’interaction fluide-structure



Conclusion Générale

Conclusion générale

Dans ce travail on a vue tout d’abord les différents phénomenes d’interaction fluide-
structure et les domaines d’applications. Ce qui caractérise le plus 1’étude des
phénomenes des interactions fluides-structures, ¢’est son aspect interdisciplinaire. Afin
de pouvoir résoudre le probléeme en sa globalité, nous devons utiliser a la fois un
modeéle géometrique régissant 1’écoulement du fluide et un autre traduisant 1’évolution
dans le temps et la réponse de la structure solide. Le véritable couplage des deux sous-
domaines prend naissance a travers 1’interface fluide-structure. C’est par cette derniére
qu’auront lieu les échanges énergétiques entre les deux milieux mis en jeu.

On a vue aussi la modélisation géométrique en utilisant les différents modéles de
modélisation en DAO, comme le modéle de Bézier qui utilise les fonctions de base de
Bernstein ensuite le modele B-spline défini avec les fonctions de base.

On a aussi récapitulé le modéle aux éléments finis classique et le nouveau modeéle
d’analyse basé sur les NURBS intitulé (analyse isogéométrique) et application de ces
deux méthodes d’analyse sur le premier modéle (épaisseur de la conduite) et
deuxiemement sur le fluide.

De méme, cette étude nous a permis d’élargir nos connaissance dans le domaine de la
CAO et le calcul des structures, ainsi que dans le domaine de la modélisation par
éléments finis iso-géométriques, et I’utilisation de 1’outil informatique pour la
programmation sur le logiciel MATLAB.

Apres une présentation des différentes procédures de résolution numérique des
problémes d’interactions fluide-structure, on a entrepris I’étude d’un cas test qui
concerne le comportement d’une conduite. Pour cela, on a utilis¢é une approche
partitionnée totalement implicite fortement couplée. Les résultats numériques obtenus
par les  deux méthodes sont concordance qu’avec 1’accord des résultats
experimentaux. Le test montre les potentialités de la simulation numérique en
engineering a la phase de conception.

D’apres le résultat, on peut dire que la méthode d’analyse iso-géomeétrique élaborée
par le professeur Hughes, permet d’avoir des résultats avec exactitude en particulier
avec ces fonctions de bases NURBS, mais par contre elle prend un temps important,
du fait qu’il y a toute une analyse a faire pour chaque structure a étudier, et puis cette
¢tude est couteuse car c’est de nouvelles notions qui sont en cours de recherche.

En fin ce travail a permis d’enrichir nos connaissances et de comprendre 1’étendue du
probleme pose, et de comprendre aussi les différentes étapes de I’analyse
isogeometrique et les eléments finis comme outil d’analyse.
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